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PROLOGO

Esta tesis aborda el tema de liquidos cargados con base en una visiéon molecular de este
sistema. La teoria usada ha sido desarrollada por el grupo de investigacion en donde esta
tesis fue elaborada. Este grupo ha comparado la teoria con resultados experimentales y
de simulacién molecular encontrando que, al menos cualitativamente, los resultados son
correctos.

En la tesis se investiga la distribuciéon de iones alrededor de una particula coloidal
cilindrica y en especifico se encuentran soluciones para un modelo simple de ADN in-
merso en agua con poliaminas y C'l”. Como veremos, resolver la ecuacién que predice el
perfil de concentracién del electrolito requiere el uso de métodos numeéricos debido a la
imposibilidad de obtener soluciones analiticas. Las soluciones que asi se encuentran sir-
ven para conocer el espesor de la capa inhomogénea de iones y el perfil de concentracion
local de los iones (en el entorno de un cilindro que modela el ADN). El conocimiento de
lo anterior, en general, para cualquier particula coloidal, da caracteristicas importantes
del coloide que determinan muchas de las propiedades fisicoquimicas de las suspensiones
coloidales, p. ej., la estabilidad de las dispersiones coloidales. Por ello, en la actualidad
hay gran interés en la investigacion basica y aplicada de liquidos cargados que conlleve al
desarrollo de nuevas tecnologias.

En esta tesis se encuentra el material necesario para su comprension. Los temas que
aqui se encuentran son los siguientes: En la INTRODUCCION se habla a grandes rasgos
de las ecuaciones integrales y la teoria que usamos (conocida como HNC/MSA) y se dan
aplicaciones de los electrolitos y/o polielectrolitos. Ahi también se dan algunas carac-
teristicas y el modelo que usamos del entorno electrolitico del ADN. En el Capitulo 1 se
expone con detalle parte de los fundamentos mecdnico estadisticos de la teoria de liquidos
homogéneos. El Capitulo 2 contiene la introduccién al caso de liquidos inhomogéneos, que
como veremos se puede obtener con base en las ideas dadas para los liquidos homogéneos.
También, en el Capitulo 2 se dan las funciones que introducen los efectos de la exclusion
de volumen entre las particulas. En el Capitulo 3 se hacen los desarrollos matematicos que
nos llevan a la ecuacion del perfil de concentracion de los iones del fluido alrededor de una
particula coloidal cilindrica, esto se hace usando el formalismo HNC/MSA. Esta ecuacién
se encuentra primero para el caso en que el contraion y el coion tengan el mismo tamano
y, después, la encontramos para el caso de diferentes tamanos de las componentes idnicas.
Para este ultimo caso, se han obtenido soluciones usando el método de elemento finito
(expuesto en el Apéndice C), que son analisadas en el Capitulo 4. Finalmente se dan las
CONCLUSIONES sobre los resultados mas relevantes de este trabajo. Adicionalmente se
incluyen los Apéndices A y B, en los cuales se deducen algunas ecuaciones usadas en los

xi



primeros capitulos y ayuda a una mejor lectura de ellos.
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INTRODUCCION

A continuacion se hace un resumen general de la teoria que fundamenta la tesis y de
sus aplicaciones. Se resalta la importancia de los efectos de exclusiéon de volumen entre
las moléculas en el andlisis de fluidos. En la seccion 0.3 se dan algunos detalles sobre la
molécula de ADN y su entorno electrolitico celular, esto debido a que este sistema es el
tema de investigacién que aborda la tesis.

0.1 INTRODUCCION A LAS ECUACIONES BASICAS DE LA TESIS

A lo largo de la tesis se expone la teoria mecanico estadistica de liquidos cargados basada
en ecuaciones integrales. El caso que nos interesa es el de liquidos cargados inhomogéneos
y en particular consideramos la inhomogeneidad causada por un campo externo de geo-
metria cilindrica. El estudio se hace bajo los fundamentos tedricos de la ecuacion de
Ornstein-Zernike y la ecuacion de Poisson-Boltzmann. En términos generales el objetivo
primordial es estudiar la solucion a dichas ecuaciones; esto es, la funcion de distribucion
radial. La aplicacion de estas ecuaciones se hace considerando el modelo primitivo de un
electrolito, que consiste en tomar al solvente como un medio continuo de permitividad
eléctrica ¢, y en asumir que los iones son esferas duras de radios a; (donde i se refiere a
la i—ésima especie molecular) con la misma permitividad eléctrica del solvente y con una
carga puntual en sus centros. En el caso que todos los iones tengan el mismo tamano la
simplificacién se conoce como modelo primitivo restringuido.

La ecuacion de Ornstein-Zernike es una ecuacion integral en la que se define la funcion
de correlacion total (funcién de distribucién radial menos uno) como la suma de la corre-
lacién directa mds la parte indirecta [ver Ec. (1.83)]. Su solucién solamente se puede
encontrar bajo la propuesta de una segunda ecuacién aproximada llamada cerradura, que
también relaciona la funcién de correlacion directa con la funcién de distribuciéon radial.
Entre las cerraduras més conocidas se encuentran la aproximacién de cadena hipertejida
(HNC) y la aproximacién esférica media (MSA)'. En nuestro caso usamos ambas cerra-
duras para resolver la ecuacién de Ornstein-Zernike, esto lo hacemos, considerando que la
correlacion directa ion-ion es dada por la cerradura MSA y la correlacion directa campo
externo-ion esta dada por la cerradura HNC. Este método de solucién de la ecuacion de
Ornstein-Zernike se conoce como la teoria HNC/MSA y ha sobresalido por incorporar los
efectos de exclusién de volumen a través de la funcion de correlacién directa. En este caso
los efectos de exclusion de volumen son resultado de la correlacién de corto alcance del

1Por las siglas en inglés HNC Y MSA de hypernetted chain y mean spherical approximation, respectivamente.



potencial de esfera dura que se le asocia a cada ion. En el capitulo 3.1 se presentan los
detalles de la derivaciéon HNC/MSA para un electrolito tipo modelo primitivo restringuido
(seccién 3.1) y no restringuido (seccién 3.2), en presencia de un electrodo cilindrico.

La funcion de distribucién radial nos permite saber la forma como se distribuyen las
particulas y con ello podemos obtener las funciones termodindmicas®. En el caso de
fluidos inhomogéneos cargados los iones forman una estructura difusa en la proximidad
de una superficie cargada, esta estructura difusa es definida como la doble capa eléctrica.
Dentro de los efectos que se producen en la doble capa eléctrica tenemos los conocidos
como cambio de carga, inversion de carga y sobrecagado (ver seccién 2.1). Estos efectos,
a su vez, dan lugar a otros fenémenos fisicos, que tienen un gran interés tecnoldgico,
tales como el potencial de interaccion atractivo entre particulas coloidales, adsorcion de
moléculas en una superficie, movilidad electroforética invertida y autoensamblaje. Es
importante senalar que esta diversidad de comportamientos de la doble capa eléctrica, la
teorfa HNC/MSA los ha explicado exitosamente gracias a la incorporacién de los efectos
de exclusion de volumen.

Por otro lado, otra ecuacion a menudo empleada en el estudio de sistemas cargados es
la ecuacion diferencial de Poisson-Boltzmann. Esta ecuacién asume que el potencial de
fuerza media actuando sobre una particula es igual al potencial electréstatico promedio
del sistema y, entonces, no se consideran los efectos de la exclusién de volumen. Lo cual se
ha demostrado, y mostraremos en nuestra investigacion, que es una buena aproximacién
solo en el caso de electrolitos 1:1 a baja concentracion.

Las prediciones de la teoria de Poisson-Boltzmann se encuentran limitadas a la des-
cripcién de electrolito 1:1 a bajas concentraciones y bajo esas condiciones, también, ha
predicho correctamente la existencia de fuerzas repulsivas entre dos coloides del mismo
tipo dentro del solvente con electrolito.

0.2 POLIELECTROLITOS, PROPIEDADES Y APLICACIONES

Al hablar de liquidos cargados nos referimos a electrolito y/o polielectrolito en solucién
acuosa. Un electrolito es una sustancia que se disocia en aniones y cationes al ser introduci-
da en un medio acuoso, y un polielectrolito es un polimero con grupos ionizables en algin
solvente. El polielectrolito se disocia en un macroion, molécula polimérica, altamente
cargado mds iones con carga contraria al macroion, llamados contraiones (la disociacion
preserva la electroneutralidad). Un comportamiento distintivo de los polielectrolitos en
un solvente es que a baja fuerza ionica®, tiende a estar en forma extendida y desenrredada.
Esto ocurre debido a la repulsién intramolecular de las cargas, no apantalladas, de cada
unidad monomeérica del macroion. Pero, cuando la fuerza ionica del solvente se incre-
menta, el polielectrolito tiende a enrredarse. Este comportamiento es semejante al de un
polimero no ionico en el cual la expansion de su cadena no es observada. El efecto de
apantallamiento de las cargas del macroion se debe a la presencia excesiva de contraiones
de alguna sal agregada al solvente y su efecto de enrredado se conoce como el efecto del

2Ver seccién 13-3 de la referencia [1].
3La fuerza ionica se define como I = % > qf 0i, donde g; es la carga de una molécula de la i-ésima especie y g; es su
concentracion.



polielectrolito. De hecho, el porcentaje de carga apantallada en el polielectrolito es un fac-
tor importante en el comportamiento de polielectrolitos y, también, para la determinacién
de propiedades fisico-quimicas del solvente mas polielectrolito.

Existen varias aplicaciones practicas de los polielectrolitos. Ellas se basan en el hecho
que estos materiales son: (a) polimeros solubles en agua con la capacidad de fomentar
mayores cambios en las propiedades fisicas de las suspensiones y compuestos acuosos; (b)
estas sustancias pueden ser adsorvidas por superficies neutras induciendoles una carga
superficial; (¢) sus grupos ionizados reaccionan muy fuertemente con iones y agregados
coloidales de carga opuesta; y (d) estas sustancias pueden ser adaptadas a ser sensibles o
insensibles a la degradacion quimica y bioldgica. Estas propiedades son determinadas por
los pardmetros fisicos del sistema: temperatura, permitividad, concentraciones y valencias.

Entre las aplicaciones practicas de los polielectrolitos podemos mencionar los reactivos
espesantes, agentes dispersantes, tratamiento de agua, agente en tratamientos de residuos,
resinas de intercambio ionico, agentes optimizadores en la recuperacion de petroleo, agente
floculante y coagulante (en la separacion de solidos y liquidos) y en la industria de la salud
y cuidado personal (p. e. desodorantes y lociones para el cuerpo, modificadores reoldgicos
y realzadores de la viscocidad para shampoos y aditivos de detergentes y jabones). Usados
como aditivos alteran las propiedades fisicas de productos acuosos. Por ejemplo, ellos
son usados para retencion de aguas, tensién adhesiva, energia de formacion de enlace,
formacion de peliculas y protector coloidal, accién emulsificante y de suspension.

Como podemos darnos cuenta los polielectrolitos tienen una gran diversidad de impor-
tantes aplicaciones tanto en ciencia como en ingenieria, en areas tales como quimica, fisica,
biologia, y fisico-quimica e ingenieria de materiales. Recientemente, los polielectrolitos
han encontrado un extenso uso y hay una gran variedad de proyectos en la investigacion
académica y en la industrial para el desarrollo de tecnologias.

0.3 ENTORNO ELECTROLITICO DEL ADN

En particular un polielectrolito muy estudiado es el dcido desoxirribonucleico, ADN. Los
amplios estudios a los que se ha sometido esta molécula son principalmente de caracter
biolégico, ya que, como es bien conocido, el ADN contiene el cédigo genético de todas
las especies vivas. Recientemente las caracteristicas eléctricas del ADN han llamado
la atencién de fisicos y quimicos. Una razén importante para ello es el enfoque del
ADN como un material eléctrico, pretendiendo usar su potencial en el autoensamblaje de
nanocircuitos y como un elemento de los futuros dispositivos eléctricos[5] [6].

La conformacion de la estructura del ADN, brevemente, no es periddica y es a base
de cuatro bases: dos puricas denominadas adenina (A) y guanina (G) y dos pirimidinicas
denominadas citosina (C) y timina (T). Para formar el ADN, se unen largas cadenas
de estas bases mediante moléculas de fosfato y azicar de tal manera que la estructura
adquiere forma de hélice*, ver Figura 1. Cada vuelta de la hélice estd formada por 10.4
pares de nucleétidos enfrentados entre si por sus bases nitrogenadas. Las dimensiones de

4La estructura de doble hélice del ADN, establece la relacién existente entre funcién y estructura de tal modo que el
ADN se puede “desenrollar” para que sea posible su lectura o copia. Esta estructura es imprescindible para que pueda
ejercer sus funciones biolégicas.
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Figura 1: Segmento de ADN.

la hélice miden 3.4 nm sobre el eje, por cada vuelta de la rosca, y 2.37 nm de diametro.

Como mencionamos la columna del ADN esta constituida por fosfatos. Estos fostatos
son los grupos ionizables del ADN y en condiciones fisiolégicas estandar, pH = 7.4, le
asocian una carga negativa al ADN. Se sabe que a pH = 7.4 el ADN tiene una unidad de
carga electrénica por cada 0.17 nm a lo largo de su longitud, esto es, 20 cargas electronicas
por cada vuelta de la doble hélice. Con ello en mente y suponiendo que el ADN es una
varilla rigida de diametro igual a 2.37 nm, podemos asociarle al ADN una densidad
superficial de carga de aproximadamente —0.150 C/m?. Debido al valor de esta carga
superficial podemos considerar a la molécula de ADN como un sistema altamente cargado.
Al igual que todo sistema quimico la carga superficial del ADN requiere ser apantallada,
para preservar la electroneutralidad, y usualmente el sodio y el magnesio juegan el papel
de contraiones. Sin embargo, las condiciones fisiologicas del medio ambiente iénico en el
que se encuentra inmerso el ADN contiene una gran diversidad de moléculas cargadas que
le asocian a este ambiente un pH caracteristico entre 7.2 y 7.4. Ahi se encuentran iones
como Ca?t, M¢g?>T, Nat, Cl~, ademés, otras moléculas adheribles al ADN tales como
protefnas (p. ej., lisina®™ y arginina™) y poliaminas®. Desde un punto de vista biolgico
mencionamos que la magnitud de las concentraciones de los componentes idnicos son tales
que previenen la degradaciéon macromolecular (preservan membranas y ADN).

En el enfoque de la tesis el entorno del ADN estd constituido por contraiones del tipo
poliaminas (putrescina®*, espermidina®* y espermina*t) y iones monovalentes de sal.
Los Capitulos 3 y 4 son dedicados al estudio y prediccién del grado de apantallamiento
de los grupos ionizables del ADN y la distribucién de sodio y poliaminas alrededor de la

5Las poliaminas putrescina, espermidina y espermina son compuestos nitrogenados alifaticos que actualmente se consid-
eran como reguladores del crecimiento y desarrollo de plantas por su efecto demostrado sobre el crecimiento, la divisién y
la diferenciacién celular a bajas concentraciones. En algin caso, las poliaminas actian como reserva de nitrégeno, consti-
tuyendo la Unica fuente del mismo.



molécula de ADN. Los fundamentos tedricos empleados en dichos calculos son encontrados
en los Capitulos 1 y 2. Este conocimiento nos interesa ya que tiene importancia en las
propiedades estructurales del autoensamblaje y en la dindmica de las funciones biologicas
(p. e., el cardcter policationico de las poliaminas les permite unirse a moléculas cargadas
negativamente tales como dcidos nucleicos, proteinas o fosfolipidos, alterando la expresion
génica y la actividad de ciertos enzimas, asi como variando la fluidez y la permeabilidad
de las membranas bioldgicas). En el capitulo 3 se establece el modelo empleado para el
sistema que basicamente consiste en iones y solvente modelados de acuerdo con el modelo
primitivo més un cilindro duro de radio R, infinitamente largo y con carga superficial o,
que modela la molécula de ADN. Los resultados se exponen en el Capitulo 4 y se han
obtenido usando aproximaciones numeéricas de ecuaciones integrales. Finalmente en las
CONCLUSIONES se dan nuestras aportaciones al problema expuesto.






Capitulo 1

LIQUIDOS HOMOGENEOS

Este Capitulo introduce al lector en los conceptos basicos de la teoria de liquidos cargados.
La finalidad de la teoria presentada es la prediccion de la estructura, u organizacion
molecular, de un liquido simple homogéneo en equilibrio termodinamico. La seccion 1.1
es un preambulo a la nocién de sistemas densos cuyos fundamentos y su interpretacion
fisica son dados en las secciones 1.2 y 1.3, respectivamente. En esta tesis el tema de
interés son los electrolitos y polielectrolitos. La seccion 1.4 contesta el por qué de la
disociacion del electrolito. Dicha disociacion cumple la condicion de electroneutralidad
que se expone en la seccién 1.5. En la seccion 1.6 se da el modelo del sistema, solvente
mas electrolito, utilizado en toda la tesis. Mientras que las secciones 1.7-1.9 le conciernen
a la teoria de electrolitos de Poisson-Boltzmann y la aproximacion de Debye-Hiickel. En
las secciones 1.10-1.12 se da una teoria alterna y més completa para la prediccion del
perfil de concentracién de liquidos basada en la ecuacion de Ornstein-Zernike. De hecho
en la seccién 1.12 se demuestra que la teoria de Debye-Hiickel tan sélo es un caso limite
de la ecuacion de Ornstein-Zernike.

1.1 GASES DENSOS Y LiQUIDOS

La presién que ejerce un gas clasico diluido usualmente se expresa como una serie infinita
de potencias en la densidad

p

k—T=p+BQ(T)p2+Bg(T)p3+--- (1.1)
donde k es la constante de Boltzmann!, T es la temperatura del gas y Bo(T'), B3(T), ...
son llamados sequndo, tercer, ... coeficientes del virial. A dicha expresion se le conoce

como el desarrollo del virial de la ecuacion de estado y una deduccion, para una mezcla
binaria de gases, se encuentra en el Apéndice A. La interpretacién fisica de la Ec. (1.1)
es sencilla: sus coeficientes simplemente expresan el hecho que al aumentar la densidad
del gas a la vez se incrementa el nimero de particulas vecinas préximas en interaccion
miitua. Esto es, si el gas es muy diluido podemos despreciar las interaccién entre sus
componentes y decimos que tenemos un gas ideal. Al aumentar la densidad del gas ideal

1k = 1.380658 - 10~23.J/° K = 1.380658 - 10~ 16erg/° K



podemos obtener que no es despreciable la interaccién entre cualesquiera dos atomos
vecinos proximos y, entonces, By(7') no tiene un valor nulo y entra en consideracién en
el desarrollo del virial. Si continuamos incrementando la densidad encontraremos que la
interaccion entre trios de particulas es importante, por lo cual B3(7T) se vuelve relevante.
Asi, el incremento del nimero de vecinos préximos interactuando mutdamente a la vez
incrementa el nimero de coeficientes del virial en la misma proporcién. Por lo tanto la
Ec. (1.1) representa un esquema perturbativo que estudia el problema de n cuerpos de
un gas no ideal considerando interacciones binarias, de tres cuerpos y asi hasta n.

Lo anterior lo podemos ver en la Tabla 1.1? la cual nos da una estimacién de los
primeros coeficentes del virial de p/pkT para el argén a 25°C. La contribucién de todos
los restantes términos se muestran en el paréntesis. Ahi vemos que a una atmosfera de
presion el argon lo podemos considerar como un gas ideal, a 10 atm debemos considerar
el problema de dos cuerpos, a 100 atm, el segundo y tercer coeficiente del virial son
relevantes y debemos considerar el problema de tres cuerpos, etc.

Con la finalidad de tener una idea mas realista comparamos algunos valores de la
densidad del argén con algunos valores de la densidad del agua. El valor de la densidad
del agua, a 1 atm y 25°C, en su fase gaseosa y en su fase liquida® es 0.0401 mol/lt y 55.55
mol/lt, respectivamente. Como dijimos, cuando la presién es de 1 atm aproximamos el
argén a un gas ideal y lo mismo hacemos para encontrar la densidad del agua en su fase
gaseosa. Por otro lado, en la Tabla 1.1 tenemos que la densidad del argén a 1000 atm de
presién es 17.361 mol/lt, valor que es mas de tres veces menor que el del agua liquida a
1 atm y la misma temperatura. Este hecho es muy ilustrativo para nuestras siguientes
observaciones.

En el pasado se hicieron intentos para explicar los liquidos a partir del conocimiento
de los primeros pocos coeficientes del virial. Los intentos hechos deberian reproducir la
grafica presion volumen, p — V', de un fluido real (ver Figura 1.1). Pero ya hemos vistos
que al tratar de comprimir el argén, con muy altas presiones, apenas tenemos las primeras
pocas interacciones mutias para cimulos de particulas. Otra observacion le concierne a
la convergencia de la serie. En la Tabla 1.1 vemos que para las presiones de 1, 10 y 100
atm los términos, en la expansion de p/pkT, van decayendo en magnitud de izquierda

p (atm) p/pkT problema de p (mol/lt)
1+ Byp  +DBsp? +  los demés

1 1 —0.00064 + 0.00000 + - - -(= 0.00000) gas ideal 0.0401

10 1 —0.00648 + 0.00020 + - - -(— 0.00007) 2 cuerpos 0.2929

100 1—0.06754 + 0.02127 + - - -(— 0.00036) 3 cuerpos 3.0533

1000 1—0.38404 + 0.68788 + - - -(+ 0.37232) = 5 cuerpos 17.361

Tabla 1.1: La contribucién de los primeros pocos términos de la expansién del virial de p/pkT para el argén
a 25°C. En el Apéndice A.2 se deduce la cuarta columna.

2 Fuente (de las dos primeras columnas): E. A. Mason and T. H. Spurling, The Virial Equation of State (New York:
Pergamon, 1969).

3La densidad del agua liquida usalmente se encuentra que es igual a 1000 kg/m>. La conversién a mol/lt es directa
usando el valor de la masa molecular del agua: 18 g/mol [1 mol igual a 6.023 x 102*moléculas(= N4)]. La densidad del
agua en la fase gaseosa la hemos tomado como la de un gas ideal, comportamiento que es aproximadamente correcto, para
el que hemos usado el hecho que 1 mol de cualquier gas ocupa un volumen de 22.4 1t a 1 atm y 0°C.
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Figura 1.1: Isotermas del diagrama p-V para un fluido real. PC es el punto critico del agua.

a derecha. Pero a una presiéon de 1000 atm eso ya no sucede debido a que conforme
mas presion hay més densidad. Por lo cual los factores p™ pueden hacer mas relevantes
los ultimos términos y conforme n incremente puede ser que la serie no converja. Asi,
para un sistema denso, como un liquido, una descomposicion semejante a la del virial no
es aplicable ya que cada molécula del liquido esta en constante interaccion con un gran
nimero de sus vecinos.

En la siguiente seccion se dan los fundamentos teéricos de la teoria de sistemas den-
sos. Ahi, a partir de fundamentos mecdanico estadisticos, se encuentran las funciones de
distribucién probabilistica que describen las posibles configuraciones del liquidos. Poste-
riormente, veremos que es de especial interés la funcion de distribucion radial, la cual se
encuentra directamente relacionada con las observaciones experimentales y, ademas, las
funciones termodinamicas se pueden escribir como funcién de ella.

1.2 FUNCIONES DE CORRELACION PARA LIQUIDOS HOMOGENEOS

Consideramos un sistema con N particulas a temperatura 7' que ocupa un volumen V.
El Hamiltoniano de este sistema es dado por

N p2
i=1 ¢

donde m; es la masa de la i-ésima particula con posicién r; y momento p; y Uy(ry, ..., Ty)
es la energia total de interaccién. Hemos usado la notacién (p,r) para referirnos a
(ph - PN, T, - rN)-

El sistema de interés es un liquido, esto es, un sistema de muchos cuerpos con interac-
ciones entre sus componentes. Por lo cual una descripcién determinista es imposible de

+UN(I'1,...,I'N) (12)



dar. Sélo podemos dar la probabilidad que sus moléculas se encuentren en cierta configu-
raciéon. Con la finalidad de encontrar la probabilidad de dicha configuracién utilizamos el
ensemble candnico. Ahi se define la funcion de particion como

1
Qv T) = W/ ' '/eﬂH(p’r)dpl - -dpydry - - - dry (1.3)

donde 8 = 1/kT y h es la constante de Planck. La Ec. (1.3) al ser integrada sobre los
momentos, considerando que las particulas tienen igual masa m, se puede escribir como

Zn(V, T
QN(v,T)z%

donde A = /h?/2rmkT es la longitud de onda térmica de de Broglie y

(1.4)

Zn(V.T) :/---/e—ﬁUNdrl---drN (1.5)

es la integral de configuracion. El hecho que podamos integrar sobre los momentos la
funcién de distribucién del ensemble candnico, nos permite encontrar la probabilidad de
cada una de las configuraciones del sistema independientemente de las velocidades de las
particulas. Esto es, la probabilidad de que la molécula 1 se encuentre dentro (del elemento
de volumen) dr; localizado en rq, la molécula 2 se encuentre dentro de dr, localizado en
Iry,..., ¥ la molécula N se encuentre dentro de dry localizado en ry, es dada por

1 f e fe_ﬂH(pyr)dpl .. de

N
P™(ry, ..., ry)dry - - - dry TN OnVT) dr, -+ - dry
_ efﬂUNdrl « o drN (16)
ZN(V7 T)

Si ahora consideramos solamente n del total de las N moléculas, podemos obtener su
funcién de distribucién al integrar la Ec. (1.6) sobre las coordenadas de las moléculas
n+1,..., N. Esto es, la probabilidad de que la molécula 1 se encuentre dentro de dr; en
ry,..., ¥ la molécula n se encuentre dentro de dr, en r,, sin importar la configuracion del
resto de la N — n moléculas, es

o f...fefﬂUNdrn_’_l...drN
B ZN(V7T)

Pero las N moléculas en consideracién son distinguibles. Por lo cual, si tomamos una de
las N moléculas tenemos n opciones para posicionarla, para la siguiente molécula tomada
de las N —1 moléculas sin posicionar tenemos n— 1 opciones para posicionarla, y asi hasta
agotar los dr; (i = 1,2, ...,n). Entonces para las N — n moléculas posicionadas en los dr;
existen N(N—1)---(N—(n—1)) [= N!/(N —n)!] configuraciones diferentes. Con lo cual
tenemos que la probabilidad de que cualquier molécula este en dry en ry,..., y cualquier
molécula este en dr, en r,, sin importar la configuracion del resto de las moléculas, es

P™(ry, ... 1)

(1.7)

10



N!
P (ry, ..., 1) = ( P™(ry, ... 1) (1.8)

N —n)!

La funcién de distribucién mas simple es p(*)(ry), la cual al ser multiplicada por dr;
nos da la probabilidad de que cualquier molécula se encuentre en dry. Sila Ec. (1.8) es
utilizada para describir un liquido o un gas debemos considerar que dentro del volumen
V' todos los puntos son equivalentes y asi p(l)(rl) es independiente de r;. Lo anterior,
usando las Ecs. (1.7) y (1.8), se puede ver como sigue

N f fe ’BUNdI'Q : dI‘N N
/ 1'1 ry = V ZN(‘/, T) r V p ( )

lo cual es equivalente a decir que p™(r;) = p. A la cantidad p se le llama la concentracion
de bulto.

Para conocer las funciones de distribucion restantes primero consideramos el caso cuan-
do Uy = 0, y vemos que

1 1 N!
i (n) C - -
Vn / /p (rla"wrn)drl drn - Vn (N—n)' (110)

usando la expresion

1 N! 1 2 n—1
mm:(l—ﬁ)(l—ﬁ)“'(l— N

encontramos que cuando? N > 1 la Ec. (1.10) tiene la siguiente aproximacion,

1 N”
W / .. -/p(”)(rl, ...,I'n)dr1 <eedr, & W - pn (1'12)

Asi, cuando las particulas no interactiian entre si, tenemos que p™(ry,...,r,) = p".

Con base en la observacién anterior definimos la funcién de correlacién g™ (ry,...,t,)
como

)=14+O0(N) (1.11)

P (ry, 1) = g™ (ry, 1) (1.13)

¢™ es llamada la funcién de correlacion ya que es una medida del grado de dependencia
de las n particulas entre si. Si g™ # 1 entonces hay correlacién entre las moléculas y
cada una de ellas no es independiente del resto. Y como vimos, si g™ =1, o p™ = p",
entonces las moléculas son independiente y decimos que no estdn correlacionadas.

A partir de las Ecs. (1.8), (1.11) y (1.13) encontramos que la funcién de correlacién
de n particulas es dadas por

4 Adicionalmente hay que pedir que N > n ya que cuando n — N, a partir de la aproximacién de Stirling, tenemos que

ln{m}NfN Porlocual,mm,e NOCuandon—>NyN>>1
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VnN‘ f"'fe_’gUNdI'n+1"'dI'N

9 (ry, ) = NN =] 7oV T (1.14)
ce. [ PUn Tpi1- - dry
= V"(1+O(N*1))f I ZN(‘C/{T) ‘

Las funciones de correlacion que hemos encontrado hasta ahora han sido definidas en
un sistema cerrado. La generalizacion a un sistema abierto, en el que hay intercambio de
particulas, se hace a través del ensemble gran-candnico. En el gran-canénico la funcién
de distribucion de probabilidad que el sistema contenga N moléculas es

€’BNMQN(V, T) . ZNZN(‘/, T)

Py = = 1.15
YEW V) N'Z(p, V. T) (115)
donde i es el potencial quimico, z = e#V# /A3 (llamada la actividad), y
E(nV.T) = ) Qn(V.T)e™ (1.16)
N

es la funcién de particién del ensemble gran-canénico. A partir de la funcién de distribu-
cién tenemos que la probabilidad de observar n moléculas en dr; - - - dr,, en (ry,...,r,), sin
importar cuantas particulas contenga el sistema, es dada por

P = PPy (1.17)

N>n

donde p% tiene la misma definicién que la Ec. (1.8) y N representa las variacién del
nidmero de particulas en el sistema. Al sustituir la Ec. (1.15) en la Ec. (1.17) tenemos
que el gran-canénico cumple con lo siguiente

{ ~BU Z _n/ / ~BUN g - } (1.18)

N= n—l—l

P(rr, o r,) =

[1]] —

1.3 LA FUNCION DE DISTRIBUCION RADIAL

La funcién ¢ (r;,r5) es de suma importancia en la teoria de sistemas densos. Cuando
experimentalmente se desea saber la estructura del material lo que se mide es ¢ y al
sacar la transformada de Fourier de los datos medidos se obtiene la informacion de la
estructura del material. También, hemos mensionado que las funciones termodinamicas
son funcién de ¢, para ello la tnica restriccién que se impone es que el potencial de
interaccién dependa de la distancia entre las particulas y que sea aditivo por pares, Uy =
> icju(lri—r;|). En esta seccién veremos la interpretacion fisica de g (ry, ry) asumiendo
que el liquido es simple, esto es, que esta constituido por moléculas con simetria esférica.
Asi, bajo la previa consideracion, tenemos que ¢ (r;,r;) depende sélo de la distancia

12



relativa entre las moléculas 1y 2, i. e., sobre r13 = |[rg — r1|. Por simplicidad, de ahora en
adelante escribiremos g(r) en lugar de ¢‘®(r15). A la funcién g(r) se le llama la funcién
de distribucion radial.

Es sencillo ver a partir de la Ec. (1.14) y con el cambio de coordenadas® (ri,ry) —
(ri,r), donde r = ry — ry, lo siguiente

2

//g@)(rlal‘z)dhdm = V/o 9(7")47”"26[7" = %N(N —1) (1.19)

de donde notamos que

p/ g(r)dnr*dr =N —1~ N (1.20)
0

es el nimero total de particulas alrededor de alguna de ellas. Asi pg(r)dr es la probabilidad
de observar una segunda molécula en dr dado que hay una molécula en el origen de
r. Esta probabilidad se normaliza al dividir entre N (ver figura 1.2). Otra interesante
interpretacion de g(r) es pensarla como el factor que al multiplicar la densidad de bulto
p nos da la densidad local alrededor de alguna molécula fija en el origen de r.

Dos caracteristicas que tiene la g(r), para fluidos homogeneos, son: 1) la ya mensiona-
da, el grado de dependencia entre dos particulas disminuye conforme estén mas separadas,
g(r) — 1 cuando r — 00, y 2) ya que hemos representado a las moléculas por esferas, las
cuales no pueden penetrarse por completo, tenemos, de acuerdo con la interpretacion de
g(r), que la densidad debe ser cero cerca de sus centros, g(r) — 0 cuando r — 0.

La Figura 1.3 muestra un resultado para la g(r). Ahi se gréfica la g(r) para el argén
liquido a una temperatura de -125°C". El argén, aun en el estado liquido, no se agrupa
en moléculas y continua siendo un liquido monoatémico representado tedricamente como
esferas. Nos damos cuenta de que esta gréafica tiene varios picos: el primero esta centrado

Figura 1.2: Interpretacién de la funcién de distribucién radial.

5El cambio de coordenadas usado tiene un Jacobiano igual a la unidad.

13



.

L TLL T LT P

. } ; » ’ £ ; 2
3 4 b ] i} ra 8 | 10
distancia [en A)

Figura 1.3: Funcién de correlacién radial para el argén liquido a una temperatura de -125°C.

a la distancia de 3.8 A y el segundo a 7.4 A. A medida que la distancia entre los 4tomos
aumenta, después del segundo pico, la correlacién oscila muy levemente y se acerca pau-
latinamente a uno. Entonces, a una distancia de 3.8 A de cualquier dtomo del liquido
hay una probabilidad muy alta de que haya otro atomo. Hay también una probabilidad
menor, de que haya otro 4tomo a una distancia de 7.4 A del primer dtomo mencionado.
Sin embargo, para distancias de 8 A o mayores, como se ve en la grafica, los atomos
son practicamente independientes 6 sin correlacién entre ellos. Es decir, ya no hay ni
siquiera restos de algin orden en la sustancia. Estos resultados significan que la funcion
de correlacion del argon liquido es de corto alcance, ya que se mantiene solamente hasta
distancias de alrededor de 8 A que es una distacia pequeiia. Sobre los picos en la curva
se puede decir que representan los cascarones de primeros vecinos proximos, segundos
vecinos proximos, etc.

Otro ejemplo interesante, que bien vale la pena anexar, es la funcién de distribucion
radial para el agua a una temperatura de 20°C. Su correspondiente g(r) se muestra en la
Figura 1.4 (a). A diferencia del caso anterior en que tratamos un liquido de un solo dtomo,
ahora tenemos un liquido compuesto de moléculas de H>O. Por lo que las moléculas
pierden su aproximacion a esferas. Sin embargo, aunque sea dificil la obtencion de la g(r)
por métodos teodricos, la funcién de distribucion radial del agua se puede obtener a partir
de métodos experimentales. La grafica en la Figura 1.4 (a), obtenida experimentalmente,
muestra dos picos muy intensos a las distancias de 1 A y de 2.9 A. Asimismo, hay otros
dos picos leves a las distancias de 4.5 A y de 7 A. Veamos lo que significan estos picos. El
pico en 1 A representa la distancia que hay entre cada dtomo de hidrégeno y el de oxigeno
en la molécula de agua. El pico a la distancia de 2.9 A representa la distancia entre
dos moléculas de agua. Este segundo pico implica que hay un orden de corto alcance.
Los otros dos picos a distancias mayores indican un remanente de la estructura del agua
cristalina. Por lo tanto, se puede decir que el agua tiene una estructura como sigue:
alrededor de una molécula hay tres capas de moléculas y cualquier molécula situada a
distancias mayores de 8 A es independiente, es decir, a distancias de 8 A se tiene un

14



(a) (b)

Figura 1.4: (a) Funcién de distribucién radial para el agua a 20°C. (b) Fotograffa del agua a partir de los datos
proporcionados en la grafica de g(r). Cada punto negros representan un oxigeno y cada circulo representa un
higrégeno.

liquido con un orden desconocido, ver figura 1.4 (b).

Para finalizar la secciéon hablamos un poco sobre la funcién de distribucion radial
del vidrio. Se ha estudiado su estructura microscopica y resulta que el vidrio no es un
cristal. Esto quiere decir que no tiene una estructura molecular ordenada y repetitiva,
su estructura es amorfa. Se ha obtenido experimentalmente la funcién de distribucion
radial para vidrios y resulta sorprendentemente parecida a la de los liquidos. Se puede
decir que el vidrio es un liquido que se ha “congelado” y que sus moléculas no tuvieron
tiempo suficiente para ordenarse y formar un cristal. También, se puede describir como
un liquido que tiene una viscosidad extremadamente alta por lo que no puede fluir como
lo hace un liquido comin y corriente. Por lo tanto, existen sélidos amorfos cuyos atomos
6 moléculas no forman una estructura ordenada y repetitiva pero que, sin embargo, tienen
correlaciones de corto alcance.

1.4 INTRODUCCION A ELECTROLITOS

Un electrolito es una sustancia que al disolverse en un medio acuoso da lugar a la forma-
cion de iones. Los electrolitos pueden ser débiles o fuertes segtin estén parcial o total-
mente ionizados o disociados en el medio acuoso. Notese que la sustancia al ser disuelta
debe conservar la carga, por lo cual, el electrolito es disociado en dos diferentes tipos de
iones: iones con carga positiva y iones con carga negativa llamados cationes y aniones,
respectivamente. Dicha conservacién de la carga es conocida como la condicion de elec-
troneutralidad, la cual todo sistema quimico debe cumplir. Ejemplos de electrolitos son
NaCl — Na* +Cl~y NH,OH — NH] + OH".
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La pregunta directa es por qué se disocia el electrolito en el medio acuoso. A contin-
uacién daremos una respuesta por medio de un ejemplo. Consideramos iones monovalentes
de sodio (Na™) y cloro (Cl™) y agua, o aire, como medio disociador a temperatura am-
biente (= 20°C). Los radios de los iones son: 7 = 1.81 A es el radio de Pauling del CI~
yry =24 A yr, =095 A, es el radio del Nat hidratado (Nat inmerso en agua), y
no hidratado. Primero analizamos el caso suponiendo que el aire es el medio solvente. El
trabajo requerido para separar un ion de Na™ de uno de Cl~ a partir de su distancia mds
proxima, r, + r_, al infinito es

o ere (4.8-10710 esu)? 1
d = = 8.347826 - 10 1.21
/rw_ T 2.76 - 10 5 em 9 (1.21)
donde e, (= |e_| = ¢ = 4.8-107" esu) es la unidad de carga. Y en una aproximacion

burda tomamos la energia cinética de los iones igual a®

3 3

5l~sT = 5(1.38 +107%erg/°K)(293°K) = 6.065 - 10~ erg (1.22)
Asi, la razén entre la energia potencial y la energia cinética es igual a 137.64. Ahora,
cuando el agua es el medio solvente y consideramos su permisividad, €444, = 80.76,
tenemos que la energia potencial se reduce por el factor ¢,,,,. Esto es
1 % ere (4.8 - 1071 esu)?
d = = 6.7765 - 10 1.23
 agua /T+ LT T (80.76)(4.21 - 1078 em) "9 (123)

Por lo que en el medio acuoso la razén de la energia potencial con la energia cinética
es igual a 1.11731, mas de 130 veces menor que cuando la sal estd en aire. Como una
consecuencia en el aire existen muy pocas moléculas de sal en estado disociado. Bajo el
mismo razonamiento, para que la sal se disocie en el aire necesitamos que el ambiente
tenga una temperatura de

o 2 [T gl (283418610 B erg) ) aag 6o (1.24)
3k Jry g 12 3(1.38 - 10716 erg/°K)

con lo cual la energia cinética seria comparable con la energia potencial. Si bien los
resultados anteriores no son exactos, si nos dan una estimacion del orden de magnitud de la
distancia molecular, temperatura y permitividad, a la cual se lleva a cabo la disociacion de
moléculas. Intuitivamente podemos decir que el agua proporciona el golpeteo suficiente a
la molécula de NaC'l para disociarla y mantenerla como una mezcla de sus iones, mientras
que el aire no proporciona el golpeteo necesario para la disociaciéon de moléculas.

Por otro lado, hacemos la observacién que los electrolitos no pueden ser investigados
por medio de la expansién del virial. Si los iones son tratados como dos diferentes tipos de
gases debemos usar la ecuacion del virial para una mezcla de dos especies monoatomicas
de gases (ver deduccién en Apéndice A), la cual es dada por

SEl teorema de equiparticion de la energia expresa que para un Hamiltoniano con tnicamente términos cuadrético, de
2
3N grados de libertad (por ejemplo: H = vazl g—m), la energia promedio del sistema es gNkT. Los electrolitos introducen
en el Hamiltoniano términos de interaccién Coulombianos, términos no cuadréticos.
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p
LT Pttt By (T)pi + By (T)pip- +B__(T)p +--- (1.25)

donde p, es la densidad de los cationes, p_ es la densidad de los aniones y

Uij(r)

Bi(T) = —2x /Ooo[e_ 7 — 1)r?dr (i, =+,—) (1.26)

son los coeficientes del virial que nos dan la primera aproximacion a los gases no ideales.
Con una consideracién andloga a la Ec. (1.21) para U;;(r), veamos que al desarrollar el
exponencial en la Ec. (1.26), llegamos a que

o0 1 ee; 1 e;e;
BAT) = —2 A N2 L2y 1.2
(1) ”/{kT (S } ’ (1.27)
o 2 o\ 2 o\ 3 o0
L €ic;j\ - €€ €€y e
- QW{(kT> 3+ () o () e }r++r

tiene un valor divergente. De hecho, para que la integral sea finita U;;(r) oc 1/r", donde
n > 4. Asi, la Ec. (1.26) restringue los potenciales de interaccién de largo alcance
semejantes al Coulombiano. Es por ello que el problema de muchos cuerpos cargados no
puede ser descompuesto en la serie de problemas de dos cuerpos, de tres cuerpos, ..., es
decir, no podemos hacer un desarrollo del virial para el problema de electrolitos.

1.5 LA CONDICION DE ELECTRONEUTRALIDAD DE BULTO

En la seccion anterior notamos que la carga es conservada al disociarse el electrolito.
Ahora, consideramos un electrolito con P especies ionicas. La concentraciéon de la -ésima
especie, con valencia z; para sus iones, es dada por p;. Sabemos que la carga total en
V' (volumen total del sistema) es nula y si el electrolito se distribuye homogéneamente
en V', podemos expresar de forma simple la condicién de electroneutralidad de la carga
en términos de las p;'s. Comenzamos por considerar que una molécula del electrolito
satisface la relacion

D zie=0 (1.28)

donde e es la carga elemental de un proton. Si consideramos el limite estadistico, n; — oo
y V — oo con g; = n;/V = const., donde n; es el nimero de iones de la i-ésima especie,
la Ec. (1.64) cumple con

P

ey zn; =0 (1.29)

=1

la cual al dividirla entre V', nos lleva a la siguiente ecuacién

17



P
D zi0i=0 (1.30)
i=1

que es conocida como la condicion de electroneutralidad de bulto y expresa que el total

de cargas positivas es igual al total de cargas negativas en un volumen V' en el que se ha

disuelto un electrolito.

1.6 EL MODELO PRIMITIVO DE UNA SOLUCION IONICA

En el modelo primitivo de una solucion de electrolitos fuertes el sistema fisico, medio
acuoso mas electrolito, es modelado segun la siguiente idealizacion: asumimos que el medio
acuoso puede ser representado por un medio continuo de constante dieléctrica uniforme
€. Los iones son representados por esferas duras las cuales tienen la carga del ion, g¢;
(¢ = +, —, para un electrolito 1:1), localizada en su centro. Para evitar deformaciones del
campo eléctrico devidas a la permitividad de los iones, asumimos que estos estan hechos
de un material con la misma constante dieléctrica que el medio solvente. Los didmetros
de las esferas son a, y a_ para los cationes y aniones, respectivamente. De acuerdo a lo
anterior, el potencial de interaccién entre dos iones separados una distancia r, es dado
por

Uij(r) = uij (r) + qgj (i,j =+ —) (1.31)
donde ¢; = zie y
hs 00 para 1 < 414
ut(r) = { 0 para T > (M.%Ta] (1.32)

es el potencial de esfera dura. A partir de lo cual la Ec. (1.31) también se puede escribir
como

aita (1.33)

Un caso especial del modelo primitivo, llamado modelo primitivo restringuido, se da
cuando los didmetros de todos los iones son iguales. La Figura 1.5 ilustra una configuracién
para el modelo primitivo restringuido.

Una desventaja del modelo primitivo que puede tener importancia en los calculos, es
que pierde la informacion molecular del solvente, p. e. los efetos de la presién que ejerce
sobre cada ion. Para introducir dichos efectos debemos reconocer la naturaleza molecular
del solvente y no tratarlo como un medio continuo.

o0 para r <
Uij(r) :{ ¢iq;

o para 1 >

1.7 ENERGIA ELECTROSTATICA LIBRE DE HELMHOLTZ

El modelo primitivo de electrolitos lo usamos en el calculo de la energia electrostatica libre
de Helmholtz de un sistema de N cationes y N aniones que se encuentran disueltos dentro
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Figura 1.5: Una posible configuracién del modelo primitivo (cationes en rojo y aniones en azul).

de un sistema con volumen V', temperatura 7' y constante dieléctrica uniforme . Usando
el ensemble canénico y su relacién con la energia libre de Helmholtz, A(2N,V, T, ¢) [donde
q denota ¢y, ¢a, ..., ¢an], dada por

Qan (V. T, q) = ¢ PABNYT0 (1.34)

definimos la energia electrostatica libre de Helmholtz como A — A,, donde A es la energia
libre de Helmholtz del sistema cargado y A, es la energia libre de Helmholtz del mismo
sistema pero con todas las cargas iguales a cero. Si Usy es la energia potencial total
del sistema cargado y Usy es la energia total del sistema de esferas duras descargadas,
entonces

6_/8("4_"40) _ ZQN _ f .« e feiﬂUZNdrl .« e dr2N (1.35)
ZQON f...fe_ﬁUgNdrl...erN

donde

2N 2N

1 Z 4i4; 1 Z
U — / J +_ ! (S) .. ]_36
2N 21’]’:1 6|I‘1' —I'j| 2ij:1 u (sz) ( )

A -

' '

= U2N,elec = USN

la prima en la sumatoria indica que el término ¢+ = j no es incluido en la suma. La

cantidad u®)(r;;) [= US)] es el potencial de interaccién de corto alcance entre el ion i
y el ion j. Debido a que idealizamos el sistema segin el modelo primitivo tenemos que
ugj) = ujy.

Sabemos que el potencial electrostatico sobre el j-ésimo ion, cuyo centro es localizado

en el punto r;, debido a los otros iones del solvente es:
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¥(xr;) = Z 4 (1.37)

7 elri — 1]

Con ello, la energia potencial electrostatico de todo el sistema puede ser escrito en la
forma

EL
U2N,elec - 5 Z QJ¢](r]) (138)
j=1
Ahora, de la definicién del promedio de 1;(r;) en el ensemble canédnico,

e [ y(ry)e P dry < drgy

N — 1.39
y usando la Ec. (1.38), se obtiene que la Ec. (1.39) también se puede escribir como
() = ~ 2 o0 o (V,T)} (1.40)
i/ — ﬂ 8q]‘ 2NV, :
y a partir de las Ecs. (1.4) y (1.34) es directo que
8A> 1 .
“2) = j=1,2,....2N 1.41
(5,),, =2t ) (141)
Con lo previo se obtiene el diferencial total de A, con V' y T constantes, igual a
2N 2N
1 0A 1
ia=53 (5) =53 i, (142
Jj=1 ’ Jj=1

Esta ecuacién la debemos integrar sobre las variaciones de las cargas de 0 a su valores
totales ¢ para asi obtener una de las funciones termodindmicas. Se pueden variar simul-
taneamente las cargas con el cambio de variable dg; = ¢;d\, donde 0 < A < 1. Con ello
al integrar el diferencial total de la energia electrostatica libre llegamos a lo siguiente

Ao 4, - ;Zq | twsnan (1.43)

donde (1;())) es el potencial electrostatico promedio actuando sobre el j-ésimo ion cuando
cada uno de los iones del sistema tiene la carga Ag;.

El siguiente paso es encontrar un método que nos permita calcular (¢;) con lo cual
podremos obtener la energia libre de Helmholtz y con ello las restantes funciones ter-
modinamicas del sistema cargado.

20



1.8 LA ECUACION DE POISSON-BOLTZMANN

Hemos visto que a partir de consideraciones electrostaticas elementales podemos obtener
la relacion entre el potencial electrostatico promedio y la energia libre de Helmholtz. En
esta seccion encontraremos una ecuacién diferencial para (¢;) la cual estd vinculada con
la funcion de distribucion radial y por ello con la distribucién de los iones en el sistema.
Esta ecuacion diferencial es dada en el marco del modelo primitivo y, en principio, nos
permite encontrar (1;).

Primero consideramos el potencial electrostatico de los 2N iones en un punto r

2N
4
r) = T 1.44
¥(r) ;dr—m (1.44)
Ahora encontramos el promedio canénico de (r) manteniendo alguna particula fija,
digamos la 1, fija en ry, pero todos los otros iones son canénicamente promediados en el
volumen V| y obtenemos

1 f fi,b ﬂUszr2 oo drgy
W(r I‘1)> f fe BUv(ry - - - dryy

El superindice aqui significa que la particula 1 estd fija en r;. El tratamiento previo
es porque, como veremos, nos interesa encontrar el potencial actuando sobre alguna de
las particulas por lo que no debemos considerar su potencial. Se puede demostrar que la
Ecuacion (1.45) satisface la ecuacién de Poisson con derivadas en la coordenada r. Esto
se hace al tomar el Laplaciano en ambos lados de ella’:

(1.45)

[ [V2)(r)e PV2Ndry - - - droy
f. . -fe*ﬂderg e dryy

[ooe [ 2T o 50N Gy - drgy
IEE fe BU:Ndry « « - droy

_ 4: {palr, T1) (1.46)

V(o)) =

donde pg(r) es la funcién de densidad de carga en una vecindad de r. La densidad de
carga promedio que aparece en el lado derecho de la Ec. (1.46) puede ser escrita, de

acuerdo con el significado de la funcién de distribucién gg)(r, r1), de la siguiente manera

Ypu(r, 1)) qugsgls r,r]) (1.47)

donde o, es la concentracion de bulto de los iones de la especie s 'y gg) (r,r1), como ensegui-

da veremos, es la funcién de de distribiciéon radial de los iones de la especie s alrededor de

"La ecuaciéon V2¢(r) = —%’pel(r) es correcta en general. Pero dada ¥(r) por la Ec. (1.44) podriamos haber escrito
V2y(r) = 4" 2N1 q;0(r —r;).
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un ion central localizado en r;. Excepto cerca de las paredes del contenedor, reconocemos
que Y¢(r,ry)) y gg) (r,r1) dependen solo sobre r = |r — ry|; o alternativamente, elegimos

r; = 0. Bajo esta consideracién la Ec. (1.47) se ve como sigue

1<p6l(r)> - qugsgls(r) (148)

En este punto introducimos la definicién de potencial de fuerza media, w, dada por la
ecuacion

g1s(r) = e w1l (1.49)

Lo cual al ser sustituido dentro de la Ec. (1.48) nos lleva a que la Ec. (1.46) adquiere
la forma siguiente

2
V) = — 23 guoge ) (1.50)
€ s=1
La Ec. anterior es exacta para el potencial '(¢)(r)) y es el punto de partida en las
aproximaciones hechas en la teoria de Debye-Hiickel.
Antes de hacer dichas aproximaciones veamos cual es la relacién que existe entre el
potencial (¢ (r)) y el potencial de nuestro interés (1;), el cual aparece en la expresion

para la energia electrostatica libre de Helmholtz [Ec. (1.43)]. Tenemos que
1 —1 q1
r)) = r,ry)) — —— 1.51
() = H0e, ) — (1.51)
es el potencial promedio en r debido a todos los iones excepto 1 fijo en r;. Asi, cuando
elegimos r = r; llegamos a la expresion que requerimos

Hapi (1)) = () (1.52)

que es el potencial electrostatico promedio actuando sobre la particula 1 fija en r;. La
igualdad entre *(¢;(r1)) y (¢1) se da asumiendo que el sistema es un fluido isotrépico.

La primera aproximaciéon de Debye y Hiickel es elegir el potencial de fuerza media igual
a

wis(r) = g5 (¢(r)) = g1 (r) r>a (1.53)
donde a es el diametro de todos los iones y por simplicidad de notacién escribimos ¢ (r)
en lugar de ' (11 (r)). Sabemos que en el modelo primitivo la g(r) se anula para r < a. Asi
al sustituir la Ec. (1.53) en la Ec. (1.50) llegamos a la ecuacion de Poisson-Boltzmann,

V(p1(r)) = 0 r<a (1.54)

= Y g, e r>a (1.55)
s=1
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1.9 LA TEORIA DE DEBYE-HUCKEL

Por ser la Ec. (1.55) una ecuacién diferencial no lineal para ¢, (r) generalmente es dificil de
resolver. La segunda aproximacién de Debye-Hiickel consiste en linealizar el lado derecho
de la Ec. (1.55) al hacer un desarrollo del exponencial en su serie de Taylor. Obviamente,
para que la aproximacién sea buena debemos requerir que [gs¢1(r) = 0, lo cual expresa
que las interacciones entre los iones son débiles; como encontraremos enseguida, esto lo
conseguiremos cuando el electrolito se encuentra altamente diluido en el solvente. De la
linealizacién del exponencial obtenemos la siguiente aproximacion

> g0 PN m N g0, — B qlosi(r) (1.56)

De acuerdo con la condicién de electro-neutralidad, Ec. (1.30), el primer término se
anula. Asi, obtenemos la ecuacion lineal de Poisson-Boltzmann,

V20, (r) = k2 (1) r>a (1.57)
donde

473
2= 0 20, 1.58
K= — E 4o (1.58)

Esta es la ecuacién bésica de la teoria de Debye-Hiickel.
Las soluciones para ¢, (r) en las Ecs. (1.54) y (1.57) son dadas por (ver Apéndice B.1),

41 qik
= == — 0 1.59
o1(r) er (14 ka) sr<a (1.59)
—k(r—a)
€
= — > 1.60
er(l+ ka) rod (1.60)
y cumplen las siguientes condiciones de frontera:
. . : . Ogu(r) . O¢u(r)
1 1 =1 1 -1
Aram =0 taal)=lpat) v B =i e

Ahora que tenemos la funcién ¢;(r) podemos proceder a encontrar las funciones ter-
modindmicas, pero antes de eso veamos la interpretacion de k. A un potencial de la forma
e " /r se le llama potencial coulombiano apantallado. Este tipo de potencial aparece en
la Ec. (1.60). Cuando el electrolito es altamente diluido, p; &~ 0 (por lo cual k = 0),
podemos esperar que la Ec. (1.60) se aproxime al potencial coulombiano en la vecindad
de cualquier ion. Asi, en una aproximacién linel en x de la Ec. (1.60), obtenemos lo
siguiente

£ r

bi(r) ~ & {1 _ H} (1.62)

También, lo mismo ocurre cuando el diametro de los iones es igual a cero. En este caso
el potencial se ve como sigue
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—RT

¢1(r)

En las Ecs. (1.62) y (1.63) el primer término de la aproximacién es el potencial elec-
trostatico debido a la carga fija. El segundo término es la primera y mas baja contribucion
al potencial electrostatico debido a los otros iones. De acuerdo con esto el campo elec-
trostatico de un punto cargado es apantallado exponencialmente por los otros iones, con
una longitud caracteristica de decaimiento igual a k=, La cantidad x~! es conocida como
la longitud de apantallamiento de Debye (sus dimensiones son de longitud).

Por otro lado, en el siguiente andlisis encontraremos que x determina ciertos lugares
donde los iones se acumulan alrededor de uno de ellos. Con tal fin partimos del hecho que
la carga total alrededor del ion fijo j es dada por

1
:qle :ﬂ{——/{+/{2’]“2—---} (163)
Er 9 T

/ 3 () Amrdr (1.64)

De acuerdo con la ec. de Poisson {py(r)) = (¢/47)V?{I(x)(r))}. Usando la aproxi-
macion de la teorfa de Debye-Hiickel, Ec. (1.57), tenemos que ?(p.;(1)) = (£/47)K% I {(p(r)) =
(e/4m)Kk%p;(r), para r > a. A partir de lo cual, la Ec. (1.64) se escribe y se resuelve,
integrando por partes, como sigue

o

=g  (1.63)

K K2

_i oo Hquefli(Tfa) 47TT2dT _ _Hquelia _lre_m B ie_mn
At J, er(l+ ka) 1+ ka

a

Esto muestra que si el j-ésimo ion tiene carga ¢; la carga total alrededor de ¢l es —g;.
También a partir de la Ec. (1.65) podemos decir que

ULa
p(r)dr = —lj_ime_“(’"_a)rdr r>a (1.66)

es la fracion de carga entre los cascarones esféricos de radios r y r + dr. El maximo de la
Ec. (1.66) se encuentra en r = k™', asf los valores de r alrededor de este punto son los mas
importantes para determinar las propiedades termodinamicas del electrolito, ver Figura
1.6%. La Ec. (1.65) junto con la Ec. (1.66) describen la atmdsfera idnica alrededor del
ion central. Es por ello, que £~ ! se interpreta fisicamente como el espesor de la atmdsfera
i6nica y se puede ver su variacion al variar los pardmetros de los que depende. Resaltamos
que la atmdsfera ionica tiende a tener carga contraria a la del ion central (ver Figura 1.7).

Ahora volvemos a la derivacion de las funciones termodinamicas de la teoria de Debye-
Hiickel. Usando la Ec. (1.52) obtenemos que en el modelo primitivo restriguido

Hun(r) = ¢i(r) — = (1.67)

eligiendo r dentro del volumen encontramos el potencial electrostatico promedio que actia
sobre el ion 1 debido a los otros iones los cuales tienen carga g¢;. Con tal fin sustituimos
la Ec. (1.59) en la Ec. (1.67) y llegamos a que

8Se ha graficado la Ecuacién (1.66) multiplicada por f(A/qj). Para ello usamos los valores de la molaridad especificados
en la Figura y tomamos a = 4.21A(radio del NaT hidratado, 1.81A, m4s el radio de Pauling del Cl—, 2.4A).
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0.012
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Figura 1.6: Fraccién de carga entre los cascarones esféricos de radios r y r + dr para un electrolito con valencias
z4+ = —z_ = 1. Las gréficas son vdlidas para xr > ka. En cada caso el valor de ka se encuentra préximo al
origen: ka = 0.1385 para g4+ = ¢o— = 0.01 mol/lt, ka = 0.0438 para g+ = g— = 0.001 mol/lt, xka =~ 0.01385 para
0+ = 0— = 0.0001 mol/lt.

Q1R

(1) = ) (1.68)
o en general,
(1) = —% (1.69)

El potencial anterior lo debemos sustituir en la Ec. (1.43), donde la carga varia de 0 al
valor total de las cargas del sistema g;, de acuerdo al cambio de variable ¢; — Ag;. Con
lo cual, dado que ¢; es una constante en la integracién, (¢;(A)) nos queda como sigue,

B N
(i (\) = T+ k)

donde k es como en la Ec. (1.58). Al sustituir Ec. (1.70) dentro de la Ec. (1.43) y usando
la siguiente igualdad

(1.70)

A2 A 1 1
- 1.71
1+axA  ak  (ak)? - (1+ ar))(ak)?’ (171)
llegamos a que
K 2
A—A,= —gT(/m) ;qj (1.72)
donde
2
T(Kka) = (HZ)?’ { (H;) — rka+In(1+ /ia)} (1.73)
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Figura 1.7: Atmdsfera ionica alrededor de un ion con carga positiva. Se muestra que los iones circundantes al
ion central en su mayoria tienen carga opuesta a este.

La sumatoria en la Ec. (1.72) es sobre todos los iones. Pero hay N iones con carga g
y N con carga —gq, por lo cual conseguimos la siguiente expresion para la energia libre de
Helmholtz:

6Ael 6 I€3
=—(A—-A,)=——— 1.74
o= DA 4,) =~ (k) (1.74)
El potencial quimico electrostatico de la j-ésima especie ionica es dado por
. OA V[ o [BAY K
/‘jl: <8N> :E[W < Vv ):| :_26(1—:l€a) (1.75)
i/ vr J VT

Usando la ec. anterior podemos calcular la energia electrostatica libre de Gibbs, G¢ =
>0 Njus!, y obtener

Gel 3
e Y . (L.70
V 2¢(1 + ka) - J 87(1 + ka)
También, encontramos la presién osmética electrostatica a partir de la ecuacién
ﬂGel ﬁAel
=t Bp* (1.77)

Usando las Ecs. (1.74) y (1.76), conseguimos

a__® [ 3
Bp® = 247r{1-|—/fa 27'(/1@)} (1.78)

Las expresiones que encontradas para las funciones termodinamicas son valida solo en
el limite ka — 0, esto lo veremos en la seccién 1.12. Por lo tanto, solamente se usa la
forma limite de estas ecuaciones. Las expresiones que se obtienen son:
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ﬁ Ael /{3 l€3

% = _51;90 ET(KJCI,) ~ _ﬁ s (179)
2 2
el - Rg; RY;
= —lim ————~ —— 1.80
Hy R0 2¢(1 + ka) 2e (1.80)
Y 3 3 3
el : K K
= — lim — —2 N —— 1.81
op ka50 247 {1 + ka T(m)} 24 (181)

En este punto finaliza la presentacion de la teoria de Debye-Hiickel. Aunque, en general,
la ecuacién de Poisson-Boltzmann es un conocimiento bésico en el area de fluidos cargados.
El fallo de la teoria fuera del limite ka — 0 es debido a la supocisiéon que el potencial de
fuerza media es igual al potencial electrostatico. Esta asumcion, desprecia las interacciones
de corto alcance. Es necesario hacer dicha consideracién si queremos tener una teoria
aplicable a un mayor rango de concentracion de iones. En lo que resta del capitulo se
expone la teoria de Ornstein-Zernike que como veremos incluye los efectos de corto alcance
a través de la funcion de correlacion directa.

1.10 LA ECUACION DE ORNSTEIN-ZERNIKE Y SUS CERRADURAS
MAS USADAS

El resto del capitulo le concierne a la teoria mecanico estadistica de la ecuacion de
Ornstein-Zernike. Muchas de las investigaciones hechas con la metodologia proporciona-
da por esta ecuacién resulta estar en concordancia con resultados experimentales y de
simulacién molecular. Comenzamos por definir la funcion de correlacion total entre dos
moléculas,

hr) = g(r) — 1 (1.82)

donde, como sabemos, ¢g(r) es una medida de la influencia de la molécula 1 sobre la
molécula 2.

En 1914 Ornstein y Zernike propusieron una separacién de la funcién h(r) en dos
partes, una parte directa y otra indirecta, con la siguiente forma,

h(ra1) = c(ra) + Q/h(r23)c(r13)dr3 (1.83)

donde p es la concentracién de bulto del fluido y ¢(ry1) es la parte directa y se le llama la
funcion de correlacion directa. De hecho la Ec. (1.83) se considera como la definicién de
¢(ra1) v es conocida como la ecuacion de Ornstein-Zernike. La parte indirecta es dada por
la integral sobre las coordenadas de una tercer particula. Se interpreta como la influencia
propagada de la paricula 1 sobre una tercer particula que a su vez afecta a la particula 2
directamente, e indirectamente a través de otras particulas. Posteriormente, Capitulo 2,
veremos la forma en como la ecuacion de Ornstein-Zernike introduce las correlaciones de
corto alcance a través de la funcion de correlacion directa. Esta hecho es de importancia

27



Figura 1.8: Contribucién a la funcién de correlacién total.

y permite que la ecuacién de Ornstein-Zernike haga buenas descripciones del perfil de
concentracion de fluidos.

Para poder resolver la ecuaciéon de Ornstein-Zernike necesitamos de una segunda ecuacion
que relacione la funcién c(re;) y h(rg;). A dicha relacién le llamaremos cerradura. A
continuacion, en una forma aproximada, obtenemos la cerradura de Percus-Yevick y la
cerradura de cadena hipertejida. Para ello hacemos uso de nociones fisicas sobre la funcion
de correlacion directa. Es razonable representar la funcion de correlacion directa por

C(T) = Gtotal (T) - gindirecta(r) (184)

donde gip1ai(r) es la funcién de distribucién radial; i. e., gioa(r) = exp[—Pw(r)], ¥y
Gindirecta €S la funcion de distribucién radial sin incluir la interaccién directa u(r); i. e.,

Gindirecta (1) = exp{—pw(r) — u(r)]}. Asi aproximamos ¢(r) por
o(r) = e=Bur) _ A=Blw(r)—u(r)]) (1.85)
que también podemos escribir como sigue

o(r) = em(r)g(r)[e—ﬁwr) — 1] (PY) (1.86)

Esta aproximacioén, etiquetada PY, es conocida como la cerradura de Percus-Yevick y
en el caso de un fluido de esferas duras se sabe que es una muy buena aproximacion de
acuerdo con su interpretacién encontrada en la pag. 624 de la referencia [7]. Al sustituir la
cerradura PY en la ecuacion de Ornstein-Zernike se obtiene la ecuacion de Percus-Yeuvick:

PMg(r) =1+ 0 / [eP13) — 1]eP18) g (py3) h (a3 ) s (1.87)

También a partir de la Ec. (1.85) encontramos otra cerradura. Si desarrollamos la
Gindirecta obtenemos
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c(r) =~ g(r) — 14 Blw(r) — u(r)] (1.88)

y como 4 g(r) = e~ Ale(=u] entonces podemos escribir la Ec. (1.88) como

c(r) = =pu(r) + h(r) —Ing(r) (HNC) (1.89)
La cerradura anterior es etiquetada HNC y al ser sustituida en la ecuacién de Ornstein-
Zernike uno obtiene la ecuacion de cadena hipertejida:

g(r) = exp {—ﬁu(r) +o / h(rgg)c(rlg)dm} (1.90)

Esta ecuacion ha mostrado a través de aproximaciones numéricas dar mejore resultados
que la Ec. de PY en el caso de potenciales de largo alcance, como el columbiano. Sin
embargo, la Ec. PY da mejores resultados para el caso de fuerzas de corto alcance y
densidades moderadas, una demostracion de este hecho se puede encontrar en la referencia
[8].

Por otro lado, otra cerradura muy usada es la cerradura de la aprozimacion esférica
media, MSA, que es dada por la Ec. (1.105) en el limite de bajas densidades,

c(rij) = —pu(ri;) (MSA) (1.91)

En el lenguaje de la ecuacién de Ornstein-Zernike la cerradura MSA es equivalente a
la teoria de Debye-Hiickel, ver seccion 1.12, y por lo tanto esta cerradura no incluye las
correlaciones de corto alcance.

1.11 DESARROLLO EN LA DENSIDAD DE LAS FUNCIONES DE CORRE-
LACION TOTAL Y DIRECTA

Analogamente a como obtuvimos la ecuacién del virial para un gas real en el Apéndice A,
también, se puede expresar la funcion de distribucién radial como una serie de potencias
de la densidad. Con tal finalidad usamos la densidad de probabilidad gran canénica, Ec.
(1.18), con n = 2, de la siguiente forma

{ 2 *,Bu (r12) +Z 2 / / ’BUNdI‘3 }
N= 3 -
—pBu(r12)
_ e {1+Z N3 / /—vadr N} (1.92)

donde la prima sobre Uy significa que el término wu(ri2) es omitido en el potencial de
interaccién total Uy. La Ec. (1.15) nos permite escribir la Ec. (1.16) de la siguiente
forma

[~

P er) =

(1

(1.93)
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Los primeros términos de =1 al desarrollar su serie de Taylor son

2 3
=1 _1_ R
Al sustituir el resultado de la Ec. (1.94) en la Ec. (1.92) conseguimos que esta tenga

la forma siguiente

P(Q) (r1,r9) = 22e—Pulrz) [1 + 2 {/e‘ﬁU?"drg - Zl}

2
+% { / / e PV dradry + 227 — Zy — 27, / eﬂUB’drg}
3
+% {///eﬂUSIdr3dr4dr5 - 321//6’8[]4’6[1'36[1'4 + 62221 — 6213

Zg —+ 22212 -+ ZSZQZl — 23213 + - (194)

+ (—322 + 6212) / €’8U3/d1'3} + - :| (195)
En este punto asumimos que el potencial de interaccion total es aditivo por pares,
N N
Uv=> u(ri;) (1.96)
=1 jil

= Uy

y con ello se llega a la siguiente expresién para la Ec. (1.92):
9(2)(1'1, ry) = 226_[3“(“2)[1 +z / {fi3 + fas + fi3foz} drs

2
+5//{2f13f24+2f13f34+2f24f34+f13f34f14+f24f34f32

+2 f13foaf3a + 2f13 foa f3afoz + 2 f13fou f3af1a + fiafoaf1afo3
+f13foa fsa fra fos} drydry + - - ] (1.97)

donde f;; = e™#*ii —1. Las funciones f;; son llamadas funciones de Mayer. A cada término
en el desarrollo de la Ec. (1.97) le corresponde una representacion diagramdtica. Esta
correspondencia se hace para los productos de las funciones de Mayer y sus coordenadas
que se van a integrar, p. ej., el diagrama que se le asocia al producto fi3fe3 esta hecho
de tres puntos etiquetados 1, 2 y 3 donde los punto 1 y 2, estan unidos por una linea, al
igual que los puntos 2 y 3 (aqui solamente lo mencionamos, para detalles se puede ver el
Capitulo 4.3 de la referencia [2]). Las graficas, 6 diagramas, que resultan de la Ec. (1.97)
son tales que no tienen un enlace fi5. Este hecho nos permite definir las integrales de
racimos modificadas como sigue

b’{ — e—ﬂu(Tu)

e Bulriz)

o= S /.../drg...drHlZCi([-f-l) 1> 2 (1.98)
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donde la sumatoria es sobre todas las gréficas de [+1 puntos, denotada por C;(I+1), la cual
no tiene enlace entre las particulas fijas 1 y 2. Por ello las coordenadas de las particulas
tienen dos clasificaciones: los puntos que no son integrados, r; y ro, son llamadas puntos
raices y los puntos correspondientes a las otras [ — 1 particulas, que si son integrados, son
llamados puntos de campo. Asi, con la definicién de b} la Ec. (1.97) se expresa en una
forma que se ve mas simple,

N—2
pP(rip) = I (1.99)
I=1
Por otro lado, en el Apéndice A.1 se encuentra la Ec. (A.52),

z = p— 2byp* + (865 — 3b3)p® + - - - (1.100)

que relacionala actividad z con la concentracién p. Sustituyendo esta expresién en la Ec.
(1.99) llegamos a que

PP (r1y) = b5 p? + (205 — 4b%y) p° + (3b% — 12b%by — 6D%bs + 200%02)p" + - -+ (1.101)

para finalmente conseguir que el desarrollo del virial para la funcién de correlaciéon total
es dado por

2
h(ryp) = f(ryg) +e e [P/f13f23d1‘3 T3 / (2f13faafsa + Af13f2afsa fos
fisfaafos fra + fisfoafsafas fra) drsdry + - -] (1.102)

También es importante conocer el desarrollo del virial para la funciéon de correlacién
directa. De la ecuacién de Ornstein-Zernike sabemos que

c(ri2) = h(riz) = p / c(r13)h(res)drs (1.103)

a partir de ello son directas las siguientes relaciones:
(i) = hraa) = p [ clrihlrade
(i) = h(ra) = p [ clris)hlri)d
c(rs) = hirs) — P/C(Tlﬁ)h(%e)dre

que son sustituidas de forma iterativa en la Ec. (1.103). De esta forma se obtiene el
siguiente resultado
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c(rya) = h(re) — p/h(rlg)h(rgg)drg + p? / / h(r13)h(r34)h(res)drsdry + - - (1.104)

Al sustituir la Ec. (1.102) se llega al desarrollo en la densidad de la funcién de cor-
relacion directa

c(rig) = fij — p/ Jis fasdrs + - - - (1.105)

Notemos que ha bajas concentraciones, p — 0, y grandes distancias, tal que u;; — 0,
se tiene la cerradura MSA dada en la Ec. (1.91). A continuacién se demuestra que
la cerradura MSA es la representacion de la teoria de Debye-Hiickel en el lenguaje de
Ornstein-Zernike. Asi, también demostraremos que la teoria de Debye-Hiickel sélo es
valida cuando p — 0y r — oc.

1.12 MSA Y LA TEORIA DE DEBYE-HUCKEL

En caso que el liquido conste con més de una especie molecular, digamos P, la ecuacion
de Ornstein-Zernike para dicho sistema se generaliza de acuerdo con la siguiente expresion

oy (T21) = Con(T21) + Z Om / Pam (T13) Ciny (To3)dr (1.106)

m=1
donde hgy(ri2) = gay(ri2) — 1 es la funcién de correlacién total para los iones 1y 2 de
la especie v y 7, respectivamente, c,,,(r12) es la funcién de correlacién directa y g, es la
densidad de bulto de la especie m.
Aplicando la Ec. (1.106) al modelo primitivo restringuido y considerando el caso de
una solucion electrolitica altamente diluida, tenemos la aproximaciéon MSA la cual, a
partir de la Ec. (1.105), sabemos que es igual a

COé’Y(rQI) fa’y 6“047 (1107)

donde uqyy, = ¢oq, /€7 es el potencial de interaccién de largo alcance. La segunda aproxi-
macion hecha en la Ec. (1.107) se debe a que en el limite altamente diluido las interac-
ciones entre los iones son débiles. También aproximamos la funcién h,, segin la expresion
ha’y = Gay — 1= _ﬁwa'y-

Sustituyendo en la Ec. (1.106) las linealizaciones realizadas para coy y hay Obtenemos
lo siguiente

QaqV dadm Wmy
2 dr,, 1.108
ETay mz / ETam kT ( )

la cual bajo las definiciones (£/¢agy)Way = W ¥ T4y = 7 S€ Ve como sigue
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2
r ekT — mem Torn "

1 0q° w(riy) w(ra,)
= ; — Sk—T {/ Tl dr1 + ?drg (1109)

donde g, = —¢y = q y 01 = 92 = ¢ por la condicién de electroneutralidad. Las integrales
dentro de los corchetes son esencialmente la misma. Asi, generalizando las integrales
obtenemos lo siguiente

1 k? [w(r—1)

donde
8
2= _pg? 1.111
K= e ( )

Al multiplicar la Ec. (1.110) por e~®*7 e integrar con respecto a las variables r; y 1y
obtenemos

—itr 2 —it-r —r
//e‘it'rw(r)dhdrg://e drler—”—///e (Lt 5| PPN
T 47 !

(1.112)

que también, bajo el cambio de variable apropiado, se escribe como

T A7 !

‘ €7it.r H2 e*iti" ) ,
[ e = [ ar - ' [t - (e x) (1113

Si denotamos la transformada de Fourier de w(r) por W(t) y la de 7=! por U(t),
entonces la Ec. (1.113) adopta la siguiente forma

. U(t)
W(t) - (27()3/2 A~
1 + TH2U(t)

Al escribir t - v = trcosf y dr = r?sin Odrdfd¢ podemos hacer la integral dada por
U(t). El resultado que se obtiene es

(1.114)

™ d—0 t

2\ /2 . 1 (2/m)"?
_ <;> lmy <t2+52)_ - (1.115)

que al ser sustituido en la Ec. (1.114) nos lleva a la expresién

~ 9 1/2 —&r
O = <_> i [ € sintr
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A )12
i = /)

1.116
12 + K2 ( )
La antitransformada de Fourier de la Ec. (1.116) nos dice que
2\"?1 [ tsint
w= <—> —/ A (1.117)
7r rJo 1?4 K?
cuya soluciéon de la integral nos da el siguiente resultado
Gagy € "
oy = ———— 1.118
Wary PR ( )

Este resultado es igual al de la Ec. (1.60) en el limite ka — 0. El procedimiento de esta
seccién demuestra que el potencial de fuerza media, Ec. (1.118), es identico al potencial
electrostatico promedio '(¢(r, 1)), ver Ecs. (1.52) y (1.53), en el limite especificado.
Entonces, tenemos que tanto la densidad como el radio de los iones deben tener un valor
que se aproxime a cero’. Asi, a través de un analisis completo, dado por la ecuacién de
Ornstein-Zernike, hemos encontrado que la teoria de Debye-Hiickel es una teoria mecanica
estadistica exacta en el limite altamente diluido.

9Lo siguiente no es un caso fisico: a — 0 mientras que x — oo tal que ka — (constante), o viceversa.
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Capitulo 2

ELECTROLITO CERCA DE UNA SUPERFICIE
CARGADA

El material que se expone en este capitulo es una somera introduccién al tema de fluidos
inhomogéneos. Comenzamos por exponer la inhomogeneidad que causa un macroion
en el fluido que lo rodea. Aunque en general la teoria que se expone es valida para
cualquier fluido simple cerca de una superficie cargada. Como veremos, la generalizacién
al caso inhomogéneo de la ecuacion de Poisson-Boltzmann y de la ecuacién de Ornstein-
Zernike es dada por la teoria de campo medio, seccion 2.2, y el método directo, seccion
2.3, respectivamente. La seccién 2.2.1 nos ejemplifica como proceder en el calculo del
potencial promedio y es un caso muy referido en la literatura. Las secciones 2.3.1-2.3.3
tratan de la funcion de correlacién directa, cuyo célculo es laborioso y no trivial, por ello
solamente se hace la deduccién detallada de la funcién de correlacion directa para el caso
mas simple, un fluido con una especie de esferas duras, seccion 2.3.1.

2.1 POLIELECTROLITOSY SUS EFECTOS EN LA DOBLE CAPA ELEC-
TRICA

Un polielectrolito es un polimero con grupos ionizables los cuales pueden disociarse en
un solvente, dejando iones de un signo enlazados a la macromolécula y iones del signo
contrario en el solvente. La estructura cargada que resulta de la disociaciéon se le llama
macroion, y los iones que libera al solvente son referidos como los contraiones. Si el
macroion tiene carga () = ze entonces en la solucion hay z contraiones.

Las formas geométrica de los polielectrolitos son muy variadas y la carga superficial que
se les asocia induce la inhomogeneidad del fluido cargado, al menos en las proximidades
del macroion. Estas formas en las teorias son aproximadas bien sea por esferas, cilindros,
planos y, recientemente, esferdides. Asi, se puede investigar la inhomogeneidad de la
concentracion de los contraiones y, con ello, los diversos comportamientos de la doble
capa eléctrica.

Sabemos que el espesor de la doble capa eléctrica de un electrolito homogéneo altamente
diluido es dado por la longitud de Debye, x~!. Aun a pesar de los pardmetros que introduce
un polielectrolito se ha observado que el espesor de la doble capa eléctrica, alrededor del
macroion, también es del mismo orden que la longitud de Debey cuando la concentracion
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de contraiones es baja. Otro resultado conocido es que entre mayor sea la concentracion
de alguna sal, mezclada con el polielectrolito, menor sera el espesor de la doble capa
eléctrica del macroion. Estos resultados, también, pueden ir acompanados por otros
efectos caracteristicos de los macroiones sobre la doble capa eléctrica, tales como cambio
de carga, inversion de carga y sobrecargado. Estos efectos se describen a continuacion.
Pero, antes de eso, se define la condicién de electroneutralidad para fluidos inhomogéneos.

2.1.1 LA CONDICION DE ELECTRONEUTRALIDAD LOCAL

Sabemos que un electrolito en bulto de P especies moleculares cumple la condicién de
electroneutralidad, Zf; z;0; = 0. Para un polielectrolito la condicién de electronetralidad
expresa que la carga del macroion () es igual a la carga del resto del fluido. Esta condicion
solamente expresa que la carga del sistema es nula y es conocida como la condicion de
electroneutralidad local. Su expresiéon matematica es

0=— / Oetee(r) 2.1)
donde

P+1
Qelec(r) =e€ Z Zi0i (I‘) (22)
i=1
donde p;(r) = 0;9;(r), donde p; es la concentracién de bulto. En la Ec. (2.2) se expresa
la presencia de un electrolito de P especies, 1 = 1,2, ..., P, mas el contraion, i = P + 1.

2.1.2 CAMBIO DE CARGA, INVERSION DE CARGA Y SOBRECARGA-
DO

'El efecto electrostatico de la superficie del macroion tiende, naturalmente, a concentrar
contraiones cerca de su superficie. Por lo que proximo a la superficie del macroion se
forma una capa de contraiones. Sin embargo, bajo ciertas condiciones la carga de la capa
puede superar la carga del macroion. Cuando esto ocurre, decimos que la capa a sufrido
un cambio de carga.

Otro efecto en la doble capa es la inversion de carga y es una consecuencia del cambio
de carga. Consiste basicamente en la adicién de una segunda capa de coiones (iones cuya
carga tiene igual signo que la carga del macroion) sobre la capa caracteristica del cambio
de carga.

También se puede dar el caso en el cual la superficie y la capa de iones préximos a ella
tienen el mismo signo. Es un caso mas complicado de analizar y para que se lleve a cabo
es necesario considerar las asimetrias, en carga y en tamano, de los iones. El efectos al que
nos referimos es conocido como sobrecarga y se observa en casos como el que sigue: si los
contraiones tienen un didmetro mayor que los coiones, las interacciones electrostdticas y

1Estos conceptos son tomados de la referencia [22]. Cambio de carga e inversién de carga son traducciones, del inglés,
de charge reversal y charge inversal, respectivamente.
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de exclusién de volumen entre los iones, pueden obligar a los coiones a ocupar el volumen
que se encuentra entre los contraiones y cerca de la superficie.

Para que se vean los comportamientos anteriores de la doble capa eléctrica es necesario
que haya un electrolito en el solvente, en adicién al polielectrolito.

2.2 TEORIA DE CAMPO MEDIO

A continuacién se da un método para describir el perfil de concentracion de un fluido carga-
do inhomogeneo. La teoria de campo medio generaliza la ecuacién de Poisson-Boltzmann
al caso de fluidos inhomogéneos a partir de la evaluacién del potencial eléctrico. Nueva-
mente, la simplificacién del sistema es dada por el modelo primitivo. También, ya que
vamos a considerar objetos cargados inmersos en la solucién, asumimos que tienen la mis-
ma constante dieléctrica del solvente. Ademas los iones no pueden introducirse dentro del
objeto cargado, por lo que la dnica interaccién no electrostatica es la exclusion de iones
fuera de la regién que ocupa el objeto. La teoria de campo medio relaciona el potencial
electrostatico del objeto con la densidad de carga de los iones como sigue

~V2(r) = ? {Z zioi(r) + Qo(,j(r)} (2.3)

donde ¢(r) es llamado el potencial electrostdtico reducido, p;(r) es la concentracién local
de la i—ésima especie y gq;(r) es la distribucién de carga fija del objeto cargado. ¢(r)
tiene el mismo significado que ¢;(r) en la Ec. (1.55), pero adicionalmente contiene el
potencial del objeto cargado (cuando este se encuentra en ausencia del electrolito con la
misma distribucién de carga) actuando sobre el ion.

La solucién a la Ecuacién (2.3) sélo en pocos casos puede ser resuelta exactamente.
Los casos a los que nos referimos son los que tienen simetria planar [la Ec. (2.3) es
unidimensional], y el caso cilindrico. Brevemente mencionamos que la solucién exacta
a la ecuacion de Poisson-Boltzmann cilindrica fue publicada por Tracy y Widom[9]. El
caso esférico se puede resolver de forma aproximada al linealizar la Ec. (2.3), en forma
analoga a como lo hicieron Debye y Hiickel. Para ejemplificar la teoria de campo medio a
continuacion se analisa el caso planar, caso mas sencillo, cuya solucion es conocida como
la ecuacién de Gouy-Chapman.

2.2.1 LA ECUACION DE GOUY-CHAPMAN

Como una aplicacion de la teoria de campo medio analizamos la teoria de la doble capa
planar, mas generalmente conocida como la teoria de Gouy-Chapman. En este caso, la
ecuacion de Poisson-Boltzmann planar en el modelo primitivo restringuido es

d*¢ _ 8mqp
pri
Cuando la densidad de carga superficial es negativa la ecuacién anterior tiene como
solucién, ver Apéndice B.3, la ecuacion de Gouy-Chapman,

sinh(Bq¢) para z >0 (2.4)
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€¢*/2 _ €¢;/2 _|_ ]_ _|_ (e¢3/2 — 1)67§
ed5/2 + 1 — (6‘153/2 — 1)6_5
donde ¢*(x) = fqg(z), ¢5 = ¢*(0) y £ = k.
Los resultados arrojados por la Ec. (2.5) son mas claros al considerar algunos casos
limites especiales:

(2.5)

(a) ¢* < 1 [6 lo que es lo mismo, 2¢, < 25 milivolts (ya que kT = 4.14-107%! Joules ~
25 milivolts), a temperatura ambiente, en solvente acuoso] En este caso es directo escribir
la Ec. (2.5) como

5(€) ~ 2In { L+ % El H?} (26)

1+% 1—e79)

y usando el hecho que In(1 + z) ~ x cuando z ~ 0, conseguimos una simple expresién
para el potencial

¢*(€) = dhe™* (2.7)

Tenemos que el valor ¢} es apantallado exponencialmente. Asi, cuando x = k! el

potencial de la superficie de la placa ha decaido por una fraccién igual a e *. Otro hecho
interesante, en este caso, es que el centro de gravedad coincide con la longitud de Debye.
Veamos, el centro de gravedad es definido como

[ ®omase(x)dx
Lem =
f Qmasa(x)dx

donde g,454() es la funcién de distribucién de masa, la cual debe ser igual a la funcién
de distribucién de carga eléctrica, geec(2), que es dada por

(2.8)

Oclee() = 2zegsinh (zef¢* (x)) ~ 22%¢*Bodre™* (2.9)

Al sustituir geec(z) en la Ec. (2.8) llegamos al resultado mencionado, ., = £ . Por
los motivos anteriores, en este caso se toma el espesor de la doble capa planar igual a x*.

(b) ¢% > 1. Al considerar valores pequenos de £ podemos escribir la Ec. (2.5) como

1—§(1— e %/2) }

e=95/2 1 5(1 — e~ /2)

¢ (€) = 2ln{ (2.10)

Factorizando e ?/2 en el denominador y con el desarrollo de Taylor del logaritmo
llegamos a la aproximacion

¢*(§) ~ ¢90< N g (1 i €—¢3/2) (1 + 6‘153/2) (2.11)

Del hecho que ¢} > 1, finalmente, tomamos la siguiente aproximacion para el potencial
¢*(€) = ¢ — Ee™/? (donde & < 1) (2.12)
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A partir de lo cual vemos que su alcance incrementa rapidamente al incrementar el
valor del potencial de la placa, ¢j.

En el otro extremo de los valores de &, cuando £ > 1, se tiene una muy util aproxi-
macién para el potencial de campo medio. Primero, al escribir la Ec. (2.5) como sigue

14 e=95/2 4 (1 — e=95/2)e—¢
o —om{ it (e e (2.13)
]_ + 67450/2 — (]_ — €7¢o/2)67§
y dado que e~ % ~ 0, es directa la siguiente expresién,
¢* (&) = 4e ¢ (donde &> 1) (2.14)

Nuevamente se ha obtenido una ecuacién simplificada cuya forma tiene un decaimiento
exponencial puro, como en la Ec. (2.7). También notemos que la cola encontrada para
¢*(€), para grandes valores de &, es independiente de ¢F.

(c) ¢f arbitrario y £ > 1. Una mejor aproximacién que ademds muestra la transicion
entre el caso (a) y el (b), puede ser obtenida para arbitrarios valores de ¢} y grandes
distancias, £ > 1. Para ello escribimos la Ec. (2.5) de la siguiente forma

]_ + f)/e_g e¢;/2_1
* _ —
¢ (6) =2In {1_776&} 5 donde Y= M . (215)
Por lo tanto, cuando £ > 1, puede ser simplificada a
¢*(&) ~2In (1 + 2’)’676) ~ dyet (2.16)

La Ec. (2.16) en el caso limite de pequenos valores de ¢* se reduce a la Ec. (2.7),y
cuando ¢ toma grandes valores se obtiene la Ec. (2.14).

2.3 EL METODO DIRECTO

Recordamos que el formalismo de Ornstein-Zernike provee una descripcién mas completa
de los liquidos homogéneos que la dada por Poisson-Boltzmann. Ahora extendemos su
aplicacion, especificamente con la ecuacién HNC, al caso de liquidos inhomogéneos. Para
ello, necesitamos la generalizacién de la Ec. (1.90), esto es, la ecuacion HNC para un
fluido homogéneo multicomponente de P + 1 especies. Dicha generalizacion es dada por
el conjunto de ecuaciones siguientes

P+1
Jay(T21) = exp {—5Ua7(1’21) + Z Qm/ham(r13)cm’y(r23)dr3} (2.17)
m=1
ay=12..,P+1

donde gaq(ri2)(= hay(riz) + 1) es la funcién de distribucién radial de dos particulas
etiquetadas 1y 2 de la especie « y v, respectivamente, ¢,,,,(r23) es la funcién de correlacion
directa, o, es la concentracion de la especie m y U, (r2;1) es el potencial de interaccion
directo.
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Para obtener resultados concretos en cualquier teoria de liquidos es necesario proponer
la forma del potencial de interaccién molecular, y/o fijar el nimero de especies y/o la
concentracion de bulto. Este hecho, nos permite asociarle a un campo externo en un fluido
inhomogéneo el caracter de alguna particula del fluido. Entonces un fluido inhomogéneo
de P especies puede ser considerado como un fluido homogéneo de P + 1 especies y, por
lo tanto, podemos usar una teoria de liquidos homogéneos. Asi, cuando consideramos
que la concentracién de una de las especies tiende a cero, digamos la especie o, podemos
investigar la distribucién inhomogénea del resto de las especies alrededor del campo de una
de las particulas de «. Este método es conocido como el método directo. Las ecuaciones
HNC para un fluido inhomogéneo una vez que se les aplica el método directo son,

P
gaj(r21) = exp {_6Uaj(r21) + Z Qm/ham(rlg)cm]’(rgg)drg} (218)
m=1
j=12,.,.P yv a=P+1

La sencillez del método directo también resulta ser muy fructifera. Asi el método
directo es un buen procedimiento en la extencién del andlisis de los liquidos homogéneos
a los inhomogéneos.

En las siguientes subsecciones se da la forma explicita de la funcién ¢(r) para un
fluido homogéneo. Esta funcién es basica en el célculo de la g(r) del siguiente capitulo,
especificamente la dada en la subsecciéon 2.3.3. Sélo en la subseccion 2.3.1 se hace una
deduccién de la funcién ¢(r), para un fluido de esferas duras, basada en el articulo de
E. Wertheim? [12] (la generalizacién se puede encontrar en [14], para una mezcla binaria
de esferas duras, y en [15], para una mezcla de N especies de esferas duras). En las
subsecciones 2.3.2 y 2.3.3 solamente se muestra la forma de la funcién c(r). Ahi se
considera que las esferas duras tienen una carga en su centro. Este caso primero fue
solucionado para el modelo primitivo restriguido, por E. Waisman y J. L. Lebowitz (el
procedimiento se puede encontrar en las referencias [16] [17] y [18]). Finalmente, en la
subsecci6n 2.3.3 se da la generalizacion a la funcién ¢(r) al considerar un modelo primitivo
no restringuido, i. e., considerar las asimétrias en carga y en tamano de las especies del
electrolito. Esta generalizacién fue dada independientemente por L. Blum y K. Hiroike
en los articulos [19] y [20], respectivamente.

2.3.1 LA FUNCION DE CORRELACION DIRECTA PARA UN FLUIDO
DE ESFERAS DURAS

La ecuacién de Percus-Yevick, Ec. (1.87), ofrece la ventaja que puede ser resuelta exac-
tamente cuando el potencial de interaccién es el de esfera dura. La solucién analitica que
se encuentra para la funcién de correlacion directa ha mostrado ser de gran utilidad al
permitir encontrar el perfil de concentracién de fluidos simples descargados a baja con-
centraciéon. También es empleada en la teoria HNC/MSA como parte de la correlacion
directa entre los iones. Si definimos la funcién

2E. Thiele encontré una solucién similar casi al mismo tiempo que Wertheim[13].
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y(r) = eﬁu(r)g(r) (2.19)

la cerradura PY, Ec. (1.86), se reescribe como

e(r) =y(r)f(r) (2.20)

La funcién y(r) tiene la propiedad de ser continua para toda r. Asumiendo que el
potencial de interaccion total es aditivo por pares, podemos ver la continuidad de la
funcion y(r),

N
V2
y(r) = —/.../drg...drNexp{—62%(7@)} (2.21)
ZN —
1<)

El término {7, j} = {1,2} es omitido de la sumatoria. Por lo tanto la funcién y(r) es
una funcién suave y diferente de cero en la region 0 < r < a. Puntualizamos que esta
propiedad de continuidad es muy util en los siguientes procedimientos.

Al asumir que las componentes del fluido son esferas duras simétricas de diamentro a,
llegamos a que las funciones de correlacién cumplen con las condiciones:

] =y(r) para r <a
e(r) = { 0 para > a (2:22)
y
] 0 para r <a
g(r) = { y(r) para 1 > a (2.23)

Por lo tanto, usando las Ecs. (2.22) y (2.23) escribimos la ecuacién de Percus-Yevick,
Ec. (1.87), para el fluido de esferas duras en la forma

v =t+of wrw—of s = (2.2)

r—r)]>a

Multiplicando la ec. anterior por © = r/a y cambiando y(r) a y(x) los limites de
integracién cambian a 2’ < 1y |x —x'| > 1, debido a la nueva escala de u(z). Asi se ha
llevado la Ec. (2.24) a la forma

zy(r) =+ a3gzr/ y(z")dx' — a3gzr/ y(2y(jx — x'|)dx’ (2.25)
z'<1
'’ <1

x —x]>1

donde dx' = 2rz'? sin@'da’dd’. Al tomar la transformada de Laplace de zy(x) y usando
la relacién de convolucién generalizada,

3La segunda igualdad se da al definir 7/2 = |

r—r'|? =r2 41’2 — 2rr'cosd’ y por lo tanto ' senb’dd’ = (v" /r)dr".
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rtr'|

/f r—r)rk_ir mwv()/ (e, (2.26)

r—r’|

Asi, la tranformada de Laplace nos permite escribir la Ec. (2.25) como sigue

HE() +G(0)] = t 1 [1+ 249K"] — 129 [F(=t) — F(8)] G(2) (2.27)
donde
1) = [ rytr) exp(—tr/aydr (2.28)
ar = = / ry(r) exp(—tr/a)dr (2.29)
K = a13 [ r2y(ryar (2.30)
n = %mﬁg (2.31)

Ahora, desarrollando la ecuacion de Percus-Yevick en potencias de la densidad,

o) = 1o [ @ e)se-v e [ [aars(e-v) s

XSO =2 f ) {1t g (2.32)
y dado que en este caso la funcion de mayer tiene los valores
—1 r<a
io={g" I3 (2.3

conseguimos que la convolucién del segundo término en el lado derecho de la Ec. (2.32)
nos lleve al siguiente resultado

r

= 8n {1 — % <5> + 116<2>3} (donde r < 2a) (2.34)

que es igual al volumen de traslape entre dos esferas de didmetro 2a y separadas una
distancia r cuando el centro de una tercer molécula es excluido. Por lo tanto,

/drf(r)f(|r—r|) = 2— /2d T/ dr'r

y(r):1+8n{1—§x+%x}9(2—$)+"' (2.35)
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Ahora se asume que la funcién y(r) mantiene su funcionalidad al despreciar los términos
de orden mayor a uno en su desarrollo del virial. Lo anterior se induce de la interpretacion
que conllevan las integrales de las funciones de Mayer. Esta interpretacién tiene que ver
con las configuraciones de particulas traslapadas, por lo que entre més particulas considere
la integral menor es la probabilidad de encontrar una configuracion de traslape entre ellas.
Entonces, dada la forma de la Ec. (2.35) se propone un polinomio de orden tres como
solucién general de la funcién de correlacion directa,

—c(r) = a + 1o + y2? + §2° (2.36)

También se puede mostrar que las derivadas® de la Ec. (2.25) son continuas, para
n =0,1 y 2. Con ello en mente y haciendo las manipulaciones matematicas necesarias de
la ecuacion de esferas duras de Percus-Yevick en el intervalo [0,1] y [1,2] se obtiene los
siguiente coeficientes para la funcion de correlacién directa:

a = (1+29)?%/(1-n),
T o= —6n[l+ (1/2)n)/(1 —n),
v = 0,
§ = n(l+2n)*/2(1—n)*
Con lo que,
c(a) = —(1 —n) " {(L+2n)* = 6n[L + (1/2)n°x + n(1 + 29)*(1/2)2*} (2.38)

Continuando con una serie de laboriosos calculos, sustituyendo 2.38 en 2.27, se puede
encontrar la forma analitica de ¢g(r). Esto no lo hacemos pero en la referencia [12] se
muestra como proceder.

2.3.2 LA FUNCION DE CORRELACION DIRECTA PARA UN ELEC-
TROLITO SIMETRICO

También en el caso de un electrolito descrito de acuerdo con el modelo primitivo restringui-

do y no restringuido, se tiene una solucién analitica de la ecuacion de Percus-Yevick. En

esta subseccion se muestra la forma de la funcién de correlacion directa de un electrolito

simétrico. Esta funcién ha sido ampliamente aplicada en la teoria HNC/MSA y su forma
es como sigue

2iz5€?

cij(r) = (r) + zizief (r) = B~

i;j = +7 -
4Usar la regla de la integral de Leibniz que da una formula para la derivaciacién de una integral definida cuyos limites
son funciones de la variable que deriva. Esta regla es

(2.39)

ET

d (b ) 9 db da
G rem = [ et Sl bl S (237)
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donde ¢"*(r) es la funcién de correlacién directa de esfera dura dada por la Ec. (2.22),
con la tnica diferencia que ahora o = 2?21 0i, ¥

Be2 |1 2r 2y
CZT(’I") — € [r 1+Tla + (1+Fa)2:| parar < a (2.40)
0 parar > a
donde
1 1/2
r=— {(1 + 2ra) /% — 1} (2.41)

2.3.3 LA FUNCION DE CORRELACION DIRECTA PARA UN ELEC-
TROLITO ASIMETRICO

Las expresiones para las funciones de correlacién directa, ¢;;(r13), para un electrolito
asimétrico fueron obtenidas por Blum y Hiroike, a través de la cerradura MSA, y son
como sigue

cij(ris) = ¢ b 1) — A 2.42
ig\"13) — cij (Tlg) —+ Cij (Tlg) ﬂ s ( i )
donde
e
cj; (r13) = sz’j(Tm) (2.43)
donde
bz(gl') + % para 0 <73 <\
@,
Gi(r1a) = ()”:T” - bg") + bz(;)rm + bz(‘?)T:fg para A < 713 < aj; (2.44)
0 para a;; < 113
Las constantes b%, 1=1,2,...,5, son dadas por
a.
by = 2{em —wisi+ 35 (2.45)
9 (z; + ;)
by = (ai—ay) {71 (5= s5)
(0~ @)
— 5 [0+ T+ gy + Tay)” = din ] (2.46)
1
b = (@i — ;) — ) + (2 + 2) T+ (i + ag)miny — 3 |ais? + ;s3] (2.47)
4 T T 1
bz(j) T + a_jsj TN g [s7 + 7] (2.48)
() _ % Si
bii = o2 T e (2.49)

J 1
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donde s; = n;+1'x; con x; = z;+n;a; y I' es obtenida a partir de la solucién de la siguiente
ecuacion algebrdica:

Te2f —

2= . > oilzi + am)? (2.50)
i=1

Las n; son obtenidas a partir de la solucion del siguiente grupo de ecuaciones algebraicas

n

—(zi + ma)U = ni +ca; y_ (2 +nja:) (2.51)

j=1

donde

. -1
™ 7r

. 1__5 s’ 2.52

’ 2{ 63‘_1@@2} 22

La funcién de correlacion directa C%S(Tlg) para una mezcla binaria de esferas duras la
tomamos de la aproximacion PY. Para particulas del mismo tamano, esta es dada por

—A; — Biryz — 013 ara 13 < G
hs _ i iT13 13 p 13 i
i (11s) = { 0 para T3 > aj (2.53)
y para particulas de diferentes tamanos es dada por
—A,; para 755 < Ay
2 .. 3 4
C?js (’I“”) = —Az - oz +4)\7Z“Jijx +07] para )‘ij < Tij S Q45 (254)

0 para a;; < T

donde & = r;j; — Ayj.
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Capitulo 3

ELECTROLITO EN PRESENCIA DE UN CAMPO
CON SIMETRIA CILINDRICA

Con base en la teoria de cadena hipertejida/aprozimacion esférica media (HNC/MSA),
en este capitulo se obtiene la funcién de distribucion radial de la doble capa eléctrica
cilindrica. La teoria HNC/MSA consiste en hacer cerrada la ecuacién de Ornstein-Zernike
asumiendo que la correlacion directa ion-ion es dada por la cerradura MSA y la correlacion
directa cilindro-ion es dada por la cerradura HNC. Al asumir que la concentraciéon de la
especie conformada por cilindros tiende a cero, el método directo nos permite conocer
la inhomogeneidad de un electrolito cerca del cilindro cargado. Asi, en la seccién 3.1 se
aplica la teoria HNC/MSA al modelo primitivo restringuido, mientras que en la seccién
3.2 se hace lo mismo para un electrolito asimétrico.

3.1 TEORIA DE CADENA HIPERTEJIDA PARA LA DISTRIBUCION
DE IONES SIMETRICOS ALREDEDOR DE UN ELECTRODO
CILINDRICO

En el siguiente ejemplo se aplica la aproximacién de cadena hipertejida (HNC) a la dis-
tribucién de iones alrededor de un electrodo cilindrico [10]. El modelo primitivo restringui-
do es usado en la simplificacién tedrica del sistema y el electrodo es modelado como un
cilindro duro de radio R, infinitamente largo y con carga superficial . También pedi-
mos que el material del cual estd hecho el cilindro tenga la misma constante dieléctrica
del solvente. El método directo proporciona el mecanismo tedrico necesario para derivar
la aproximacion HNC para una doble capa cilindrica. En este caso el método directo
requiere que en el electrolito la especie hecha de cilindros duros, infinitamente largos y
cargados, su concentracion tienda a cero.

Sabemos que para un sistema multicomponente de P especies las ecuaciones HNC son
dadas por

P
ga’y(r21) = €xp {_/BUa’y(rﬂ) + Z Qm/ham(r23)cm’y(r31)dr3} (31)
m=1
ay=12,..,P
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Figura 3.1: En la ecuacién HNC/MSA las particulas 1 y 2 de la especie « y ~, respectivamente, se encuentran a
una distancia . Mientras que una tercer particula de la especie m es integrada en todo el espacio excepto dentro
del cilindro. La aplicacién del método directo requiere que g, — 0.

donde go,(r12)[= hay(r12) + 1] es la funcién de distribucién radial de dos particulas eti-
quetadas 1y 2 de la especie « y 7, respectivamente, ¢,,,(r23) es la funcién de correlacion
directa, o, es la concentracién de la especie m y Uy, (r2;1) es el potencial de interaccién
directo.

Asumiendo que en la Ec. (3.1) la especie « corresponde a los cilindros cuya concen-
tracion p, ~ 0, y todas las otras especies corresponden a esferas duras con carga eléctrica
en sus centros, la Ec. (3.1) se convierte en

P—-1
ga'y(’r21) = €Xp {_/BUa’y(’rﬂ) + Z Qm/ham(r23)cm'y(r31)dr3} (32)
m=1
y=1,2,.,.P—-1 y a=P

Analizamos el caso de un electrolito de dos especies simétricas. Tenemos que v =
1,2(= +,—), por lo que reeescribimos la Ec. (3.2) como sigue

gar(z) = exp {—mm) tor [hasler ()t o [ ha<t)c+<s)dr3}<3.3>

g (2) = exp{—ﬂUa<rc)+g+ [ bartessin oo [ ha<t)c(s)dr3}(3-4)
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donde 19 = x> R+ a/2, ro3 =ty 131 = s, como se ilustra en la Figura 3.1. Resulta
conveniente reexpresar las ecuaciones anteriores a partir de las siguientes definiciones

e(s) = C++(S)-2FC+(S) (3.5)
cr(s) = C++(S);C+(S)+% (3.6)
haolt) = ha+(t)-;ha(t) (3.7)
healt) = ha+(t);ha(t) (3.8)

donde ¢ = 66223_/6. También del hecho que lejos del electrodo se cumple la condicién
de electroneutralidad de bulto llegamos a que o, = p_(= 9) y 24 = z_(= 2). Asi, con
la condicidn de electroneutralidad de bulto y las definiciones (3.5)-(3.8), las Ecs. (3.3) y
(3.4) adquieren la forma

Jar(x) = exp{—ﬂUOH_(:L‘) +2g/has(t)cs(s)dr3+2g/had(t)c§7“(s)dr3
90 / m%(ﬂdrg} (3.9)

exp {—ﬁUa(x) + 2g/ha5(t)cs(s)dr3 — 29/ hea(t)c (s)drs

+2q0 / h“‘;(t) drg} (3.10)

Ahora, veamos que dos de las integrales que aparecen en el iltimo término del exponencial
de las Ecs. (3.9) y (3.10) tienen solucién exacta. El término al que nos referimos se escribe

como
had(t) B o0 s o] df
/ s s _/o 4t haalt) /77 d¢/oo VE2 + 22 + 12 — 2at cos ¢ (3-11)

Usando las integrales

Jo— (:E)

| v = e {ver s v 12

y
™ /a2 — b2
/ deIn(a+bcosz) = mln <a++) (3.13)
0

la Ecuacién (3.11) adquiere la forma

heaal(t o
/ ‘;( ) ey — / dt  hog(t) {47 In(2€) — 21 f(z, 1)} (3.14)

0
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donde £ - o0y

2 42 2 _ 42
f(x,t)51n<x+ +2|:r |>

Otro resultado que tenemos a la mano es el potencial de interaccién directo entre el
cilindro y algin ion, U,+ (). Podemos usar la ley de Gauss para de una forma rapida
encontrar que el campo eléctrico del cilindro, con carga superficial o y radio R, es %,
donde x es la distancia perpendicular al eje del cilindro. Dado que tenemos el campo
obtenemos que el potencial de interaccién cilindro-ion es

(3.15)

Ui(2) = ziethey(x) = —zie?{lnx —InL} (3.16)

donde i = 4+, —, y L — oo. Sustituyendo los resultado de las Ecs. (3.14) y (3.16) en la
ecuaciéon HNC cilindrica, conseguimos que estas se vean como sigue

e(e) = e { T nGe) (L)) + 20 [ o))+ 20 [ has(tc e
—2qg/0°° dt 1 hog(?) (47 In(2€) —27rf(x,t))} (3.17)

drfzeo R
o (T) = expq——-

3

(In(z) — In(L)) + 2@/ has(t)cs(s)drs — 2Q/had(t)cj’"dr3
-|—2qg/ooo dt t hag(t) (47 In(28) — 27rf(x,t))} (3.18)

Estas ecuaciones aun se pueden simplificar. Para ello tomamos en cuenta la condicion
de electroneutralidad local la cual nos permitira eliminar los términos divergentes que
aparecen en las Ecuaciones HNC cilidricas (3.17) y (3.18). La condicién de electroneu-
tralidad local en coordenadas cilindricas es como sigue:

L 00
Q = —27r/ df/ dt t 0crec(t) (L — o0)
- Jo
= —4nL Z ziegi/ dt t gai(t) (3.19)
=+, 0

= —47TLZ€Q/OOO dtt {gas+(t) — ga_ (1)} (3.20)

Por otro lado, sabemos que una carga o se distribuye uniformemente en la superficie
del cilindro. Por lo que una longitud del cilindro igual a 2L tiene una carga
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L o0
— 9 d dts(t — R
Q ”/L 5/0 10(t — R)to(t)
= 2L-2nR-0 =4nLRo (3.21)

Usando el hecho que go(t) — go—(t) = 2haq(t), Ec. (3.8), conseguimos la expresion
para la condicién de eletroneutralidad local cilidrica,

oR = —2269/ dt t hea(t) (3.22)
0

Esto implica que en las Ecs. (3.17) y (3.18) la suma de los términos divergentes se
anula. Explicitamente, esto es,

4 o
Amfezo R ‘;ZUR In(L) + 2 - 47qoIn(2€) / dt t hoa(t) (3.23)
0
— —
= —oR/(2ezp)
4
_Ambezalty (1)~ m2e)] - 0 cuando L€ o0 (3.24)

Consecuentemente, asi hemos llegado a las ecuaciones HNC para una doble capa cilindrica

e(a) = e { TP (o) 4 20 [ (o0 + 20 [ e aattite
+dmog /0 ot f(x,t)had(t)} (3.25)
y
go(z) = exp {—W—"R in(o) + 20 [ eo(has(t)drs — 20 [ e (Shaalt)ar
_inog /0 oy f(x,t)had(t)} (3.26)

Para finalizar esta secciéon veamos que las ecuaciones HNC cilindricas son consistente
con el comportamiento de la funcién de distribucién radial en el limite 2 — 00 (go+(x) —
1). Partimos por observar que cuando z — oo entonces s — oo y las funciones de
correlacion ¢4(s) y ¢ (s) se aproxima a cero debido a que las funciones de correlacién
directa ¢+ y ¢ 4 son funciones de corto alcance. Con esta observacion y dado que en
este caso f(z,t) ~ In(2?), las ecuaciones HNC para la doble capa cilidrica se ven como
sigue

drfBezo R
€

Gax(T) = exp {:i: In(x) £ 4wqoIn(z?) /000 dtt had(t)} (3.27)
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Al sustituir el resultado de la Ec. (3.22) se concluye que

os(z) = exp {i‘”ﬁ"%‘m In(z) [1 — 1]} = =1 (3.28)

Esto muestra una parte importantante de la consistencia de la ecuacion HNC cilindrica
con la teoria de funciones de distribucion.

3.1.1 LIMITE CUANDO R — oo

En el siguiente caso limite el radio del cilindro, R, lo hacemos infinitamente largo. En
este caso, a continuacion mostramos que las ecuaciones HNC para la doble capa cilindrica
se reducen a las ecuaciones HNC para la doble capa plana.

Primero, ubicamos a los iones en un sistema de referencia que se encuentre en la
superficie del cilindro: z, =+ — Ry t, =t — R. Ahora la distancia entre el cilindro y los
iones es tomada a partir de la superfie del cilindro. También, definimos la variable [ = t¢.
Estas nuevas variables implican que dry = dt,dld{ y —R < t, < oo, | < |[7(R+t,)| y
—00 < & < 00. Debido a que el nuevo sistema de coordenadas no altera la distancia entre
la superficie del cilindro y los iones tenemos que

ga:l:(t) - ga:l:(to) (329)
ga:l:(x) = gazl:(xo) (330)

de donde también se cumple que haq(t) = haa(t,). Con la previa consideracion y en el
nuevo sistema de coordenadas, la Ec. (3.25) se puede escribir como sigue

4 (R+t0) 00
g (50) = exp { OO vy + R) + 20 / d, / [ den(s)hty

R—I—to [e']

m(R+to)
+20 / dt, / dl / décy (s)haa(to)
(R+to)

+47rgq/Rdt (to+ R) f(x, o)had(to)} para x, > a/2 (3.31)

donde
2 2 [
=+ (R+1,)° +(R+t,)" —2(R+a,)(R+1,) cos (R-l—t) (3.32)
1 2 2 2 2
f(:ro,to):ln{i[(R+xo) + (R+1t0)" + |(R+ 3,)" — (R+1t,) H} (3.33)

Con la finalidad de tomar el limite cuando R — oo hacemos un desarrollo de Taylor
de la funcién f(x,,t,),
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+t 1 (2?2 +¢t2 T, —1 1 (2?2 —t2
wl) =In(R?) +mnd14Zetle  ~ (Lol o fo) 4o (Ll
f(@orto) = In{ )“{ TR +2< Iz >+‘< R >+2< R >‘}

y también de la funcién
In(z, + R) = In(R) + In(1 + 2,/ R) (3.35)

Si la aproximacion del desarrollo la tomamos despresiando los términos con potencias
mayores que 1 para 1/R, conseguimos que

xo+to+ |xo _to|
R

f(2,,t,) ~ In(R?) + (3.36)

In(x, + R) ~ In(R) + z,/R (3.37)

Con estas aproximaciones y usando la condicién de electroneutralidad local cilindrica,
Ec. (3.22), se puede simplificar la Ecuacién (3.31). Haciendo el algebra necesaria, la
ecuaciéon HNC cilindrica a la que se llega es

4 o o o o (0.@)
ar(z0) = exp{ Wiezaxo+29/ dto/ dl/ dgcs(s)has(to)+2g/ dto/ dix

/OO d€ ¢ (8)haa(ts) + 47r@q/ dto had(to)[o + to + |70 — to|]} (3.38)

o0

donde ahora s, dada por la Ec. (3.32), se aproxima a
§P R 2 4 (1 — 1) + 12 (3.39)
R+to R+,

y haciendo el cambio a coordenadas polares, (§,1,t) — (s, 0,t) tal que dédldt — sdsdfdt,
llegamos al resultado esperado,

2
ya que cuando R — oo la funcion cos (L) ~1-— %<L> . Omitiendo el subindice, o,

4 o« o« o0
Jar () = exp { ﬂiezax + 27rg/ dt hes(t) / ds s cs(s) + 27rg/ dt heq(t) %
- \

00 x—t| —0
/ ds s ¢ (s) + 47rgq/ dt hoa(t)[z + 1t + |z — t|]} (3.40)
|[z—t| —00

Similarmente, se puede mostrar que

4 o« o0 o0
Ja_(x) = exp {— Wiezax + 27rg/ dt hes(t) / ds s cs(s) — 27rg/ dt hag(t) %
- \

00 x—t| —00

/|OO ds s ¢ (s) — 4moq /OO dt haa(t)[x + 1+ |2 — t|]} (3.41)

z—t| —00
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Las Ecs. (3.40) y (3.41), validas para > a/2, son conocidas como las ecuaciones
HNC para la doble capa plana.

3.1.2 LIMITE DE IONES PUNTUALES

Otro caso limite de interés se da cuando se hace tender a cero el diametro de los iones, a =

0. Cuando tenemos iones puntuales la funcién de correlacion directa de la aproximacién
MSA es dada por

2

zizje
donde 7,5 = 4+, —. La funcién ¢;;(s) implica que ¢4(s) y ¢ (s) son igual a cero. Por lo

que en el limite en el cual el diametro de los iones es igual a cero, las Ecuaciones (3.25) y
(3.26) se reducen a

Jas () = exp {W%UR In(z) + 4moq /000 dt t haa(t) f(x, t)} (3.43)
o (2) = {gar(2)}™ (3.44)
z > R

A partir de la definicién (3.15) se puede escribir la Ec. (3.43) de la siguiente forma

drfBezo R
€

Gar () = exp { In(z) + 8mpq /x dt t heq(t) In(x) + 8moq /00 dt t heq(t) ln(t)}

0
(3.45)
Reescribimos la Ec. (3.22) como sigue

/x dt 1 hog(t) = -2 —/OO dt t hog(t) (3.46)

_226Q

y lo sustituimos en la Ec. (3.45) para obtener que

Gor (1) = exp {—87rgq / Tt hoa(t) ln(:r/t)} (3.47)

Por otro lado, a continuacién vemos que el potencial electrostatico medio, 1 (x), esta
relacionado con la Ec. (3.47). El potencial eléctrico medio es dado por la suma del
potencial generado por la distribucién de la carga del electrolito mas el potencial del
cilindro:

Y(2) = Yetee(®) + Ve (x) (3.48)

Primero, encontramos el potencial eléctrico del electrolito. Por la geometria del sistema
el electrolito distribuye su carga con simetria cilidrica de acuerdo con la ecuacién
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Qelec(t) =€ Z Zi@igai(t) = 26ZQhad(t) (349)
i=+,—
La cual sustltuunos en la forma integral del potencial electrostatico del electrolito,

J— ]. Oel I‘3 dl‘3
Yetee(r1) = ¢ [}, #EEE, quedandonos que

_ 2ezo d§
Yetee ) = dme /0 4t Boat / d¢/ VE + a2 + 12 — 2atcos ¢ (3.50)

Las integrales de la expresion anterior ya las simplificamos anteriormente en la Ec.
(3.14). Empleando ese resultado llegamos a que

2ezp

VYetec(x) = /Ooo dt t hag(t){In(26) — %f(x,t)} (€& — o0) (3.51)

Ahora, el potencial del cilindro que ya lo dimos en la Ec. (3.16). Este potencial se
puede reexpresar usando la condicién de electroneutralidad local cilindrica y queda como

9

2
Yoir(1) = 2 / dt t heg(t){In(z) — In(L)} (L — o0) (3.52)
0
Por lo tanto, cuando t > x, el potencial eléctrico medio es
dre [ a
(x) = 2 / dtt /) S zoigu(?) (3.53)
€ z i=1

Resultado que al compara con la Ec. (3.47) nos lleva a que las funcién de distribucion
radial de los cationes y aniones son

Yot () = exp (—ezfy(x)) (3.54)

ga—(x) = exp (ezfv(x)) (3.59)
respectivamente. El Laplaciano en coordenadas cilindricas del potencial electrostatico
promedio es

_ ldi(z)  d*yY(x)
V2w(:r)—; dx + dx?

Si en esta ecuacion g,+ y go— son dadas por las Ecs. (3.54) y (3.55), tenemos que las
derivadas de la Ec. (3.56) son

W) _ dre / Tt (Y zoelt) (3.57)

ET .
i=+,—

(3.56)

d*¢(x) _ dme /oo 4t (Y H0ult) - % 20i90s(T) (3.58)

dx? ex? J, . .
1=—+,— i=+,—

55



Por lo tanto,

V(z) = _% 2i0i9ai () (3.59)
i=+,—

La ecuacién anterior es la ecuacion no linela de Poisson-Boltzmann para la distribucion
de iones puntuales alrededor de un electrodo cilindrico, en su forma diferencial. Asi, las
Ecs. (3.43) y (3.45) son la forma integral de la ecuacién de Poisson-Boltmann. Finalmente,
mencionamos que al hacer un desarrollo a primer orden de las Ecs. (3.43) y (3.45) se puede
obtener la version integral de la teoria de Debye-Hiickel.

3.2 TEORIA DE CADENA HIPERTEJIDA PARA LA DISTRIBUCION
DE IONES ASIMETRICOS ALREDEDOR DE UN COLOIDE
CILINDRICO

En esta seccién se generaliza la aproximaciéon HNC que se hizo con el electrodo maés elec-
trolito simétrico. Ahora consideramos como simplificacién del sistema el modelo primi-
tivo no restringuido y, nuevamente, el método directo proporciona el mecanismo teérico
necesario para derivar las ecuaciones HNC para una doble capa cilindrica de electrolitos
asimétricos. Entonces, el electrolito es asimétrico en tamano y en carga, el cilindro de
radio R es duro, infinitamente largo, con carga superficial o y su concentracion tiende a
cero. También pedimos que la constante dieléctrica del cilindro sea igual a la del solvente.

Si en el solvente hay P especies ionicas, a continuacion, investigamos el caso en el
que P — 1 especies ionicas son las componentes de un electrolito y la especie restante
corresponde a contraiones, resultado de la disociaciéon de un polielectrolito. Por lo que
el cilindro cargado es un macroion. Los resultados que se obtengan también se pueden
interpretar como los de un electrodo cilindrico dentro de un electrolito de P especies
ionicas asimétricas.

Como sabemos, la ecuacién de cadena hipertejida, para un sistema multicomponente
de P + 1 especies, es dada por

Jory(T21) = exp{—ﬁUm(rgl) + > om / ham(rlg)cm(r%)drg} (3.60)

m=1

ay=1,2,...,.P+1

donde g, (r12) es la funcién de distribucién radial de dos particulas etiquetadas 1 y 2 de
la especie v y v, respectivamente, ¢, (r23) es la funcién de correlacién directa, g, es la
concentracion de la especie m y Uy, (r21) es el potencial de interaccién directo.

Asumiendo que en la Ec. (3.60) la especie « es la especie P + 1 que corresponde a
los cilindros cuya concentracion p, = 0, y todas las otras especies corresponden a esferas
duras con carga eléctrica en sus centros, el método directo nos permite escribir la Ec.
(3.60) como
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P
ga’y(rﬂ) = €xp {—5[]&7(7‘21) =+ Z Qm/ham(rl3)cm7(r23)dr3} (361)
m=1
vy=12,.,.P v a=PFP+1

Ya que la particula « impone en el problema simetria cilindrica en torno a su eje,
escribimos la Ecuacién (3.61) de la siguiente forma

Goj(x) = exp {—ﬁUaj + Z Qm/ am (1) Cmj (s )tdtd¢d§} (3.62)
j—1,2,...,P y a=P+1

donde las expresiones para la funcién de correlacién directa, ¢,;(s), para un electrolito
asimétrico en bulto son tomadas de los resultados obtenidos por Blum y Hiroike a través
de la cerradura MSA. Estas expresiones son dadas por

e Zm2i€2
—dm hs‘ - m~j
e J(S) + ij(s) ﬂ £s

y su forma explicita es dada en la seccién 2.3.3. También, como en la Ec. (3.16), U,; es
el potencial de interaccién directo cilindro-ion,

Cmj(s) = (3.63)

Uij(x) = —@-e%{lnx —InL} (L — o0) (3.64)

Si al término de la sumatoria en la Ec. (3.62) le llamamos I y en este sustituimos la
Ec. (3.63), conseguimos la siguiente expresion

2 2
I = om /0 dt t ham(t /dqs/ d&{ﬁ mj(s)+czfj(s)—6z";%}

m=1

P oo 2
— ZQmA ttham {66 Dm](t :E)-f—Km](t .iE)

- —52”‘2”6 / d¢/ de= } (3.65)

donde
¢maw gmaw
Doy (t,2) / dé [ dedmy(s) (3.66)
¢'m¢l1? gma:c
donde
Emaz = \/afnj — Ty — tg + 2wt cos ¢ (3.67)
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22 4+ t2 —a?
GOmaz = ATCCOS <Tm]> (3.68)

También, andlogamente escribimos

Ko (t, ) / e do / " (3.69)

¢maz gmaz

Los limites de integracion de las Ecs. (3.66) y (3.69) son debidos a que d,;(s) y chs;(s)
son diferentes de cero solamente cuando s < ay,;.

El dltimo término de la Ec. (3.65) es igual al dado en la Ec. (3.14), y vale para s > ap;.
Ya en la Ec. (3.14) encontramos que

/_ﬂ dé /_Oo dfé — dnn(2L) — 27 (2, 1) (3.70)

Por otro lado, a partir de la condiciéon de electroneutralidad local se llega a que

P oo
R=—e Z Zm Om / dt t gam(t) (3.71)
m=1 0

Usando la condicién de electroneutralidad de bulto la Ec. (3.71) es igual a

P o
R= —eszgm/ dt t hgm (1) (3.72)
m=1 0

Por lo tanto, sustituyendo las Ecs. (3.64) y (3.65) en la Ec. (3.62) y con la ayuda de
(3.72), logramos expresar las ecuaciones HNC cilindrica de la siguiente forma

gaj(r) = exp {47Tﬁzje—ln + Z Qm/ dt t hom(t) {%eQij(t,x)

+ K (t, ) + 2 6z’" “i€ f(:c,t)]} (3.73)
j=12,.,P y x>R+a;/2

Las ecuaciones anteriores son las ecuaciones HNC de la doble capa cilindrica de un
electrolito asimétrico.

Recordando que hgy,(t) = —1 cuando 0 < t < R + a,,/2, también se pueden expresar
las Ecs. HNC de la doble capa cilindrica como sigue
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oR ~ al 00 Be?
Goj(x) = expl 4nfzje—In(x) + A;(z) + Z Qm/ dt t ham(t) | —Dm;(t, x)
€ —— Rtapm /2 €
+ Ko (t, ) + 23— — ’"ZJ f(a;,t)]} (3.74)
j=12,..,P y x>R+a;/2
donde
~ P Rtam/2 2 2
Aj(z) = ng/ dt t {5; Donj(t, ) + Koj(t, ) + 27 527”236 f(x,t)} (3.75)
m=1 0

3.2.1 INTEGRACION DE LOS KERNELES

A continuacion se trata el caso especial en el que las especies ionicas son las de un elec-
trolito de dos especies, simétrico en diametro y en carga, y un contraion. La restriccion
sobre los diametros es,

a=a; <a (3.76)
donde a;, j = +, —, es el diametro de las especies del electrolito y a. es el diametro del
contraion. También definimos z, = —z_ = z como la valencia del electrolito. Con ello,

para el electrolito simplemente reescribimos la Ec. (3.74) como

R
Jax(7) = exp{i‘lWﬁZB%m( ) + As(x

+ > gm/ dt t ham ()X

m=+,—,c Rtam/2

[/3; Dy (t,2) + K (1, 0) £ 2w 322 f(x,t)” (3.77)

donde > R + a4 /2. De igual manera para el contraion,

Jac(x) = exp {4wﬂzce§1n( Z Qm/ dt t ham(t)x

m=+,—,c Rt-am /2

[ﬁ;Dmc(t 2) + Konelt ) + 22 f(x,t)} } (3.78)

donde x > R + a./2. Las funciones de correlacién directa de corto alcance que deben ser
integradas en los kerneles de las Ecs. (3.77) y (3.78) son: ¢r.(s) y cpi(s), con m,j =
+,—,c. Entre ellas las funciones simétricas estan dadas por m = j y el resto son las
asimétricas.
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Dado que conocemos las expresiones de las funciones de correlacion de corto alcance,
Ecs. (2.43) y (2.54), a continuacién procedemos a la integracion de los kerneles. Primero,
el kernel dado por la Ec. (3.66) es

¢ma:c gma:c
Dpj(t, ) = / d dE o (s) (3.79)

¢maz gmaz

donde, de acuerdo con la Ec. (2.44),

b;}ag + 25 para 0 < s < A\,
@y,
A (s) = 717"”'2 Lo bg; + b,(é;s + b,(s;s3 para Apmj <5 < @y (3.80)
0 para  Gp; < s
donde \,,; = |a, — a;|/2 y bg)j, i = 1,2,...,5, son constantes cuya forma explicita se

encuentra en la seccidén 2.3.3.
Cuando 0 < s < Apj el rango de integracion para § es —&xmar < & < &xmae, donde

g)\,ma:r = \/)\72717 — 22 — t2 4+ 2xt cos ¢ (381)

La integral de la Ec. (3.12) nos permite encontrar que

gk,ma:c
/ dE duj(s) = 2bmj\/)\ 22— 2 4+ 2atcos b

_6/\,7710,1)

Amj + \/)\fnj — a2 — 12 + 2xtcos ¢
/a2 + 12 — 2wt cos ¢

(3.82)

+42pm2; In

Cuando A,; < s < ap; debemos integrar £ en &) mer < |£| < a;. La integral que
debemos resolver es

gmaw gmaw b(2‘)7 + Zmzj (4) \/
déd,,i(s) = / dé = + 0,5/ & + 2?2 + 12 — 2at cos ¢
/é;\,maz m‘?( ) gk,ma:c \/52 + x2 + t2 - 2$t COS ¢ m

—b,(s; + bﬁ,f; [52 + 2% + %2 — 2ut cos gb] 3/2} (3.83)

Por lo que utilizamos los resultados siguientes

/d§\/€2+7a2:%§v€2+a2+%a21n <§+\/§2+a2> (3.84)

/ A€ +a?)" = J6(E + )" 4 SPe/E T @+ atin (64 VET @) (38)
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La solucion que se obtiene es

/:; Aedg(s) = 4 (02 + zn2;) ln< dmj +émm> 22 {Emar — Exmaz}
i) { e M o (e )
+2b£;’;;. {%gm - A?"J A s g — o Mg
(i) o

Por otro lado, a continuacién procedemos a integrar el kernel de la Ec. (3.69),

Kpj(t,2) / g / g (3.87)

¢maw gmaw

la funcién de correlacién ¢)i¥;(s), Ec. (2.54), para particulas de diferentes tamanos es dada
por

—An para s < Ap;
2 53 4
ei(s) = —A,, — 2 Ande 0w para Apj < 5 < (3.88)
0 para ap; < s

donde z = s — \,;;. Segtn la definicion previa, cuando A,,; < s < a,,; también podemos
expresar c)(s) de la siguiente forma

O (8) = = Am + (30X5; — aAly) 571+ (200m; — 80A5,;) + (69A7,; — @) s + 95 (3.89)

Primero, cuando 0 < s < A,,; es directo obtener

gk,maz
/ dfc},’,fj(s) = —2A4,, \/)\2 — 2?2 — 12 4 22t cos ¢ = =246 max (3.90)

_gz\muwv

Ahora, cuando A,;; < s < ap; la integral para £ que debemos resolver es

gmaw fma:c
/ dgclei(s) = / d€ {—An + (36A,; — aAl,) 571+ (20An; — 86A),;)

_gA,ma:z: _gz\muwv

+ (662, —a) s +0s°} (3.91)

donde, como sabemos, /&2 + 22 + t2 — 2xt cos ¢. Si comparamos la Ec. (3.91) con la Ec.
(3.83) vemos que son basicamente la misma integral salvo los factores constanstes. Por lo
tanto la solucién es como sigue
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fras 4 2 Gmj + Emaz 3
/ déchei(s) = 4 (30X, — aXp,;) In [ ——" | + [2 (20Am; — 80A);) — A X

g/\,maw )\m] + é.A,maJ?
2 Amyj )\mj
{gmafc - gA,maa:} +2 (66)\mj - a) {Tfmax - 75)\,mafc
a? Ay + & as . A3 302
—1 e 20 — max . mazx o YmjiSmazx
3 n(AijrfA,max)}Jr { it g Shmas + gmlmi
3a? 3a* A + €
_—)\m max —1 Rl L 3.92
8 ]5/\, * 8 ! <)\mj + é./\,mam) } ( )

Finalmente, la integral sobre la variable angular ¢ no se puede realizar exactamente.
Sin embargo, para los fines practicos que perseguimos, las soluciones son encontradas
a través de métodos numéricos. Por lo tanto, en la tesis estamos limitados a escribir
los kerneles como la integral de la variable ¢. Para ello, definimos las soluciones de las
integrales (3.86) y (3.92) como

gmaﬂ

/6 AEdmy(5) = d(t, v, 9) (3.93)
%ma@

[ a0 = et (3.94)
Ex,maz

Con estas definiciones conseguimos escribir los kerneles para dos de las especies, m y
J asimétricas, de la siguiente forma

2 L;:ZI {bgv];;'g/\,maz + ZmzjIn (%)} para 0 <5<\,
ij(t, r) = 2f:ﬁ;zaz Ci(t,:c, &) para A <5 < any
0o para  Qp; < s
(3.95)
y
_2Am f_;s,:; g)\,ma:r para 0<s< )‘mj
Kmj(t;z) = § 2 fib;"ﬂz c(t,z, ¢) para Ay < 8 < Gy (3.96)

0 para G < S

Para terminar mencionamos que las Ecs. (3.95) y (3.96) se reducen al caso simétrico,
ecuaciones de Waismann y Lebowitz, cuando A, = ayy;.
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Capitulo 4

ANALISIS DE RESULTADOS DE LA TEORIA
HNC/MSA APLICADA AL ENTORNO
ELECTROLITICO DEL ADN

En el capitulo anterior se derivo la ecuacion de la doble capa eléctrica para una particula
coloidal cilindrica inmersa en un electrolito asimétrico, Ec. (3.74). En este Capitulo se
dan y discuten soluciones de esta ecuacion, las cuales se obtuvieron usando el método de
elemento finito (ver Apéndice C). En la aplicacién de este método necesitamos dar como
entrada los valores de los pardmetros que aparecen en la Ec. (3.74). Para ello hemos
tomado como sistema de interés el entorno electrolitico del ADN (este sistema ya fue
descrito en la seccién 0.3), cuyo modelo simplificado es el de un cilindro duro e infinito
con una densidad de carga superficial constante, o, mas el modelo primitivo aplicado al
electrolito. A partir de este modelo tomamos los siguientes valores de los pardmetros!:

densidad de carga superficial del ADN (o) —0.150 C/m?

radio del ADN (R) 10 A

didmetro de las poliaminas (a.) 8 A

didmetro del C1 (a_) 4 A

temperatura (1') 298.0°K

permitividad del agua a 298°K (¢) 78.5

valencias (z;, 1 =¢,—) zo=-1yz2.=2,3y4

También debemos dar los valores de las concentraciones en bulto del electrolito. Estos
valores los encontramos en la Tabla 4.1, en la cual vemos que estamos consideramos
el entorno del ADN con tnicamente dos especies iénicas: Cl~ y un tipo de poliamina.
Ademads, por motivos de comparacion y predicciéon tedrica tenemos los siguientes casos de
interés: 1) z. = 1, asi el entorno del cilindro tiene un electrolito 1:1 (con el didmetro del
catién y del anién igual a a, (= 8A) y a_ (= 4A), respectivamente), y 2) o = 0.150 y
+0.30C/m?, con un electrolito z. : 1 (donde z. = 1, 2, 3 6 4) en el entorno del cilindro.
Por lo tanto, dados los cuatro valores diferentes de o y los cuatro tipos de electrolitos,
tenemos dieciséis casos para analizar.

1Usaremos z. y z— para referirnos a las valencias del catién (poliaminas z. =2, 3 6 4, y catién con z. =1) y del CI~1,
respectivamente.
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tipo de poliamina || concentracion poliamina (M)

concentracion del Cl~ (M) |

0.00026 0.00052
0.018 0.036
putresina®t 0.03 0.06
0.16 0.32
0.4 0.8
0.00026 0.00078
0.018 0.054
espermidina®t 0.03 0.09
0.16 0.48
0.4 1.2
0.00026 0.00104
0.018 0.072
espermina*t 0.03 0.12
0.16 0.64
0.4 1.6
0.00026 0.00026
0.018 0.018
ze =1 0.03 0.03
0.16 0.16
0.4 04

Tabla 4.1: La concentracién de las poliaminas fueron tomadas de la referencia [21] [ahi se investiga el
diagrama de fases (condensacién, mesocristal y redisolucién) de la molécula de ADN inmersa en una solucién
con NaCl y espermina*t]. La concentracién del Cl~ es dada a partir del principio de electroneutralidad de
bulto. El caso del catién con z. = 1 y a. = 8A, no corresponde a una poliamina, pero lo incluimos para
analizar el comportamiento del electrolito al variar z..

Las soluciones ¢(r)’s de la Ec. (3.74) para el electrolito z. : 1 son graficadas en
las Figs. 4.1(a)-4.14(b). En cada una de las figuras? se muestran las graficas de una
especie idnica al variar su concentracién y mantener fijo el valor de 0. Las Figs. 4.1(a)-
4.4(b) corresponden al modelo del ADN, i. e., 0 = —0.150C/m?, mientras que las Figs.
4.5(a)-4.8(b), 4.9(a)-4.12(b) y 4.13(a)-4.14(b) son para el cilindro con o = —0.30, 0.150 y
0.30C/m?, respectivamente. A continuacién se hace un andlisis de estas figuras.

Primero recordamos que dentro del cilindro g;(r) = 0 (i = ¢,—) y que g;(r) — 1
cuando 7 — oo. En nuestras graficas en general se tiene que el valor de g;(r) en el
contacto (r = R+ a./2 para los cationes y r = R+ a_/2 para el CI™'), estd en acuerdo
con la tendencia de la superficie a atraer los contraiones (esto no siempre es el caso como
se muestra en [22] y [23]). Otra caracteristica general de los valores de contacto de g;(r) en
cada una de nuestras figuras, es que su valor va decayendo para los contraiones conforme
se incrementa su concentracién de bulto. Sin embargo, esto no significa que al incrementar
la concentracion haya menos contraiones sobre la superficie. Recordemos que

0i(r) = 0;9:(1) (r>R+a;/2 vy i=¢,—) (4.1)

da la concentraciéon local. A partir de esto, en la Tabla 4.2 vemos que sobre el ADN el

2Cada par de figuras adyacentes corresponden a un electrolito z¢ : 1, con 2. =1, 2, 3 ¢ 4.
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| o (C/m?) | electrolito zy : 1 | oc (M) g.(R+ac/2) o.(R+ac./2) (M)]

0.00026 8085 2.1021
0.018 128 2.304
11 (2. =1y Cl) 0.03 79 2.37
0.16 18 2.88
0.4 9 3.6
0.00026 11885.5 3.09023
0.018 176.6 3.1788
2:1 (putresina y Cl) 0.03 107.15 3.2145
0.16 23.1 3.696
-0.150 0.4 11.75 4.7
0.00026 13596 3.935
0.018 198.1 3.5658
3:1 (espermidina y Cl) || 0.03 120.3 3.609
0.16 25.865 4.1348
0.4 13.35 5.34
0.00026 14489 3.76714
0.018 210.2 3.7836
4:1 (espermina 'y Cl) 0.03 127.6 3.828
0.16 27.75 4.44
0.4 14.57 5.828

Tabla 4.2: Concentracién superficial de poliaminas y cationes con z. = 1 sobre la molécula de ADN, tltima
columna.

| o (C/m?) | electrolito 2z : 1 || o (M) g (R+a_/2) o (R+a_/2) (M) |
0.00026 0O 0
0.018 0.0015 0.000027
1:1(z. =1y Cl) 0.03 0.0025 0.000075
0.16 0.012 0.00192
04 0.0312 0.01248
0.00052 0.004 0.00000208
0.036 0.0272 0.0009792
2:1 (putresina 'y Cl) 0.06 0.0344 0.002064
0.32 0.0348 0.011136
-0.150 0.8 0.0812 0.06496
0.00078 0.0221 0.000017238
0.054 0.0805 0.004347
3:1 (espermidina y Cl) || 0.09 0.0944 0.008496
0.48 0.173 0.08304
1.2 0.286 0.3432
0.00104 0.055 0.0000572
0.072 0.141 0.010152
4:1 (espermina y Cl) 0.12 0.159 0.01908
0.64 0.2595 0.16608
1.6 0.4115 0.6584

Tabla 4.3: Concentracién superficial de Cl~ sobre la molécula de ADN, dltima columna.
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z=1ly 0=-0.150C/m’ (z.=-1 coion)

z=-1y 0=-0.150C/m’ (

z.=1 contraion)
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Figura 4.1: g;(r) para un electrolito 1:1 cuando o = —0.150C/m?. A cada grafica g;(r) le corresponde

un valor g; que se indica en su figura. El recuadro en (a) es una ampliacién que muestra la ausencia de
oscilaciones de g.(r).

valor de o.(R + a./2) es mayor para los casos en que g.(R + a./2) tiene los valores mas
pequefios. Para las graficas de los coiones se tiene un incremento del valor g;(R+ a;/2) [o
de 0;(R+a;/2), ver ejemplo en la Tabla 4.3], al aumentar la concentracién de bulto. Por lo
tanto, en general tenemos que al incrementar la cantidad de contraiones también aumenta
la cantidad de coiones sobre la superficie del cilindro. Esto es, para el ADN, el incremento
de la concentracién de bulto del electrolito z, : 1 (z. =2,3 6 4) aumenta la cantidad de
poliaminas y Cl~! sobre la superficie del ADN. Después de estas caracteristicas generales
de nuestras figuras procedemos a analizar las particularidades de cada una de ellas.

[Figs. 4.1(a) y 4.1(b)] 0 = —0.150C/m? y electrolito 1:1. Los valores de la concen-
tracion de bulto son los dados para el catién z. = 1 y el Cl™ en la Tabla 4.1. La Fig.
4.1(b) muestra que para el caso de més baja concentracién, 0.00026M, o (r) ~ 0 para
R+ a_/2 < r < 11A. Mientras tanto g.(r), Fig. 4.1(a), en esta regién alcanza valores
superiores a 800 (0 g.(r) > 0.208M para R+a./2 < r < 11A). En este caso de baja con-
centracién de bulto el espesor de la doble capa eléctrica es de aproximadamente 1000A.
En general, en las figuras tenemos que el decaimiento de g.(r), e incremento de g_(r), es
monotonico para cada valor de g; considerado. También, podemos observar que el espesor
de la doble capa eléctrica va disminuyendo al incrementar la concentracion de bulto del
electrolito, encontrando que cuando o. = 0.4M el espesor de la doble capa eléctrica ha
decaido a 13A. Otra caracteristica de la Fig. 4.1(b) es que el incremento de o_ aumenta el
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z=2y 0=-0.150C/m’ (z.=-1 coion) z=-1y 0=-0.150C/m’ (=2 contraion)
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Figura 4.2: g;(r) para un electrolito 2:1 cuando o = —0.150C/m?. A cada grafica g;(r) le corresponde
un valor g; que se indica en su figura. El recuadro en (a) es una ampliacién que muestra el valor de las
oscilaciones de g.(r).

valor de g_(R+a_/2) y reduce la regién en la que g_(r) ~ 0. La monotonia observada se
refiere al hecho que cualquier region de la doble capa eléctrica tiene una carga con el mismo
signo del contraion. Por otro lado, el espesor de la doble capa eléctrica es una medida del
alcance del campo eléctrico del cilindro mas el del electrolito, por lo que entre més alta sea
la concentracién de bulto del electrolito tenemos que a distancias mas cortas se apantalla
el campo eléctrico del cilindro y se alcanza la regién donde la concentracién es homogénea.

[Figs. 4.2(a) y 4.2(b)] 0 = —0.150C/m? y electrolito 2:1. Los valores de la concen-
tracién de bulto son los dados para la putresina®t y el Cl~ en la Tabla 4.1. Para este
electrolito la ¢.(r) no es monoténica cuando g, = 0.16 y 0.4M y lo mismo ocurre para
g_(r) cuando o =0.32y 0.8M. Los otros valores de p; corresponden a g;(r)’s monoténicas
cuyo significado es como explicamos para el electrolito 1:1 y ¢ = —0.150C/m?. También,
sélo a concentracién baja, o =0.00052M, el valor de g_(R+ a_/2) = 0, ver Fig. 4.2(b).
Las oscilaciones de ¢.(r) cuando g, =0.16 y 0.4M se pueden apreciar en el recuadro de
la Fig. 4.2(a). Ahi vemos que g.(r) tiene un minimo cuando g, = 0.16M y un minimo
y un maximo cuando g, = 0.4M. Ademads, la region donde es minima la probabilidad
de encontrar un contraion es la misma regién para encontrar un coion con mayor proba-
bilidad, ver Figs. 4.2(a) y 4.2(b). Por ello, las oscilaciones de estas graficas muestran la
presencia de cambio e inversién de carga. Nuevamente, al subir la concentracion de bulto
del electrolito el espesor de la doble capa eléctrica disminuye.
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z=3y 0=-0.150C/m’ (z.=-1 coion) z=-1y 0=-0.150C/m’ (=3 contraion)
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Figura 4.3: g;(r) para un electrolito 3:1 cuando o = —0.150C/m?. A cada grafica g;(r) le corresponde
un valor g; que se indica en su figura. El recuadro en (a) es una ampliacién que muestra el valor de las
oscilaciones de g.(r).

[Figs. 4.3(a) y 4.3(b)] 0 = —0.150C/m? y electrolito 3:1. Los valores de la concen-
tracién de bulto son los dados para la espermidina®t y el Cl~ en la Tabla 4.1. Para este
electrolito se hace evidente el hecho que el aumento del valor de la valencia z., también,
disminuye el espesor de la doble capa eléctrica y contribuye a las oscilaciones de g;(r). En
las Figs. 4.3(a) y 4.3(b) ocho de las gréficas oscilan, solamente no hay oscilaciones para
la mas baja concentracion de bulto del electrolito, o. = 0.00026M y o_ = 0.00078M . De
hecho, las oscilaciones cuando o = 0.054, 0.09, 0.48 y 1.2M, ver Fig. 4.3(b), muestran la
presencia de inversion de la carga de la doble capa eléctrica del electrolito 3:1. Ademas,
el valor de las oscilaciones, ver recuadro en la Fig. 4.3(a), alcanza valores mayores que
para el electrolito 2:1 y o = —0.150C/m?. También, podemos observar en el recuadro una
tendencia de g.(r) a tener mas oscilaciones al aumentar o., p. €j., g.(r) tiene un minimo
cuando g, =0.03M, tiene un minimo y un méaximo cuando g. =0.16 M y tiene dos minimos
y un maximo cuando g, =0.4M. La profundidad del primer minimo de g.(r), o la altura
del primer maximo de g_(r), no es mayor para la grifica con concentracién més alta. En
el recuadro se aprecia que la profundidad del minimo de ¢.(r) cuando g, =0.4M es menor
que la profundidad del primer minimo de g.(r) cuando g. =0.16A/. Sin embargo, el valor r
en el cual se presenta el primer minimo para g¢.(r), o primer maximo para g_(r), es menor
conforme se incrementa la concentracién de bulto, lo cual se puede ver en cada figura.
También para este electrolito se hace evidente que el valor de g (R + a_/2) lleva a una
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z=4y 0=-0.150C/m’ (z=-1 coion) z=-1y 0=-0.150C/m’ (z.=4 contraion)
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Figura 4.4: g;(r) para un electrolito 4:1 cuando o = —0.150C/m?. A cada grafica g;(r) le corresponde
un valor de g; que se indica en su figura. El recuadro en (a) es una ampliacién que muestra el valor de
las oscilaciones de g.(r).

mayor concentrar de C{~! sobre la superficie del cilindro que en los casos cuando z, = 1y 2.

[Figs. 4.4(a) y 4.4(b)] 0 = —0.150C/m? y electrolito 4:1. Los valores de la concen-
tracién de bulto son los dados para la espermina®t y el C1~ en la Tabla 4.1. Este electroli-
to también tiene graficas monoténicas cuando g, = 0.00026M y o_ = 0.00104M. Estas
graficas, como podemos ver en las Figs. 4.4(a) y 4.4(b), tienden a nos ser monoténicas
con un pequeno incremento de la concentracion de bulto. Asi, un alto valor de la valencia
2. podria hacer oscilar g;(r) para una baja concentracién de bulto. Los restantes valores
de p; considerados tienen una caracteristica bien apreciada en cada figura: la profundidad
del primer minimo de una grafica g.(r) y la altura del primer méximo de una grafica
g—(r) es menor conforme el valor de g; se incrementa. Una caracteristica similar se da
para el primer maximo de una grafica ¢.(r) y el primer minimo de una grafica g (r),
solo que en este caso entre mayor sea g; mayor es el maximo y menor es el minimo. De
la comparacién de los primeros, digamos, minimos de g.(r) del electrolito 4:1, 3:1 y 2:1
con 0 = —0.150C/m?, tenemos que el valor del minimo no siempre crece al aumentar la
concentracion de bulto. Este hecho, es mejor apreciado para valores mas grandes de z,.
y esta caracteristica debe ser andloga para la altura de los primeros méaximos de g.(r),
o la profundidad de los primeros minimos de g (7). Por otro lado, para este electrolito
podemos apreciar en la Fig. 4.4(b) que sobre la superficie del cilindro hay muchos iones
de cloro [ver los valores de contacto de g_(R + a_/2)| para las mas altas concentraciones
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z=-1y 0=-0.30C/m’ (z=1 contraion)
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Figura 4.5: g;(r) para un electrolito 1:1 cuando 0 = —0.30C/m?. A cada grafica g;(r) le corresponde un

valor de p; que se indica en su figura. El recuadro en (a) es una ampliacién que muestra el valor de la

oscilacién de g.(r) cuando g, = 0.4M.

de bulto.?> Mientras que la cantidad de contraiones sobre la superficie del cilindro, dada
por g.(R + a./2), es del mismo orden que en el caso cuando z. =2 6 3.

[Figs. 4.5(a) y 4.5(b)] 0 = —0.30C/m? y electrolito 1:1. Los valores de la concen-
tracién de bulto son los dados para el cation z, = 1 y el Cl™ en la Tabla 4.1. Este caso
serfa similar al del electrolito 1:1 y o = —0.150C/m? a no ser que la gréfica g.(r), corres-
pondiente a p. = 0.4M, no es monotonica y su oscilaciéon no se da alrededor del valor
ge(r) = 1 como es usual. Este hecho es interesante debido a que si g.(r) oscila cuando
0. = 0, usualmente también esperamos que la grafica g (r) oscile cuando o = —z.0/2 .
Sin embargo, en este caso la grafica g (r) no oscila cuando p = 0.4M, como se puede
ver en la Fig. 4.5(b). La explicasién se da al considerar que los contraiones tienden a
apantallar la carga superficial del cilindro. Debido al alto valor de o (= —0.30C/m?) y
la baja valencia z. = 1 la primer capa de contraiones no alcanza a cancelar el efecto del
campo eléctrico del cilindro, por lo que es necesario una segunda capa de contraiones para
apantallar dicha carga o. Esta segunda capa, ver recuadro de la Fig. 4.5(a), se encuentra
a una distancia de aproximadamente 10A. Por otro lado, si comparamos con el electrolito
1:1y 0. = —0.150C/m?, se aprecia la diferencia de los valores g;(R + a;/2). Para este

3Este hecho parece sugerir que la magnitud del cambio de carga disminuye con el aumento de la concentracién de bulto,
sin embargo, eso no esta ocurriendo. En la referencia [24] se prueba el hecho que entre mds alta sea la concentracién del

electrolito también es mayor el cambio de carga.
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z=2y 0=-0.30C/m’ (z=-1 coion) z=-1y 0=-0.30C/m’ (=2 contraion)
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Figura 4.6: g;(r) para un electrolito 2:1 cuando 0 = —0.30C/m?. A cada grafica g;(r) le corresponde un
valor de g; que se indica en su figura. El recuadro en (a) es una ampliacién que muestra el valor de las
oscilaciones de g.(r).

electrolito los valores g.(R + a./2) son mas grandes, ver Fig. 4.5(a), en comparacién con
los de la Fig. 4.1(a). Para este electrolito el espesor de la doble capa eléctrica es como el
espesor de la doble capa eléctrica del electrolito 1:1 y o =0.150C/m?: desde 13A cuando
0. = 0.4M hasta aproximadamente 1000A cuando g; = 0.00026)/. También, notemos
que g_(r) ~ 0 en la regién R+ a_/2 < r < 7A para todos los valores de o_ analizados
[de este hecho damos una explicacion en las Figs. 4.9(a) y 4.9(b)], ver Fig. 4.5(b).

[Figs. 4.6(a) y 4.6(b)] 0 = —0.30C/m? y electrolito 2:1. Los valores de la concentracién
de bulto son los dados para la putresina®t y el Cl~ en la Tabla 4.1. Para este electrolito
los valores de contacto g.(R + a./2) y g-(R + a_/2) son mayores que los del electrolito
1:1y 0 = —0.30C/m?. También, no todas las gréaficas g (r) tienen valores casi nulos en
la proximidad del contanto R + a_/2, p. ej., ver la grafica para o = 0.8M en la Fig.
4.6(b). Por otro lado, podemos ver en las Figs. 4.6(a) y 4.6(b), la presencia de los efectos
de cambio e inversion de carga de la doble capa eléctrica, esto excepto para las gréficas
9e(r) vy g_(r) correspondientes a 9. = 0.18 M y o = 0.36M. También, al comparar este
caso con el del electrolito 3:1 y ¢ = —0.150C/m?, notamos una mayor influencia de o
en los efectos de cambio e inversion de carga, los cuales en este caso se presentan a mas
baja concentraciéon de bulto. Asi, la inhomogeneidad del fluido es muy influenciada por
la interaccion eléctrica cilindro-ion. Finalmente, el valor de la profundidad del primer
minimo de una grafica g.(r) y la altura del primer méximo de una grafica g_(r), es may-
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Figura 4.7: g;(r) para un electrolito 3:1 cuando 0 = —0.30C/m?. A cada grafica g;(r) le corresponde un
valor de g; que se indica en su figura. El recuadro en (a) es una ampliacién que muestra el valor de las
oscilaciones de g.(r).

or conforme se incrementa la concentracién de bulto. Sin embargo, observamos que las
graficas ¢.(r) para las dos mas altas concentraciones, g. = 0.16M y p. = 0.4M, tiene sus
primeros minimos casi a la misma profundidad. Por lo que podemos esperar que para
o > 0.4M la profundidad del primer minimo de g.(r) comience a decaer (algo andlogo
ocurre para los primeros maximos de g_(r)).

[Figs. 4.7(a) y 4.7(b)] 0 = —0.30C/m? y electrolito 3:1. Los valores de la concentracién
de bulto son los dados para la espermidina®’ y el Cl~ en la Tabla 4.1. En este caso todas
las graficas oscilan y sus valores g;(R + a;/2) son del mismo orden que en el caso del elec-
trolito 2:1 y 0 = —0.30C/m?. Los valores de estas oscilaciones los podemos apreciar sin
la necesidad de recuadros. Como vimos para el electrolito 3:1 y o = —0.150C/m? el valor
de los minimos de g.(r) (o los maximos de ¢g_(7)) no siempre incrementan (o disminuyen)
con el aumento de la concentracion de bulto. Esto también se ve para el primer minimo de
ge(r), Fig. 4.7(a), y el primer méximo de g_(r), Fig. 4.7(b). Sin embargo, ahora es clara
la influencia del valor de o en el aumento de la probabilidad de encontrar primeros vecinos
[notese que en el caso del electrolito 3:1 y o = —0.150C/m? (Figs. 4.3(a) y 4.3(b)), son
menores la magnitud de las oscilaciones de g;(r) que en este caso]. Es interesante hacer
notar, nuevamente, que para las concentraciones mas altas se tiene un mayor nimero de
oscilaciones y que el espesor de la doble capa eléctrica decae al aumentar el valor de z..
También, al compara este caso con el del electrolito 3:1 y 0 = —0.150C/m?, podemos
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z=4y 0=-0.30C/m’ (z=-1 coion) z=-1y 0=-0.30C/m’ (=4 contraion)
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Figura 4.8: g;(r) para un electrolito 4:1 cuando 0 = —0.30C/m?. A cada grafica g;(r) le corresponde un
valor de g; que se indica en su figura. El recuadro en (a) es una ampliacién que muestra el valor de las
oscilaciones de g.(r).

apreciar, en las Figs. 4.7(a) y 4.3(a) y 4.7(b) y 4.3(b), que el espesor de la doble capa
eléctrica es del mismo orden para ambos casos, teniendo, asi, que el incremento del valor
de o practicamente no influye en el espesor de la doble capa eléctrica.

[Figs. 4.8(a) y 4.8(b)] 0 = —0.30C/m? y electrolito 4:1. Los valores de la concen-
tracién de bulto son los dados para la espermina** y el Cl~ en la Tabla 4.1. En este
caso se reafirma la influencia del valor de o en el aumento de la probabilidad de encontrar
primeros vecinos. En este caso las oscilaciones de ¢.(r) y ¢g_(r) son de mayor magnitud
que las de los electrolitos 3:1, 2:1 y 1:1 y 0 = —0.30C/m?. Lo anterior es mds claro para
una baja concentracion de bulto, 0. = 0.4M y o = 0.00104M. Nuevamente tenemos
que el valor de g;(R + a;/2) es del mismo orden que cuando z. = 2 6 3. Por ello la can-
tidad de contraiones sobre el cilindro es aproximadamente igual para los tres electrolitos
referidos. Sin embargo, en este caso z, es mas grande lo que lleva a un aumento de la
cantidad de carga sobre la superficie del cilindro. De ahi, tenemos un cambio de carga de
mayor magnitud que induce una inversién de carga mas apreciable, como se puede ver al
comparar este caso con el del electrolito 3:1 y 0 = —0.30C/m?. Por otro lado, recorde-
mos que al incrementar la concentracion de bulto del electrolito también se incrementa
0.(R + a./2), como ejemplificamos en la Tabla 4.3. En la Fig. 4.8(b) lo mismo ocurre
para el primer méaximo de g_(r), p. ¢j., o_(~ 10A) ~ 0.00052M cuando o_ = 0.00104M
v 0 (=~ 10A) &~ 2.4M cuando o = 1.6M (una situacién similar se encuentra para el con-
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z=1ly 0=0.150C/m’ (z=-1 contraion)

z=-1y 0=0.150C/m’ (z=1 coion)
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Figura 4.9: g;(r) para un electrolito 1:1 cuando o = 0.150C/m?. A cada gréfica g;(r) le corresponde un

valor de g; que se indica en su figura. El recuadro en (b) es una ampliacién que muestra la ausencia de
oscilaciones de g_(r).

traion). Una observacién interesante se puede hacer del hecho que el valor de g (r) sea
mayor, en la regién 10A< 7 < 500A, conforme la concentracién de bulto sea mas bajas:
recordemos que el potencial de fuerza media es dado por w(r) = —kT Ing(r), por lo que
el trabajo necesario para llevar un coion del infinito a una distancia > 10A es mayor
para las concentraciones de més bajo valor (para llevar el coion a una distancia r < 10A
hay regiones donde se intersectan ¢g_(r)’s correspondientes a diferentes valores de p_, por

ello, para llevar un coion hasta el punto de interseccién de esas graficas necesitamos hacer
un trabajo igual en ambos casos).

[Figs. 4.9(a) y 4.9(b)] 0 = 0.150C/m? y electrolito 1:1. Los valores de la concentracién
de bulto son los dados para el catiéon z. = 1 y el C'l™ en la Tabla 4.1. Nuevamente, el
incremento de la concentracion de bulto aumenta la cantidad de contraiones y coines sobre
la superficie del cilindro. Sin embargo, de la comparaciéon de las graficas del electrolito
1:1 para 0 = —0.150C/m? y 0.150C/m?, nos damos cuenta del efecto de la asimetria de
los tamanos iénicos. De la comparacion se resalta el hecho que en este caso el incremento
de la concentracién de bulto aumenta el valor g;(R+ a;/2) en mayor cantidad que cuando

o = —0.150C/m? (para el modelo primitivo restringido las graficas en ambos casos son
iguales, sélo se cambian las del coion por las del contraion y viceversa). Debido a que
el Cl~ tiene un didmetro a_ = a./2, éste se puede aproximar mds que un cation a la

superficie del cilindro y, también por ello, cuando el cation juega el papel de contraion,
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z=2y 0=0.150C/m’ (z=-1 contraion) z=-1y 0=0.150C/m’ (z=2 coion)
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Figura 4.10: g;(r) para un electrolito 2:1 cuando ¢ = 0.150C/m?. A cada gréfica g;(r) le corresponde un
valor de g; que se indica en su figura. El recuadro en (b) es una ampliacién que muestra el valor de las
oscilaciones de g_(r).

o < 0, son posibles las configuraciones en las que hay Cl~ entre el cilindro y los cationes
pegados al cilindro. A partir de lo anterior damos la explicacién de la diferencia entre las
Figs. 4.9 y 4.1. Al incrementar la concentracién de bulto hay mas espacio accesible al
contraion sobre el cilindro cuando ¢ = 0.150C/m? que en caso contrario. Esto permite
que el C1~ apantalle o con més facilidad y, por ello?, al aumentar la concentracién de
bulto los cationes ocupan parte de los huecos dejados por el Cl~ sobre el cilindro. Aho-
ra, cuando o = —0.150C/m? los cationes estdn preferentemente sobre el cilindro, pero
su tamano deja menos huecos que en este caso [recordemos que para el electrolito 1:1 y
o = —0.30C/m? tenemos un caso donde fue necesaria una segunda capa de cationes para
apantallar o y g _(r) & 0 cerca del contacto, como se muestra en la Fig. 4.5(b)]. Por ello,
en este caso tenemos una mayor concentracion de Cl~ y cation con z. = 1 sobre el cilindro.

[Figs. 4.10(a) y 4.10(b)] 0 = 0.150C/m? y electrolito 2:1. Los valores de la concen-
tracién de bulto son los dados para la putresina®* y el Cl~ en la Tabla 4.1. En este caso
se presentan otros efectos interesantes de la asimetria de carga y de tamano. Primero,
recordamos que al mantener fijo un valor negativos de o y comparar las graficas con
diferentes valencias z., hemos visto que ha mayor valencia corresponde un mayor valor
9:(R + a;/2) para una misma concentracién de bulto. Pero, cuando mantenemos fijo un
valor positivo de o y comparamos las graficas con diferente valencia 2z, y una misma con-

4En este caso no hay cambio e inversién de carga solamente apantallamiento de o.
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centraciéon de bulto ocurre lo contrario [de la comparacién de las Figs. 4.9(a) y 4.10(a),
0 4.9(b) y 4.10(b), vemos que los valores de contacto ¢;(R + a;/2) tienen menor valor
cuando z. = 2 con respecto al caso en que z. = 1]. Esto, s6lo indica una disminucién
de poliaminas sobre el cilindro, mientras que el Cl™ si estd aumentando su concentracion
o0 (R+a /2)[=0 g (R+a_/2)] en esta comparacién. Por otro lado, para este electroli-
to tenemos cambio e inversion de carga cuando la concentracion es alta, p. ej., cuando
o- =0.48 y 1.2M [ver Fig. 4.10(b)]. También, notamos que la cantidad de C1~ necesaria
para apantallar o es la misma que en el caso del electrolito 1:1 y o = 0.150C/m? (al igual
que en los casos siguientes), asi, la concentraciones de bulto del Cl™, que incrementa al
aumentar la valencia z., es el principal factor para que se presenten los efectos de cambio
e inversién de carga.’.

[Figs. 4.11(a) y 4.11(b)] o = 0.150C/m? y electrolito 3:1. Los valores de la concen-
tracién de bulto son los dados para la espermidina®t y el Cl~ en la Tabla 4.1. Con-
tinuando con las comparaciones ahora vemos los comportamientos de las Figs. 3 y 11.
Es claro notar que las graficas ¢;(r), cuando ¢ = —0.150C/m? [Fig. 3], tienen un mayor
cambio e inversién de carga si comparamos con el presente caso [Fig. 11]. Esto se puede
explicar al comparar las Figs. 10, 11 y 12, donde apreciamos que sus graficas cambian
muy poco. Por otro lado, cuando o = —0.150C/m?, podemos ver el cambio significante
que tienen las gréaficas de las Fig. 2, 3 y 4. Por ello, aqui tenemos otro de los efectos
de la asimetria de tamafio. El efecto referido es que el Cl~ sobrecompensa, o neutraliza,
paulatinamente la carga o con el incremento del valor de z. y/o la concentracién de bulto.
Este hecho, sugiere que la fuerza eléctrica de los cationes, que en este caso no pueden
estar mas proximos al cilindro que el Cl~, atenia el pegado del Cl~ al cilindro debido a
la interaccion eléctrica cation-Cl~. Por ello, en este caso las gréficas ¢;(r) exhiben menos
oscilaciones que las del caso tratado en la Fig. 3.

[Figs. 4.12(a) y 4.12(b)] o = 0.150C/m? y electrolito 4:1. Los valores de la concen-
tracién de bulto son los dados para la espermina*t y el Cl™ en la Tabla 4.1. La tdltima
diferencia que analizamos entre las graficas con o = —0.150C/m? y 0.150C/m?, tiene que
ver con la interacion electrostédtica entre el cilindro y los coiones. De la comparacién de
las Figs. 4.12(a), 4.11(a), 4.10(a) y 4.9(a), notamos que la regién donde g.(r) ~ 0 cuando
0 = 0.00026 M, incrementa con el aumento del valor de z. (aun asi el espesor de la doble
capa eléctrica decae con el incremento del valor de z.). El entendimiento de este hecho
tiene que ver bdsicamente con la interaccion electrostatica entre los coiones y el cilindro,
pero sin olvidarnos del grado de apantallamiento de la carga superficial o [del anélisis
hecho en las Figs. 4.11(a) y 4.11(b), obtuvimos que aun cuando 2. tenga un valor alto el
Cl~ apantalla paulatinamente la carga superfical & > 0, esto en comparacién con la ten-
dencia a oscilar de g.(r) y g_(r), apreciablemente mayor cuando o < 0, p. ej., comparar
Figs. 4.12(a) y 4.4(a)]. Por ello, cuando o (> 0) no estd apantallado, tenemos una mayor
repulsién cation-cilindro al aumentar el valor de z.. Esto explica el incremento de la re-

50tro factor importante para que ocurra cambio e inversién de carga es la variacién del diametro de particula que
nosotros mantenemos constante. Por otro lado, cuando teniamos o < 0, vimos que la interaccién cilindro-cation contribuyé
significantemente a dichos efectos.
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z=-1y 0=0.150C/m’ (=3 coion)

z=3y 0=0.150C/m’ (z=-1 contraion)
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Figura 4.11: g;(r) para un electrolito 3:1 cuando o = 0.150C /m?.
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Figura 4.12: g;(r) para un electrolito 4:1 cuando ¢ = 0.150C/m?. A cada gréfica g;(r) le corresponde un
valor de g; que se indica en su figura. El recuadro en (b) es una ampliacién que muestra el valor de las

oscilaciones de g_(r) [los mismos comentarios también son para la Fig. 11].
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z=1ly 0=0.30C/m’ (z=-1 contraion) z=-1y 0=0.30C/m’ (2=1 coion)
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Figura 4.13: g;(r) para un electrolito 1:1 cuando o = 0.30C/m?. A cada gréfica g;(r) le corresponde un
valor de g; que se indica en su figura. El recuadro en (b) es una ampliacién que muestra la ausencia de
oscilaciones de g_(r).

gién donde ¢.(r) = 0, cuando g. = 0.00026/, y el hecho que disminuya la concentracién
de los cationes sobre el cilindro al aumentar el valor de z.. Esto es més claro conforme z,
toma valores mas grandes. También, como es de esperar, cuando el Cl~ va apantallando
a o con el aumento de la concentracién los cationes comienzan a estar mas cerca del

cilindro, ver que en la Fig. 4.12(a) aparecen cationes vecinos préximos al cilindro para
0.=0.16y 0.4 M.

[Figs. 4.13(a) y 4.13(b)] 0 = 0.30C/m? y electrolito 1:1. Los valores de la concen-
tracién de bulto son los dados para el cation z. = 1 y el Cl™ en la Tabla 4.1. Ahora
hacemos una comparacion del presente caso con el del electrolito 1:1 y o = 0.150C/m?.
Es de notar que los valores de contacto g.(R + a./2) son menores en este caso [lo mismo
se observa al comparar el electrolito 1:1 para 0 = —0.150C/m? y o = —0.30C/m?, una
mayor cantidad de carga o disminuye el valor de g_(R + a_/2)]. Esto es debido a que
cuando o aumenta de valor se necesitan mds contraiones para su apantallamiento. Por
lo tanto se disminuye el volumen accesible a los coiones. Esta tendencia se mantiene

para cualquier par de figuras correspondientes a un electrolito z.:1 y cargas superficial o
(= £0.150C/m?) y 20.
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z=4y 6=0.30C/m’ (z=-1 contraion)

z=-1y 6=0.30C/m’ (z.=4 coion)
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Figura 4.14: g;(r) para un electrolito 4:1 cuando o = 0.30C/m?. A cada gréfica g;(r) le corresponde un

valor de g; que se indica en su figura. El recuadro en (b) es una ampliacién que muestra el valor de las
oscilaciones de g_(r).

[Figs. 4.14(a) y 4.14(b)] 0 = 0.30C/m? y electrolito 4:1 (y otros resultados). Los
valores de la concentracion de bulto son los dados para la espermina®t y el Cl™ en la
Tabla 4.1. Veamos la similitud de las graficas de estas figuras con las gréaficas de la Fig.
12, siendo aun sus valores similares. De hecho, también las graficas (que no incluimos
en la tesis) del electrolito 2:1 y 3:1 son similares para ambos valores considerados de o,
0.150C/m? y 0.30C/m?. Por ello, este resultado nos ilustra la poca influencia que tiene
el aumento del valor de o sobre los efectos de cambio e inversién de carga (recordamos
que cuando el cation juega el papel de contraion, el incremento del valor de o tiene una
influencia apreciable sobre dichos efectos).

Las ultimas caracteristicas que damos de las graficas son sobre el espesor de la doble
capa eléctrica. La longitud de Debye®, k=%, nos da una buena estimacién del espesor
de la doble capa eléctrica de acuerdo con la teoria de Debye-Hiickel. Para un electrolito
1:1 con una concentracién de bulto de g, = o_ = 0.00026M tenemos que x * = 188.6A.
Este valor de k! podemos decir que concuerda con los resultados HNC/MSA de la Fig.
4.15. Sin embargo, para un electrolito 4:1 con una concentracién de bulto de g, = 0.4M
y o =1.6M se tiene que k' = 1.52A. Este espesor de la doble capa eléctrica es muy

2
6Recordamos que k2 = dmpBe” fV:l zfgi, donde e es el valor absoluto de la carga del electrén, i (= 1,2,...,N) son las

€
especies i6nicas, 8 = (kT)~1 y € es la permitividad del solvente.
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Figura 4.15: Graficas ¢;(r)’s de un electrolito 1:1 al mantener fija la concentraciéon de bulto, g, = o— =
0.00026M, y tomar algunos valores de o (£0.150 y £0.30C/m?).
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Figura 4.16: Graficas g;(r)’s de un electrolito 4:1 al mantener fija la concentracién de bulto, g, = 0.4M
y 0 = 1.6M, y tomar algunos valores de o (£0.150 y £0.30C/m?). Los recuadros son una ampliacién
que muestra la regién a partir de la cual g;(r) — 1 para todo 7.
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diferente del valor arrojado por la teoria HNC/MSA, ver Fig. 4.16, el cual es de aproxi-
madamente 55A. Como esperabamos, de acuerdo con la teoria de Debye-Hiickel, ' da
un valor correcto de la doble capa eléctrica sélo cuando la concentracion del electrolito
es baja. Finalmente, una caracteristica sorprendente de las graficas g.(r) y g_(r) es que
independientemente del valor de o el espesor de su doble capa eléctrica es el mismo al
mantener fija la concentracién de bulto. Este hecho se puede apreciar en la Fig. 4.15,
donde vemos que las graficas g;(r) (i = ¢, —), del electrolito 1:1 con su concentraciéon de
bulto fija, tienen la misma r a partir de cual g;(r) — 1. Como se ilustra en la Fig. 4.16
lo mismo ocurre para el electrolito 4:1.
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CONCLUSIONES

En el anédlisis de resultados se corroboraron comportamientos caracteristicos de la funcion
de distribucién radial, como por ejemplo: la monotonia de g;(r) para un electrolito 1:1
a baja concentracion de bulto, la reduccién del espesor de la doble capa eléctrica al
aumentar la concentracién de bulto y/o el valor de la valencia y la presencia de cambio e
inversién de carga con el aumento de la concentracién de bulto. Adicionalmente, efectos
interesantes debidos a la asimetria han sido observados y explicados. De hecho, estos
efectos de acuerdo con su explicacion fisica podrian ser similares sobre otra superficie
cargada que no sea cilindrica.

Las concluciones a las que hemos llegado, basados en el comportamiento repetitivo
observado en g;(r), son:

1.

Hemos encontrado que la variacion del valor de ¢ no influye sobre el espesor de la
doble capa eléctrica (manteniendo fijos el resto de los pardmetros).

. La longitud de Debye nos da una estimacion del espesor de la doble capa eléctrica

de un coloide s6lo cuando la cocentracion de bulto del electrolito es baja.

. El incremento de la concentracién de bulto del electrolito conlleva al cambio de carga,

con lo cual a la ¢g(r) del coion le aparece un maximo. Este maximo se encuentra mas
cerca del cilindro si continuamos aumentando la concentraciéon de bulto.

. El efecto de sobrecargado de la doble capa eléctrica sdlamente se observa en caso que

el contraion tenga mayor diametro que el coion.

. Si el contraion tiene menor didmetro que el coion es mas dificil observar los efectos

de cambio e inversién de carga que en el caso contrario, debido a que aumenta el
volumen accesible del contraion.

. Conforme mayor sea la valencia del contraion, si éste tiene mayor didmetro que el

coion, se requiere de una menor concentraciéon de bulto para observar el sobrecom-
pensacion de la carga o. Si ademas se incrementa el valor de o la sobrecompensacion
ocurre aun a mas baja concentraciéon de bulto. Sin embargo, cuando el contraion
tiene menor diametro que el coion hemos encontrado que la variacion del valor de o
casi no afecta su sobrecompensacion.

. Al variar la valencia del cation z. hemos dintinguido dos caracteristicas sobre el valor

de ¢;(R + a;/2). La primera es cuando o < 0, encontranmos que la concentracién
del Cl™ (en este caso el coion) incrementa al aumentar el valor de z. y mantener fija
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la concentracion de cationes. La segunda se da para o > 0, ocurre que los cationes
(que en este caso son los coiones) disminuyen su cantidad sobre el cilindro al variar
su valencia y dejar fija su concentracién de bulto.

8. Para valores altos de la concentracién de bulto y de o (< 0) y baja valencia del
contraion (p. €j., g. = 0 = 0.4M, 0 = —0.30C/m? y z. = 1), si el contraion
tiene mayor diametro que el coion, junto a la primer capa de contraiones adherida
al cilindro podriamos encontrar una segunda capa de contraiones [como en la Fig.

4.5(a)].

De lo anterior, puntualizamos que las poliaminas y el C'l~ sobrecompensan mas facilmen-
te la carga superficial de una molécula aniénica que de una catiénica. El ADN es una
molécula aniénica para la cual hemos encontrado algunos perfiles de concentracion de
acuerdo con la teoria HNC/MSA (Figs. 4.1(a)-4.2(b)), que ayudan a ilustrar la influencia
notoria de los cationes polivalentes en los efectos de la doble capa eléctrica.
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Apéndice A

ECUACION DEL VIRIAL PARA UNA MEZCLA BINARIA
DE GASES

Al considerar moléculas monoatomicas contituyendo una mezcla binaria de gases su
ecuacion del virial es como sigue

k%zp—f—Bg(xl,T)pZ-i—--- (A1)
donde p=p1 +p2 y
Bg(l‘l,T) = .ﬁE%BQO(T) + .ﬁEl(]_ — xl)Bll(T) + (]. — x%)2B02(T) (AQ)

donde z7 es la fraccion de moles de la componente 1.

A continuacién obtenemos la Ec. (A.1) a través de métodos elementales de la mecanica
estadistica. Para ello consideramos que en la mezcla hay Ny y N, moléculas del gas de la
especie 1 y 2, respectivamente. El Hamiltoniano de este sistema es dado por

H(ri,r9,p1,p2) = Hi(r1,p1) + Ha(re, p2) + Hy(ry, 1) (A.3)
donde

N1 p2

. 1i
Hi(ri,p1) = 22—1+Zuw ; (A.4)

1=1 (1,5)

No p2
H = 2 A5
2(r2, P2) ;2m2 +%UJ (A.5)

Hy(ri,1) = > wy (A.6)

donde Zw) u;; representa las interacciones entre las particulas de la especie 1, Z<i,j> Vi
representa las interacciones entre las particulas de la especie 2 y Z@' j) Wij representa
las interacciones entre las particulas de la especie 1 con las de la especie 2. Aqui r;(=
ri1, T2, ..., Iy, ) designa la posiciones de las moléculas del gas de la especie i(=1,2), y p;
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y p2 denotan, andlogamente a r;, los momentos de las moléculas del gas de la especie 1 y
2, respectivamente.
Usando el hecho que la integral sobre los momentos de las particulas de la especie 1 es

igual a
/dp1 p = op || f2mm kT
h3M €xp — 2m, - h2

estamos en condicones de escribir la ecuaciéon de particién canédnica de la siguiente forma

3N,
1

A3N1

(A7)

dr1 d

(I‘ sT2,P1, )
h3N1N1 h3N2N ‘dpldpge 1,'2,P1,P2

Q(N17N27‘/7T) - /

o ZN1N2
O NIABMNIASN: (4.8)

donde

ZN1N2 = /drldrg exp{ —f3 Zuij + Z Upn + Z Wy (A.9)
() (L) {r,s)

Ahora, la funcién de particién del ensemble grand candnico para la mezcla de gases es

E(iuluu%‘/aT) - Z Z )‘i\rl)‘é%Q(Nl:NZ;V?T)

N1*0N2*0
SN VAL VG
Z Z 7NN (A.10)
3N1 3Ny 14V2
N1=0 N»=0 NUIATT N,IAG

donde p; es el potencial quimico y A; = €%, con i = 1,2. La funcién de distribucién
que aparece en la funcién de particion grand candnica nos permite conocer el nimero
promedio de particulas (n) del sistema. Esto es,

o] o] )\Nl )\N2 N
D) (Vi + Ny 2 NNy (A.11)

(N1 + No) = (n) =
N1=0 Ny=0 NUIAN NyIASN?

[l —

Notamos que al derivar = con respecto a A; obtenemos la Ec. (A.11) salvo por el factor
Ai. Asi, la Ec. (A.11) es equivalente a

Oln= Jdlnz=
=\ Aog—— A.12
(n) = M=gi=+ A (A.12)

Tomando el limite de gas ideal debemos considerar que la interaccion entre particulas
es despreciable. Entonces,
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ZN1N2 = ZNI (V7 T)ZN2(V7 T) = VNlVN2 (A13)

Por otro lado, dado que la presién tiende a cero se sigue que también \; — 0 en el
limite de gas ideal'. Con esto en mente conseguimos que

) Ny (Vo)

~ id ;o
lim o & 2 4 (i=1,2) (A.14)

donde (1V;) denota

8 o«
(V) = Mg {ln (Z MQu, (V. T))} (A.15)
N1=0
de la Ec. (A.13) y la Ec. (1.4) tenemos que Qu.(V,T) = VY /(N!AN) y usando el
desarrollo de la exponencial en su serie de Taylor llegamos a que

<7l> )\1 )\2

Jm Rt Eata (A.16)

donde z; es llamada la actividad de las moléculas de la especie 7. Asi. podemos escribir
la Ec. (A.10) de la siguiente forma

o

_ Znn LN
= V,T) E L2 2 A7
(/‘L].)/‘L27 9 ];ONZ ON]_‘NQ‘ 1 2 ( )

Si N; = N, = 0 el sistema tiene un solo estado con energia nula con lo que Z =1y
entonces la Ec. (A.18) se puede ver como sigue

Zyn.

= n 14V2 N1 N2

Sy, po, V,T) =1+ Z Z NV (A.18)

=0 Ny=0
donde el doble primado significa que no debemos considerar Zoo-
Ahora, conocemos la relacién termodinamica para la presién,

pV -
— =InZ A.19
o7 = o (A.19)

para la cual hacemos la suposicion que puede ser desarrollada en una serie de potencias
de z; y 29 de acuerdo con la expresién

pV oo oo o
ﬁ = ZZ” bij2112% (A20)

Por lo que reescribimos la Ec. (A.19) de manera equivalente a

Para un gas p = p® + kT In(p) a partir de lo cual notamos que cuando la fugacidad se iguala con esta.



o

== 6pV/kT = Z % (i i” 5”212’%) (A.21)
©\i=0 j=0

n=0

Despues de hacer un poco de algebra en el desarrollo de Taylor de la Ec. (A.21)
conseguimos llegar a lo siguiente

o (0.0 2
St E(E )

=0 7=0 =0 j=0

V2
= 1 + 21 (Vblo) ) (Vb(n) —+ 2129 (Vbll + V2b10b01) + Z% <Vb20 —+ —b >
V2
+25 <Vb02 + 71)31) + - (A.22)

Al igualar los coeficientes de las potencias de z; y 2o de las Ecs. (A.22) y (A.18)
conseguimos, hasta segundo orden, las siguientes igualdades

Vb10 = Zlg (A23)

Vb01 = 201 (A24)

Vb11 —+ V2b10501 - le (A25)
9 ~
A

Vg + V?bfo = % (A.26)
V2 Z

Voo + b5 = % (A.27)

Antes de proceder a despejar las b;;’s recordamos el significado de ZN1N2 definida en
la Ec. (A.9). Anélogamente a la la Ec. (1.5), Zy, n, es la integral de configuracién para
una mezcla binaria de gases. Es sencillo ver a partir de su definicién que Zjq tiene que
ver con una particula de la especie 1 que no interactia con ninguna particula, Z;; tiene
que ver con una particula de la especie 1 interactuando con una particula de la especie
2, Zgp tiene que ver con dos pariculas de la especie 1 en interaccion mutua, ... Es directo
obtener que Z1y = Zy =V, lo que nos lleva a que las b;;’s son como sigue

blO - bgl — (A28)
1 ~
V <Z11 - V2 // —Bon _ drndrgl (A29)

b20 = oV ( 20 — V2> = // —Pun _ drndr12 (A30)
(ZOQ — V2> = // —Bun _ drgldrgg (Ag]_)

bll =

b02_—
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en las Ecs. para las b;;’s se debe considerar que V' — 0.
Ahora procedemos a encontrar una expresion para la densidad. Sustituyendo la Ec.
(A.19) en la Ec. (A.12) se puede mostrar que

) _a (o) a0 (A.32)

Vv kT 821 V,T kT 822 v,T
donde el primer y el segundo término del lado derecho dan la densidad con la que con-
tribuye la especie 1 y 2 a la densidad total de la mezcla, respectivamente. Si en la Ec.

(A.32) sustituimos la Ec. (A.20) es director obtener la densidad en términos de las ac-
tividades. Esto es,

(0] o (0] (0]
p=Y_> by + > ) " iz (A.33)
i=0 j=0 i=0 j=0
También la contribucién de cada especie a la densidad total puede ser determinada por

su fraccion molar en la mezcla. Si 27 es la fraccion molar de las moléculas de la especie 1
tenemos que

p=x1p+(1—x1)p (A.34)
=M = p2

donde p; y po son las densidades de cada especie molecular en la mezcla. Por lo tanto
hemos conseguido llegar al siguiente sistema de ecuaciones,

1 o (0.0 . ) )
— E :2 b2 2 A.35
p “ W21 25 ( )

i=0 j=0

p= 1_ o Z Z” jbijzlz% (A36)
1=0 j5=0

Recordemos que la Ec. (A.20) estd dada en términos de los z;’s. Nuestro objetivo
es llegar a una expresion para la presion en términos de la densidad. El método que
usamos para ello, es hacer una inversion de las Ecuaciones (A.35) y (A.36). Esto se hace
al suponer que

2] = Z apt Yy 2= Z bjpj (A.37)
i=1 j=1

para despues sustituirlo en las Ecs. (A.35) y (A.36). Al realizar dicho procedimiento
obtenemos

1
p= - {p(al) + p*(ag + a1bibiy + 2a3bag) + - - } (A.38)
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1
P {p(br) + p*(ba + brarbyy + 267bgs) + - - -} (A.39)
— I
al igualar las potencias de p en la Ec. (A.38) obtenemos a que a; = 1 y ag = —(b1b1121 +
20501%). Haciendo lo mismo para la Ec. (A.39) obtenemos que by = 1 — 2y y by =

—[br121(1 — 1) + 2by2?]. Estas expresiones nos permiten escribir las actividades z; y 29
como

21 = I1p— [bHSCl(l - 371) + 2b20$%]p2 + . (A40)
zg = (1—m)p— [bnnzi(1 — 21) + 2bp2(1 - $1)2]P2 +- (A.41)

Sustituyendo las Ecs. (A.40) y (A.41) en (A.20) obtenemos la siguiente expresiéon para
la presién en términos de las fracciones molares
p

k—T =p + {—bgox% - b02(1 — 351)2 — bllxl(l — .iEl)} p2 -+ (A42)

del hecho que p; = z1p y po = (1 — x1)p también podemos expresar la presion de la
siguiente forma,

p
TPt baopi — biipipa — boaps + - - - (A.43)
Asi, si queremos una expresién con coeficientes viriales semejante a
p
o — Pt p2t B (T)p% + Bua(T)prpz + Bozp + - - - (A.44)

a partir de la Ec. (A.43) son directas las siguientes relaciones

Bu(T) = —byy (A.45)
Boo(T) = —b (A.46)
By (T) = —bo (A.47)

cuya forma explicita de las expresiones anteriores son dadas en las Ecs. (A.29), (A.30) y
(A.31). Finalmente, de forma equivalente podemos escribir la Ec. (A.42) como

%:p—l-Bg(:rl,T)p2+--- (A.48)

donde

By (x1,T) = Bao(T)a? + By (T)x1(1 — 21) + Boa(T)(1 — z1)? (A.49)

92



A.1 LA ECUACION DEL VIRIAL PARA UN GAS REAL

Con un procedimiento analogo al hecho previamente se puede demostrar la ecuacién del
virial para un gas ideal. Aprovechando la demostracién hecha anteriormente, ahora basta
tomar la fraccién molar 1 = 1 en la Ec. (A.48) y asi el gas de la especie 2 no entra en
consideracion. Entonces,

p
T p1+ Ba(T)pi + - - (A.50)
donde
1
Bo(I) = Bo(T) = o / / (=P — 1)drydrs (A.51)

Dicho sea de paso, si se hace la demostraciéon como en el Apéndice A debemos encontrar
que Zy,0(= Zn,) es la integral de configuracion, y el siguiente desarrollo para la actividad

2= p—2byp® + (—3bs + 8b3)p° + - - - (A.52)
donde
b= (V) = — [ [(e# — 1)dr.dr (A.53)
T v e '
y
1 1
bs = 377 (Z5 — 32,2, +2Z3) = it / / / (e7PUs — 3¢ U2 4 2)dr drydrs  (A.54)

z, by y by corresponden a 2y, by y bsg, respectivamente, en la Ec. (A.40).

A.2 SEGUNDO COEFICIENTE VIRIAL Y EL POTENCIAL 6-12 DE
LENNARD-JONES

Podemos encontrar los valores del segundo coeficiente del virial a partir de su expresion,

By(T) = —27r/ [e P — 1)r2dr (A.55)
0

= f(r)
y del conocimiento del potencial de interaccion entre dos moléculas del liquido o gas. La
funcién e=#“") — 1 usualmente es denotada por f(r) y se le conoce como la funcidn f
de mayer. Entre los potenciales de interaccién mas conocidos se encuentran el potencial
de esfera dura y el potencial 6-12 de Lennard-Jones. En este caso nosotros usamos el
potencial 6-12 de Lennard-Jones,

w=1{(7)"- (7)) (459
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Figura A.1: Potencial 6-12 de Lennard-Jones.

donde o es la distancia a la cual u(r) = 0 y € es la profundidad del pozo de potencial (ver

Figura A.1). Los valores de o y € son valores caracteristicos para cada tipo de moléculas.

En la Tabla A.1? se encuentran los valores de o y € para algunas especies moleculares.
Al usar el potencial 6-12 de Lennard-Jones resulta la integral siguiente,

By(T) = —21 /Uoo[e‘w{(%)m‘(%)ﬁ} ~Jr2dr (A.57)

A continuacién la resolvemos para el argéon a 0°C. En la Tabla A.1 observamos que
o = 3.504A y (¢/k) = 117.7°K son los valores de los parametros de la Ec. (A.57)
que debemos usar para el argén. La integral de la Ec. (A.57) no se puede resolver
exactamente, por lo que usamos algin software, como maple?, para solucionar esta. El

| sustancia o (A) €/k(°K) |

argén 3.504 117.7
kriptén 3.827 164.0
metano 3.783 148.9
xendn 4.099 222.3
tetrafluormetano 4.744 151.5
neopentano 7.445  232.5
nitrégeno 3.745 95.2

diéxido de carbono 4.328 198.2
n-pentano 8.497 219.5
benceno 8.569  242.7

Tabla A.1: Parametros del potencial 6-12 de Lennard-Jones determinados a partir del segundo coeficiente
de virial.

2fuente: A. E. Sherwood and J. M. Prausnitz, J. Chem. Phys., 41, p. 429, 1964.
3usando maple se puede teclear:

[> T1 = (273.15/117.7);
>y := (3.504);
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valor que se obtiene al resolver la Ec. (A.57) numéricamente, para 7' = 273.15°K, es

By(T) = —36.72583259A

Como ejemplo encontramos la densidad del argén al variar su presion y mantener
constante 7'(= 273.15°K). Esto lo hacemos con la ayuda de la Tabla 1.1 y su columna
correspondiente a la expresion

p/pkT =1+ Byp+ Bzp* + - - -(los demaés)

Dado que podemos conocer By(273.15°K) tomamos los valores que corresponden a Byp

en la Tabla 1.1. Por lo que, a través de un simple despeje, encontrarmos las siguientes
densidades

[ p (atm) By(273.15°K)p p (mol/lt) |

10 -0.00648 0.2929
100 -0.06754 3.0533
1000 -0.38404 17.361

[> B2 := evalf(int((—2)*(pi)*(exp((-4/T1)=((y/x) " (12) — (y/x)"(6))) — 1)xx"2,x = 0..400));
donde y=0 y Tl= kT /e en la Ec. (A.57)
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Apéndice B

ALGUNAS SOLUCIONES A LA ECUACION DE
POISSON-BOLTZMANN

En este Apéndice se encuentra la forma de las soluciones a la ecuacién de Poisson-
Boltzmann (PB),

Vi(gi(r)) = 0 r<a (B.1)

4
= IS et r>a (B.2)

s=1

en los casos especificados.

B.1 LA ECUACION DE DEBYE-HUCKEL

Al linealizar la Ec. (B.2), ver seccién 1.9, obtuvimos la ec. de Debye-Hiickel,
Vigi(r) = 0 r<a (B.3)
k21 (1) r>a (B.4)

Cuando el potencial ¢;(r) tiene simetria esférica, tenemos que la ec. de Debye-Hiickel
es de la siguiente forma

1d d
e <T2%> =0 r<a (B.5)
= K°¢1(r) r>a (B.6)

Para encontrar la solucion a las ecs. anteriores, adicionalmente, requerimos las condi-
ciones de frontera. En este caso son las siguientes,

lim ¢;(r) = 0, lim ¢;(r) = lim ¢;(r) y lim — Lm 01 (r)

7—00 r—a=— r—at r—a~ or r—at or

La solucién de la Ec. (B.5) es directa ya que 72 (d¢1/dr) es igual a una constante, lo
cual se integra facilmente para obtener que

97



o1(r) = % + By r<a (B.8)

donde A; y B son constantes de integracion.
La solucién general a la Ecuacién (B.6) es dada por (ver la siguiente seccién),

A —RT B RT
1 (r) = 2‘; 42 r>a (B.9)

r

donde Ay y B, son constantes de integracién.
Una de las condiciones de frontera es que ¢;(r) se anule cuando r — oco. De acuerdo
con esto By, = 0, por lo que,

¢i1(r) = ée‘“’" r>a (B.10)

,

Usamos la forma integral de la ley de Gauss (— [4 Vo(r) -ndA = 47q/c, donde n es un
vector normal al elemento de drea dA en la superficie S del volumen V'), en la superficie
de una esfera de radio a, encontramos que

8@51 47
— = — B.11
or € 4 ( )

r=a

—4ma®
donde ¢;(r) es dado por la Ec. (B.8), asi obtenemos que A; = ¢/ec. Entonces,

¢1(r) = % + B, r<a (B.12)

La condiciéon que pide que la componente normal del campo eléctrico sea continua a
través de la superficie r = a, nos lleva a que,

ena

*= St (B.13)

Por dltimo aplicamos la condicién que el potencial ¢;(r) sea continuo a través de la
superficie r = a, para hallar que,
qrK
Bl=——— B.14
! e(1+ ka) ( )
Por lo tanto, sustituyendo los valores encontrados para las constantes en la Ecs. (B.8)
y (B.9) llegamos a la solucién de la ec. de Debye-Hiickel,

q qr
= T T~ <
() er  e(l+ ka) red
—k(r—a)
= £ r>a
er(1l + ka)

98



B.2 LA EpUACI()N LINEAL DE POISSON-BOLTZMANN CON SIMETRIA
ESFERICA

La ecuacion lineal de Poisson-Boltzmann con simetria esférica es

1 d [ ,doi(r) 9
71_25 <f," 7d,r. = K ¢1(’[") (B15)
la cual es directo escribir de la siguiente forma
d? d
2 d;b; + 27“% — K22, = (B.16)

de donde observamos que el punto » = 0 es un punto regular, o un punto no singular. Por
lo cual, proponemos como solucién general de la Ec. (B.16) la siguiente sumatoria

$i(r) = aprmte (B.17)

la cual al sustituir en la Ec. (B.16) nos lleva a que,

Z an(n+c)(n+c—1)r"Tc+2 Z an(n + c)r™te — k? Z a,r" et = (B.18)

Las dos primeras sumatorias las dividimos en tres partes, los términos para n =1y
n = 2 y la sumatoria de los restantes términos, para llegar a lo siguiente,

c(c+ 1aogre + (¢ + 2)(c + 1)ayrett + Z {(n+c)n+ec—1)+2(n+c)}ar™e

n=2
A o

-—
=X m—o(mtct3)(mtct2)amprmtet?
YT e =0

La igualdad en la primer sumatoria se da tomando n = m—+2. Como m es una variable
muda, escribimos n por m para conseguir que la expresién (B.18) se vea como sigue

c(c+ Dapr® + (¢ +2)(c+ Dayret + Z {(n+c+3)(n+c+2)an — Ka, Jr"? =0
n=0
(B.19)
Para que se de la igualdad en la Ec. (B.19) los coeficientes del polinomio en r deben
ser nulos. Estos es,

apc(c+1) = 0 (B.20)
ai(c+2)(c+1) = 0 (B.21)
(n+c+3)(n+c+2)aps — K%a, = 0 para n =3, 4,5, ... (B.22)
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La Ec. (B.22) que depende de los valores de ag y a; es una ecuacién iterativa de
acuerdo con su expresion siguiente,

H2

n+c+3)(n+c+2

La solucién no trivial se da cuando ay y a; no son nulos a la vez, las opciones que
tenemos para ello son

Qg = ( )an para n=3,4,5,.... (B.23)

a # 0 si c# —1
a # 0 st c# (-1,-2)
Si elegimos = -2 ten%‘mos que ap = 0y a; # 0, a partir de lo cual, as =ay, =--- =
ap =0y a3 = “5*, a5 = "3+, ... Por lo que la solucién de la Ec. (B.15) es como sigue
a, Kn—l "
= — B.24
é1(r) r? Z (n—l)!T ( )
n=1,3,...
eligiendo n = 2m + 1 la solucién la podemos expresar como sigue,
a4 = (kr)*™  a
-4 -
oi(r) = . 7;] ol T cosh(kr) (B.25)
ay _
— - KT KT B‘26
(e e ) (5.26)
En el caso que ¢ = —1 tenemos que ag # 0y a; # 0, con lo que
Hﬂ
an = — o para n=2,4, ,.. (B.27)
n!
Hn—l
a, = —a para n =3, 5, ,... (B.28)
n!

A partir de lo cual obtenemos la solucién de la Ec. (B.15),

ag (kr)™  ag (k)"!
hir) = 2 +% &
= T 2
(o ap .
= = h — sinh B.2
- cos (k1) + —sin (kr) (B.29)
Ka, + ay\ e Ka, —ay \ e ™
_ e B.
< 2K > r +< 2K ) T (B-30)

De acuerdo con las Ecs. (B.25) y (B.29), y las Ecs. (B.26) y (B.30), la solucién general
a la ec. Lineal de Possion Boltzmann en coordenadas esféricas es

cosh(kr sinh(kr
(vr) , p sinh(xr)

P1 (7“) =A , ,

o también puede ser,
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KT —KT
€

¢1(T) = AQT + Bge

donde Ay, By, Ay y Bs son constantes que dependen de las condiciones de frontera.

B.3 LA ECUACION NO LINEAL DE POISSON-BOLTZMANN UNIDI-
MENSIONAL

Para un electrolito de dos especies cuyas cargas son ¢, y ¢ para los cationes y aniones,
respectivamente, y con ¢, = —¢_ = ¢, la ecuacién no lineal de Poisson-Boltzmann unidi-
mensional es,

d*¢ 47
- _ —,quqS(:E)
d(L‘Z - c qS Qse

s=-+,—

(B.33)

A partir del principio de electroneutralidad, ¢. 0. +¢ o = 0, tenemos que g, = o =
0. Con lo cual

d*¢ 8rqo [e PP — ePad 8mqo

S = inh B.34
Ty Sme (¢ 2 Gul( i) (B34
De la definicién dada en al Ec. (1.58) obtenemos que x? = 22242

cionalmente ¢*(z) = fq¢(x), escribimos la Ec. (B.34) como sigue

0 y definiendo adi-

d2 ¢*
de2

donde, también hemos definido, £ = ku.

Usando la identidad,
2dx \ dz )]  \dz dx? '

se puede integrar la Ec. (B.35). La integral es

Td (dg\ oo (A
/x d§<d§> df—Q/x dé_coshqﬁ dg (B.37)

y con las condiciones ¢ — 0y % — 0 cuando  — oo y la identidad cosh¢* — 1 =

2sinh(¢*/2), llegamos al siguiente resultado
d * *
dﬁ = +2sinh <%> (B.38)

Imponiendo la condicién ¢(0) = ¢,(= const.) procedemos a resolver la integral resul-
tante de la Ec. (B.38),

= sinh ¢* (B.35)
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T d¢* B X
/0 (77~ L2 /0 de (B.39)

La integral del lado izquierdo la resolvemos con el método de fracciones parciales. Esto
es, usando el cambio de variable u = e?"/? y laigualdad (u*~1)~' = 1 [(u — 1)7" — (u+1)7!]
llegamos a que

d¢* 2 ]. €¢*/2_1
b (G2 2 =2In{ — tant B.40
/sinh (67/2) /u2 — 1du n {e¢*/2 1 + (constante) ( )

la cual evaluamos en la Ec. (B.39) para después despejar e?’/? y obtener la solucién
siguiente

¢*/2 - e¢;/2 + ]_ + (€¢3/2 J— 1)€i§
T 21— (%2 — 1)eE

Si elegimos el signo menos la solucién es conocida como la ecuacion de Gouy-Chapman.

(B.41)
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Apéndice C

IMPLEMENTACION DEL METODO DE ELEMENTO
FINITO A ECUACIONES INTEGRALES

La solucién de la ecuacion integral 3.74 requiere del uso de métodos numéricos debido a la
imposibilidad para obtener resultados analiticos. El Método de Elemento Finito (MEF) lo
usamos para resolver la ecuacion integral mencionada (aunque también se puede usar para
resolver ecuaciones diferenciales). El procedimiento es como a continuacién se muestra.

Sea la funcién f(x), definida sobre el intervalo a < x < b, la cual satisface una ecuacién
integral de la siguiente forma:

) = e {216+ [ ftte i -1 1)

En el MEF se propone dividir el dominio de la funcién en N intervalos finitos y se hace
un desarrollo de la funcion en una base conveniente

f(z) = Zwk¢k(x), a<z<b (C.2)

donde el conjunto {¢1(x), ¢2(x),...,¢n(x)} es una base definida sobre la base de la funcién
y {wy, we,...,wy} son los coeficientes del desarrollo de la funcién en su dominio.
Sustituyendo la Ec. (C.2) en la Ec. (C.1) se obtiene

> wpp(r) = exp {M(«T) +/ (Z wk¢k(y)) C(«Tvy)dy} -1 (C.3)

Si definimos

@m:/¢mwmw@ (C.4)

la Ec. (C.3) se ve como sigue
N N
Zwkqﬁk(x) = exp {M(«T) + Zwkck(x)} —1 (C.5)
k=1 k=1
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C.1 LAS FUNCIONES BASE

La idea central del MEF es que las funciones base estén definidas por pedazos sobre
subregiones del espacio llamados elementos finitos y que sobre cada subdominio la funcién
tome una forma muy sencilla, como son los polinomios de los primeros ordenes. Para cons-
truir las funciones base primero se divide el dominio de la funcién en cierto ntmero finito
de elementos de longitud arbitraria. A los puntos de la particién se les denomina nodos
y al conjunto de elementos y puntos nodales que constituyen el dominio del problema
aproximado se les conoce como malla del elemento finito. Las funciones base se generan
bajo los siguientes criterios:

1. Las funciones base se generan a través de funciones sencillas definidas en los pedazos
de la malla.

2. Las funciones base se generan de tal forma que los coeficientes wy [que definen la
solucién aproximada de f(x)], coincidan con los valores de la solucién exacta en los
nodos de la malla.

En este trabajo se han seleccionado polinomios cuadraticos como funciones base para
cada elemento y se ha definido un punto auxiliar dentro del elemento en cuestion. Se
define la coordenada local para un elemento finito como

20 —x; — xp )
= ————, de aqui que —1<¢<1 (C.6)
Ir—2p
donde x; y xp representan las posiciones de los nodos izquierdos y derecho respectivamente
que delimitan al elemento en cuestion. Las funciones base para cada elemento de la malla
se seleccionan de la siguiente manera:

b= -1
g = 1-¢ (C.7)
b = EE+)

La versién de colocacién del MEF propone que las funciones de peso de la Ecuacion
(C.5) sean exactamente el valor de la funcién en dicho punto, de tal forma que al evaluar
la Ec. (C.7) en dicho punto se obtiene

Wy, = exp {M(xk) + anCn(xk)} —1=exp {Mk + anC’kn)} -1 (C.8)

n=1

donde se ha definido C,,(zy) = Cky.
Como el valor en el nodo de las funciones base evaluadas en un nodo z, esta dado por
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donde 9, es la delta de Kronecker. Asi, con el MEF se ha reducido el problema de una
ecuacion integral a un sistema de ecuaciones algebraicas no lineales:

filwy,wy,...,wy) = wy; —exp{M; + Crywy + Crowe + -+ -Ciywy}t+1=0
fo(wi,wy, ...,wy) = wy —exp{My+ Cpwy + Crowy + - - -Coywy} +1=0

In(wy, wy,...,wy) = wy —exp{My + Cyijwy + Cnows + - - -Cyywn}+1=0

Para encontrar la solucion de este sistema de ecuaciones algebraicas aplicamos el
método iterativo de Newton para un sistema de ecuaciones, que se escriben de la co-
mo sigue

N
W = 3 Al ) (c.10
=1

donde A;; son las componentes de la matriz inversa del Jacobiano. Estas componentes
7
para nuestro sistema de ecuaciones, estan dadas por

B 8fi(w£n), wén), s wgf,l))

Jij =
! aw](-"

N

n=1

A partir de lo cual

Ay =37, (C.12)
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