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Introduccion

Podemos dividir a las particulas fundamentales en dos categorias, fermiones y bosones.
Los fermiones son particulas que obedecen el principio de exclusion de Pauli y poseen
espin semientero s = n + %, en donde n = 0,1,2,---, es decir, n es un numero entero.
El caso mas comin entre los fermiones es el de espin % ya que los fermiones elementales
(quarks y leptones) que se conocen tienen espin % Los bariones y mesones son particulas
compuestas de quarks. Un barién tiene tres quarks y un meson consiste de un quark y
un anti-quark. Los protones y neutrones son los bariones méas conocidos y tienen espin
%. Otros bariones como {A,3* =* Q~} tiene espin % Ademas de los fermiones, tenemos
también los bosones los cuales no obedecen el principio de exclusion de Pauli y poseen un
espin entero s = 0, 1,2, ---. Los bosones elementales son fotones, gluones, bosones débiles
y gravitones: {7, g, W=, Z9 gravitén}. Los fotones, gluones, W= y Z tienen espin s = 1y
para los gravitones tenemos s = 2. Los mesones son bosones, y en particular, los piones
son bosones que tienen espin s = 0.

El Mdédelo Estindar describe las interacciones entre estas particulas elementales que
son llevadas a cabo por medio del intercambio de otras particulas mediadoras. Existen
cuatro fuerzas basicas que describen todas las interacciones hasta ahora observadas en-
tre las particulas: la fuerte, la débil, la electromagnética y la gravitacional. Los bosones
elementales mencionados anteriormente son los mediadores de estas interacciones.

La fuerza gravitacional y la fuerza electromagnética son experimentadas cominmente
en la vida diaria, ya que actian a largas distancias entre particulas con masa y con carga
eléctrica, respectivamente. Sus mediadores son los gravitones y fotones, respectivamente.
Las particulas elementales que possen carga electromagnética son los leptones {e, i, 7}
ademds de los quarks {d, u, s, ¢, b,t}. El resto de los leptones {ve, v,, v;} no tienen carga.
Las fuerzas débil y fuerte son experimentadas unicamente a distancias subatomicas. La
fuerza fuerte estd generada por un intercambio de gluones, actia entre los quarks y les
permite formar particulas compuestas. La fuerza débil, generada por los bosones W¥ y
Z, actua entre leptones y quarks, y es responsable de la desintegracién radiactiva de los
ntcleos que, por ejemplo, es causa de que el Sol brille y dé calor. La interacién que tra-
tamos en esta tesis es la electromagnética. El formalismo que describe esta interaccion a
nivel microscépico recibe el nombre de Electrodindmica Cuéntica (QED). En particular
trataremos con Electrodindmica Cudntica Escalar (SQED). La Electrodindmica Cuéntica
Escalar, es el tema de estd tesis , la cual trata a las particulas escalares cargadas interac-
tuando con los fotones. Algunas de las razones de estudiar esta teoria son las siguientes.



El Moédelo Estandar de particulas elementales es la teoria de la interaccion electrodébil
(la cual describe las interacciones débil y electromagnética). El Mddelo Estandar fue
propuesto en 1967 por Salam, Weinberg y Glashow. Desde entonces hasta la fecha, este
modelo ha sobrevivido todos los retos experimentales. Conjuntamente con Cromodindmica
Cuantica, el Mddelo Estandar juega un papel central en la fisica de particulas elementales.
Los bosones en el Mdédelo Estandar son los mencionados anteriormente ademas de los
bosones de Higgs, que inducen el rompimiento espontdneo de simetria de norma de grupos
y son los responsables de la existencia de la masa inercial. El bosén de Higgs es el tinico
bosén en la teoria que no es un bosén de norma y es una particula escalar sin carga.
Aunque el Mdédelo Estandar ha tenido gran éxito en los resultados experimentales, éste
no ha sido aceptado como una teoria completa en la fisica de particulas. Entre otras
razones, porque tiene los siguientes defectos:

1. El médelo contiene 19 parametros libres, tales como particulas con masa, que necesi-
tan ser determinadas experimentalmente. Estos parametros no pueden ser calculados
dentro del médelo.

2. El médelo no describe la interaccién gravitacional.

Se han hecho muchos esfuerzos para dirigir estos problemas y completar el Mddelo
Estandar. Una futura extensién del Mddelo Estandar puede ser encontrada en la teoria
de supersimetria, donde encontramos particulas escalares cargadas también. Otras exten-
siones del Mdédelo Estandar también cuentan con particulas escalares cargadas.

» Debido a la ausencia de las matrices de gamma de la Electrodindmica Cudntica
espinorial, la estructura de la teoria es matemédticamente mas simple aunque la
interaccién de 4 puntos es adicional. Por ser una de las teorias de norma mas simples,
es un buen punto de partida para aprender los cdlculos perturbativos.

= Cdlculos de un lazo en SQED nos dan una preparacién introductiva en cédlculos de
lazos. La meta es ir a dos lazos teorias de norma mas complejas como QED espinorial

y QCD.

= La Electrodindmica Cuantica Escalar nos da una plataforma simple para estudiar las
propiedades no perturbativas de una teoria de campos de norma como la Identidad
de Ward-Green-Takahashi (WGTI) y las transformaciones de Laudau-Khalatrikov-
Fradkin (LKFT).

= Esperamos que éste trabajo también nos proporcionara una simple plataforma para
buscar truncaciones seguras de las ecuaciones de Schwinger-Dyson. En particular,
creemos que la construccién del vértice no perturbativo serd mas facil y también
estudiar la dependencia de norma de la generaciéon dindamica del propagador del
fermién a través de las ecuaciones de Schwinger-Dyson.



En el Capitulo 1 estudiamos las particulas escalares, las cuales son descritas por la
ecuacion de Klein-Gordon. Veremos cual es la densidad de Lagrange para estas particu-
las escalares, asi como el propagador escalar, ingrediente importante para la teoria de
dispersion correspondiente.

En el Capitulo 2 estudiamos los fotones, es decir, las ecuaciones de Maxwell. También
discutimos la invariancia de norma, el Lagrangiano y el propagador foténico en norma
arbitraria.

En el Capitulo 3 estudiamos las interacciones entre particulas escalares y fotones, es
decir, la electrodindmica cuantica escalar. Partiendo con el lagrangiano de interaccion,
veremos la invariancia de norma local que nos conduce a los vértices de 4-puntos. A partir
del formalismo de la mecanica cuantica relativista motivamos los diagramas y reglas de
Feynman.

En el Capitulo 4 estudiamos las divergencias generadas por los lazos en los diagramas
de Feynman y la manera de como regularizar estas divergencias. Estudiaremos solamente
dos métodos de regularizacion el método de corte y el método de regularizaciéon dimen-
sional.

En el Capitulo 5 calculamos la correccion al propagador escalar a un lazo en una norma
arbitraria y dimension arbitraria. Tomamos los casos particulares D = 3y D = 4 — 2,
e — 0. Ademas estudiaremos las Transformaciones de Landau-Khalatrikov-Frankin para
el propagador del escalar. A partir de estas transformaciones obtendremos el propagador
escalar no perturbativo en D = 3.

En el Capitulo 6 calculamos la correcciéon al propagador foténico a un lazo por dos
métodos alternativos en D arbitrario. Tomamos los casos D =3y D = 4 — 2¢, € — 0.
Verificaremos la identidad de Ward para el propagador fotonico. Ademas obtendremos
una expresién para el propagador no perturbativo en D =3y m = 0.

En el Capitulo 7 calculamos la correccién al vértice de 3-puntos en D = 4—2¢, ¢ — 0 en
lanorma de Feynman. Para la norma arbitraria daremos tinicamente los resultados de [11].
También calcularemos el vértice de 4-puntos en una norma arbitraria. Ademas verificamos
la Identidad de Ward-Green-Takahashi para el vértice de 3-puntos y el propagador escalar.
Hablaremos acerca de como podemos obtener el vértice no perturbativo a un lazo. Y por
ultimo daremos las conclusiones de esta tesis.



Capitulo 1

Escalares

1.1. La Ecuacion de Klein-Gordon

De los elementos de mecdnica cudntica conocemos la ecuacion de Schrodinger

Oy W s
zha— —%V + V(x)|e(x,t) (1.1)

correspondiente a la relacion de energia no relativista en forma de operador,

E = 2p_m +V(x), donde (1.2)
B=ind p = —ihiV (1.3)

son los operadores de energia y momento, respectivamente. Para obtener una ecuacién de
onda relativista comenzamos considerando particulas libres con la relacién relativista (en
unidades naturales c=1y h=1)

p“pu:EQ—p-p:mQ. (1.4)

Ahora reemplazamos el cuadrimomento p* por el operador de cuadrimomento

w_, 9 _ J9 9 0 9
P =", = "o oz oy oz
[0 R
= z{a,—V}:{po,p}. (1.5)

Asi obtenemos la ecuacién de Klein-Gordon para particulas libres,

Phup =miep, (1.6)



donde m es la masa de la particula. Esta ecuacion la podemos escribir de la siguiente
forma:
(@ +m?)p=0. (1.7)

Aqui hemos usado la siguiente notacion para abreviar

0
= <8t’ ) ’

9,00 = O, (1.8)

Inmediatamente podemos verificar la covariancia de Lorentz para la ecuacién de Klein-
Gordon, como ptp,, es invariante de Lorentz. Las soluciones libres son de la forma

¢ = exp(—ip ") = exp[+i(p - x — Et)] . (1.9)

Estas soluciones admiten el principio de superposicién. Insertando (1.9) en (1.6) nos con-
duce a la condicién

pupte = mip — p'pyexp(—ip,at) = m? exp(—ip,z")
— p'p,=m? 0 E?—p-p=m?, (1.10)
la cual resulta ser
E=+ym?+p?. (1.11)

Asi, existen ambas soluciones para E = +(m? + p?)'/? positiva como para E = —(m? +

p?)/? negativa respectivamente. Las energias negativas estdn asociadas fisicamente con las
antiparticulas. Puesto que las antiparticulas se han observado podemos decir que tenemos
una extension de la teoria no relativista.

1.2. La Densidad de Lagrange

En ésta seccién veremos una revision de la teoria clasica de campos en la formulacién
Lagrangiana y luego aplicaremos esta teoria a la ecuacién de Klein-Gordon como un caso
particular.

1.2.1. Las Ecuaciones de Euler-Lagrange para Sistemas Relati-
vistas

La cantidad fundamental de la mecanica clasica es la accion, S la integral de tiempo

del Lagrangiano, L. En la teoria de campos local el Lagrangiano puede ser escrito como

una integral espacial de la densidad lagrangiana, denotada por L, la cual es una funcién
de uno o mas campos ¢(x) y sus derivadas d,¢. Asi tenemos

S = /Ldt = /L((p, Oup)d's . (1.12)
5



El principio de minima accién establece que cuando un sistema evoluciona de una con-
figuracion dada a otra entre los tiempos t; y 9, lo hace a lo largo de una “trayectoria”
en el espacio de configuraciones para la cual S es un extremo (normalmente un minimo).
Podemos escribir esta condiciéon como

— 58
O _ /d%{g—iawag—f@a(aﬂw)}

El dltimo término puede ser convertido en una integral de superficie sobre la frontera de
una region de integracién de espacio y tiempo cuadridimensional. Ya que el campo de
configuraciones inicial y final son dados, d¢ es cero en la parte temporal al comienzo y al
termino de esta regién. Si restringimos nuestras consideraciones a deformaciones de d¢ tal
que desaparezcan en la frontera espacial de una regién bien conocida, entonces el término
de superficie es cero. Factorizando afuera dp en los primeros dos términos, notemos que,
ya que la integral necesita desaparecer para un dp arbitrario, la cantidad que multiplica
0 necesita desaparecer en todos los puntos. Asi llegamos a las ecuaciones de movimiento
de Euler-Lagrange para un campo,

oL oL
on(525) - %0 i

Si el lagrangiano contiene mas de una campo, hay una ecuacién para cada uno de ellos.

1.2.2. La Densidad de Lagrange para la Ecuacion de Klein-

Gordon
La densidad béasica de Lagrange para un campo escalar relativista es la funcion escalar
1 1
L= 50up(@)0"p(x) = 5m¢*(v) . (1.15)

L es conocida como la densidad Lagrangiana de Klein-Gordon, y el campo ¢(x) como el
campo de Klein-Gordon. ¢(z) tiene dimensiones de (energia/longitud)'/?. Una generali-
zacion natural para un campo complejo es

. Op 0p" N :
£ (0 55 5o ) = 0w @0 a) = e (@)t (116

Siguiendo el procedimiento usual, es decir, sustituyendo (1.16) en (1.14) tenemos

oL .
% = —m2g0 (x) )
oL
Z = O%p*. .
o (8(8"<p)> ® (1.17)



Por lo tanto,

2
<% ~- Vit m2> 0" =0 o (0"0, +m*)p* =0 . (1.18)

Similarmente para el campo ¢*

oL oL
__ A - —
dpr 0 (aww*)) 0

Por lo tanto,

2
(% —V2+m2>g0:0 0 (00, +m*)p =0, (1.19)

que son efectivamente la ecuacién de Klein-Gordon (una para el campo ¢ y otra para el
campo ¢*). Los campos complejos corresponden a particulas cargadas. Si ¢ representa a
una particula con carga +e, ¢* representa a su antiparticula con carga —e.

1.3. Transformaciones Globales U(1)

La invariancia bajo translaciones, desplazamientos de tiempo y rotaciones nos dan
la conservacion del momento, energia, y momento angular respectivamente. Para cada
simetria continua, existe una conservacién de la densidad de corriente y carga por medio
del teorema de Noether que estudiaremos enseguida.

1.3.1. El Teorema de Noether

Vamos a discutir la relacion entre simetrias y leyes de conservacion en la teoria cldsica
de campos, resumida en el teorema de Noether. Este teorema tiene que ver con transfor-
maciones continuas en los campos ¢, que en forma infinitesimal puede ser escrita

o(x) = ¢'(x) + alp(x) , (1.20)

donde a es un pardmetro infinitesimal y Ay es alguna deformacion de la configuracion
del campo. Podemos llamar a esta transformacion una simetria si ésta deja las ecuaciones
de movimiento invariantes. Asi aseguramos la invariancia de la accién bajo (1.20). Mds
generalmente, podemos permitir a la accion cambiar por un termino de superficie, ya
que la presencia de tal término no deberia afectar nuestra derivacién de las ecuaciones
de Euler-Lagrange (1.14). El Lagrangiano, por lo tanto necesita cambiar de la siguiente
manera bajo (1.20), es decir,

L(z) = L(x) + «d,d" (x) , (1.21)



para alguna J*, la cual desaparece cuando r — oo. Vamos a comparar esta expectativa
para AL en el resultado obtenido por la variacion de los campos:

oL oL
aAL = %(QA¢)<8(TM>8“(QA¢)

= a8, (a(%)“") ta BTL@ ~ 0, (%)} Ag. (1.22)

El segundo término desaparece por las ecuaciones de Euler-Lagrange (1.14). Quedandonos
con el término igual a «d,d" tenemos

oL
3@@

(Si la simetria involucra mas de un campo, el primer término de esta expresién para j*(x)
deberd ser reemplazada por una suma de tales términos, uno para cada campo.) Este
resultado establece que la corriente j#(x) es conservada. Para cada simetria continua de
L, tenemos tal ley de conservacion. La ley de conservacion puede ser expresada diciendo
que la carga

" =0, para  j¥(x) = Ap — g+ . (1.23)

Q= J'd*x (1.24)
todo el espacio
es una constante en el tiempo. Un ejemplo simple de tal ley de conservacion viene del
Lagrangiano con el término cinético solamente: L = %(augp)?. La transformacién ¢ — ¢+
«, donde « es una constante, nos deja L, sin cambios, concluimos que la corriente j* = 0" ¢
es conservada. El teorema de Noether puede también ser aplicado a transformaciones de
espacio y tiempo tales como las translaciones y las rotaciones.

1.3.2. Conservacion del Cuadrivector de Corriente

La densidad de Lagrange ecuacién (1.16) es, invariante bajo la siguiente transforma-
cion: . .
p(z) = eo(z), ¢'(x) = e 9 (2), (1.25)

(donde « es una constante real) y cuya forma infinitesimal es especificada por
do(x) =idap(x), 0" (z) = —iap*(z), ' =0. (1.26)

Como « es independiente de las coordenadas, la transformacion es llamada transforma-
cion global, porque esta es la misma para cada punto en el espacio y tiempo. La familia
de transformaciones de fase U(a) = €@, donde « es sélo un parametro que corre conti-
nuamente sobre los niumeros reales, forman un grupo Abeliano unitario conocido como el
grupo U(1). Abeliano porque satisface la propiedad de conmutatividad en la multiplica-
cion:

U(ay)U(az) = U(a2)U(ay) , (1.27)

8



y unitario porque
Ul(a)U(a) = 1. (1.28)

El teorema de Noether implica la existencia de una corriente conservada. Para ver esto es
suficiente estudiar la invariancia de £ bajo una transformacién infinitesimal U(1),

o= (1+ia)p (1.29)
La invariancia requiere que el Lagrangiano no cambie, esto es,

5L = (%)5¢+ (%) 8,(6) + (gj*>5s0* + %aﬂ(éw*)

(—=m*¢")(iawp) + (8"¢") (i) (Oup) + (—m?p)(—iag™) + (9" ) (—icr) (Fup”)

= ia[(0"¢")(0up) — (0"9)(0up") — m*¢"p +m*¢"p] = 0 (1.30)
Haciendo uso de (1.23) con g* = 0 para los campos ¢ y ¢* tenemos
oL oL
= ———Ap+ —Ap". 1.31
90,0 " 90 3y
Sustituyendo £ dado por la ecuacién (1.16) obtenemos
oL oL
= 0lp* y =0p. 1.32
50,9) 90,7°) (1:32)
Ademas considerando que
Ap =ip, Ap"=—ip*, (1.33)
tenemos que el cuadrivector de corriente es:
J* = (0%¢") (1) + (0%¢)(—ip") = ie[p(0"¢") — " (9"¢)] (1.34)

donde hemos considerado la normalizacion adecuada. Esta carga j* es conservada, es
decir, 9,j* = 0. La carga conservada correspondientemente es

Q= ie/d3x(<,0808* — ¢*8%) (1.35)
Mas generalmente, el teorema de Noether demuestra que para alguna simetria continua
resulta en una corriente y carga conservadas.
1.4. Propagador de un Escalar

La interaccién de una particula escalar con el campo electromagnético es introducida
usualmente por la prescripcién de minimo acoplamiento

Pu — Dp — €A, .

9



La ecuacién de Klein-Gordon en presencia de un campo electromagnético nos conduce a

(7" — eA") (P — eAy) — mglp(x) =0 (1.36)

[0"0, + m]p(x) = —Vgo(x) ) (1.37)

Aqui hemos formalmente introducido el operador del potencial V, explicitamente dado
como

Vip = ie(9, A" + APD,)p — 2 AP A . (1.38)

El signo de V en (1.38) es elegido de manera que esté de acuerdo con el signo relativo
de la energia cinética y potencial de la ecuacién de Schrodinger. El potencial, (1.38), es
caracterizado por el pardmetro e, el cual (en unidades naturales) estd relacionado con la
constante de la estructura fina a por

e? 1

T T 137 (1.39)

La pequenez de la constante de acoplamiento nos permite hacer una expansion perturba-

tiva de V' en potencias de a. Si queremos resolver (1.37) para ¢, es conveniente resolver
primero la siguiente ecuacién

(0% + m?)G(2,y) = 6'(z — ) (1.40)

y escribir la solucién para ¢(z) de la siguiente manera

(@) = pol) - / 'yG (. )V ()e(y) | (1.41)

donde ¢g(z) satisface (02 + m?)po(x). Ahora verifiquemos si esta solucién satisface la
ecuacién (1.37)

2 + (o) = ule) — [ d'YGla )V )l (1.42)

Usando el hecho de que

(0% + m?Jpo(z) = 0, (1.43)
tenemos
0+ nlola) = — [ dy(O 4 mt)G Ve
= —/d4y54(x—y)V(y)<ﬁ(y) (1.44)
= —V(z)p(x) . (1.45)
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Por lo tanto (1.41) es una solucién. Ahora tomamos la transformada de Fourier G(z,y)

en el espacio de momentos y conseguimos
1
(2m)*

S(p) es llamado el propagador de la particula en el espacio de momentos.

Gla,y) = — / d*pS(p) expl—ip(z — y)] .

[0 + m?)[G(z,y) = — /d4p5(p) exp(—ip(z — y))] = 6"z — y) ,

1
(2m)*

entonces

1 .
(=) = Gt [ S0 = m) expl—ina — )]
Esta ecuacién se satisface si escogemos:
1
Slp) = ————=.
®) (p* —m?)

(1.46)

(1.47)

Mas adelante, en la teoria de dispersiones para particulas escalares, usaremos con fre-
cuencia esta expresion para el propagador escalar. En éste capitulo, hemos estudiado la
densidad de Lagrange y las ecuaciones de movimiento para particulas escalares cargadas
pero libres. En el préximo capitulo, estudiaremos a los fotones que son particulas con

espin uno, es decir, particulas vectoriales.
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Capitulo 2

Fotones

2.1. Las Ecuaciones de Maxwell
Las ecuaciones de Maxwell de la electrodinamica clésica en el vacio son

V'E(X’t) = p(X,t),
V-B(x,t) = 0,

VxB@y) = B0
VxB(x,t) = wjﬁ(x,ﬂ. (2.1)

Las cuales relacionan el campo eléctrico E (x,t) y el campo magnético B (x, t) con la den-
sidad de carga p (x,t) y la corriente electromagnética j (x,t). Las ecuaciones de Maxwell
constituyen un sistema de ecuaciones simultdneamente en derivadas parciales de primer
orden entre las componentes de los campos eléctrico y magnético. Tal como estan pueden
ser resueltas directamente en algunos casos sencillos. Pero a menudo nos conviene intro-
ducir los potenciales con objeto de obtener un nimero menor de ecuaciones de segundo
orden que satisfagan idénticamente alguna de las ecuaciones de Maxwell. Podemos in-
troducir el potencial escalar ¢ (x,t) y el potencial vectorial A (x,t), de la manera usual,
escribiendo E (x,t) y B (x,?) como:

E(x,t) = —w - Vo (x,t), (2.2)
B(x,t) = VxA(x,t). (2.3)

Las expresiones de E (x,t) y B (x,t) en funcién de los potenciales ¢ (x,t) y A (x, 1), esto
es la (2.2) y la (2.3), satisfacen idénticamente las dos ecuaciones homogéneas de Maxwell.
El comportamiento dindmico de A (x,t) y ¢ (x,t) se determinard mediante las otras dos
ecuaciones de (2.1) no homogéneas. Asi, pues, las ecuaciones no homogéneas de (2.1)
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pueden escribirse en funcién de los potenciales del siguiente modo:

V3p(x,t) + %(V “A(x,1) = —p(x,t) , (2.4)
V2A(x,t) — 8%752(@ - V(V-A(x,t) + aa—f) = —j(x,t) . (2.5)

Escribimos estas dos ecuaciones en forma covariante, para ello introducimos los cuadri-
vectores j* = (p,j) v A* = (¢, A) tal que:

O2AK — 94(9,A%) = j* . (2.6)

Los campos se expresan en funcién de los potenciales de acuerdo a (2.2) y (2.3). Las
componentes segiin © de E y B son, explicitamente,

. _aAm_aSO__ 0 41 _ Al 40
E, = 5 Fri (8A aA),
0A 0A
B, = 2TV — (9?43 — 93 A% . 2.
e U D 7)

Estas ecuaciones implican que los campos eléctrico y magnético tienen seis componentes en
total, son los elementos de un tensor de sequndo orden, el tensor antisimétrico, intensidad
de campo,

Fr = grA” — 9" A . (2.8)
Las ecuaciones de Maxwell no homogéneas de (2.1) en forma covariante toman la forma:
0, F" = jv. (2.9)

A continuacién veremos que las ecuaciones de Maxwell son invariantes ante una transfor-
macién de norma, es decir, la teoria electromdagnetica es una teoria de morma.

2.2. Invariancia de Norma

Como el campo magnético B se relaciona con A a través de (2.3), el potencial vector es
arbitrario en el sentido de podérsele sumar el gradiente de una funcién escalar y cualquiera.
B no se altera en la transformacién:

A A =A+Vy. (2.10)

Si queremos que también el campo eléctrico permanezca inalterado, debemos transformar
simultaneamente el potencial escalar:

dx

S = & 2.11
b= (2.11)

13



Asi, sustituyendo (2.10) y (2.11) para el campo eléctrico tenemos:

A a_X]_ L

ot ot ot

E =
ot

, 0
- Vo ——E[A+Vx]—V[

Similarmente para el campo magnético:
B=VxA'=VXx[A+VY]|=VXA+VXxVx=VxA.

La transformacién definida por (2.10) y (2.11) se denomina tranformacion de norma, y la
invariancia de los campos en estas transformaciones, invariancia de norma. Las ecuaciones
(2.10) y (2.11) se pueden combinar como:

AF = AP 4 My, (2.12)
F* es invariante ante las transformaciones de norma:
Fr=0rAY — 9" AF — OM(A” + 0"x) — 0" (A" + 0"x) = F' .

Por el hecho de que las transformaciones en la ecuacién (2.12) dejan los campos E y B
invariantes, es recomendable deshacerse de la arbitrariedad en A*. A éste proceso se le
llama fijacion de la noma. Una de las maneras de hacerlo es elegir 9,A" = 0, a ésta
condicién se le llama condicion de Lorentz e implica que:

A" =0=0,0"y + 9,A" .
Asi, pues, basta hallar una funcién de norma x que satisfaga:
0%y = —0, A" . (2.13)

para que los nuevos potenciales A’, ¢’ satisfagan la condicién de Lorentz. De ahora en
adelante usaremos la notaciéon A* en vez de A’*. Tenemos que

O2AM = ji (2.14)

2.3. Fotones. Vectores de Polarizacion

Consideremos la ecuacién (2.14) para un fotén libre, es decir,
O2A" =0, (2.15)

la cual tiene soluciones ‘
Al =gt (q)e™"T" . (2.16)

El cuadrivector ¢* es llamado el vector de polarizacién del fotén. Sustituyendo en la
ecuacion (2.15) tenemos

D% A" = et(q)0Pe 7 = g (q) = 0 (2.17)
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la cual implica que
2 _ 2 _ 2 _
¢ =0, @G —q=m", esto es, my =0, (2.18)

es decir, el fotén es una particula sin masa. El vector de polarizacién todavia tiene cuatro
componentes y describe una particula de espin 1. Primero, la condicién de Lorentz, 0, A* =
0, nos conduce

Qe =0, (2.19)

y esto reduce el niumero de componentes independientes de ¢# a solamente tres. Ademads,
tenemos que explorar las consecuencias del adicional grado de libertad de la norma (2.12).
Elegimos la funciéon y como

X = iae 7" (2.20)

con a constante asi que (2.13) es satisfecha (tomando en cuenta la condicién de Lorentz).
Sustituyendo esto, junto con (2.16), en (2.12) la fisica deberd permanecer sin cambios con
el reemplazamiento

ep—r €, =eutaqy , (2.21)

es decir,

A =0 = (eu+aq)q" =g +am? =0 (2.22)

pero recurriendo a (2.18) y (2.19) tenemos que los dos vectores de polarizacion (e, €),)
los cuales difieren por un multiplo de g, describen el mismo fotén. Podemos usar esta
libertad para asegurar que la componente del tiempo de # desaparece. Sea que elegimos
e = —agqy entonces,

g0 = €0+ ago = —aqo +aqp = 0. (2.23)

Por lo tanto,
go =10 (2.24)

y entonces la condicién de Lorentz (2.19) se reduce a
e-q=0. (2.25)

Esta eleccién (no covariante) de norma es conocida como norma de Coulomb. De (2.25),
vemos que hay tunicamente dos vectores de polarizacion independientes y que ambos son
transversos a el momento del fotén. Recordando la ecuacién (2.2) y sustituyendo la solu-
cién de fotén libre (2.16) en ésta tenemos

0 . .
E = —a(ee’“}'m) =iq’ee 17 . (2.26)

Por lo tanto E es directamente proporcional a €. E es perpendicular a la direcciéon de
movimiento del fotén € - q = 0, es decir,

E-q=0. (2.27)
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De la misma manera para la ecuacién (2.3),
B =V x [ge "] = —i[q x gle " . (2.28)

Asi, B es perpendicular a ambas direcciones de movimiento del foton y del campo eléctrico
E. Por ejemplo, para un fotén que viaja a lo largo del eje z, podemos tomar

e1=(1,0,0), & =(0,1,0). (2.29)

Asi, un fotén libre es descrito por su momento ¢ y dos vectores de polarizacién €;. Ya que

g; transforma como un vector, anticipamos que éste es asociado a una particula de espin
1.

2.4. La Densidad de Lagrange para un Fotén Libre

Asi, como todas las ecuaciones de movimiento, las ecuaciones de Maxwell se pueden
derivar mediante el formalismo de Lagrange. La densidad de Lagrange para un fotén libre

€8S: 1
L=—1F"F, . (2.30)

Sustituyendo (2.30) en (1.14), donde el campo escalar ¢ ahora es reemplazado por el
campo vactorial A,, obtenemos

oL
=0 2.31
0A, ’ (2:31)
oL
e = —Ff, 2.32
9(0,4.) (232
Por lo tanto, las ecuaciones de movimiento son:
O’ =0 . (2.33)
Estas ecuaciones de movimiento son equivalentes a (2.9) con j* = 0, puesto que no
tenemos interacciones. Observemos que F% = —F% lo que implica que F* = 0. Por lo
tanto éste lagrangiano no tiene términos de la forma A°. Definamos:
oL
7T'u = —, (234)
0A,

donde 7# es el momento conjugado del campo A*. Las ecuaciones (2.30) y (2.34) implican
que:

70 = a_; =0, (2.35)
04
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puesto que en el lagrangiano no aparecen términos del tipo A%, una situacién poco deseable
porque no nos permite aplicar el formalismo canénico® de la teorfa cudntica de campos.
En éste formalismo las relaciones de conmutacion

se traducen como las siguientes relaciones de conmutacién para los campos A*(x,t) y
Th(x, t):

(AR (x, 1), AY (<, 1))] = [ (x, 1), 7" (x', 1)) = 0 , (2.37)

[AM(x, 1), 7 (%, 1)] = —ig"' &3 (x — X) . (2.38)
7% = 0 para la densidad de Lagrange en la ecuacién (2.30). Por lo tanto,
[A°(x, 1), (', )] = 0., (2.39)

la cual, estd en contradiccién con la relacion (2.38). Por esta situacién incémoda, debemos
agregar un término que contenga la derivada con respecto al tiempo en A° al lagrangiano
de tal manera que la teoria no se altere. Una manera conveniente es agregando el término
—i(aﬂA“)(ayA”), donde £ recibe el nombre de parametro de norma covariante y puede
ser cualquier nimero real finito. Dos elecciones bien conocidas son £ = 1 que es la norma
de Feynman, vy & = 0 la norma de Landau. Este término adicional se puede considerar
como una constriccién. La teoria queda invariante después de imponer la condicién de
Lorentz 0, A* = 0.

Estas normas son muy convenientes para el estudio de procesos de dispersion de altas
energias donde deseamos mantener la invarianza de Lorentz, y usando el método de Grupta
y Bleuler ya es posible cuantizar A*. Es importante resaltar que la fisica no es afectada
por el valor de £. Cualquier € puede ser usada. Los pasos intermedios pueden ser diferentes
para diferentes elecciones de &, pero el resultado final para cualquier observable fisico es
independiente de la £ escogida. Asi, la densidad de Lagrange final para un foton libre es:

1 1
L=——F"F,, — —(0,A")(0,A") . (2.40)
4 2¢
La presencia de una corriente j# modifica la densidad de Lagrange como:
1 1
L= _ZFWFW — E(GMA")(&,A”) e (2.41)

Correspondientemente las ecuaciones de Maxwell son:
1
02A4% — (1 — 5)8”(8#/4") =j". (2.42)

A continuacién vamos a discutir el propagador foténico.

!Nosotros no hemos desarrollado la Teorfa Cuéntica de Campos formalmente hemos tomado tnica-
mente estos resultados. Para més detalles ver la referencia [8].
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2.5. Propagador Fotoénico

Para definir el propagador del fotén empezaremos con la ecuacién (2.42). Queremos
encontrar A* que satisfaga esta ecuacion. Para esto consideremos dos casos:
Caso I El procedimiento es un poco mas sencillo si empezamos con la norma de Feynman
& = 1. En este caso,

O%AF = ji .

Resolveremos esta ecuacién usando el método de Green para el cual hay que encontrar la
solucion de la siguiente ecuacién:

gMDEG (2, y) = g% 56t (x — y) (2.43)

donde G*?(x,5) es la funcién de Green de dos puntos para el fotén o propagador del fotén
en el espacio de posiciones. Ahora proponemos la siguiente solucién para A*(z):

Awm=A5+/ﬁwGWuwwmw, (2.44)

donde A} es el campo en ausencia de corrientes. Para verificar que si es solucién, aplicamos
g% ,02 a la ecuacion (2.44) y usando (2.43) conseguimos:

9% AN (z) = ¢*,O2A0 + / d*yg® ,O2G" (2, y)js(y)

_ /@wy@—ywﬂwzj%w,

R A* = j%(x) .

Para resolver la ecuacién (2.43) usamos la transformada de Fourier G*°(x, ) en el espacio
de momentos:

1
(2m)*

Aplicamos g,,0% a G"#(z,y) y usando la ecuacién (2.43) obtenemos que:

G (z,y) = / AP (g)e T dlg . (2.45)

1 :
B 54 _ Ié] 2\ —ig(z—y) j4
g a(s ('I - y) - (27T)4 /AN (q)gaﬂ(_q )6 « y)d q.
Por lo tanto,
A3 (q) = — L gus 2.46
(q) = —=9"" . (2.46)

q
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A*P es el propagador del foton.
Caso II. Resolvemos (2.42) completa

A = (1= )0 (0,4") =

Para encontrar A” resolvemos primero la siguiente ecuacion:
970 = (1= D0 Gral.9) = 9" 0"z 1), (2.47)
y proponemos la siguiente solucién para A, (x)
Ax(z) = A+ / Gral, )5 (y)d"y . (2.48)

Procedemos de manera similar como en el Caso I, de manera que el propagador del fotén
resulta ser:

Asalg) = [—%; +(1 —aq;Z“] .

Como mencionamos anteriormente, el propagador del fotén juega un papel importante
en la teoria de dispersién cuando los fotones interactuan con particulas cargadas. A con-
tinuacion estudiaremos la interacciones de particulas cargadas escalares con un campo
electromagnético.
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Capitulo 3

Electrodinamica Cuantica Escalar

3.1. La Interaccion de una Particula de Espin Cero
con un Campo Electromagnético

El campo electromagnético es descrito por el cuadrivector (definido ya anteriormente)

Ar = {AU; A} - g#VAI/ )
A, = guA” = {Ag, —A) |

En el caso de mecanica cuantica no relativista especificamos el minimo acoplamiento del
campo electromagnético,

. .0 . .
E:Za—ego, p=—iV —eA, (3.1)
el cual puede ser comprimido a la forma cuadridimensional como
pt = pt — eA* 6 D = Dy — €A, . (3.2)

Con el mismo minimo acoplamiento, la ecuacién libre de Klein-Gordon (1.7) es transfor-
mada en la ecuacién de Klein-Gordon con un campo electromagnético,

(0" — eA") (B — eAdy)p = m*p (3-3)

(R (T R
(Z’%‘e‘%)z"” - (;(“axz““lf*m?)*”
(

(+iV + eA)? )gp . (3.5)

y, explicitamente,




Para examinar la densidad de carga y corriente, comenzamos con (3.4), multiplicando
con ¢* el lado izquierdo y restando el complejo conjugado. Estas operaciones pueden ser
simbolizadas por ¢*(xz) — ¢(xx)*, donde (zx) denota (3.4), y éstas resultan

0 0
= | g | — ) _— )
0 % [ g <8z” + zeAy> <8xﬂ + Z@Au>:| ®
0 0
_ 2 o v «
gp[ g <8:E” zeA,,) (8;5” zeAM>] %

W[ 0 9 o 9 .0
= o aa? T gt T g e

0 . . 0 , Ja
—gpwzeflugp - zeA,,%gp — gpzeAy%go ]

0 0 0 s,
— 12272 * % 9 Y . %
=g [833# (903xu90 Y o 80> anﬂ <gmeAyg0 )} : (3.6)

Llamamos

. . * 0 0 * * s
j, = ie <<p 5 " ¥ ) —2e* A, 00" = {p, —j} (3.7)

la densidad de cuadricorriente en el campo electromagnético A,. Obviamente, la siguiente
relacion es valida: 5
=0, = (3.8)

» .
9" iy = gl
Esta es una ecuacion de conservacion de la densidad de cuadricorriente. Y nos conduce a la
conservacion de la carga correspondientemente. Notemos que (3.7) es idéntico al resultado
previo, (1.34), si excluimos el término proporcional a A,. Explicitamente escribimos:

, , 0 J .
p = ie (so 5i¥ 957 ) — 2¢* Agpp (3.9)

j=—ie(¢" Vo — pVe*) — 262 Apyp* (3.10)

A continuacién veremos la densidad de Lagrange para la ecuacion de Klein-Gordon en
presencia de un campo electromagnético.

3.2. La Densidad de Lagrange para una Particula de
Klein-Gordon en un Campo Electromagnético

La densidad de Lagrange para el sistema acoplado de las ecuaciones de Maxwell y el
campo de Klein-Gordon es

1
L = — FuF" + (i0 — eA)'(—id" — eA)p —m*¢"p
Fo = 004, — 0,4, (3.11)
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La variaciéon de S = [ Ld*x con respecto a ¢* nos conduce a la ecuacién de Klein-Gordon
para un campo ¢, acoplada minimamente al campo electromagnético, es decir,

0S
dp*

= /{5(2’@@* — e, ") (—id" — eA")p — mPpép*d'r = 0. (3.12)

Usando 60,¢* = 0,0¢" e integrando parcialmente el primer término, obtenemos bajo la
asuncion de que d¢* desaparece en las fronteras de integracién,

/{—iau —eA,)(—id" — eAM)p —mPp}Sp*diz =0 . (3.13)

Dada la libertad de eleccion de d¢*, esto nos conduce a la ecuacion de Klein-Gordon
(0" — eA") (D, — eAy)p = m*p . (3.14)

La variacién de S con respecto a A, nos permite escribir las ecuaciones de Maxwell en
una manera analoga

MF,, = j, = ie{e* (0, +ieA,)p — p(d, —ieA,)¢*} . (3.15)

Por lo tanto, la densidad de Lagrange (3.11) nos reproduce las ecuaciones de movimiento
apropiadamente tanto para el campo de Klein-Gordon como para el cuadrivector A,. La
forma explicita de la corriente depende del espin de la particula que se acopla con el foton.

3.3. Invariancia de Norma Local U(1)

Hemos visto que la teoria electrodindmica es invariante bajo transformaciones globales
U(1) de norma. Ademads, por medio del teorema de Noether hemos probado la conserva-
cién del cuadrivector de corriente, bajo una transformacién global. Ahora veremos que
la teoria electrodinamica es invariante también bajo transformaciones locales. Asi mis-
mo que la densidad de cuadricorriente para la interaccion de una particula escalar con
un campo electromagnético es conservada bajo una transformacién local. Primeramente
generalizamos (1.25) a la transformacién

o(r) — eia(x)gp(:r) , (3.16)

donde «(x) ahora depende del espacio y del tiempo en una manera completamente ar-
bitraria. Estas transformaciones se llaman transformaciones U(1) locales de norma. La
densidad de Lagrange, (1.16),

L = 0,0 (2)0"p(x) — m*¢" (z) () | (3.17)
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no es invariante bajo tal transformacion de fase local. El tltimo término de £ es invariante;
sin embargo, la derivada de ¢ no lo es. Puesto que,

Oup — €90 4+ i@ pd,a (3.18)

y el término 0, rompe la invariancia de L. Si, insistimos en imponer invariancia del
Lagangiano bajo transformaciones de norma local, necesitamos buscar una derivada mo-
dificada, D, que transforme covariantemente bajo una transformacion de fase, esto es,

Dy — @D, (3.19)

Para formar la “derivada covariante” D,,, necesitamos introducir un campo vectorial A,
con propiedades de transformacién tal que el término que no queremos en (3.18) sea
cancelado. Una habil construccion puede ser

D, =0, —1ieA, (3.20)
donde A, transforma como
1
Ay — Ay + =00 (3.21)
e

Es facil verificar que D, satisface (3.19). La invariancia de la densidad de Lagrange (1.16)
consiste en reemplazar d, por D, que nos conduce a

L = (Dyg*)(Dre) —mPs o,
D, = 10, —¢€A,,

D; = —i0, —eA, . (3.22)
o)
L= (0,9%) (0" p) — mip*p — ie(@ 0" — O p*)A, + 262(,0*ANQOA# , (3.23)

donde los primeros dos términos corresponden a la densidad de Lagrange para una particu-
la escalar y los dos ultimos corresponden a la interaccién que podemos escribir como
—j*A,, donde j* es la densidad de cuadricorriente [ver ecuacién (3.7)] la cual es con-
servada. Como podemos ver, si demandamos invariancia de fase local, necesariamente
tenemos que introducir un vector de campo A,, llamado el campo de norma, el cual aco-
pla a la particula escalar. Si afnadimos la densidad Lagrangiana de un fotén libre (2.40)
entonces

1 1
L= S Eu P = @A)+ 000 —
—ie(@* " p — ' p*) A, + 2% At p A, (3.24)

la misma densidad de Lagrange que (3.11).
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3.4. Probabilidad y Amplitud de Transicién

Una vez que sabemos cual es el lagrangiano podemos proceder a estudiar procesos
de dispersion entre fotones y particulas escalares cargadas. Sin embargo, primero nece-
sitamos desarrollar teoria de dispersién relativista. En principio el camino formal es la
teoria cudntica de campos, derivando las reglas de Feynman y aplicandolas a procesos
de dispersion. Pero nos vamos a restringir solamente a mecanica cuantica relativista mo-
tivando la teoria de dispersion relativista basada en la teoria cuantica no relativista y
asi identificando las reglas de Feynman [9].

3.4.1. Teoria de Perturbacion No Relativista

Supongamos que conocemos las soluciones para la particula libre de la ecuacién de
Schodinger

Hin=Enpo con [ hipnd’c = b (3.25)
1%

donde Hj, el Hamiltoniano, es indepecdiente del tiempo. Por simplicidad, hemos norma-
lizado las soluciones a una particula en una caja de volumen V. Ahora queremos resolver
la ecuacién de Schrodinger

0

(Hy + V(x,1))) = za (3.26)

para una particula moviendose en la presencia de un potencial V(x,¢). Una solucién de
(3.26) puede ser expresada en la forma

Z (1) on (x)e™ P00 (3.27)

dado que ¢,, nos da una base completa. Ahora, para encontrar los coeficientes desconocidos
a,(t), sustituimos (3.27) en (3.26) y obtenemos

. da" —zEn —iFEnt
i d o Pn ZV X, t)a,pn(x)e , (3.28)

Multiplicando por ¢%, integrando sobre el volumen, y usando la relacion de ortonormalidad
(3.25) nos conduce a las siguientes ecuaciones diferenciales lineales acopladas para los

coeficientes a,,:
d
ﬂ = —ZZan / P’z ohV ppe’ (By=Bn)t | (3.29)

Suponemos que antes de que el poten(ﬂal V(x,t) empieze a actuar sobre la particula,
estd en uno de los eigenestados ¢ del Hamiltoniano no perturbado, esto es, en el tiempo
t=-T/2:

a;(=T/2) = 1,

a,(=T/2) = 0 paran # i, (3.30)
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=—T/2 - (3.31)

d .
% = —i/d?’x(p;Vgoiel(EfE")t

Ahora, con la condiciéon de que el potencial es pequeno y transitorio, podemos, como
primera aproximacion, asumir que sus condiciones iniciales permanecen validas en todos
los tiempos. Entonces, integrando (3.30), obtenemos

:—z/ dt’ /d3zg0ng0Z By =Bt (3.32)
T/2

donde hemos usado la suposicién de que f # i. En particular, en el tiempo t = +7/2
después de que la interaccién ha cesado,

T/2 ) )
7y = ay(1/2) = i | - it [ dales e PVl (333)

la cual podemos escribir en forma covariante

T = —i / 0o (2)V (2)gi(x) (3.34)

Por supuesto, la expresién para ay(t) es Gnicamente vélida si ay(t) < 1, como hemos
asumido para llegar a éste resultado. Interpretamos |T;|* como la probabilidad de que la
particula realize una transicion del estado inicial 7 al estado final f al sufrir el potencial V.
La contraparte relativista de la ecuacién de Schodinger es la ecuacion de Klein-Gordon.
Si asumimos que la ecuacién (3.34) es relativisticamente correcta, podemos considerar el
problema de dispersion para particulas de espin cero.

3.4.2. Escalar Cargado en un Campo Electromagnético

La amplitud (3.34), para la transicién de una particula de espin cero del estado ¢;
al estado ¢ en presencia del potencial electromagnético A,, donde V' estd dado por la
ecuaciéon (1.38), es

T = —i / @)V () () (3.35)
= —i / oi—ie(A 0, + 9,A") — e AF A Jpid x| (3.36)
o en forma equivalente,
Ty = —e [ dlalej @0 aia) - 6@ ()] A0
tie? / T (1) A (2) g1 () A ) (3.37)

Los primeros dos términos se pueden representar mediante el siguiente diagrama:
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vi(z) pr(z)

Figura 3.1: Representacién esquemética de los primeros dos términos de (3.37).

La interpretacion es la siguiente: Una particula que se encuentra en el estado ¢; interactua
con el término eA, del potencial V' y se dispersa en un estado final ¢;. El tercer término
de (3.37) se puede representar por medio del siguiente diagrama

wi(x) ()

Figura 3.2: Representacién esquemética del tercer término de (3.37).

La interpretacién fisica es: Una particula en el estado ¢; interactua con el término A, A*
del potencial y se dispersa en el estado final ¢;. Esto es una forma preliminar de los
diagramas de Feynman.

3.5. Diagramas y Reglas de Feynman

La amplitud de transicion T; se puede interpretar en términos de los llamados dia-
gramas de Feynman. La ventaja es la enorme simplicidad que se consigue en el cdlculo de
los procesos de dispersion y decaimiento como explicaremos mas adelante.
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3.5.1. Diagramas de Feynman

Ahora regresamos a la ecuacién (3.37), solamente vamos a considerar el primer térmi-
no debido a que en el diagrama que vamos a estudiar en seguida el término e2A? no
contribuye. La amplitud de transicion se reduce a

Ty =i [ py@ie( 440, + 0,4) pud's (3.:38)

La derivada, en el segundo término, el cual actia en ambos A* y ¢;, puede ser convertida
a actuar unicamente en ¢} después de una integracion por partes, es decir,

/gp}au(Al‘goi)d% = 03 A" ilfrontera — /GM(@})A“%#LE : (3.39)

El primer término es cero debido a que hemos considerado que el potencial desaparece en
x|, cuando ¢ — £oo. Podemos por lo tanto escribir la amplitud T}; como

Ty = —i / jlrArd (3.40)

donde _
gt (@) = —ie(¢}(0upi) — (Buiy) i) (3.41)
la cual, comparando con (1.34), puede ser considerada como la transicién de la corriente

electromagnética de la particula escalar i — f. Esquematicamente representamos esta
transicion en la figura 3.3. Si la particula entrante tiene un cuadrimomento p;, tenemos

wi(x) = N;e~#i® (3.42)

donde N; es una constante de normalizacion. Usando una expresion similar para ¢y, esto
nos conduce a
jit(x) = —eN;Ny(p; + py) e ®rri) (3.43)

A

Figura 3.3: Una particula escalar interactuando con A,,.
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Ahora nos planteamos la siguiente pregunta: ;De dénde viene el foton que dispersa la
particula bajo estudio? En otras palabras ;cual es el origen del potencial electromagnéti-
co? Sabemos que cualquier particula cargada produce un potencial electromagnético. En
muchos de los problemas de la fisica de particulas elementales, estudiamos interaccién
de particulas fundamentales entre si. Para explicar el origen de las reglas de Feynman,
consideramos un ejemplo simple en donde un electrén (sin espin) se dispersa con un muén
(sin espin). Estamos considerando diferentes particulas para evitar complicaciones extras
asociadas con particulas idénticas. Identificamos el muén como la fuente del potencial
electromagnético A* que aparece en (3.40). Por lo tanto la figura 3.3 se puede extender a
la siguiente figura

Figura 3.4: Dispersion electréon-muon.

que representa el proceso de dispersién ey~ — e~ pu~. Por lo tanto el fotén A* debe
satisfacer la siguiente ecuacién de Maxwell
24 _ b

2 A4 — ity (3.44)
Esta ecuacién determina el campo electromagnético A* asociado con la corriente jé) del
muén. Notemos que hemos cambiado la notacién jﬂi a jftl). Como el electrén y el muon
son particulas fundamentales, las tratamos al mismo nivel. Por lo tanto, imaginamos al
electron dispersandose en un potencial electromagnético creado por el muén o equiva-
lentemente al muén dispersandose en un potencial creado por el electron. La corriente
asociada para un muén y un electrén sin espin tiene la misma forma como para la de una
particula escalar, la cual es dada por (3.43). Asi, tenemos
y = —eNsNe(pe +p,4)“ei(p07“)'m , (3.45)

) = —€NBND(pD—|—p3)#€i(pD7pB).m. (346)

J
J

TE OF
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Ya que _ _
0%4?% = —g2e | (3.47)

la solucién de (3.44) es

1.
AF = —q—zj(’;) con q=pp—pB- (3.48)
Insertando éste campo dado por el muén en (3.40), encontramos que la amplitud al orden
mas bajo para la dispersién del electrén-muoén es

T = —i / 0 () ( - iQ) ity (@) (3.49)

q

Insertando (3.45) y (3.46) e integrando con respecto a x, encontramos
Tyi = —iNANgNoNp(21) 6™ (pp + pe — pp — pa)M (3.50)

—iM = (ie(pa + pc)t) < — 2%) (ie(pg + pp)”) - (3.51)

M, es conocida como la amplitud invariante. La funcién delta en (3.50) expresa la con-
servacion de momento en tal proceso. Ahora estamos en posicién de hablar de las reglas
de Feynman. Las cuales trataremos en la siguiente subseccién.

3.5.2. Reglas de Feynman

La amplitud M se puede considerar como la multiplicacién de varios factores que
podemos asociar con varias partes del diagrama 3.4, el llamado diagrama de Feynman.
Estos factores se muestran en la figura 3.5. Este diagrama de Feynman es al orden més
bajo (orden &rbol). El fotén es el intercambio entre los leptones, y el factor asociado al
fotén —ig,, /¢ es llamado el propagador foténico; éste lleva dos indices de Lorentz porque
el fotén es una particula con espin 1. El cuadrimomento ¢ del foton es determinado por la
conservaciéon del cuadrimomento en los vértices. Puesto que ¢ # 0, decimos que el fotén
es “virtual”. Para cada uno de los vértices asociamos el factor mostrado. Cada factor
del vértice contiene el acoplamiento electromagnético e y un indice de cuadrivector para
conectar con el indice del fotén. El signo particular menos en la distribucién y los factores
de 7 son dados para obtener el resultado correcto a ordenes mayores. Notemos que la
multiplicacion de los tres factores nos da —iM. La amplitud invariante M es obtenida por
dibujar todos los diagramas (topoldgicamente distintos y conectados) de Feynman para
los procesos y asignando los factores multiplicativos para los diversos elementos de cada
diagrama. Las reglas las resumimos en la tabla 3.1. Para la interaccion de un fotén con
una particula de espin cero, existe también un vértice de cuatro puntos; ver la figura 3.6.
Este origina del término e?A? en (3.37), el cual no existe para el proceso correspondiente
a la dispersion electrén-muon al nivel méas bajo en e.
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Figura 3.5: Factores del vértice y del propagador para la dispersion electrén-muén

“sin espin”.

*

Ep

Figura 3.6: Diagrama para ye~ — e~ con electrones sin espin.

Hasta ahora hemos considerado tunicamente los diagramas de Feynman al orden mas
bajo. Las reglas se pueden generalizar a diagramas de un orden mayor. Los diagramas
a los siguientes ordenes contienen lazos cerrados de particulas intermediarias (ver por
ejemplo la figura 3.7). La conservacién del cuadrimomento permanece en cada vértice.
Uno tiene que integrar sobre todas las variables de momento p que no pueden ser fijadas

/
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Figura 3.7: Algunos diagramas de orden mayor para e et — u*pu .

Agregamos los siguientes comentarios:

= No hay factores extras de -1.Es evidente porque el cambio de la linea de un boson
siempre nos da un factor de +1 de acuerdo a la estadistica de Bose-Einstein.

= En el orden n-ésimo de teoria de perturbaciones tenemos que dibujar todos los
posibles distintos diagramas de Feynman topolégicamente con n vértices que tienen
el nimero de particulas prescrito en el estado inicial y final (lineas externas).

= Para la construccion de los diagramas de Feynman, solamente la estructura topologi-
ca es importante. Ya que la teoria esta formulada en una manera relativisticamente
covariante, todos los posibles ordenes son automaticamante tomados en cuenta. Las
graficas pueden ser arbitrariamente deformadas sin cambiar su significado.
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» Para cada lazo de un fotén asignamos un factor de 1/2.

rtunadamen integracion z menudo n n divergencias. Sin embar-
Desafortunadamente, las integraciones de lazos a menudo nos dan divergencias. Sin emba
go, en teorias renormalizables todos los infinitos pueden ser removidos mediante técnicas
ya establecidas permaneciendo la predictibilidad de la teoria.
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Lineas externas

bosén entrante

boson saliente

foton entrante

fotén saliente

Factor Multiplicativo

Lineas internas

bosén de espin cero

foton de espin 1

iS(p) = ﬁ

iAM (p) = —i:g/“’

+i(1 - )2

Factores del vértice

vértice de un fotén

vértice de dos fotones

D P’
RO
D P’

—iel'y = —ie(p, + py)

2ie? Y

Tabla 3.1: Reglas de Feynman para la Electrodinamica Cuantica Escalar.
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Capitulo 4

Divergencias y Regularizaciéon

4.1. Divergencias

En el Capitulo anterior tratamos inicamente con procesos a orden arbol, en donde
el cuadrimomento de una particula interna (o virtual) es fijado no ambiguamente por la
conservacion de la energia y el momento. Un ejemplo de un diagrama arbol es la figura
3.5 que corresponde a la contribuciéon mas baja en a para la dispersion electréon-muon.
Pero los diagramas de Feynman a ordenes mayores contienen lazos. Los lazos cerrados son
tales que el momento de todos los lazos internos no es fijo por el cuadrimomento de las
particulas externas. Para cada lazo hay un cuadrimomento completamente no especificado.
Las reglas de Feynman nos dicen que debemos integrar sobre todos los posibles valores
del cuadrimomento interno. La evaluacion de los diagramas de lazos por lo tanto requiere
que las integrales de lazos sean llevadas a cabo con mucha dificultad. Las correcciones a
ordenes mayores son conocidas como correcciones radiativas. Los diagramas de Feynman
que representan las correcciones radiativas en un proceso contienen vértices adicionales,
comparados con los diagramas que describen un proceso a ordenes mas bajos en la teoria
de perturbaciones, los cuales corresponden a la emisién y absorsion de particulas virtuales.
Para ilustrar estas ideas consideremos el proceso de dispersién electrén-muoén sin espines.
Al orden arbol hemos obtenido que la amplitud de probabilidad M es

—iM = (ie(pa + pc)") ( - Z%) (ie(ps +pp)") » (4.1)

correspondiente al diagrama de Feynman de la figura 3.5. Al siguiente orden en teoria de
perturbaciones (orden e?), encontramos, es decir, los diagramas mostrados en la pagina
35. Los dos primeros diagramas representan la correccion a las lineas externas, el tercero
es la correccion al vértice y el cuarto es la correccion al propagador fotonico. Para mostrar
la correccion al propagador escalar consideramos el iltimo diagrama, al orden €®. En prin-
cipio las integrales de lazos son integrales divergentes debido a que tenemos que integrar
sobre todos los posibles valores del cuadrimomento interno. La forma explicita de estas
integrales y los calculos de estas correcciones lo haremos en los siguientes capitulos. Antes,
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Contribuciones radiativas a ordenes mayores.
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para introducir la maquinaria requerida, veremos algunos de los métodos estandar para
la evaluacién de lazos.

4.2. Regularizacion

En la secciéon anterior mencionamos que el calculo de integrales de lazos nos da diver-
gencias. Estas divergencias son removidas por regularizacion, es decir, una modificacién
de estas integrales que nos permite separar las partes finitas e infinitas de una manera
conveniente. El siguiente paso es eliminar los términos divergentes de tal manera que
la predictibilidad de la teoria permanezca. Este proceso se llama renormalizacion. La
renormalizaciéon de la teoria no siempre es posible. Por lo tanto algunas teorias son renor-
malizables y otras no lo son. En teorias renormalizables, después de la renormalizacion,
los resultados finales permanecen finitos y la predictibilidad de la teoria también. Existen
varios formalismos de regularizacién y renormalizacién. Los pasos intermedios dependen
del formalismo empleado. Sin embargo, en el limite en el cual la teoria original es valida,
las predicciones fisicas son independientes del método usado. Por esta razon, los diferen-
tes métodos han sido usados, dependiendo del problema. Historicamente el procedimiento
mads antigiio es el método de corte (cut-off). Este tiene la ventaja de relacionar el compor-
tamiento de las divergencias a distancias y por lo tanto a energias extremas. Por lo tanto,
existen dos tipos de cortes, los cortes ultravioletas e infrarojos. El empleo del método de
corte puede generar los siguientes problemas:

1. Perdida de la invariancia translacional.

2. Esdificil asegurar la invariancia de norma y la validez de la identidad de Ward tanto
en teoria de perturbaciones como en tratamientos no perturbativos.

Un método alternativo, conocido como reqularizacion dimensional, es libre de estos pro-
blemas. En la siguiente subseccion estudiaremos un ejemplo cldsico simple para ilustrar
la existencia de divergencias y los procesos de regularizacion y renormalizacion.

4.2.1. Un Ejemplo. El Potencial Eléctrico
Corte Ultravioleta

Calcularemos el potencial eléctrico de una densidad de carga lineal e infinita A tal como
se muestra en la figura 4.1 [4]. Supongamos que A =const. y hédgase que la distribucién
de carga coincida con el eje x. Se toma el origen de manera tal que el punto p donde
medimos el potencial, quede por conveniencia sobre el plano yz; asi se tiene que

AL = A (4.2)
= €Tr = T .
drey J oo Va? + 12 dmeg ’

Vi(r)
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r
Vx2+ r?

p

Figura 4.1: Célculo del potencial escalar debido a una linea infinita de carga uniforme.

Notemos que la integral
+0o0 1

= —dx
P e
no tiene dimensiones. Para cualquier funcién f(r) que no tenga dimensiones, hay tres

posibilidades

U(r) (4.3)

f(r) = ¢ — una constante finita , (4.4
f(r) = oo — una constante infinita , (4.5
fr) = [f(r/L), (4.6)

donde L es alguna escala relevante de longitud. La funcién dada en (4.3) U(r) tiene la
propiedad de ser invariante de escala, es decir,

T (4.7)

+o0o dl‘ “+oo
U(kr) = / _— = /
e VR e Vi
Lo cual implica que U(r;) = U(ry) después del rescalamiento: x = ky. Ademas U(r) es
divergente. Por lo tanto U(r) pertenece a la familia (4.5) de funciones sin dimensiones.
Como la intensidad eléctrica que corresponde a (4.2) es finita, es posible hacer que V(r)
sea finita, es decir, lo podemos regularizar. Una manera de hacerlo es introducir un corte

infrarojo L de tal manera que V(r) — V(r/L). Asi, perdemos invariancia de escala y
V(r/L) ya pertenece a la familia de (4.6)

A +L 1 y A | <L+«/L2+r2>
— —_—axr = O .
dmeo J o Va? +1? dmeg P\ VL2 +r?
Hemos logrado eliminar la divergencia de ésta integral solamente que ahora tenemos

otro problema, V,.4(r) depende del regulador artificial L, pero no podemos remover el
regulador. Pero estamos interesados en la medicion de cantidades fisicas, como el campo

Vieg(L)

(4.8)
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eléctrico y la diferencia de potencial las cuales si son independientes del regulador. Para

el campo eléctrico:
Wyeg(r) A L

E—_ — 4.9
or 2meor /L2 + 12 (4.9)

cuando tomamos el limite L — oo, obtenemos

A
E= . 4.10
2mwegr ( )

Similarmente, para la energia potencial que también es observable,
AViay = V() = Vi) = 1o (22 (4.11)
reg = V(1) = V(rg) = —= . .
g ! 27 4reg & r?

Hemos solucionado el problema de la divergencia en V(r) pero rompimos la simetria
translacional a lo largo eje cargado. V(r) cambiard dependiendo de donde coloquemos la
densidad de carga lineal de tamano 2L. Tambiém perdemos la invariancia de escala con
un factor de escala extra L.

Regularizacién Dimensional

Vamos a estudiar el mismo problema solamente que ahora lo resolvemos usando re-
gularizacion dimensional. Este método consiste en modificar la dimensionalidad con la
finalidad de obtener una integral finita. Entonces calculamos V() en D-dimensiones

d°z = dQpzP'dx (4.12)
27TD/2
dlp = ———. 4.1
» = T(op) (413)

Necesitamos introducir xP~! para asegurarnos de que V(r) tenga la dimension correcta:

dx
ds? 4.14
vir) " e / / D pPt /a2 42 (4.14)
Usamos la siguiente integral definida [1]:
oo n=1gq 1 %FE[‘1+n__
/ S 1<3> ()T ) <t onin @)
o (pHgr)mtt wpttt g P(1+n) v

con D =1 — 2¢, después de integrar obtenemos

T L G ) B (“26 r(@). (4.16)

Areg (L/m)1-D  Axey \ mer2e
eV :

El problema que ahora tenemos es que V' (r) depende del regulador artificial p, el cual no
podemos remover cuando tomamos el limite ¢ — 0. Pero como ya dijimos anteriormente
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nos interesan las cantidades fisicas y estas si son independientes del regulador. Puesto que
para el campo eléctrico tenemos

oV (r) A [ 2ep*T(e)

E=— = 4.17
or 47?5()( meplte )7 (4.17)

en el limite e — 0 )
E= . (4.18)

2mwegr
Para la energia potencial
A T3

AV =V (r) = V(ry) = y— log =) (4.19)

Los mismos resultados que obtuvimos anteriormente. Aqui el problema se resuelve in-
troduciendo un factor de escala extra p. A diferencia del método de regularizaciéon de
corte es que ahora la simetria bajo invariancia translacional se preserva. La regularizacién
dimensional respeta las simetrias.

4.2.2. Un Ejemplo. Teoria Cuantica de Campos
Regularizacion de Corte

Veamos un ejemplo més, consideremos la siguiente integral tipica a un lazo en teorias
de campo en el espacio de Minkowski

© gy 1
Ii(s) = / w donde nezZ'. (4.20)

oo (2m)* (w? —5)"

En el espacio de Minkowski w? = wg — w? — w3 — w3 y d*w = dwodw,dwsdws. No es dificil
evaluar la integral wy como una integral de contorno, entonces pasamos las integrales espa-
ciales a coordenadas esféricas. Para esto, hacemos una rotacidn de Wick (WR). Notemos
que si no tuvieramos el signo menos en la métrica de Minkowski, podriamos realizar la
integral cuadridimensional completa en coordenadas esféricas cuadridimensionales. Para
remover el signo menos, consideramos el contorno de integracién en el plano wy (ver figu-
ra 4.2). La localizacién de los polos, y el hecho de que la integral cae lo suficientemente
rapido a lo largo de |wg|, nos permite rotar el contorno 90° en contra de las manecillas
del reloj. Definimos la variable wg como el cuadrimomento Euclidino:

espacio de Minkowski — espacio de Euclides
wy — iwg
w? = —w}—w} —wi—w;
—[wy + w? 4+ wi + wj) = —w” |
dw — id'w® . (4.21)
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Figura 4.2: El contorno de la integracién w, puede ser rotada como se muestra.

Asi, la integral (4.20) toma la forma

o 74, F 1
Iis) = / idw — . (4.22)

o (2m)" (=1)M(wg + 5)

En coordenadas polares la medida es
d'w® = dQuuidw® = 2n?widw® | (4.23)

entonces la integral serd

[i(s) = 273))4” / e / " wE+S) (4.24)

W/0 dw m. (4.25)

Esta integral atn es divergente cuando w” — oo. Hacemos el cambio de variable z = w?

1) = LD /Ooo dx% | (4.26)

(2m)4 x4+ s)"

Usamos la siguiente integral definida'

o0 xu—l B
/7(”5:5)”:5“3(%1/—#), larg Bl <750 >pu>0;v,ueR] . (4.27)
0

!Tomamos esta integral de la referencia [1].
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Por lo tanto,
i(=1)"(r?) 1
2m)* (n—1)(n—2)s"2

la cual es singular para n = 1y n = 2. Evaluamos la integral (4.26) para n = 2

g@):ﬁiﬁif;émmTﬁi—. (4.29)

(2m)! z+5)?

Ti(s) =

(4.28)

Introducimos un corte con el regulador A:

;2 A
[4 A) = 4l / L 4.
2(57 ) (27T)4 0 dx(fl?—FS)Q ( 30)
entonces,
A+s A
o 2 14 _ o
i(4m) I (s, A) ln< . ) 1S (4.31)

Notemos que logramos separar en partes finita e infinita. El primer término diverge loga-
ritmicamente y el segundo término es convergente en el limite cuando A — co. Como en
el ejemplo anterior, perdimos la invariancia translacional de la integral inicial.

Regularizacién Dimensional

La regularizacion dimensional consiste en modificar la dimensionalidad de estas in-
tegrales para convertirlas en finitas. En primer lugar, generalizemos la cuadridimensio-
nalidad a un espacio D-dimensional donde D es un entero positivo. El tensor métrico
g% = gap esta definido por

gUO = _gZZ:]_’ i:1a27"'7D_]-7
g =0, a#p. (4.32)

Correspondientemente, un cuadrivector w® es remplazado por un vector con D compo-
nentes

w® = (W, w', - ,wPh) (4.33)
y
D1
w? = wew® = (W) =Y (w')?. (4.34)
i=1

Las integrales de lazos ahora se convierten en integrales en D dimensiones con un elemento
de volumen d”w = dw’dw' - - - dw”~'. Por ejemplo, la ecuacién (4.24) se generaliza a

D—-1

R S (4.35)

ID
" (w2 + s)n

dQD
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S
2
wg+s

Para integrar sobre el momento del lazo w” usamos z =

i(—=D" 5 L _
IP(5) = WSD/Q /dQD/O dea" P21 — )Pt (4.36)

Primero integramos una esfera D-dimensional 6 integramos sobre el dngulo sélido. Cono-
cemos que

/2 :/ dre ™ | (4.37)

o0

entonces

D oo 0o D
xP2 — H/ dr;e% = / dPz exp <— fo) : (4.38)

Usando coordenadas polares en el lado derecho
P2 = /dQD/ drrPle " (4.39)
0

Finalmente, hacemos un cambio de variable r? = y y usamos la siguiente definicién de
funcion Gamma:

[(2) = / dtt* le ", (4.40)
0

1 [ _2 1 D
P2 — /dQD X —/ dny2 e ¥ = —F(—) /dQD. (4.41)
2/, 27\ 2

Entonces para la integracion sobre el angulo sélido

[ 0=ty

En la tabla 4.1 se muestran algunos valores de angulo sélido. La definicion de la funcién
Beta es

para tener

(4.42)

Bla,b) = /0 Lo (1 — gt = L@ (4.43)

DIT(D/2) | [0
1] r 5

2 1 2m
3| V7/2 47
4 1 272

Tabla 4.1: Algunos valores de Gamma y [ dQp.
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Con esta definicién y el valor de dngulo sélido para D dimensiones, la integral de (4.36)

se convierte en
D s) — i(—l)nﬂ-g F(n_ g) 1 n—L
L) =~ —Tm) <S> : (4.44)

Para n = D/2 (es decir, para n = 2 cuando D = 4), es singular para el polo de I'(z) en
z = 0. Sin embargo, para valores no enteros de D, el lado derecho de la ecuacién (4.44)
es perfectamente bien definida y finita. Por lo tanto, podemos usar esto para hacer una
generalizacién de la integral en el lado derecho de (4.44) a D dimensiones para valores
no enteros de D. En particular, tomemos D = 4 — 2¢ donde € es un parametro pequeno
positivoy n = 2

_ - T(2- %2 /1 2- 452
P ) = amt ()
= (4m)T(e)s “. (4.45)
En el limite ¢ — 0 obtenemos
1
—i(4m)2IP=%(s) = = — In(s) — v + In(47) + O(e) , (4.46)
€
donde y=0.5772 - - - es la constante de Euler. Comparamos este resultado con (4.31)
: A+s A
—i(47)?Iy(s,A) = ln< . ) i
A>s In(A) —In(s) + O(A™Y) . (4.47)

Como podemos observar con el método de regularizacién de corte la divergencia es loga-
ritmica In(A) cuando A — oo mientras que con el método de regularizacién dimensional
la divergencia es de la forma 1/e cuando € — 0. En general, las divergencias explicitas son
de la forma 1/€" donde n = 1,2,3,---. Con el método de regularizacién dimensional el
tratamiento de las integrales divergentes a todos los érdenes en teoria de perturbaciones
preserva las simetrias en QED. En los préximos capitulos aplicaremos el método de la
regularizacion dimensional para realizar cdlculos de propagadores y vértices en SQED a
un lazo.
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Capitulo 5

Propagador Escalar

5.1. Introduccion

En éste capitulo vamos a estudiar el propagador escalar a un lazo y su comporta-
miento bajo las transformaciones de Laudau-Khalatnikov-Fradkin. En la siguiente figura
mostramos las correcciones del propagador escalar a primer orden:

k
k—p
e
1% v i l

pl k lp

—iel} —iel'y 2ie?gh”

Figura 5.1: Correcciones a primer orden en el propagador escalar.

El indice cero denota cantidades desnudas. El segundo diagrama no contribuye en nuestros
célculos puesto que aplicando las reglas de Feynman (ver tabla 3.1) tenemos:

dPk B kK, 92,2 dPk
/ (2m)P (2ie®g")i| — gk% +(1-¢) 24 = (2;)D[D —14¢] -5 = 0. (5.1)

En la figura 5.2, el circulo del primer diagrama representa la suma de todas las correcciones
de lazos. Llamaremos a esta suma 7S5. En principio debemos incluir una serie infinita de
diagramas de Feynman, pero nos vamos a restringir a calcular correcciones a nivel de un
lazo para el propagador escalar.
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Figura 5.2: Correcciones del propagador escalar a ordenes mayores.

Observemos que hemos incluido diagramas de Feynman que estan de acuerdo con (3.24),
nuestro Lagrangiano de interaccién en Electrodinamica Cuantica Escalar:

1 1 . «
Lsgep = _ZF/WFW - i(auAuy + (au‘ﬁ )(0"p) — mQSO ¥
—ie(p* "o — " p*) A, + 2% p* AP p A, . (5.2)

Es importante mencionar que se requiere introducir un término de interaccion escalar de
cuatro puntos de la siguiente manera:

1 1
LSQED = _ZFMVFIW - E(aMAM)Q + (auw*)(a“go) — m2(,0*(p
A
_ie((p*aﬂgp — gpal‘@*)Au + 262@*14#9014” o Z((10*(10)2 ’ (53)

por las cuestiones de renormalizabilidad para cancelar las divergencias que surgen en la
dispersion coulombica escalar [18]. Sin embargo, como nosotros no entramos en los asuntos
de renormalizacién, no consideraremos este término adicional. Si queremos calcular —i.S !
a primer orden los diagramas a considerar obviamente son:

.
A
L
Yy 3
|
—_
Il
=n
W
i
|
—_
Il
Y ©
[V
| |
3
N
|
[u—y
1
AS
<)
o~
>
T o
N

' RN

—iel'y 580 —iel'}
Figura 5.3: Correcciones a un lazo para —iS™1.
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Aplicando las reglas de Feynman obtenemos que —iS~! es:

_iS = 80 1 — / %[—iefg][wo][—ing‘][iAfw], (5.4)
multiplicando por i:
S =[SO — ie? / (;l;)kDrgsOrgAgy. (5.5)
La forma explicita de (5.5) es
5= i [ S e - 1922 (56)

donde ¢ = k — p y £ es el parametro covariante de norma. El valor de £ = 0 corresponde
a la norma de Landau y el valor de £ =1 a la norma de Feynman.

5.2. Propagador Escalar a un Lazo

5.2.1. Norma de Feynman

Procedemos a resolver la integral (5.5) en la norma de Feynman (£ = 1),

. d"k (k+p)'(k+p*yg
-1 _ 01—1 2 uv
SFeynman - [S ] + e / (27T)D k2 — m2 q—2 : (57)
Del hecho que
A*B'g, =A-B y  (k+p)-(k+p)=(k+p), (5.8)

dP’k  (k+p)?
S—l — SO -1 - 2 / )
Feynman [ ] + € (27T)D (kQ _ m2)q2
La integral de (5.9) es divergente para valores de k£ muy grandes. Por ejemplo, para D = 4,
la integral de (5.9) en coordenadas esféricas polares es:

d'k (k+p)? _ 2m [ K(k+p)?
/ (27r)4 (kQ _ m2)q2 - (27T)4 A dk (lﬂ?Q — m2)(k — p)2 . (510)

(5.9)

Por lo tanto, en el limite & — oo

1 < k32 1 o0

82 k2k2
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Por esta razon queremos integrar sobre D dimensiones directamente puesto que vamos a
aplicar el método de regularizacién dimensional. Sea entonces

p, (k+p)? [ p K+p+2k-p

La definicién del momento ¢? es

F=k—-p*=k+p"—2k-p, (5.13)
entonces
2k -p=—¢* + k> +p*. (5.14)
Sustituyendo (5.14) en (5.12) tenemos que
2k2 + 2p% — ¢?
J= [ d°k : 5.15
[ o 19

Por lo tanto, sumando y restando 2m? obtenemos

1 1 1
=2 [ d°k—= +2(m? 2 /dei—/de . 5.16
J / q2 + (m +p ) (k? _ m?)qQ k? _ m2 ( )
A/—/ . ~ v} [N ~ 2
J1o Ji1 Jo1

La primera integral es cero debido a que es de la forma

/dDwf(w) =0 (5.17)

puesto que ¢ = k —py d°q = d”k. La tercera integral es de la forma (A.8) con s = m? y
y

n =1, asi

1
Ty = /de/& — = —in?2T(1 - D/2)(m*)P (5.18)

Para solucionar la segunda integral de (5.16) usamos parametrizaciéon de Feynman en
particular la forma (A.15) donde

a=q>=(k—p)? y b=Fk*—m?, (5.19)

D ! 1
Ju = /d k/o dz[x(k—p)QﬂL(l—SE)(kQ—m2)]2
1 D 1
- /0 dx/d k[x(k—p)2+(1—x)(k2—m2)]2' (5.20)
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Transformemos el denominador de esta integral a una forma conveniente para poder in-
tegrar. Llamemos

D = z(k—p)?+(1—2z)(k*—m?)
= a[k®>+p*—2k-pl+ (1 —2)k* —m*(1 — )
= k*—2k-px+p’z—m*(l—2x). (5.21)
Sea
w==k—px, = k=w+px . (5.22)
Sustituyendo (5.22) en (5.21) obtenemos
D = (w+pzx)*—2(w+pz)-pr+p’z—m’*(l—2)
= w4 p’2(l —2) —m*(1 —1). (5.23)

Asi

1 5 1

La integracién sobre w la podemos llevar a cabo pues esta integral es de la forma (A.8)
donde n =2y s = —p?x(1 — z) + m*(1 — z). Entonces

1
Ju = ixP2T(2 - D/2) / dz[(1 — z)(m? — p2a)| P22 (5.25)
0
La integral
1 . 1 . P 72
/ dz[(1 — z)(m? — p?x)]P/?*72 = (m2)22/ (1—x)2 2 (1 - —x) dx  (5.26)
0 0
la resolvemos usando la siguiente integral estandar, [1].
1
/ P (1= 2)* (1= Br) e = B, w)sFi (v, X A+ i B) (5.27)
0

donde)\zl,,uz%—l,ﬁ:p—y—yzg—Q.Talque,

1 ) p2 %—2 D D D p2

%

|y

INCE D D p?
= Fl2—— 1, —: — 5.28
F(%) 2471 27 ) 2 ) m2> ( )
Asi,
, r'2-D/2)T'(D/2-1) D_ D D p?
Jy = irP? R 2 /I P S 5.29



Por lo tanto,

re—-oy,riE-1 D D p?
J = 2irP(m? + p?)(m?) T2 ( 13) (5 )2F1 (2— —,1;—;p—>
+inP2T(1 — D/2)(m?)P/2~1 (5.30)

Finalmente, el inverso del propagador escalar en D dimensiones en la norma de Feynman
es:

Sreyman = D' =’ - % {%D/Q(m? )ty 32T ?2;2 mL
o5 (2 — % 1; g; Z—i) + 7P (1 — D/2)(m?)P/*1| . (5.31)
5.2.2. Norma Arbitraria
Ahora solucionamos (5.6) en la norma arbitraria &
S = o [ A
o-ge [ e

donde solamente nos resta resolver la tltima integral

g o [ i [ lep) G-k ) ()

(0 — )l 0 — )l
k2 _ m2)\2 k4 4 2]€2 2
- /dei( r) :/de Tr oAy (5.33)
02— ) 02 )

Sumamos y restamos m? dos veces, tal que,

k2/€2— 2 2 1
J = /de ( m+m)+p4/de7(k2

(k? —m?)q*

k? —m? + m?
2 D

Simplificando algunas operaciones algebraicas y usando (5.17) obtenemos

J=(m*—-p*)°Jay . (5.35)
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Ahora aplicamos parametracion de Feynman a esta integral. Pero resolvemos la siguiente
integral més general por conveniencia del cdlculo de otras integrales a futuro (la cual
hemos solucionado paran =1y p=1)

1

., = [ d°k . 5.36

-/ (&) 530
A B

Transformamos el denominador usando la siguiente integral de Feynman

1 T(n+p) ! ; 2" (1 — )Pt
A T(n)T(p) /0 AT (1= o) B (5:37)

entonces

z)P1

_T(n+p) 1 " D " (1 —
Jup = L'(n)L(p) /(] I /d k[z(k —p)2+ (1 —2)(k2 — m?)rte (5.38)

el término dentro del corchete cuadrado en el denominador tiene la misma forma que
(5.21) el cual transformamos a la forma (5.23). Usando nuevamente (A.8) y simplificando
tenemos

(=) PirPTn+p =) (1 o e By
T | ottt =)+ w1 - )

2" (1 —2)P (5.39)

Jnp =

La integral
1 D
/ dr[—p*z(1 —2) +m*(1 —2)]2 " Pa" M1 —2)P ! =
0

1
= / 2" 1 —2)P (1 — x)%’””’(—p% + m2)§’””’dx
0

1 2
— (m2)Bn / (1 - ) B (1 Py Benegy (5.40)
0 m
la podemos resolver usando la integral (5.27) donde A = n, pu = g —n, B = :;L—:; y
—v = % —n — p. Por lo tanto,
1 2
-1 D_n_1q D D_
n 1— >~ 1—=—2)2" " Pdr =
[ arta et - Loyt
D D D p?
= B(”’E —n>2F1<— E+n+p;n§§§w>
L(n)L(5 —n) D D p?
Mo 2 =P 5.41
F(%) 241 2+n+p:n72:m2 ( )



Entonces

T(n+p-2)r(2 -
T = | 1)n+me/2( )D n (n+p Q)D(2 n) x
I'(pI(3)
D D p?
2F1<—5+n+p,n;§;w> : (5.42)
Paran =2y p =1 tenemos
rE3-2)r -2 D D p*
Iy = —im P2 (m?) 73 2/ 2 Al -5+322 5.43
o1 i (m”) (D) 21 5 + 53 (5.43)

Por lo tanto, el inverso del propagador escalar en D dimensiones en la norma arbitraria
es:

: re-4ré -1
Sl = p2om?o € |:27TD/2(m2+p2)(m2)?2 2 2 %
(2m)P INGS
D D p
(22— =1 = brRr1 — D/2)(m?)P/21
(2= 2125 L)+ wPr (1 = D2y

(2m)P *
D D
F) ( -5 325 %) . (5.44)

Simplificando términos, el propagador escalar en el espacio de Minkowski a un lazo en
SQED en norma y dimensiones arbitrarias es:

Sp) = pP—m?- (;)D D/2(32) 2 - {m b))
ta(m? + ) m?) LB i()g()g - <2 2.2 %>
L= m — ) igggg -2
32200}
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5.2.3. Propagador Escalar en 3 Dimensiones

Para D = 3 el propagador escalar a nivel de un lazo es:

S o= p?om?— %ﬂ?’ﬁ(m?)l/?{f‘(—lﬂ) +2(m? + p?)(m?) L x
LR (52 ) + (= o — 52 n)  x

r(—1/2)2F1<§,2 ; Z—)} . (5.46)

Usando los siguientes resultados
2\ —2 2 -1 2 [0 2
1 tanh™ /
2F1 3727§7 p - 1_p_ ’ 2F1 _717§7p_ — — b /m ) (547)
2772 " m? m2 2" 72" m? \/p?/m?
[(-1/2) = —2y7, '(3/2) =+/x/2, [(1/2) = /. (5.48)

Y después de simplificar (5.46) obtenemos que el propagador escalar en el espacio de Min-
kowski en tres dimensiones y norma arbitraria es

o 2 ol [
S —p —m +E|: —T ?tanh W—i—(l—f)m] . (549)

Notamos que para D = 3, no hay divergencias. Por otro lado, para D = 4, las fun-
ciones de Gamma I'(2 — D/2) y T'(D/2 — 2) son divergentes y necesitamos regular S—! en
la ecuacién (5.45). En el espacio Euclideano esta expresion es

STl =—p’—m?+ 4; [m - M fan~! <%> +(1- f)m] . (5.50)

Para m = 0, tenemos
1

S(p) = P p— (5.51)

en el espacio de Minkowski, usando la notacién p = /—p?. Esta expresion es muy similar
a la que se encuentra para el propagador del fotén en QED3 espinorial en tres dimensiones
en la aproximacién 1/N,[15, 16]. A momentos pequenos, el propagador escalar se suaviza

de 1/p* a 1/p.
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5.2.4. Regularizacion

Regresando a la expresién (5.45) del propagador escalar en el espacio de Minkowski a
un lazo en SQED en norma y dimensiones arbitrarias:

S7'p) = pP-m?— (;:)D D/Q(m2)%1{r(1 — D/2)
2 ) (m?) ?2;2 “Dop (2 g, 1; % %)
H = o () O =
(5222 o

Observemos que la funcién I' es divergente para D = 4. Vamos a tratar de separar la
parte divergente de esta expresion:

D D p2 p2
D D p2 p2 m2
2F1<3_5’2;5;W> = 2F1<1’2;2;W :m ) (5.54)
rp/2-1)=r(1)=1, r3-0D/2)=1rB3-2)=1, I'(D/2)=1. (5.55)
Sustituimos D = 4 — 2¢ en las siguientes funciones de Gamma:
1
I'(2—D/2) = TI(e) = -+ cantidad finita , (5.56)
€
1
I'(D/2—-2) = TI'(—€) =—-+ cantidad finita , (5.57)
€
1 1
'(1-DJ2) = T(-1+e) =7 Fle)=—=+---. (5.58)
—€ €
Entonces,
2 2 2
1 9 9 e 9 1 p\1 p°\1
=p°—m°— ——4+2(1+—=|-—(1-— 1—=—=)-1. .
57 = = s - Lo (1 D) a-g (1- L)Y 6o

Por lo tanto el inverso del propagador en la norma arbitraria en D = 4 — 2¢ cuando € — 0
es:

21
S t(p) =p* —m* — 1; 5= {m2 +2p* — (1 — &) (m* — pQ)] + cantidad finita . (5.60)
w2 €
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Esta expresién separa la parte divergente de la parte finita en la expresion del propa-
gador escalar a un lazo.

5.3. Transformacion de Landau-Khalatnikov-Fradkin

Si conocemos una funcién de Green para un valor de &, la podemos deducir para
cualquier otro valor de £ por medio de la transformacion de Landau-Khalatnikov-Fradkin
(LKFT). Para el propagador escalar, esta transformacién en el espacio Euclideano es:

S(x:€) = S(x;0)e 1800 =20 ] (5.61)

donde dDp e—iva
A — _jfe? @pe . 62
D(z) 256 / (271’D) p4 (5 6 )

Consideramos el caso simple de D = 3 tinicamente para ver que informacién nos propor-
cionan la LKFT. En este caso

. d3 —ip-x
Ag(z) = ice? / (27:;) 6p_4 . (5.63)

Entonces

dp [1—e P2
e son

A3(0) — Az(z) = _2562/ (27) !

Para integrar hacemos un cambio de coordenadas cartesianas a coordenadas esféricas
polares, tal que, d®p = 2wdpp?df sen . Asi,

2 ood m -
A?,(O) —Ag(a?) = _%/0 p_];/o dgsena[l_efzpmcosﬂ]
icer [ dp
= o /0 p—g[prr — sen px] . (5.65)

Ahora integrando por partes sobre la variable p obtenemos:

< 1 [®d 2
/0 p_g[px—senpx]:—/o p—f[x—xcospx]:x—/o Senpxdp:%xQ' (5.66)

2 2

Entonces,

Ag(0) — Ag(x) = —igg _ —r%g ——— (5.67)

Por lo tanto, para D = 3, la transformacion de Landau-Khalatnikov-Fradkin es

S(z;€) = S(x;0)e™ " . (5.68)
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5.3.1. Propagador Escalar No Perturbativo

En el espacio de momentos conocemos que el propagador escalar a nivel arbol es:

1
S(p;0) = ———— 5.69
70 = ~5 0 (5:69)
en el espacio de Euclides. Consideramos la trasformada de Fourier, tal que,
d*p
S(z;0) = S (p; 0) . 5.70
(@10 = [ e 5(wi0) (5.70)
Entonces,
S(x;0) = L /OO dppi2 /ﬂ df sen fe~Pr 080 (5.71)
’ (27)2 Jo p*+m? J .
donde - 5
/ df sen fe~preost = ZXNLT (5.72)
0 bx
Asi,
. L [P P
S(z;0) = = dpp2 2 SEnPT (5.73)
tal que,
oo P T
d = —e M. 5.74
/0 pr e sen pr = e (5.74)
Por lo tanto,
1
S(z;0) = ———e ™. 5.75
(5:0) = ¢ (575

En una norma arbitraria en el espacio de posiciones usando (5.68) el propagador escalar

en tres dimensiones es: )
S(x;€) = ———e Mtz (5.76)

Amx
Si calculamos la transformada inversa de Fourier de (5.76) obtenemos

5026 = [ drersaig) = [@aers| - Lol

Hacemos una transformacién de coordenas cartesianas a coordenadas esféricas polares de
la misma manera como lo hemos hecho anteriormente. Simplificando tenemos que

1 o
S(p; &) = —};/0 dre™ (M2 gen py (5.78)

usamos la siguiente integral de [1]:

/0 e senbxdx:n!<ﬁ2+b2> Z (—1) 8—@1(@)’ [B,6>0€eR].

0<2k<n
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en nuestro cason =0, f =m + ay b= p. Entonces,

" dre T son pr = P . .
/0 Te sen px gy p———sy (5.79)

Por lo tanto,
1

5 .
p? + <m+%§>

Esta es una expresion no perturbativa para el propagador del escalar. El inverso del pro-
pagador escalar es igual a:

Sp;€) = — (5.80)

2
S_I:—[<m+a—£> ]+p2:—[m2+p2+ma£+

(5.81)

2

@262
4

A través de un cdlculo directo, hemos obtenido que el propagador inverso en tres dimen-
siones en norma arbitraria es:

2 2 _ 2
e 2(m* —
St=—p—m?>+ — [m _ 2w —p) tan ' <£> +(1— S)m] . (5.82)
47 P m
Comparando los dos resultados tenemos que el propagador a orden arbol y el término
maé son iguales. En general, si hacemos una expansion en serie de potencias en « para
el inverso del propagador tenemos:

S = ao(l/o + (a1§ + bl)Oé + ((1252 + bQ§ + CQ)Oé2 cee (583)

Si conocemos S a nivel arbol en la norma de Landau, es decir, conocemos ag, la trans-
formacién de LKF nos proporciona términos del tipo (&)™ correctamente para cualquier
valor de n.
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Capitulo 6

Propagador Fotoénico

6.1. Introducciéon

En este capitulo, vamos a calcular las correcciones al propagador foténico a primer
orden. Ademas, en D = 3, sumaremos diagramas con burbujas para evaluar el propaga-
dor modificado. Las correcciones en el propagador foténico a primer orden vienen de la
presencia de un lazo adicional al propagador foténico desnudo como se muestra en los
siguientes diagramas:

Figura 6.1: Correcciones del propagador foténico a primer orden.

El propagador foténico se representa bajo los siguientes diagramas de Feynman:

k
k w@vx
WW+@+ +
p p p p p p
k—p

Figura 6.2: Correcciones al propagador foténico.
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donde el circulo en el primer diagrama representa todas las correcciones del propagador
fotonico. Aplicando las reglas de Feynman a las correcciones de primer orden obtenemos

= [ s () ()

ki,
+/ @m)P (2 _m2)2ze g . (6.1)

6.2. Propagador Foténico a un Lazo

En esta seccién vamos a calcular la correccion al propagador fotonico a primer orden,
ec. (6.1). Una de estas es esencialmente la misma que como procedimos al célculo de las
correcciones del propagador escalar con unas pequenas variaciones en los calculos. Co-
menzamos simplificando (6.1) tal que

g [A%k o[ (k—p)"(k—p)” 29"
= [ G (] ] 62

Del hecho que (k — p)? = k? — 2k -p+p* y (2k — p)* = 2k* — p# obtenemos

i — / A%k, [—29“”[(/<7 —p)* —m’] + (2k — p)*(2k — p)”}
(2m)P (k2 =m?)[(k = p)? —m?]
_ / "k, [—29’“’[k2 — 2k - p +p® — m?] + 4kMEY — 2kFp” — 2KV pH +p“p”]
(2m)P (k2 =m?)[(k = p)? — m?] '

Las integrales a calcular son de la forma:

0= | 0
5= | = (04
# = | = (0:)
==t (00

Para calcular la integral Jo usamos (A.15). Entonces
o= / i [ A = 6D
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Definamos
D = z[(k—p)®—m’ ]+ (1 —z)(k* —m?)]
= a[k* = 2k-p+p* —m*+ (1 —2)k* —m?*(1 — x)
= k*—2zk-p+ap’ —m®. (6.8)

Sea w = k — px entonces k = w + px. Sustituyendo éste cambio de variable en (6.8) y
posteriormente en (6.7) obtenemos

1
1
Jo= [ dx [ d" : :

0 /0 I/ w[w2 + p2x(1 — x) — m?]? (6.9)

Esta integral tiene la forma de (A.8) con n =2y s = —p?z(1 — z) + m?. Entonces

1
Jo = inP2D(2 — D/2) / del—p2a(l — z) + m? P22 (6.10)
0

Para calcular las integrales restantes transformamos el denominador a la forma (6.8). Por
ejemplo, para calcular J{ transformamos el denominador y usamos la integral de Feynman
(A.15) de manera que

1
kl/
7= d a7k . A1
1 /0 15/ (k2 — 22k - p + xp® — m?]? (6.11)
Consideremos la siguiente integral [10]
/de Py _ i7rD/2I‘(n — D/Q)qu (6 12)
(P2 +2p-q—1t2)" ['(n)(—q? — t2)n=D/2 .

que es la generalizacion en D dimensiones de (A.5), la cual aplicamos a J{ con n = 2:

1
v _ :.DJ/2 i v x
J = ixPPT(2 — DJ2)p /0 e i s = (6.13)
Para calcular J§" usamos la siguiente integral [10]
. _D/2
PuPv i
d” 4 = ,L(n—D/2
[ Prgns ey = e w01
1
%—Eg,“,(—q2 — ) (n—1- D/2)} (6.14)
que es la generalizacién en D dimensiones de (A.6) con n = 2. Entonces:
1
JE = PPyt T(2 — D/Q)/ dra?(—p*a? — m? 4 zp?)P/2~2
0
: 1
+%7TD/2g‘“T(1 — D/2)/ do(—p?a? —m? + xp*)P/2 L (6.15)
0
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Hacemos una contraccién con g"” en la integral (6.14), tal que,

/ dP P = i’ T'(n — D/2)
SR o R OV e &

FE P - T -1-Dp)|

la cual aplicamos a J3 con n = 2:
1
J3 = Zﬂ—D/Qp2F(2 _ D/Q) / dxx2(_p2x2 _ mQ + xPQ)D/Z—Z
0

+%7TD/2F(1 — D/Q)/ dr(—p*a® —m? + ap®)P/*t
0

(6.16)

(6.17)

Después de simplificar y realizar algunas operaciones algebraicas obtenemos que el pro-

pagador fotonico a primer orden en D dimensiones es:

o= e (o) [ 619
Solo falta una integral por calcularse.
6.2.1. El Propagador Foténico en 3 Dimensiones
Ahora vamos a calcular (6.18) en D = 3:
= o (G =0) | (6.19)

N (27r)3p D —p2x(1 — z) + m?2)1/2
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Para resolver las integrales en la variable x usamos las siguientes integrales!

de 1

VR Ve
1 conh-! <26:E +b

Ve VA

1

%ln(chij) [c > 0,A = 0]

1 2 b

= —\/—__carcsen <%> [c < 0,A <0

zds _ YR _b fds

VR c 2¢ )] VR

x2dx x 3b 3 a dz
[ = G Ge3) [ 7r

donde R = a + bx + cx® y A = 4ac — b%. Asi, tenemos que

In(2VeR 4 2cx +b) ¢ > 0]

) [c>0,A > 0]

/1 " e <\/ ; )
= Zsen — ],
o (m?—p2x+p2a2)l/2  p 4m?2 — p?

/1 xdx 1 - D
= —sen e ————
o (m2—p2x+p2a2)i2 p am?—p2)

! z?dzx m 3 m? _1 D
2 _ .2 5oz o2 T\ T E senh 7 2/
o (m?—px + pa?) 2p p  p VAm2 — p

Por lo tanto,

/1 (42% — 4z + 1)dz 2m N p? — 4m? - ( p )
= — +————sen — .
o (—p*x(l—x)+m?)/2  p? p? \/4m? — p?

Ahora usamos las siguientes identidades para transformar (6.25):

X

V1— 22

1 )
tanh ! P = — arctan id }
2m 7 2m

Estas integrales las tomamos de la referencia [1].

tanh 'z = senh !
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(6.21)

(6.22)

(6.23)

(6.24)

(6.25)

(6.26)

(6.27)



Entonces

U (42% — 4o+ 1dx 1 |m?—p?/ 4m2
= t - (6.28)
| T e | e g

Finalmente, el propagador foténico a primer orden en D = 3 es:

. 2 2
gy Yy w2 1 m-— p [ 4m
1T - 2 [p p g p ]\/_7]92 —p2/4 aTCtan 6 29

donde a = €?/4r es la constante de la estructura fina. Cuando m = 0 tenemos:

1
i = 12 [p“p g‘“’pQ] —_. (6.30)

4 /—p2
6.2.2. Regularizacién

Calculamos (6.18) en D = 4 — 2¢. En si queremos separar esta integral en una parte
finita y una parte infinita como lo hicimos en el capitulo anterior para el propagador
escalar. Comenzamos con

2F(2 _ Doy (17:;1/ - g’“’) /01 ( (42% — 4z + 1)dz  (6.31)

—p2a(1 — ) + m2)2-D/2

ie2rP/
(2m)P

Sustituyendo D = 4 — 2¢ tenemos:

Y =

;52

1 2
o _ ie r oy 2W/ (4x* — 4z + 1)dx 6.32
. 16(2)2em2m—¢ ()" = p°g"™) o (—p2z(1 —2) +m?)e (6.32)
Usamos la expansién de la funcion Gamma (A.23) tal que
. 2 1
it — 16 2[1 +elnd][1 + eln] [— — v+ O(e )} (P — p*g") x
1
/ (422 — 4z + 1)(1 — eln(m? — pa(1 — 2)))dz . (6.33)
0
Despreciamos términos mayores del orden O(e). Obtenemos:
it = i [1 7 [pHp” — p* g /1(4152 — 42 + 1) In(m? — p*x(1 — 2))dx
1672 (3¢ 3 0
Entonces
i = 2 (L g — p2gm] + cantidad finit (6.34)
it = — - cantidad finita . .
T T aem\3e )PP TP

Hemos logrado separar la integral inicial en una parte finita y una parte infinita.
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6.3. Meétodo Alternativo

Ahora vamos a calcular nuevamente el propagador foténico en D dimensiones pero de
otra manera. Regresamos a la ecuacién (6.1) la cual escribimos de la siguiente manera:

' A"k [Ak*K” — 2k'p” — 2K"p" + ] k1
o _ 2 o2
T e / (2m)D (k2 — m2)[(k — p)? — m?] eg / 21D (2 —m?) (6.35)
it =
462/ dPk Kt kY e V/ APk i
@ R —m)[(k—ppP—m? ~ =P ] @mP (&= w2k = p)* = 7]

0w [ d°K kY g [ A7k 1
er /(%)D &=k p—mr] Y /(27r)D (k2 — m?)

9 u v dPk 1
+" [ Gy =g =] (6:36)

Primero evaluamos

w [ p Kk
J _/d (e e (6.37)

Dado que J* solo puede depender de p*p” y ¢g"”, y como es simétrico bajo el intercambio
i <> v, la podemos escribir de la sigiente manera general.

kP EY pHp” 1
w— [ aPy = — Zg"| + bg" :
= [ [pz D’ ]+ ’ (059

donde tenemos que determinar a y b que seran funciones de £ y m. Multiplicamos por g,
en ambos lados de la ecuacién, (6.38):

k? k* — m? +m?

st = [ ’“<kz m2>[(k—p m2]‘/ ! k(kQ—mQ)[(’f—p)Q_mQ]

G I = bg,,g"" = bD . (6.40)

D/ k — p)2 —m? D/ p) e (6.41)

Ahora multiplicamos la ecuacién (6.38) por p,p, en ambos lados de la ecuacion:

uyo D (kp)(kp)
pupu " = /d e (6.42)
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1 (k-plk*+p*—(k—p)?] 1 [ p k-p
pupy " = =3 /de :—/dk
g (k* = m?)[(k —p)> —m?] 2 [(k —p)* —m?]
k-p 1 k-p
— [ d"k — = [ d"k 6.43
[ e 1 6
La ultima integral es cero porque es una integral impar:
k-p kH
dk——"—=p" [ dhk————-x=0. 6.44
[ i = [ (640
Hacemos el cambio de variable w = k — p en la primer integral de (6.43), tal que,
k-p (p+w)-p 1
dPk = [ dPwrt——""F = 2/dD —_. 4
/ [(k — p)? — m2] / w2 P W2 (6.45)
La segunda integral es equivalente a
/de hep _ l/d% Kty — (k= p)”
(k> —m?)[(k — p)* — m?] 2 (k% = m?)[(k — p)> —m?]

Después de sumar y restar m? y simplificar obtenemos:

2 1

D k-p _ b D
K ) (s K S p——

Entonces la ecuacién (6.43) la podemos escribir como:

pupy I = p—Q/de ! + p—4/de ! . (6.46)
g 2 k? —m? 4 (k2 — m?)[(k — p)? — m?]

Por otro lado, también tenemos que

2

v p 1
pupy ' = a {pz — 5} + bp? = ap? <1 — 5) + bp? . (6.47)
Por lo tanto,

D=2 D 1 p?D — 4m? D 1
e i T K e e M

La ecuacién (6.47) ha sido determinada en términos de a y b que a su vez estas estan dadas
en términos de integrales las cuales vamos a calcular mas adelante. Antes consideremos

la integral
/ d"k i (6.49)
(k* = m?)[(k = p)* = m?] '
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Por el hecho de que esta integral depende tinicamente de p*, la podemos escribir como

D k* = cpt
| Pr = = (6:50)

Para encontrar ¢ multiplicamos por p, ambos lados de la ecuacién (6.50):

k-p

cp2 — /de(k2 —m2)[(k - p)2 — m? . (6.51)
Entonces
Y o KAp—(k-p?® 1 JPk
=52 | PN ) T O
Asi
P i I Y
/d k(k2 —m?)[(k—p)2—m?] 2 /d k(k2 — ) [(k —p)2 —m?’ (6.53)
D kY 1 " »
/d k(kz —m?)[(k—p2—m? 2 /d k(k2 (k= pP—m? (6.54)

Asi, la correccién al propagador foténico a nivel de un lazo ecuacién (6.36) la podemos
escribir de la siguiente manera

4e? D -2 1 pQD_4m2
= ) 1,1;
1T (27T)D{|:2(D—1)J(1’0’m’m)+D—]_( 1 )J(, ,m,m):| X

1L oV 1 py 2 ghw
(“’ _—gW>+g—J(1,0;m,m)+mbq J(Ll;m’m)}

p? D D
e v J(1,1 ) 2 I, 0;m,m) (6.55)
(27T)Dp p ) ) ) (27T)Dg b ) b b
donde hemos usado la notacién
dPk
J(v1, v9;my, mo) :/ ) (6.56)
(2 = wd) [ — ) = ]

Después de simplificar y realizar algunas operaciones algebraicas llegamos a que

e? 1 pHpY
T = — g™ 1 12(D - 2)J(1,0;
20 (27T)D D _ 1 < p2 g ) |: ( ) ( ? 7m7 m)
+(p* — 4m?)J(1,1;m, m)} : (6.57)
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donde [17],

J(,1im,m) = mD/2<—p2>D/“[

~T(1— D/2)(1 - \) ( - m—;> ?225 (1, 2

J(1,0;m,m) = —ixP’T(1 - D/2)(m?)% "

con \ = ,/%. Para el caso D = 3 la ecuacién (6.57) se reduce a:

PP N & 2J(1,0;m,m) + (p* — 4m?)J(1,1;m,m)
(27r)3 3 _ 1 p2 g ) ) ) ) ) )
62 pupu pQ _ 4m2
= = (EE g o, P ja,1; .
(271—)3< p2 g > [J( 7O7m7 m) + 2 J( ) 7m7 m):| Y (6 59)
donde J(1,1;m, m) = Jy solo que ahora en 3 dimensiones:
A3k
J(1,1; =
N = (=
1
— P02 - 3)2) / del—p2z(1 — z) + m?]
0
2% 2 2
= " arctan( _p_2> , (6.60)
—p? 4m
y
J(1,0;m,m) = / _ Ak (=1)im2T'(1 — 3/2)(m?)2~" = 2ix’m (6.61)
7 Y 7 (k_2 _ m2) * N
Por lo tanto,
~/w:i_a v oy L dm?  m® —p*/4 [—p? 2
i 5 (P = 9"p) _p2[ R/ Vil (6.62)

Este resultado coincide con el de la ecuacién (6.29).
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6.4. Identidad de Ward

La Identidad de Ward para el propagador foténico nos permite escribir el propagador
de la siguiente manera:

Pubv
A (p%) = AL, m(0°) =655 (6.63)
—— P
Tuw
donde
T _ v, 2 v 2 0 1 2
A = " =pp] v 7)) ~a'+a +a +--- . (6.64)

Que nos quiere decir que la parte longitudinal no tiene contribuciones de ningin orden
en la teoria de perturbaciones. Como una consecuencia de esta identidad i7" o< (g"'p? —
p"p”), es decir, 7" es transversal p,(g"'p* — p'p”) = p’p* — p*p” = 0, a todos los ordenes
en teorias de perturbaciones. Esto es lo que hemos logrado a nivel de un lazo [ver ec.
(6.57)]. Es importante notar que la interaccién de 4-puntos es crucial para obtener la
estructura tensorial requerida de im*”. En otras palabras, esta interaccién es necesaria
para obtener la invariancia de norma.

6.5. Propagador Foténico No Perturbativo

En esta seccion nos interesa saber la forma no perturbativa del propagador del foton
para D = 3 cuando sumamos todos los diagramas con burbujas. Hemos obtenido que el
propagador foténico a un lazo en D = 3 cuando m = 0 es:

) 1
i = % [p”p” — g““pQ] S (6.65)

N

o equivalentemente,

YT

i i[g"” - }%\/—TJQ, (6.66)
p

que corresponde al diagrama representado en la figura 6.1. En Electrodindmica Cudntica

Escalar el propagador del fotén a dos lazos es (tomando en cuenta solo burbujas de
escalares),

IAF =GN 4+ A, (im )iy, (6.67)
donde , .
o\ o P
iAY = 3 <g” T ) . (6.68)

Esquematicamente representamos esta correcciéon en la figura 6.3. Hemos visto anterior-
mente que la parte que es proporcional a £ no se modifica en la teoria de perturbacion.
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Por lo tanto, no consideramos el término proporcional a £&. Entonces,

o T 1. i P'Pa . ap PP’ mar/—p?
S = ) o - L i e e

p2 B p2
1 MoV 1 2 Do a8
_ Z[ <g,w_pp>+_m\/p<u_pp><gag_pp>x

p4 4 o p2

= W+ N

L1

N A\
1A iAby
i

iny

aB

Figura 6.3: Correccién a segundo orden del propagador foténico.

El producto de los dos 1ltimos términos es igual a:

o, v v QU 2, QU aV
<gaﬂ_pp><y_pﬁp>: YR A L R Y

g
P2 b2 P2 P2 P P

Entonces,

N 1 . php” 1 o/ —p? P'Pa , P
v =] = (o= B ) S (- ) (o - )] e

De manera semejante el producto de los dos tltimos términos es:

P'Da R 2 2 W vy
<gg— p? ><ga P >_gu o (6.72)
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Asi,

1 MoV 1 2 M v
iA‘“’:i[—F<g’“’—M> +FL Vp<gl“’_}i>] . (6.73)

p? 4

Por lo tanto,

. .
N [g,w ' } {1 N %L] , (6.74)

p? p? vV

Si consideramos ordenes mayores tenemos que el propagador tomara la forma:
PN = Q[AF + iDL T NGy 4 NG i TN i A + -] (6.75)

Se puede verificar facilmente que:

. oy 2
z’AW:_i[g"”—ppHH” c +< T >+} (6.76)

P2 P2 4 /2 a2

Que representamos esquematicamente en la figura 6.4.

N/\/\/\T\/\/\/MN/\/\/\/\/\/\/MﬂLM/\/\/\/MﬂL v +
l o

‘A v
iA imeB imeB im0

imeB im0 imh

Figura 6.4: El propagador foténico con burbujas sumadas.

a

O

Definamos x =

. Entonces, tomando en cuenta todos los ordenes, efectivamente lo

que pasa es que
2

2 _, p = p2(1 - 7). 6.77
b l+z+a2+a234--] pi-a (6.77)
Por lo tanto,
1
p? = p*+ Zwa\/—pQ : (6.78)
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Usando la notacién p = /—p?,

. pi'p” [
PIAW — | gt — . 6.79
[g p? } p? 4 TEp (6.79)

Este es un comportamiento parecido al del fotén en QED espinorial en D = 3, [15, 16]. Pa-
ra las ecuaciones de Schwinger-Dyson, este comportamiento ayuda a suavisar divergencias
infrarojas para el propagador fermiénico en D = 3.

70



Capitulo 7

Vértices

7.1. Introduccion

En éste capitulo vamos a calcular las correcciones los vértices de tres y cuatro puntos
a primer orden, es decir, a un lazo. Las correcciones al vértice de 3-puntos vienen de
la presencia de un fotén wirtual adicional a los diagramas de Feynman como los que se
muestran a continuacion:

Figura 7.1: Correcciones al vértice de 3-puntos.
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Si aplicamos las reglas de Feynman a los diagramas de la figura 7.1 tenemos que la
correccion al vértice de 3-puntos a primer orden es:

A = AF 4 AR 4 AL (7.1)

donde
—ient = [ (;f)’“,)weranz's<p—w)][—z’ewsw—wm—z’erﬂmaﬁ(wn, (7.2
e Ve R ) e P )
e T () 7 P X1

La correcciéon al vértice de 4-puntos se muestra a continuacion

XX

Figura 7.2: Correcciones al vértice de 4-puntos.

Aplicando las reglas de Feynman tenemos que la correccion al vértice de 4-puntos a primer
orden es:

2ie’TH = / ér—)ll;(—iefo‘)[iS(p —w)](2ie*g")[iS(k — w)](—ielP)idgp(w) . (7.5)

En las siguientes secciones vamos a calcular estas integrales explicitamente.

7.2. El Vértice de 3-Puntos a un Lazo

7.2.1. Regularizacién

En esta seccion vamos a calcular el vértice de 3-puntos en la norma de Feynman en
D =4 — 2¢ cuando € — 0.
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Primer Diagrama

Primero vamos a resolver la integral correspondiente al diagrama:

—ieA] = / %[ieFa][iS(p — w)|[—iel*][iS(k — w)][—iel?][iAgs (w)] , (7.6)

Sustituyendo los valores de S, ['* y A3, tenemos,

—iA} = _62/#(p+p_w)a(p_w)2_m2(k_w+p_w)#(k—w)2—m2X
(k+k— w)ﬂ%[w%aﬂ + (1 = §wawg] - (7.7)

Podemos escribir esta expresién como:

b dPw (2p — w)*(k + p — 2w)*(2k — w)?
A = / :

2m)P wi{(p — w)? — m(k — w2 — ] 908+ (1= ues] (79

Sea que tomamos £ = 1 (Norma de Feynman):

, dPw (2p — w)*(k + p — 2w)*(2k — w)?
A = —je? B - 7.9
R e e (7
El numerador lo podemos escribir como:
(2p — w)*(k +p — 2w)*(2k — w)’ gap
= 2p—w) 2k —w)(k+p—2w)"
= [4k-p—2(k+p) - w + w?][(k + p)* — 2w"]
Ak - p(k + p)* + [=8k - pg"" + 2(k + p)*(k + p)”]w, + 4(k + p),w"w”
+(k + p)rw? — 2wwh . (7.10)
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Entonces

p D, 4k Pk + )" + [2(k +p)"(k + p)” — 8k - pg"]w,
M= (2m)P /d w?[(p — w)? = m?][(k — w)* —m?]

ie? / » Ak +p),ww” + (k + p)rw? — 2w?wH
(2m)P w[(p — w)? = m?][(k — w)* — m?]

(7.11)

Usaremos la integral de Feynman (A.16) con a = w? b= (k—w)?—m?y ¢ = (p—w)*—m?.

Por lo tanto,
1 J—
w?[(p — w)? = m?[(k —m)? —m?]

11—z 1
/dx/ WP T =z =)+ (b= wP =l + [(p = w) — g}

Definamos

D = w1 —2—y)+[k—w)?—mz+[p—w)?—-m?y
= w?—m?(z+y)—2w- (kx +py) + kx + py . (7.12)

Sea que w' = w — kx — py entonces w = w' + py + kx. Asi, la ecuacién (7.12) nos queda
€Omo:

D = [w'+py+ ks> —m?(z +y) — 2w + py + kx) - (kx + py) + k*x + p’y
= w? —m*(@+vy) — (py+ kz)* + k*z + p’y
= w? —mP(z+y)+py(l —y) + k’z(1 —z) — 2zyp - k . (7.13)

Por lo tanto,

1 J—
w’(p —w)? —m?[(k —m)? —m?|

1 xX 1
2 d d
/0 I/U N = m2(@+y) + py(1 — y) + k2a(1 — ) — 2ayp - kP

Sustituyendo esta expresién en la ecuacién (7.11) obtenemos:

AN =—

! (2m)P g
! e 4 k412 vV _ QL . mgh?
/dx/ dy/dDw' k-p(k+p)* +[2(k + p)*(k + p)” — 8k - pg"’]w,
0 0 [w? —m?(z +y) + p*y(1 —y) + k2zx(1 — x) — 2xyp - kJ?

K Hap2 — 2020™
/dx/ dy/dDw 4(k + p)yw'w” + (k + p)*w® — 2ww ‘
—m2(z +y) + p2y(1 — y) + k2x(1 — x) — 2xyp - kJ3
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Las diferentes integrales a calcular son de la forma:

1

= [ d°u' 7.14
O R e s e e e A )
1w,
7= [ dPw’ = 7.15
e K e e e e e ey R
Iy = / P’ w” . (7.16)
[w? —m?*(z +y) +p*y(1 — y) + k*x(1 — z) — 22yp - kJ?

Usaremos las férmulas (A.8) y (6.14) con n = 3 para la primera y la segunda integral
respectivamente. Para la tercera integral observemos que

2 2
B I 2l R A O M
/d w(wz_s)n / w (w? — 5)" / w(wZ_S)n—l
dPwy— . N
+s/ w(wQ—s)" (7.17)

Para nuestro caso, n =3y s = m%(z +y) — p*y(1 —y) — k*z(1 — z) + 2zyp - k. Entonces

Jo = —mD/ZW [mQ(:E +y) =Pyl —y) — Kz(1 — o) + 2yp- k] o
iwD/2 1
g — YHT(2 — D D
T ) — = )~ Fall— ) + 20y WP
J, = inP”? [mQ(:E +y) —p*y(1 —y) — K*z(1 — x) + 2zyp - k] 2 X
{(_1)111% 4+ (_1)71%] (7.18)

Después de simplificar y realizar algunas operaciones algebraicas obtenemos que la co-
rreccién al vértice AY en la norma de Feynman es:

(22;)2[) /0 d;E/(; 7 dy[kM(Q — 31-) +pu(2 _ 3y)] %

{ mP12T(2 — D/2) }
[m2(a +y) — p2y(1 — y) — k2a(1 — 2) + 2ayp - k> 7

A} = cantidad finita +

(7.19)

Aclaramos que cuando hablamos de las partes finitas e infinitas, tenemos en mente de que
al final tomaremos el limite de D — 4.
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Segundo Diagrama

Ahora vamos a calcular la integral Ab:

Al = /‘d ! [—ieT® (p — w, p)][iS (p — w)]|[i Ao ()] 2% g™

(2m)P
_ 2¢” D, (2p — w)a o (1 e wrw”
B @ﬂD/d e Ul il v IR CED)

correspondiente al diagrama:

Tomamos & = 1:

e\t = 2e3 D, (2p — w)*
. (2m)P /d w2[(p— w)? —m?] (7.21)

Sea que w — p — w entonces

et — 2¢? Dy, (2p—p+w)ﬂ
R A e
_ 2_63 D, (p+w)*
= o ] (7.22)

Aplicando parametrizacion de Feynman obtenemos:

ek = / dz / dPw 2p—ptw)" . (7.23)

z(w—p)? + (1 — ) (w? —m?)?

Hacemos el cambio de variable w’ = w — px entonces w = w' + px. Asi,

L . . (1 —z)p" + w'™
—ied; = (2m)P / I /d [w? + p*x(l — ) —m?(1 — )]
2e Dow !
- @)ﬂ?/‘““+@/ﬁ [w? + (1 —a) —m? (1 — @)

2ie*rPP1(2-D/2) ,

= (27r) /Udl'(1+l‘)[ pl‘(l—x)+m(1_m)] 2‘
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Por lo tanto la correccién al vértice A4 en la norma de Feynman es:

2e27P/1’T (2 — D)2
(2m)P

Nle]

A = )p“/0 dr(1+ 2)[-p*r(1 —z)+m*(1 —x)]2 2. (7.24)

Tercer Diagrama

Por ultimo vamos a calcular la correccién correspondiente al diagrama:

p

—ieNy = / dDwD [—iel® (k, k — w)][iS (k — w)][iAq (w)][2ie®g"]

(2)
- (22;)17 /dDwuﬂ[(/(fﬁ ;)%20)_@ ) [ga” - (1= f)wz:# . (7.25)
Tomamos £ = 1:
o 26 . (2k — w)"
e = Gy | (7.26)

Debido a la simetria de esta integral con A5 tenemos que la correccién al vértice para

A% en la norma de Feynman es:

2¢>rP/?T(2 — D/2
(2m)P

A= )k“/o de(1+ z)[—pPx(l —2) + m*(1—2)]7 2. (7.27)

Por lo tanto, la correccion al vértice a primer orden es:

A=A+ A5+ Af (7.28)
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A¥ = cantidad finita + / dx/ y[k*(2 — 3z) + p"(2 — 3y)] x
{ D/Qr 2—-D/2) }
[m? (2 +y) = p*y(1 —y) — Ko(1 — ) + 2zyp - k[~

2e27PP0(2-D/2) [ )
- )7 (" + k )/0 dz(1 + )[—pa(1 — 7)

+m*(1—z)]772. (7.29)

Ahora vamos a poner D =4 — 2¢ en A}, Ay y A§. Para A} tenemos:

2 2 1 1—2
A} = cantidad finita + Wi% / dx/ dy[k*(2 — 3x) + p*(2 — 3y)] x
0 0

{ r=29/27(2 — (4 — 2¢) /2)u* P }
[m?(x +y) = py(1 — y) — K2(1 — z) + 2wyp- K=
9 2 1 1—-2
= cantidad finita + ;F(e)/ dx/ dy[k* (2 — 3z) + p*(2 — 3y)] x
16(2)2em2r—¢ 0 0
[mQ(x +y) —p*y(1 —y) — k*x(1 — x) + 22yp - k] e
112

(7.30)

2 1
A = Cantldadﬁnlta+86—[1—eln4+ ][1+eln7r+---][——fy+---] X
€

/dx/ Yk (2 — 32) + p"(2 — 3y)] x
{1 el { “(+y) —piy(l - yiﬂ_ k(1 —x) 4 2xyp - k} } ‘ (7.31)

Las integrales involucradas son simples de evaluar:

/ dx/ y(2 — 32) /Oldx(2—3:n)(1 g = % (7.32)
/0 dx/ol_x dy(2 — 29) :/0 da [2(1 ) - 2(1 —x)Z} - % (7.33)

Sustituyendo estos resultados en (7.31) y simplificando, ademds de despreciar términos
mayores del orden O(¢) obtenemos:

2
A = cantidad finita — ¢
167

26(k +p)*. (7.34)
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De manera similar tenemos que:

ANy = _cr dr(l—2)31—€ln pa(l—z)+m(l-z)
812 € Jy 2
2 W 1 3 2010
= cantidad finita — 86?% (1 + 5) = cantidad finita — 12726 (7.35)
' 3e?kr

A% = cantidad finita — ZW% : (7.36)

Por lo tanto, la correccion al vértice a primer orden en D = 4 — 2¢ es:

. . o2 2
A* = cantidad finita + R(lﬁ +p)t — 167T26(k +p)¥ (7.37)
2

A = _87T2€(k + p)* + cantidad finita . (7.38)

En esta seccién, hemos logrado la regularizacion del vértice de tres puntos, es decir,
hemos separado le parte finita de la parte infinita. En la proxima seccién, confirmaremos
que esta division respeta la covarianza de norma.

7.3. Identidad de Ward-Green-Takahashi

A continuacién vamos a verificar la identidad de Ward-Green-Takahashi que relaciona
el propagador escalar con el vértice de 3-puntos. La cual nos dice que S™!(k) — S~!(p) es
igual a ¢,I'*, es decir,

Como la regularizacion dimensional preserva la simetria de norma, esperamos que las par-
tes finitas e infinitas satisfagan la identidad de Ward-Green-Takahashi individualmente.
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Como hemos evaluado explicitamente solo la parte divergente, la verificamos para esta
parte.

e m? + 2k?

S™Hk) = — = . + cantidad finita ,
S'p) = - 12; m t 2 + cantidad finita (7.39)
entonces
STHk)-SHp) = — 12; o+ 2K Z m” = 2" + cantidad finita
= —Se—;kQ Zp2 + cantidad finita . (7.40)
Y
g = _86—7:2 b= pﬂ)ﬁ(k“ +7) + cantidad finita
= —%kQ ZpQ + cantidad finita . (7.41)

Por lo tanto se satisface la identidad de Ward para la parte divergente. Vamos a agregar
los siguientes comentarios:

= La identidad de Ward-Green-Takahashi que relaciona el propagador del escalar con
el vértice de tres puntos es satisfecha para la parte divergente en la norma de Feyn-
man.

= Aunque no lo hemos mostrado, pero asi debe de ser para el caso de la norma arbi-
traria y para la parte convergente también.

7.4. El Vértice Completo de 3-Puntos a un Lazo

Hemos calculado la correccién del vértice en la norma de Feynman. Ademas evalua-
mos Unicamente la parte divergente. Ahora vamos a evaluar A} completo en una norma
arbitraria.

7.4.1. El Vértice A} a un Lazo

Regresamos a la expresion de la ecuacién (7.8):

b2 dPw (2p — w)®(k + p — 2w)*(2k — w)”
A = / 2m)P wi(p — w)* = m?*|[(k — w)* — m?]
[0 gap + (1 — E)wawp] - (7.42)
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El primer término en el numerador toma la forma de (7.10) y el segundo término lo
transformamos como:

(2p — w)*(k 4+ p — 2w)*(2k — w) wawp
= (20" —w)[(k + p)* — 2w"][2kP wawps — W w,]
= 4(k + p)"p*kPwaws — 2(k + p)*(k + p)*w w, — 8p“k whwawg
+4(k + p)*wwhw, + (k + p)w? — 2whw" (7.43)

Las diferentes integrales independientes a calcular son de la forma:

e R (T (740
R R (= 7
R e e e (740
R e e Ty 0
R R e e (e 74
S e = —% (e 749
e e (T (720

Las integrales (7.44 - 7.49) ya han sido calculadas en [11], [13], [14]. En el Apéndice B
calculamos J© y K explicitamente para D = 3 y D arbitario respectivamente. Los
resultados para las integrales (7.44 - 7.49) en D = 4 + € son [14]. Primero vemos

0 — Dyy L = im” - :
KO = A O 2w
W _ Doy ]
K /d [(p — w)? = m?][(k — w)? — m?]
_ %(pu—l—kﬂ)[C'—FQ—QS], (7.52)
donde
2 2
C = —Z—y—ln(ﬂ)—lnm , (7.53)
_ Lm0t 4]
s = 5(1-4F) e 24



Ahora

1
JO = / P 7.55
Yl — e — kW)~ )
es expresada en términos de la funcién de Spence Sp(z),
* In(1-—
spte) = — [ a0 (7.56)
0 Y

asi que

. q
JoO 4l {Sp( Y1 >+Sp< y1m2>—5p< Y1 m2>
—2A h—1 Y1— 7 Yi— 7

-1
—5p< Y2 )—Sp( y2m2>+5p< Yo m2>
Ya — 1 Yo — 47 Yo — 47
-1 -1
+Sp< Y3 )—Sp<y3 >+Sp< Y3 )—Sp<y3 )},(7.57)
Ys— ¢ Ys — 1 Y3 — q2 Y3 — q2

donde
—(k-p)+A
o = 1+%, Y1 =Y +a, Y= il ) y3:_y_0’
p (1-a) a
1
Yo = 2pTAWpQ—2(147-p)2+2(k-p)A—pQAerQ(k-p)—mQ(/f-p—A)],
1+ +/1—4m?/¢? 1—/1—4m?/q¢? ) 5 19 o
o = 5 . o= 5 , A= (k-p)" —kp°.

Tenemos que

W — [ 4P Wy
A R e e T (7:5%)
la podemos escribir como
(1) im?
T = 5 lkuda(k, p) + puJo(k, p)] (7.59)
donde .J4, .Jp necesitan ser funciones escales de k£ y p. Tal que
1 [ J
Ja(k,p) = P{go(—m% q—p°k-q)+k-pL' —p’L —2p- qS} : (7.60)
JB(kap) = JA(pa k) ’ (76]‘)
donde
o in? B m2 P ,



En una manera andloga tenemos que la integral tensorial

oV
W = [ d"w e 7.63
o = / w?[(p — w)? — m?][(k — w)? — m?] (7.63)
explicitamente es
iﬂ-z g 14 k2 2(k . p)
J;(L2I/) = 7{%Kﬂ + <kuku - guy5> JC + (puku + kupu — D )JD
2
+ (pupu - guy5> JE} ) (764)
donde )
Ko(k,p) = 5K, (7.65)
i
1 m2 m?\
Jo(k,p) = 4A2{<2p + 2k - pk2> _4k.ps+2k.p<1_ﬁ>L
+2k - p(p® —m?) + 3p*(m® — k)] Ja + p*(m? — pz)JB} . (7.66)
1 ) ) ) m2
To(k,p) = 4A2{2’€ pl(k* = m?)Ja+ (p* —m*)Jp — 1] — k [QP — 28
2 / 2 2 2 m2
+<1—ﬁ>L (p° —m )JA:| —D [—28+ (1—p—2>L
+(k? - mQ)JB} } : (7.67)
Jp(k,p) = Jo(p, k) - (7.68)
Finalmente,
1(2) — /dD WaWp
af ww4[(p _ w)Q _ m2][(k _ w)Q _ m2]
iWQ ga k2 2(k .p)
2
+<papﬁ - gaﬂ5>IE} 3 (769)
donde
1 k 2
IA(k,p) = F{ _ —qu _ % (m2 . k2)k2 . (m2 _ k2)k 'p}S
1
s = ket T o+ k)|
l{)2 2
- (m*+k-p)L' } (7.70)



IB(kap) — IA(pa k) ) (771)

con el denominador

o= (0= 2 — )8 — )+ — ) R — )’

= P’k + 2[(p* + KAk - p — 2%k m? + miq? (7.72)
1 k - m?
Ic(k',p) = E{QPQJO — 4l€—2p <1 + m[/) + {2l€ P — 3]92}JA - szB
+{=2k - p(m?* — p*) + 3p*(m* — k*)} 4 + p*(m* — pQ)IB} : (7.73)

1 m? , m?
+(2k - p— k) Ja+ 2k - p— p)Jp + [K*(m* — p*) — 2k - p(m® — k?)]14

+p*(m® — k?) — 2k - p(m® — p2)]IB} : (7.74)

Ii(k,p) = Io(p, k) . (7.75)

La integral que nos resta calcular es (7.50) la cual no es necesario calcular puesto que esta
la podemos escribir en términos de algunas de las integrales anteriores.

whwawg

(3) _ D,,
N R e (=

(7.76)

donde
(k—w)?=k+w?—2k-w. (7.77)

De la ecuacién (7.43) tenemos que el factor multiplicativo de esta integral es —8p®k”, sea
entonces que calculamos

fua = 1/dwa4[(p - w);iu::;ﬁ(.kw_ w)? = m?]
= 5 {(k2 —m?) / dwa4[(p —w)? — rrl:2][o(ék —w)? —m?|
+/dwa2[(p W) n;LQ][OEk —w)? —m?]
ke e =l -
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Hemos dado los resultados para las dos primeras integrales. La tercer integral la multi-
plicmos ahora por p®, entonces

Wuw - p
= [ dP = . 7.79
e e )
Usando (p — w)? = p? + w? — 2p - w, podemos escribir
Ll 5 2 / D Wy
= |- d
Q= 5|0t [ v
w w
d” £ — /dD — 7.80
R e = R K (750
La tltima integral es cero y las dos primeras estan en [11]:
2 2
w . 9P m p
d” g =ir’ L1+ —In(1-— 7.81
/ Yol —wr—m] " pQ[ % n( mQﬂ ’ (781)

w im? m? m? p?
[ v = 5 () (- ) ) o

Asi, tenemos los resultados completos de las integrales independientes para el vértice AY
en una norma arbitraria en D = 4 + e.

7.4.2. El Vértice A} a un Lazo

Regresando a la expresién (7.20) tenemos que

M = o [ O o - 0 - 0]

e R = R B =]

p—w) ] Wil(p—w)? —m?]
2¢? u D, 1 _ D, wh
= P {2” Ik Pl — w)? — ] Ik lp— w)? — ]

0 [ v e [l |

Las integrales independientes a calcular son:

b 1
B = /d W (7.83)
Ji = /dwaQ[(p mE—_ (7.84)
Jyt = /dwa4[(p v E— (7.85)



Hacemos el cambio de variable p — w = w’ en la integral (7.83), tal que,

1
_ [ 4D
Ty = /d T s el (7.86)
la cual hemos calculado [ver (5.29), (5.16)]. Entonces
re-2;r-1i D D D p?
_ .. D)2 21 3 2\ D2 : :
Jo = inP/ (D) (m?)2 2, (2 -5l W) : (7.87)
La integral (7.84) la escribimos de la siguiente manera:
z D w” ’
Ji = /d wa[(p—w)Q — = apt . (7.88)
Entonces,
1 w-p
=— [d° : 7.89
5 | e )

Del hecho que w-p = 3[p* +w? — (w — p)?], ademds de sumar y restar m? en el numerador
de la integral obtenemos:

1 D 1 2 2 / D 1
= — _— — d . 7.90
“ 2p? {/d ww2—m2+(p m’) ww2[(p—w)2—m2] ( )
Por lo tanto,
p* D 1 2 2 / D 1
b= _ — . 7.91
Ji 2p2[/d wa_m2+(p m®) [ d ww2[(p—w)2—m2] (7.91)

Estas integrales ya las hemos calculado en el capitulo 5 (ver para la primer integral (5.18) y
(5.29), (5.16) para la segunda integral). Finalmente, sea que escribimos J5"” de la siguiente
manera:

Qb oV 1
N oo =L _ Z g fpg 7.92
2 / ww4[(p_w)2 _mz] a p2 Dg + g ( )
Si multiplicamos por g, esta integral obtenemos:
1 1
b=— [ d" =Jy. 7.93
5. Py~ (9

Ahora multiplicamos (7.92) por p,p,, tal que,

/dDw4[( - w)” = p? [MM] , (7.94)

p—w)*—m?] a

(p-w)* = <[p" + w' + (w = p)* + 2p*w? = 2w (w — p)* = 2p*(w —p)*] . (7.95)
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Después de hacer algunas operaciones algebraicas y simplicando tenemos

D (p : w)2 .
/duﬂ@—wv—mﬂ‘

Loy m2 D, 1 1 D, 1
- Z(p )/d w4[(p—w)2—m2]+4/d w2 — m?2
%(p? _m?) / dwa2[(p - ;)2 — (7.96)

Todas estas integrales ya las hemos calculado (ver (5.34), (5.43) para la primer integral,
(5.18) para la segunda integral y (5.16), (5.29) para la tercera integral). Por lo tanto,
conocemos que es A4 a un lazo en una norma y dimensidn arbitaria lo mismo ocurre para
A% puesto que Ay = AY(k <> p). De esta manera conocemos el vértice de 3-puntos A* a
un lazo.

7.5. El Vértice de 4-Puntos a un Lazo

Ahora vamos a calcular el vértice de 4 puntos. El diagrama correspondiente es el
siguiente:

p
p—w Lo
v w
k—wwpf
k

Entonces

2ie’TH = / d7w (—iel*)[iS(p — w)](2ie*g"")[iS (k — w)](—iel?)iNgs(w) . (7.97)

(2m)P
Sustituyendo los correspondientes valores para .S, I' y A,z obtenemos:
ie? (2p — w)*(2k — w)?
Fuu - _ iz dD
e | = ay— e = =]
[0? Gap + (€ — Dwawg] . (7.98)
Sea
N = (2p—w)*(2k — w)’[w?gas + (£ — Dwawg]

— wi(2p—w) - (2 —w) + (€ — - (2p— w)w- (2k — )

= 2[4k p=2p-w—2k-w+w?]+ (€ - )[2p w — w?][2k - w — w?

— [ — 20%(k + p)wt + 4k - pu?] + (§ — [’ — 20%(k + p),wt + 4k p,ue’]
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Asi, las integrales independientes a resolver son

KO = e (799
N e = =t (7100
W = [ o tw (100
R R e (e (7102

Por lo tanto, no tenemos nuevas integrales a resolver. Estas tienen la misma forma que
las integrales de tres puntos.

7.6. Sobre el Vértice No Perturbativo de 3-Puntos

La identidad de Ward-Green-Takahashi relaciona el vértice con el propagador escalar
de la siguiente manera:

¢"Tu(k,p) =S ""(k) =S '(p) , (7.103)

la cual, hemos verificado explicitamente para la parte divergente del vértice a un lazo.
Esta identidad indica que el vértice completo contiene informacién del propagador escalar.
. De qué manera podemos extraer esta informacion?. Para ver esto, podemos empezar con
la identidad de Ward que es la forma limite (k — p) de la identidad 7.103:

9 51 p) = T(p,p) (7.104)

Podemos verificar esta identidad para el inverso del propagador escalar a orden arbol,
57 (p) = —
0 0
apu[ (p)] o

Por otra parte, ['*(p, p) = 2p*. Por lo tanto, la identidad de Ward obviamente se satisface
al orden drbol. La ecuacién (7.103) nos permite dividir I';, en dos partes,

"] = 2p" . (7.105)

Tu(k,p) =T} (k,p) + T (k,p), (7.106)

donde Fg(k,p) es llamado el vértice transversal y Fﬁ(k,p) es llamado el vértice longitudi-
nal. El vértice transversal, por definicion, satisface las siguientes propiedades:

¢"Ty(k,p) =0 y Tyi(p,p)=0. (7.107)

Entonces,
¢"Ty(k,p) = S (k) = S '(p) - (7.108)

88



De esta manera Ff(k, p) queda completamente indeterminado. Usando estas propiedades
tenemos que:

0

Ty(p,p) = -—5"(p) . 7.109
. (P, D) o (p) (7.109)
Empleando la regla de la cadena obtenemos
op?> 0 a
Il(p,p) = ——=55 '(p) =2p,=55 ' (p) . (7.110)

~ 9p, Op? op?

El vértice longitudinal satisface la propiedad de ser simétrico bajo el intercambio del
momento k y p, es decir, I'7 (k,p) = T'7 (p, k). Uno de los procedimientos mds usados para
determinar el vértice longitudinal para momentos arbitarios es

1 05~ (p)  ST'(k)— S7(p)
TR 4 TR
P (R T (7.111)
cuando k # p. Entonces
Sfl _ Sfl P
I7(k p) = (K" + p") (kz_pg (v) (7.112)
Por lo tanto,
Sk —=Sp
() = 1+ ) S50 g (r13

Sabemos que I'*(k, p) se puede escribir inicamente en términos de k* y p#. Por lo tanto,
la expresién mas general se puede escribir como

I (k,p) = K" + gp" (7.114)

o alguna combinacién lineal de vectores k* y p”. La ecuacién (7.112) nos sugiere escoger
una de estas como k* + p#. Por lo tanto I'}. necesita solo un vector para expanderse.
Podemos escribir

Fz(k,p) = 1(k*, p*,¢*)T,(k,p) . (7.115)
Siguiendo [19], escogemos
Tu(k,p) =k - qp" —p - qk" (7.116)
Es facil verificar que
qT"(k,p) =0 y T"(k,p)=0. (7.117)

Por lo tanto

I (k,p) = (K" +p") +7(k* 0% @)k - qp" +p - qk"] . (7.118)
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La tunica funciéon que nos queda indeterminada es la funciéon 7. Si conocemos esta funcién
podemos saber todo sobre el vétice no perturbativo. Para el vértice a orden arbol la
funcién 79 = 0, puesto que,

Dh(k,p) =kt +p*, D¢ (kp)=k +p', = T%(kp) =0. (7.119)

El conocimiento de 7 a un lazo nos puede guiar a sus posibles estructuras no perturbativas.
Esto se obtiene de la siguiente manera:

St - S

—Llazo — azo(k) — azo(p)
Titazolki - qp" — p - qk"] = T) 100 — == o p; l (k" + p") . (7.120)

-1

aze ¥ L) 1%2°, podemos calcular 71_q.0. Este trabajo esta en proceso.

Ya que conocemos S
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Capitulo 8

Discusion y Conclusiones

Hemos estudiado Electrodinamica Cuantica Escalar a nivel de un lazo en la teoria de
perturbacuiones y algunos aspectos no perturbativos de la misma. Vamos a resaltar los
resultados mas importantes que hemos desarrollado a lo largo de la tesis:

» PROPAGADOR ESCALAR

e Hemos calculado el propagador escalar a un lazo en dimensién y norma arbi-
traria. Como casos particulares tomamos D = 3y D = 4 — 2¢ en el limite
e — 0.

e Basandonos en las transformaciones de Landau-Khalatnikov-Fradkin obtuvi-
mos una expresién no perturbativa para el propagador escalar (sin masa) con
el conocimiento del mismo a nivel arbol en D = 3.

= PROPAGADOR FOTONICO
e (Calculamos el propagador foténico a un lazo en dimensién arbitraria conside-

rando los casos D =3y D =4 — 2¢ en el limite € — 0.

e Como una verificacion de nuestros resultados, la identidad de Ward es satisfecha
puesto que la estructura tensorial es transversa.

e Asi mismo calculamos el propagador foténico sumando las burbujas en D = 3
en el caso en que m = 0. Donde pudimos observar que este tiene un compor-
tamiento similar al propagador del fotén espinorial en D = 3.

» EL VERTICE DE TRES PUNTOS

e Calculamos el vértice a un lazo en la norma de Feynman en D = 4 — 2¢ en el
limite € — 0.

e Verificamos la identidad de Ward-Green-Takahashi que relaciona el propagador
escalar con el vértice de 3-puntos para la parte divergente del vértice la cual
se satisface.
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e Hemos comentado sobre la estructura no perturbativa del vértice de 3-puntos,
asf la informacién de un lazo nos puede guiar a posibles formas no perturbativas
del mismo.

A futuro deseamos llevar a cabo las siguientes tareas:

El célculo de algunas integrales explicitas del vértice en D = 4 — 2e que no hemos
desarrollado completamente en norma arbitraria.

Determinar la funciéon 7_;.,, y obtener una posible expresion para el vértice no
perturbativo.

Consideraremos el Lagrangiano més general que incluye el término —% (¢*¢)?.

Calcular las funciones de Green a dos lazos, especificamente del vértice de tres
puntos.

Verificar la identidad de Ward para los vértices de tres y cuatro puntos.
Estudiar las ecuaciones de Schwinger-Dyson.

Renormalizacién en Electrodindmica Cudntica Escalar a un lazo.

También los calculos realizados en esta tesis sirven como una preparacion para los calculos
de lazos en QED espinorial y QCD.
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Apéndice A

Parametrizacion de Feynman

A.1. Algunas Integrales Estandar

Primero listamos las integrales estandar que mas frecuentemente encontramos en la
evaluacién de integrales de lazos.

/% - mQ%SJQ . >3, (A1)
/d‘%ﬁ:ﬂ, n>3, (A.2)
/d%u% = i ng(n)g) S‘qT:: , n>4, (A.3)
/ P+ 2pq T ”J(l?(;f) = ;2)71—2 LEN (A.4)
[t = g "3 49

/d4p (p? +2pq+t)
_ 2P0 =3) 2(n = 3)¢"q" + (t — ¢°) 9] n> 4. (A.6)

20 () (=7

La féormula (A.1) la hemos derivado anteriormente en la seccion 4.2.2 realizando la inte-
gracién sobre el cortorno de integracién de w® y la subsecuente la integracién con respecto
a w usando coordenadas polares.!La ecuacién (A.2) es obviamente de simetria. Las ecua-
ciones (A.4) y (A.5) se siguen de (A.1) y (A.2) respectivamente por un cambio de variables
dewysa

p=w-—q, t=q¢"+s. (A.7)

'Para més detalles ver la referencia [2].
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Diferenciando la ecuacién (A.5) con respecto a ¢, nos conduce a la ecuacién (A.6), y
tomando ¢ = 0 en la ecuacién (A.6) obtenemos la ecuacién (A.3). Podemos generalizar
las férmulas (A.1)-(A.6) a un espacio D-dimensional

/7(%;?”8)" = z’erﬂF(nF;?jD) Sn_lp/z ,  n>D/2, (A.8)
/d%}ﬁ =0, (A.9)
/dDw% _ D/ ['(n ;F%(i))— 1) Sn_ﬂ;:Q_l ’ (A.10)
/dDwﬁ — D/ I'(n ;F%(S)— 1) Sn—lD)/z—1 ’ (A.11)

donde la ecuacién (A.11) se sigue de la ecuacién (A.10), ya que
99" =D . (A.12)

Las ecuaciones (A.8)-(A.11), son en primer lugar derivadas para valores enteros de D. Para
valores no enteros, las integrales son definidas por las expresiones de los lados derechos de
estas ecuaciones. Podemos escribir D = 4 — 2¢ y luego requerimos tomar el limite e — 0,
es decir D — 4. Otras integrales involucran tensores mas complicados en el numerador de
la integral son féaciles de obtener de las férmulas de arriba por diferenciacién y cambios
de variables, pero para nuestro proposito con las anteriores es suficiente.

A.2. Parametrizacion de Feynman

Las integrales (A.1)-(A.6) contienen un sélo factor cuadrético, elevado a la potencia
n, en los denominadores, usualmente nosotros tratamos con integrales que contienen un
producto de varios factores cuadraticos diferentes en el denominador. Estos resultados
mas generales son reducidos a la forma deseada usando una técnica ingeniosa dada por
Feynman. Para el producto de dos factores cuadraticos a y b, comenzamos con la identidad

1 1 bdt

— = —. A.13

ab b—aj, t? ( )
Definiendo el pardmetro de Feynman z como

t=b+(a—b)z, (A.14)

La ecuacién (A.13) puede ser escrita

1 ! dz
ab :/0 BT (a— b0 (A.15)
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Vemos que introduciendo el pardmetro de Feynman z hemos expresado 1/ab en términos
de un sélo factor elevado a la potencia 2. Aunque la integral (A.15) tenga la apariencia
de ser mas complicada, veremos que la parametrizacién de Feynman nos permite evaluar
todas las integrales directamente. El método anterior se puede extender facilmente. Para
tres factores, el resultado alternativo es

1 ! @ 1
— = 2 d d
abe /0 x/o y[a +(b—a)z+ (c—b)y]3

1 1—=x 1
= 2/0 dz/o dz[a+ b= )+ (c= ) (A.16)

las cuales se pueden probar integrando con respecto a y y z respectivamente y usando
la ecuacién (A.15). La ecuacién (A.16) se puede generalizar a un nimero arbitrario de
factores, y el resultado es

1 —1
T(n+1) / dz, / dzy - - / dzy,
Qo149 -

X [a(] + (al — aO)Zl 4+ 4 (an _ an—l)zn]n+1 (A].?)

la cual es establecida por induccién. Otros resultados tutiles son obtenidos por diferencia-
cién con respecto a uno o mas parametros. Por ejemplo, diferenciando la ecuacién (A.15)
con respecto a a obtenemos

1 ! z
P 2/0 dzm . (A.18)

En la misma manera podemos obtener otras expresiones mas complicadas.

A.3. La Funcion Gamma

De las identidades de la Funcion Gamma tenemos que
1
F(e) =-T'(1+¢) (A.19)
€

por una expansion de Taylor (e < 1)

L(1+e€) = T(1)+ V(1) 4+ O(?)

= 1+el(L)(1) + O(e?)

= 1—ey+0() (A.20)
wl(z):_’y—é—f—z:(%—riz) (A.21)
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Cuando z = n=entero

B =+ )=
D) = 21— 7+ 0() = - — 7+ 0(c)
I'(—1+¢) = —1i€F(6):—(1+6+62+"')<%—’}/+O(6)>

1
- —[Fr1-qon).

1 1
y=1lim(14+=+---+——Inn) =0,5772157
n—o00 2 n

donde v es la constante de Euler.
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Apéndice B

Calculo de Algunas Integrales del

Vértice

B.1. Cilculo de la Integral J©) en D =3

Vamos a calcular:

O — [ gPuw 1
! / P~ w)E — [k — w)E — ]

Empleamos parametrizacion de Feynman,

1 1 1
JO = 1(3) / dPw / da / dovy / dag %
0 0 0
5y — 1)

[a1[(k — w)? — m?] + as[(p — w)? — m?] + azw?]?

con oy = aq + ag + a3. Definimos D como

D = ai[(k—w)®—m’] + allp—w)* — m*] + azw’

= a,w® —2(ark - w+ agp - w) + oy (k* — m?) + ax(p® — m?)

k 2
= o [(w — w) + ?{as[al(kQ —m?) + as(p? — m?)]

—(ank + %p)j}s] : 5

Sea )
(0% «

oy
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Entonces,

/dOzl/ dOéQ/ deg

dw

/ [w? + a5 ?{as[ar (k2 — m?) + az(p? — m?)] — (a1k + a9p)?}]?

Hacemos uso de la siguiente féormula:

/(wd& (—1)yig02 L0 = D/2) 2

Q_S)n 52 ’

podemos escribir

JO = _iz70(3— D/2) / dal/ dag/ dag x
d(as—1)

aP =3 —a,[an (k? — p?) + ax(p? — m2)] (ouk + agp)2}3-D/2

Ahora empleamos el Teorema de Cheng-Wu!, el cual nos dice que si

- /Olﬁdmd(l —Zzn;ozz)F(a) :

entonces podemos escribir

00 ! 1 " n
= / Hdai/ H5<1 - Zai>F(a) ,
0 0
donde el conjunto de los a ha sido dividido en dos conjuntos no vacios
{o‘/’}:{ala"' ,Oék} ’ {Ol”}:{&k+1,"' ,&n}.

Haciendo uso de éste teorema,

JO = —Z7T2F<3——>/ da3/ daz/ day X

011 - ]_
aP=3{—a,[on (kK — p?) + ax(p® — mg)] (onk + app)?}3=P/2

Después de una integracién trivial sobre oy, obtenenos

D = (1+a+a3)??m*(1+ a0+ a3)(14+a) —E*(1+ay +asz—1)

—p2(1 + ay + az)ag + azp? + 20k -p]3’%

'Para més detalles ver la referencia [12].

98

(B.5)

(B.6)

(B.8)

(B.11)

(B.12)



Usando —2k -p = ¢®> — k% — p?
D=(14ay+ ag)D_Q[mQ(l +as+a3)(l+ az) — ask® — asasp® — a2q2]3_% (B.13)

Por lo tanto,

D o0 0
JO = —mD/QF<3 — —) / dag/ das X
2 0 o (1+ay+az)P3
1

= (B.14)
(Mm2(1 + as + a3) (1 + 2) — ask? — apap? — aag®* 2
En el caso de tres dimensiones
3 & & d
JO = g1 <—> / dag/ @ X
2 0 0 (]_ + Of2 + a3)0
1
[m?(1 4+ s + a3)(1 + ag) — azk? — asazp? — QQQQ]%
i /°° /°° doy
— e dO{3 3
2 Jo 0o [m2(1+ oo+ a3)(1+ ag) — azk? — avazp? — azq?]>
. 9
% Jo (B.15)

donde

[ee] [ee] d
JO = —/ dOég/ a2 3 (B16)
0 o [M2(1 4 as+ a3)(1 + ag) — azk? — asazp? — asq?)?

Vamos a integrar sobre a3 primeramente, tomamos

w

D = m*(1+ay+as3)(l+ay) — azsk? — asazp® — asq’]?
= aslaz(m? — p?) + (m? — E*)] + m?(1 + a2)? — azq® . (B.17)

N

Por lo tanto,

o o0 d
JO = —/ dOéQ/ a3 3 (B18)
0 0 ag[ag(m? —p?) + (m? — k?)] + m?(1 + a)? — anq?]>
Ahora, usamos [1]:
/ ¥ _atdr g, @n—2m = Hlitam s
0o (a+bx)"*z2 (2n — )N pm+1
1
[m<n—3,a>0.,b>0] (B.19)
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donde m =0, n=1, a = m*(1 + a3)? — auq?, b = ax(m? — p?) + (m? — k?). Entonces

o dO[3
/0 az[as(m? — p?) + (m? — k)] + m2(1 + a9)? — aqu]%

1

B 2[m?(1 + a9)? — apq?] 2

B.20
as(m? — p?) + m? — k? ( )
Asi,
o0
d
Jo = —2/ o
o [mA(1+ 02)? = ang?Flan(m? — ) + m? — K
2 o d
- _ﬁ/ = . (B21)
m=—p* Jo [0@ + ;’;Z_’;j] [m2a2 + as(2m? — ¢2) + m?2|1/2
Sea 2 g2
ay + % =z = dag = dz (B.22)
ms—p
Los limites de integracion se transforman de la siguiente manera:
2 k2
=0 = z:% y ay—00 = 2z—00. (B.23)
ms—p
Ahora reescribimos el integrando como:
m2(1 4 042)2 - 042q2
2 2\ 2 2 2
" ( T om? —p2> [Z m? —pQ}q
kz—p2 k2—p2 2 m2 — k2
2.2 2 2 2 2
- e ot () =) e (i) + S
L2t g | 2R =) = @ (m? = p)] | mE(R )+ g (m — R (m? - )
m2 — p? (m2 — p2)?
= c¢*+bz+a=R (B.24)
donde
_ oo 2P (R - p?) — ¢?(m” — p?) _ m(k? = p?)’ + ?(m? — K2 (m” — p?))
c=m", b= ., a =
m? — p? (m2 — p2)?
X
Entonces
2 *  dz 1 2 1 2a + bz |~
Jo = —7/ — =— arctan <7> B.26
R T S e e R OV ) | P
Consideramos
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1. Evaluacién en el limite superior

y 2a + bz b 2m?(k* — p?) — ¢*(m? — p?)
fm ——— = =
NN = NG
m2(k2 - p2)(2m2 — kQ - pQ) + X (B 27)
2m./x(m? — k?) '
2. Evaluacion en el limite inferior
2a + bz ~ m* (K —p*)2m® — k* —p*) — x (B.28)
2y/=aVR| = m2=s 2m./x(m?* — p?) '
Entonces,
9 2(1.2 _ 2 2 _ 12 _ 2
Jy = ——=1 arctan mZ (k" — p)@m” = B —p7) + x
VX 2m./x(m* — k?)
2012 _ p2)(9m2 — k2 — p?) —
— arctan |2 ( p)(2m P) =X } . (B.29)
2m./x(m? — p?)
Por lo tanto,
O — T [TER =)@ — R = p%) + X
VX 2m./x(m* — k?)
2012 _ p2)(9m2 — k2 — p?) —
— arctan [m ( p)(2m SR r) X]} . (B.30)
2m./x(m? — p?)

B.2. Cilculo de la Integral K en D Dimensiones

Tenemos,

(0) — dPw
" / [(p — w)? = m?|[(k — w)?> —m?] (B.31)

Empleamos parametrizacion de Feynman:

1 ! dz
b /0 @z + (1= =) (B-32)
Tomamos
a=[(p—w)?*—m?, b=[(k—w)*—m?. (B.33)
Ahora definimos
D = z[(p—w)*—m* + (1+2)[(k—w)®—m?]
= z2[p* —2p-w+w —m’]+ (1 = 2)[k* — 2k - w + w® — m?]
= z(p* —2p-w)+ (1 —2)(k* — 2k - w) + w? — m? (B.34)
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Ahora hacemos el siguiente cambio de variable
w—w=w-—Fk1-2). (B.35)
Entonces, obtenemos

D = 2p*—2p- (W +k(1—2)z+ (1 —2)(k* = 2k-(w +k(1—2))+ (w + k(1 - 2))?
—m? = zp® — 2zp-w' —22(1 — 2)p -k + k*2(1 — 2) + w”? — m?

Un segundo cambio de variable

w —=w=w"—2zp, (B.36)
implica
D=z2(1-2)p—Fk?+w*—m?>=2(1-2)¢* +w>—m*. (B.37)
Por lo tanto,
1
1
K9 = / d /dD B.38
0 ‘ w[w?—I—q?(l—z)z—mQ]2 ( )
Usando (B.6) llegamos a
1 D
K = inPPT(2 - D/2)/ dz[m?® — ¢*2(1 — 2)]2 2 (B.39)
0

ahora tomamos el resultado de esta integral en D dimensiones de [13]:

e 1 ¢’
KO = ir?>m21(1 S42-2f[———1+0 B.40
i m (+6)L+ f<q2—4m2>+ (e)] , ( )
donde
%ln}fg, z2>0,
f(z) = (B.41)
1
7= arctan+/—z, z<0.

En el caso D = 3 la ecuacién (B.39) se reduce a

1 2 2 2
KO — mQ/ dz[m? — ¢?z(1 — 2)] 2 = M arctan —q—2 . (B.42)
0 ¢ 4m

o
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