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Resumen

En el presente trabajo de tesis, proponemos un modelo de fluido con viscosidad para
las componentes de materia bariénicas y energia oscura del Universo.

Luego, analizamos la factibilidad de nuestro modelo a través de comparar las predic-
ciones tedricas que obtenemos del modelo, contra los datos observacionales de supernovas
tipo Ia (SNe Ia). En particular, analizamos estadisticamente que tanto nuestro modelo
se ajusta al diagrama de Hubble de las supernovas, y para qué valores de los parametros
libres de nuestra teoria, logramos el mejor ajuste a los datos, lo cual nos permite calcular
dichos pardmetros a través de las SNe Ia, mediante la prueba estadistica x?2.

La motivacién del trabajo surge en 1998, un grupo de investigadores encabezados
por Adam G. Riess lograron reunir suficientes mediciones (= 50) de la luminosidad de
supernovas tipo Ia. Al hacer el estudio de ellos, encontraron que los datos sugerian una
posible presente expansion acelerada del universo.

En el 2004, se lograron obtener una mayor cantidad de datos (=~ 157) sobre la lumi-
nosidad de otras més supernovas, sobre todo a alto redshift (z &~ 1), y el estudio de ellas
confirmé la evidencia de la expansion acelerada, con una notable confiabilidad estadistica.

Diferentes grupos de investigacién han generado sus propios datos, y han hecho sus
propios andlisis, y las conclusiones a las que llegan son semejantes.

Los datos de las supernovas pueden graficarse en un diagrama de Hubble de redshift «z»
vs distancia modular «pu(z)». Si solo se toman en cuenta las componentes de materia hasta
antes conocidas (materia bariénica, oscura y radiacién) més la curvatura del espacio, NO
se logra reproducir teéricamente (mediante la cosmologia «estandar») la curva de los datos
del diagrama de Hubble. Pero si se incluye una componente extra de materia desconocida,
actualmente llamada energia oscura, se logra tener un ajuste bastante bueno a los datos.

Hoy en dia la energia oscura, o bien, la presente expansion acelerada, son un misterio.
Se estan haciendo esfuerzos, desde diversos enfoques, por tratar de explicarla pero no se
ha logrado establecer algo claro para su explicacién.

Nosotros proponemos dos modelos para poder explicar teéricamente el fenémeno.

El primero modelo es considerar el contenido de materia del universo como materia
bariénica, mas materia oscura solamente (i.e., sin energia oscura), y modelada a través de
un fluido con viscosidad, con la idea de poder explicar los datos a través de la viscosidad
del fluido.

El segundo modelo consiste en tomar en cuenta también a la energia oscura y a ella
modelarla como un fluido con viscosidad, la cual nos da muy buenos resultados.

Los resultados a estos modelos se discuten en el capitulo 4.
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Capitulo 1

Cosmologia

1.1. ;Qué es la cosmologia?

,Cémo y cuando nacié el Universo?, ;De qué tamano es?, ; Cudndo se acabara?, éstas
y otras preguntas son tal vez algunas de las que cualquier persona se ha hecho en algin
momento de su vida y en cualquier época de la historia desde que el hombre existe.
Estos son ejemplos de las primeras observaciones cosmolégicas que de manera natural nos
podemos plantearnos ain sin tener que ser estudiosos de la cosmologia.

La cosmologia podriamos definirla como la ciencia que se encarga del estudio del Uni-
verso, su estructura, forma, evolucién, y de las leyes que la gobiernan en grandes escalas
de espacio y tiempo. A diferencia de la astronomia, la cosmologia estudia la estructura
global del universo. Toma en cuenta a las estructuras locales que la componen (tales como
las galaxias, estrellas, nebulosas, agujeros negros, planetas, etc., que son los elementos de
estudio de la astronomia y la astrofisica) pero las ve tan solo como las “particulas” que
constituyen al universo como un todo, y que al tomar su comportamiento global, logra
determinar caracteristicas del universo.

En estas escalas, la gravedad es la interaccion mas importante que gobierna la dindmica
del universo, de aqui que la Teoria General de la Relatividad sea la herramienta fundamen-
tal de la cosmologia. De hecho, la cosmologia es una de las aplicaciones mas importantes
de la Teorfa General de la Relatividad.

1.2. Principio cosmolégico

La cosmologia se basa en un principio que nace de la intuicion y de las observaciones
astrondmicas que se han podido obtener del universo con los aparatos modernos, éste se
enuncia:

“El universo es homogeneo e isotropico espacialmente en una escala cos-
moldégica.”

Isotropia espacial significa que el espacio tiene el mismo aspecto en todas direcciones
que observamos alrededor de un punto del espacio-tiempo. Homogeneidad espacial se refiere
a que el espacio tiene las mismas caracteristicas, sin importar el lugar en el universo en el
que estamos.
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A pesar de su sencillez, éste principio tiene importantes implicaciones e impone con-
stricciones muy fuertes a cualquier teoria que pretenda estudiar al universo.

Por mencionar algunas consecuencias, el principio cosmolégico implica que no podemos
definir un “centro” u “orillas” al universo y que no ocupamos ningin lugar privilegiado
dentro de él.

Una de las observaciones que sustentan fuertemente al principio cosmolégico es el
fondo de radiacion de microondas césmico (FRMC) que permea todo el espacio
hasta ahora observado. Esta radiacién de fondo, vista por los observadores fundamentales,
es asombrosamente isotrépica. Actualmente esta radiacion tiene asociada una temperatura
de =~ 2.7 K y se piensa que es un remanente del Big-Bang.

1.3. Formulacion matematica

En el contexto de la teoria de la Relatividad General, al universo (y en general, al
mundo fisico en el que vivimos) se le describe como un espacio-tiempo 4-dimensional.
Tres dimensiones corresponden a la parte espacial y una a la temporal.

Desde un punto de vista matematico, este espacio-tiempo es una variedad diferen-
ctal M de dimension 4, conexa(jjya que no tenemos conocimiento de alguna componente
disconexall), C*°, Hausdorff y paracompacta, y con una métrica g Lorentziana asociada
de "signature”+2, que describe la geometria de la variedad M. Usualmente se representa
como (M, g). Esta definicién corresponde a nuestras ideas intuitivas de la continuidad del
espacio-tiempo.

1.3.1. Modelos de Friedmann-Robertson-Walker (FRW)

En particular, la métrica asociada al universo a nivel cosmolégico es la métrica de
Friedmann-Robertson- Walker (FRW) la cual es la métrica natural que surge de
tomar en cuenta el principio cosmoldgico, i.e., esta métrica satisface el principio cosmol6gi-
co.

En la variedad (M, g), las condiciones de isotropia y homogeneidad se establecen a
través de la métrica g. La métrica de Friedmann-Robertson-Walker (FRW), por lo tanto,
es una geometria que incorpora naturalmente las simetrias de isotropia y homogeneidad
en el espacio-tiempo M, que suponemos satisface el universo en gran escala.

La isotropia se introduce a través de la condicién de que las ecuaciones de la teoria
deben ser invariantes ante rotaciones espaciales, es decir, que si nos situamos en algiin pun-
to p en la variedad M (algin punto en el universo) en donde establecemos una carta coorde-
nada (un sistema de referencia), podemos rotar en cualquier direccién y no habré ningtin
cambio en las ecuaciones. De hecho, las ecuaciones no dependen de ninguna direccién
preferida (ya que ésta direccién “preferida” no se ha observado hasta ahora en el universo
en gran escala).

La homogeneidad la establecemos como la invarianza ante translaciones espaciales, es
decir, que si nos situamos en un punto p de la variedad M y luego nos desplazamos a
otro punto arbitrario ¢ manteniendo el tiempo césmico fijo, las ecuaciones no cambiaran
su forma; las ecuaciones no tendran ninguna dependencia del punto en el que estemos
situados con tiempo fijo, o en la direccién en la que observemos.
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Matematicamente decimos que el espacio-tiempo (M, g) es invariante bajo un grupo
uni-paramétrico si se satisface:

£g = 0 (1.1)

es decir, la derivada de Lie de la métrica con respecto al campo vectorial € es cero. Aqui el
grupo uni-paramétrico es generado por el campo vectorial € llamado un campo vectorial
de Killing de la métrica.

Invariancia bajo un grupo tres paramétrico de rotaciones espaciales (isotropia) implica
la existencia de un espacio-vectorial de vectores de Killing de dimensién tres de la métrica
de FRW expresada en (1.9), los cuales se expresan como:

g1 = cos(¢)dy — cot(d)sin(¢)0y (1.2)
gg = sin(¢)0p + cot(0) cos(¢)0y (1.3)
g3 = 0Oy (1.4)
Invariancia bajo un grupo tres paramétrico de traslaciones espaciales (homogeneidad)

implica la existencia de otro espacio-vectorial de vectores de Killing de dimensién tres de
la métrica de FRW, dada por la expresién (1.9), los cuales se expresan como:

‘ -

= g5y SO cos()d + COS(‘))TCOS(@a - :is?é?g)a} (1.5)
- f(lr) :sin(e)sin(qﬁ)&n—i-W@g—k:;sizbe))&ﬁ} (1.6)
- f(lw :COS(H)GT—SH;(Q)@@ (1.7)
donde la funcién f(r) es:
f) =1 (1.9

1.3.2. La métrica de FRW

Tradicionalmente, se representa a alguna métrica g, o mas propiamente dicho, a algtin
tensor métrico dos veces covariante g,,, a través del segmento diferencial de linea
ds? que genera.

Para el tensor métrico de FRW, en coordenadas esféricas (z* = (t,r,0, ¢)), su segmento
diferencial de linea ds? tiene la siguiente forma:

2

ds® = —dt* + a>(t
s + a“(t) T2

+1r2(d6* + Sen* 0dp*) (1.9)

Esto es, escribiendo explicitamente las componentes del tensor métrico g,,, de la métrica
de FRW, en forma matricial tenemos:

-1 0 0 0
0 a?/(1—kr? 0 0

Juv = 0 /( 0 ) a2r? 0 (1.10)
0 0 0 a?r?Sen6
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Finalmente tenemos el determinante de g,

abr* Sen? §

1.11
—1 4 kr? (1.11)

g=detg,, =

1.3.3. Factor de escala a(t)

Un elemento muy relevante que aparece en la métrica de FRW (ver ecuaciones (1.9) y
(1.10)) es el llamado factor de escala af(t).

Este factor depende del tiempo. Nos sirve para establecer en nuestra teoria la evoluci«
temporal del universo (de ahi su importancia). A través de él podemos tomar en cuenta
la expansién del universo, asi como la velocidad y aceleracién de la expansién.

1.4. Fluidos perfectos

Uno de las mejores maneras de modelar el contenido material del universo es considerar
fluido perfectos, por ejemplo, todas las estructuras que conocemos tales como las galaxias,
cimulos de galaxias (y todo lo que ellas contienen), nebulosas, agujeros negros, etc., pueden
considerarse particulas de un fluido perfecto.

Un fluido perfecto se define como un fluido sin viscosidad y en el cual la presién del
fluido, no depende de la direccion en la que es medida por los observadores fundamentales
(observadores que veen el universo isotrépico y homogéneo en gran escala). Es el modelo
mas simple de fluido que podemos idear.

Las observaciones que hasta ahora se tienen del universo apoyan este modelo de fluido
para el universo.

El tensor de energia-momento del fluido perfecto es:

T,ul/ = (P‘FP)UMUV +Pguu

donde
p = densidad del fluido medida por observadores con velocidad U*
P = presién del fluido medida por observadores con velocidad U*
U, = cuadrivelocidad de un observador que se mueve junto con el fluido
9w = tensor métrico
usando coordenadas comoving (las coordenadas del observador moviéndose con el flu-
ido) normalizadas (U”U, = —1) tenemos:

U* = (1,0,0,0),U, = (—1,0,0,0)

las componentes del tensor T}, (en este sistema coordenado) pueden escribirse en la sigu-
iente forma matricial:

p 0 0 0
1 0 gP O 0
Ty = 0 0 gwP O (1.12)
0 0 0 ggpP
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ahora, subimos uno de sus indices a través del tensor métrico:

-p 0 0 O
0O P 0 O
L
T} = 9" Taw 0 0 P 0 (1.13)
0o o0 0 P
de aqui vemos que la traza T de T} es:
T=T(T})=g"Tw =T =-p+3P
1.4.1. Algunos elementos de utilidad
Los simbolos de Christoffel distintos de cero son los siguientes trece términos:
¢ aa r o kxr
Lrar = 1—Fkx*r? Frar = 1—Fkxr? (1.14)
Ity = aar? Fqub = aar’Sen?d (1.15)
0 _pe _ 0
F:*r - Ft9 - thﬁ - a (116)
ho = —r(1 —k:*r2) gqﬁ = —T*Sen29(1 —k:*r2) (1.17)
1
1%, = —SenfCost Iy, = Cotf. (1.19)
Del tensor de Ricci Ry, los tinicos términos distintos de cero son los siguientes:
Ry = —3°
a
ad + 24> + 2k

Rog = r2(ai + 242 + 2k)
Ryy = r*(ai+ 24”4 2k) Sen® .

Del tensor de Einstein GW(: R, — %QWR), los tnicos términos distintos de cero son
los siguientes:

3.
Gtt = ?(Cﬁ + k?)
2ai 4+ a* + k
Gy = /T2 TP 1.21
—1+ kr? (1.21)
Gog = —7‘2(2ad +a? + k)
Gyo = —1*(2ad+ a*+ k)Sen? 9.

El escalar de Curvatura R es escrito como:

i a\? k
—+ (=) +=
a a a
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Capitulo 2

Energia Oscura

2.1. ;Qué es la Energia Oscura?

En 1998 un grupo de astrénomos encabezados por Adam G. Riess' publicaron un
articulo? [7] que indicaba la posible evidencia de que el Universo se esta expandiendo
aceleradamente, hoy en dia. Este grupo analizo6 los datos sobre la luminosidad y corrim-
iento al rojo (redshift) de supernovas tipo Ia (SNe Ia) y de este andlisis concluyeron que
habia cierta evidencia de una presente expansién acelerada del universo.

A partir de este estudio, hubo otros grupos que realizaron sus propios andlisis sobre
las SNe Ia, llegando a la misma conclusién.

Se han propuesto diversas teorias para explicar esta aceleraciéon pero ain se esta lejos
de lograr una comprension profunda del fenémeno.

Una de estas teorias postula la existencia de algin tipo de energia capaz de acelerar
al universo en su expansién. A esta energia se le ha llamado Energia Oscura.

Se tiene la idea de que la energia oscura esta relacionada, o bien, es la constante
cosmoldgica, que algin tiempo atras Einstein habia introducido en sus ecuaciones para
lograr tener un universo estatico. El andlisis de los datos de SNe Ia parecen apoyar esta
hipétesis con cierto nivel de confianza.

Actualmente se ha logrado reunir una mayor cantidad de datos de supernovas de las que
se tenian en 1998, y los estudios recientes siguen haciendo més evidente la conclusion de
que el universo se expande aceleradamente actualmente, y ademas nos ha permitido tener
cotas mds precisas sobre algunas cantidades relevantes en el estudio de este fenémeno, y
que a largo de la tesis las iré discutiendo con mas precision.

2.2. Constitucion del Universo

En base a las observaciones, actualmente se considera que el universo esta constituido
por los siguientes tipos de materia (la densidad critica en el presente es 1,16 x 10~2"kg Jm3):

Materia barionica O también llamada materia luminosa. Dicese de la materia ordinaria
que constituye la mayor parte de las cosas que cominmente conocemos. Es la materia

!Departamento de Astronomia, Universidad de California en Berkeley
Riess, A. G. et al, 1998, The Astrophysical Journal, 116, 1009-1038



CAPITULO 2. ENERGIA OSCURA
2.3. GEOMETRIA DEL UNIVERSO

brillosa en el Universo. La cantidad de esta materia en el universo es de japenas ~
2 %! de la densidad critica(densidad total del universo) en el presente.

Materia oscura Esta materia solo se ha podido medir a través de sus efectos gravita-
ciones en las galaxias y cumulos de galaxias, por ejemplo, usando las curvas de
rotacion galacticas. Se desconoce ain mucho sobre la naturaleza de este tipo de
materia, no se sabe de qué esta constituida, como surgid, porqué solo interactua me-
diante la interaccion gravitacional, etc. Hoy en dia sigue siendo un problema abierto.
Las estimaciénes actuales de la abundancia de esta cantidad de materia en el uni-
verso nos llevan a ~ 26 % de la densidad critica(densidad total del universo) en el
presente.

Radiacion Esta radiaciéon permea a todo el universo, principalmente a través de la ra-
diacion cosmica de fondo. Su abundacia es muy pequena, de apenas ~ 0.005 % de la
densidad critica(densidad total del universo) en el presente.

Energia oscura A semejanza a la materia oscura, la naturaleza de la energia oscura es un
total enigma hoy en dia. Como se mencioné al principio del capitulo, se establece la
existencia de la energia oscura a raiz del hecho de la enigmaética aceleracién presente
en la expansion del universo. En el cual, postulamos se postula la existencia de
algtin tipo de energia, como responsable de tal aceleracién. La teoria y diversos tipos
de observaciones astronémicas nos sugieren notablemente que su abundancia en el
universo, jes del ~ 72 %! de la densidad critica (densidad total del universo) en el
presente.

Hasta ahora, los estudios nos han conducido a que los mejores valores para el contenido
de materia en el universo que mejor ajustan la teoria con observaciones son (porcentajes
de la densidad critica en el presente):

bariénica 4+ oscura = 27 %
radiacién ~ 0%
Energia oscura = 73%

A estas cantidades en conjunto se les llama el Modelo de concordancia

2.3. Geometria del universo

Hay 3 posibilidades en la geometria espactal del universo denominadas: cerrado, abierto
y plano. Esto queda determinado en base al factor de curvatura k de la métrica de FRW
que describe la geometria del universo (cf. (1.9) y (2.15)).

Si el universo tiene una curvatura positiva (k > 0) entonces decimos que el universo es
cerrado. Si tiene una curvatura igual a cero (k = 0) tenemos un universo plano, y si k < 0
entonces es abierto.

Actualmente es todavia un problema abierto el saber cual es la geometria del universo,
sin embargo, las observaciones favorecen la idea de que el universo es plano.

El valor del factor k es quien determina la curvatura (geometria) espacial del universo.
Una caracteristica importante de este factor es que la teoria establece que es constante en
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el tiempo?, es decir, esta fijo y no ha cambiado desde el origen del universo hasta nuestros
dias, y tampoco cambiara en el futuro. Por tanto, una vez establecido el valor de k en el
tiempo presente, habremos podido determinar la curvatura del universo desde sus origenes.
Como se menciond, las observaciones indican que el universo tiene un valor k£ = 0.

La geometria del universo (el valor de k) queda determinada a través del contenido
de materia del Universo presente, es decir, de la abundancia de cada una de las distintas
materias lo componen.

Para determinar cudl es el valor de k, o al menos si es positivo, negativo o cero, para un
universo dominado por polvo (materia sin presién) y una constante cosmolégica podemos
utilizar la ecuacién de Friedman. En particular, nos interesa el valor que toma Q0 = — ﬁ,
ya que si el universo es: o

Cerrado k>0 = Q<0 = Q% +0%>0
Plano k=0 = UM=0 = Q% +0%=0
Abjerto k<0 = Q>0 = Q% +0%<0

Por tanto, logrando determinar, o al menos estimar, los valores de 0 vy 99\ podemos
determinar la geometria del Universo.

2.4. Ecuacién de conservacion de la materia

Tomemos las ecuaciones de Einstein:

G

Guy - 7T,U4V

De la identidad de Bianchi sabemos que, para el tensor de Einstein G%:
V.G =0 = V,T'=0 (2.1)

Ahora, tomando en particular el caso en que v = t, donde ¢ es la componente temporal,
i.e., las componentes T}" (la primer columna de la matriz T}') y sustituyendo en (2.1)

obtenemos:
VI =0

expresamos explicitamente esta derivada covariante como:
A A

pero el tensor T} de un fluido perfecto es diagonal, por tanto, los tinicos términos diferentes
de cero son los elementos de la diagonal. La ecuacién (2.2) se vuelve:

0T} + TlyT} — T7, I — T4, 1) —T9,T3 =0 (2.3)
Pero en el capitulo anterior ya habiamos calculado el valor de todas las '}, (expresiones
a ) para el espacio-tiempo de FRW. En particular obtuvimos que (expresion):

0 a
?FTet:Fit:a y Pitzo

3El que no cambie k es una propiedad que tienen los espacios mazimalmente simétricos
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Usando estos valores en , ademds de la matriz obtenemos:

Dup+ T (3TL — T7 — T —T%) = 0 (2.4)
—p+ g(—?)p —3P)=0 (2.5)
(2.6)

2.5. Ecuaciones de estado

Los diferentes tipos de materia tienen asociadas ecuaciones de estado, que nos permiten
estudiarlas en base a sus caracteristicas. La ecuacion de estado, en general, la podemos

escribir como:
P =wp (2.7)

donde: P = presién de la materia, p = su densidad.
El factor w es una constante de proporcionalidad, tal que:

tipo de materia ‘ w
materia baridénica y oscura 0
radiacién 1/3
energia oscura -1

Para el caso de la materia bariénica y oscura: w = 0 = P = 0 (pero con p # 0). Y por
este motivo se les suele llamar como polvo.

Para el caso de la energia oscura, si suponemos que esta es la constante cosmoldgica,
esto es, la energia del vacio cudntico, entonces se tiene que su ecuacion de estado
debiera ser P = —p (es decir, w = —1).

Entonces w = —1 es valido solamente en el caso en que asumimos que la energia oscura
es la energia del vacio cudntico. No obstante, ésto es solo una suposicién, dado que hasta
ahora no se puede asegurarcon certeza; sin embargo, la teoria y las observaciones parecen
dar cierta evidencia de que es asi.

2.6. La ecuacion de Friedmann

La ecuacion de Friedmann es una de las ecuaciones fundamentales de la cosmologia.
A continuacién describiré la manera en que se obtienen.
A partir de las ecuaciones de Einstein, tenemos:

1
Ry = 87G(Ly = 5Tg,) (2.8)

Tomando solamente la componente Ry y usando los elementos de la matriz (1.12) del

tensor T),,, los elementos de la matriz (1.10) del tensor métrico de FRW: g,,,, asi como

tomando cuenta que T = Tr(T}') = 3P — p tenemos:

&G

1

10
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Sin embargo, habiamos encontrado que Ry = —3% (cf. expresiones (1.20)), por tanto:
i 8m1G
_39 = L(?,P + P)
a 2
a 4G
—-=——(3P 2.9
, 5 (3P +p) (2.9)

A esta ecuacién se le llama la 2da ecuacion de Friedmann. La primera ecuacion de Fried-
mann, o mas brevemente, la Fcuacion de Friedmann se deriva a partir de esta como
sigue:

Tomamos ahora la componente R,,.. A partir de (2.8), la componente de la matriz
(1.12) donde T}, = g,+P, y tomando en cuenta de (1.10) que g, = a?/(1 — kr?) tenemos:

Ry —src—" (P Ltap_p)
= 8TGT T R 3P —p

pero en (1.20) habfamos encontrado que

ad + 2a2 + 2k

Ry =
" 1 — kr?
igualando estas dos expresiones obtenemos

i a\? 2k
+2() + — =4nG(p - P)
a a a

Sustituyendo la segunda ecuacién de Friedmann (2.9) en esta tltima expresion:

N\ 2
2 4
2 <Z> + al; =47G(p— P) + 7rTG(3P +p) (2.10)
4
- %G(sp—3p+p+3p) (2.11)
_ #4/) (2.12)
N
a k. 8rG
Z - == 2.1
= <a> + 22 5 P (2.13)

Ahora, definimos el parametro de Hubble como

H(t) = 48 (2.14)

De esta forma, tenemos finalmente:

| H?(t) = 58p(1) — i | (2.15)

Esta es la Ecuacion de Friedmann
Otra manera alternativa de expresar la ecuacion de Friedmann es de la siguiente forma.
Primero reescribimos la ecuacion y luego haremos algunas definiciones.

11
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Manipulando los términos de (2.15):

_ 8nG ’ k
= 3w’ T En

Definimos ahora la densidad critica perit(t) como

3H2(t)

87G
Definimos el cociente de densidades €2 como la densidad de materia p entre la densidad
critica perit

Perit(t) = (2.16)

Qt) = p(t)/perie(t)

También definimos un parametro de densidad 2 para la curvatura del espacio - tiempo

k
Q(t) = ———— 2.17
0= 247
Con estas definiciones podemos reescribir la ecuacién de Friedmann (2.16) como:
Qp(t) +Q(t) =1 (2.18)

Nétese que p(t) es la densidad total, es decir, es la suma de densidades de todas las
componentes del universo, de aqui que §2(¢) también lo sea. Esto es:

p(t) = pm(t) + pr(t) + pa(t) (2.19)
Qt) = Qm(t) + Q0 (t) + Q(2) (2.20)

donde
pm = Densidad de materia bariénica y oscura (= 27 %, actualmente)
pr = Densidad de radiacién (= 0%, actualmente)
pa = Densidad de energia oscura (= 73 %, actualmente)
Utilizando la definicién (2.17) y la ecuacién (2.18) podemos también definir una Q total
donde también incluyamos a la € de curvatura, como:

Qtotal(t) = Qk(t) + Qm(t) + Qr(t) + QA(t)

Con esto, la ecuacién de Friedmann la podemos escribir de manera méas compacta y ele-
gante como:

| Quotal(t) = Qe (t) + Qo (t) + () + Qa(t) =1 (2.21)

Otra manera alternativa de expresar a la ecuacion de Friedmann, es en términos de z
y de las 2’s de los distintos tipos de materia, evaluados hoy:

H(z) = Ho\/QE’n(l + 2300 + Q01+ 2)4 4+ Q1 + 2)2 (2.22)

El superindice cero en una cantidad indica que estd evaluada en el tiempo presente
t = to. Por ejemplo, Hy es el valor del pardmetro de Hubble evaluado en el presente.

Todas estas formas son equivalentes y tutiles en diferentes situaciones, por lo que con-
viene tomarlas en cuenta.

12
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2.6.1. Parametro de desaceleracion
Tomemos la primera derivada temporal del pardmetro de Hubble
: d (alt a(t)  a?(t
fr — 4 (0 _ i) @
dt \ a(t) a(t) a?(t)

Definimos el parametro de desaceleraciéon como

alt) =% (223)

Resulta que:

a>0 = ¢q(t) <0 Cuando el universo se expande aceleradamente
a<0 = q(t) >0 Cuando el universo se expande desaceleradamente
De igual forma, de la definicién del pardmetro de Hubble H(t) vemos que:
H(t) > 0= Expansion del universo

H(t) < 0= Contraccion del universo

13
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Capitulo 3

Datos de supernovas y su
estadistica

3.1. Las Supernovas

Existen diferentes técnicas observacionales para generar datos que puedamos comparar
con la teoria para el estudio de la Cosmologia, y en particular de la Energia Oscura; tales
como la medicién de distacias de objetos lejanos, medicién de anisotropias en la radiacién
césmica de fondo y estudio de la distribucién actual de las galaxias.

Basicamente lo que se necesita es hacer mediciones de las distancias a las que se encuen-
tran los objetos en el Universo (tales como Supernovas, Galaxias, cimulos y superctimulos
de galaxias) y la velocidad con la que se mueven con respecto a nosotros. Lo que se quiere
es tener la mayor cantidad posibles de mediciones de distancias de objetos tanto cercanos
como lejanos.

Para los objetos cercanos no hay mucha dificultad hoy en dia. Sin embargo, para ob-
jetos distantes (del orden de megaparsecs) es un verdadero desafio conseguir medir sus
distancias debido a diversas dificultades, y que ademds, el valor medido sea lo suficiente-
mente confiable como para tomarlo en cuenta.

Actualmente, una de las técnicas mds empleada para la medicién de objetos distantes
es midiendo Supernovas tipo Ia*(SNe Ia). A pesar de su brillantez, las SNe’s siguen siendo
muy dificil de medir su distancia, jhoy en dia solo se cuenta con alrededor de unos 300
datos inicamente!

Existe un proyecto para hacer mediciénes de una gran cantidad de supernovas, es
a través del satélite (777) dedicado para tal fin. Planea medir alrededor de 2000 777
supernovas a partir del 200777.

1Son el remanente de una estrellas que ha explotado, por lo cual es muy brillante y puede verse desde
una gran distancia
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3.1.1. Redshift

La distancia a la cual se encuentra un objeto se suele expresar en términos de su
corrimiento al rojo, o del inglés “redshift z”. Esta se define como:
A=
=

(3.1)

z

Existe una relacién muy 1til e importante entre el redshift z y el factor de escala a(t) que
aparece en la métrica de FRW (cf. (1.9)):

42 2h) (3.2)

3.1.2. Redshift vs Distancia Modular

Comenzemos por definir algunas cantidades usadas en las observaciones:

Luminosidad L Cantidad de energia radiada por una fuente, en todas direcciones, por
unidad de tiempo

Flujo F Cantidad de energia radiada por una fuente, por unidad de tiempo, unidad de
area

Luego
L

472

L:/FdA:47rr2F = F=
52

Distancia Modular

Para los astrénomos es de gran utilidad una medida de luminosidad, muy particular,
que le llama la distancia modular, que es equivalente a nuestra nocién de distancia. En
general, depende de z y se define como:

u(z) =m — M = 5logy, (fﬁ;i) +25 (3.3)

donde
m = Magnitud aparente
M = Magnitud absoluta
Mpc = Un megaparsec
dy, = Distancia de Luminosidad, que se define como:

dr(z) = (1 + 2)deg(2) (3.4)
de(2) = ca(tp) Sinn x(2)
donde, con “Sinn x(z)” queremos escribir de manera abreviada lo siguiente:

Sinn x = Senx (Seno) Si el universo es cerrado (i.e., k > 0= Q% + QY > 0)

Sinn x = x Si el universo es plano (i.e., k =0= Q% + O} =0)
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Figura 3.1: Diagrama de Hubble. Se grafican los datos zvsu(z) de las supernovas tipo Ia.
Esta grafica es generada con la muestra de oro de los datos de Riess et al. 2004 [7], que
consta de 157 SNe Ia.

Sinn x = Senh x (Seno hiperbélico) Si el universo es abierto (i.e., k < 0= Q2 + Q% < 0)

a(tg) = factor de escala evaluado en el tiempo presente g
¢ = velocidad de la luz

[13Nk]

x” es una funcién que depende del redshift z y se define como:

1 Z dz
a(to) Jo H(z)

x(z) =

Nota En lo sucesivo, utilizaré un subindice (o superindice, siempre que no haya confusion)
“cero (0)” para indicar a cualquier cantidad evaluada hoy en dia, i.e., t = ty. Por ejemplo,
el pardmetro de Hubble evaluado hoy: H (tg) = Hy.

Ahora, usando las anteriores expresiones, mas la ecuacién de Friedmann expresada en

términos del pardmetro de Hubble y las 2’s (2.22), expresamos la forma completa de la
distancia de luminosidad como:

_ : 1 z dz
dL(Z) - Ca(to)(]- + Z) Sinn _a(tO) fO Ho[Q?n(1+z)3+99\+99(1+2’)4+92(1+Z)2]1/2_ (35)

3.2. Los datos

Los datos relevantes para nosotros van a ser la distancia modular p(z) y su respectivo
redshift z, para cada una de las supernovas. Estos datos los podemos graficar y con ello
generar el llamado Diagrama de Hubble. Este diagrama se muestra en la figura 3.1.
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3.3. Estadistica Paramétrica

Como se podra ver de las secciones anteriores, una parte central de la cosmologia es
medir (o inferir) de alguna manera los valores de pardmetros cosmolégicos.

En especifico, los pardmetros que nos son de interés en el presente trabajo de tesis, y
que nos concentramos en estimar son €2, y 2. También el pardmetro de curvatura €
es importante, pero queda determinado una vez que son calculados €2, y Q4 (cf. (2.21))

Sin embargo, en la practica, sabemos que no se puede medir ninguna cantidad con
infinita precisién sino que solo se hace una estimacién de su valor a través de observaciones,
experimentos o algin otro mecanismo, y mientras mas refinadas sean las observaciones,
mas precisas seran las mediciones del valor.

Podemos resumir lo anterior como sigue: Existe un pardametro X en la naturaleza,
del cual, solo la naturaleza conoce su valor exacto y que llamaremos ag. Este valor nos
es desconocido para nosotros, pero a través de observaciones y/o experimentos logramos
estimar el valor aproximado del mismo, que llamaremos a.. Y a través de analisis es-
tadistico determinamos que el valor ag (que desconocemos) se encuentra en un intervalo
da aproximadamente centrado en el valor a.. Por tanto, la estimacion de ag sera:

ag = ae. £ da

Debido a que la parte tedrica de este trabajo de tesis se confronté con los datos que
actualmente se disponen de las observaciones de supernovas, hubo que hacer un analisis
estadico de los mismos. En las siguientes secciones hago una descripcién del andlisis
estadistico realizado.

Comenzemos por explicar la notacién que utilizo:

Definicion 1 Sean X y Y dos proposiciones las cuales solo pueden tomar dos wvalores
cada una: que sea falsa o verdadera . Ademds, sea I una suposicion. Entonces:

Prob(X,Y|I) = Probabilidad de que X yY sean verdaderas, asumiendo a I como
verdadera.

Esta definicién se extiende a cualquier nimero n de proposiciones X1, Xo,... y de
suposiciones I, Io,. ...
En el contexto de nuestro estudio, X1, Xo, ..., seran los parametros a inferir (e.g., los

valores de los pardmetros €,,, Qx vy Q) a partir de los datos observacionales. Y Iy, I, ...
sera la informacion de fondo, con la que ya contamos respecto al universo y que asumimos
como cierta (e.g., los datos observacionales de las supernovas, la teoria de la Relatividad,
etc.)

La idea bésica del estudio estadistico es buscar los valores de los pardmetros que mejor
se ajusten a los datos. Esto significa, en términos de probabilidad, el buscar los valores
que nos den la mdzima probabilidad de que sean ciertos. Esta busqueda la haremos a a
través de una técnica estadistica llamada Prueba x?2.

3.3.1. Teoremas de probabilidad

Los dos axiomas de probabilidad que nos interesan son los siguientes:
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Axioma 1 Suma de probabilidades:
Prob(X|I) + Prob(X | I) =1
donde X significa la negacién de la proposicién X

Axioma 2 Producto de probabilidades:
Prob(X,Y | I) = Prob(X | Y,I) - Prob(Y | I)

Como se mencioné al principio de esta seccién, lo que queremos calcular son los val-
ores de ciertos pardametros cosmoldgicos tales que maximizen la probabilidad de que estos
valores sean ciertos en base a los datos observacionales.

Esto se traduce primeramente en calcular cierta probabilidad muy particular que se le
probabilidad posterior (o del inglés posterior probability) y se define como:

Prob(X | Y, )

Esta expresion la podemos leer como: “probabilidad de que los valores propuestos para
los pardametros cosmoldgicos X = (Qm,QA) sean ciertos, asumiendo a los datos obser-
vacionales de las supernovas Y = (datos SNe la) como verdaderos, asi como también, a
algunos otros valores cosmoldgicos y a la teoria misma I, como ciertos’

Podriamos pensar como si fueramos a probar diferentes valores para los parametros X y
para cada valor de los parametros dado, medimos su probabilidad posterior. Y continuamos
con esta prueba de valores hasta encontrar aquellos que nos den la maxima probabilidad
de ser ciertos, a los cuales llamaremos la mejor estimacién, en base a los datos dados.

Desafortunadamente es dificil poder calcular la probabilidad posterior directamente,
pero a través del Teorema de Bayes se puede hacer este cédlculo.

Teorema 1 (Bayes)

Prob(Y | X,I) - Prob(X | I)
Prob(Y | I)

Prob(X | Y,I) =

donde, cada uno de estos factores tienen un nombre particular, que son:
Prob(X | Y, I) = Probabilidad posterior (posterior probability)
Prob(Y | X, I) = Funcién de probabilidad(likelihood function)
Prob(X | I) = Probabilidad previa (prior probability)

El teorema de Bayes se demuestra facilmente de los axiomas (1) y (2).
Otra herramienta estadistica de gran utilidad es la ecuaciéon de marginalizacién:

Proposicién 1 (Ecuacién de Marginalizacién)

Prob(X|I) = Prob(X,Y|I) 4+ Prob(X,Y|I)
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Como puede verse, en el lado derecho de la igualdad de esta ecuacion, la probabilidad
ya solo depende de la proposicién X, la proposicion Y ya no esta presente.

Esta ecuacién principalmente nos serd ttil para eliminar una proposicién, la cual no
nos interesa estimar.

Esto es de gran ayuda, ya que en términos tedricos, lo que estamos logrando es eliminar
un pardametro libre no relevante, de la teoria. Y que, de conservarlo, incrementaria la
imprecision en la estimacién de los parametros que realmente nos son importantes.

Hasta ahora, solo hemos tenido proposiciones las cuales, cada una solo puede tomar dos
valores: falso o verdadero. Sin embargo, nuestras definiciones pueden generalizarse facil-
mente al caso cuando las proposiciones pueden tomar mas de dos valores, por ejemplo, que
la proposicién X pueda adquirir valores discretos tales como A, B,C, ..., o mas aun, que
pueda escoger entre un continuo de valores. En este caso, la ecuacién de marginalizacién
tiene la forma:

Proposicién 2 Ecuacion de Marginalizacion (Caso continuo)
Prob(X|I) = /pdf(X,YI)dY

intregrando sobre todos los posibles valores de Y. La funcion pdf(X,Y|I)se llama funcién
de densidad de probabilidad

3.4. Prueba \?

A continuacion describiré la técnica estadistica de estimacién de pardmetros llamada
Prueba x2, que fue la manera en que se estimaron los valores cosmolégicos de nuestro
interés a partir de los datos de las supernovas Ia, utilizando los elementos ya descritos en
las secciones anteriores.

Sean:

X = Vector cuyas componentes son el conjunto de los parametros a estimar su valor.
En especifico: X = (Q,, Q)

D = Vector cuyas componentes son el conjunto de observaciones de las su-
pernovas, i.e., los 157 datos de las supernovas: D = (z1,z9,...,2157) =
([21, ], [22, pal, [23, pals - - [2157, pa57])-

El teorema de Bayes toma la forma:
Prob(X | D,I) < Prob(D | X,I)-Prob(X | I) (3.6)

Como se puede ver, hemos omitido el denominador que aparecia en el teorema de Bayes
(??). Esto porque no es un término relevante?, lo importante son los otros dos términos:
la funcion de probabilidad Prob(D | X, I), y la probabilidad previa Prob(X | I).

Nuestro calculo se basara en tres suposiciones. La primera es:

2El término que irfa como denominador serfa: Prob(D|I)= probabilidad de que los datos sean ciertos
asumiendo que la teoria es valida.
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Proposicion 3 La probabilidad previa es igual a una constante:
Prob(X | I) = cte

Esta primera suposiciéon no es tan aventurada como podria pensarse a primera vista,
ya que Prob(X | I) es la probabilidad de que los pardmetros X tengan cierto valor,
asumiendo a la teoria e informacién de fondo como verdaderas. Pero de la pura teoria
e informacién de fondo, los pardmetros X no prefieren algin valor en particular, sino
que, son los datos D quienes nos permitiran escoger cudles valores para X nos dan
la mayor probabilidad. Por tanto, a priori no podemos asignar alguna probabilidad
mayor para algun valor particular de X sino que en principio, lo méas que podemos hacer
es asignar la misma probabilidad (i.e., Prob(X | I) = cte) a todos los valores posibles de X .

Dado la probabilidad previa es una constante, entonces, todo el peso de calcular la
probabilidad posterior recae sobre la funcién de probabilidad, esto es:

Prob(X | D,I) «x Prob(D | X,I) (3.7)

Ahora, tomemos dos datos cualesquiera xj y x; del conjunto de datos D. Del axioma (2)
tenemos que:

Prob(zg, x| X, I) = Prob(zg|z;, X, I) - Prob(z;| X, I) (3.8)

En este momento conviene establecer nuestra segunda suposicion. Esta es:

Proposicién 4 La medicion observacional de cada dato xj es independiente de la
medicion de cualquier otro dato x;.

Esta suposicién es muy razonable, ya el medir la distancia modular p(z) (cf. definicién
(3.3)) de una supernova, no influye en la medicién que obtendremos al medir la distancia
modular de alguna otra.

Utilizando esta suposicion, obtenemos:

Prob(zg|z;, X, I) = Prob(zk| X, I)

de aqui que:
Prob(z, 21| X, I) = Prob(zy| X, I) - Prob(z;| X, I)

Solo ha desaparecido el término z; de la ecuacién (3.8). Aplicando esta proposicién (4) a
todos los datos, la funciéon de probabilidad se vuelve:

Prob(D|X, I) = [ [ Prob(ax| X, I) (3.9)
k=1

La tercera suposicién es:
Proposicion 5 La distribucion de probabilidad de cada dato xp, gemerada a partir de

las mediciones observacionales de xi, es en una buena aprorimacion, una distribucion
gaussiana.
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En otras palabras, esto significa que la distribucién de probabilidad del dato xj, tienen

la forma: )
(ty — o) ]
20,%

1
OV 2T

Prob(zi| X, I) = Exp [ (3.10)
donde:

tr= es la media de la distribucion gaussiana.

o= es la desviacién estandar que se obtiene de las multiples observaciones

En términos cosmoldgicos, el dato z es la medicién de la distancia modular ux(z) de la
k-ésima supernova del conjunto de supernovas de los que se disponen datos. La distribucién
de probabilidad de pg(z) surge de todas las mediciones realizadas a la k-ésima supernova
para calcular el valor de ug(2), y que de acuerdo con al tercera suposicién (5), tiene una
distribucién normal, centrada en el valor t;, que es el valor que tedricamente predecimos

acerca del valor ug, al cual podemos etiquetar como:
. (2) = valor tedrico deuy,

Noétese que solo p(z) depende de z; p;; no porque viene de las observaciones, es un dato
fijo.
Combinando (3.9) y (3.10), la funcién de probabilidad toma la forma:

Prob(D|X, 1) =[] 1 EXP{‘W]

En este caso o} es la desviacion estandar que se obtiene de las multiples observaciones de
una supernova. Este es un dato que se obtiene de las observaciones.
Definiendo a la constante A:

7” 1
A=117%=

y a la funcién x?(z) como:

T )2
XQ(Z) = ZZZl (.“‘k( )Qﬂk) (311)

Ik

obtenemos:

Prob(D| X, T) = AExp [_ XQSZ)}

Por tanto, de acuerdo a (3.7), hemos hallado una expresién para la probabilidad posterior:

Prob(X|D,I) = BExp [_)(22(2’)] (3.12)

donde B es una constante de proporcionalidad (y normalizacién), en ella ya va incluida la
constante A.

Nuestro objetivo serd ahora, hallar los valores para los parametros €),,, Qatales que
maximizen a la probabilidad (3.12), y esto lo haremos justamente con la funcion x*(z),
quien es el corazon de la prueba que lleva el mismo nombre.

Como puede verse de la probabilidad (3.12), los valores que la maximizan seran aquellos
que minimizen a la funcién x?(z). Por tanto, la tarea se reduce a hallar los valores que
minimizen a x?(z) tomando la definicién (3.11), a esto se le llama, prueba y?(z).
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3.5. Teoria vs Datos

A continuacién, voy a describir el analisis de la teoria con los datos. Empezaré por
mostrar los diferentes ajustes de la teoria a los datos, pero antes, conviene introducir una
utilidad de la x?

3.5.1. \? como medida de calidad de ajuste

Una vez que construimos un modelo tedrico cosmolégico que contiene ciertos paramet-
ros libres que deseamos calcular a través de los datos, aplicamos la prueba x? y al hacerlo
logramos dos cosas:

Estimacién de parametros La prueba nos da como resultado la mejor estimacion
de los valores de los parametros libres, de acuerdo al modelo tedrico propuesto y en
comparacién con los datos.

Calidad de ajuste La misma prueba nos dice qué tan bueno es el ajuste de la teoria a
los datos, suponiendo como verdaderos los valores de las mejores estimaciones de los
parametros libres.

Mientras mas pequefio sea el valor de x2, mejor a sido nuestro ajuste de la teorfa a
los datos, y por tanto, podemos decir que tenemos una buena calidad de ajuste.

En el caso éptimo de una buena teorfa, esperamos que el valor de x? sea del orden del
numero de datos.

3.5.2. El “Modelo de concordancia”

Este modelo consiste en suponer que el universo tiene una geometria plana y esta
compuesto como:

materia baridonica 4+ materia oscura = 0,27 + 0,04
energia oscura = 0,73
radiacion = (0

Este es modelo el mas aceptado hasta hoy en dia en la comunidad, principalmente
porque diversos tipos de observaciones y pruebas cosmolégicas tales como las anisotropias
de la radiacion de fondo o la distribucion de las galazias lo favorecen entre otros modelos

De la ecuacién de Friedman (2.22), para este caso toma la forma:

H(z) = Ho\/0,27(1 + 2)3 4+ 0,73 (3.13)

De aqui que la distancia de luminosidad (3.5) adquiera la siguiente forma (recuerdese
que estamos en el caso plano):

Z dz
dy(z zcl+z/
£(2) ( ) 0 Hg\/0,27(1+z)3+0,73

23



CAPITULO 3. DATOS DE SUPERNOVAS Y SU ESTADISTICA
3.5. TEORIA VS DATOS

.-t
.0

‘.0 -

wiplk,
rct“"' .
Kl

* [r —niol 07
Ino—iniel —0ody -7
LR IV

Figura 3.2: Diagrama de Hubble de los datos de las SNE Ia y su comparacién con algunos
modelos sobre el contenido materia en el universo. Notese cémo el modelo de concordancia
logra ajustar mejor los datos, que los otros dos.
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Figura 3.3: Diagrama de Hubble de las SNE Ia en escala logaritmica.

y usando la definicién de la distancia moduli p(z) = m — M = 5logy, (fﬁ;i) + 25,
podemos generar el diagrama de Hubble de este para comparar con las observaciones. Esta
comparacién la muestro en la figura 3.2.

Como se puede ver en las figuras 3.2 y 3.3, el ajuste del modelo a los datos es bastante
bueno. No obstante, la calidad del ajuste lo medimos a través de prueba estadistica x>

Haciendo la prueba y? obtenemos un valor de: x? ~ 193,966 (habiendo ya marginal-
izado con respecto a Hy).

3.5.3. Otros modelos

Para otras ideas que de manera natural podriamos pensar sobre el contenido del uni-

verso tenemos?:

3Para comprender mejor la tabla, conviene tener en cuenta la relacién entre Qas, Qa v Qi que es la
ecuacién de Friedman. (2.21).
Para generar esta tabla asumiendo un valor de Hyp = 65,5 en el segundo y tercer caso
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Modelo X
0%, =027 Qf =0,73 Q) =0 (Universo plano) 193.9
20, =03 Of = Q9 = 0,7 (Universo abierto) | 303
0, =1 N =0 QY = 0 (Universo plano) 569

Las graficas de estos modelos se muestran en la figuras 3.2 y 3.3.

3.5.4. Estimacion de H,

El anélisis de los datos de las supernovas también nos permite calcular el pardmetro
de Hubble Hj.

La manera de hacerlo consiste en dejar a Hy como parametro libre de la teoria, y
calcular a través de la prueba x?2, cual es su mejor estimacién.

Esta manera de calcular Hy, a pesar de ser buena, no es la mejor, asi que los resultados
que se puedan obtener de el valor de Hy a partir de SNE Ia, debe ser comparado y analizado
con otras pruebas astrofisicas que también calculan Hy.

Vale la pena hacer notar que la estimacion del valor de Hy depende de la teoria. En
nuestro caso, depende del modelo cosmoldgico que asumamos.

3.6. ;Coémo sabemos que el universo se expande acelerada-
mente hoy? Analisis de ¢

El estudio de los datos y la conclusion de que el universo se expande aceleradamente
se logra a través del pardmetro de desaceleracion* «q(z)» (cf. a la seccién 2.6.1).
Como se comenté en la seccién 2.6.1, g(z) se define como:

a) = -5 (3.14)

Pero usando el hecho de que H(z) = % podemos reescribir a H(z) como:

H(z) = Hpexp </0Z[1 + q(u)] dIn(1 + u))

Luego, asumiendo un universo plano, la distancia de luminosidad adquiere la forma:

_c(l+2

di () = HO) /0 exp (— /Ozu + q(u)] din(1 + u)> du

No conocemos la forma funcional del pardmetro ¢(z), sin embargo, podemos hacer una
expansién y estudiarla a primer orden

dq
=qo+ 22— = Nl
q(2) = qo de] 0 (3.15)

Esto nos va a permitir, por un lado calcular el valor que ¢ tiene hoy en dia (¢(z =
0) = qo). Y por otro lado, (dq/dz)|,—o nos dira si este valor esta cambiando actualmente

4Pues cuestiones histéricas se le llamo pardmetro de desaceleracidn, ya que hasta antes de 1998 se
pensaba que el universo se expandia pero desaceleradamente.

25



CAPITULO 3. DATOS DE SUPERNOVAS Y SU ESTADISTICA
3.6. ;COMO SABEMOS QUE EL UNIVERSO SE EXPANDE ACELERADAMENTE
HOY? ANALISIS DE Qg
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Figura 3.4: Intervalos de confianza para los parametros (qo, (dq/dz)|.=p). Obsérvese como
los datos favorecen a un universo acelerado en su expansién, con un nivel de confianza
del 99.99 %, y con una pasada desaceleracién con aproximadamente 97 % de confianza, a
partir de la muestra de oro de SNe Ia. Nota: en la gréfica, el stimbolo Qo=(dgq/dz)|.=o.

y como fue en el pasado, i.e., si el universo algin tiempo atras tuvo una desaceleracion, o
bien, desde siempre ha estado acelerando.

Tomando en cuenta la expansion a primer orden del pardmetro ¢(z), la expresion (3.6)
se vuelve:

_c(l+2) [F dz
dL(Z) = H, /0 (1 _|_Z)1+q07q6 ezq6

con esto, podemos entonces definir distancia modular (u(z) = 5log;, (dr(2)/1 Mpc) +
25) que utilizaremos para hacer la prueba x2.

En este estudio, los dos pardmetros libres de la teoria son (qo, (dg/dz)|.=0). A Hp lo
hemos ya marginalizado para desaparecerlo de la distribucién de probabilidad.

Realizando un estudio estadistico a través de la prueba x? obtenemos que los valores
de la mejor estimacién de g y (dq/dz)|.—0 a partir de los datos, son:

d
qo = —0,7432 d—Zyzzo = 1,6344 X2 = 192,187 (3.16)

iijEncontramos que ¢o < 0!! Esto nos indica que el universo estd acelerando en
su expansion actualmente.. Ademads, podemos concluir también que ha habido una
desaceleracion pasada: (dg/dz)|,—¢ > 0.

En la figura 3.4 se muestran los intervalos de confianza para la estimacién de

(90, (dg/dz)]|-=0)
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Figura 3.5: Funcion de distribucién de probabilidad para el redshift de transicion z;.

3.6.1. ;Hubo una transicion desaceleracion-aceleracion?

Los datos parecen dar evidencia de que el universo se expande aceleradamente, en-
tonces jAlguna vez el universo pudo haber estado expandiendose desaceleradamente? Para
responder a esta pregunta, podemos apoyarnos en los cédlculos de la secciéon anterior.

En la seccién anterior encontramos que los datos dan evidencia de que el universo
tuvo una pasada desaceleracién (g, > 0). Por tanto, podemos pensar que el universo algu-
na vez estuvo expandiendose desaceleradamente y luego, por alguna razén o mecanismo,
sufrié una transicién a una expansion acelerada.

De la expresion (3.15) notemos que habrd una transicién entre desaceleracién - acel-
eracion justamente cuando el pardmetro de desaceleracién ¢(t) = 0. Esto sucedera para
un redshift de transicion z; Entonces:

0 =q(z) = q+qx
N y = -0 (3.17)
qp

El valor para la mejor estimacién que encontramos es z; = 0,442338.

La figura 3.5 muestra la distribucién de probabilidad para z; entre desaceleracién y
aceleracién en la expansion.

Estos resultados estan en concordancia con los reportados por el grupo de Riess et al

[7].

3.7. Analisis del contenido de materia en el universo

Otro andlisis relevante que podemos realizar con los datos, es calcular el contenido de
los diversos tipos de materia del universo. Como se ha discutido en las secciones anteriores,
bésicamente tenemos dos tipos de materia: materia bariénica mas materia oscura (Q9,), y
energia oscura (€23). Ademas, también est4 presente la curvatura del espacio, que también
lo podemos tratar matematicamente como otra componente mas de materia (Q%), aunque
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esta componente queda determinada, una vez que las otras dos son estimadas (cf. la
ecuacion de Friedman (2.21)).

Ahora vamos a calcular la cantidad de materia en el universo de cada uno de estos
tipos. Para ello, dejaremos a ((29\/[, Q%) como parametros libres de la teoria y los vamos a
estimar a través de x2.

De las ecuaciénes (2.22) y (2.21) obtenemos:

c(l+2) , 0 011/2 /Z dz
d = S 1-Q5 —Q = 3.18
L(Z) H0|1—Q?\/[—Q9\|1/2 mn <| M A‘ 0 H(Z) ( )

donde

H(z) = /95, (1+ 2 + 0% + (1 - 98, — Q4)(1 + 2)? (3.19)

La expresién de Sinn va de acuerdo a la geometria del universo que estemos tratando:
abierto, cerrado o plano. En la seccién 3.1.2 se describe con detalle el significado de Sinn.

Después de hacer una andlisis estadistico de los datos en base a este modelo, obtenemos
los siguiente resultados °:

Geometria Mejor estimacién x>

Plano 0%, =0,3086 Qf =0,6913 Q=0 193.96
Cerrado 29, =0,4591 Of =0,9795 09 = —0,4386 | 191.91
Abierto 29,=10,3322 Of =0,70189 Q) = —0,0341 | 193.98

Los intervalos de confianza de estos tres modelos se muestran en la figura 3.6. Ademaés
de los intervalos de confianza, esta grafica nos es muy conveniente para ilustrar diversas
caracteristicas de los modelos cosmolégicos y notar en qué parte de los intervalos de
confianza, estdn ubicados (lo que equivale a confrontar con los datos)

Se muestran diferentes valores para el pardmetro de desaceleracién ¢g. La cota tedrica
para los valores de Q(])\/[ y Q% en base al “no big-bang”. Y el comportamiento sobre la
expansion por siempre del universo, o bien su recolapso, todo en base a los valores de Q(z]w
y Q%.

®los cuales, estdn en buena concordancia con [7]
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Figura 3.6: Intervalos de confianza para los pardametros Q(])W, (29\. El punto azul indica el
valor de los parametros en la mejor estimacién, que resulta ser para el caso cerrado. El
punto rojo indica el lugar donde esta ubicado el modelo de concordancia. Las demas lineas
muestran el comportamiento tedrico del universo, segtin sean los valores de Q9,, Q3.
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Capitulo 4

Modelos Cosmolégicos con fluidos
ViSCcosos

El tensor de energia-momento para un fluido con viscosidad volumétrica es [14]:
Ty = pUuUs + (g + UpUL) (P = EVU®) (4.1)
donde &(z#) = Pardmetro de viscosidad que depende en general del espacio-tiempo.

El término de viscosidad es proporcional al gradiente de la cuadri-velocidad del fluido UH.
Esto es equivalente a definir una presién efectiva como:

P =P -¢V,U” (4.2)
Para un modelo cosmolégico FRW tenemos:
VU = 3@ =3H(t) (4.3)
Por lo que la presién efectiva es:
P*=P—3¢(t)H(t)

aqui el coeficiente de viscosidad depende, en general, del tiempo césmico, lo cual esta de
acuerdo con las simetrias de homogeneidad e isotropia espacial de los modelos de FRW.
Entonces en este caso las ecuaciones de Friedmann tienen la forma:

() = B0 - (1.4)
b e Ty = T (prsp -0 () (45)

donde hemos asumido que tenemos varios fluidos no interactuantes con la misma cuadri-
velocidad U* (es decir, solamente interactian gravitacionalmente) y con su propio co-
eficiente de viscosidad &;, por lo cual tenemos (el indice i denota cada componente de
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fluido):

adema&s obtenemos la ecuaciéon de movimiento para cada componente de fluido:
pi = —3H(pi+ F)=—3H (pi+ P —3&H) (4.9)
Para cada componente de fluido asumimos una ecuacién de estado:
P, = wp; (4.10)
donde w; es una contante. Introduciendo (4.10) en (4.9) tenemos:
pi+3H [pi(1+w;) —34H] = 0 (4.11)
reescribimos esta ultima ecuaciéon como:

dpi
o 2P

En la proxima seccién analizaremos dos casos particulares con el fin de estudiar los
efectos de la viscosidad sobre la aceleracién reciente del universo:

» Modelo cosmoldgico dominado por materia viscosa (bariénica y obscura).

= Modelo cosmolégico dominado por energia obscura viscosa y por materia no viscosa
(bari6nica y obscura).

Para ello usaremos las ecuaciones de Friedmann (4.4), (4.5) y la ecuacién de movimiento
para cada componente de fluido (4.11).

4.1. Modelo cosmolégico dominado por materia viscosa

En este caso tenemos la condicién para un fluido hecho de polvo: w,, = 0 y de la
ecuacién (4.12) obtenemos,

dpm
— = 9¢,H -3 4.13

sustituyendo la ecuacién de Friedmann (4.4) en (4.13) obtenemos,

dpm 87G kY2
a% = Ym [3Pm - a/2(t>:| — 3pm (4.14)
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motivados por el modelo inflacionario introducimos la constriccién £ = 0 (caso plano) y
adicionalmente asumimos el coeficiente de viscosidad &,, =constante; bajo estas condi-
ciones encontramos una solucién de (4.14):
exp(—«a 2
pm(a) = pég) [1 + (247G) Y2 exp(a/2)Ema’/? (4.15)
donde « es una constante de integracion. Por conveniencia definimos el pardmetro de
viscosidad adimensional:

Imponiendo la condicién p,,(ag) = p, en el presente y dividimos la ecuacién (4.15) por
P2 .. = (3H2)/(87G), obtenemos:

3/2 2
”;’g(“) — (36, + (;&) [Q?n + 6E1/Q0 + 95;] Y 2] (4.17)
crit

reescribimos la ecuacién anterior en términos del corrimiento al rojo z usando la relacién
(14 2) = ap/af(t):

2
meW) = {357” + (14 2)%? [Q?n + 66,0/Q0, + 95%] 1/2] (4.18)

Perit

Finalmente de la ecuacién de Friedmann encontramos el pardmetro de Hubble:

1/2

H(z) = H (P;;z)(a)) _ [3fm+(1+2)3/2 [aniGétmerQfZJ 1/2]
crit

(4.19)

En este caso la distancia de luminosidad es:
Z dz
o H(z)

dr(z) = c(1+2) (4.20)
con H(z) dado por (4.19) )
En este modelo el tinico pardmetro libre es &, debido a que Q0, =1

4.2. Analisis del caso de materia con viscosidad

En este modelo proponemos que el universo esta compuesto unicamente por materia
baridnica, més materia oscura, ademds, que es plano (2 = 0).

Proponemos que ésta materia tiene una cierta viscosidad &,,. Esto, como una bisqueda
de explicacién a las observaciones (o la expansién acelerada) proponiendo que es debida
puramente a efectos de viscosidad de la materia, y sin la necesidad de anadir un nuevo
tipo de materia como lo es la energia oscura.

Proponemos que la viscosidad ém es constante en el tiempo. Esto significa, que ésta vis-
cosidad siempre ha estado presente en el universo desde sus origenes y que no ha cambiado
desde entonces.
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De la teoria obtenemos (4.19). De aqui podemos obtener la expresién de la distancia
modular u(z) = 5log;, (dr(z)/1 Mpc) + 25.

Estamos interesados en estudiar la viscosidad del fluido de materia. En particular,
queremos estimar su valor a través de los datos, y al mismo tiempo, observar que tan
bueno es el ajuste que se logra a los datos a través de este modelo.

En este modelo tenemos dos casos para los parametros libres de la teoria:

Caso 1 Pardmetros libres: la viscosidad Em Unicamente.
Caso 2 Pardmetros libres: la viscosidad ém y el pardmetro de Hubble Hy.

Al realizar la prueba x? para calcular las mejores estimaciones de los pardmetros libres
obtenemos:

Modelo ‘ Signo ‘ Mejor estimacién X2

Em» (Hy=655) | + | &n=—0,023 359.321
€m, (Ho = 65,5) - | & =0,0100 554.112
&ms Ho + | &, =9,073, Hy=0,548 | 239.281
&m, Ho - | &, =0,333, Hy = 15,677 | 235.856

El signo «+» y «-» sale de considerar los dos casos de la ecuacién (4.19).

En los dos primeros casos que muestra la tabla, asumimos un valor de Hy = 65,5, que
estadisticamente equivale a proponer una probabilidad previa para el parametro Hy igual
a una delta de dirac, centrada en el valor Hy = 65,5

pdf(HO‘Dvl) = 5(H0 - 6575)

Al comparar graficamente los resultados de la tabla, con los datos, obtenemos las
figuras 4.1 y 4.2.

4.2.1. Conclusiones del Modelo 1

Para el caso en que se tienen como parametros libres a ém y a Hy, el valor de la mejor
estimacién para Hy es demasiado pequeno en comparacién con los valores que se obtienen
de las anisotropias de la radiacién de fondo.

Para el caso en que se asume el valor de Hy = 65,5, se obtienen valores muy grandes
para Xzof = 2,28 (donde “dof” = grados de libertad, en nuestro caso, 157 datos) para el
caso «-+» con fm como parametro libre.

En todos los demads casos, también se obtienen valores de Xio f mucho més grandes
que 1.

4.3. Modelo cosmolégico dominado por energia obscura vis-
cosa y por materia no viscosa (baridnica y obscura)

En este caso tenemos las ecuaciones de estado:

Pn = 0 (4.21)
PX = WwWxpx (4.22)
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s=-00l =it
Sonn o S550
STUNTIE - AAR. ) 22
JELTTLE =160 =3l

Figura 4.1: Comparacién del primer modelo con los datos. En la grafica practicamente
quedan superpuestas las curvas para los dos ultimos modelos, es decir, para £ = ém =
9,073, Hy = 0,548 con el de & = ém = 0,333, Hy = 15,677. Esto era de esperarse ya que
ambos tienen un valor en su calidad de ajuste (x?) muy cercano entre ellos. Para los otros
dos, tienen un valor de 2 maés grande, lo que implica una calidad de ajuste a los datos
no tan buena. Esto puede apreciarse en la figura. Nota: en la grafica £ = ém del texto

A
Y aadl

L]

Lo £=-002. ¢ =33

PP E=ULOGME, |7 =554
aEt ©E-9.07311 0548y 2302
_.:g_’. . £=0.333,11 =13.67, 3 =233 8

Figura 4.2: Comparacion del primer modelo con los datos. El eje z estd en escala logaritmi-
ca. Nota: en la gréafica £ = &, del texto
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con coeficiente de viscosidad cero para el polvo &, = 0, y £x para el fluido de energia
obscura. Las ecuaciones de movimiento para los dos fluidos son (de la ecuacién 4.12 para
i=m,X):

dpm

= —3pm 423
a- p (4.23)
d
a% = Oty H — 3(1 +wx)px (4.24)

resolviendo (4.23) obtenemos la expresién conocida para el polvo:

3
0o (_4o
= — 4.25
pule) = b (215 (4.25)
mientras que la ecuacién de friedmann toma la forma:
87G k
H* = —— - = 4.26

Ahora asumimos un coeficiente de viscosidad £x dependiente del tiempo césmico a través
del parametro de hubble:

Ex = exH (4.27)
entonces (4.24) es escrita como:
dpx 2
CLT = 9exH —3(1+wx)pX (4.28)
a

En adelante, asumimos un universo con k£ = 0 (plano). Introduciendo (4.26) en (4.28)
obtenemos:

dpx

ada = 24nGex

3
pX + Pon <;8)) ] —3(1 +wx)px (4.29)

Por conveniencia definimos los parametros adimensionales:

8rG
x = g (4.30)
a = 9ex —3(1+wy) (4.31)
v la constante:
B = 9explas (4.32)
La solucién a la ecuacion (4.29) es:
px(a) = Bta)d <a0> 8+ agpx (3 +a)] = (4.33)
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Dividimos la expresién anterior entre p0 . :

px(a) _ 9ex [0, (1- (1+2)0%) + Q%] - 3w, Q% s
P B+ a)(l+2)* '
Usamos la constriccién Qg( =1- Q?n (valida en el caso plano) en (4.34):
px(a)  3(3ex —wx) +30% [wx — 3ex (1 4 2)B+)] .
i (B+a)(l+2)~ '

Usando (4.35) en la ecuacién de Friedmann (4.26) tenemos la expresién final para el
pardmetro de Hubble en términos de los pardmetros libres (22 wy, €x):

/
H(z) = H, 921(1+z)3+p)§(a) " (4.36)

Perit

4.4. Analisis de modelo de energia oscura con viscosidad

En este modelo proponemos que el universo esta compuesto por materia bariénica,
mas materia oscura, pero que ademas, si contiene energia oscura también. De igual forma
que el modelo anterior, supondremos un universo plano.

Ahora, proponemos que la viscosidad la tiene el fluido de energia oscura, y con la forma
funcional de la viscosidad:

x =exH (4.37)

En este modelo tenemos dos parametros libres de la teoria: la viscosidad &x y la
constante de proporcionalidad wy de la ecuacién de estado para la energia oscura !.
Al realizar la prueba x? para calcular las mejores estimaciones de los parametros libres

obtenemos?

Mejor estimacién ‘ 2

éx = —0,66259  wx = —4,40426 | 190.559

En las figuras 4.3 y 4.4 se muestra el ajuste que se obtiene a los datos.
En la figura 4.5 se muestran los intervalos de confianza para €x vs wx

4.4.1. Conclusiones del Modelo 2

La prueba x? del segundo modelo de viscosidad de la energfa oscura nos da un exce-
lente ajuste a los datos, con una y? = 190,559. Incluso mejor que el modelo cosmolégico
dominado por materia y constante cosmoldgica (ambos fluidos) sin viscosidad. Comparese
este resultado con la tabla de la seccién 3.5.3.

'Recuerde que Px = wxpx. Refiérase a la (2.7) y su discusién para mayores detalles

2 Aqui hemos ya marginalizado con respecto al pardmetro de Hubble Hy y hemos asumido del valor de
Q% = 0,27 que es una constriccién que proviene de las observaciones de las anisotropias de la radiacién de
fondo césmico
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Figura 4.3: Comparacién del segundo modelo con los datos. Nétese la excelente calidad de
ajuste del modelo a los datos.

o
>,

ey

Figura 4.4: Comparacién del segundo modelo con los datos. El eje z estd en escala log-
aritmica. Nota: en la grafica (x = €x
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Confidenceintervals

0 ; : v
Best Estimate (7, ,,=190.559 )
Cxpest= —0.6625
_q0 )l Wbes= —4.4042
w20
-30
—40
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0
ox

Figura 4.5: Intervalos de confianza de los parametros €x vs wyx. Nota: en la gréfica (x =
€x.
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Se observa una gran dispersion en el parametro wy, lo cual no nos dice mucho sobre
la naturaleza de la energia oscura.

Hay que hacer notar, que estas rangos para wx fueron hallados bajo la suposiciéon de
que QY = 0,27, lo que hace robusto este resultado.

Es preciso mencionar que muy reciéntemente han aparecido una serie de trabajos
relacionados con modelos cosmolégicos usando fluidos viscosos [17], [18] y [19].

Esta idea de fluidos viscosos cosmoldgicos ya habia sido explorada anteriomente por
[15] y [16].
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