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Resumen

En esta tesis se estudia un problema de valores en la frontera para la
ecuacion en derivadas parciales de tipo Helmholtz en un cuadrante. Las con-
diciones de frontera que se consideran son de tipo absorbente. Se demuestra
que en el cuadrante, el problema de valores en la frontera con condiciones
de frontera del tipo mencionado tiene unicamente la solucion trivial en una
clase funcional especifica.
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Introduccidn

Introduccion

En esta tesis estamos interesados en un problema estacionario de propa-
gacion de ondas en cunas con condiciones de frontera no locales. Basicamente
la descripcién del problema es la siguiente.

Tenemos un dominio no acotado en una cierta region, en la cual se ha-
ya un obstaculo G. Hacemos que una onda incidente interactiie con dicho
obstaculo. El resultado de esta interaccion da como resultado una nueva
onda, llamada onda dispersa, de tal forma que la solucién a el problema,
compuesta de la onda incidente mas la onda dispersa, satisfaga una ecuacion
en derivadas parciales conocida como la ecuaciéon de D’Alambert junto con
algunas condiciones de frontera sobre el obstaculo G.

La meta es obtener la solucién a el problema de valores en la frontera
mediante el uso de técnicas numéricas de tal forma que la solucion sea lo
mas precisa posible. Para tal fin debemos considerar tinicamente un domino
finito, ya que la simulaciéon numérica debe estar confinada a dominios trun-
cados de dimensiones mucho mas pequenas que el domino original en donde
el fenémeno toma lugar. Nos referiremos a dicho dominio como dominio com-
putacional. En estos términos resulta conveniente introducir ciertos limites
artificiales de tal forma que acoten a el dominio computacional en donde se
esta desarrollando el problema que estamos estudiando. Y no perturben la
solucién dentro del dominio computacional, es decir, que la onda dispersa no
sea reflejada hacia el interior del dominio cuando incida sobre los limites del
dominio computacional.

Plantear condiciones de frontera artificiales sobre los limites de un do-
minio computacional finito no es tan facil y depende de la geometria del
problema en cuestion y del fendmeno que se esté analizando.

Uno de los objetivos de esta investigacion es proponer condiciones de fron-
tera artificiales sobre los limites de dominios computacionales de tal manera
que las ondas que inciden sobre dichos limites sean aniquiladas y no se refle-
jen hacia el interior de los dominios. Esto garantiza en cierto sentido que la
solucién en los dominios computacionales coincida con la solucién en el do-
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Introduccidn

minios no acotados. Especificamente nosotros solo consideraremos fronteras
planas ya que nuestros dominios son rectangulares.

El desarrollo del trabajo es como sigue. En el Capitulo 1 hacemos una
introduccion breve de cémo aparecen problemas de valores en la frontera de
este tipo y damos algunos antecedentes.

En el Capitulo 2 introducimos a los operadores de frontera de tipo ab-
sorbente. Justificamos el buen planteamiento de un problema de valores de
frontera para el caso de el semi-plano derecho {(z1, z2) € R?|x; > 0} y encon-
tramos la condicion de frontera artificial que aniquila a las ondas incidentes
sobre la frontera de dicho semi-plano.

En el Capitulo 3 planteamos un problema definido en el primer cuadrante
de R? y proponemos condiciones de frontera artificiales sobre los limites de
dicho cuadrante. Se observa que es bien planteado en algiin sentido. Esto nos
motiva a tratar de resolver dicho problema mediante técnicas del Método de
las caracteristicas complejas [7], el cual se basa principalmente en la teoria
de Paley-Wiener.

En el Capitulo 4 extendemos el problema definido en un cuadrante a todo
el plano. Reformulamos el problema definido en todo el plano en términos
de los datos de Cauchy del mismo y expresamos las condiciones de frontera
artificiales en términos de los datos de Cauchy. Aplicamos transformacion
de Fourier a la ecuaciéon de Helmholtz y a las condiciones de frontera y
extendemos analiticamente el problema a una area compleja, utilizando la
teoria de Paley-Wiener.

En el Capitulo 5 establecemos una relacion algebraica de los datos de
Cauchy sobre la superficie de Riemann que genera los ceros del simbolo del
operador diferencial de Helmholtz. Para tal fin se definen levantamientos de
las funciones involucradas sobre la superficie de Riemann. Tal relacién alge-
braica no es bien planteada pero utilizando ciertos automorfismos definidos
sabre la superficie de Riemann se logra que éste se convierta en un problema
bien planteado.

En el Capitulo 6 se introduce la cibierta universal de la superficie de
Riemann que generan las caracteristicas complejas del operador de Helmholtz
y se resuelve el problema sobre ella.

Finalmente en el Capitulo 7 se expresa el resultado principal de esta tesis.
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Introduccién CAPITULO 1

CAPITULO 1

Introduccion

Muchos problemas interesantes que aparecen en fisica, biologia, actstica,
sismologia y otras ciencias naturales estan descritos por ecuaciones en deriva-
das parciales cuyas soluciones estan compuestas de ondas. En estos campos
de la ciencia la simulacion precisa de dichos problemas es importante para
ampliar el entendimiento de los fenémenos bésicos involucrados, asi como
también en el diseno y desarrollo de aplicaciones tecnologicas en ingenieria.
En general, la simulacién numérica debe estar confinada a dominios trunca-
dos de dimensiones mucho mas pequenos que el espacio fisico en donde el
fenémeno toma lugar, esto debido a la capacidad computacional finita. Para
truncar el dominio fisico no acotado introducimos fronteras artificiales I' y
condiciones de frontera adecuadas que corresponden a dicha frontera. Esto
define un nuevo dominio €2, al cual nos referiremos como dominio computa-
cional (véase Figura 1).

Existen cuatro clases principales de métodos que se pueden utilizar para
estudiar problemas con dominios no acotados truncados:

1 Métodos que involucran condiciones de frontera de tipo integral,

2 Métodos de elemento finito,
3 Métodos que involucran condiciones de frontera de tipo absorbente,

4 Métodos de capa absorbente.
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Introduccién CAPITULO 1

Figura 1: Representacién de un dominio computacional acotado por la fron-
tera I'. Aqui la union de ¥ y €2 constituyen el dominio no acotado original.

En el presente trabajo tnicamente nos interesa considerar condiciones de
. .. N

frontera de tipo absorbente, ya que son nuestra principal motivacion para

plantear un problema de valores en la frontera que definiremos mas adelante.

Para que el problema sea bien planteado, {2 debe ser cerrado y por su-
puesto debe ser dada una condicién de frontera adecuada sobre I'. Y lo mas
importante, debemos elegir la condicion de frontera de tal manera que la solu-
cién sobre €2 coincida con la solucién del problema en el dominio no acotado.
Especificamente se consideran problemas donde estan presentes ondas viaje-
ras. Matematicamente representamos a una onda viajera como una funciéon
de la forma

u(z,t) =v(z), xR teR (1)

en donde, z = 7 - x + ct. Aqui ¢ es alguna constante, conocida como la
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Introduccién CAPITULO 1

velocidad de la onda, mientras que 77 es un vector unitario. Una funcion de la
forma (1) es una onda con una descripcién dada por v, moviendose con una
velocidad ¢ en la direccién del vector —ii y v(z) es una funcién arbitraria de
una variable. Ella satisface la ecuacién de D’Alambert

32

Ou(z,t) = <@ — 02A>u(x,t) =0, zeR" tekR (2)

Consideremos el siguiente problema. Tenemos un obstaculo G y una onda
incidente que denotaremos por u;,., la cual interactua con dicho obstaculo
G. Este obstaculo G dispersa a la onda wu;,. y crea una nueva onda, g,
llamada onda dispersa, de tal forma que

U = Ugotal *= Uine T Udiss

satisface la ecuacién de D’Alambert (2) junto con condiciones de frontera
sobre G y con alguna condicién de frontera apropiada sobre T'.

La meta es obtener u;,, mediante el uso de técnicas numéricas que re-
suelvan el problema de la forma mas precisa posible. Para tal fin debemos
considerar unicamente un dominio finito, por ejemplo, como se muestra en
la Figura 1, en donde €2 representa a dicho dominio acotado por la frontera
r.

Ahora debemos imponer condiciones de frontera sobre I' pero, jcuales seran
las mas adecuadas para nuestros propositos?.

Si se adoptaran condiciones de frontera de tipo Dirichlet o de tipo Neu-
mann estandares como nuestras condiciones de frontera sobre I', entonces en
muchos casos, una onda viajera que evolucioné de acuerdo a una ecuacién de
onda vera a la condicién de frontera como una barrera impenetrable y la onda
se reflejaria completamente hacia el interior del dominio. Mas precisamente
esto significa que la onda viajera (1) no satisfaceria la condicién de frontera
de tipo Dirichlet

u(z,t)|r =0, (3)
o la condicion de frontera de tipo Neumann
0
— t)| =0. 4
~u(a,t)|. 4
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Introduccién CAPITULO 1

Ademas, para que se satisfaga la condicién (3) o (4) es necesario agregar la
onda reflejada wu,.f, que es producida cuando la onda incidente u;,. chocan
con la frontera I'. Pero en este caso esta onda reflejada u,.; perturbara la
solucion . Por lo tanto, las condiciones de frontera del tipo (3) o (4)
no son adecuadas para efectuar los calculos que nos permitiran encontrar la
solucion ot

Una manera de usar alguna de las condiciones de frontera mencionadas seria
colocarla en una parte muy distante respecto de la solucion en €2, de tal forma
que la onda reflejada no afectara la solucion en el interior de 2 después de
un numero grande de desarrollos en el tiempo. En la practica esto seria muy
costoso sobre todo si se desean resolver problemas multi-dimencionales o
problemas que involucran muchos pasos en el tiempo.

Otro método es usar condiciones de frontera artificiales (o absorbente,
o amortiguadas, o de radiacion como también son conocidas en la literatura
(vedse [5] y las referencias citadas ahi)). La virtud de estas condiciones de
frontera sobre I' es que no afecta la solucién dentro del dominio €2, ya que
aniquilan todas las ondas incidentes en una manera tal que no se producen
reflexiones que se propaguen hacia el interior del dominio. Ademas tampoco
tienen que ser situadas a una distancia muy grande respecto de la solucion
definida en €.

La obtencion de las mejores condiciones de frontera absorbentes es muy
importante, ya que permitira una mejor precisién en la simulacion de fenéme-
nos que involucran ondas.

En aplicaciones, las areas que usan fronteras artificiales son en Meteo-
rologia para predecir el tiempo localmente, en Geofisica para calculos que
involucren ondas acusticas y elasticas, en dinamica de fluidos, Tomografia,
Ultrasonido, etc.

§ 1. Antecedentes

A continuacion describiremos brevemente algunos antecedentes que con-
sideramos importantes para el desarrollo del trabajo.
Una condicién de frontera se puede definir como un operador

Busu =0, sobre T,

que actua sobre algiin espacio especifico y esta determinado de a cuerdo a el
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Introduccién CAPITULO 1

problema que se esta estudiando. Diremos que la condicién de frontera B,
es absorbente si la restriccion de la solucién u a € es idéntica a la solucion
sobre el dominio no acotado cerrado con condiciones de frontera en el infinito.
Una condicion de frontera absorbente B,,s dependera de la forma de I' y
del problema mismo que se este estudiando. Es posible que sea dificil idear
o encontrar una representacion explicita de By si la frontera I' es muy
complicada. En este trabajo solo se consideran fronteras planas.
Como mencionamos en la Introduccién siempre requerimos considerar con-
diciones de frontera sobre I', los limites del dominio computacional €2, para
garantizar la solucién y la unicidad a problemas de ecuaciones diferenciales
bien planteados. Por supuesto, estas fronteras absorbentes son unicamen-
te una necesidad computacional y no tienen significado fisico. Por lo tanto,
es altamente deseable idear condiciones de frontera para estas fronteras ar-
tificiales de tal manera que minimicen las amplitudes de las ondas reflejadas.
En [2] se disend una jerarquia de condiciones de frontera para estas fronteras
artificiales con las siguientes propiedades:

(i) Estas condiciones de frontera junto con la ecuacién diferencial asociada
garantizan un problema de valores a la frontera con condiciones inicia-
les bien planteado.

(ii) Las amplitudes de las ondas reflejadas sobre estas condiciones de fron-
tera son tan pequenos como sea posible.

Una serie de trabajos previos se han llevado a cabo para disenar condi-
ciones de frontera absorbentes para varias ecuaciones de onda.
Usando la teorfa de reflexién de singularidades [8]-[10] se pueden desarrollar
perfectamente condiciones de frontera amortiguadas o absorbentes (con coefi-
cientes de reflexién identicamente cero) para sistemas generales de ecuaciones
diferenciales hiperbdlicos con coeficientes variables.

Las condiciones de frontera absorbentes se pueden dividir en condicio-
nes de frontera para ecuaciones disipativas y condiciones de frontera para
ecuaciones no disipativas. Una ecuacién no disipativa es aquella que admite
soluciones de la forma de ondas planas, como por ejemplo:

gWi=kz) >0, teR, z, keR,
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Introduccién CAPITULO 1

en donde la velocidad de propagacion de la onda depende completa o par-
cialmente del nimero de onda |k|. Nosotros solo consideraremos ecuaciones
no disipativas.
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CAPITULO 2

Operador de frontera de tipo absorbente

§ 1. Introduccidn

En este Capitulo vamos a introducir un cierto tipo de condicién de fron-
tera absorbente. Resulta ser que esta condicién es no local y se define por
medio de un operador pseudodiferencial. Para este fin en §2 enunciaremos
algunos conceptos tedricos. Luego en el §3 daremos algunas propiedades de
la transformada de Fourier, para después en el el §4 definir a dicho operador
de frontera. Finalmente en el §5 introducimos un cierto tipo de onda, las
ondas planas armonicas y en el §6 demostramos que este tipo de operador es
absorbente con respecto a dichas ondas.

§ 2. Denotaciones, definiciones y hechos

Primeramente describiremos el espacio de funciones que decrecen rapida-
mente .y su dual (topoldgico), el espacio de distribuciones temperadas ..
Para hacer mas amable la exposicion de las definiciones introducimos algunas
notaciones. Nosotros escribiremos funciones sobre R", es decir, como f(z),
x = (x1,...,2,); el simbolo N denotard el conjunto de todas las suceciones
ordenadas de numeros enteros no negativos a = (o, ..., o)y la| =30, a;.

¢ o ¢ oLl o {00 e
Ademas D® denotara a g Y X denotara z{* - - - xo".

Pagina 7



Operador de frontera )
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Denotaremos por ¢*°(R") a el conjunto de todas las funciones de valores
complejos que tienen derivada de orden arbitrario. Denotaremos por . (R")
el espacio de Schwartz de las funciones suaves que decrecen rapidamente en
R™ definido por

S®) = {f € =R | sup [+° (D°f)(z)| < o0, a,BENG}, ()

reR™

y equipado con la topologfa determinada por la familia de seminormas |-, 5,
en donde,

1ellas = sup [2°DPp(x)|, € L (R"), B €N (6)

El simbolo .’(R") denotard el espacio de distribuciones temperadas, es
decir, a el conjunto de todos los funcionales lineales continuos sobre .7 (R").
Siempre vamos a considerar a . con la topologia débil (ver [1] para defini-
cién). Resulta ser que . C .’ y es denso con respecto a la topologia débil
de " [4].

A continuacién introducimos un tipo de ”funcién” que sera de mucha im-
portancia més adelante. Sea la ”funcién”d : R — R, conocida como la
"funcion”d de Dirac, con las siguientes propiedades:

0 r#0 >
5(x):{+’oo xio’ / §(z)dx = 1.

Es evidente que no existe una funcién en el sentido clasico que satisfaga las
propiedades de la ”funcién”d, ya que cualquier funcién que se anula casi en
cualquier parte de R posee una integral igual a cero. Esta situacién aparen-
temente contradictoria se resuelve interpretando a la "funciéon”d como un
funcional que asigna el valor ¢(0) para cualquier funcién ¢ que sea continua
en el origen, es decir, §(p) = ¢(0).

Formalmente sea a@ € R™ fijo. Definimos la distribuciéon ¢ de Dirac cen-
trada en el punto «, d(x — «), por

(0(z —a),p) = p(a), Ve LR (7)

Es posible demostrar que 6(z — a) € '(R"), ya que (7) define un funcional
lineal y continuo sobre .7 (R™).
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Operador de frontera )
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A continuacién motivaremos el hecho que cada funcién localmente inte-
grable con alguna condicién de crecimiento sobre .#(R™) es una distribucién,
es decir, que el concepto de distribucién generaliza el concepto de funcion
comun.

Sea Li,.(R™) el espacio de las funciones localmente integrables. Supongamos
que para f € Lj,.(R"), existe C' > 0y n € R tal que

[f(z)] < C(A 4+ [z])". (8)

Entonces, la accién de f sobre ¢ € . (R") se define como

{f,0) = . f(@)p(x)de. (9)

La integral converge por la cota (8) y la defincién (5) y se puede demostrar
(ver [4], pag 154) que ella determina una distribucién de .#/(R™).

Observacion 1. Si una distribucion se puede representar en la forma (9),
entonces decimos que tal distribucion es regular, o es una distribucion de tipo
funcion. Todas aquellas distrubuciones que no son generadas por funciones
localmente intrgrables se dice que son distribuciones singulares, por ejemplo
la distribucion de tipo & de Dirac.

Recordemos el concepto de multiplicar una distribucion de la clase .’ por
funciones de la clase € (R™) que satisfacen cotas del tipo (8). La definicién
del producto de una distribucién por funciones esta motivada por el producto
de distribuciones regulares (ver Observacién 1) con tales funciones. En efecto,
sea u € Ljo.(R™) una funciéon dada que safisface la cota (8) y sea ) cuaquier
funcién en €*°(R") que cumple con la cota (8). Entonces, para toda ¢ €
Z(R"™), en virtud de (9) se cumple

Wug) = [ W@l
= [ u@@p@)ds = )

Teniendo en mente la igualdad del lado izquierdo y del lado derecho, es
natural escribir la siguiente definicién.
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Definicion 1. Sea v € € (R") tal que admite una cota del tipo (8) y sea
u € "(R"). Definimos el producto Yu, mediante

(Yu, p) = (u, ), (10)

para cada ¢ € . (R).

El lado derecho de (10) esta bien definido ya que ¢ € .(R™). Es posible
demostrar que Yu € .'(R") (para 2'(R") ver por ejemplo [9]).

Ejemplo 1. Sea v € €°(R"), entonces

Y(@)o(z — a) = Y(a)i(z — ). (11)
En efecto, usando Definicion 1y (7) tenemos
(V(2)o(x —a),p) = (0(z—a) (r)p(r))
= Y()pa) =¢(@){d(z —a), ¢(z), ¢lz) € L (R").
).

Definicion 2. Sea f(z) € .7'(R™). Decimos que f es simétrica si

(f(=z),0(x)) = (f(2), o(=x)), Ve L (R

No es dificil convencerse que f(z) € #/(R™) implica que f(—z) € '(R").

§ 3. Transformada de Fourier
Sea .7 : S (R") — . (R") la transformada de Fourier definida por

Furelf) = ZUE) = F(©) = / (@) ey € w= G+ G (12)

La transformacién .% es un isomorfismo lineal topoldgico, de .(R™) en
< (R™), con la topologia generada por las seminormas dadas en (6) (ver [11],
pag. 107 para la demostracién). Esto implica que existe la transformacion
inversa .7 ~! tal que para cada ¢ € .(R") se tiene que

T T lp@)(x) = p(x),  FFp()E) = »(). (13)

El siguiente teorema es principal en la teoria y da la expresion para la trans-
formacién inversa de 7.
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Teorema 1 (Férmula de inversién [9]). La transformacion de Fourier inversa
F1 S (RY) — S(R") estd dada por

FUANE) = Gz [ RO peS®). (1)

Observacion 2. FEs facil ver que para cada ¢ € 7 (R") se tiene que

Lema 1. Para cada o(x) € .S (R") se tiene la siguiente representacion de la
transformada de Fourier inversa (expresion (14)),

1

T e@)](€) = (%)nﬂ’[so(l’)](—é)-

Demostracion. Se sigue directamente comparando la formula de la transfor-
mada de Fourier inversa con la expresién (12). O

La transformacién .# se extiende por continuidad a el isomorfismo en
' (R™) (ver [11], pag. 108 para la prueba). Para hacer esto, notemos prime-
ramente que para cualquier f € Z(R")

(f(©),0(€)) = {f(x),p(x)), VeI [R), (15)

se cumple como una consecuencia directa de (12). Entonces, tiene sentido
escribir la definicién de la transformacién de Fourier para f € .#/(R™).

Definicion 3. Sea f(z) € ' (R"), entonces, el funcional F[f](§) = f(f)
estd definido por la identidad (15).

Teorema 2. La transformacion F : f — [ actia por continuidad de S(R™)
en st mismo y es un isomorfismo algebraico y topoldgico de ' (R™). Por lo
tanto, existe F 1 : f +— f que también es una transformacion continua de

' (R") sobre ' (R").
Lema 2. Para f(x) € ' (R") se tiene que

(F @), () = (f(2), Z ' W(O(x), v €S (R,
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Demostracion. Dado que la transformacion de Fourier es un isomorfismo
topoldgico sobre . (R"), en particular, es sobreyectiva en .(R"), entonces
cada (&) es la transformada de Fourier de alguna p(z) € #(R™), es decir
¥(&) = Flp(x)](€). Entonces, usando (15) y el Teorema 2 tenemos

(Z @), () = (FHf@]E), Ze@)](€))
(ZFf(@)(@),(2)) = (f(2), o(x))
= (f(2), 7 W(©Ol), veL R

Lema 3. Para f € .S (R™) se tiene la siguiente igualdad
(f(z), ¢(—2)) = (f(=),0(€), (&) € Z(R™).

Demostracion. Para p(z) € . (R") y haciendo el cambio de varible £ — —¢
tenemos que Z [p(&)](—x) = Flp(—£)](z). Entonces, usando lo anterior, la
Definicién 3 y la Definicion 2

(f(z),p(=2)) = (f(x), Zlp(={)](x))

A~

= (f(), (=€) = (f(=€).»(€))

Teorema 3. Para cada & € R" y para [ € ' (R™) se tiene que

FU@NO = e FU@N-0)

Demostracion. A partir de Lema 2, el Lema 1 y el Lema 3 obtenemos

(Z @), €)= (f(@), 7 p(Ol(x)) = (f(z), (2m) " Z[p(&)](—z))
= @m){(Zf(@)(=E),e&)), ¢e L (R").
O

Ejemplo 2. Z[6(z — a)] = %%, a € R*. En efecto, usando (7) y (15)
obtenemos que

(F - ))(©) ¢ = 6z —a), FI4](©)
— i) = [ e

R

= (7,0(9), »(€) € S (RY).
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En particular, si @ = 0, entonces, el resultado del Ejemplo 2 implica que

Z0](§) = 1.

A continuacién listamos algunas propiedades de la transformada de Fou-
rier que seran de utilidad més adelante. Sea u € . (R™). Entonces,

a) Fi[aaxfu] (€) = (—i&)"a(€), 1=1,...,n, k€N,

) #[0](6) )

o) ZI1)(€) = < )"3(8), ¢ery, (16)
d) F[5(x — a)](&) = &, -

e) Fle77)(€) = (21)"3(¢ — ), ’

en donde, 0 = d(z) es la "funcién”d de Dirac definida como en (7).

Demostracion.

c)

En virtud de (15) y usando (13) tenemos
(FUE.AE) = LFW@) = [ p)is

= [ e la)ds = 20" F Eel0)

= (20)"(0)

= @0)"(0(e).#le)), #l6) € ZR).
0

El Ejemplo 2 implica que §(§ —a) = Z ~e'**](€). Ahora usando el Teorema
3 se sigue que

de donde obtenemos e). O
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§ 4. EIl operador pseudodiferencial B,

Nosotros deseamos introducir operadores de frontera diferenciales apro-
piados. Inicialmente consideremos la funcién vw? — 22, en donde w > 0,
z € C. Esta funcién es doble-valuada. A continuacion definiremos la rama
adecuada para hacer analitica a dicha funcién. Sea R_ := {z € R| z < 0}.

Definicién 4. Para z € C\R_ supongamos que Arg z € (—m,7) y elegimos
para \/z la rama tal que

Revz >0, para z€ C\R_. (17)

Notemos que (17) implica que —7/2 < Arg+/z < 7/2, para 2 ¢ R_.

Ahora observemos que la condicién w?— 22 ¢ R_ es equivalente a la condicion
z ¢ £, en donde £ := (—00, —w] U [w, 00). Por lo tanto, tenemos que hacer
los cortes para la funcién vw? — 22 a lo largo de .Z (Figura 2).

Inz

I —— Rez
0

=0 +H)

Figura 2: Corte que determina la rama de vw? — 22.

Definicion 5. Definimos la funcion /w? — (+)? : C\ £ — C como la rama
analitica principal de la funcion vw? — 22, de tal manera que

Revw? —22>0 Vz¢ Z. (18)
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También definimos v/w? — 22 sobre el corte .Z, es decir, escribimos para z € R

+Vw? =22 2| < w,
Vw? — 22 = ¢ ivz22 —w? 2> w, (19)
—iVz2 —w?, z< —w.
Notemos que vVw? — 22, z € R es una funcién continua que pertenece a la
clase €°(R\{—w,w}) y satisface una cota del tipo dado por (8).
Denotaremos a la rama elegida de esta manera por vw? — 22.

En lo que sigue desarrollaremos la manera en cémo se construyeron los
operadores de frontera. Sea el operador pseudodiferencial
)

\/w? +d3, (20)
en donde dy = o5

En seguida presentamos la manera en como actia este operador. Considere-
mos funciones ¢, (z) € €*°(R), p > 0, € > 0 tales que

)L si [E£p| >
Ppe(§) = {0, si |€+p| <e€/2, (21)

De aqui tenemos
w2 - 52 Sow,e(f) € Cgoo(lR) (22)
Consideremos el siguiente subespacio de .#’(R), para p > 0 definimos

S (R) = {fef’(ﬂ?)}ﬂe>0, fEOen(—p—e,—p—i-e)U(p—e,p+e)} (23)

En otras palabras, el subespacio .7 (R) consiste de las distribuciones tempe-
radas cuyo soporte no contiene a +p.

Definicion 6. Sea f € 7)(R), para p > 0 y sea \/p? — x* definida como en
la Definicion 5. Entonces, definimos la multiplicacion /p* — x? f(x) como

VpE =22 f(x) = /p? — 22 pp () f2), (24)

en donde, la multiplicacion se entiende en el sentido de la Definicion 1 y

e < dist {supp f, {j:p}}. (25)
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Lema 4. La multiplicacion estd bien definida, es decir, no depende de €, tal
que satisfaga (25).

Demostracion.

Sean @, ¢ (%), Ppe, () € €°(R), con €, e, < € = dist {supp f, {£p}}.
Es suficiente demostrar que

<f(x); P2 — 22 0(2) (0pe, (T) = Ppey (x))> —0

Supongamos que €; < €5. Entonces,
Pper(T) = Ppey(¥) =0 para € (-p—e€1/2, —p+e/2)U(p—e/2,p+e/2).

Esto implica que v/p? — 22 () (pp.e, () — @per (7)) € €=(R).
Por lo tanto, (f(z),/p* — 22 ¢(x)(Pp.e (¥) — Ype,(2))) esta bien definida.
Ademas

<f($)a p* —2? () (@pm(fp) — Ppiea (:17))> =0,

ya e SUPD (s — Epes)  (—p— €, —p+€)U(p— €1 p+ ), en donde f = 0,
dado que f € ) (R) y € > 0 satisface (25). O

Definicién 7. Seanw, c > 0. El operador pseudodiferencial R, := +/(w/c)? + d3

actia sobre las funciones f € /'(R), tal que fe YJ/C(R) de la siguiente ma-
nera

R f(z) = Z [V (W] =12 pe () f(n)],

en donde, € satisface (25) y elegimos la rama de +/(w/c)?> —n? como en la
Definicion 5 salvo un factor 1/c en los cortes sobre el eje real.

Notemos que por el Lema 4 el operador R, esta bien definido.

Con los conceptos anteriores ahora si podemos definir el siguiente opera-
dor de frontera B,,s. Consideremos el conjunto

0,(R%) = {f € €2(R) | FuyalfO.12) € R}, (26)

en donde, Z,,_.,[f(z1,22)] denota la transformada de Fourier de la funcién
J con respecto a la variable x; y x; se considera fija o constante.
Ahora para cada ¢ > 0 definimos By : O,(R%) — %'(R,,) por

Buss(f) == (a% (:El,x2)> —R[f(0,22)], 2 €R, (27)

x1=0
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en donde R, esta bien definido por de la Definicion 7.

En los siguientes paragrafos mostraremos que un cierto tipo de ondas, las
ondas planas armonicas que viajan a la izquierza con velocidad ¢ son aniqui-
ladas por el operador Bs.

§ 5. Ondas armédnicas planas y su transformada de Fourier

Refiriendonos a la Figura 1. El problema principal que aparece, y el cual
estudiaremos, es como proponer condiciones de frontera sobre I' de tal manera
que la onda dispersa u4s no sea reflejada hacia el interior del dominio €2. En
otras palabras se requiere que las condiciones de frontera sobre las fronteras
de 2 sean transparentes para la onda wy;.

Por simplicidad vamos a proponer condiciones de frontera para el semi-
plano derecho. Matematicamente se considera la ecuacién de D’Alambert

82

Ou(xy, z9,t) == <@ — 02A>u(:v1,:1:2,t) =0, z;>0,22€R teR (28)

Nos interesan las soluciones de (28) que tiene la forma
w(xy, xa,t) = v(il - (x1,22) +ct), 1= (cosa,senc), «a€[0,2m), (29)

en donde v : R — R es una funcién arbitraria. Es facil ver que las funciones
u de este tipo satisface la ecuacién (28) para cada 7 € R?. A este tipo de
soluciones se les conoce como ondas planas que se propagan en la direccion
del vector —17 con una velocidad de propagacién ¢ y v se llama el perfil de la
onda plana.

Vamos a considerar las ondas planas (29) que ademds son armonicas con
respecto a la varible ¢ con frecuencia w > 0. Esto es u(zy, z2,t) tiene la forma

u(zy, 9,t) = e T A(xy, 29), (1, 12) € R?, (30)
aqui la funcién A(xy, z5) se conoce como la amplitud de la onda u(zq, x2,t).
Lema 5. Siu satisface (29) y (30), entonces

Az, 29) = Ke "e™@ne2) [0 — const.

Demostracién. Es claro que existe (29,29) € R? con la propiedad que 7 -

(29, 29) = 0. Entonces, (29) y (30) implican que

u(al, ap,t) = v(s) = Ke 's*, s=ct y K= A(a,13). (*)
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Luego (*) implica que u(z1, z9,t) = v(7 - (z1,15) + ct) = Ke tem@nm)=iwt
Comparando nuevamente con (30) obtenemos que A(z;,x9) = Ke te™(@1o2)
]

Para que (30) sea una solucién de la ecuacién (28) es necesario y suficiente
que la funcién de amplitud A(zq, z5) satisfaga la ecuacion de Helmholtz en
el semiplano derecho

(A+ [w/c)A(z1,22) =0, x>0, 25 €R. (31)

Es un célculo directo verificar lo anterior, basta sustitur (30) en la ecua-
cién (28) y agrupar. Se observa ademds que el Lema 5 da la forma explicita
de la solucién a (31). En la siguiente seccién usaremos ampliamente este tipo
de soluciones.

Ahora encontremos la transformada de Fourier de una onda plana arméni-
ca. Sea Ui : R? — R, definida por wine(w1, 72) = Ke "e™@172) en donde
7 es como en (29). Entonces, en virtud del inciso e) de (16) con o = 1 se
tiene

T [e—i%ﬁ(wm)] - (2@25(5 - %ﬁ) (32)

En particular, la transformada de Fourier con respecto a la variable x5 de
Uine ©S,

g@—m [e—i%(cosa,senOc)-(ml,mg):| _ (271’)2 e—i% cosaa:15<n . E sen a) (33)
C

§ 6. Absorcidon de ondas planas armonicas

Recordemos que estamos considerando el problema de encontrar condi-
ciones de frontera absorbentes sobre la barrera x; = 0 en el plano, para la
ecuacién de onda (28). Vimos en §5 que esto es equivalente a considerar la
ecuacién de Helmholtz (31) en el semiplano derecho, mas aun encontramos
que las soluciones a dicha ecuacién son de la forma dada por el Lema 5 y
representan ondas planas armonicas. Notemos que la condicion de frontera
para ambos casos no cambia.

A continuacién exibiremos como las condiciones de frontera del tipo (27)
aniquilan ondas viajeras del tipo dado por A(zy,x2) del Lema 5.
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Lema 6. Sea 171 = (cosa,sena), o € (7/2,31/2). Entonces, winc(21, 1) =

Ke @122 pertenece a la clase 0=(R}).

Demostracion. Representemos a la onda incidente wu;,., que choca con la
W

barrera = 0 COMO Uje(T1, To) = Ke telcosamtsena)  Fntonces, usan-

do (33) tenemos

Fnzntine(0, 22)] = yxgﬂn[Ke*i%Senafw]
Cc

Ahora como el soporte de § (77—% sen a) no intersecta a los putos { —w/c,w/c},

ya que sen o # %1, entonces se sigue que F,, ., [Uinc(0, 22)] € ZL(R). Lo cual

implica que 1, € ﬁ%(lRi). O

Corolario . Existe By : O« (R2) — ."(Ry,) dado por la expresion (27) y

existe ipe € Ow (R_i) definida por Upe(11,12) = Ke <™ @022) en donde i
es como en el Lema 6 tal que

Babsuinc(waZ) - 07 I € lRa (34>

Demostracion. Es facil ver que

0
dluinc(wla SUZ) ‘:CIZO B (%uinc(‘rlv 1'2))

Usando la definicién del operador psedodiferencial (Definicién 7) tenemos
que

Cc

. w v
:—ZK<—> cosque 'eSmaT2 ()

x1=0

(V(@/0? + a3 ) [tinelwr, 22)],_o) = F, [V =12 0. 1) ine0,m)]

en donde, U,.(0,17) denota la transformada de Fourier de la onda plana
armoénica (0, r3) con respecto a la variable 5, el simbolo .Z ! , denota

n—T

la transformada de Fourier inversa con respecto a unicamente la variable

n y hemos escogido para \/(w/c)? —n? la rama cuyo corte es £ tal que
Rey/(w/c)? — 22> 0, z € C\.Z.

Sea € > 0, como sena < 0 en el segundo y tercer cuadrante, entonces
—(w/e)sena > (w/c)+e. Luego paraeste ¢, y dado que /(w/c)? — n? pu () €
%> (R) entonces del Lema 6, (11) y (7) se tiene
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<i (—)2 + aT:g) [wine(0,22)] = F, L, (l (w/€)? =1 P2 c(n) @inc(()’”))

= K7, (z (w/e)? —n* pe (n) 5(n - <

2)so))

= K7! (i%m(S(n— <%) senoz))

. _iw w
= Ke "™ _\/1 —sen? o

C

Dado que el signo del coseno en el tercer cuadrante es negativo, esto implica

que V1 —sen?a = Vcos2a = —cosa por la definicién de la rama de /-

(expresion (18)). Por lo tanto,

w 02

<i <E>2 + 922 ) [Wine(0, 22)] = —iK(%}) cos et senaTz (b)

Luego a partir de la expression (27) de By, y de las ecuaciones (a) y (b) se
sigue que Bpstin(0,22) = 0, 25 € R. O
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CAPITULO 3

Problema principal

§ 1. Introduccidén

En este Capitulo planteamos matematicamente el problema que estudia-
mos en esta tesis. Una vez mas debemos introducir un poco de notacion.

Sea K" ={r € R" |2, >0, Vk=1,..,n}. Paran=1, K} =R" y para
n = 2 vamos a denotar a K2 por K. Sea v, = {(z1,22) € R*| 21 > 0, 22 = 0}
v 2 = {(z1,29) € R* | 21 =0, x5 > 0} los lados del cuadrante K.

Sea .'(K7) un subespacio de .#(R") (vedse Capftulo 2, §2), que consiste
de todas las distribuciones cuyo soporte (ver [4] para definicién) pertenece a
T,

Sea A una regién abierta en C". El simbolo H(A) denotara a el conjunto
de todas las funciones analiticas en A. Denotemos C™ := {z € C| Imz > 0}.
En este Capitulo también consideraremos la rama principal de vw? — 22
como en (18). La restriccién de esta rama a C* es analitica en C*, ya que

ZLUCt =10.

En el Capitulo 2 justificamos las condiciones de frontera de tipo absor-
bente para el caso de ondas armoénicas planas, sobre la barrera x = 0. Ahora
vamos a plantear un problema definido en un cuadrante con condiciones de
frontera absorbentes sobre los semiejes positivos 1 =0y x5 = 0.
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§ 2. Planteamiento del problema

Estamos interesados en el siguiente problema de valores en la frontera

(A+w?)u(z) = 0 reK, (35)

(dl — i\/uﬂ + d%)u<0,$2) = 0, To € Y2,
<d2—i\/w2+d%)U(l’1,0) = 0, T €7,

en donde, w > 0, d; = 8%1, dy = 6%2, A es el Laplaciano en R? definido por

(36)

0* 0

A=—+ —.
x? i x3

(dl —iy/w? + d%)u(o,mg) = (%) w(0,x2) — iy w? + (;@)2 [u(O,xg)], (37)

en donde, \/w? + d3 [u(0, 22)] se entiende en un sentido que definiremos m4s
adelante.

El operador (37) coincide en la forma con el operador R, definido en §4 del
capitulo anterior. La diferencia es que ahora queremos considerar la accién
de este operador tnicamente en el cuadrante K C {(z1,7) € R* |z, > 0} y
no en todo el semiplano derecho {(z1,x) € R* | z; > 0}. Esto nos permite
simplificar el dominio del operador (37) usando la teoria de Paley-Wiener,
ya que el soporte de u esta en el cono convexo.

La meta es demostrar que el problema (35)-(36) tiene inicamente la solucién
trivial en una clase funcional que especificamos en el siguiente paragrafo.

§ 3. Teoria de Paley-Wiener

Aqui vamos a modificar un poco el concepto de operador de frontera, con
respecto al Capitulo anterior. Para tal fin usaremos la teoria de Paley-Wiener.
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Definicién 8. Sea /'(K%) = /'(R?)|gn el espacio de las restricciones de las
distribuciones de Schwartz en R2.

Sea ./ (K) = {f e S (R") | supp f C K__’ﬁ} y €1(K7) el espacio de
funciones continuas definidas en K7 y cuyas primeras derivadas son conti-
nuas.

Definicién 9. Definimos el espacio € (K?) como
G = 7 (KT) N6 (RT).

Nota. Sea

u(z), x€ K}
to(@) = {0 ¢ K_:
) =+

entonces, la Definicién 9 y la Definicién 8 implican que uy € ./ (Ki)
Teorema 4 (Paley-Wiener). [//

i) Sea f € S'(K7}), entonces, f(€) se extiende de manera dnica a CKY" =
R ® iK?, a la funcion analitica f(z), con z == (21,...,2,) = (& +
iT, i), & 1 €RT,i=1,...,n, tal que

F@)| e+ e dist {87, 2 e Ry, (38)

para algunas constantes p € R, C' >0 con

dist {z,R"} := min {|Im z|};

i=1,...,

y en '(R")

~ A

f(gl"‘iTl;---afn—i_iTn)—>f(£17"'>£n>7 (39>

Tl,...,n_>0+
ii) Reciprocamente, si f(2) es analitica en CK™* y satisface (38) y (39),
entonces, existe

f& = lm f(z),

Im z—0+

en ' (R™) y esta es la transformada de Fourier de una distribucion

flx) € Z'(KY).
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Denotacién. Si f (&) = limpy .04 f (z), entonces escribimos

f(2) = Foilf(@)],  fla) = FLIf(2)).

Definicién 10. El operdor pseudodiferencial /w?* 4 d3 [u(0, z2)] actia sobre
funciones u(x) € . (R*) de tal forma que

\w? +d3u(n)] = F 1 [Vw? - 224(2)], Imz >0,
en donde, /- se entiende de acuerdo a la Definicién 5.

Este operador se define correctamente. En efecto, en virtud del Teorema de
Paley-Wiener podemos concluir que /w? + d3 [u(0,z5)] € .#/(R¥), ya que
Vw? =22 f(z) € H(C*) y satisface la estimacién (38).

Ahora podemos definir como actuan los operadores de frontera (36).

Definicion 11. Sea u € € (K), entonces, para Im z; > 0, i = 1,2 definimos

<d1 —iJw? d§>u(o,x2) - (8%1) w(0, ) — iy/w? + &3 [u(0, z)],
<d2 — iy w? + d%)u(O,a:Q) = <8ix2> uw(x1,0) —iy/w? + d3 [u(xq,0)],

en donde, \/w? + d? se entiende como en la Definicion 10, para l =1, 2.

Estos operadores se definen correctamente ya que las primeras derivadas
son continuas sobre la frontera de acuerdo a la Definicion 9.

Vamos a considerar el problema (35)-(37) en el espacio 6'(K). La meta
principal es demostrar que dicho problema tiene solamente la solucion trivial.
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CAPITULO 4

Extension analitica del problema principal

§ 1. Introduccidén

En el presente Capitulo extenderemos la ecuacion de Helmholtz a todo
el plano, para tal fin describiremos como se definen las derivadas de funcio-
nes generalizadas, (o derivadas débiles). Consideraremos funciones definidas
en R? y extendidas por cero que se anulan fuera del primer cuadrante. El
motivo de hacer lo anterior es por que deseamos aplicar el método de las
caracteristicas complejas [7], el cual requiere el de la teoria de Paley-Wiener.
Después presentamos como actua el operador de Helmholtz sobre este tipo
de funciones, en términos de los datos de Cauchy. Finalmente describiremos
la transformada de Fourier compleja de la ecuacion de Helmholtz y de los
valores de frontera de nuestro problema original.

§ 2. Extension de la ecuaciéon de Helmholtz definida en un
cuadrante, a todo el plano

El primer paso es extender por cero la solucion del problema en el cua-
drante y después aplicar el operador diferencial a la funcion discontinua. Por
esta razon, a continuaciéon recordaremos como son las derivadas generaliza-
das de funciones definidas en R?, que se anulan fuera del primer cuadrante y
ademas son suaves en dicho cuadrante.
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Supongamos que u € €, (K"). Consideremos la funcién uy : R — R
(n = 1,2) definida por

~Ju(@), zeK?
uol) = {07 e (40)

Esto significa

(a) la funcién u(x) tiene dos derivadas continuas en cada punto de la cerra-
dura de K7 y estas derivadas pertenecen a la clase .7/ (K7).

(b) la funcién ug(x) es la continuacién por cero de la funcién u(z) en todo
el espacio R".

Denotaremos a tal continuacién por [u|. Entonces,

u(z), =€ K}

_ 41
0, r ¢ K7, (41)

up() := [u(x)] = {

en donde, u € €}(K?%), n =1,2. Por lo tanto, ug(z) € .&'(R").
Es conocido (véase [4]) que la derivada de la funcién ug(z) en ./ (R) se
calcula como

(o) = [w(@)] + u(O)i(@), 7 e R (12)

en donde, [v/(x)] denota la continuacién por cero de la derivada de la funcién
u(x), x € Ry, con respecto a x en el sentido usual dada por

{u’(m), z€Ry

0 e (43)

[w(@)] =

y 6(x) es la distrubucién delta de Dirac, definida como en (7).

Lema 7. Sea u € €} (R, ). Entonces, la sequnda derivada generalizada de ug
en ' (R) es

%uo(x) = [u”(x)] + ' (0)d(x) + u(0)d'(z), =z €R, (44)

en donde [u”(x)] se entiende como en (43).
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Demostracion. La ecuacién (42) implica que

L) = L [w@)] + w0}

en donde vo(x) = [u/(z)]. Entonces, nuevamente por (42) aplicada a vy ob-
tenemos

o) = [4(0)] + 1 0)0) + u(0)9'(2).

Lema 8. Sea n =2 yu € €}(K). Entonces, en /' (R?)

su(z1, T2 ] + [ i u(xl,:cg)] + w? [u(xy, 22)]

[8% 8_30%
|

&21 OxQ} (1) + [%u(ml,(])]é(xg) (45)
+ [u(0,29)] 8" (1) + [u(x1,0)] &' (x2), (21,22) € R

(A 4+ wHug(ay, 20) =

Demostracion. Se sigue directamente del Lema 7. O]

A continuacién presentamos cémo actia el operador de Helmholtz sobre
una funcién definida en un cuadrante y extendida por 0, en términos de los
datos de Cauchy.

Sea u(xy, x3) € €} (K) la solucién a la ecuacién homogénea de Helmholtz en
K, entonces

(A + w)u(z1,29) =0, (21,72) € K. (46)

Sea wug la continuaciéon en R? por cero de u como en (41). Apliquemos el
operador (A + w?) a la funcién ug en .#'(R?), entonces, por el Lema 8 se
tiene
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(A 4+ wHug(xy, 20) = [a%lu(o, xg)] d(zq) + [aix?u(xl, 0)] §(z9) 4+ w?u(ay, 22)]

+ [w(0,22)] & (z1) + [u(x1,0)] & (z2), (21,75) € RE (47)

Definicién 12. Sean =2 yu € ¢} (K). Los datos de Cauchy son:

1. ¥Y(xy) = [u(x1,0)] con 1 € R es el dato de Dirichlet de u sobre el lado
71
2. v3(x9) := [u(0,22)] con z2 € R es el dato de Dirichlet de u sobre la

frontera vs.

3. va(xs) = 8_901u<0’ x9)| con xy € Ry es el dato de Neumann de u sobre
Y25 ) )
1 0 -

4. vi(xy) == 8—x2u(x1, 0)| conzy € Ry es el dato de Neumann de u sobre
M- ) )

Dado que u € €}(K), se sigue que v} () € ¢ (K}),l=1,2y 8=0,1. De
esta manera la ecuacién (47) se reescribe como
(A + w?)up(r1,79) = vy (21)0(22) + vy(22)0 (1)

+ (1) (x2) + vy (2) 8 (1) (z1,22) €R%. (48)

§ 3. Transformada de Fourier compleja de la ecuacidon de
Helmholtz y los valores de frontera
1. Transformada de Fourier (Real) de la ecuacién de Helmholtz

Proposicién 1. Sea u(x) € €} (K) la solucién a la ecuacion (46) y ug(x) su
continuacion en R? por cero. Entonces,
(=& = & +wio(6,&) = 01(&) +0a(&) — i&20)(&1) (49)
—i6105(&),  (6,&) € R,
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se satisface en . (R?), en donde, ) (&) son las transformadas de Fourier de
las funciones vf(fl), =12, 6=0,1.

Demostracion. Sea uy € .#'(R?), entonces por las propiedades de la trans-
formada de Fourier (expresiones a) y b) de (16)) se tiene que

DF{(A+0?) (W) b &) = (-6 - E+Din(6n &), (€.&) R,
i) ﬁ{vi(%ﬁs(-’m) + vy (22)0 (1) + 07 (21)8 (w2) + 03(372)5/(931)}(517 &)

= 01(&) + 03(62) — 1607 (&1) — i&103(&a),  (&1,62) € RZ.
Entonces, (48) implica (49). O

2. Extension Analitica de la ecuacion de Helmholtz

Utilizando el teorema de Paley-Wiener (ver Teorema 4) para la funcién
(&1, &2) concluimos que existe una unica continuacién analitica g(z1, 22),
(21,22) € CK* tal que (—27 — 25 + w?)tg(21, 22) es la continuacién analitica

de (=& — & + w?)0o(&1,&) a CK*, es decir, en .7 (R?)

(=23 — 25 + w?)iig(21, 22) P—— (=& — & + w?)io (&1, &), (50)

Andlogamente para los datos de Cauchy (&), 09(&), & € R, | = 1,2,
existen continuaciones analiticas, 9} (z), 0)(z), z € CT, [ = 1,2, tales que

EN) PR o (&),

N . E€ERy ze€Ch 1=1,2, (51)
ey ——)
m z;—0+
Y B B
6l (Zl) - gxz—ml [Ul (xl)]v l= 17 27 ﬁ - 07 17 (52)

de acuerdo a la Denotacién hecha en §3 Capitulo 3.

Por lo tanto, la identidad (49) de la Proposicién 1 también tiene conti-
nuacién analitica a CK y para estas continuaciones analiticas se cumple la
identidad

(=27 — 25 + w)lio(z1,22) = 01(z1) + U3(22) — i220)(21) (53)
—izlﬁg(ZQ), (21722) S G:Ki,

la cual es valida en H(CKY).
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3. Transformada de Fourier compleja de los valores de frontera

Retomando nuestro problema de valores iniciales original (ecuaciones (35)-
(36)) tenemos la siguiente afirmacién. La cual expresa que los datos de Cau-
chy de nuestro problema tienen continuaciones analiticas a CK7.

Proposicién 2. Sea u € ¢} (K). Entonces,

0 (0,22 (22 = (e,

oy

Z.
Fay sz [ /w2 + d3 u(0,x9) (2’2) =i/ w? — 23 09(22),

- 21,29 € CT.

u(z1,0)| (21) = 0y (z1),

XT2—22

o
jxl—nzl

e

Fy o [i\/wQ + 3 u(z1,0) | (21) = iyJw? — 22 ) (21),

Demostracion. Sea u(zi,xs) € ¢, (K). Entonces, la primera y tercera igual-
dad son consecuencia directa de la Definicion 12.

Y la segunda y tercera igualdad se siguen directamente de la Definicién 10,
la Definicién 12 y la expresion (52). O

Por lo tanto, de acuerdo a la Proposicion 2 se obtiene que las condiciones de
frontera (36) poseen continuacién analitica a C* y satisfacen

21,22 € C+. (54)
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CAPITULO 5

Superficie de Riemann y la ecuacion de

conexion

§ 1. Introduccidén

En este Capitulo describiremos la superficie de Riemann que generan
los ceros del simbolo del operador de Helmholtz y definiremos sobre ella la
ecuacion de conexion que relaciona los datos de Cauchy y la solucién u. Para
tal fin definimos levantamientos y automorfismos sobre dicha superficie. En
suma el objetivo de los siguientes paragrafos sera resolver el sistema (53)-(54)
en el subespacio .#”(K) suponiendo que 9} (z) € H(CT), 1 =1,2, 3=0,1.

§ 2. Caracteristicas complejas del operador de Helmholtz

Consideremos el conjunto
V:{(zl,z2)€C2| —zf—z§+w2:0}. (55)

El conjunto V es la superficie de Riemann de los ceros del operador diferencial
(A + w?) 6 las caracteristicas complejas de (A + w?).
Definimos

V= {z€V|zl€C+}, [=1,2. (56)
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Sea
Vo=yrny=vn CK}. (57)

§ 3. Levantamientos de funciones a la superficie de
Riemann

Definimos los levantamientos v/’ (z), de las funciones 7] (%), a V;':

Vi) =0 (=), eV, =12 8=0,1 (58)

Notemos que las funciones v/’ (z) son analiticas en V7, ya que o) (2) €
H(C™), por lo tanto,

vl(z) e HVF), 1=1,2,3=0,1. (59)

§ 4. Levantamientos de la ecuacién (53) a la superficie de
Riemann. La ecuacion de conexion

Levantamos la parte derecha de la ecuacién (53) a V. Usando los levan-
tamientos (58) tenemos que la parte derecha de (53) se escribe como

v}(z) + V%(Z) — iZQV(l)(z) — izlvg(z), z=(z1,2) € V",
Teorema 5.
vi(2) +viy(2) —izmvi(2) —iznvo(2) =0, 2= (21,2) € V*.

Demostracion. Consideremos la ecuacion (53). Notemos que

(21,20) €V = (=2] — 25 +w)iig(21, 22) = 0.

Ahora, dado que —z} — 22 + w? = 0 para z € V*, entonces, la parte derecha

de (53) también es igual a 0 sobre V*, por lo tanto,
vi(2) +vy(2) —izmv)(2) —iznve(2) =0, 2= (21,2) € V*. (60)
]

La ecuacion que aparece en el Teorema 5 se denomina la ecuacion de
conexion entre los datos de Cauchy y la funcién u(zq, zs).
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§ 5. Levantamientos de las condiciones de frontera sobre
la superficie de Riemann

En seguida levantaremos las ecuaciones de (54) sobre la superficie de
Riemann V.
Usando los levantamientos definidos en (58) obtenemos que las ecuaciones
de (54) se levantan a la superficie de Riemann mediante las expresiones

vi(z) —iy/w?—23v)(2) = 0, zeVf, (61)
va(2) —iyJw? —22vy(z) = 0, z€ V.

§ 6. Reduccién del sistema de ecuaciones (61) a ecuacio-
nes sobre la superficie de Riemann. Automorfismos

Sea h; : V — V la funcién definida por
hl(zl, 22) = (21, —22>. (62)

Proposicion 3. La funcion h; es un automorfismo. Es decir, hy 'V — V,
cumple

1. Siz €V, entonces, hi(z) € V.
2. hi(z) =M(z),VzeV.
3. Ademds, vV (h(2)) = v/ (2), 1 =1,2, 3=0,1, para todo z € V.

Demostracion.
1.
Sea z € V, entonces, hi(z) € V. En efecto, ya que

24 (—n)?—-w=0.

Sea z € V), entonces

hi(z1,22) = (21, —((—22))) = (21, 22) = hu(21, 22).
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Sea z € V, y sean Vlﬁ(z), los levantamientos de f)lﬂ(z), l=1,2,6=0,1.
Entonces,

Vzﬁ(hl(z)) = Vz’g(zh —2) = Vzﬁ(zl»@) = Vz’g(zl)a =12, 8=0,1,

en donde, en la segunda igualdad estamos utilizando la propiedad 2. O

Usando los levantamientos que aparecen en (58) y la parte tres de la
Proposicién 3 tenemos que

vi(z) =v)(hz), zeVF, 1=1,2,3=0,1. (63)

Es decir, las funciones vf(z), l=1,2, 6 =0,1, son automorfas. Ahora des-
pejando vi(z) y va(2) en (61) y sustituyendo en la ecuacién de conexién (60)
obtenemos

iv/w? — 2 V() diy/w? — 22 vI(2) —izvi(2) —izvI(2) =0, z€ V"

La cual se puede reescribir como

(\/uﬂ — 22— zg)v?(z) + <\/w2 — 2 — 21> vi(2) =0, ze€V* (64)

Asf hemos obtenido una ecuacién con dos funciones incognita, v¥(z) y v9(2).

Este problema no estd bien planteado, sin embargo, sabemos que v{(z) es

analitica en V" y que v(2) es analitica en V; por (59). Ademds, por (63)

v{(2) y v9(z) son automorfas.

Entonces, paral = 1,2y =0, 1, se tiene el siguiente sistema de ecuaciones

(\/u)2 — 27— zg)v(f(z) + (\/w2 — 22— 21) v(2) =0, z€V* (65)

VP(2) = vl (hz) =0, ze V),

el cual ahora si representa un problema bien planteado.

Noétese que hemos reducido el problema inicial a un sistema de ecuacio-
nes algebraico definido sobre las caracteristicas complejas del operador de
Helmholtz. Resolveremos dicho sistema en el siguiente Capitulo.
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CAPITULO 6

Solucidn sobre las caracteristicas complejas

§ 1. Introduccidén

En el Capitulo anterior obtuvimos el sistema de ecuaciones (65) el cual
esta bien planteado. Lo que ahora se requiere es conocer mas acerca del
dominio de accion de los automorfismos que involucra dicho sistema. Para
tal efecto en el presente Capitulo vamos a introducir una uniformizacion en
la cubierta universal de la superficie de Riemann de los ceros del simbolo. De
esta manera levantaremos los automorfismos definidos en el Capitulo anterior
y los datos de Cauchy a la cubierta universal.

Finalmente planteamos un sistema equivalente a (65) sobre la cubierta
universal de dicha superficie de Riemann y lo resolvemos.

§ 2. Cubierta universal

En geometria algebraica se sabe que si p es un polinomio irreducible en dos
variables con coeficientes complejos, de segundo orden, entonces la superficie
de Riemann de las raices de p es compacta (véase [12], pag. 94) e isomorfa a
un cilindro. Por lo tanto, tal superficie posee una cubierta universal que es
isomorfa a C (véase [6], pag. 191). Entonces, en nuestro caso la superficie de
Riemann V de los ceros del simbolo del operador de Helmholtz 2% 4 25 —w? es
tvopolégicamente isomorfa a C\{0}. Luego esta posee una cubierta universal

V que es isomorfa al plano complejo C.
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Podemos uniformizar a V por medio de los parametros de uniformizacion: V
y la transformacion

21 = —iwshpy, -
! Bl e (66)
29 = wchy,

Denotaremos por p: VYV — V a la funcién proyeccion

p(p) = (21, 22), (1)

en donde (z1, 22) se determinan por (66). En seguida demostraremos que de
hecho p(u) € V.

Proposicién 4. )
p(p) €V VueV=C.

Demostracion.

2422wt = —wishiu 4+ wichiy — W?
= w?(ch®u — sh?p) — w?

= 0, Ypev.
[
Observacion 3. Notemos que la transformacion (66) es periddica de periodo

271,

§ 3. Levantamiento de automorfismos sobre la cubierta uni-
versal
Lema 9. Sean by : V — V, I = 1,2 automorfismos definidos por hy(z1, z2) =

(21, =22) Yy ha(z1,22) = (—21,22). Sea p : YV — V como en (I). Entonces,
existen funciones hy :V — V, 1 = 1,2, dadas por

h = —u—+m,
vl(ﬂ) H (67)
hQ(M) = —H,
tales que
phy=hp 1=1,2. (68)
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Demostracion. Basta verificar que el siguiente diagrama conmuta

v Loy

p p

Vv Ly
Sea s € V, entonces, por un lado
phi(p) = p(—p+ir) = (—iwsh(—p+ir), weh(—p+im)) = (—iwshp, —wchp),
y por el otro

hip(n) = hi(—iwshp, wehp) = (—iwshp, —wchp).

Por lo tanto, se tiene que phi = hyp. De manera ansloga se prueba que
pha = hap. O

§ 4. Levantamiento de las funciones vlﬁ(z) zeVh1=1,2,
6 =0,1 a la cubierta universal
En el siguiente lema levantamos las funciones v)'(z) dadas en (58) a V.

Lema 10. Sea la funcién proyeccion p : V — V. Sean WB .V — V definidas
por )
W) =V ),  peV =12 =01,
en donde v} (z) se definen como en (58). Entonces,
W) =% (), peV, 1=12 =01,
en donde hy se define como en (67).

Demostracion. Basta ver que el siguiente diagrama es conmutativo.

o
y —V
B
V hl'V 5 - C

Vi
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En efecto. Por hipdtesis, la expresion de (68) y el punto 3 de la Proposicién
3 se tiene

{/lﬁﬁl:vfphlzvlﬁhlpzvlﬁp:{/lﬁ, [=1,2 =0,1.

Definicién 13. Sea
V= {ue?W(u)eVﬁ}, [=1,2. (69)

A continuacién describiremos como son las componentes conexas de V;"
de acuerdo a los parametros de uniformizacion (66).

Lema 11.
Vi =V UV,
en donde,
- - T 3
Vip = {n€V|Rep>0, +2km<Imp< -+ 2k, kez}

Vi = {MGV\Reu<O, —g+2k7r<lm,u<g+2k;7r, kez}.
AR VAR VA

f};[i = {,uEf)|Re,u>O, 2kt < Imp < 7+ 2k, kEZ}

vy = {,uEV|Re,u<0, x4 2k < Tm < 2k, k:eZ}.

Demostracion. Sea p = piy +1i\. Por definicién 2, = 2 (u) € Vi siIm 2 > 0,
w € V. Entonces, de acuerdo a las expresiones de (66)

z1(p) = —iwsh(ug +iA)
= wchpysen\ — twshypiy cos A.

Luego,
Im 2y () = —wshpy cos A,
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b h

. i'wz/% - .
.V s}
S

Figura 3: Regiones VfL y l);“ .

de donde Im z;(p) > 0 si y solo si

>0y T4+2kr <A< +42km, keZ
0
pr <0y —%5+2kr <A< F+2km, kel

De manera andloga 2, = zy(p) € V5 si Im 2, > 0. Pero nuevamente de las

expresiones de (66)

2o(1) = wehpgcosA + dwshpig sen .
Entonces, Im zo(u) > 0 si y solo si

>0y 2kr < A<7m+42km, ke’
)
<0y k+1)m<A<2(k+1)rm, keZ.

[]
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A continuacién escribiremos a que es igual la interseccién de V' y V)
segun los pardmetros de uniformizacién de la cubierta universal dados al
inicio del Capitulo.

Por la definicién de V* (57) y el Lema 11 el levantamiento a V' se determina
por

Vio= VinyS
- {u €C|p=pm+iX >0, N (n/2,7),(51/2,37), }
U {u €C|p=pi+i\ <0, A& (—m/2,0),(37/2,2r), }

Ver Figura 4.
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Vemos que todas las regiones ]v)f“, f)f;, ]V)f{, [ = 1,2 son invariantes con
respecto a la translacion a 27i. Esto se debe a la periodicidad de la transfor-
macién p(u) de (66) (Observacién 3).

§ 5. Levantamiento del sistema (65) a la cuvierta universal
de V

En seguida levantaremos las ecuaciones del sistema (65) definido en el
Capitulo anterior a V. Debido a la periodicidad de todos los levantamientos,
es suficiente levantar todas las funciones unicamente a una regién principal
que podemos escoger arbitrariamente.

Denotaremos
. . 3
VJ.E — {MGV\Reu>O,g<ImM<§} (70)
Vo= {uéf)\Reu<O, —g<1mu<g} (71)
Vi = {peVIiRep>0, 0<Imp<rf (72)
V;{ = {u€V|Re,u<O, —7T<Im,u<0} (73)
Vit = VUV (74)
Vim = Vo UV (75)
Estos conjuntos representan las primeras franjas de las Figura 4. Luego
V*=Viu V", (76)

en donde,
Vio= VNV
= {neCip=pm+ir m>0 re(@2m

Vo= Vin vy
= {M€C|M=M1+i>\, m <0, AG(—%/ZO)}

Ver Figura 5.
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Ahora vamos a levantar el sistema (65) a la cubierta universal V. De

2,

6

L,

Y

1
(
0

UV, en donde V,", 1

+
se definen como en (74) y (75). Usando el Lema 10 y las representaciones

1

hecho es suficiente levantar dicho sistema a V

y (67) se obtiene el siguiente sistema para los levantamientos \Vflﬁ , 0=

ARSATAR

sobre V|
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(W\/ 1+ sh?u — wchu) (1)
+ (w\/ 1 —ch?p + iwshu)vg(,u) =0, pev, (77)

!
\ V9(—p) = 9(n), p e V.

Demostraremos que el sistema (77) tiene unicamente la solucién trivial
en la clase H(V*). Dividiendo entre w la primera ecuacién de (77) obtenemos
la ecuacién algebraica

(\/1+Sh2,u—chu)\7(1)(,u)+ (\/1—ch2u+ishu)\78(u) =0, pe v (78)
Lo que sigue es transformar /1 + sh?u, p € Vfr v /1 —ch?u, p e ‘72+,

de acuerdo a las ramas de /1 — 27 y y/1 — 22 definidas como se convino en
§1, Capitulo 3.

Lema 12. Sea V* como en (76), entonces para p € V* tenemos
a)
—wch vy
w? — 22(n) = wy/1 — (—ishu)? = { WO € Vs (79)

wehy, p € V.

b)

—iwshy, p eV,
\/°"2 —#(n) = ‘”\/1 — o= { iwshy, € Vd (80)

Demostracion.
a) Consideremos la funcién

/2 _ 2.0+
w? —2z7:C;, — C.

Esta funcién es analitica en C} , por lo tanto, su levantamiento usando a las

formulas de (66) se escribe como /w2 — (—iwshy)? y es analitica en V.
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En general,

Vw? — (—iwshp)? = fwchy, pe VT, (81)

de tal suerte que debemos elegir el signo en una manera tal que (81) corres-
ponda a la rama determinada por (18). Es facil ver que para u € V; se tiene
que Re(chu) < 0. Por lo tanto, tenemos que elegir el signo (-) en (81). De
esta manera obtenemos la primera férmula de (79).

Para y € VZ* obtenemos que Re(chy) > 0. Por lo tanto, obtenemos la segunda
férmula de (79).

b)

Se procede andlogamente para obtener la expresién (80). O]

Ahora demostraremos el teorema principal de la tesis.

Teorema (Principal). La ecuacion algebraica (78) en la clase H(V*) no tiene
soluciones no triviales.

Demostracion.
Vamos a considerar la ecuacién (78) en la parte derecha V; de V* y en la
parte izquierda V;* de V™.
i) Consideremos la ecuacién algebraica (78) en V. Notemos que por el Lema
12 inciso a):

p €V implica 1 — (—ishp)? = —chp.
En tanto que por el inciso b):

p €V implica 1 — (chp)? = —ishp.

Entonces, la parte izquierda de la ecuacién (78), en Vd*, se transforma en

(v 1 (ishu)Q—Chu) 1 () + (\/ 1- ch2u+ishu> V() = —2chpi) (), pe Vy.

Esto implica que en V', la ecuacién (78) es equivalente a

—2chpvy () = 0,

la cual se satisface si y solo si ¥)(u) = 0, u € V.
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Por la analiticidad de ¥9(u) en V[ se sigue que ¥)(y) = 0 en V,}. Luego por
la propiedad de automorffa de v{(u) (segunda expresion de (77)) se concluye
que W (p) =0 en VT,

ii) Ahora consideremos (78) en V;*, entonces, nuevamente por el Lema 12
inciso a):

peVr implica /1 — (—ishu)? = chp.

Y por el inciso b):

p €V implica /1 — (chu)? = ishy.

Entonces, la parte izquierda de la ecuacion (78), en ‘7i*, se transforma en
(\/ 1- (ishu)Z—chu) 1 () + (\/ 1- ch2u+ishu) Vy(p) = 2ishpvy(p), pe Vi,

Esto implica que en V;*, la ecuacién (78) es equivalente a

2ishpvy(p) = 0,

la cual se satisface si y solo si ¥9(x) = 0, para p € V;*.

Por la analiticidad de ¥9(y) en V| se sigue que ¥9(x) = 0 en V,!. Luego por
la propiedad de automorfia de v5(x) (iltma expresién de (77)) se concluye
que ¥(u) =0 en V"

Por consiguiente por los casos 1) y ii) se obtiene el resultado. Y més aun la
ecuacién (78) no tiene soluciones no triviales en V;" U V,. O
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CAPITULO 7

Conclusiones

Teorema . Seaw € RT. El problema (35)-(36) no tiene soluciones no triviales
en la clase €} K).

Demostracion. Sea u(r) € € (K) y uo(x) € & (K) su continuacién en R?
por cero. Esto implica la identidad (53).

Mediante la Proposicion 2 se tiene que las condiciones de frontera de nues-
tro problema original se escriben como en (54). De esta manera si el proble-
ma (35)-(36) tiene solucién no trivial en 6;' (K), entonces el sistema (53)-(54)
tiene soluciones analiticas no triviales.

Ahora levantamos el sistema (53)-(54) a la superficiee de Reimann de los
ceros del simbolo del operador (A + w?). El Teorema 5 y los levantamientos
definidos en (58) dan el sistema (60)-(61).

Usando el automorfismo definido en (62) y el punto 3 de la Proposicién 3
obtenemos que el sistema (60)-(61) toma la forma de (65).

Finalmente levantamos el sistema (65) a la cubierta universal V* de V*.
Noétese que es suficiente levantar dicho sistema a una regién principal que
se puede elegir arbitrariamente, debido a la invarianza, con respecto a la
translacién a 2mi, de las componentes conexas de V*. Escogemos la regién
como en (76). Entonces, mediante los resultados del Lema 10, los parametros
de uniformizacién y las representaciones (67) de los automorfismos sobre la
cubierta universal V* de V*, obtenemos el sistema (77). Luego en virtud a el
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Teorema Principal se sigue que el sistema (77) no tiene soluciones no triviales
en H(V*). Esto implica que el problema original (35)-(36) no tiene soluciones
no triviales en ¢! (K). O

De esta manera el problema de valores en la frontera definido en el cua-
drante K, con condiciones de frontera no locales esta bien planteado. Y
ademds tiene kernel trivial en la clase funcional €' (K), esto minimiza la
presencia de soluciones paracitos en K.

Se logré establecer y justificar el planteamiento de las condiciones de
frontera sobre los limites de K. Estas condiciones de frontera son condiciones
de frontera no locales tedricas, ya que debido a su no localidad no es posible
implentarlas directamente en procesos de simulacion numérica, sin embargo,
es bastante 1til el resultado de esta tesis, ya que garantiza estabilidad en
cierto sentido de las aproximaciones en diferencias, en el sentido de que el
problema que estudiamos es bien planteado.

Cada condicién de frontera de (36) representa una condicién de frontera
de tipo absorbente, ya que si planteamos el problema (35), sobre el semi-plano
derecho (izquierdo) y usamos la primera expresién de (36) en la frontera
x1 = 0 obtenemos también un problema bien planteado. Andlogamente si
planteamos el problema (35) sobre el semi-plano superior (inferior) y usamos
la segunda expresién de (36) en la frontera x5 = 0 nuevamente obtenemos
un problema bien planteado.

§ 1. Investigaciones a futuro

Un primer problema interesante que parace ser el siguente paso en esta
investigacion es considerar un dominio como en la Figura 1 y establecer
condiciones de frontera no locales del tipo estudiado en esta tesis sobre cada
segmento de linea que conforma a I' y estudiar su buen planteamiento.

Otro problema interesante seria considerar el problema (35)-(36) no ho-
mogéneo.
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