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Introduccion

0.1. Resultados principales en este trabajo.

El objeto de estudio en este trabajo, son las parejas {(M,n)}, donde M
es una superficie de Riemann y n una 1-forma diferencial meromorfa en M.
Se muestran algunos resultados cuando M es la esfera de Riemann C, por
ejemplo para una 1-forma diferencial meromorfa n no idénticamente nula sobre
C, la suma total de sus ceros y sus polos contando multiplicidad, es —2 (ver
Teorema 1.2.1 en el Capitulo 1).

Es un resultado conocido en superficies de Riemann que existe una biyeccién

entre:

Campos vectoriales meromorfos X sobre 1.

biyeccion

| 1-formas diferenciales meromorfas 7 sobre M

donde 7(X) = 1, para mas detalles ver (Capitulo 1) o [13], [16]. Esto permite
estudiar a las parejas (M, X)) como ecuaciones diferenciales.

En particular, en el Capitulo 2 se demuestra el teorema de la forma normal de
un campo vectorial meromorfo X en una superficie de Riemann M; ello da la

descripcion del campo X alrededor de un polo o un cero, también consultar [7]
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y [19].

Desde el punto de vista de la geometria Riemanniana, en la Seccion 2.2 del
Capitulo 2, se muestra que la pareja (M, n) induce una métrica Riemanniana
plana g, de clase C*, en M — {polosy ceros de n} (ver Apéndice para un
repaso del concepto de métricas de Riemann).

Las soluciones del campo diferenciable parte real Re(X) asociado a 7, son

geodésicas en la superficie Riemanniana
(M — {polos y ceros de n}, g,).

Para mas detalles consultar Capitulos 1y 2, [16] y [2].
En el presente trabajo un punto novedoso es que las superficies Riemannianas
que se consideran,

(@ — {polos y ceros de 1}, g,),

resultan ser no compactas (de area infinita), consultar [15]. A diferencia del
caso de 1-formas diferenciales holomorfas, en el cual las superficies Rieman-
nianas que se obtienen son compactas (de area finita), para mas detalles de
la teoria existente en este caso, consultar [9].

Los resultados nuevos que se muestran en el trabajo son:

Para r € N (el conjunto de los nUmeros naturales) con —r < —2, el conjun-

to:

1-formas diferenciales meromorfas 7 sobre C,
FM(=r) =
definicén | - cuya suma total de multiplicidades es exactamente — r

es una variedad compleja, no compacta de dimensién compleja 2r — 1, ver

Teorema 3.0.1 en el Capitulo 3.

Para el caso —r = —2, el espacio de métricas Riemannianas planas {g,},

que provienen de 1-formas diferenciales meromorfas {n} en F M (—r), médulo
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isometrias es

_ Aglne FM(=r)}
definicon {isometrias entre g, }

M(~

Se describe tal espacio, en el caso mas simple, mostrando que M(—2) es

naturalmente difeomorfo a la variedad con frontera
R U {+00}.

Donde:
El conjunto de los numeros reales positivos R* parametriza a todos los cilin-

dros Riemannianos (.S x R, g) con g la métrica Riemanniana plana en el

1
2m||Rl|c
cilindro y || R||c es la norma usual en C del residuo R, de la 1-forma diferencial
meromorfa n en alguno de sus polos.
El punto {+oco} representa al plano euclideano (R, (§,,)) con (d;,,,) la métrica
Riemanniana plana usual en R? (ver Proposicién 2.2.4 en el Capitulo 2).
Las parejas {(M, X)} con M una superficie de Riemann y X un campo vec-
torial meromorfo sobre M son de hecho ecuaciones diferenciales meromorfas
sobre la variedad compleja uno dimensional M, escritas localmente como

% = X(2(t))-
El estudio de todos los campos vectoriales meromorfos sobre el espacio com-
plejo de dimensién n (y sus ecuaciones diferenciales asociadas), es complica-
do, debido a que los campos vectoriales presentan comportamientos de gran
complejidad, ver [21] Capitulos 9 y 10.
Una alternativa es describir el comportamiento de un campo vectorial mero-
morfo a lo largo de una sola de sus soluciones complejas. Ello lleva a estudiar
las parejas (M, X)) como antes, donde : M es una solucion compleja, proba-
blemente compactificada al agregarle los ceros o polos de X en los que se

acumula la solucion compleja.



Introduccion \Y

0.2. ¢;Por qué es interesante?

Es natural en geometria: describir el espacio de todos los objetos geométri-
cos de cierto tipo, mddulo su nocién de equivalencia natural, ver [17] para la

teoria general. Dos ejemplos elementales son:

1. El espacio de todos los triangulos rectangulos con hipotenusa de longitud
igual a 1, modulo isometrias de R?, es parametrizado por el arco de circu-
lo

{(cos@,sen@) [0 <6< g} C R2

2. El espacio de triangulos con lado mayor de longitud igual a 1, médulo iso-
metrias de R2, permitiendo triangulos degenerados, es parametrizado

por la region

—_

{(x,y)|x2+y2<1,§<x<1y0<y<\/7§} c R2.
En resumen: en muchas situaciones, el espacio de todos los objetos geométri-
cos de cierto tipo, vuelve a ser un objeto geométrico.

En este trabajo los objetos son: las 1-formas diferenciales meromorfas 1 en
C con suma total de multiplicidades de polos igual a —r (< —2). Es natural

considerar el siguiente diagrama:

- {Poligonos con r lados}

FM(=r) A _
PSL(2C) — M(=r) — {isometrias de RQ}

A continuacién se describen en detalle los elementos del diagrama:

Recuerde que

az+b

a,b,c,dECyad—bc:l},

es el grupo de automorfismos holomorfos en la esfera de Riemann C.

Dos 1-formas diferenciales meromorfas 7; y 12 en FM(—r) se dicen que son
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equivalentes, si existe un elemento L € PSL(2,C), tal que L.(n1) = 72; esto
es, ambas 1-formas difieren por un cambio de coordenadas holomorfo global
en C. En consecuencia, es natural considerar el cociente 1’:5’\275;8), que es el
conjunto a la izquierda del diagrama.

A es la funcién que a cada 1-forma diferencial meromorfa 7 le asocia su su-
perficie Riemanniana (C — {polos y ceros de n}, gn). Dicha funcion esta bien
definida:

Primero, tomando el cociente bajo el grupo PSL(2,C) en su dominio, ya que
las métricas Riemannianas que inducen n; y L.(n;) son siempre isométricas
(ver Lema 2.2.1 en el Capitulo 2).

Segundo, tomando el cociente bajo isometrias entre las métricas, en su con-
tradominio, de tal manera que este cociente es M(—r) (definido como en la
seccioén anterior).

La construccion de la funcion A se debe a los trabajos de O. Teichmdller (1913-
1943), L. Bers (1914-1993) ver [6], K. Strebel (1921- ) ver [19].

Para argumentar la existencia de la funcion ¥, se observa lo siguiente:

Dada una superficie Riemanniana (@ — {polos y ceros de 1}, g,,), Se tiene que
alrededor de cada polo simple de 7, la superficie Riemanniana es isométrica a
un (medio) cilindro Riemanniano plano S21W||R||C x (0, 00) (ver Teorema 2.1.1 de
la Forma normal de un campo vectorial meromorfo alrededor de un polo, de un
cero o de un punto regular y Lema 2.2.4 en el Capitulo 2). Si se remueven di-
chos cilindros, se obtiene una nueva superficie Riemanniana con frontera que
proviene de pegar entre si los vértices de un poligono euclideano P,, con r
lados en el plano (R?, (6;,,,)). Por lo tanto ¥ asigna a cada clase de superficie
Riemanniana (@ — {polos y ceros de n}, g,) su poligono P,, modulo su posi-
cion relativa en R2, por eso se considera el cociente bajo isometrias de R? en

el contradominio de ¥, ver [11] para un estudio similar del cociente

{Poligonos con r lados}
{isometrias de R?}
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0.3. Problemas por realizar.

A futuro se desea:

1. Describir con detalle la topologia de FM(—r) para —r < —3. Por ejemplo

calcular su grupo fundamental.

2. Investigar la naturaleza de las funciones A y ¥ en el diagrama de la seccion
anterior, por ejemplo decir si son funciones de clase C'*° o si son funcio-
nes analiticas. Ello naturalmente requiere, describir en detalle cada uno
de los conjuntos:

FM(—r)
PSL(2,C)

{Poligonos con r lados}
{isometrias de R?}

, M(=r)y

cuando —r < —3, dotandolos de estructuras de variedad, quiza con sin-

gularidades.

3. Investigar en detalle que sucede en la construccion de la funcion ¥, cuando

las multiplicidades en los polos de n € F M (—r), son mayores que 1.

4. Describir la métrica Riemanniana “natural” en FM(—r), para —r < —2, si
es que tal métrica hace sentido. Ver [3] para una definicion de métrica

Riemanniana natural.



Cap’itulo 1

Preliminares

En esta parte se define que es una funcion meromorfa, un campo diferen-
cial meromorfo y una 1-forma diferencial meromorfa sobre una superficie de
Riemann M.

Se prueba que en la esfera de Riemann (E, toda funcién meromorfa, todo cam-
po diferencial meromorfo y toda 1-forma diferencial meromorfa, son racionales.
Ademas se muestra que en la esfera de Riemann C, la suma total de ceros mas
la suma total de polos (contando multiplicidades), para una funcién meromorfa,
un campo diferencial meromorfo o una 1-forma diferencial meromorfa, resulta

ser 0, 2 6 —2, respectivamente.

1.1. Superficies de Riemann.

En adelante se supondra que M es una superficie topoldgica real, conexa;
es decir, M es un espacio topolégico Hausdorff, conexo, con base de vecinda-
des numerable y localmente homeomorfo a R2. Aqui se esta identificando de

la manera usual a R? con el plano complejo C.

Definicion 1.1.1. 1. Una carta coordenada compleja en M es una funcion



Preliminares 2

v:UC M — (U) C C, donde 1) es un homeomorfismo y U es un con-
junto abierto. Por comodidad se escribira, (U, ¢) como carta coordenada
compleja.
Dos cartas coordenadas complejas (U;, ¢;) y (Uj, ;) con U; NU; # 0
son compatibles holomorfamente, si la aplicacion:

Wi o= 0w (Ui NU;) € Cop — 45U NUj) € Cy
es holomorfa con inversa holomorfa de la manera usual. A la funcion ;;

se le conoce como funcién de cambio de coordenadas.

2. Un atlas complejo en M consiste de una coleccion de cartas coordenadas
complejas 4 = {(U;, ;) : ¢ € I}, donde I es el conjunto de indices de

las cartas y {U; | i € I} es una cubierta abierta de M.

3. Se dice que un atlas complejo 4 es maximal si toda carta coordenada
compleja que sea compatible analiticamente con las cartas coordenadas

complejas de il esta en 4.
4. Una estructura compleja en M es una atlas maximal en M.

5. Una superficie de Riemann M es una pareja (M, 1) donde M es una su-

perficie topolbgica real conexay il es una estructura compleja en M.

Ejemplo 1.1.1. 1. El plano complejo. Como espacio topologico C es homeo-
morfo a R? y la estructura compleja en él esta dada por el atlas complejo

= {(C, id)} donde id es la funcion identidad en C.

2. Dominios. Sea M una superficie de Riemann y Q C M cualquier region
abierta 'y conexa de M. Siil = {(U;, ¢;) : i € I} es la estructura comple-
ja en M, entonces la estructura compleja en 2 esta dada por la colec-
cion de cartas coordenadas complejas {(U;, ;) : je€I' C I} en 4 tal

queU; CcQVjel.
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3. La esfera de Riemann. Considérese el conjunto C = C U {0} con la to-
pologia que se obtiene de C compactificando por un punto (el punto al
infinito). Con esta topologia el espacio resultante es homeomorfo a la es-
fera unitaria S C R3.

Se define una estructura compleja en Cdela siguiente manera:
Sean (Uy, 1), (Us,th2) con Uy =C — {0} =C, Uy =C — {0} y
Py U;l — (C;z, Pa UZQ — (C}u-

z

Claramente estas funciones son homeomorfismos. También se tiene que
la funcion:

a1 : (C—{0}) € C. — (C—{0}) C Ca,

2 —
1y
z

es holomorfa con inversa holomorfa de la manera usual.
De ahora en adelante se entendera a C como la superficie de Riemann

anterior.

Definiciéon 1.1.2. Sean M y N superficies de Riemann.
Una funcion ' : M — N se dice que es holomorfa si para cada par de cartas
coordenadas complejas (U, v), (V, ¢) en las superficies M y N respectivamen-

te con F(U) C V, la funcion:
gpoFow_l:w(U)C(C—Mp(V)C(C 1.1)

es holomorfa de la manera usual.
Una funcion F : M — N es un biholomorfismo si es holomorfa, biyectiva y su

inversa es holomorfa.

Definicion 1.1.3. Sea M una superficie de Riemann. Una funcion F' : M — C

es meromorfa si y solo si para cada carta (U;, v;) de M la composicion
Foyy':4(Ui) cC—C (1.2)

es una funcion meromorfa de la manera usual.



Preliminares 4

Observacion 1.1.1. Un calculo sencillo muestra que las Definiciones (1.1.2) y

(1.1.3), no dependen de las cartas coordenadas complejas.

1.2. Campos vectoriales meromorfos y 1-formas

diferenciales meromorfas.

En las siguientes definiciones se supondra que M es una superficie de

Riemann y que el conjunto {(U;, v;) | i € I} es su estructura compleja.

Definicion 1.2.1. Un vector tangente complejo a M en el punto p € M, es una

o9
l@zi

con¢; € Cy (¢;,U;) una carta de M.

a9 A
! 82:1 y J 6zj
¥i(p) ¥;(p)

con p € U; N U;, determinan el mismo vector tangente complejo a M si:

expresion formal:

bi(p)

Dos expresiones

d(vji) .
i — Cj,
dzi |y, p)
donde
Wil ¢ qra, o
dzi |y, )

es la diferencial del cambio de coordenadas evaluada en el punto ;(p).

Observacion 1.2.1. De hecho, la expresion ai es el operador diferencial de-

24

finido de la siguiente manera:

0 o) — G

azi ’ Ia —

a(Foy; )
o2;

Y (p)

donde O(V},) es el algebra de funciones holomorfas F', definidas sobre vecin-

dades abiertas V), de p.



Preliminares 5

Definicion 1.2.2. Un campo vectorial meromorfo X sobre M, es una coleccion
{X;|i € I'} donde:
0
X/i = 3 1)~ 13
1) (13)
son campos vectoriales dados mediante: f; : ¢;(U;) € C,, — C funciones

meromorfas, i € I, tales que:

fie) = BN ey, (1.4)
' Pij(25)

donde d}ij (ZJ) = z;.

A la igualdad (1.3) se le conoce como la representacion local del campo X
en la carta (U;, ;) (0 en la coordenada local z;). La igualdad (1.4) se obtiene
de empujar el campo X, bajo la funcion de cambio de coordenadas ;;, al

conjunto abierto +;(U; N U;). Con mas detalle esto es:

0

(e (£ ) iy i

A la igualdad (1.4) se le conoce como condicion de compatibilidad del campo

fi(ij(z5))

Yij(z5)

X.

Ejemplo 1.2.1. Considere la estructura compleja {(U;,v;)|i = 1,2} para C,
dada en el Ejemplo (1.1.1).

Un campo vectorial meromorfo X sobre C, es una pareja { X1, X»}, donde:

con fy : 1 (U1) C C, — Cyfo: o (Uy) C Cpy — C funciones meromorfas,

falw) = —w?f, (%) .

tales que:
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Notacién 1. Por comodidad, en adelante se escribira X = {fi(z;)-> |i € I}
para denotar a un campo vectorial meromorfo sobre una superficie de Riemann

M.

Definicion 1.2.3. Una 1-forma diferencial meromorfa n sobre M, es una colec-

cion {n; |« € I}, donde:
ni = hi(zi)dz;, (1.5)

con h; : ¢;(U;) C C,, — C funciones meromorfas, i € I, tales que:

hj(z;) = (CZ(WW

-1
dz; )) fi(@ig(25)), (1.6)

pij (25

donde d}ij (ZJ) = z;.

A la igualdad (1.5) se le conoce como la representacion local de la 1-forma
nen la carta (U;, ¥;) (0 en la coordenada local z;). La igualdad (1.6) se obtiene
de empujar la 1-forma n; bajo la funcion ;; (z;), al conjunto abierto ¢; (U;NU;).

Con mas detalle esto es:

(i)« (hi(zi)dz) = (W

defi Eci’)n

) fi(ij(25))dz;.
)

hij (25
A la igualdad (1.6) se le conoce como condicion de compatibilidad de la 1-

forma diferencial meromorfa 7.

Ejemplo 1.2.2. Considere la estructura compleja para la esfera de Riemann C
dada en el Ejemplo (1.1.1).
Una 1-forma diferencial meromorfa n sobre la esfera de Riemann C, es una

pareja {n1, 72}, donde:

m = hi(z)dz,

12 = ha(w)dw,
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con hy : Y1 (Uy) C C, — Cyhy: Yo (Us) C Cypy — C funciones meromorfas,

= =2, (1),

Notacion 2. Por comodidad, en adelante se escribira n = {h;(z;)dz; |i € I}

tales que:

para denotar a una 1-forma diferencial meromorfa sobre una superficie de Rie-

mann M.

Observacion 1.2.2. Sea {(U;, ;) |i = 1,2} la estructura compleja de la esfera
de Riemann C dada en el Ejemplo (1.1.1).
Si n es una 1-forma diferencial meromofa sobre C y Se conoce su expresion
en la carta (Uy, 1), implica de manera inmediata que se conoce su expresion
en la carta (Us, 1¥2).
En efecto, recuerde que 7 esta determinada por una pareja de formas diferen-
ciales meromorfas {hi(z)dz, ha(w)dw}, que satisfacen:

o (1) = ;—;hl (;) . (1.7)
Como h(z)dz es meromorfa, entonces tiene un desarrollo en series de Laurent
enelanillo {z € C. | ||z|]|c > K} c C, vecindad del c € C (donde || - ||c es la

norma usual en C), dado de la siguiente manera:

“+oo
hi(z)dz = ( Z al,z”> dz.

Entonces por laigualdad (1.7), el desarrollo en series de Laurent para hq(w)dw
enelanillo {w € Cy | ||w||lc <1/K} C C, vecindad de w = 0, es de la siguiente

manera:

“+oo
1 ,
ha(w)dw = w2 ( Z b,w )dw,

V=—00

donde b, = a_,, para toda v.
Por lo tanto el conocer la expresion de n en una carta, de manera inmediata

se conoce como es la expresion de 7 en otra carta.
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Ahora en adelante y sin confusion se denotara a una 1-forma diferencial me-

romorfa n sobre C, como el conjunto:

De manera analoga se denotara a un campo diferencial meromorfo X sobre

{re5}

Ahora bien, dada M superficie de Riemann, existe una correspondencia bi-

C, como el conjunto:

yectiva entre el conjunto de campos vectoriales meromorfos { X } y el conjunto
de 1-formas diferenciales meromorfas {n} sobre M; esto es, dado un campo
vectorial meromorfo X sobre M existe una manera natural de asociarle una

1-forma diferencial meromorfa n sobre M con n(X) = 1.

Campos vectoriales meromorfos X sobre 1.

biyeccion

| 1-formas diferenciales meromorfas 7 sobre M

donde n(X) = 1.
En efecto, sea X = {fi(zi)a% |7 € I} un campo vectorial meromorfo sobre M.
Se define la 1-forma diferencial meromorfa r,x asociada a X como la coleccién
nx = {n;|i € I}, donde:

1

= ———dz,
1hi defi nicbn fl(zl) !

paraien I.

Reciprocamente, dada n = {h;(z;)dz; | i € I} una 1-forma diferencial meromor-
fa sobre M, el campo vectorial meromorfo X,, asociado a 7, se define como la
coleccion X, = {X; |i € I} donde:

1 0
Xi = ’
defi nicon h7(z7) 82’7:
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paraien I.

Observacion 1.2.3. De lo anterior, se tiene que sic € M es un cero (o polo) de
una 1-forma diferencial n sobre una superficie de Riemann M, entonces c es
un polo (o cero respectivamente) del campo vectorial meromorfo X asociado

an y viceversa.

Definicion 1.2.4. Una 1-forma diferencial racional sobre C, es una coleccion

{w;|i € I'} donde:

o — Pl(ZZ)
CQilz)

con Q;,P; : ¢;(U;) C C,, — C funciones polinomiales, tales que:

dZZ‘

-1
Pj(z;) diji P (vi5(25))
Qj(z5) dzi Qi(vij(2))

Yij(z5)

donde v;;(z;) = z.

De manera analoga se define un campo vectorial racional sobre C.
Proposiciéon 1.2.1. 1. Toda funcion meromorfa de C a C es racional.
2. Toda 1-forma diferencial meromorfa sobre C es racional.

3. Todo campo vectorial meromorfo sobre C es racional.

Demostracion. Sea {(U;, ¥;)|i = 1,2} la estructura compleja en C, dada en
el Ejemplo (1.1.1).
Como C es compacto, entonces F tiene a lo mas un ndmero finito de polos
y ceros, lo mismo sucede para campos vectoriales meromomorfos o formas
diferenciales meromorfas, no idénticamente cero.

Para cada uno de los incisos suponga primero que co € C es punto re-
gular para F', para n y para X respectivamente. Esto es, suponga que to-

dos los polos y todos los ceros de F, de n o de X, se encuentran en la
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parte finita U; de C, ya que en caso contrario existe una transformacién de
Méebius L : C — C, tal que L(cc) es punto regular para F, L, (n) y L.(X) con

L({polos y ceros de F' en @}) C U,, respectivamente.

1. Sea F : C — C una funcion meromorfa.
Sea F(z) la expresion de F' en la coordenada z en C..

Sea {p1,p2, ..., pr} €l conjunto de todos los polos de F(z) con multiplicidades
—M1, =M,y ..., — My

conmy > 0,parak =1,2,...,ry D(pi,er) = {z € C. |||z — pillc < er} con
er > 0, para k = 1,2,...,r, discos con centro en p;, con la propiedad de que
no contienen a ningun otro polo distinto de p; y a ningun cero de F(z) (pues
los ceros y los polos de F' son aislados).

Sea A,, = D(p1,£1) — {p1} un anillo alrededor de p;. Desarrollando en series
de Laurent a F'(z) alrededor de p; en A,,, se tiene la siguiente expresion para
F(z):

blm b1m -1 bl 1
F — L AR e [ L F
(2) = p )™ + o= pymi T +o 4 E— + Fi(2)

con Fi(z) holomorfa en D(py,e1) pero con polos en C. — D(p1,1).

Sea A,, = D(p2,£2) — {p2} un anillo alrededor de p,. Desarrollando en series
de Laurent a F' (=) alrededor de p; en A,,, se tiene la siguiente expresion para
Fi(2):

b2.m b2,ms—1 b2 1
Fi(z) — ;M2 ;M2 e 2L L B2,
1(2) o= po) + (o= py)mi T +-+ — + Fy(2)

donde F»(z) es holomorfa en D(p1,e1) U D(p2,e2) pero con polos en

C. — (D(p1,€1) UD(p2,€2)) -

Continuando con este proceso, se tiene que F(z) puede escribirse en C,, de la

siguiente manera:
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Parak =1,2,...,n,sea

Dk bk —1 bi1
H — s 1Tl s 1TV . )
b(2) (z —pr)™ (2 —pg)me—t * Z = Pk

Entonces

F(z) =Hi(z)+ Ha(2) + - + Hu(2) + Frya(2)
con F,1(z) holomorfa en todo C. y de hecho F,;(z) definida como:

ﬁn—&-l : @ I (Ca
2T F(2)- o He(2)

es holomorfa sobre la esfera de Riemann C.
Se afirma que ﬁnﬂ(z) es constante.
En efecto, suponga que ﬁnﬂ(z) no es constante, entonces por el teorema de
la funcién abierta (ver [18], Capitulo 8, pagina 256), ﬁn+1(z) es una funcién
abierta. Entonces fnﬂ(@) es un conjunto abierto no vacio en C.
Como C es compacto entonces ﬁnH (@) es compacto y por lo tanto es cerrado
en C, pero como C es conexo se tiene que necesariamente £, ,1(C) = C, lo
cual es una contradiccion, puesto que C no es compacto.
Por lo tanto ﬁnH (z) es una funcion constante. Luego un calculo sencillo mues-
tra que F(z) es racional, en las cartas (U, 1) y (Us, ¥2) que cubren a C.

2. Sea n = {h(z)dz} una 1-forma diferencial meromorfa sobre C.
Sea {p1,p2,...,pn} €l conjunto de todos polos de la 1-forma diferencial mero-
morfa h(z)dz en C. con multiplicidades —mq, —ma, ..., —m, y my > 0.
Procediendo de manera similar como en el inciso (1), se tiene que h(z)dz se

puede escribir en C,, de la siguiente manera:

bi,m b1 mq— b
h(z)dz:( e
(z—=—p1)™  (z—p1)™m—1L Z—=Dp1
b2,m2 b2,m2—1 . + b271
(z —p2)m2 (2 —pg)m2—1 Z—p2
bn m, bn my—1 n,1
9 n 9 n .. 3 Fn )d ,
+ e p)m T e payd ot Ea— + Foy1(2) )dz
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donde F,,,1(z) es holomorfa en todo C..
Agrupando y realizando el algebra correspondiente, h(z)dz se escribe de la
siguiente manera:

) ac)
= <(Z —p1)"(z —p2)"™ - (2 = pa)™n

+ ﬁn—s—l(z)) dz,

donde Q(z) es un polinomio de grado a lo mas my +ms +--- +m, — 1.
Ahora bien, para poder concluir que n es una 1-forma diferencial racional, bas-
ta con probar que su expresion h(z)dz lo es, esto es, si h(z)dz es racional en
C,, de manera inmediata la expresion de 1 en la coordenada w es racional (ver
Observacion 1.2.2).

En efecto, como ﬁnﬂ(z) holomorfa en C_, entonces tiene un desarrollo (infini-

to) en series de potencias:
~ +DO
Foii(z) = Z a,z’.
v=0

Para ver que h(z)dz es racional, basta con probar que F,,1(z) es un polino-
mio, es decir que su grado es finito.
Si el grado de F,,1(z) no fuese finito, entonces la expresion de 7 en la coor-

denada w es:

—1 1 1 @(i) F !
(@)= (g e (8)

—1 @ (l) ™Mmitmet-tmy =2 ~1 too

= “ +— E a,w " | dw.
— _ n mi Moy 2 v
(—p1)™ .. (—pp)™ (w— L) (w— 1%) w?

Entonces el sumando:

indica que w = 0 es una singularidad esencial para —1/w?h(1/w)dw y ademas
es claro que el factor —1/w?, no destruye la singularidad esencial en el suman-

do > 5% a,w v,
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Entonces oo seria una singularidad esencial para h(z)dz, lo cual es una con-
tradiccion con la hipotesis del principio, de que oo es un punto regular para 7.
Por lo tanto ﬁnﬂ(z) es un polinomio.

Si el grado de fnﬂ(z) es estrictamente positivo entonces oo seria un polo pa-
ra h(z)dz, lo cual es una contradiccion con la hipétesis, entonces F,.1(z) es
constante para todo z € C,.

Por lo tanto, un célculo sencillo muestra que h(z)dz es racional.

3.Sea X = {f(z)2Z} un campo vectorial meromorfo sobre C.

Por el inciso (2), se tiene que la 1-forma diferencial meromorfa {dz/f(z)} aso-
ciada a X es racional.

Luego un calculo sencillo muestra que X es racional en C. O

Lema 1.2.1. 1. Sea F : C — C una funcién meromorfa.
La multiplicidad de un cero o de un polo de F, es independiente de la

expresion de I’ en cualquier carta coordenada.

2. Sean = {h(z)dz} una 1-forma diferencial meromorfa sobre C.
La multiplicidad de un cero o de un polo de 7, es independiente de la

expresion de 7 en cualquier carta coordenada.

3. Sea X = {f(z)%} un campo vectorial meromorfo sobre C.
La multiplicidad de un cero o de un polo de X, es independiente de la

expresion de X en cualquier carta coordenada.

Demostracion. Sea {(U;, ;) |i = 1,2} la estructura compleja en C dada en el
Ejemplo (1.1.1).

1. Sea ¢ € C un cero (o un polo) de F.

Sea F(z) = F o4;'(z) la expresion de F en la coordenada = y suponga
que ¥1(c) = ¢ es un cero (o un polo) de multiplicidad s > 1 (respectivamente

—r < —1). Se desea mostrar que v»(c) = 1/c es un cero (o un polo), para la
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expresion
1
F(—)|=Fouy;*
(5)=Fov'w
de la funcién F' en la coordenada w, de multiplicidad s > 1 (respectivamente
—r < —1).

En efecto, como v (c) = ¢ es un cero de multiplicidad s para F'(z), entonces
F(z) = (2 —¢)°H(z), (1.8)

donde H(c) # 0.

Entonces sustituyendo z = 1/w en la igualdad (1.8), se obtiene lo siguiente:
()=o) 7 () )
w w w
=|w-— ! ) H(w)
= - ,

donde H(w) = (—¢)*H(1/w)/w*.

Por lo tanto de la igualdad (1.9), se tiene que 2 (c) = 1/c es un cero de multi-
plicidad s para F'(1/w). Substituyendo s = —r en las igualdades (1.8) y (1.9),
se obtiene el resultado para el caso en que ¢ es un polo.

Por lo tanto la multiplicidad de un cero o de un polo de F, es independiente de
la carta coordenada en que se exprese la funcién F'.

2. Sea ¢ un cero (o un polo) distinto de cero de 7.

Sea h(z)dz la expresion de 7 en la coordenada z y suponga que v (c) = c es
un cero de multiplicidad s > 1 (respectivamente —r < —1). Se desea mostrar
que 2 (c) = 1/c es un cero (o un polo), para la expresion de n en la cordenada
w de multiplicidad s (respectivamente —r).

En efecto, como ) (¢) = ¢ es un cero de multiplicidad s para h(z)dz, entonces
h(z)dz = (z — ¢)°h1(2)dz,

donde hy(z) es una funcion racional con hy(c) # 0 e co.

Bajo el cambio de coordenadas 2 (z), se tiene que la 1-forma diferencial me-
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romorfa

(1) (h(2)dz) ) (1> dw

deﬁzﬁcbn ﬁ w
tiene un cero (0 un polo) en 1s(c) = 1/cy se afirma que es de multiplicidad s
(respectivamente —r).

En efecto, se tiene la igualdad:

_—;h (1> :l; (1—c>sh1 (1> dw (1.10)
w w w w w

Il
RS
g
I
alr
"

»
>
fin
S
:_/

donde

Entonces

h <%> = (=1)*T1e2+2p, (¢),
donde h1(c) # 0 e oo (#£ 0 e o).

Entonoces de la igualdad (1.10), se obtiene que i3(c) = 1/c es un cero de
multiplicidad s para (—1/w?)h(1/w)dw. Tomando s = —r en la igualdad (1.10),
se obtiene el resultado para el caso en que ¢ es un polo.

En el caso cuando ¢ = 0 es un cero (o polo) para h(z)dz, el resultado se
obtiene de manera similar al caso (¢ # 0) con la particularidad de que se
utiliza unicamente la carta (U, ¢ ), pues es la Unica carta que cubre a ¢ = 0.
Por lo tanto la multiplicidad de un cero o de un polo de 7, es independiente de
la carta coordenada en que se exprese 1.

3. Para el caso de campos vectoriales meromorfos, basta considerar la 1-forma

diferencial meromorfa {dz/f(z)} sobre C, para obtener lo pedido. O

Notacion 3. Se define para una funcion, para una 1-forma diferencial mero-
morfa y para un campo diferencial meromorfo, la suma total de multiplicidades
de ceros y la suma total de multiplicidades de polos de la funcion, de la 1-forma
diferencial meromorfa o del campo vectorial meromorfo en cuestion, sobre C,

como C'y P donde C es un entero positivo y P es un entero negativo.



Preliminares 16
Teorema 1.2.1. 1. Sea F : C — C una funcién meromorfa, entonces

C(F) + P(F) = 0.

2. Sea X un campo vectorial meromorfo sobre C, entonces

C(X) + P(X) = 2.

3. Sea 7 una 1-forma diferencial meromorfa sobre C, entonces
Cn) + P(n) = 2.

Demostracion. Para el inciso (1), la expresion de F' en la coordenada local z

esigual a:
anz™ + ap_12"" 1+ a1z +ag
b 2™ 4+ bypy12m L+ + b1z + by

F(z) =

donde a, Y b, # 0, m,n € N (el conjunto de los nimeros naturales) y el nu-
merador y denominador sin factores comunes.

Se tiene que en la coordenada z, P(F) = —m y C(F) = n. Se quiere mostrar
que 0 en la coordenada w (correspondiente a oo en C.) es un cero de multipli-

cidad m — n o un polo de multiplicidad —(n — m) para F.

En efecto,
n n—1
P(1) - G e @t () v
- m m—1
w b ()" 4 b1 (2)" 4+ b1 (L) + 0o
w™ U + QW + -+ agw™ "+ aguw™
W \ b+ by w - 4 byw™ T 4 bow™
Puesto que
Ap + Gpoqw + - - + aw™ ! 4+ aguw™ (0) = an
b + bp—1w + - F byw™ 1 bow™ bm’
entonces

a. Sim > n, implica que 0 es un cero de multiplicidad m — n, por lo tanto:

C(F)+ P(F)=n+ (m —n)+ (—m) = 0.
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b. Sim < n, implica que 0 es un polo de multiplicidad —(n—m), por lo tanto:

C(F)+P(F)=n—m—(n—m)=0.

c. Si n = m, el resultado es trivial e co es un punto regular (no cero y no

polo) para F.

Para el inciso (2), la expresion de X en la coordenada = es:

0 2"+ p_12" L+ Farz+ag O

FG)g, = by 2™ + by 121 4 -+ bz + by 02

donde a, y b, # 0, m,n € Ny el numerador y el denominador sin factores
comunes.

Se tiene que en la coordenada z, P(X) = —my C(X) = n. Se quiere mostrar
que 0 correspondiente a la coordenada w es un cero de multiplicidad m —n + 2
o un polo de multiplicidad —(n — m — 2).

En efecto, considere la siguiente igualdad:

1\ o an (
_w2f (E> % - _w2 <bm (w

B w™t2 < Ay, + QW + - -+ + aqw™ "t + aguw™ ) 0

)n + an_l (i)’n—l
)" b () by (L) 4 b

w

=g |~

+otain(y) tao ) 9
ow

W' \ by + by 1w + - - + byw™ = + bow™ ) dw’
Puesto que
( ap + Gpqw + -+ a w™ ' + aouw™ ) (0) = an
by + bn—1w + - + byw™ =1 4 bow™ b’
entonces

a. Sim+ 2 > n, implica que 0 es un cero de multiplicidad m + 2 — n, por lo
tanto:

CX)+PX)=n+(m+2—-—n)+(—m) =2.

b. Sim+ 2 < n, implica que 0 es un polo de multiplicidad —(n — m — 2), por
lo tanto:

CX)+P(X)=n—-m—-(n—m-—2)=2.
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c. Sin =m + 2, el resultado es trivial e co es un punto regular para X .

Por un proceso similar se obtiene el resultado para el inciso (3).

18



Cap’itulo 2

Dinamica local de campos
vectoriales meromorfos y

meétricas planas

2.1. Caracterizacion local de polos y ceros.

Habiendo definido los campos vectoriales meromorfos sobre una superficie
de Riemann M, el siguiente paso es entender la dinamica inducida por éstos
en una vecindad de un polo, de un cero o de un punto regular en M. Para esto
primero se describira la forma que adoptan los campos alrededor de un polo,
de un cero o de un punto regular del mismo.

Por simplicidad se trasladara el polo, cero o el punto regular al origen de C.

Definicion 2.1.1. Sean fl(z)% Y fo (5)8% dos campos vectoriales meromorfos
definidos en vecindades W; C C, y W, C C, del origen, respectivamente.
Se dice que los campos f1(2)3% Y fo (f)a% son equivalentes si existe un cambio

de coordenadas local holomorfo F : V; ¢ W7 — Vo, € W5 donde Vi, V5 son

19



Dinamica local de campos vectoriales meromorfos y métricas planas 20

vecindades adecuadas del origen con F(0) = 0, tal que:

0 0
F (505 ) = 20
Teorema 2.1.1 (Forma normal de un campo vectorial meromorfo alrededor de

un polo, de un cero o de un punto regular). Sea f(z)% un campo vectorial
meromorfo definido en una vecindad de 0 € C.

Existe un cambio de coordenadas local holomorfo, tal que:

1. Si 0 es un punto regular de f(z)%, es decir f(0) # 0, entonces f(z)% es

equivalente con
0

o¢
2. Si 0 es un polo de multiplicidad —r < —1, para f(z)%, entonces f(z)% es

equivalente con
0

5_7,875'

3. Si0esun cero de multiplicidad 1 de f(z)%, entonces f(z)% es equivalente

con
0

)\158_5'

donde \; = 4£(0) € C - {0}.

4. Si 0 es un cero de multiplicidad s > 2 para f(z)Z, entonces f(z)Z es

equivalente con
& 9
14+ /\25571 65'
donde A\ = Res(dz/f(z),z = 0) y por notacion Res indica el residuo de

la 1-forma diferencial meromorfan = dz/f(z) en z = 0.

Demostracion. 1. Sea IW; C C, una vecindad de 0 tal que no contiene a ninguin
cero y a ninguin polo de f(z)Z.
Se define la funcion:

F:W1—> (Cg

— z 1
15 7ty dn-
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Como 1/f(z) # 0 e o, para todo z € W7, se tiene que la integral de arriba esta
bien definida y se calcula utilizando trayectorias en 1;. Ademas se afirma que
F(z) es un cambio de coordenadas local holomorfo.

En efecto, como F(0) =0y

dF 1
=" =50

entonces por el teorema de la funcion inversa se tiene que existen vecindades

#0 e oo,

Vi c Wiy Vo C Cede 0y F(0) = 0 respectivamente, tal que la funcion:

F:VicC, — W CC
? foz ﬁdﬂa
es un cambio de coordenadas local holomorfo. Ademas bajo este cambio de

coordenadas, se obtiene que:

E (f(z)aaz) defi nicon (dljiiZ)> F_l(g)f (F ) 8%
- (55) e %
_ a%'

2. Si 0 € C es un polo de multiplicidad —r < —1, para f(z)%, entonces existe

una vecindad W; C C, de 0, tal que no contiene a ningun otro polo y a ningun

cero de f(z)%. Ademas se tiene la igualdad:

0 . 0
f(Z)a =z G(Z)a’
para z € W; — {0} con G holomorfa en W; y G(0) # 0.
Entonces el cambio de coordenadas local holomorfo F' que se desea hallar,

debe satisfacer la siguiente ecuacion diferencial, definida en W7:

) 6 = @), (2.1)
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puesto que si £ = F(z) es solucion de (2.1), entonces se tiene que:

0 _dF(2) . 0
E <f(2)&) definicon  dz f(F (5))8_5
F-1(8)
_(dF(z) _, 2
-(TEhew)| | %
F=1()
. 0
=¢ T
Reescribiendo la ecuacion diferencial (2.1), se ve de la siguiente manera:
d (@) | &
dz < r+1 G(2) (2.2)
Como 1/f(z) # 0 e oo, entonces
B
f(z)  G(2)

es holomorfa en W3, de lo cual se sigue que existe una funcién holomorfa
H : W, — Cg tal que:

dH 2
&9 = ey

De la ecuacion diferencial anterior se concluye que H(z) tiene un cero de
multiplicidad » + 1 en z = 0, lo que implica que exista una funcion holomorfa

Hy: W1 — C¢ con Hy(0) #0y

B z Mr B ZT+1
H(z)—/o G(,u)d’u_ r—|—1HO(Z)'

Integrando la ecuacion (2.2), se tiene la siguiente igualdad:

(®()) 1 = 2 Ho(2)

Como Hy(0) # 0, existe V' C W, vecindad de 0, tal que Hy(V) C V, donde
V C C¢ es una rama adecuada de 2T,
Se define la funcion:
F:V— Vc@§
z(Ho(2))7HT,
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que por construccion satisface la ecuacion diferencial (2.2) y por consiguiente
satisface la ecuacion diferencial (2.1).

Note que F(0) =0y
dF 1
_ — H 1 ,
- (0) = (Ho(0))77 #£0

entonces por el teorema de la funcion inversa, existen vecindades V; € V' y

Vo C Vdeo y F'(0) = 0 respectivamente, tal que:
F:v Cz C, — Va C (Clg
z(Ho(2)) 7T,
es un cambio de coordenadas local holomorfo.
3.Si 0 € C es un cero de multplicidad 1 para f(z)%, entonces en una vecindad
Wy C C, de 0, tal que Wy no contiene a ningun otro cero y a ningun polo, se
desarrolla en series de potencias infinitas al campo vectorial f(z)% en Wy, de

tal manera que factorizando se tiene la siguiente igualdad:

0 0
f(Z)& = AlzG(z)&,
donde G(z) es holomorfaen Wy, G(0) =1y A\; = j—{(o) € C - {0}.

El cambio de coordenadas local holomorfo F' que se desea hallar, debe ser

una solucion de la ecuacion diferencial definida en 1/, de la siguiente manera:

%AlzG(z) =\ P(2), (2.3)

puesto que si £ = F(z) es solucion de (2.3), entonces se tiene que:

F, <f(z)&) definicon  dz

- (5 ne)

dz

F=1(E)
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Reescribiendo la ecuacion diferencial (2.3), se ve de la siguiente manera:

d®(z)  dz
®(z)  2G(2)

. (2.4)

Restringiendo el dominio y el contradominio de ®(z) a la rama del logaritmo
Wi—{z=2+v-1yly=0yz <0tyCe —{{ =& +V-1&[L =0y & <0}
respectivamente, se tiene que la ecuacion diferencial (2.4), se escribe de la

siguiente manera:

dlog(®(2)) _ dz
dz 2G(z)’

(2.5)

Como G(z) es holomorfa en W, y G(0) = 1, entonces existe una vecindad
V c W, de 0, tal que 1/G(z) se desarrolla en series de potencias infinitas de

la siguiente manera:

1
@ =1+alz+a222+....
Entonces para z ¢ V — {z = 2+ /-1y € C.|y = 0 yx < 0}, se tiene la
siguiente igualdad:

1
2G(2)

1 2
:;—i—al—i—agz—i—agz +....
Se define la funcioén:
H:VA{s=2+V-1yly=0y2r <0} — Ce—{{=6+V-1& =0y & <0}

donde
H(z) =logz+ Hy(z)
y Ho(2) =Y 00 anz""t.
Derivando la funcion H(z), se obtiene la siguiente igualdad:

dH(z) 1
dz  2G(2)

Sustituyendo esta ultima igualdad en la ecuacion (2.5), se obtiene lo siguiente:

log(®(2)) = log z + Ho(z). (2.6)
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Sea F'(z) la continuacion holomorfa de alguna solucion ®(z) de (2.6), definida

de la siguiente manera:

donde F(0) = 0 y por construccion satisface la ecuacion diferencial (2.3).
Ademas se tiene que en z = 0, la derivada de F es:

dF

22 (0) = Ho0)
5, 0 =e

Por lo tanto F' es un cambio de coordenadas local holomorfo.

4. Sea 0 € C, un cero de multiplicidad s > 2 para el campo vectorial mero-
morfo f(z)%. Existe una vecindad V;, C C, de 0, tal que la 1-forma diferencial
meromorfa dz/ f(z) se escribe en 1, — {0} de la siguiente manera:

dz by  b_(s-1 A2
- b +ot T+ G2,

donde Ay = Res(dz/f(z),z=0)y G(z) es una funciéon holomorfa en V.

Sea w = z7*V (c_s +c_(s_1) + ) + A2log z una antiderivada de 1/f(z),
definida en una rama adecuada W de logaritmo, contenida en V;, — {0}.
Sea I, la funcién meromorfa definida en 1V, como:

Fl : VO — (CE
z z2(do+di+-- )=zeh(z)

con h(z) holomorfa en Vy, F1(0) =0y dy # 0, tal que:
w=E1 4 Aylog€ +b

con b € C una constante.

Entonces tomando la diferencial de w se obtiene la siguiente igualdad:

dw = ((—s +1)ES 4 ?) dé
_ d=

~ f(2)
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Luego del calculo anterior se tiene que el campo vectrorial meromorfo f(z)%

alrededor de 0 € C., se escribe como:

para alguna (s — 1)-ésima raiz de 1/(—s + 1). Entonces un calculo sencillo,

muestra que:

() T

NG I ES WY A R R
Por lo tanto, se obtiene lo pedido. O
Definicion 2.1.2. Sea f(z)% un campo vectorial meromorfo en un abierto

w cC.
Se definen los campos vectoriales diferenciables (ver Apéndice) reales parte

real y parte imaginaria en W — {polos de f(z)%} como:

0 0 0

Jte (f(z)é)z> = Re(f)%+fm(f)5ya
N o\ 9 9
S (f(z)é)z) = —Im(f)%—l—Re(f)a—y,

donde Re(f)y Im(f) son las partes real e imaginaria de f(z) respectivamente.

Ejemplo 2.1.1. Considere en C el campo vectorial meromorfo:
10
20z
Entonces en C — {0}, los campos vectoriales parte real y parte imaginaria son

W(10)_ o« 0. -y 2
“\za- 24920 a2 +y20y’

(10N v o a o
20z)  a?4y20xr a2 4y2 0y’
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Definicién 2.1.3. Considere en C la cerradura del semiplano superior
" = ({z+V=TyeCly>0}U{o}) cC

con su métrica Riemanniana usual. Se define un sector eliptico plano como la
. . . . —=2 -~
interseccion de una vecindad abierta de co € H~ C C.
Se define un sector eliptico hiperbolico como la interseccion de una vecindad

abiertade 0 ¢ I~ c C.

Figura 1. (a) Sector hiperbolico, (b} Sector eliptico.

De manera informativa (sin demostracion) se incluye el siguiente:

Corolario 2.1.1. Sea f(z)a% un campo vectorial meromorfo en una vecindad

de 0 e C.

1. Si 0 esun punto regular para f(z)%, entonces las trayectorias de %e(f(z)%)

son difeomorfas a lineas rectas paralelas en R2.

2. Si 0 es un polo de multiplicidad —r < —1, para f(z)%, entonces las tra-
yectorias de %e(f(z)a%) definen 2r + 2 sectores hiperbdlicos planos en

0.
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3. Si 0 esun cero de multiplicidad 1, para f(z)%, entonces las trayectorias de
éRe(f(z)a%) definen una fuente, un pozo o un centro en 0, dependiendo
de que Re(%(o)) (la parte real de %(0)) es positiva, negativa o cero

respectivamente.

4. Si0esun cerode multiplicidad s > 2, para f(z)%, entonces las trayectorias

de éRe(f(z)a%) definen 2s — 2 sectores elipticos planos en 0.

Ceros Polos

=

=

multiplicidad | mudtiplicidad — |

N

mudtiplicidad 2 (\;{ﬁpﬁgidad -2

m

I M

AN
7(\¢

multiplicidad 3 mudtiplicidad —3

Figura 2. Ceros y polos de campos vectoriales meromorfos.
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Para la demostracion, ver [13].

Proposicion 2.1.1. Sea f(z)% un campo vectorial meromorfo en una vecin-
dad de 0 € C con 0 un cero de mutltiplicidad 1 de f(z)a%. Existe 6 € [0, 27), tal
que las trayectorias de El%e(eﬁef(z)a%) son difeomorfas a circulos concéntri-

cos en R2,

Demostracion. Por el inciso (3) del Lema (2.1.1), se tiene que alrededor de

2]

una vecindad de 0 € C el campo vectorial meromorfo f(z)5-, es equivalente al

campo vectorial meromorfo:
0
AN —
con A = L (0) e C - {0}.
Como A es un numero complejo distinto de cero, entonces es posible encontrar
0 € [0,2m), tal que

eVT10) = vV—1le

cone € R—{0}.
Entonces se tiene que el campo vectorial eﬁof(z)% es equivalente al campo

vectorial meromorfo:
9
3

y por el inciso (3) del Corolario (2.1.1), se obtiene lo pedido. O

V—1et

2.2. Construccion de métricas planas.

El objetivo principal de la seccion es mostrar que dada una superficie de
Riemann M provista de una 1-forma diferencial 7, tiene asociada de manera
natural una métrica Riemanniana plana en M — {polos y ceros de n} (ver el
Apéndice para una consulta rapida de la definicion).

Se muestran algunos resultados geométricos para el caso en que M e igual a

la esfera de Riemann C.
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Proposicién 2.2.1 (Construccion de métricas planas que provienen de 1-for-
mas diferenciales meromorfas). Dada una 1-forma diferencial meromorfa n en
una superficie de Riemann M, esta provee a M — {polos y ceros de n} de una

métrica Riemanniana plana g,,.

Demostracion. Bastara hacer el andlisis, en cada dominio U C C provisto de
n=(u++—1v)dz.
En efecto, se tiene que:
u? + v? 0
In = J
0 u? 4+ 02
es una forma bilineal, simétrica y definida positiva, es decir una métrica Rie-
manniana en cada espacio tangente T, (U — {polos y ceros de 7}) para cada
z € U — {polos y ceros de 7}.
Para ver que la superficie Riemanniana (U — {polos y ceros de 1}, g,) es de
curvatura cero, bastara con mostrar que U — {polos y ceros de n}, tiene aso-

ciada una familia de cartas complejas {(U;, ;)| € I} con
Vi Uy — ¢3(U;) C C,

y tal que los cambios de coordenadas 1;; son traslaciones euclideanas en C,,.

En efecto, para cada a; € U — {polos y ceros de 7}, sean
U; C (U — {polos y ceros de n}),

discos con centro en «;.
Se definen las funciones de coordenadas como:

v Uy — 3(U;) C Cy,

—

=TT g (uv=T) de
donde se usan trayectorias en U;, para calcular la integral. Como

i

7 (a;) = (u+ vV—1v)(a;) # 0 e oo,
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entonces por el Teorema de la funcion inversa, se tiene que v; es un difeomor-
fismo local.
Se observa que 0 € C esta ¢;(U;) para todo i. Entonces un calculo sencillo
muestra que:
P! (7]
Zbi(UimUj)—)UiﬁUj — 'g/}j(UiﬁUj).
0 — a; — k?ij:-[:; (u++v/—1v)d¢

Ademas

U b
L/Jl(UlmUj) :)Ul_f; Uj :) B wj(UiﬁUj)_l
1 VO S ey Tode=hi a7 O (kv =To)dg
y puesto que
¥, (zi) .
[ e Vo = w7 ) =
entonces

Vi o= iotr i(UiNTy) — (Ui NT;).

" defi nicon zitki;
Ahora para ver que g, es de curvatura cero, basta verificar que ; es una

isometria local (ver Apéndice), esto es:

¥ ((01m)) = gn,

donde (d;,,) es la métrica Riemanniana usual en R? (donde se identifica de
manera usual a C,, con R?).
En efecto, expresando v; en coordenadas cartesianas (z,y) se tiene que:
(z,y) (z,y)
Yi(x,y) = / udfl—vdfg,/ vdé +udés |,
(w0,y0) (z0,90)
donde (z¢,yo0) es el centro del disco U, . Luego la diferencial de 1); en forma

matricial se expresa como:

Dy =
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Entonces
O ((G1m)) = (DPi)" (81m) Diy
defi nicon
u v 1 0 u  —v
—v U 0 1 voou
u? + v? 0
0 u? + v?

donde (Dw;)T es la transpuesta de Dv);.

Por lo tanto g, es plana. U

Observacion 2.2.1. Si f(z)% un campo vectorial meromorfo en C, entonces
las soluciones de los campos Re (f(2)Z) y Sm (f(z)Z) son geodésicas en
la superficie Riemanniana (C — {polos y ceros de n = dz/f(2)}, gy,).

En efecto, puesto que para cada vecindad
V C (C—{polosy ceros de n = dz/f(2)}, gy)

de un punto z, en la superficie C — {polos y ceros de n = dz/f(z)}, se tiene
gue la funcion:

F:(V,97) — (V CC,(8im))
R e R
con (8;,,,) la métrica Riemanniana usual en C = R? es una isometria.
Entonces como una isometria envia geodésicas en geodésicas (ver Proposi-
cion .0.9 en el Apéndice), se tiene que las soluciones de los campos Re (f(z)ai)

y Sm (f(2)Z) son geodésicas en la superficie Riemanniana

(C —{polos y ceros de n = dz/f(2)}, gy).

Proposicién 2.2.2. Sea n = {h(z)dz} una 1-forma diferencial meromorfa so-

bre la esfera de Riemann C.
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Entonces para 0 € [0, 27), las superficies Riemannianas

(C — {polos y ceros de n}, g,) y (C — {polos y ceros de 0}, g,.,~1,)
son isométricas.

Demostracion. La métrica Riemanniana plana que induce la 1-forma diferen-
cial meromorfa {h(z)dz} = {(u + v—1v)dz}, en la superficie de Riemann
C- {polos y ceros de 7} es:

u? + v? 0

9n = )
0 u? + v?

ver Proposicion (2.2.1).
Entonces la métrica Riemanniana plana en C — {polos y ceros de eV~1%y}, in-
ducida por la 1-forma diferencial meromorfa, V=197 = {eV=1%(u 4+ /=Tv)dz}
con @ € [0,27) es:

a2 + v? 0

gemsn = y
0 a2 + 92

donde @ = ucosd —wvsenf y v = usenf + vcosf. Elevando al cuadrado y
sumando se tiene que:

%+ 0% = u® + 0%

Entonces el calculo anterior, induce una isometria natural entre las superficies
Riemannianas (@—{polos y ceros de n}, g,) Y (@—{polos y ceros de 1}, g.v=1s,)-

]

Lema2.2.1. Sean = {(u++/—1v)dz} una 1-forma diferencial meromorfa sobre
la esfera de Riemann C.
Considere el grupo de automorfismos holomorfos en C:

az+b
cz+d

PSL(2,C) := {L(z) =

a,b,cyde(Cconad—bc:l}.
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Entonces para L € PSL(2,C), las superficies Riemannianas:

(C — {polos y ceros de n}gn) Y (C — {polos y ceros de L,n}, 9r.n)
son isométricas.

Demostracion. Sea L : C — C, elemento de PSL(2,C).
Considere la carta (U1, ¢) de C, donde U; = C — {oo} c C con

wl:Ul—’Cz

z z

y la expresion Lo, !(z) de la funcion de Moebius L, en la carta (Uy, ;) y que

por simplicidad se escribira L(z) = L o+, '(z), donde

elemento de PSL(2,C). Un calculo sencillo muestra que la inversa de L es:

I =20

a—ct

Empujando la 1-forma diferencial meromorfa (v + /—1v)dz bajo L, se obtiene:

-1
L. ((u+V-v)dz) := (dL ) (w(L7HE)) + V—To(L7(€))) d¢,

defilﬁci’)n E
L=1(¢)
donde
dL
dz = (a—ct)”.
L=1(¢)

Sean u(§) yv(§) : Ce — C funciones meromorfas, tales que:

i) + v-tig) = " LV L),

Entonces L.n = {(u + v/—1v)d¢} define una 1-forma diferencial meromorfa en

~

C.
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Sean
u? 4+ 0 0
n =
0 u? + v?
u? + v? 0
9dr.n =
0 u? + 02

las métricas Riemannianas definidas en las superficies @—{polos y ceros de 7}
y C - {polos y ceros de L.n}, respectivamente.

Se afirma que L : C — C es una isometria entre las superficies Riemannianas
anteriores.

En efecto, puesto que L es un difeomorfismo (ya que es un biholomorfismo)
entre C — {polos y ceros de 7} y C - {polos y ceros de L.n}, entonces solo

falta por mostrar la igualdad:

L*(gr.n) = 9y-

Por simplicidad, se demostrara la igualdad de arriba en la carta (U;,v1) de
C, ya que por la definicion de métrica Riemanniana, se tiene de inmediato la
igualdad en la otra carta coordenada de la esfera C (ver Apéndice para una
lectura rapida de la definicién de métrica Riemanniana).

Sea z un punto de C, — {polos y ceros de (u + /—1v)dz}.

Sean v; y vy vectores tangentes a C., — {polos y ceros de (u + /—1v)dz} en el
punto z con v; = (a1, b1) Yy v2 = (a2, bs) (Note que aqui se identifica de manera
canonica el espacio tangente T.C. con el espacio tangente T(I,y)]RQ, donde
z =z +=1y).

Entonces por la definicion de jalar una métrica Riemanniana (ver Apéndice),
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UQ)
z L(z)

B2(L(2)) + (L()) 0 ) ( a )
0 u*(L(z)) + v*(L(2)) ba

()

Por lo tanto las superficies Riemannianas

se tiene que:

dL
U1, 7

dz

dL
L* P = * e
(9L.7)(v1,v2)] go g IL7N <dz

_ 1 ai
 (cz+d)? by

a1 u? + 02
o 0

= gn(vi, v2)l2.

z

0
+ v2

(C — {polos y ceros de n}gn) Y (C — {polos y ceros de L,n}, 9r.n)s
son isométricas. O

Proposicion 2.2.3. Sea 7 una 1-forma diferencial meromorfa sobre la esfera
de Riemann C.

Si 7 tiene al menos un cero en C, entonces la superficie Riemanniana
(C — {polos y ceros de n}, g,)
no es geodésicamente completa.

Demostracion. Sean = {h(z)dz}yp € C un cero de multiplicidad » (> 1) de 7.
Sin pérdida de generalidad suponga que p = 0 € C, C C, ya que de lo con-
trario existe una transformacion de Mdebius adecuada L : C — C y tal que

L(p) = 0y las superficies Riemannianas
(@ — {polos y ceros de n}, g,,) ¥ (@ — {polos y ceros de L.n},gr.,)

son isométricas, ver Lema (2.2.1).
Considere la expresion h(z)dz de n en C, y el campo diferencial meromorfo

asociado a h(z)dz,

1
h(z)

¥l
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Entonces por el Teorema de la forma normal de un campo (2.1.1), existen
vecindades adecuadas V; C C, y V, C C, de 0 respectivamente y un cambio

de coordenadas local holomorfo F' : V; — V4, tal que

n(l)- Lo

h(z) 0z & o€
Considere ahora el campo vectorial real diferenciable %e(l/g”a%) en R%&,&)
con ¢ =& + V/—1é.
Se sabe que las soluciones del campo %e(l/{”a%) son geodésicas en la su-
perficie Riemanniana

(V2 — {0}, 93)
conn = &"d¢.
Puesto que el campo S%e(l/gra%) apunta en direccion tangente al eje real en
Ce, la ecuacion diferencial ordinaria asociada a S‘Ee(l/f”a%), sobre el eje real
es:

dg 1 _
e f’ & =0. (2.7)

Las soluciones de la ecuacion diferencial (2.7), son de la forma:

a(t) = ( R+ D+ C, 0)

con C € R e identificando a C¢ de manera usual con Rél@).

Como la traza de « esta contenida en 12— {0}, entonces «(t) solo esta definida
enR, — {—C/(r+1)}.

Puesto que F' es un biholomorfismo, en particular es un difeomorfismo y ademas

isometria entre las superficies Riemannianas

(Vi ={0},90) y (V2 — {0}, g3)-

Entonces F~! o a(t) es geodésica en la superficie Riemanniana (V2 — {0}, ;)
con el mismo dominio que «a(t) (ver Apéndice).
Por lo tanto la superficie Riemanniana (V; — {0}, g,,) no es geodésicamente

completa y en consecuencia (@ — {polos y ceros de 7}, g,,) tampoco lo es. [
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Proposiciéon 2.2.4. Sea n = {dz/(z — p1)(z — p2)}, una 1-forma diferencial
meromorfa sobre la esfera de Riemann C con p1Y p2 €C.

Entonces:

1. si po # p1, la superficie Riemanniana (@ — {p1.p2}, gn) €S isométrica al ci-

lindro Riemanniano (.S x R, g), donde g es la métrica Riemanniana

1
27| R||c
plana en el cilindro (ver Apéndice) y ||R||c es la norma usual en C, del

residuo R de n en el polo z = p;.

2. si ps = p;, la superficie Riemanniana (@ —{p1}, 9y), es isométrica al plano

(R2, (611)) con (6;,,,) la métrica Riemanniana usual en R2.

Demostracion. Demostracion del inciso (1). Por el Lema (2.2.1) se tiene que

existe una transformacion de Moebius adecuada L : C — C con L(py) = 0,

L(p2) =y

dz _ 1 g
L ((Z—P1)(Z—p2)>  (m—p2) &

donde (1/(p1 — p2)) = Res(n, z = p1), tal que las superficies Riemannianas

(C — {p1,p2},94) ¥ (C = {0,050}, g..1),

son isométricas.

Entonces bastara con mostrar el resultado para la superficie Riemanniana

confp={Rdz/z}y R=1/(p1 — p2)-
En efecto, considere los subconjuntos de C:
G =C—-{z=2+V-1lyeCly=0y z <0},

D=C—-{z=2++v-1yeCly=0y = >0}.
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Entonces de analisis complejo se sabe que las funciones:

F:Q — C>R?
z f i m
— I

FQIQQ —>(C§R2,
z fﬁdﬂ
m

son biholomorfismos entre ; con la banda (—7||R||c, 7||R||c) x R C R? y Oy
con la banda (0, 27| R||c) x R C R?, respectivamente.
Sea

V = ((==l|R[|C,7||R]|c) x R) U ((0,2]|R[|c) x R).

Entonces F} y F; inducen una isometria entre las superficies Riemanianas
(C—={0},99) y (V; (G1m))-
No es dificil verificar que la superficie Riemanniana (V, (§;,,,)) y el cilindro Rie-

manniano (S x R, g) son isométricos (ver Ejemplo .0.2 inciso 4 en el

1
27||Rllc
Apéndice).

Por lo tanto las superficies Riemannianas (@ —{0,00},95) Y (S%wllRllc x R, g)
son isométricas, puesto que C — {0, 00} y C — {0} son biholomorfas.
Demostracion del inciso (2). Por el Lema (2.2.1) se tiene que existe una trans-

formacion de Mdebius adecuada L : C — C con L(p1) =0y

dz d€
L* ) = o
( (z = p1)? ) &
tal que las superficies Riemannianas
(C—{p1}.90) ¥ (C— {0}, 9z.),

son isométricas.

Entonces bastara con mostrar que la superficie Riemanniana (@ — {0}, 9%),
con i = {dz/z?}, es isométrica al plano euclideano (R?, (6;,,)).

En efecto, considerando la carta (Us, ;) de C con Uy = C — {0} y

Yo 1 Uy — Cy,
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se tiene que la expresion de 7 en (Us, 1)9) es:
—dw,

ver Capitulo 1.

Entonces calculando la métrica Riemanniana g; en C — {0}, se obtiene que:

Por lo tanto la superficie Riemanniana (C — {0}, g5) es isométrica a (R?, (6;,,,)),
puesto que C - {0} y C son biholomorfos, donde C se identifica de manera

usual con R2, |



Cap’itulo 3

El conjunto de 1-formas

diferenciales meromorfas

En este capitulo se muestra que el conjunto de 1-formas diferenciales me-
romorfas sobre la esfera de Riemann C, cuya suma de multiplicidades de polos
es exactamente —r, con r € N (conjunto de los nimeros naturales) y —r < —2,
resulta ser un espacio proyectivo menos un conjunto cerrado (en dicho es-
pacio proyectivo), donde este conjunto cerrado esta dado en términos de la

Resultante de dos polinomios.

Definicién 3.0.1. Sea FM(—r) :={1-formas diferenciales meromorfas 7 so-

bre C, cuya suma total de multiplicidades de polos es exactamente —r}.

Teorema 3.0.1. FM(—r) es variedad compleja, no compacta, de dimension

compleja 2r — 1.

Antes de la demostracion del teorema, es requerido probar el siguiente
resultado: Las posiciones de los polos y los ceros de n en C determinan, salvo
un multiplo escalar A € C* := C — {0}, an.

De manera mas formal lo anterior se resume en el siguiente lema.

41
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Lema 3.0.2. Sean n; = {hi(z)dz} y n2 = {ha(z)dz} dos 1-formas diferenciales

meromorfas sobre C con:

1. {ceros de n; } = {ceros de 7, } contados con multiplicidad.
2. {polos de n;} = {polos de 7>} contados con multiplicidad.
Entonces 7, = Ao, para algin A € C*.

Demostracion. Se supondra primero que oo € C,es punto regular para hq(z)dz
y ha(z)dz, en caso contrario existe L : C — C transformacion de Moebius, tal
que L(oo) es punto regular de L. y de L.7n2, esto es, que todos los ceros
y todos los polos de 7, y 72 se encuentran en la parte finita U; = C - {0}
vecindad de 0 de C.

Para ello se tienen las siguientes igualdades (ver capitulo 1):

M) = Pt ds

o)l = SR
Sean {ci,c2,...,¢s} Y {p1,p2,...,pr}, €l conjunto de ceros y polos respectiva-
mente de hi(z)dz con multiplicidades n1,no, ..., ng, —mi, —ma,...,—m, y n;,
m; € N,paracadai=1,...,s,j=1,...,r respectivamente con Zle n; = n,

Z;Zl m; = m. Por las hipotesis (1) y (2) se tiene que
k= Z n; =n,
=1
|l = Z m; = m.
j=1

Luego necesariamente se tiene que:

h(2)dz = M Al EmalleGoe)l g,

z=p1)"1 (z=p2)"2...(z—pyr) ™"

ha(2)dz = Ny Zoetlilmea)Bulame) g,

(z=p1)™1(z=p2)"2...(z—py)""

con A\ y A € C*.
Tomando A = A\ /)2, se obtiene que hq(z)dz = Aha(z)dz.
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Ahora para finalizar la prueba, es necesario verificar que A € C* es indepen-
diente de la expresion local de 7; y 7s.

En efecto, basta verificar que (—1/w?)h;(1/w)dw y (—1/w?)ha(1/w)dw satis-
facen lo anterior.

Calculando la expresioén de ambas 1-formas en la carta (Us, 1)2), que contiene

al 0o € C, se tiene que:

11N A (e e (e T (w2
<_) = (—m)mll(—pz):” e (e

s 1 i
(Y o dale)m (e (e T (0= E) e
w) T Cpymep)e - )™ )™
D1 P2 r I, (w _ _)
con \; Yy A2 como antes. Por (b) se tiene que m = n + 2.

Luego un calculo sencillo muestra que para A = A\; /A, se tiene que:

-1 1 -1 1
—h|—)=A—=h|—
() (5 ()

y por lo tanto se obtiene lo pedido. 1

Demostracion del Teorema (3.0.1).
La idea de la prueba es encontrar una biyeccion natural con una variedad com-
pleja no compacta de la dimension requerida.
Para esto, la prueba se dividira en dos casos, cuando —r = -2y —r < —3;
debido a que en el segundo caso, se hara uso del discriminante de dos polino-
mios para hallar la biyeccidén que se requiere.
Recuerde que el espacio proyectivo complejo CP™ de dimensién n se define

como el cociente:

n+1l _
opr o O {0}

defi nicon C*
[xO B :xn”(xnyly"'axn) ~ (y()yyla"'vyn)
= < existe ( € C* tal que

(CanCxla' .- acxn) = (y(hyla' .- ayn)
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Se denotara a CPp, . ..., como el espacio proyectivo de dimension comple-
jan, en coordenadas [zg : x1 : -+ : ).

En geometria (topologia) diferencial se demuestra que el espacio proyectivo de
dimensién n, resulta ser una variedad compleja de dimensién compleja n, don-
de sus puntos son precisamente las clases de equivalencia [xg : @1 @+« @ @y].
Caso —r = —2.

Existe una funcion:

F:C; xCp, xCp, — FM(-2)

——

(A P1 pP2)

mdzz, Sip1Y p2 # o0;

Z%mdz, Sip; # 00y pj = 00;
Az, Sip1 = p2 = o0,

donde F; es2alenCy x @pl X ((Aipz —{(\,p1,p2) € C5 x @pl X @pz |p1 =p2}y
Fy esinyectiva en {(\, p1, p2) € C; x Cp, x C,, | p1 = pa}. Tomando la inclusion
natural i de la variedad Cj x @pl X @pz a la variedad C, x @pl X @pz, se define

la funcidn proyeccion a coeficientes II, dada de la siguiente manera:

Il: {imagende i} c Cy x C,, xC,, — CP}

(Lo:bQZbl:bo]

—
[C. N p1 ' po)

[A:1:—p1—p2:pipa), Sip1ypa # oo,
A:0:1:—pi], sip;#o00ypj=o00,j#1i;
A:0:0:1], sips=p2=occ.
Sea
Fp: CP? — ({[0: b2 by = bol} U{[ao : 0:0: 0]}) — FM(-2).
ozt ol — bpaThe ey 0
Se afirma que F; es una funcion bien definida y es biyectiva.

En efecto, considérense las clases [ag : b2 : by : bo] Y [Cap : Cba : Cby : Cbo] con
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¢ € C*. Evaluando en F; se tiene que:

_ Cag dx
Cb2z? + (b1 + Cbo
ao
= d
byz2 4+ b1z + bo i

= F5([ag : b2 : by = bo)),

F([Cag : by = Cby : Cho))

por lo que F; esta bien definida sobre CP3—({[0 : by : by : bo] }U{[ap : 0: 0: 0]}).
A continuacion, se verifica la biyectividad de Fs:

En efecto, del siguiente diagrama conmutativo se obtiene la suprayectividad de
.

Cix x Cp, x Cp, FM(-2)

Fy  (biyeccion)

c* — {0}
| [ biholoformas

CP? — ({[0: b2 : by : bo]} U {[ao : 0: 0: 0]})

Puesto que F» no esta definida para el subconjunto
({[0: b2 : by :bo]} U{[ap:0:0:0]}) C CP[Saoib2ib11b0]’

entonces bastara con tomar puntos de la forma [1 : by : by : bo] Y [1 : b : by : l;)],

para demostrar la inyectividad de F5.
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En efecto, se tiene que:

Fy([1:bo: by :bo)) = Fo([1: by : by : bol)
1 1

b222+b12+b0 b222+b12§+b0

<:>b222+blz+bo=b~222+l;;z+l;)

= by = by, by =b1y by = by.

Por lo tanto F; es biyeccion.

Recuerde que de geometria proyectiva se tiene que CP" = C" U CP"~!, para
cada n € N. Entonces CP}, , ., 1 — ({{ao : 0:0: 0]} U {[0: b2 2 by : bol}) es
biholomorfo a C* — {0}.

De lo anterior se tiene que empujando la estructura compleja de C* — {0}
por medio de F, a FM(—2), este Ultimo espacio es variedad compleja no
compacta de dimension compleja 3 = 2(2) — 1.

Caso —r < —3.

Sea CP?"~! con coordenadas {[a, 2 : ay_3: - :ag:by b1 :--:bgl}.

Sea

r+1

r—1
O, ={[0::0:bp - :bp]}U{[ar_2:---:a0:0:---:0]}) C CP* 1,

Procediendo de manera similar al caso —r = —2, se obtiene una funcion
Fy:CPr1-9, — FM(—r),

donde para un punto [a,—2 : ar_3: -+ :ag: by br_1:---: by] Se tiene que:

ar_22" "2+ +aiz+ag

dz.
boo” 4t biztby

FQ([GT—Q:"':a():br:"-:bo]):

Ahora bien, si los polinomios P(z) = a,_ 22" 2+ a,_32"2 + -+ a1z +ap y
Q(2) = bp2" +b._12" 1 + -+ + b1z + by tienen al menos un factor comdn de
la forma (z — p)! para algun 1 < I < r o si los polinomios tienen exactamente

grados ' —2=r—-1—-2yr =r—1lconl <[ < r:entonces la imagen de
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Fy([a,—o : -+ : by]) esta contenida en otro conjunto FM (—r') con —r < —1/ <
—2.

Luego para poder hallar una biyeccion entre F M(—r) con alguna variedad
compleja, no compacta, de dimension requerida, se debe eliminar del dominio

de F; al conjunto de puntos
{[GT—Q LeeslQo ot br e bO]} C (CIP)QT—l,

para los cuales P(z2) = a, 22" 2+ +ajz+apy Q(z) = bz" + -+ b1z +bg
tienen al menos un factor comun.
Para describir con claridad el subconjunto de CP?"~! que se requiere eliminar,

se necesita recordar el concepto de Resultante de dos polinomios.

Definicién 3.0.2. Sean
P(z) = a0+ a1z + agz” + -+ anz" Yy Q(2) = bo + b1z + baz® + -+ + b 2™,

polinomios sobre C de grados n y m respectivamente con n > m. Se define
la Resultante A(P,Q) de P(z) y Q(z) como el determinante de la matriz de

orden (n + m) dada de la siguiente manera:

ap ay az ... a, O 0O 0 ... 0
0 a a1 a ... a, O 0O ... 0
0 0 an al ag . Ap, 0 . 0
0 0 0 0 ag a; as anp,
bo bi by ... by O O 0 ... 0]
0 byg by by by, 0 0 0
0 0 by by by by 0O 0
0O 0 0 ... 0 0 b9 b1 ... by

donde son m renglones de a’s y n renglones de b’s.
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Ejemplo 3.0.1. Sean P(z) = ag + a1z + a2z y Q(z) = by + b1 2. Entonces la
Resultante de Py Q es:

aq aq a9
A(P, Q) = det bo by 0 = Clgbg — a1bgby + aob%_
0 by b

Lema 3.0.3. Sean P(z) y Q(z) polinomios sobre C, de grados n y m respecti-
vamente. Entonces P(z) y Q(z) tienen un factor comin no constante si y solo
si existen polinomios P(z) y Q(z) con grado(P), grado(Q) < n'y grado(P),

grado(Q) < m tal que P(2)Q(z) = P(2)Q(=2).

Demostracion. Suponga que P(z) y Q(z) tienen un factor comdn no constante
H, es decir, P = HP y Q = HQ para algunos polinomios P, () distintos de
cero, entonces grado(P), grado(Q) < n'y grado(P), grado(Q) < m. Luego
multiplicando a P por @ yaqQ por P, se obtiene que P@ = JBQ.

Inversamente, suponga que P, @ existen y PQ = P(. Todos los polinomios
anteriores tienen una factorizacién Unica (salvo el orden) en polinomios irredu-
cibles. Los factores de () (salvo escalares) deben aparecer entre los factores
de P@ puesto que P@ = JBQ. Todos los factores de (Q no pueden aparecer en-
tre los factores de @ puesto que gmdo(@) < m; luego se tiene que al menos

un factor de ) debe ser factor de P, es decir, Py Q) tienen un factor comun. [

Lema 3.0.4. Los polinomios P(z) y Q(z) de grados n y m respectivamente,
tienen un factor comdn no constante siy solo si la Resultante A(P, Q) es igual

ao.

Demostracion. Se mostrara que la Resultante A(P, Q) es igual a 0 si y sélo si
existen polinomios P(z) y Q(z) como en el lema anterior.

En efecto, considérense los polinomios:

~ ~ n-1
a1 +agz+ -+ apz" 7,

|
=

N
Ky

I

Q(z) = by+bozt e+ bz
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con a, Yy b,, no necesariamente cero.

La relacién PQ = PQ es equivalente al sistema lineal de (n + m) ecuacio-

nes con (n + m) incognitas ai,as,...,an,b1,be,..., b, dado de la siguiente
manera:
apby = boay

biay + boas

algl -+ aogg

a251 + ang + aog3 boa1 + bias+ boas

Clnbm = bman -

Lo anterior puede escribirse en forma matricial, como:

T

apg ap as ... a, O 0 0O ... 0
0 a a1 a ... a, 0 0 ... O 51 0
0 0 a a as ... @, 0 ... 0 by 0
0O 0 O 0 a a1 ao an b, _ 0 6
bp by b2 ... by, O O O ... O —a 0
0 bp b1 b ... by O 0 ... O —as 0
0 0 by b b b, 0 0

—an, 0
0 0 0 ... 0 O by b1 ... by

donde AT indica la transpuesta de la matriz A.

Luego existen polinomios P(z) y Q(z) distintos de cero que satisfacen la rela-
cion P@ = ]5Q si y solo si el sistema lineal (3.1) tiene una solucion no trivial.
Lo anterior sucede si y solo si el determinante de la matriz del sistema (3.1) es
igual a cero.

Por lo tanto, se tiene que la Resultante A(P, Q) = 0. O
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Después de haber definido y demostrado algunas propiedades acerca del
discriminante para dos polinomios, se tiene que el problema inicial, se reduce

a eliminar el conjunto dado por la Resultante:

{A(Qr, Pr—2) =0} C Ccp2r-1

lar—2:1ag:by:-:bg]?

donde

Qr(2) =br2" 4+ bp_12" "+ - 4 byz + by,

r—3

Pr72('z) = ar722r72 + ar_32 + -+ a1z + ap.

La Resultante {A(P,—»,Q,) = 0} es una hipersuperficieen CPY, |
de dimension 2r — 2 y es en donde la funcion F, deja de ser biyeccion.
Ademas se tiene que el conjunto de puntos

r—1 r+1

O, ={[0:0:---:0:bp:bp_q:-:bg]}U{[ar—2:ar_3: - :ap:0:0:---:0]},

esta contenido en la Resultante

{A(PT—Q; Q'f‘) = 0}

En efecto, considérese la matriz de orden (2r — 2):

bp b1 b2 ... b 0 0 o ... 0
0 bo b1 b2 ... by 0 o ... 0
0 0 by b1 b . b, o ... 0
0 0 0 0 bo b1 b by ’ (3.2)
ag a1 Az ... Qp_o 0 0 0 0
0 a9 a1 as Ay—9 0 0 0
0 0 ay a1 as .. Qp—o 0 0
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asociada a A(Q,, Pr—2).

Tomando los puntos [a,_o : - :ay:ag:by:---:by: byl en

r—1

O, ={[0:0:---:0:bp:bp_q: - :bg]}U{[ar_2:ar_3:--:ap:0:0:---:0]}

y evaluando sus coordenadas como coeficientes en la matriz (3.2), se obtienen

matrices de la forma:

y la matriz:

ao

bo
0

o O O O

ay

ag

b1
bo
0

o o O O

az

ay

ao

ba
by

o o o o

az

a1

b 0 O
bs ... b O
b1 by ... b
0 by b
0 0 O
0 0 0
0 O 0
0 0 O
0 0 0
0 0
0 0
0 0 0
Apr_—2 0 0
Ar_2 0

as e Ay —92
0 0 an

o o o O

a1

(=
3

o O O

o o o o

Gy —2
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donde un célculo sencillo muestra que estas matrices tienen determinante
igual a cero. Por lo tanto se obtiene lo pedido.

De lo anterior, la funcion

By CBE oy = {A(Qr Prg) = 0} — FM(=7),

[(I,T_Q:"':(Loz

dada por:
r—2 r—3
Ap_9Z +a,_32 +---+a1z+ao
F(lar—9:--:ag:bq -+ :bg]) = dz,
2([@ 2 ao 0]) brzr_’_brilzrfl_’_.,,_’_blz_’_bo z
esta bien definida y por un calculo similar al caso (—r = —2) es biyectiva.

Empujando la estructura compleja de
CP* ' - {A(Qrv Pr72) = 0}!

por medio de F;, se tiene que F M (—r) es variedad compleja y F» es un biho-

lomorfismo.

Por lo tanto 7 M (—r) es variedad compleja no compacta de dimension comple-

ja 2r — 1 (puesto que la Resultante {A(Q,, P.—2) = 0} es un conjunto cerrado

en el espacio proyectivo de dimension 2r — 1). a
El siguiente paso es estudiar el espacio de métricas Riemannianas planas

{g9n}, que provienen de 1-formas diferenciales meromorfas {n} en FM(—r),

modulo isometrias,

_ Amlne FM(-r))
definicon {isometrias entre g, }

Proposicién 3.0.5.

M(-2) =RT U {+o0}.

Demostracion. Por la Proposicién (2.2.4) en el Capitulo 2, se sabe que: M (—2)
esta formado por: cilindros Riemannianos (5217THRH«‘ xR, g) con g la métrica pla-
na en el cilindro y el plano euclideano (R?, (4;,,)) con su métrica Riemanniana

usual (ver Apéndice).
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Recuerde que el conjunto 7 M(—2) es biholomorfo a C* — {0} € CP}, ., .-
Considere la funcion Res, definida de la siguiente manera:

Res: C*-{0}c CP* — C,
lag:baibyibg] —— ag

4/ b2 —4bgba
donde ag/+/b? — 4bobs, €s €l residuo de la 1-forma diferencial meromorfa

_J___ % 4
= b222—|—b12§+b0 '
La imagen bajo la funcion Res del conjunto de 1-formas meromorfas con exac-

tamente dos polos de multiplicidad 1, por definicion

FM(-2) — {n = {C‘Odz} € FM(-2)

b2 — 4bghy = 0
boz2 + byz + by 1 0v2 }

es precisamente C — {0} (ver Teorema inverso del residuo en [16]).

Cada punto de M(—2) o es un cilindro Riemanniano o es el plano euclideano

(R?, (O1m))-

Se pueden parametrizar a todos los cilindros Riemannianos con la longitud de

sus paralelos (ya que es un invariante métrico) y puede pensarse a (R?, (§;,,))

como un cilindro cuya longitud de sus paralelos es infinita.

Considere ahora la norma de la funciéon Res multiplicada por el escalar 27:
Res|: C* - {0} c CP* — M(-2),

lag:boibyibg]

— %

\/ b3 —4bgby

27

C

donde
aop

Vb2 — 4bobs |

es precisamente la longitud de los paralelos del cilindro Riemanniano

2

(SamiRllc X R, 9)-

Entonces la imagen bajo |Res|, del conjunto de 1-formas meromorfas con
exactamente dos polos de multiplicidad 1, es precisamente R* y el comple-

mento no es dificil verificar que va a dar al punto {40}, el cual corresponde
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en M(—2) al plano (R?, (6,,))-
Por lo tanto

M(~2) = R* U {400}

54



Apéndice

Superficies Riemannianas

En adelante se supondra que M es una superficie topoldgica real, conexa;
es decir, M es un espacio topoloégico Hausdorff, conexo, con base de vecinda-
des numerable y localmente homeomorfo a R2.

En este trabajo la palabra diferenciable significa siempre de clase C°.

Notacion 4. El simbolo wa Y denotara al espacio euclideano en coordenadas

(z,y).

Definiciéon .0.3. 1. Una carta coordenada (o sistema de coordenadas) real
de M es una funcion ¢ : U ¢ M — 4(U) C R?, donde + es un homeo-
morfismo y U es un conjunto abierto. Por comodidad se escribira (U, )
como carta coordenada real.

Dos cartas coordenadas reales (U;, v;) y (Uj, ¥;) donde

¥ Ui — R,

2Yi)?
2
djj : Uj - R(-’Emyi)

con U; NU; # 0, son compatibles diferenciablemente, si la aplicacion:

bji = ot y(UinUy) CRY, o — 9;(UiNU;) C RY

" definicion (z5,5)

55
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es diferenciable con inversa diferenciable, por definicion 1@1 = ij.
A la funcion ;;(z;,y;) se le conoce como funcion de cambio de coorde-

nadas.

2. Un atlas real en M consiste de una coleccion de cartas coordenadas reales
= {(U;, v;)} coni € I el conjunto de indices de las cartas y U,U; = M.
Se dice que un atlas real 4l es maximal si toda carta coordenada real que
sea compatible diferenciablemente con las cartas coordenadas reales de

$l también esta en 4.
3. Una estructura diferenciable en M es una atlas maximal en M.

4. Una superficie diferenciable, es una pareja ()M, 1) donde M es una superfi-
cie topologica real conexa y 4 es una estructura diferenciable en M. Por
comodidad se escribird simplemente A para una superficie diferencia-

ble.

Ejemplo .0.2. 1. Considere el plano real R? y la estructura diferenciable en él
dada por ¢ = {(R?, id)} donde id : R? — R? es la funcion identidad. De
hecho cualquier dominio © en R? con id : @ C R? — (, donde id es la

funcion identidad en R? restringida a €2, es una superficie diferenciable.

2. La esfera unitaria. Sea S? = {(z1, 2, 23) € R® |2 + 23 + 23 = 1} C R3 con
el siguiente atlas:
Uy =$? - {(0,0,1)}, Uy = S* — {(0,0,—1)} y las proyecciones en los
polos norte (0,0,1) y sur (0,0, —1):

. 2 . . 2
v U — RG,) e U2 — RGg),
(z1, @, 23) "~ (1:1%, 1133) (x1,x2,23) <711i3,71i33)

respectivamente con funciones inversas:

w;l R%w ) Ut,
( ’) ( 22 2y m2+y271)
z:Y = \22+4y2417 2249241 224241
-1, P2
wQ . R(’E\, ij) — U2.

(’E\ ij) 2% 2y 1-z2 52
- == \ 22492417 22492417 22+52+1
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Claramente las funciones v; y 1 son homeomorfismos. Ahora bien, se
tiene: Uy NU; = S? — {(0,0, 1), (0,0, —1)} Yy ’l%(Ul N UQ) =R2 - {(0, O)},

para i = 1,2. Luego un céalculo sencillo muestra los cambios de coorde-

nadas
Y1 i RE, ) —{(0,0)} — RE 5 — {(0,0)},
(@:9) o ( = R e )
(PR R%@,@ —{(0,0)} — R(r ) —{(0,0)},

(z,79) — (7 7)
2432 32432

son funciones diferenciables. Por lo tanto S? provista de {(Us, ¥1), (Us, 12)},

es una superficie diferenciable.

3. M = {(z1,72,23) € R3 | z3 = |z1|}, provista del atlas {(U,¢)} con U = M
y la proyeccion en las dos primeras coordenadas:
. 2
v U —RG,),
(z1,29,23) —— (x1,22)
es superficie diferenciable.
En efecto, se tiene que la inversa de ) dada de la siguiente manera:
vl R — U,
(@) = (z,y,]x)
es una funcion continua. Entonces 1 es un homeomorfismo.

Ademas, el cambio de coordenadas

o 7/)_1(3379) = (a:,y) = zd(x,y)

con id la funcion identidad en R?, es diferenciable. Por lo tanto M provista
de atlas anterior es una superficie diferenciable.
Observe que sin embargo M no es subvariedad diferenciable de R?, pero

ello no es significativo en este trabajo.

4. Sea Cil = {(x1,72,23) € R3 | 22+ 23 = 1}, el cilindro en R? con el siguiente

atlas:
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Ur = {(z1,22,23) € Cil | (v1,72,73) # (1,0,23)} Yy Us = {(z1,72,73) €
CZl | (3,‘17.]32,])3) 7& (_1,073)3)} con

Yt (0,2m) xR C R?@,g) U i,
(6, . (cosf,senf,)

Yyl (—m,m) xR C R?-é@ — Uz C Cll,
5 — (cos@,sen6,§)

en coordenadas cilindricas (0,¢) y (5, 5) de R%m_y) y IRi?E 7 respectivamen-
te.
Los cambios de coordenadas estan dados de la siguiente manera:

o1 : ((0,m) U (m,2m)) x R —  ((—m,0)U(0,7)) X R,

(0,6) —
0,9), sif € (0m),

(0 —2m, &), sife (m2m).
Y121 ((=m,0) U (0,m)) x R — ((0,m) U (7, 27)) x R.
e - |a@.e, sif e (0,m),
(0 +2m,€), sife (—m0).
Luego {(U;,v;)|i = 1,2} es estructura diferenciable para Cil y por lo

tanto Cl es una superficie diferenciable.

Definicion .0.4. Sean M; y M, dos superficies diferenciables. Una funcion
F : My — M- es diferenciable, si para cada par de cartas coordenadas reales

(U, ), (V,¢) de M, y M, respectivamente, con F(U) C V, la funcion
poFoyp™t:9p(U) C R? — ¢(V) C R?, 3)

es diferenciable en el sentido usual. Una funcion biyectiva F' : M; — Ms, es un
difeomorfismo, si es diferenciable y su inversa es diferenciable. Dos superficies
diferenciables se dicen que son difeomorfas si existe un difeomorfismo entre

ellas.

Definiciéon .0.5. Sea M una superficie diferenciable.
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1. Una funcion F : [a,b] C R — M es diferenciable, si para cualquier carta

coordenada (U;, ;) de M, con F([a,b]) N U; # 0, la funcién:
inF: [a’b]%RQ, (4)

es diferenciable de la manera usual.
Una curva diferenciable sobre M, es una funcion « : [a,b] C R — M

diferenciable.

2. Una funcion F : M — R es diferenciable, si para cualquier carta coordena-

da (U;, v;) de M, la funcion:
Foy;':4y(Us) CRE,, ) — R, (5)
es diferenciable de la manera usual.

Observacion .0.2. Un calculo sencillo muestra que la diferenciabilidad de F'
en las Definiciones (.0.4) y (.0.5), no depende de las expresiones (3), (4) y (5)

respectivamente.

Ejemplo .0.3. 1. Considere a la esfera unitaria S?> como en el Ejemplo (.0.2).
Sea
M = {(z1, 2, 23) € R®| 23 = 27 + 23},
el paraboloide provisto del atlas (V, ¢) con V = M y la proyeccion en las
dos primeras coordenadas
iV R,
(z1,@2,23) — (x1,T2)
Se afirma que la funcion
F: 8 — M,
(T1,%2,23) "~ (T3 cos(F1+Ta), s sen(T14+72),72)
es diferenciable.

En efecto, sea (Ui, %) carta de S?. Puesto que la composicion de fun-
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ciones:
-1, P2 2
¢poF oy 1R, — RGg)
— (224421 2242y 224921 _ 2z42y )
(@.9) <m2+y2+1 cos( m2+y2+1)’ 224+yZ+1 sen(m2+y2+1)

es diferenciable, por la definicion anterior se tiene que F es una funcion

diferenciable.

2. Sea

M = {(331,]}2,]}3) € Rg |$3 = |Z‘1|},

la superficie diferenciable dada en el Ejemplo (.0.2).

Se afirma que la funcion:

F: M —R

(z1,2,23) = 3

no es diferenciable.
En efecto, puesto que la composicion de funciones:
Foy™tl:R? —R,
(@,y) Y |z
no es diferenciable, entonces por la definicibn anterior se tiene que F' no

es una funcion diferenciable.

3. Considere la esfera unitaria S*> como en el Ejemplo (.0.2). Se afirma que la
funcion:

a:[1/2,]]C Ry — S?,
t — (tsent,tcost,\/l—tQ)

es una curva diferenciable en S2.

En efecto, como la composicion de funciones
. 2
Yroa: [1/%1] — Rz
i tsent tcost
1-/1-12 " 1-y/1-12
es una funcion diferenciable. Entonces por la definicion anterior « es di-

ferenciable y por lo tanto es una curva diferenciable sobre la esfera S2.
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Definicion .0.6. Sea M una superficie diferenciable con estructura diferencia-

Un vector tangente real a M en el punto p € U; C M, es una expresion abs-

tracta:
0 0
<ai + b7) 1
ox; oy;
! Yi i (p)
cona;, b; e Ry 8% a%,; son los operadores diferenciales de primer orden
usuales en ¢, (U;) C R%f yi)r €S decir, las derivadas direccionales evaluadas
en ¢i(p) € R}

(ziyy:)
Dos expresiones abstractas:
0 0

G 4 b 452 by
laxi 1ayi y J &Tj J 8yj

con p € U; NUj,, respecto a dos cartas coordenadas (U, ;) y (U;,v;), deter-

;(p)

Yi(p)

minan el mismo vector tangente real a M si:

i1 Oy

ow oy R I (6)
0Yjiz  Ovjiz b b '
ox; Ay i (p) v J

donde ;1 Y 12 son las funciones componentes de vj; y

Ojin  OYjn

Ore O € GL(2, R),
0Yjiz  Ovjiz

ox; Oy, Yi(p)

es la diferencial de ;; evaluada en el punto ;(p).

Definicion .0.7. Sea M una superficie diferenciable. A la coleccion de todas

0 0
{(dlaxi +d289i>

se le conoce como espacio tangente a M en el punto p, y se le denota por

T,M.

las expresiones

dl, do € R} s
¥i(p)
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El espacio tangente a M en p con las operaciones de suma y multiplicacion

por escalar (sobre los reales), es un espacio vectorial real de dimension 2 con

0
aixi pi(p) [

la cual no es canoénica pues depende de (U;, 1;).

base
0
Vi (p)’ 87%

Observacion .0.3. Note que por la igualdad (6) en la Definicion (.0.6), el es-

pacio T,,M esta bién definido, esto es, dado p € U; N Uj, entonces

<d1i+d2i> di,d2 €Rp = (‘Fivli 672i)
Ox; Yi ) s ) Oz; 043 / Ly, v)

A continuacion se muestra con un ejemplo concreto el significado de las

gz;,a;eR}.

Definiciones (.0.6) y (.0.7), con el fin de que el lector menos experimentado

pueda apreciar los objetos de manera mas clara.
Ejemplo .0.4. Considere la esfera unitaria
S?* = {(z1,22,23) ER® | 2] + 23 + 23 = 1},

como en el Ejemplo (.0.2) y la carta (Uy, 1) donde U; = S? — {(0,0,1)}. Sea
p=1(1,0,0) € Uy.

Entonces por definicion, la expresion abstracta:

3 + 22
ox y
$1(1,0,0)

es un vector tangente real tangente a la esfera y se desea ver que la definicion

abstracta de vector tangente en la esfera, coincide con la teoria elemental, es
decir, se desea comprobar que el vector tangente a la esfera en el punto p es

precisamente una terna:

— 9 9 9 2 3
(a,b,c) s <a e + b8332 + 08x3> ‘ € 1,S* C TR,
p

tal que es ortogonal al vector de posicion

7] 0 7]
51— v v
P 8%1 +08$2+08$3,
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del punto p:
((a,b,¢),p) =0,
respecto al producto punto usual en R3.

En efecto, puesto que

¢f1 : R? — Ui,
(y) 0 o
(ZE y) ( 2z 2y zety 71)
’ 22+y2+17 22 4+y2+17 22 +y2 41

es un difeomorfismo, entonces 1; * induce un isomorfismo lineal entre los es-
pacios vectoriales T(; ,0)U1 Y Twl((l,O,O))R%m,y)-
Entonces, para el vector

v = Q—!—ZE
-\ oz dy

se tiene que: (¢7 ')« (v) € T(1,0,0)U1 C T(1,0,0)S?, donde

2
€ T%((LO:U))R(x,y)'
¥1((1,0,0))

(1 )+ (0) = (& s (éit " 26%)

¥1((1,0,0))

= 81/J1_1 + 281}1}1_1
definicion \  Ox y

_(—2x2—|—2y2—|—2—8xy —4y? + 422 + 4 — 4oy 4x + 8y )

(1,0)

(x2+92+1)2 7 (2242 +1)2 T (2?42 +1)2 o)
=(0,2,1)
0 0 0
= 0 42— + —\
definicion Q11 + Oxo * O3

Ejemplo .0.5. Considere al cilindro Cil = {(x1,22,73) € R | 23 + 23 = 1}

como en el Ejemplo (.0.2) y la carta coordenada de C'il, (Uy, 1), donde

U1 = {(.%‘1,.232,.233) e (il | (.%‘1,.232,.233) 75 (1,0,333)},

Uit (0,2m) xRCRY o — Ui .
(£.6) (cos @,sen 6,£)

El espacio tangente a C'il en el punto p = (0,1,1/2) € U; es por definicion:

‘ 0 0
T(OJ’%)CZI = { <d1% + d28_€)

dy, do GR}

(3:3)
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Puesto que +; * es un difeomorfismo entre R%G oY U,, entonces induce un iso-
morfismo lineal (v ')., entre los espacios vectoriales T(W/le/g)]R%e’g) Y Ti0,1,1/2)U1-

Entonces se tiene que el espacio tangente a C'il en el punto (0,1,1/2) es:
0 0
Tioq 1\ Cil = Hed d
0.1,3) ! isomorfo {(¢1 ) ( 189 + 28{)

,_ oyt oYyt
definicion {(d o0 +éa € )|

= {dl(— sen@,cos9,0)|(%’%) +d2(0,0, 1)

11
(3:2)

dl, d2 S R}

™ 1
272

dl, d2 S R}

11
(3:2)

{ dlai +08i o 9 [ ds € R} C T 1)R%

Definicién .0.8. Sea M una superficie diferenciable con estructura diferencia-

ble {(U;,v;)|i € I}. Un campo vectorial real diferenciable, tangente a M, es
una coleccion {X; | i € I}, donde:

Xi = ui(z, yi)i +vi(wi, yi) 5,

Ox; y;

con u;, v; : Y(U;) C R? — R funciones diferenciables, tales que:

(%4, 9:)
(V5i)«(Xi) = Xj,
en mas detalle esto es:

Ui\Tj, Yj Wi\ Yij (X5, Yj
(@5, vj) — D(Wji(zi, y2)) (Yij (25, y5)) ,
donde D(vj;(x;, y;)) es la diferencial (pensada como matriz) del cambio de

coordenadas 1;;.

Ejemplo .0.6. Considere la esfera unitaria S> como en el Ejemplo (.0.2).
Sea

0 0
X = (ax—&-by)% + (cx—&—dy)a—y,

un campo vectorial diferenciable sobre R?x )" Se desea extender X a un cam-

po vectorial diferenciable sobre toda la esfera S2.
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En efecto, considere en la esfera S? a la pareja de campos { X1, X}, definidos

de la siguiente manera:

0 0
X1 = (ax + by)=— + (cz + dy)

Ox y’
—z24y? —2zy
221 u2)2 2210202 ax + by
Xy = (o). Xy = | “pr 7 )
(z2+yg)2 (I2+yy2)2 (=52 i) cr +dy (=2 g
22+92722+52

2157 4gT)

cona,b,c,d € Ry X, diferenciable en R%{E@ —{(0,0)}.

Se desea extender de manera natural al campo vectorial X5 sobre todo R?@,g)-
Es un ejercicio sencillo mostrar que una condiciébn necesaria y suficiente para
que esto suceda, es que las constantes a, b, ¢, y d satisfagan: d=ay ¢ = —b.

Por lo tanto la pareja de campos vectoriales:

0 0
X1 = (le‘ + by)% + (—bx—|—ay)a—y en (U17'¢1)1
Xo=(— A+bA)£+(—bA— A)Q en (Uz, 1)
2 — axr Y a/x\ Y ay a/y\ 25, W2),

determina un campo vectorial real diferenciable, tangente a S2.

Definicion .0.9. Sea M una superficie diferenciable con estructura diferencia-
ble {(U;,¢y)|i € I} y o : [a,b] C Ry — M una curva diferenciable sobre M.
Sean a(tg) =py

Yo alt) = (2i(t), yi(t)),

dﬂl‘i
definicion  dt (t0).
(to).

i (to)

dy;

definicion  dt

y;(to)

El vector tangente a la curva o en ¢ = t, se define como la expresion:

G (t0) = a't0) = (w1000 50 i)

: (7)
i (p)
Observacion .0.4. Por la condicion (2) en la Definicion (.0.6), el vector tan-

gente a la curva « esta bien definido, esto es, es independiente de la eleccion

de la carta coordenada (U;, v;).
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Ejemplo .0.7. Considere el paraboloide
M = {(x1,72,73) € R |23 = 2% + 23}

con el atlas {(V,¢)} donde V = M y la proyeccion en las dos primeras coor-
denadas:

: 1% — R2 ..
¢ (x1,22,23) — ((r,y)
.El,.EQ)

Sea

a:[0,2]cRy — M,
t L (4,2, 1241

una curva diferenciable sobre M. El vector tangente ala curvaaent =1 es

por definicion, la expresion abstracta:

0 0
/ — . —
(1) definicién <8x * 28y)

donde ¢poa(t) = (1,1) y (o )’(1) = (1,2). Se desea mostrar al lector que la

d(a(1))

definicion abstracta de vector tangente a la curva « en el paraboloide, coincide
con la teoria elemental de vector tangente a una curva en R3, esto es, si la
curva « es vista como funcion diferenciable en ¢ de una abierto de R; a un

abierto de R?, entonces el vector tangente aa ent =1 es

o (1) = (1,2t, 2t 4 4t3) |11

= (1,2,6)
= 19 90 60
defirEién 833‘1 8.132 8.133'
el cual pertenece al espacio T, 2)M C T(171,2)R3.
En efecto, puesto que ¢! es un difeomorfismo entre el paraboloide M y
2
Rite.)
Y TanR,y):

Entonces para el vector

w = 2—1—22
~\ oz oy

entonces induce un isomorfismo entre espacios vectoriales T(; 1 2yM

S T(Ll)R%w,y)'
#(a(1))
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se tiene que (¢~ ').w esta en T\ ; »)M, donde por definicion

@ =07 (55 425

é(a(1))

o 8¢71 8¢71
defirEién( or 2 dy

(1,1)
= (1,272$+4y)|(1,1)
=(1,2,6)
0 0 0
= 11— +2— +6—.
definicion 01 + Oxo + Oxs

Definicion .0.10. Sean M; y M, superficies diferenciables.

Sea F' : M; — M- una funcion diferenciable, p un punto en M; con (U,v¢) y
(V, ¢) cartas coordenadas alrededor de p y F'(p) respectivamente.

Se define la diferencial de F' en el punto p, como la transformacion lineal:

DpF : TyMy — Ty M.
v —— Dy (py(¢poFop—1)y

Observacion .0.5. Por las Definiciones (.0.4) y (.0.7), la definicibn anterior no

depende de las cartas (U, ) y (V, ¢).

Ejemplo .0.8. Sea S? la esfera unitaria y M el paraboloide descrito en el Ejem-
plo (.0.7). Seap = (1,2,5) € M.
Considere la funcion
F: M — S2.
(z1,22,23) + (cos(zi+z2),sen(xz1+z2),0)

Entonces la diferencial de F' en el punto p = (1,2,5), es la transformacion

lineal:

D(I,Q,S)F : T(I,Q,S)M - T(CosS,senS,O)S2-

(d1 2 +dy %) — ((7d1 sen 3—d sen 3) 2 +(d1 cos 3+dx cos 3) %)
(1,2) (cos 3,sen 3)
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Definicion .0.11. Una superficie Riemanniana, es una superficie diferenciable
provista de una métrica Riemanniana esto es, una forma bilineal, simétrica y
definida positiva

, T, M x Ty,M — R,
P P P

para cada p € M, tal que si (U;, ;) es una carta alrededor de p se tiene que:
T

i1 gi1  9gi12 @32

(v,w), = , (8)
bi1 g21 922 i (p) bio

donde (a;y, biv) Y (aiw, biw) SON las expresiones de v y w en la carta (U, ;)
respectivamente y g,,, : ¥;(U;) — R son funciones diferenciables con indices
v, = 1,2, llamadas componentes de la métrica en (U;, 1), las cuales estan

dadas de la siguiente manera:

g 0
911(%;%) = Oz’ Ox )
T 3 D

g 0
912(331';%‘) = 921($i,yz‘) = < ) > )
P

g 0
922(%:,%) = 873/»’ @ .
(2 (2 P

Se denotara a la pareja (M, g) como la superficie Riemanniana M con métrica

g.

Observacion .0.6. Para cada par de cartas (U;, ;) y (Uj, ;) con interseccion
U; NU; # 0, se tiene la igualdad:
§11 §12

= DWW N@wy | D(hji)l (s )
g21  g22 (24,yi) g21 G922 Wi (Ti,95)

gi1  gi2

donde g, Y g, CON v, 1 = 1,2, son las componentes de la métrica en la cartas
(Ui, ¥i) y (Uj, 1) respectivamente.
La expresion (8) se conoce como representacion de la métrica en la carta

(Ui, 1i).

©)



Apéndice 69

La igualdad (9) se obtiene de jalar bajo el cambio de coordenadas v;;, la métri-
ca (guu)v,u=1,2 definida en el conjunto abierto ;(U; N U;), al conjunto abierto

¥;i(U; nUj;). En otras palabras

(W56)" (o)) (D)) @i (Go)laey@riwn) D@5i)l s,y

defi:ri:i()n
A la igualdad (9) se le conoce como condicion de compatibilidad de la métrica

g, en cada punto p € M.

Ejemplo .0.9. 1. Considere al cilindro
Cil = {(331,332,.]33) € R3 | Jﬁ + xg = 1}1

como en el Ejemplo (.0.2). Las componentes de la métrica Riemanniana
en el cilindro dada por su inmersion en R3 (la restriccion de la métrica
Riemanniana usual en R? a cada espacio tangente al cilindro), estan

dadas de la siguiente manera:

Tt ot
911(97§)=< b o >:1,
) —1 B —1
912(9,5)2921(97§)=< gé ; 1;2 >=0,
-1 -1
(0, = (T, 2y =1,

donde

¢t ((0,2m) X R) C R o) — {(z1,22,23) € c(u | (xl,xg,)xg) #(1,0,23)}.
(0,6) — cos 6,sen 6,£

2. Considere la esfera S? como en el Ejemplo (.0.2). Las componentes de la

métrica Riemanniana de S? dada por su inmersion en R?, estan dadas
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por las siguientes funciones:

-1 -1
g11(z,y) <8¢1 o9 > !

oxr = Ox (14 22 +y2)2’
oyt ou!
ox = Oy

oprt 9y 4
oy Oy (14 22 +y2)2’

g12(z,y) = ga1(x,y) 0,

922(337 y)

donde

U1 RE — S* — {(0,0,1)} c S*

(z,y) 2z 2y z24y2-1 )
’ @2 4+y2 41722 4+y2 41 22 4y2 41

Definicion .0.12. Sea (M, g) una superficie Riemanniana.

1. Se define la longitud (0 norma) de un vector v € T,/ como:

vllp == 1/ gp(v; v).

2. Se define el angulo 6(v, w), entre dos vectores no nulos v y w € T}, M como:

b(ov) = ot ().

[[v]lplwl]p
3. Se define la longitud de una curva diferenciable « : [a,b] C R — (M, g),

entre los puntos a(a) y a(b) como:

b
long(a) ::/ o/ (£)]]dt.

Si (U;, v;) es una carta coordenada, entonces la expresion de la longitud

de la curva « con respecto a la carta (U;, v;), se escribe de la siguiente
manera:

T
/b zi(t) g1 gi2 xi(t) it (10)
a i () 921 g22 (i () (1) \ i(t)

Observacion .0.7. De la igualdad (9) en la Definicion (.0.11) y por un céalculo

sencillo, se tiene que la longitud de la curva no depende de la carta (U;,v;) en

la que se calcula, si no que depende de la imagen de o en M.
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Ejemplo .0.10. 1. Considere la esfera unitaria S> como en el Ejemplo (.0.2) y

con métrica Riemanniana:

4
g= | @12 0 '
0 4
(1'2+ZI2+1)2

que resulta de su inmersion en R3.

Seap = (%, %,0) cS?’yv= (% + 38%) un vector tangente a S?

¥1(p)
en el punto p.
Entonces la norma del vector v es igual a:
T
1 1 0 1
ol ==
efinicion 3 0 1 3

= V10.

2. Seap = (Y5450 €8y v = (& +35)

¥1(p)
vectores tangentes a S? en el punto p.

Entonces el angulo 6(v, w) entre los vectores v y w es:

0(v, w) i cos ™! (%) .
efinicion (m)(T)

3. Seaa: [-m, 7 C R, — (S?%,9), una curva diferenciable en (S?, g), definida
de la siguiente manera:
a:[-mn] — (S%9).
t T (cost,sint,0)

La longitud de v entre t = —w y t = 7, es la integral:

T
/7r —sent 7(w2+;z+1)2 0

- cost 0

—sent

4 <
(224y2+1)2 (cost,sint) cost

:/ dt = 2.

dt
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Ahora se desea definir el area de una regiéon R contenida en una superficie
Riemanniana (M, g). Por simplicidad suponga primero que R C U; para alguna
carta coordenada (U;,v;) de (M, g), entonces el area de A se calcula de la
siguiente manera:

Sea p € U; y sea K un rectangulo pequefo formado por los vectores v; y
vy € Ty, (p)¥i(U;), donde vy = (a,0) y v2 = (0,b) son vectores paralelos a los

ejes de coordenadas en R%w )" Entonces (w;l)* envia a los vectores v; y v3 a

y vy = ba% € T,U;, respectivamente. Asi que
i (p) i (p)
el rectangulo original K es enviado a un paralelogramo (wi‘l)*(K) en T,M

los vectores 7, = a2

cuya area (orientada positivamente) es:

aby/det((gu)) = aby/ (g1 (vi(p))gaz (vi(p)) — (912(4s(p))?)-

defi nicdn
Intuitivamente, si el area de v;(R) esta aproximada por una particion en rectangu-
los pequefios K1, K»,...,K,,, entonces el area de la region R esta apro-
ximada por la suma de las areas de los paralelogramos (v, ). (K;), donde
[=12,...,m.

Puesto que

> (areade (¢; ). (K1) = > (\/det g(érea de K))),

l l

al pasar al limite, se obtiene que:

area(R) := / Vo1 (@i, yi)g22 (i, yi) — (1224, yi)) 2dwidy;.
Pi(R)

Proposicién .0.6. Sea R C (1, g) un dominio y sean (U;, v), (U;, ¢;) cartas

de M con R C U; NU;, entonces

/ Vo1 (@i, i) g2z, yi) — (912(ws, yi)) 2dzidy;
Yi(R)

://wm) \/gll(xj’yj)§22(xj’yj)_(§12(xj7yj))2dxjdyj'

Demostracion. Por definicion se tiene que (g,,,) = (D(¥4:))T (Gu.)D(14:) y la

expresion dx;dy; se transforma a | det(Dv;;)|dz;dy; por el Teorema de cambio
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de variable. Entonces se tiene la siguiente igualdad:

/ Vo1 (i, yi)goz (wi,yi) — (122, yi))2daidy;
)i (R)

://wi(n) \/md%dyi

:/Amﬂmmwwmﬂ@mwwm»

— [ [ el det(D(w;)) dzdy,
Yi(R)

= // \/ﬁll(ﬂfj,yj)ﬁm(xjwj) — (g12(5, y5))*dx;dy;.
P (R)

Por lo tanto se tiene la siguiente definicion:

Definicion .0.13. Sea R una region contenida en una superficie Riemanniana
(M, g).
Sea {R; |l € J} una particion adecuada de R con R; C U, para algin U; y
1=1(2).

Entonces el area de R se define como:

area(R) := Z Vo (@i, yi)ge2 (i, yi) — (g12(20, y3)) 2dzidy;. (1)
i i (UiNRy1))

Observacion .0.8. Observe que en la definicion anterior, la suma (11) esta
bien definida si R, C U; N U; para algunos 4,5 € Iyl € J, puesto que por la

Proposicion (.0.6), se tiene la igualdad:

/ V11 (@i, yi)goz (w0, 1) — (g12(zi, yi))2daidy;
i (Ri)

= // = \/511($j73/j)§22(xj,yj) — (12, y5))2dx;dy;,
i (Ri
lo cual hace que en la suma (11), no se consideren sumandos demas.

Ejemplo .0.11. Considere el hemisferio inferior de la esfera unitaria S?, para-

metrizado como {({cos 6, £sinf, —/1 — £2)](&,0) € (0,1) x (0,2m)}.
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La métrica Riemanniana en el hemisferio inferior, inducida por la parametriza-

cibn es:

0 &
Entonces el area del hemisferio esta dada por:
/ " / L gw - o
o Jo y1-€
Definicion .0.14. Sean (M1, g1) y (Ms, g2) superficies Riemannianas. Una fun-
cion diferenciable F : (M, g1) — (M2, g2) €s una isometria, si F' es un difeo-
morfismoy g; = F*(g2), es decir, para todo punto p € M; y para cada par de

vectores v, w € T),M; se tiene:

gl,p(vvw) = gQ,F(p)(DPF(U)vaF(w))'

Dos superficies Riemannianas son isométricas, si existe una isometria entre

ellas.

Definicién .0.15. Sean (M, g1) Y (Ma, g2) dos superficies Riemannianas. Una
funcion diferenciable I : M, — M, se dice que es una isometria local, si para

cada p € M, existen vecindades W,, C M; y WF(,,) tal que la funcion:
F|Wp : Wp — WF(;,,),

es una isometria.
Dos superficies Riemannianas son localmente isométricas, si existe una iso-

metria local, para cada par de puntos p € M y g € Mo.

Ejemplo .0.12. Considere el cilindro como en el Ejemplo (.0.2).
La funcion

F: R — (il

(z,y) — (cosz,senz,y)
No es una isometria (global) puesto que no es una biyeccion, pero si es una

isometria local.
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Ahora se mostrara que la esfera y el plano euclideano no son localmente

isométricos. Para esto se probaran algunos resultados previos.

Definicién .0.16. Una curva diferenciable « : [a,0] C R, — (M, g) en una

superficie Riemanniana (M, g) se llama geodésica, si:

1. minimiza localmente la distancia (para parejas suficientemente cercanas de

puntos sobre la traza' de ).

2. ||&/(t)]| = 1, (la norma de la velocidad de « respecto a la métrica g, es

constante igual a 1, para todo t € [a, b]).

Observacion .0.9. En mas detalle el inciso (1) significa que:

Para todo punto «(to) en latraza de « con ty € [a, b], existe e > 0 (que depende
de «(tp)) tal que la curva « tiene la siguiente propiedad:

De entre todas las curvas {5} en (M, g) que unen los puntos a(tg) y a(to +€),

la curva de menor longitud en M, es el segmento sobre «:
a [to,to + E] — (Ma.g)'

esto es:

long(a([to,to + ¢€])) < r?ﬁi?{long(ﬂ)}.
La condicion (2) es necesaria para que la curva « recorra monotonamente su
traza y poe simplicidad con velocidad de norma uno.
En particular, se desea evitar que la curva a recorra mas de una vez segmen-
tos sobre su traza, ya que esto aumentaria la longitud de « y en consecuencia
no se cumpliria la condicion (1).
Para detallar mas la condicion (2) de la definicion anterior, considere el siguien-

te ejemplo:

"Recuerde que dada una curva « : [a,b] — (M, g), la traza de « es el subconjunto de M

{a(t) € M|t € [a,b]}.
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Ejemplo .0.13. Sea (R2, (6;,,)) con (&;,,) la métrica Riemanniana usual en R?
y la curva

ﬂ : [0;1] — (RQ’ (5lm))v

T (e i)
que une los puntos (0,0) y (1,0) € R2.
La curva (3 describe el siguiente recorrido:
Del punto 3(0) = (0,0) va al punto 3(1/4) = (1/2,0), luego regresa al punto
B8(1/2) = (1/4,0) y de ahi va en direccion al punto final 5(1) = (1,0). La

longitud de 3 esta dada por la integral:

long(B) = /01 \/ <d£2—§t))2dt
:/01 dx(t) it

—dt\

| du(t) / dz(t) /1 (t)
= [ = at dt S0
/0 ar ‘ Lo | T
_L, s
2 4 4

donde

a:[0,1] — (R2, (O1m)),
t T (t,0)

es la geodésica en (R2, (6;,,)) que une (0, 0) con (1,0) (lo cual se probara mas

adelante en el Lema .0.5).
A continuacion se considerara a la esfera unitaria
2 3 2 2 2
S* ={(x1,22,23) € R’ | z] + 25 + 25 =1}

con la estructura diferenciable dada por el atlas:

U; = $2-{(0,0,1)}, Us = S2—{(0,0, —1)} con las proyecciones estereograficas
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desde los polos norte (0,0, 1)) y sur (0,0, —1):

vi: Ui — Ry,
(w1,22,23) T ( @ o )

1l—z3’1—z3

/ll)Q : U2 — R%/T\~Z’/\) ,

(w11w27$3) —

11;‘3 ’11713)
respectivamente y con la métrica Riemanniana
4
_ | +e2?+9?)? 0
g - )
0 4
(1+m2+y2)2

inducida por su inmersion en R3.

Proposicion .0.7. Las geodésicas en la esfera (S?,g), son aquellas curvas
gue se obtienen de la interseccion de la esfera con planos que pasan por el

origen.

Demostracion. Sea « : [a,b] — (S?%,g) una curva con ||o/(t)|| = 1, respecto
a g, que resulta de intersectar la esfera (S?, g) con un plano que pasa por el
origen. Se desea mostrar que «(t) satisface la definicion de geodésica.

En efecto sea a(tg) € S? con tg € [a,b] y 0 < ¢ < m. Como (S?%, g) es un es-
pacio homogéneo,? existe una rotacion adecuada T : (S?,g) — (S?,g) que es
isometria y que envia el segmento «([to,to + ¢]) al segmento a;([0,¢]) para-
metrizado por la longitud de arco § de «([to, to + £]), donde a1 (0) = (0,0, —1)
y a1([0,¢]) € S?n {el plano z123}. Puesto que T es una isometria de (S?, g)
en si misma, se tiene que ||a(3)|| = 1, para todo 5 € [0, ¢]. A continuacién se
probara que o minimiza la distancia local.

En efecto, puesto que ¢; : (Ui, g) — (R?‘T’y),g) es una isometria, entonces
bastara con demostrar que el segmento 1, o a1([0,¢]) minimiza la distancia

entre los puntos v o a1 (0) y 11 o ay(g).

2Recuerde que (M, g) es un espacio homogéneo, si para cada par de puntos py ¢ € M, existe

T:(M,g) — (M,g)isometr'iaconT(p) =q
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Utilizando la expresion mas sencilla en coordenadas polares (p, ) de R?

78

(z,y)

para el segmento ; o a1 ([0, ¢]) se puede suponer que:

Proaq : [015] 7 (R%p,9)7g(P70))’

donde la métrica Riemanniana

(5.0)
4
Y
1+ 2)2
geny=| "]
0 _ap
2P

es la expresion de g en coordenadas polares (p, §).

Sea

ﬁ : [Ca d] CR : (R?pﬁ)’g(/’v‘g))’
t (p(1),0(t))

una curva diferenciable en (R%pﬂ),g) que une los puntos 1 o a;(0) = (0,0)

y 1 o a(e) = (e,0). Calculando la longitud de (3, se obtienen las siguientes

desigualdades:

Entonces se tiene que:

dp(t)
dt

1+ p(t)?

d d/;l(t)
> —dt ¢
- / L+ p(t)?

= 2arctan p(d) — 2 arctan p(c)

dt

= 2arctane

= long(¥1 o a1 ([0, €])).

long (1 0 a1 ([0,¢])) < ng?{long(ﬁ)},
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para todas las curvas diferenciables 5 en (R?p’e),g(pﬁe)) que unen los puntos
Yroai(0)y ¥y oar(e).

Para curvas /3 en (S?, g) que pasan por el polo norte (0,0,1) € S?, la desigual-
dad anterior se sigue cumpliendo.

Por lo tanto la curva o es geodésica.

Para esferas S? C R3, de radio r # 1, el calculo es similar, puesto que la métri-
ca Riemanniana para S? en coordenadas polares (p, #), dada por su inmersion

en R3, es la matriz:

2

4
e O
472 2 ’
0 (1+/>g)2

la cual es un multiplo positivo de la métrica Riemanniana en la esfera unitaria

(dada por su inmersion en R3). |

Definicion .0.17. Sea (M, g) una superficie Riemanniana. El disco cerrado

B.(p) C (M,g) y el disco abierto B,.(p) con centro en p y radio r, se definen

como:
_ q € M | existe al menos una geodésica « en (M, g)
r(p) = )
que une p con q tal que: long(a) <r
q € M | existe al menos una geodésica « en (M, g)
B.(p) :==

que une p con q tal que: long(a) < r

Definicién .0.18. Sea (M, ¢g) una superficie Riemanniana.

Sea B,(p) el disco cerrado en M de radio r y centroen p € M.

Para ¢ = ¢(p) > 0 suficientemente pequefio, que depende de p € M, se define
la funcion de area en (M, g) asociada a p como:

Ay, (0,e) — _ Rt
r " areade B,.(p) en (M,g).

donde R* son los nimeros reales positivos.
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Observacion .0.10. Sean (M, q1) y (M>, g2) superficies Riemannianas.
Si F: (M, g1) — (Ms, g2) es una isometria local, entonces para cada p € My,
se tiene la igualdad:

A;D (7") = AF(;D) (T) )

para todo r € (0,¢), donde ¢ = min{e;,e2} cone; > 0, e2 > 0 (que dependen
de p y F(p) respectivamente), para M; y M, respectivamente, que satisfacen

la Definicion (.0.18).

Ejemplo .0.14. La esfera unitaria (S?, g) y el plano euclideano (R2, (6;,,,)) con

(81 la métrica Riemanniana usual en R2, no son localmente isométricos.

Demostracion. Procediendo por contradiccion, suponga que
F (82,9) - (R27 (5lm))y

es una isometria local. Entonces por la observacion (.0.10) para cada punto

p € S? se tiene la igualdad:

Ap(r) = App (1), (12)

conr € (0,¢) donde € = min{ey,e2} con0 < e; < Ty 0 < ea < 400 para S?y
R2, respectivamente, que satisfacen la Definicion (.0.18) .

Por la homogeneidad de (S?,g), bastara con mostrar que en el punto p =
(0,0,—1), la igualdad (12) es falsa.

Como (R2, (d;,,)) es también un espacio homogéneo, sin pérdida de generali-
dad suponga que F((0,0,—1)) = (0,0) € R2.

Para r € (0,¢1), sea B(p,r) C (S?,¢) el disco con centro en p = (0,0,—1) y
radio r.

Un calculo sencillo en (S?, g), muestra que:

r = 2arctana.
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para algin a € R*. Calculando el area del disco B(p,r), se obtiene:

27 a
4p
Ap(r):/o /O(sz)deda
4ma?

T 1ta?

r
= 47 sen? —.
2

Para e; > 0 como antes, se tiene que la funcion de area en (R?, (4;,,,)) asociada
al punto F(p) = (0,0) es:

+
’
2

AF(p) : (O,Eg) : R

T r

donde evidentemente para r € (0, ¢), se tiene la desigualdad:

r
47 sen’ B < 7r7"2,

lo cual es una contradiccion con la suposicion inicial.

Por lo tanto (S?, g) y (R2, (§;,,)) no son localmente isométricas. O

Definicion .0.19. Sea (M, g) una superficie Riemanniana.

Se dice que (M, g) es una superficie Riemanniana plana (o de curvatura cero),
si existe un atlas diferenciable {(U;;)|i € I}, tal que para cada carta coor-
denada (U;, ;) de (M, g), existe un disco B; C R? con radio r; > 0 adecuado,
donde:

Vi 2 (Ui, g) — (B, (61m)),

es una isometria y (d;,,) es la métrica Riemanniana usual en R?.

Ejemplo .0.15. Sea Cil = {(z1,x2,23) € R? |27 + 23 = 1} el cilindro.
Considere el atlas para C'il dado de la siguiente manera:
{(Ui,4i)} con i € I (donde hay tantos indices i como puntos en Rﬁw)) y

funciones

7' Be((mi,ys)) — U; € Cil

(z,y) —— (cosz,senz,y)
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con U; = ¢ (Ba((wi,4:))) Y Bx((i,9:)) C R?‘T’y) para toda i € I. Entonces

un calculo sencillo muestra que

es la métrica Riemanniana para Cil y que para cada carta (U;,;), se tiene

que g = 7 ((8im)).

Por lo tanto el cilindro C'il es una superficie Riemanniana plana.

Lema .0.5. Sea (B,(0), (0im)) C (R2, (d1)) €l disco abierto con centro en
(0,0) y radio > 0.

Una curva diferenciable
a: [a,b] — (B(0), (dim)),

para a,b € R adecuados, es geodésica (ver Definicion .0.16) si y solo si satis-

face que:
1. a([a,b]) es un segmento de recta en (B, (0), (d1)),
2. ||/ (t)|]| =1, para todo t € [a, b] (respecto a la métrica (0;,)).
Demostracion. (=) Suponga que

(673 [a,b] : (B7(O)7 (5lm))7

t (x(1).y(t))

es geodésica y que no es un segmento de recta en (B,-(0), (d;m))-
Sin pérdida de generalidad suponga que sus extremos p = a(a) y ¢ = a(b)

estan situados en un segmento de recta paralelo al eje de las abcisas, ya que

en caso contrario existe una rotacién adecuada
Ty = (Br(0), (im)) — (Br(0), (0um)),

para algun 6 € R, tal que Ty(p) y Ty(q) estan sobre un segmento de recta

paralelo al eje de las abcisas.
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Sin pérdida de generalidad suponga que z(a) < z(b); entonces p = (x(a),C) y
q = (z(b),C), donde C es un constante tal que |C| < r-

Sea el segmento de recta que une p con ¢:

7 = [z(a), 2(0)] — (Br(0), (6im))-

—

s (s,0)
Como «(t) = (x(t),y(t)) no es un segmento de recta, y(t) # constante. Calcu-

lando la longitud de « se obtienen las siguientes desigualdades:
b 2 2
da(t) dy(t)
| = Y CANTS
ong(«) /a \/( It ) +( gt dt
dz(t)\
JCa)
dz(t)
= dt
5

- /ab dx(t) it

b
>
b

- dt
=z(b) — z(a)

= long (),

lo cual es una contradiccion, puesto que se suponia que « es geodésica.
Entonces la curva « es un segmento de recta en (B,.(0), (di1m)) Y ||&/(¢)]| = 1,
respecto a la métrica (¢;,,) para todo ¢ € [a, b] (puesto que por hipotesis « era
geodésica).

(<) Sea v : [e,d] — (B(0),(din)), un segmento de recta con ||5'(s)|| = 1,
para toda t € [a, b].

(i) Se mostrara primero que un segmento de recta paralelo al eje de las abcisas
es geodésica.

En efecto, sea:

v = [e;d] — (Br(0), (6im));
s (5,C)

donde C es una constante tal que |C| < 7y ¢,d € R adecuados.

Sean p = a(c) = (¢,C) y g = a(d) = (d,C) € B,(0) los extremos de la curva «
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B:ledl — (Br(0), (Gum)).

*’ (z(8),y(1))

una curva diferenciable en (B,.(0), (d;,)) que une p con g.

Calculando la longitud de /3 se obtienen las siguientes desigualdades:
T (dy®)?
Iong(ﬁ)—/E \/( i > +< 7 >dt
417 da(t)\ 2
>
> [ \/< )
d

] da(t)
_ / & ‘dt
d
dzx(t)
> -\
*/g dt dt

=2(d)— 2@ =d——c

= long(v).

Luego de las desigualdades de arriba se obtiene que:

long(y) =d—c< r?g?{long(ﬂ)},

donde el minimo se toma sobre todas las curvas diferenciables {3} en
(Br(0), (0;m)) que unen p con g. Entonces por definicion se tiene que v es
geodésica.

(ii) Si v no es un segmento de recta paralelo al eje de las abcisas, entonces
mediante una rotacion adecuada T} : (B, (0), (d1m)) — (Br(0), (d1m)) €s posi-
ble enviar v a un segmento de recta paralelo al eje de las abcisas, entonces
por el inciso (i) y puesto que Ty envia geodésicas en geodésicas, se tiene que

~ es geodésica en (B, (0), (dim))- O

Proposicion .0.8. Sea (M, g) una superficie Riemanniana plana.
Una curva diferenciable

a:fa,b] — (M, qg)
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cona’(t) # 0 € Ty M, paratodo t € [a, b], es geodésica (ver Definicion .0.16)
si y solo si para cada punto p = a(tg) € U; C M con ty € [a,b], existe un

namero ¢ > 0 (que posiblemente depende del punto p) tal que la curva

Pioafto,to + el — (Br(1i(p)), (Oim)) C (R?, (8im)),
para r > 0 adecuado, satisface:

1. ¢ o a(fto, to + €]) €s un segmento de recta en la superficie Riemanniana

(Br(¥i(p)); (01m)),
2. ||(¢; o @)'(t)]| = 1, respecto a la métrica (d;,,), para todo t € [a, b].

Demostracion. La idea de la demostracidon consistirda en mostrar que las cur-
vas (3 en (M, g), cuya traza no esta totalmente contenida en U; C M, tienen
longitud mayor que la curva « propuesta.

(=) Sea p = a(ty) € U;. Como « es geodésica, entonces por definicion existe
eo > 0 que depende de p, tal que la curva de menor longitud en (M, g), que
une los puntos extremos p = a(to) y a(to + <o), es el segmento «a([to, to + £0))-
Puesto que (R?, (6;,,)) es un espacio homogéneo, sin pérdida de generalidad
suponga que v;(p) = (0,0) € R2.

Como (M, g) es de curvatura cero, existe > 0 tal que

Vi ¢ (Umg) I (BT(O), (5lm))a

es isometria.
Sea ¢ > 0 tal que ¢ < min{eg,r}. Para demostrar los incisos (1) y (2), por el

Lema (.0.5) basta con mostrar que la curva
wi o [thtO + E] I (Br(0)7 (5lm));

es geodésica en (B, (0), (dim))-
Procediendo por contradiccion, suponga primero que no minimiza localmente

la distancia, entre los puntos v;(p) = (0,0) y ©; o a(to + €) en (B,(0), (0;m))
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y sea y : [c,d] — (B,(0),(0)) geodésica en (B,-(0), (d1m)) que une el punto

¥;(p) = (0,0) con el punto ; o a(ty + €), entonces
long () < long(%; o a([to, o +€]))

en (Br(o)a (5lm))
Puesto que ;' : (B,.(0), (6im)) — (Ui, g) es isometria, entonces se tiene la

siguiente desigualdad:

long(1; " o) = long(v) < long(v; o a([to, to + €])) = long(a([to, to + £])),

donde ¢; ' o 3 : [¢,d] — (Ui,g) C (M, g) es una curva diferenciable en (M, g)
que une los puntos p = a(tg) y a(ty + ), lo cual es una contradiccion pues «
es geodesica en (M, g).

Entonces, la curva ¢; o a : [to,to + €] — (B,(0), (d,n)) minimiza localmente
la distancia entre ¢;(p) = (0,0) y ¥; o a(to + €) en (B-(0), (d,,)). Ademas
puesto que ; : (U;,g9) — (B,(0), (d1m)) €s isometria y ty € [a,b] fue un punto
arbitrario, se tiene que

(Wi o) @) =1,

respecto a la métrica (d;,,), para todo ¢ € [a, b].

Por lo tanto la curva o; o « : [to, to + €] — (B(0), (d1m)) €S geodésica.

(<) Procediendo por contradiccion, suponga que « : [a,b] — (M, g) no es
geodésica. Suponga primero que existe un punto p = a(tg) € M contg € [a, b,
tal que para todo £ > 0, el segmento «a([to, top + €]) no minimiza localmente la
distancia entre los puntos py ¢ = a(tg +2) € M.

Entonces existe 5 : [¢,d] — (M, g) curva diferenciable en (1, g) distinta de «,

que une los puntos p y ¢ con

long(3) < long(a([to, o +€])) (13)

en (M,g).

Sea (U;,v;) carta coordenada de (M, g) tal que v¥;(p) = (0,0). Entonces por la
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hipotesis se tiene que existe ¢ > 0 tal que la curva
Pioa:[to,to + ¢l — (Br(0), (01m)) C (R?, (d1m)),

es un segmento de recta en (B,(0), (di,)) con ||(v; o @)’ (t)|| = 1, para todo
t € [to, to + €o).
Sin pérdida de generalidad suponga que v; o «([to, to +¢]) C B, (0) esta sobre
el eje de las abcisas. Entonces reparametrizando, se tiene que:

Yioa:[0,e] — (Br(0), (dim))-

s T (5,0)

Sea ¢ = min{e, r/3} y considere el segmento de recta y;0a([0,£]) C (B(0), (d1m)).
Para la curva diferenciable ;0 3 : [¢,d] — (R?, (6;,»)) que une los puntos 1;(p)

y ¥i(q) en (R?, (6;,)) existen dos posibilidades:

(i) El segmento v; o 3([c, d]) esta totalmente contenido en (B, (0), (§;1)). En

este caso se tiene la desigualdad:

long(¢i o ([0, €])) = long(¢: © B),

puesto que ¢; : (U;,g) — (B,(0), (d1m)) €S una isometria, lo cual es una
contradiccion, ya que se tenia que v; o a : [0,€] — (B,(0), (o)) era

geodésica en (B,(0), (§im))-

(ii) El segmento 1); o 3([c, d]) no esta totalmente contenido en (B,, (0), (d1m))-
De entre todas las posibles formas que puede adoptar ;03 en (R?, (6;,)),
una de ellas se ve como en la Figura de abajo.

Sean ; y 2 segmentos sobre ; o 3 como en la Figura, tales que:

long(4; o 8) = long(51) + long(5s).
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Segmento geodésico en el disco.

Un calculo sencillo muestra que las longitudes de 3, y (> cumplen la

siguientes desigualdades:

Comparando las longitudes de ; o 3y 1; o a([0,€]), se obtienen la si-

guientes desigualdades:

long (¢ 0 8) > —

= long(¢; o ([0, €])).

Puesto que ;' : (B, (0), (61m)) — (Ui, g) es una isometria, se tienen
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las siguientes desigualdades:

long(3) > long(¢;* o B1) 4 long(w; ! o B2)
> long(a([0, )

> long(a([to, to + €])),
lo cual es una contradiccion con la desigualdad (13).

Por lo tanto de los incisos (i) y (ii), se tiene que el segmento a([tg,ty + £])
minimiza la distancia local entre los puntos p = «a(tg) y ¢ = «a(tg + €) para
cualquier punto p = a(tg) € M con tg € [a, b)].

Ahora como o/ (t) # 0 € T,,) M, para todo t € [a, b], entonces reparametrizan-

do a « por longitud de arco igual a s, se obtiene que
o/ (3)I =1,

para todo 5 € [a, b] con @, b € R; adecuados.

Por lo tanto la curva o es geodésica. |

Proposicion .0.9. Sean (M, g1) y (Ma, g2) superficies Riemannianas planas.
Sea F' : My — M, sobreyectiva e isometria local y « : [a,b] — (M1,91)
geodésica en (M, g1) (ver Definicion (.0.16)).

Entonces la curva

Foa:[a,b — (Ma,g2),

es geodeésica en (Ma, g2).

Ademas toda geodésica
Qg . [a7b] I (MQaQQ)

en (M, g2), es de la forma as(t) = F o ay(t), para alguna geodésica «; en

(M1, 1)

Demostracion. Se desea aplicar la Proposicion (.0.8) a la imagen de « bajo

F, pero como F' no es un difeomorfismo (global), se aplicara la proposicion en
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en alguna vecindad W, ) C My y WFoa(t) C M, de a(t) y F o «at) respec-
tivamente, en donde I es isometria entre estas vecindades para cada punto
sobre la traza de «. Luego se construye una isometria local (que depende
de F) entre dos discos abiertos Riemannianos en (R?, (d;,,)) respecto a las
superficies Riemannianas (Mi,¢91) y (Ms, g2) respectivamente, que por geo-
metria elemental se sabe que envia segmentos de recta en segmentos de
recta, probando que un segmento de F' o « bajo una carta adecuada (Vj, ¢x)
de (Ms, g2) es un segmento de recta en el disco Riemanniano en (R2, (§;,,))
correspondiente a la superficie Riemanniana (M3, g2).

En efecto, sean (U;,4;) y (Vi, ¢1) cartas coordenadas de (M1, g1) y (Ma,g2)
respectivamente tales que F'(U;) C Vi,. Sea ¢ = F o a(tg) € Vi, con ty € [a, b].
Como « es geodésica en (M, g1) por la Proposicion (.0.8), existe e > 0y

r > ( adecuados, tal que la traza de

ioa: [to,to+ co] — (Br(vi(alto)), (9im)) C (R, (8m)),

es un segmento de recta en (B, (v (a(to)), (dim)) ¥ || (i o) (t)|| = 1, respecto
a la métrica (;,,), para todo ¢ € [to,to + €0] con (U, ;) carta coordenada de
(M, g1).

Puesto que F' : M, — M- es una isometria local, entonces para cada punto
a(t) € Us C My cont € [to, to +eo), existen vecindades W) ¥ Wpoa(t) de a(t)

y F o «(t) para todo t € [to, to + £o] respectivamente, tal que la funcion:
Fe: W@ CU; — WFoa(t) C Vi,

es isometria local, donde F; es la restriccion de I'a Wyy).
Como [tg, to + £o] €s compacto, existen t1,ts,...,t, € [to, to + €0] tales que, la

funcion definida como:

—

FaUiaWag,) — Uizt Wroat)»
p
Fy; (p), sip € Wo,),

Fy(p) = Fy;(p), sip € Wag) N Wa,),
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paral,j =1,2,...n, es isometria.

Como (M-, g2) es plana, existe 7 > 0 tal que:

O+ (Vi g2) — (Br(¢(9)), (0um)) € (R, (d1m)),

es isometria.

Sea e > 0 cone < min{eg,r,7} y la curva:

ppoFoa:to,to+ el — (Br(dr(q)), (61m))-

Entonces para demostrar que F' o o es geodésica en (Ms, g2), por la Proposi-
cion (.0.8), basta con mostrar que la traza de la curva de arriba es un segmento
de recta en el disco (B (¢x(q)), (6im)) y que ||(¢r o F o ) (t)|| = 1, respecto a
la métrica (4;,,), para todo t € [to, to + <].

En efecto, puesto que la restriccion
$r o F o' (thi (U Wagr,)) » (Om)) — ¢k (u;?:ﬁm(tj)) :

de g0 Fot " : (B, (di(alto)), (1m)) — (Bi(6x(9)), (51m)), €5 una isometria y

pioa([to, to+e]) C (i (UI—y Wag,)) » (dum)), €S un segmento de recta, entonces

1o F oy (i o alfto, to + €]) = dx o F o a([to, o +e]),

es un segmento de recta en (¢k(U§‘:1WFoa(t_j)), (d1m)) Yy por lo tanto también

lo es en el disco Riemanniano (Bx(¢x(q)), (d1m)). Ademas

[(¢r 0 Foa) (B)]] =1,

respecto a la métrica (d;,,,), para todo ¢ € [tg, to + €].

Por lo tanto F o a es geodésica en (Mo, g2).

Ahora sea ay : [a,b] — (Ma, g2) geodésica. Como F' es sobre y es un difeo-
morfismo local, entonces F : M; — M5 es un cubriente.

Entonces por el Teorema del levantamiento para una curva, existe una funcién

continua «; : [a,b] — M tal que F o a;(t) = ax(t) para todo t € [a, b].
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Como ax(t) y F : M; — M> son funciones diferenciables, entonces «; (t) tam-
bién y puesto que ||a4(t)|| = 1, respecto a la métrica g», para todo t € [a, D]
entonces o/ (t) # 0 € T, ;) M1, para todo t € [a,b]. Entonces parametrizando

a «; por longitud de arco s, se tiene que

e (s)l| =1,

respecto a la métrica g1, para todo s € [a, b].

Como a, es geodésica y F' es una isometria local, por un proceso similar
descrito en la primera parte de la prueba de esta proposicién, se tiene que o
minimiza la distancia local entre puntos cercanos sobre su traza. Por lo tanto

ay es geodeésica en (M, g1).

Ejemplo .0.16. Sea M = Cil el cilindro como en el Ejemplo (.0.15).
La funcion

F:R?> — (Cil,g),

(#:9) ~ (cosa,sen z,y)
es suprayectiva e isometria local entre las variedades Riemannianas (R?2, (6;,,))
y (Cil, g) con g como en el Ejemplo (.0.15).
Entonces por la proposicion anterior, cualquier geodésica en (Cil, g) es ima-
gen bajo F de alguna geodésica en (R2, (d;,,)). Asi se tiene que para cada a;,
as, az, as € R con \/a? + a? = 1, la curva
as: [0,1] CRy — (Cil, g),
t T (cos(ait+as),sen(ait+az),azt+ay)
es geodésica en (Cil, g) puesto que ax(t) = F o a;(t), para toda ¢ € [0, 1],
donde

an [07 1] - (R%’ry)7 (5lm))y
t ’

((th+(l.2 7(1,3t-‘1-(1,4)

es la parametrizacion de una recta en (R2, (3,,))-
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Definicion .0.20. Sea M una superficie Riemanniana. Se dice que M es
geodésicamente completa si toda geodésica « : [a,b] C Ry — M en M puede

extenderse a una geodésica a : R; — M en M.

Ejemplo .0.17. 1. (R? (4;,,)) es geodésicamente completa, puesto que cada

segmento de recta puede extenderse sobre todo R2.

2. (R? —{(0,0)}, (dim)) No es geodésicamente completa, puesto que
a:[1,2] C Ry — (R* = {(0,0)}, (6m)),
t — (£,0)
es una geodésica en R? — {(0,0)} que no tiene una extension como fun-

cion sobre todo R.

3. Dada una 1-forma diferencial meromorfa n en una superficie de Riemann
M, las superficies Riemannianas (M — {polos y ceros de 7}, g,,) descri-

tas en el Capitulo 2, no son en general geodésicamente completas.

Es posible mostrar que todas las superficies Riemannianas planas geodési-

camente completas es un cociente de la forma

RQ

?1
donde T es un subgrupo del grupo de isometrias en (R?, (6;,,,)), que es propia-
mente discontinuo y sin puntos fijos. En mas detalle las Unicas superficies Rie-
mannianas planas geodésicamente completas (salvo isometria) son el plano,
el cilindro, el toro, la botella de Klein y la banda de Moebius. Para mas detalle

ver [20], paginas 74-77.
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