Método de las caracteristicas complejas para ecuaciones
elipticas en angulos no convexos

Tesis de Maestria

Presenta:

José Eligio de la Paz Méndez

Asesor: Dr.Anatoli Merzon

Coasesor: Dr.Victor Manuel Villanueva Sandoval

Instituto de Fisica y Matematicas de la Universidad Michoacana de San Nicolas de Hidalgo.

Morelia, Michoacan. Diciembre 2006



Dedico esta tesis a mi familia

A mi esposa Ma.Guadalupe Echeverria Diaz
y a mis hijas

Katy Nicole de la Paz Echeverria

Karen Denisse de la Paz Echeverria



Agradecimientos

Agradezco primeramente a Dios por permitirme dar este paso, y a mi esposa Ma. Guadalupe
Echeverria Diaz por su gran apoyo incondicional que siempre me ha brindado.

Le agradezco infinitamente al Dr.Anatoli Merzon por sus ensenanzas, paciencia y sobre
todo, por dedicarme una parte valiosa de su tiempo para realizar este trabajo.

Asi como también agradezco al Dr. Victor Manuel Villanueva Sandoval por el gran apoyo
que me brindo.

Agradezco también a:
Dr.Eugenio Balanzario Gutiérrez

Dr.Abdon E. Choque Rivero
Dr.Joaquin Estévez Delgado

Por sus sugerencias y comentarios.



Indice

1 Introducciéon

2 Reduccién al complemento del primer cuadrante

3 Extensién por cero

4 Expresion de dy por medio de los datos de Cauchy

5 Transformada de Fourier

6 Transformada de Fourier de la ecuacion (4.2)

7 El simbolo del operador diferencial estrictamente eliptico

8 Expresion de la solucion de la ecuacion (4.1) a través de los datos de Cauchy.
9 Teoria de Paley-Wiener

10 Superficie de Riemann y la cubierta universal

11 Levantamiento de las transformadas de Fourier de los datos de Cauchy
12 La ecuacién de conexion para el angulo convexo

13 Transformada de Fourier de las funciones decrecientes en K

14 La ecuacibén integral de conexion

15 Levantamiento de la ecuacion de conexién a la superficie de Riemann
16 Conclusiéon

17 Apéndice

13

14

17

17

21

23

24

27

28

29

32

39

40



1 Introduccidon

Este trabajo esta dedicado a algunos aspectos de la solucién de problemas de frontera para las
ecuaciones elipticas en los angulos planos no convexos. Precisamente se trata de la justificacion
del método de las caracteristicas complejas [2], [3], [5], [7] para angulos no convexos. Este
método encuentra aplicaciones para varios problemas de la Fisica Matematica tanto como
para angulos convexos y angulos no convexos [6], |8, [9], [10], |11] [13].

En la parte principal de este método la ecuacion de conexién juega un papel muy impor-
tante sobre la superficie de Riemann de las caracteristicas complejas del operador eliptico. La
ecuacion de conexion generaliza las relaciones bien conocidas sobre las caracteristicas reales
de las ecuaciones hiperbolicas. Esta tesis es una ampliacion, modificacion y aclaracion de los
resultados [5].

El problema principal es proponer un analogo apropiado de la ecuaciéon de la conexion entre
los datos de Cauchy para el caso de los dngulos convexos que sirvira para el caso de los dngulos
no convexos. Para los angulos convexos, la conexion entre las transformadas de Fourier de los
datos de Cauchy de la solucion sobre los lados del &ngulo aparece como una ecuacion algebraica
sobre las carateristicas complejas del operador eliptico |7]. En los d&ngulos no convexos no existe
esta relacion por que la "salida a una area compleja" no se puede realizar. En este caso el
Teorema de Paley-Wiener [3] no se cumple.

Sin embargo se puede proponer un método para encontrar dicha conexion sobre las carac-
teristicas complejas del simbolo del operador estrictamente eliptico. Nosotros damos el primer
paso en esta direccion. Encontramos la ecuacién integral (15.34), que es una relacion entre
los datos de Cauchy. La relacion algebraica en esta tesis no se considera.

Este método estd basado en la teoria de distribuciones de Soboleff-Schwartz [13], en la
teoria de la transformada de Fourier compleja y usa la cubierta universal de la superficie de
Riemann de las raices del simbolo del operador. El objeto principal de esta investigacion es la
ecuacion

(A+a)u(z,y) =0, (z,y9)€Q, (1.1)

donde A es el operador de Laplace, ) es el angulo plano no convexo y
a€C\ Ry, (1.2)

donde IRy = {xr € R: 2 > 0}. Ademés

Q={(p0)cR*:2rn—a<f<2r}, 1<a<2m, p>0.

( véase la Figura 1)

La solucion u(x,y) se busca en el espacio C*(Q), es decir, en el espacio de las funciones
en ( que tienen todas las derivadas en Q.

La ecuacion (1.1) con w € C" aparece después de la transformada de Fourier-Laplace en

problemas estacionarios de dispersion sobre cutias [8]. La solucion del problema de dispersion



en [8] esta buscado sobre la conexion entre los datos de Cauchy de la solucion del problema
estacionario correspondiente sobre un angulo.
La conexién es una ecuacion algebraica sobre la superficie de Riemann de las Caracterfs-

ticas Complejas de la ecuacion (1.1). La ecuacion de conexion juega un crucial papel en este
enfoque [8, 9.

Figura 1

Nuestra primera meta es "extender" la ecuacion (A + a)u(z,y) =0, (z,y) € Q, Q C IR?,
extendiendo « a IR? por 0. Para esto vamos a reducir primero ésta ecuacion a la ecuacion en
el complemento del primer cuadrante.

2 Reduccion al complemento del primer cuadrante

En esta seccion vamos a reducir la ecuacion (1.1) a la ecuacién dada en el complemento del
primer cuadrante. Lo hacemos por medio del cambio de variables lineal, que transforma () al
K_ = {(z1,29) €IR* 1 21 <06 x5 < 0} (véase la Figura 2)
Consideremos la transformaciéon del angulo @) al complemento del primer cuadrante, K _.
Dicha transformacion es

£L:Q—K_, (2.1)
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Figura 2
y se puede determinarla por medio de las formulas:
_ _ Y
Ty =+ ycota, T9g=—- .
sin «v

Donde, 7 < o < 27.

o

(2.2)

Vamos a representar el operador A + a en las variables (zy,x2). En el siguiente lema

reescribimos el operador A + a en las variables x1, z5.

Lema 2.1 Sea u(zy,z9) € C®(IR?). El operador A+ a en las variables w1,z se escribe en la

stguiente forma:

(A + a)u(L(z,y))

sin? o

1 (8214 0%*u ) 0%u

202
- —5 — 2———=— COS« + asin .
&%% 81‘% 81'181'2 )

Demostracion. En lo que sigue vamos a denotar u(L(x,y)) = u(z,y).
De (2.2) y usando la regla de cadena, obtenemos

Ou(w,y)  Ou dxy | Ou dxg  Ju(wi,x2)

gr 0w o 0w or  om
Oulw,y) _ Oudmy | OQudry, Ou o Ou 1
oy  Oxy Oy  Oxy Oy  Ony Oxy sina
. u(wy, 1)
Derivando nuevamente respecto a x y y tenemos para v(xy,x) := 5
€
0%u 0 [ ou 0 Ov Oxz; Ov Oxy ov 0*u(xy, 29)
_— _— :7’[)(,1'1"[[;'2):7.7—}—7-7:7:72-
0x?2  Ox \ 0z ox Oxy Oxr  Oze Ox 0x, oxs
Similarmente para v(z,x2) := ((M(;,y) y por (2.4)
Y

(2.3)

(2.4)



o~y \ay) "oy T 0n oy o oy

0%*u 0 <8u> 0 ov 0z, Ov Oxg

Oy Oy \Oy
0 v ov 1
= — = — t _
dy (v(z,9)) Ox; cova Oxs sinoa
(2.6)
0%u . 0%u 1 . 0%u . Pu 1 1
=|—5cota— . cot v — cotar — — -
ox? 01019 sina 01201, 0r3 sina ) sina
0*u 2 D*u  cosa PPu cosa D 1
= _— cota — : — . — .
0x? 0x10x9 sin’a  O0wy0z; sina  0r3 sin’a
Sumando (2.5) y (2.6), obtenemos (2.3). [
El Lema 2.1 implica que la ecuacion (1.1) es equivalente a la ecuacion:
2
(A — 28:13189:2 cosa +asin®a)u(r) =0, v € K_. (2.7)

La solucion de esta ecuacion se busca en C*°(K_), que se define similarmente al C*(Q).
Desde ahora en adelante vamos a denotar al operador en (2.7) como:

2

0501, cosa + asin’ a. (2.8)

H=A-2

Este operador se llama el operador de Helmholtz transformado. Nuestro siguiente paso es

reducir la ecuacion (2.7) a todo el plano.
Para esto queremos extender la solucion por 0 y aplicar el operador H a esta extension en
el sentido generalizado.



3 Extensién por cero

Vamos a recordar las siguientes definiciones y hechos de la Teorfa de Distribuciones de Sobolef-
Schwartz [13|. Recordemos que C§°(IR") := {¢ € C*(IR") : supp ¢ es compacto}. D'(IR")
es el espacio de los funcionales lineales continuos sobre C{°(IR") equipado por la topologia
estandar [13|. La accion de u € D'(IR") a ¢ € Ci°(IR") la denotamos como (u, ¢).

Citamos algunas propiedades de las distribuciones.

i) u € D'(IR"), entonces para cada ¢ € C5°(IR") por definicion

0 dy
= = —(u, == =1,..
<axku7 Q0> <u7 8xk> I k Y ﬂn

ii) La funcion ¢ de Dirak se define como (§(z), ¢(x)) = ¢(0) para cada ¢ € C5°(IR").
iii) La funcion de Heaviside se define como

O(x) = { (1): i ;8 (3.1)

iv) El producto de dos distribuciones u(x1) y v(x2) se define como

(u(z1)v(z2), @21, 22)) = (u(z1), (v(22), P21, 22))), @ € C(IR?).

Sea u(z) € C*(K_). Ahora vamos a aplicar el operador H a la funcién ug(z) que es
extension de u(z) por 0 al plano IR?, en el sentido de D'(IR?). Mas precisamente, definimos

u(z), reK_

[u(x)]o := uo(z) := { 0, rdK_ (3.2)

Nuestra meta inmediata es aplicar el operador ‘H a la funcién ug, en otras palabras, quer-
emos obtener dy := Hug, en el sentido de D’(IRQ). La otra parte importante que deseamos
realizar, consiste en expresar a dy en términos de los datos de Cauchy de la funcion wu(z),
definidas en la Definicion 4.1.

En primer lugar, vamos a recordar como se realiza la derivacion de funciones discontinuas
de una variable. Sea u(x) € C*(IR"). Consideremos

(@) = () = { v (33)

la extension de u(z) por cero a IR. Esta funcion ug(x) € D'(IR).
Derivando ésta funcion en el sentido D’'(IR), obtenemos:

ddxuo(x) = [diu(x)k —d(x) - u(0), (3.4)



donde [-]p se entiende como en (3.3), es decir,

d | W(x), <0
{dxu(x)h = { 0. >0 (3.5)

Calculemos Puo(x) usando la regla de diferenciacion de la teoria de distribuciones, es
x

decir, aplicamos (3.4), para obtener la segunda derivada de wy.
d? d (d
@UO(Q/’) = dr <de0($)>
d d
= — _ i 6 .
i [e| -0 w0}

"i{LZM@L}_;iM@'MW} (3.6)

= [ (x)]o = 0(x) - w'(0) = 6'(x) - u(0),

donde z € IR. En el caso IR? podemos aplicar el mismo método. Precisamente, aplicamos
el operador H de (2.8) a la funcion (3.2).
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Teorema 3.1

HUO = [HU]O + do, (37)
donde
0 0 ,
dy = —5(1‘1)axlu(0,x2) ~0(x9) — 5(x2)8x2u(x1, 0)-0(xq1) — 0" (x1)u(0, z3) - O(x2)
—0"(x9)u(x1,0) - O(z1) +2cos o - 6(951)822u(0, Tg) - 0(x2) (3.8)

+2cosa - §(x) x1,0) - 0(x1) + 2cosa - §(xq, x2)u(0,0)

Fr

y donde [Huly es la extension por cero de la funcion Hu(x), z € K_ ( véase (3.2)).
2

Demostracion. Fijamos x, y encontramos Wuo(:pl, xg). Para esto vamos a escribir
7

0? 0 0
@uo(z’l,xz) :8701 87@”0(361’332)

1
_ i i ( )
o0xq axlu 1t

82 0 /
= {Mu(xl, :EQ)L — 5<x1)8x1 w(0,z2) - 0(z2) — 8 (21)u(0, 23) - O(z2).

1

—d(xy) - u(0, x9) - 9(952)} (3.9)

0

2

2
0x3

De manera semejante calculamos uo(21, r9). Mantenemos fijo a z1, (varia xs)

axg 5 8.172

872”&0(.’131,[1?2) = {;ﬁu(xl,xg)} — 5(%2)iu(:p1,0) 0(x1) — 8 (z2)u(x1,0) - 0(x1).  (3.10)

Finalmente calculemos: o

8:10183:2 uO(

T1,T2)

11



0 (3.11)
Ory [axg (1, CCZ)L " 9m, (0(z2) - u(x1,0) - O(z1))
o 9 5
- bxlaxz“(”"“ “)L = 8(21) 5 -u(0, 32) - O(2) = 8(e2) 5 ~u(1,0) - B(x)

—(5(1'1, LUQ)U(O, 0)

Aplicando el operador H de (2.8) a la funciéon uy y usando (3.9)-(3.11), obtenemos:

0? 0? 0? . 9
Hug = (ax%uo(g;l,azg) + a—x%uo(ml, Tg) — 2cos O‘axla o uo(1, r9) + asin a)

- {aax “("“’%)L B 5<m1>£u<07 22) - O(ws) — &' (21)u(0, z2) - O(a2)

1 1

e ) ,
+ |:8I%U($1,$2):|0 — 5(%‘2)87:1;2?1/(33170) . 9(@‘1) — 0 (J?Q)U(J}l,()) . 9(371) (312)
2cosa| = —u(ar,az)| +2cosa- d(ee) uler, 0) - B(a)

CoSs & 5$13$2u T, To i cos - 0(xa 0x1u Ty, 1

+2cosa - 0(xq)=—u(0,x2) - O(z2) + 2cosa - 0(z1, 22)u(0,0) + [a sin? a - u(wy, $2)}

Oy

0

Juntando los términos del tipo [-]o, obtenemos (3.7) [

12



4 Expresion de dy por medio de los datos de Cauchy

Ahora vamos a aplicar el Teorema 3.1 a las soluciones homogeneas de la ecuacion de Helmholtz
en K_.
Supongamos que u € C*°(K _) satisface la ecuacion de Helmholtz, es decir,

HU(.’IZ’l,ZEQ) = 0, ([El,l'g) e K_ (41)

Aplicando el Teorema 3.1 a la funcion ug(x1, 72), (71, 72) € IR?, de (3.2) obtenemos:

Huo(l‘1)$2) = d0($1,$2), ($17I2) € H:{Q’ (42)

donde dj se define en (3.8). Introducimos los datos de Cauchy, los cuales juegan un gran
papel en el método de las caracteristicas complejas [6].

Definicion 4.1 (Datos de Cauchy)
Sea

w(@1,0)0(x1) == 1}(z1), 71 € R,

(4.3)
w(0, 22)0(x2) == v9(x2), w2 € R.
v9 ;19 se llaman los datos de Dirichlet de la funcion u(zy, zo) sobre 9K _.
Sea, también
0 1
8—u(0,x2)9($2) = vy(x2), T2 € R,
o
(4.4)
a—xQu(xl,O)Q(xl) = (1), 71 € R.
vi , vs se llaman los datos de Neumann de la misma funcion u(z).
vl (z), €=1,2, 3=0,1 (4.5)

se llaman los datos de Cauchy de la funcion u(x) sobre la frontera de K_.

Proposicidon 4.2 En los términos de los datos de Cauchy la funcion dy(zx) tiene la forma:

do(21,02) = —0(21)vg(2a) — d(z)vi(w1) — ' (w1)v(22) — 0 (w2)0] (1)

(4.6)

+2cos o - (5(:r1)aizvg(x2) +2cosa - 5(x2)8—x1v(1)(x1) —2cosa - 0(xq,x2) - Vo.

13



donde
U(O, 0) = p.
Demostracion.

Solamente falta expresar

0 0
87962“(0,962)'9(152) Y 87017«0(1’1,0)'9(551)

en los términos de dichos datos, ya que todas las otras funciones se expresan por medio de
(4.5) directamente.

d
Aplicando (3.4) a la funcién d—vg(xg), obtenemos

%)
L 0(m2) = | =0, 22)| 4 6(a) - 1(0,0) = —u(0, 25) - O(wa) + S(22)u0,0).  (4.7)
d$2 2\42) — de’g y L2 . 2 ) — de s L2 2 2 ) . -
Esto implica que
Cu(0,22) - Oz) = £08(2) — S(2) (0,0 (1.
—u(0,29) - O(x2) = —vy(22) — d(x2) - u : :
de y L2 2 dl’z 242 2 )
Similarmente p J
Tmu(xl’ 0)-6(zy) = dxlv(l)(xl) —d(xq1) - u(0,0). (4.9)
Sustituyendo (4.4), (4.8), (4.9), en (3.8) podemos reescribir ésta identidad en términos de
los datos de Cauchy, y obtener (4.6). La proposicion 4.2 queda demostrada. [ |

Nuestro siguiente paso es pasar a la transformada de Fourier en la identidad (4.2) en el
sentido de distribuciones.

5 Transformada de Fourier
Introducimos los espacios de Schwartz S(IR") y S’(IR") (vease p.e. [13]).

Definicion 5.1 FEl espacio S(IR") de Schwartz de las funciones rapidamente decrecientes se
define como el conjunto de las funciones ¢ € C*(IR") tales que para cualesquiera o € INy X
INg.... x INg, N € IR, existe Cy:

| 1+ [ 2))YD%(2) |< Cy, x € R™.

or — 0 en S(IR™) si y solo si para todo o y para todo N, | (1+ | x )N D%px(x) |— 0,
uniformemente en IR", cuando k — oo

Definicion 5.2 El espacio S’'(IR"™) se define como el espacio dual a S, es decir, como el espacio
de todos los funcionales lineales continuos sobre S, al cual llamamos el espacio de distribuciones
temperadas de Schwartz.

14



Las acciones de la distribucion v € S’(IR") a la funcion ¢ € S(IR"), también como en la
Seccion 3, lo denotaremos como (u, 1)) .

Es bien conocido que S’(IR™) es un subespacio de D'(IR™) y por lo tanto se pueden diferenciar
todas las distribuciones en S’(IR") (véase la seccion 3); el resultado de diferenciacion también
pertenece a S’ (IR?).

Las distribuciones de S’'(IR™) se pueden multiplicar por las funciones suaves temperadas.

Definicién 5.3 Seau € S'(IR"), ¢(z) € C*(IR") y para cada o € INg x ... x Ny existe k, € IN:

|DY(x)| < Core(1+|2))*, € R (5.1)
El producto ¢u se define como
{ou, ¥) = (u, p) (5:2)
para toda ¢ € S(IR"). En vista de (5.1), (5.2) esta bien definida por la Definicion 5.1.

Y

Damos la definicion de la transformada de Fourier.

Definicién 5.4 Sea ¢ € C°(IR™) entonces su transformada de Fourier se define como:

n

Fuelp@)(©) = 8(6) = [ e“p(a)da, (53)

xag € Rn7 <§,J?> = Zgzxz
i=1

La transformada de Fourier de las funciones de S(IR") también se definen por la misma
definicién.
Es evidente que para ¢, ¢ € S(IR")

Flap + 9] = aF[p] + F[Y], a € C, Flp(—z)] = ¢(=¢), z,{ € R™ (5-4)
La Definicion 5.4 sirve también para ¢ € L'(IR")

Definicién 5.5 La transformada de Fourier inversa ngm actia por la formula

1

/" e THp(€)d¢, ¢ € S(RY)
La Definicion 5.4 y la Definicion 5.5 implican que

Fomelp(2)](€) = (2m)" F [ (2)) (=€) (5.5)

El siguiente teorema es principal en Analisis Harmonico.
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Teorema 5.6 [2],[15].

i) La transformada de Fourier transforma el espacio S(IR™) en si mismo uno-a-uno, recip-
rocamente y continuamente.

i1) La transformada de Fourier inversa, definida por la Definicion 5.5 es el operador inverso
para F, es decir, se cumplen las siguientes formulas, las cuales se llaman formulas de inversion.

FFlg) =g, FF'[4] =, para toda ¢, € S(R™). (5.6)
Lema 5.7 Para ¢ € S(IR")

FeoaFoelp(a)] = (2m)"p(—x). (5.7)
Demostracién.
Usando (5.3),(5.5) y (5.6), obtenemos
Fea[Fome[o(@)]](2) = (2m)" Fema[Foclo(@))(=8)] = (). (5:8)
|

Existe la transformada de Fourier, F' : S’(IR") — S’(IR"), que es una transformacion
uno-a-uno y reciprocamente continua en topologia débil en S’(IR").

Definicion 5.8 Para u € S'(IR"), su transformada de Fourier se define como:
Flul =u: (@,¢) = (u,9), V¢eSIR"). (5.9)

Es bien conocido [13] que S(IR") C S’(IR") y las transformadas de Fourier dadas por la
Definiciéon 5.4 y por la formula (5.9) coinciden sobre S(IR™).

Las siguientes propiedades de ésta transformacion tienen lugar para u, v € S’(IR").

i) Linealidad

Flou+v] = aFu] + Fv], a € G (5.10)

i)
Sty )| = () ()6, &), (D)
T 1y ooy ) | = (—=1&1) M (—1&) 0 (&n,y -y &), :

n>1, o €Ny, i=1,2,....,n;

Fye

iii)
Foeg [0(2)] (§) = 1(§), 2,£ € R™; (5.12)
iv) La igualdad de Parseval se cumple: para u € S'(IR?), ¢ € S(IR?)

. (5.13)
(u(e), P(x)) = (2m)"(@(§), Y (=€)
Demostracién.
Por (5.7) y por (5.9) tenemos:
(@(6), ¥ (=€) = (ulx), (=) = (u(x), (2n)"Y(x)) = (2m)" (u(z), Y (x)). (5.14)
|

Ahora, ya podemos pasar a la transformada de Fourier en la ecuacion (4.2).

16



6 Transformada de Fourier de la ecuacién (4.2)

Consideremos la ecuacion (4.1). Suponemos que u 'y Vu crecen lentamente, es decir,
existe NV € IR tal que

lu(z)| < C1+|z)Y, 2 e K- y |Vu(@)| <C1+|z|)N, o€ K_.
Esto implica, en particular, que
ug = [ulo € S'(IR?), v (z) € S'(R), (=12, 5=0,1y do € S'(R?), (6.1)

donde v} se definen en la Definicion 4.1 y dy se define en (4.6)
Ahora podemos aplicar la transformada de Fourier en S'(IR?), usando la Definicion 5.3.
Usando las propiedades (5.10)-(5.12) obtenemos para H de (2.8)

Fye[Huo(2))(61.62) = (~€ — & + 266 cosa + a?sin® ) Bo(&1, &)- (6.2)

Definicion 6.1 El polinomio (complejo)
H(z1,20) = —22 — 22 + 22129 cosa + a’sina, 21,2 € C. (6.3)

se llama el simbolo del operador diferencial H de (2.8).
Ahora encontramos

dof&1, &) = Feeldo(2))(€).
De (4.6) y usando las propiedades (5.10)-(5.12) obtenemos

do(é1,6) = B(&)(i& — 2i&i cos @) — B} (&1) 6.4
6.4
+09(&) (i€, — 2i&y cos o) — Dy(&) — 2upcosa, € € IR2.

De esta manera, aplicando la transformada de Fourier a ambos lados de la ecuacion (4.2)
y usando (6.2) obtenemos la ecuacion algebraica

H(E) - () = do(§), & €TR?, (6.5)

donde dy se determina en (6.4).

7 El simbolo del operador diferencial estrictamente elip-
tico

La idea principal del uso de la transformada de Fourier en la teoria de las ecuaciones difer-
enciales consiste en el cambio de la ecuaciéon diferencial por la ecuacion algebraica del tipo
(6.5).
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De aqui la tranformada de Fourier de la solucién ug(x) (y por lo tanto la misma solucion
ug(x) por el Teorema 5.6) se encuentra a través de la division de dy por H. Pero para esto es
necesario que H (&) # 0, € € IR%. En esta secciéon demostraremos que el simbolo H no se anula
en una "franja" compleja de IR?. Esto nos permite analizar los datos de Cauchy v?.

En lo que sigue, vamos a suponer, que en (6.3) a = w? Ya que a € R+ por (1.2), entonces
w ¢ IR. Suponemos para concreciéon

W= wi + iLUg, w1 > 0, [0%5) > 0 (71)
Ahora el simbolo del operador H en (6.3) adquiere la forma:

H(z1,20) = —27 — 23 + 22129 cos @ + w? sin” av. (7.2)

Proposiciéon 7.1 Eziste 6 := 6(w, ) tal que para |Im z1| <6, |[Imzs| < 9 se cumple
H(z1, 22) # 0. (7.3)

donde H(z1, z2) se define en (6.3).
Demostracién. Sea

2, .2
Hi(z1,22) = 27 + 25 + 22125 cos

=& +in, 2 =% +in, T2, &{i2€ R
Entonces
ReH (21, 20) = €2 4+ €2 — 2665 cos o — 12 — 72 + 2175 cos .

Usando la desigualdad
2|66 S E+6,

obtenemos que:
2| &écosa |[< (2 +€2) | cosa . (7.4)

Luego, por la desigualdad del tridangulo
€7 + &5 — 2616 cosa > €2+ &5 — 2|66 cosal > (68 +&)(1 — | cosal)

Notemos que para m < o < 27, |cosa| < 1, por lo tanto existe R := R(w) tal que

€2 + €2 — 26,65 cos a| > 2|w[?| sin? o (7.5)

para [£| > R. Ademas existe d; := 01 (w, ) > 0 tal que para |1i| < 01, |7a] < &y

18



1
|78 + 73 + 2T e cos af < §|w2 sin” (7.6)

por continuidad. (7.3), (7.4) implican por la desigualdad del triangulo que :

3
|Re Hi (21, 22)| > §|w2 sinal, |Rez| >R, |mi| <61, || < 6. (7.7)

De aqui,

3
|H1 (21, 22)| > §]w2 sin® a, (7.8)

para los mismos z € €. Esto implica que
1
|H1 (21, 22) — w?sin® o] > §]w|QSin2 a, [E| <R, |m| <01, |m| <o (7.9)

Por lo tanto H(z1, 22) # 0 para estos 2.
Demostremos que H(z) # 0 para | 2] < R, |112| < 0s.
Notemos que
&+ & — 268 cosa —w?sin®a # 0 (7.10)

para ¢ € IR En efecto,

1€ - 268 cosa —w?sin?a =0

& = & cosa £ sinay/w? — £3. (7.11)

Para Imw # 0, & € R, (Jw? — & € R.

En efecto, v/w? — & € IR implica que w? € IR, lo cudl significa que Imw = 0. Pero esto
contradice a la suposicion. Por lo tanto, para & € R, & ¢ IR, entonces (7.10) se cumple.

Ahora sea

implica que

M = ‘Igr‘lgiIlli |6 4 €3 — 26,65 cosa — w?sin® | > 0. (7.12)
Por la continuidad de H(z1, 25) existe dy > 0 tal que
|H(z1,22)] # 0, 0 <|Imz 5] < da, |Rez| < R.
Tomando
9 = min(dy, 92)
obtenemos (7.2). [
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Corolario 7.2 Ezxiste § > 0 tal que para algin C' > 0
[H(z1, )| > C (7.13)
para todo (z1,2) € €7, |[Im 2| < 8, [Im 25| < 6.

Demostracion.
De (7.9) tenemos que 3R > 0, § > 0 tal que:

H(z1,22)] > Clw, ), [£] <R, |1 <61, || <6

Ademaés, de (7.12) se sigue, que 3 0q:

(21, 22)| =

vo| S

para |{| < R, |11| < d1, |7e| < 0s. De éstas dos desigualdades obtenemos (7.13) [
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8 Expresion de la solucion de la ecuacion (4.1) a través de
los datos de Cauchy.

Ahora podemos aplicar la derivacion, la cual se ha mensionado en la Seccion 5.
Aplicando la transformada de Fourier a la identidad (4.2) y usando (6.2), (6.3) obtenemos

H(EL, &)o(61, &) = do(&r, &), (£,&) € R, (8.1)

donde dy se define en (6.4). La desigualdad (7.10) implica que, H (&, &) # 0 VE € IR?, si
Imw # 0. Entonces podemos dividir ambas partes en (8.1) sobre H({) y obtener la siguiente
expresion para (&)
_ do(€)
(&) = )

Aqui la division se entiende en el sentido generalizado como en la Definicion 5.3, porque

1 1
— e C®(R?) y " < C, ¢ € R% Por el Corolario 7.2.
Hg <IN g =@

¢ € R (8.2)

9 Teoria de Paley-Wiener

El simbolo H(z) no tiene las caracteristicas reales, por lo tanto (8.1) no proporciona ninguna
relacion entre los datos de Cauchy vf que fueron introducidos en C/i\o. Pero en un area compleja,
por ejemplo en CK} = IR*@iK ,, H(z) tiene ceros. Estos ceros son las caracteristicas complejas
del simbolo. La funcién C/i\()(fl,ég) también se extiende a esta area analiticamente, de ser asi,
nosotros hubieramos obtenido la relacion buscada. Pero ésto no es asi, porque suppuy ¢ K,
y asi el Teorema de Paley-Wiener no se cumple y uo(&;1,£2) en general no se extiende a CK7.
No obstante éste teorama se usa. En esta seccion recordaremos algunos hechos de esta teoria
[2].[13].

Definicion 9.1 Sea u € S'(IR"). Decimos que uw =0 en un conjunto abierto O C IR™ si para
cada p € C°(0)
(u, ) =0

La union de todos los conjuntos abiertos donde u es igual a cero se llama el conjunto de
cero. El complemento de este conjunto se llama el soporte de u y se denota como supp u.

Observacién. Cuando u € S’(IR") es una funcion continua, entonces suppu = {x : u(z) # 0}.

Denotemos para z € €2, 7 € IR?, |z| = /|22 + |2, || = \/m
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Teorema 9.2 (Paley-Wiener)
Seaue S (R") 6 ue S (K,). Entonces
i) Su transformada de Fourier (&) admite la extension u(z) en C* 6 CKZ,
z=E&+1iT, tal que
lim (€ +i1) = u(€) (9.1)

T—0+4
en S'(R) 6 en S'(IR?)
it) La funcion u(z) admite la cota
|a(2)] < C(1+ [2))"7]7" para algunos T,v € IR, (9.2)

Apliquemos éste teorema para extender analiticamente los sumandos de c?o(fl, ).

Usando el teorema de Paley-Wiener podemos extender primero analiticamente las funciones
57 (&) € S'(IRF) de (4.5), para £ = 1,2, 5 = 0,1 a las funciones 0} (z,) € H(C"). Notemos que
(6.1) y (9.2) implican las cotas:

’vé (ZZ)‘ < C(]‘ =+ ‘z€|)nl,ﬁ|7—£‘—l’l,ﬁ, Zp € @+7 Ze = éf + iTEa (= 1727 ﬂ = 07 ]-7 Kepy Vep € E+'

(9.3)
Esto permite tambien extender analiticamente la funcion dy(&;, &) de (6.4) a
la funcion:
do(21,22) = 9(21)(iz3 — 2iz cosa) — 0L (z)
(9.4)
+09(22) (121 — 2iz9 cos ) — U3(22) — 2vg cos @,
21,29 € (DKi
tal que  dy(z1,20) — do(&1, &), Tmz — 0+, £ =1,2.
Las cotas (9.3) implican ahora la cota para dy(z1, 22):
\do(z1, 20)| < C(A+ |27, z€e RP@iK,, p, v e R (9.5)
Notemos que
Jg(zl, 22) = 51(21, 2’2) + 172(21, 2’2), (96)
donde
U1(2) = 09(21)(izg — 2iz1 cosa) — Ui (z1) —vgcosa, z€ CH x C (9.7)
Ua(2) = 09(2)(iz1 — 2iza cosa) — Vy(2p) — vocosa, z € Cx C.
Estas funciones v1(2) y U2(z) satisfacen las cotas:
510, )] < O+ o)™, = € @ 99)
’62(21,22)‘ < C(l + ‘Z|)n2’7'2|_y2, zeCh (910)

En lo que sigue estas funciones van a jugar un gran papel. Resulta que, similarmente al
caso del dngulo convexo, se puede conectar los datos de Cauchy, escribiendo una ecuaciéon de
conexion. Para esto necesitamos introducir la superficie de Riemann de los ceros del simbolo

H(Zl, ZQ).

22



10 Superficie de Riemann y la cubierta universal

Consideremos el simbolo H de (7.2).
Notaremos por V' = V(w) el conjunto de las raices complejas en C de H;

V(w) ={(z1,22) € ®: 22+ 25 —2cosa 212y — w?sin® a = 0}. (10.1)

En geometria algebraica, se sabe que |1] si ¢ es un polinomio irreducible de segundo orden,
entonces la superficie de Riemann de las raices de ¢ son isomorfas al cilindro . Por lo tanto,
tales superficies tienen cubiertas universales isomorfas a €. Para V, denotemos por V a esta
cubierta universal. El paso a seguir ahora es encontrar una parametrizacion de V que sea
adecuada para nuestras metas.

Notemos que para (z1,29) € V:

(zisina)? + (20 — z1cosa)? = 22422 —2cosaz 2 = w?sin®a,

esto nos motiva a definir:

{ A= WSy ped (10.2)
Z9g —21CoOsStx = WS aCosy

la cual resulta ser una parametrizacion de V, con parametro ¢. Es conveniente hacer un
cambio de variable en el parametro, consideremos p = ip, de tal forma que por una parte:

z1(pu) = —iwsinh p, (10.3)

por otra parte, sustituyendo esta tltima expresion en la segunda ecuaciéon de (10.2) obten-
emos que:
2o(p) = —iwsinh(u + i) (10.4)

Entonces, tenemos la siguiente parametrizacion de V:

z1(p) = —iwsinhp -
{ 2o(p) = —iwsinh(p + i) peV=_0C (10.5)

Denotemos por p a la proyeccion p: V. — V definida mediante:

p(p) = (21 (), z2(p)). (10.6)
También, consideremos las proyecciones p; : V. — € definidas por:
pi(p) = z () l=1,2. (10.7)
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11 Levantamiento de las transformadas de Fourier de los
datos de Cauchy

Nuestra meta ahora es la de “levantar” las funciones Ef(zl) a la cubierta universal V', para ello
usaremos las proyecciones (10.5). Dado que el dominio de ﬁlﬁ(zl) es CT, entonces necesitamos

introducir las regiones en V' que corresponden a las imagenes inversas de C bajo p;, es decir,
encontrar:

p(Ch), I=12
Definicién 11.1 Para [ = 1,2, definimos € := {u € C: p(n) € C'}.

Sean V™ la componente conexa de C€; que contiene a y = %5 y V5" la componente conexa

de @, que contiene a pu = z(% — a). (10.5) implica que g € V;" si y solo si

Im (—iwsinh p) > 0 (11.1)
y i€V, siy solo si

Im (—iw sinh(p + icr)) > 0. (11.2)

En otras palabras ;
Vit ={peC:Imz(u) >0}

Vot ={p € C: Imzo(p) >0}
No es dificil notar que para [ = 1,2 817}+ = f‘f U f‘l_, donde:

ff = {peC:Imz(n) =0, meff}
0,

IT = {peC:Imz(p)=0, 0]}

(11.3)
Iy = {peC:Imzn(u) =0, —iacly}
I = {peC:Imzn(p) =0, i(r—a)ely}
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Notemos que si = p + ifig, entonces para w = wy + iwy y z1(p) definido en (10.3)
Im [z1(p)] = wa cosh pug sin g — wy sinh gy cos pio.

De aqui Im [z (p1 + ip2)] = 0 iy solo si tan ps = % tanh pq, asi que:

3y w
Iy = {N = [+ ipo ‘ p, p2 € R, po = arctan (j tanhm)}.
2

Ademas no es dificil convencerse de que los cuatro contornos son los mismos salvo traslaciones,
de hecho:

If =T +ir, I =17 —ia, T, =T5 +in.
Para v € IR, definimos el contorno:
y(v) =T7 +iv.

De aqui que los contornos (11.3), se representan de la siguiente manera:

Y = (), Iy =7(0),

Iy = y(-a), Ty=1r-a)
De manera analoga, para [ = 1,2, definimos la regiéon \V/f como la componente conexa del
conjunto {p € € : Imz () < 0} que contiene al punto p = —%T. Sean: V- =V, NV, y
Ve =V, UV-UV,". (Ver Fig.3, que corresponde al caso Rep > 0).

Usando las definiciones de V} , Vfr, V= y Vi, podemos representar las regiones a través
de los contornos y(v):

Vit = (3(0),7(m)), V" = (y(=a),y(r = a))
Vi = ((m = a),7(0)), Vo= (y(m =~ a),y(2m — a))
Vo = (y(r —a),7(0)), v = (v(=a),(m)),

donde para ~;, que esta por abajo de o, (71,72) == {1 : 71 < p < Y2} y el simbolo A < B
significa que el conjunto A esta por debajo del conjunto B .

Dado un abierto €2 C €, denotamos por H({2) al conjunto de todas las funciones analiticas
en €.

Sea v(z) € H(CY), I = 1,2. Definimos el levantamiento (p) de ©(2;) como la composicion:

o) = v(z(w)), (11.4)

donde z(u) esta definida en (10.5).
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La analiticidad de las funciones 17[5 en C' implica la analiticidad de f[/f en V" paral =1,2.

En particular:
o) e HVY), 1=1,2, B=0,1 (11.5)

Usando (10.3), también podemos calcular el levantamiento de (9.7), (9.8). De hecho, obten-

emos las expresiones:
_ T+
1) vl()O) Ccos @, we Vi, (11.6)

U1 (p) = =01 (1) + wsinh(p — ia) o( ’
9(p) — v(0) cos a, ue vy

1
i
Ga(p) = —03(p) + wsinh(p + 2ia)
12 La ecuacion de conexion para el angulo convexo
En el caso del angulo convexo, la conexion entre los datos de Cauchy se obtiene del Teorema

de Paley-Wiener, [2], [5], [7], [3], [13]-
Si consideramos la ecuacion de Helmholtz

H(D)ug(z) = do(z), r € IR?, (12.1)
con supp up(z) C G, donde G es un angulo plano convexo, por ejemplo:
G =Ky,
entonces el Teorema de Paley-Wiener implica que:
(12.2)

H(2)lo(2) = do(2), zeR*@iK,,

donde dy(z) tiene la forma similar a (9.4).
Entonces (9.4) representa igualdad como funciones analiticas. Como H(z) = 0 para z € V,

entonces
do(z) =0, z€eV. (12.3)

Dado que dj se expresa a través de los datos de Cauchy, como en (9.4), entonces la ecuacion

(12.3) es la ecuacion de conexion de estos datos de Cauchy.
En el caso en el que G no es convexo, la situacion se vuelve mucho mas complicada.

Nosotros obtenemos solamente una ecuacién integral para las funciones Gf. La ecuacion

algebraica del tipo (12.3) en ésta tesis no se considera.
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13 Transformada de Fourier de las funciones decrecientes
en K,

Definicion 13.1 Sea -
S(K.):={¢ € S(IR?) : supptp C K, }.
Lema 13.2 Sea ¢ € S(K,) y existen C' >0, ¢y > 0 tal que
|Ph(z1,29)] < C exp(—epxy — €o2), 1 >0, 25 > 0. (13.1)

Entonces la funcion LE(—&, —&) admite la extension analitica V(—z, —z) en el drea

e, = {(21,22) : Im 2z < €, Imzy < €p}. (13.2)
Demostracion.
Por la Definicién 5.3 y la condicion sobre el soporte de 1), tenemos:
12(—5) = /K exp(—i&1my — i&10) (21, xo)dx1dTs. (13.3)
+
Demostremos que la funcion
1;(—21, —z9) = /K exp(—iz1xy — 12902) (2, T2)dx dxy (13.4)
+

es analitica en el area Il . Para esto es suficiente demostrar que la integral (13.4)
converge uniformemente con respecto de z € Il,,, lo mismo sucede con sus derivadas
complejas respecto de z. Tenemos

8041 +ag

95007 exp(—iz1xry — 129@0) (11, T2)| =
1 0%

) . . . 13.5
lexp(—iz1x1 — 12929)(—ix1) ™ (—ixe)*2) (21, x2)| < (13.5)
exp(T121) exp(T2@2) (1 + [z])™ 2[4 (21, 32),
donde z; =& +im, 29 =& + 1. Usando (13.1) obtenemos
aa1+a2
782?18,2;‘2 exp(—iz1xy — 12922) (2, x2)| <
(13.6)

exp(z1(m1 — €)) exp(za(a — €)) (1 + |x])*r oz,
Por lo tanto para z € Il la integral (13.4) converge absolutamente igual como las
derivadas complejas en (21, 22). Esto nos da que (—21, —22) es analitica en II,.
Falta notar solamente que ¢)(—z1, —22) = (=&, —&2), cuando (21, 22) = (&1, &2). [
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14 La ecuacion integral de conexion

En esta seccion obtendremos la Ecuacion Integral de Conexiéon. Introducimos el subespacio
del espacio S(K ) que vamos a usar en adelante. Denotemos para a € IR

¢ ={z€C:£(Imz—a) >0}

Definicion 14.1 Sea € > 0. El conjunto de las funciones ¥ € S(K,) cuyas transformadas
de Fourier-Laplace 12(2) tienen continuacion analitica en el drea C*, x C*_ y satisface la cota
para toda N € IN

lh(z)] < Cy (14 12)7N, Imz=7 (14.1)

al cual llamamos Se(Ky).

Lema 14.2 Sea G(¢) la transformada de Fourier de la distibucion u(x) € S'(IR) tal que G(¢)
tiene continuacion analitica en el drea 1. := (€7 x C_) N (C" x C7), para algin e > 0.
Supongamos que u(z) admite la siguiente cota en Il.:

lu(z)] < COA+ |z)!7|7", z=0+1ir, (14.2)

para algunos p,v € R*. Supongamos también, que ¢ € S.(K,). FEntonces para toda
7= (11,72) € (0,€) x (0,¢€)

@ - =[  ()d(-z)dadz. (14.3)
mz1=71, Ilmzo=79
Demostracion
Por la definicion de la continuacion analitica de las distribiciones
(@), B(~6)) = lim ({6 +im), B(~)) (14.4)

Ya que (€ + i7) es analitica en II, y admite la cota (14.2), entonces
para 0 < 7,79 < €

(@l +i7),0(=0) = [ (g +iryb(-€)de

porque (—¢) € S(IR?). Por otro lado la funcién ¢(—z;, —2;) es analitica en II, y admite
la cota (14.1) por hipotesis. Hacemos el cambio de variables £ + iT = z en la integral

[ e+ myi(-ee
y obtenemos

[ e+ mi-ge= [ ()i +irde

R2+ir
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Fijemos algiin 7" = (7{,73) tal que 0 < 77 < ¢, k = 1,2. Por el Teorema de Cauchy
de Residuos, analiticidad de las funciones @(z) y ¥(—z + i) con respecto de z y las cotas
(14.1),(14.2) obtenemos que:

[ +ind(—ode = [ | a(=)b(-z +in)d=. (14.5)
R? R 47/
Haciendo otra vez el cambio de variable 0 = z — i7’, obtenemos de (14.5) que:

/R2 (€ + i) D(—€)de = /R2 (o + 7 )p(—0 — i’ +ir)do (14.6)

Sea 7 — 0-+. Entonces

P(—o —it’ —in) — 1/7(—0 —i0')

en S(IR2). Por lo tanto

/]R2 u(o + Z'T’)z;(—a —ir —it)do — /RQ (o + it (—o — it')do

cuando 7 — 0+. De otro lado, por (14.4) y (14.6) tenemos

[ lo +iT)b(—o — it — ir)do — (a(€), ¥(=),

por lo tanto obtenemos

~ ~

(@(©),0(=8) = [ ,ilo +ir)d(=o —ir)do

para todo 0 = (01,03): 0 < 75 < €. Esto prueba (14.3) después del cambio z = o + i7"
|
Regresemos a la ecuacion de Helmholtz (4.1) en K_. Sea u € C*°(K_) una solucion de
esta ecuacion y ug(z) = [u]o su extension por 0 a IR?. Notemos que se cumple (4.2) con dy de

(4'6%;% Y € S(K,). Debido a que el supp ug C K_ y el supp ¢ C K., entonces :
(uo(x),1b(x)) = 0. (14.7)
Por la igualdad de Parseval (5.13) esto implica que:
{0 (&), (~€)) = 0. (14.8)

Esta ecuacién es la base para construir la ecuaciéon integral de conexién. Nuestra proxima
meta es representar (14.8) como una ecuacion integral.

Recordemos que la transformada de Fourier Jg(ﬁ) tiene la continuacion analitica dy(z1, z),
(21, 22) € CK* que esta definida en (9.4). En el siguiente lema representamos la distribucion
Up(€) en la forma de integral apropiada.
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Lema 14.3 Sea v € S, (K1) para algin ¢y > 0. Entonces para cualquier e: 0 < € < € :=
min(eg, 0(w, a)).

(Tio(€), 9 (—¢) = /Imm:ﬁ s %dhdm (14.9)

Aqui 0(w, «) es como en la Proposicion 7.1.

Demostracién.
De la formula (8.2) obtenemos

do(€)
(€)

La funcion dy(€) tiene la extension analitica do(z;,z) en el area CK? (vease 9.4), con la
cota (9.5). B
Por el Corolario 7.2 existe § = d(w, @) tal que H(2) satisfase (7.13) en Il;.

do(§) . ) . . do(2)
tiene continuacion analitica
H(E) H(2)

cota para algunas p,v € R*

(&) 0(-9)) = < ,15(—5)>- (14.10)

<

Por lo tanto en el area Il y admite la siguiente

Jo(Z) _ f—
<C(1 lr|™", 2 e lls. 14.11
| <Ot €T (14.11)
Ahora, aplicamos el Lema 14.2. Vemos que todas las hipotesis de este lema se cumplen
- d,
para Ilg, si en lugar de @(§) ponemos 7_(252 Por lo tanto (14.9) se sigue de (14.3). [

Corolario 14.4 La siguiente ecuacion integral se cumple para toda 1 € Se,(Ky), €9 < 0(w, a):

do(2)d(—2) ,
/ImzlzImZQ:e Wdzlsz - 0’ VG € (07 60) (1412)

Demostracién.

Esto se sigue de (14.8) y (14.9). [

Observacion. Ya que dy(€) se expresa a traves de los datos de Cauchy (véase (9.4)), en-
tonces la ecuacion (14.12) establece una conexion entre éstos datos, por lo tanto llamamos a
ésta ecuacion, la Ecuacion Integral de Conexion .

En la siguiente seccion vamos a levantar ésta ecuacion a la cubierta V' .
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15 Levantamiento de la ecuacién de conexién a la superfi-
cie de Riemann

Sustituyendo (9.4) en (14.12), descomponiendo la integral obtenida en dos sumandos, y usando
luego (9.7), obtenemos:
A () 4+ As(¥) =0, para todo ¢ € S, (Ky), € < d(w,q), (15.1)

donde para € € (0, ¢)

00 (21)(izg — 2iz; cosa) — 01 (21) — vpcos o ~
Ay (¢) = / ! ! 2y, —z)dzdzy (152
1(¥) Im 21 =¢,Im 22=¢ 224 23 — 22175 cosa — w?sin? o V(=21 —2)dadz (152)
09(22) (121 — 2iz9 cos ) — Ua(22) — vpCOS ¥ ~
Ay = / 2 - 2y, —z)dzdz. (153
2(¥) Im 21 =¢,Im z2=¢ 22 4 22 — 22129 cosa — w?sin® o Y=z, —2)dadz. (153)

La idea principal es "restringir" éstas integrales a la superficie de Riemann V de (10.1)
usando el Teorema de Cauchy de residuos. Realmente la expresion en la primera integral es
meromorfa con respecto de 2o (bajo z; fijo) para Imzs < € y en la segunda integral para
Imz; < e y los polos estan sobre V' en ambos casos. Méas precisamente, vamos a factorizar el
simbolo H(z1, z2) en el denominador de (15.2), (15.3) como

22422 - 2zzmcosa—w?sinfa = (20 — 25 (21)) (22 — 25 (21))
(15.4)
= (21 — 21 (22))(21 — 21 (22)), 2z € C.
Aqui
25 (21) = 21 cos a F sin ay/w? — 27 (15.5)
2 (22) = 23 cos o F sin ay/w? — 23 (15.6)
y
Imz; (21) >0, cuando Imz; = ¢ (15.7)
Imz; (21) <0, cuando Imz =e€ (15.8)
Im 2" (29) > 0, cuando Imzy = ¢ (15.9)
Imz; (22) <0, cuando Imzy =e. (15.10)

La rama de la raiz en (15.5), (15.6) es tal que Im (y/a > 0), si a € €7\ R™.
Reescribiendo la integral en (15.2) como la integral iterada, obtenemos:

Al(w) =

S (15.11)

9(21)(izg — 2iz; cosa) — 01 (21) — vg cos o ~
/Imzlze |:/Im22—e [20 — 23 (21)][22 — 25 (21)]

(—21, —ZQ)dZQ le

32



Ahora usamos el Corolario 17.7 de apéndice. Segiin este corolario existe €; < €,
tal que para z; con Imz; =€

Imz) (21) > €, Imz,(21) <e, paratodo e € (0,¢).

Consideremos la integral interior en (15.11). Tomemos € € (0, €;), donde €; es el mismo como
en el Corolario 17.7 del apéndice. Entonces una de las raices 23 (z1), 25 (21), més precisamente
23 (21) se encuentra hacia arriba de la recta {Imzy = ¢} si Im2; = € y la otra raiz 2z, (21) se
encuentra hacia abajo de la misma recta para Im z; = e. Vamos a cerrar el contorno {Im z = €}
por abajo de tal forma que tomemos el polo z; (z;). Calculando la integral interior en (15.11) y
por el Teorema de residuos de Cauchy y usando también, que 1;(—21, —z3) decrece con respecto
de z, suficientemente rapido por (14.1), obtenemos:

Ai(v) =
o . _ 15.12)
0 -9 _~1 _ < . (
—27ri/ 07(21) (125 (21) 2iz cos 02 01 (z1) — vo cos @w(_zh —2zy (21))dz1.
Im z;=e¢ Z9 (21) — 29 (21)
De manera semejante obtenemos
A () =
o , _ 15.13)
09(29) (12 (22) — 2iz9 cos @) — U3 (22) — Vg cOS v ~ (
—9 / 2 1 2 —21 (22), 22)dzs.
T Tin 29— Zf(Zg) —Zf(Zg) 1/}( 3 (22) Z2) <2
Sustituyendo (15.12) y (15.13) en (15.1) obtenemos la ecuacion integral
NO . — . ~1
07(21)(iz5 (21) — 2@z cosa) — Uy (21) — v cos o ~ 7
—21,—25 (21))dz
/Imm:q % (1) — 23 (21) v (a)ds
(15.14)
~0 . - . ~1
05(22) (121 (22) — 2izacos ) — Vy(29) —voCOSCX ~,
=+ - —21 (22), —22)dzy = 0,
Im zp=€; 21 (22) — 21 (29) V(=2 (), —22)dz

Vi € Se(Ky)

Hacemos el cambio de variables (10.5) en la ecuacion (15.14) para "levantar" ésta ecuacion

a V. En primer lugar, vamos a identificar los contornos de integracion en la ecuacion (15.14).
Para e > 0

Iioo={peVi"(u) : Imz () = ¢, Im2zy < 0} (15.15)
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Esto tinicamente determina la curva en la cubierta V;~. (Ver Figura 4).

Orientamos la curva f‘ie tal que la orientacion confirmaria a la orientaciéon del contorno
{Im z; = €}. Notemos que la altima orientacion es tal que C_ esté& por la derecha del contorno,
cuando movemos por él.

Por lo tanto escogemos la orientacion de f‘ie tal que el area V;~ se quedara por la derecha
también. Similarmente, para ¢ > 0

f‘iﬁ = {p eV, (w) : Imzy(p) = ¢, Tmz < 0},

con la orientacién como en la Fig.4.
Para € > 0 denotemos
Vo= Ty, Tr) (15.16)

€

Ahora, hacemos el cambio (10.5) en las integrales (15.14).
De la formula (15.5) se sigue que

25 (21) = —iw[sinh p cos a £ i cosh psin o] = —iw sinh(p + ic). (15.17)

Escogemos el signo en (15.17), si y € I'{ (w). Recordemos que Imz; (21) < 0 cuando
Imz; =e Sipe Fig, entonces hay que poner el signo ” + 7 en (15.17) ya que en este caso

25 (21) = —iwsinh(p + i) = 29(p)
por (10.5), y
Im z5(p) < 0, sipel,.
Entonces, para u € fie(u)
25 (z1(p)) = 29(p) = —iw sinh(p + icv). (15.18)
Conformemente, por (15.5)
2y (z1(p)) = —iwsinh(pu — i), p € f‘;e. (15.19)

Ahora encontremos zi(2;), cuando Im z, = € > 0. En este caso también la expresion final
depende de la curva I'y .
Si escogemos ésta curva como en la Figura 4, entonces

21 (22() = 21(p)

por que Im z;(p) < 0 cuando p € fie. En efecto, (15.6), (10.5) implican, que
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2F (%) = zcosa Fsinay/w? — 23

= —iwsinh(p + i) cos a F sin a\/w2 — (iwsinh(u + ia))?

= —iwsinh(p + ia) cos @ F sin a\/—uﬂ cosh?(p + i) (15.20)
= —iw(sinh(p + i) cos & F i cosh(p + i) sin @

- —iw sinh 41
| —iwsinh(p + 2iq)

Vemos, que por (10.5)
21 (22(n) = 21(p)

o bien
2F (2(p)) = —iwsinh(p + 2ic).

Ya que para py € fie

Im 2z (p) <0,
entonces }
2 (22(n) = 21(p), p €y, (15.21)
y <
2 (z2(p)) = —iwsinh(p + 2ia), p € Iy, (w). (15.22)

Ahora sustituimos las expresiones obtenidas (15.18), (15.19), (15.21), (15.22)
y las expresiones para z1, z5 (10.5) en (15.14), obtenemos

[ P B+ ) — Zosinhecosal] — (0 008 5y g

[ —iwsinh(p + ia) + iwsinh(p — ia)
N / 09(p) [i(—4)w sinh p — 2i(—4)w sinh(p + i) cos a] — U3 (1) — vg cos a (15.23)
[5 . —iwsinh p + iw sinh(p + 2ic)

() (—iw) cosh(p + ia)dp = 0,
donde

<
—
=
SN—
I
<
|
I
—
—
=
SN—
|
I
N
—
N
—
—
=
S~—
SN—
~—
I

Y (—=21(22(1)), z2(p))



Transformemos las expresiones en (15.23)
1)

i(—i)wsinh(p + i) — 2wsinh pcosa = wlsinh(p + i) — 2 sinh p1 cos
= w(sinh p cos v + i cosh psin v — 2 sinh p cos )
(15.24)

= —w(sinh p cos a — ¢ cosh psin o

= —wsinh(p — i)
2)
—iwsinh(p + ia) 4+ iwsinh(p — i) = —iw[sinh p cos «
+i cosh psin a — sinh 1 cos o + i cosh psin @
(15.25)

= —iw(2i cosh psin o]
= 2w cosh p sin «r
3)
i(—i)wsinh p — 2i(—4)w sinh(p + i) cosa = wsinh p—

—2w sinh(u + i) cos a
= w(sinh y — 2sinh p cos? v — 2i cosh psin a cos a
= wlsinh p(1 — 2 cos? ) — 2i cosh psin acos a (15.26)
= w(sinh p(— cos 2ar) — i cosh p sin 2¢/
= —wlsinh p cos 2a + ¢ cosh p sin 20/

= —wsinh(p + 2ia)
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—iwsinh p + iwsinh(p + 2ic) = —iw[sinh pu—
— sinh p cos 2ac — i cosh psin 2a/

= —iw[sinh ;(2sin® @) — i cosh p sin 2a]

= —iw(2sin a(sinh p sin o — @ cosh p cos a)]

= —iw - 2sin o(—17) cosh(p + i)

= —2wsin« - cosh(p + i)

Sustituyendo las expresiones obtenidas en (15.24)-(15.27) a (15.23), obtenemos

ﬁ, [w sinh(p — ia) o) (1) + 9 (1) + vo cos a} O(p)dp

1,e

—i—/ —wsinh(p + 2ia)09(u) — 9y () — vo cos a} Y(p)dp = 0,

para toda ¢ € S, (K, ). Aqui € < ¢.
Sea

~ L ®1<N)7 /Le‘/l
”W”{wmxue%.

donde
01(p) = wsinh(p — i) (p) + 01 (1) + vocosa,  p € Vit

Ga(p) = —wsinh(p + 2ia) 5 (1) — () — vocosa,  p e Vy'
Ahora, por (9.3)
[07(21)] < C(1+ [z (Im 2) 2,
entonces, por (10.5)

()] < C(1+ [sinhp)"e™, pely,.

Similarmente

o1 ()] < C(1+ [sinhp|)"e™, pe Ty

Esto implica que

[01(p)| < C(1+ [sinhp|)*e™, p el
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Similarmente
|0o(p)] < C(1+ |sinh p|)*2e™2, pely, (15.33)

Entonces, la ecuacion (15.28) la podemos reescribir como
[ i) =0 (15.34)
oV

para todo ¢ € S, (K4)y 0 <€ < €.
Esta es la ecuacion integral de conexion. Ella conecta los datos de Cauchy. Esta ecuacion
implica una ecuacion algebraica que es mas 1til.

16 Conclusion

Nosotros hemos obtenido la ecuacion integral de conexion (15.34), que conecta los datos de
Cauchy sobre la superficie de Riemann de las caracteristicas complejas del simbolo H. Esta
ecuacion permite extender analiticamente las funciones oy () v 92(p) en V;F U V- UV, y
obtener la ecuacion algebraica

O1(p) = O2(pt)

para estas extensiones. Precisamente esta ecuacion se usa en aplicaciones [8], [9].
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17 Apéndice
En este apéndice demostraremos algunas propiedades analiticas de los contornos de integracion

que se usan en la Seccion 13.

Definicién 17.1 Para z € €\ IR" asumimos que arg z € (0,27) y para \/z escogemos la
rama tal que

Imyz >0, z€ C\R™. (17.1)
Lema 17.2 Sea z € C,
0<a§a@z§g (17.2)
Y
2] > C > 0. (17.3)
Entonces ,
Imz > Csina. (17.4)
Demostracién.
Sea z = pe', entonces Im z = pcosa, 6 € [, 3]. Ahora (17.3) implica (17.4). [

Lema 17.3 Sea w = wy +iws, w; > 0, wy > 0, entonces existe C'(w) > 0 tal que para £ € R
Im/w? — &2 > C(w) > 0. (17.5)
Demostracion.

Ya que w? € CT, entonces para & € IR, tenemos
argw? < arg(w? — €2) < 7.

Ya que wy > 0, entonces argw? > a(w) > 0. Esto implica que para £ € R

1 T
0< §a(w) <argy/w?— &< 5 (17.6)

Ahora acotemos |w? — &2|, ¢ € IR. Si w; = 0, entonces
W =&l =w; + & 2wy, €.

Si wy > 0, entonces
|w? — €2 > |Im (w* — €2)| = 2w ws.

En ambos casos tenemos

w? =€ > Cw), €.

Y luego
Vyw? =& > Ci(w), €€TR. (17.7)
Usundo (17.6), (17.7) y aplicando el Lema 17.2, obtenemos (17.5). [ |
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Lema 17.4 Sea z :=a + bi, entonces

Vz=1x+iy,
donde 1
y = g(—atvar+2). (17.8)

Demostracion.
Haciendo calculos sencillos se obtiene que

1
y: = 5(—a + Va2 + b?).

El signo "-" se suprime, porque y* > 0, por lo tanto (17.8) queda demostrada. [ |

Lema 17.5 Sea f(x,y), una funcion continua en dos variables en

A= [—p,p] X [-¢,q) CR*.

Entonces la funcion
M(y) == min |f(z,y)| (17.9)

[z[<p

es continua en y € [—q,q|.

Demostraciéon

Sea Yy, — Yo, . — OO, Yn, Yo € [—¢,q]. Ya que f(z,y) es uniformente continua en A,
entonces para € > 0 existe N, tal que

|f(x7yn) —f(l’,yo)‘ <e€ T € [_%QL n > Ne-

Esta desigualdad implica que

|f (@ y)| < 1f (2, 90)] + € (17.10)

[f (@, yn)l > | f (2, 90)| —€ (17.11)

para x € [—p,p|, n > N,
Sea

(21, 90) = min | f(z, y)|.

|z|<p

Entonces por (17.10) tenemos que

gllg;!f(x,yn) < |f(x1,yn) < [f(21,20)| + €= gllg]lj!f(x,yo), n > N,
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de donde, tomando en cuenta (17.9) obtenemos:

M(y,) < M(yo) +€, n> N.. (17.12)
Similarmente, (17.11) implica que

M(yn) > M(yo) — €, n > N..
Estas dos desigualdades implican que

[M(yn) — M(yo)| <€, n> N,

que significa, que
M(yn) - M(y0)7 n—oo,

es decir M es continua. [
Proposicién 17.6 Existe 7 = y(w) > 0y existe C'(w) > 0 tal que
Im (Vw? — 22 > C(w) >0 (17.13)
para todo € € (0,7), Imz =e.

Demostracion.
Sin pérdida de generalidad podemos buscar ~ tal que

0<y<l. (17.14)
Sea w = wy +iwy, w; >0, we >0, €< . Entonces

w? — 22 = wi —wi — 2+ € + 2i(wiwa — &e). (17.15)

€] > R(w) :=/|w? — w3 + 2] . (17.16)

1) Supongamos que

Entonces
>0 w2

De la representacion (17.15), (17.8

~—

, (17.14) y (17.16) obtenemos que

1

(Im (Vw? — 22))? > (2 —¢€) > 3"

N | =

(- +wi—)>

DO | =

Entonces, en este caso podemos tomar en (17.13)

C(w) = (17.17)

1
2
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2) Supongamos que
€] < R(w). (17.18)

Consideremos la funcion

MO =

Im( wQ—(ﬁ—i-ie)Q) .

(17.19)

Demostremos que existe €; > 0 tal que /w? — (€ 4 i€)? es continua en [—R, R| X [—€y, €1].
a) w; > 0. Existe € := €(w) tal que para z = x + iy € [-R, R] X [—€3, €]
Tm 22| < 2wiws, |y| < e

En efecto,
T 22| = [Im [(z + i9)?] = [22y] < 2RJy].

De aqui obtenemos la afirmacion. Por lo tanto,
Im (w? — 2%) >0, para |z| <R, |y <e.

Pero en C\IR™ la funcion \/z es continua, entonces y/w? — (€ + i€)? es continua en [—R, R]

[—61,61].
b) w; = 0. En este caso, para z =z + iy, * € R, |y| < ws

w?— 22 = —wd— 2ty — 2izy € CF\RT

y Vw? — 22 es continua en IR X (—wsy,wsy) por la Definicion 17.1.

Entonces, para w; > 0, ’Im (1/&)2 (€ + i€) )‘ es continua en [—R, R| X [—¢€1, €], donde

€1 = min(ey, wy) depende solo de w y R. Por el Lema 17.5 M(e) es continua en [—eq, €].
Consideremos M (0). Por el lema 17.3 existe (' (w) tal que

M(0) > Cy(w) > 0

Por la continuidad de M (€) existe v := y(w) > 0 tal que

M@z 9 g <,
2 )2 Ci(w)
Entonces por (17.19) Im (y/w? — (§ +i€)? > 5 bara €] < R, le| < y(w). [

Corolario 17.7 Sea € que se define como en el Lema 14.3 entonces existe €; € (0,€) tal
que
para z=E&+1ie, £ €R, 0<e<e,

Imzy (2) > € (17.20)

Imz;(2) <e (17.21)
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Demostracién.
Demostremos (17.20). (15.5) implica que

Im 2 (2) = ecosa — sina - Tm Vw? — 22, (17.22)
Por la Proposicion 17.6 existe C(w), y v > 0 tal que
Im (Vw? — 22> C(w) >0, para €€ (0,7), € € R. (17.23)
Luego (17.22) implica que
—sina - Im (Vw? — 22) > Cy(w) > 0, para e € (0,7). (17.24)

Sea €3 > 0 tal que 5 € (0,7) 'y
| cos arley < %(— sina)C(w).
Entonces
ecosa — sina - Im (Vw? — 22) > (—sina)C(w) — |ecosal = —%SinaC(w) > 0,
€ € (0,€e2). Ahora (17.22) implica que
Im 25 (2) > —%sina +C(w) >0, para Imz=-¢€€ (0,€).

Sie; < —isina-C(w), y e <€ entonces (17.20) queda demostrada.

Sie; < —ssina-Ci(w), 6 e > entonces tomamos ¢; > 0 menor que (—1 sinaC(w))

2 2
y €.

En este caso (17.20) tambien se demostro.

2) Demostremos (17.21). De (15.5) y por el Teorema de Vieta obtenemos

25 (2)T 25 (2) = 2z cos
de donde

Imz) (2) +Imz, (2) = 2cosa - Im 2
(17.20) implica que

2cosa-Imz >e+Imz; (2), cuando 0 <Imz=¢€ < ¢,
que equivale a
Imz; (2) < 2ecosa —e, cuando 0 <Imz=¢€ <e¢,
ya que 2ecosa < 2¢, entonces
Imzy (2) <e si 0<Imz=¢e<e.

por lo tanto el corolario se demostro. [ |
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