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���� ������	 ���
 ������	 � �����	� �����	� �� �� �	����� �� ��	������ �� ��	����� ���� ���
����	��� �������� �� �	� 
����	� ����	� �	 	����	�� ����������� �� ����� �� �� ����������
��� ���	�	 �� ��� ������������ 	������� ��� �!� �"� �#� ���� 
����	� �	 	����	�� ����
���	�	 �������� ������	��� ���� ����	� ��	������ �� �� $���� %����
��� ����	 	�	
���� 
����	� 	����	� & 
����	� �	 	����	� �'� �(� �)� �*+� �**� �*!��

�� �� ����� �������� �� ���� ���	�	 �� ������ �� 	������ ����� �� ����� ��& ���	�,
����� �	��� �� �������� �� -������ �� ��� ������������ 	������� ��� 	�����	� ������	� .�
������ �� 	������ ��������/� ��� �����	��� ���� 	�	���� �	��� ��� ������������ ������
�� ��� ����	��� 0����������� ���� ����� �� ��� ��������� �	������� & �������� �� �	�
��������	� �"��

�� ��	����� �������� �� ��	�	��� �� ��
�	�	 ���	����	 �� �� ������ �� �� 	������ �����
�	� ���	� �� 1��0& ���� �� ��	 �� �	� 
����	� 	����	� 2�� ������
 ���� �� ��	 �� �	� 
����	�
�	 	����	�� ���� �	� 
����	� 	����	� �� 	������ ����� ��� ������	������ �� $	����� �� �	�
���	� �� 1��0& �� �� �	����� �	��� �	� ���	� ��� 
����	 ������ 	�	 ��� ������ ���������
�	��� ��� ������������ 	������� ��� 	�����	� ������	 �#�� �� �	� 
����	� �	 	����	� �	 ������
���� ������� �	� 2�� �� 3�
���� � ��� 
��� 	������3 �	 �� ����� �����/��� �� ���� ��	 ��
4�	���� �� ����&,5����� �!� �	 �� ������

6�� ������	 �� ����� ��	�	��� �� ���	�	 ���� ��	����� ��0� 	������ �	��� ��� ���,
��������� 	������� ��� ����	�	 ��� 	�����	� ������������ ������	� 7	�	��	� ���	� �� ������
���	 �� ���� �������� ��	�����	� �� �������� ����	
�� ������ 2�� �� ��� ������� �����
�	� ���	� �� 1��0&� .� ������� ��������� �� ���� ����� �	 �� 	��������

���� ���	�	 ���
 �����	 �� �� ��	��� �� ���������	��� �� 6	�	��8,609���/ �*!� �� ��
��	��� �� �� ������	����� �� $	����� 	������ & ��� �� ������� ��������� �� �� �������� ��
-������ �� ��� ����� ��� ����	�	 ��� 	�����	�� �� 	����	 �������� �� ���� ������������ �� ��
������

(Δ + a)u(x, y) = 0, (x, y) ∈ Q, :*�*;

�	��� Δ �� �� 	�����	� �� .����� Q �� �� 
����	 ����	 �	 	����	 &

a ∈ C\ IR+, :*��;

�	��� IR+ = {x ∈ IR : x > 0}� <���
�

Q = {(ρ, θ) ∈ IR2 : 2π − α < θ < 2π}, π < α < 2π, ρ > 0.

: ����� �� $����� * ;
.� �	����� u(x, y) �� ���� �� �� �����	 C∞(Q) �� ���� �� �� �����	 �� ��� ����	���

�� Q 2�� ������ �	��� ��� ��������� �� Q�
.� ������ :*�*; 	� ω ∈ C+ ������ ������� �� �� ������	����� �� $	�����,.����� ��

��	������ �����	����	� �� ���������� �	��� �=�� �(�� .� �	����� ��� ��	����� �� ����������

"
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Figura 1

*
����� ������� ���� �� +�������+ �� ��
����� (Δ + a)u(x, y) = 0 & (x, y) ∈ Q& Q ⊂ IR2&
��������� u � IR2 ��� )� ,��� ���� -���� � ��
��� ������� .��� ��
����� � �� ��
����� ��
�� ����������� �� ������ �
�������

� ��������	 
� ������	�� ��� ����� ��
��
	��

/� ���� ������� -���� � ��
��� �� ��
����� !"�"# � �� ��
����� �� �� �� ����������� ��
������ �
������� �� ������� ��� ���� �� ���	�� � -����	��� ������& %
� �����$���� Q ��
K− := {(x1, x2) ∈ IR2 : x1 < 0 � x2 < 0} !-.��� �� 0��
�� 1#

����������� �� �����$�������� �� ���
�� Q �� ����������� �� ������ �
������& K−�
2���� �����$�������� ��

L : Q −→ K−, !1�"#

3
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� �� ����� �����	
���� ��� 	��
� �� �� ���	����

x1 = x + y cot α, x2 = − y

sin α
. �����

������ π < α < 2π�
��	�� � ����������� � �������� Δ + a �� �� ���
���� (x1, x2)� �� � �
��
���� �	�

������
�
	�� � �������� Δ + a �� �� ���
���� x1, x2�

���� ��� ��� u(x1, x2) ∈ C∞(IR2)� �� ���	�
�	 Δ + a �� ��� �	������ x1, x2 �� ���	��� �� ��

��������� ��	���

(Δ + a)u(L(x, y)) :=
1

sin2 α

(
∂2u

∂x2
1

+
∂2u

∂x2
2

− 2
∂2u

∂x1∂x2

cos α + a sin2 α

)
. �����

���	
������� �� � ��� �
��� ��	�� � ������� u(L(x, y)) = u(x, y)�
�� ����� � ������ � ���� �� ������� ������	��

∂u(x, y)

∂x
=

∂u

∂x1

∂x1

∂x
+

∂u

∂x2

∂x2

∂x
=

∂u(x1, x2)

∂x1

;

∂u(x, y)

∂y
=

∂u

∂x1

∂x1

∂y
+

∂u

∂x2

∂x2

∂y
=

∂u

∂x1

cot α − ∂u

∂x2

· 1

sin α
·

��� �

���
����� �����	���� �������� � x � y ����	�� ���� v(x1, x2) :=
∂u(x1, x1)

∂x1

∂2u

∂x2
=

∂

∂x

(
∂u

∂x1

)
=

∂

∂x
v(x1, x2) =

∂v

∂x1

· ∂x1

∂x
+

∂v

∂x2

· ∂x2

∂x
=

∂v

∂x1

=
∂2u(x1, x2)

∂x2
1

· ���!�

"
	
��	���� ���� v(x1, x2) :=
∂u(x, y)

∂y
� ��� ��� �

#



∂2u

∂y2
=

∂

∂y

(
∂u

∂y

)
=

∂

∂y
(v(x1, x2) =

∂v

∂x1

∂x1

∂y
+

∂v

∂x2

∂x2

∂y

=
∂

∂y
(v(x, y)) =

∂v

∂x1

cot α − ∂v

∂x2

· 1

sin α

=

(
∂2u

∂x2
1

cot α − ∂2u

∂x1∂x2

· 1

sin α

)
cot α −

(
∂2u

∂x2∂x1

cot α − ∂2u

∂x2
2

· 1

sin α

)
1

sin α

=
∂2u

∂x2
1

cot2 α − ∂2u

∂x1∂x2

· cos α

sin2 α
− ∂2u

∂x2∂x1

· cos α

sin2 α
+

∂2u

∂x2
2

· 1

sin2 α
.

�����

���	
�� ���� � ������ ����
���� ������
�� ���	 ��� ������	 ��� �	 ���	���
 ����� �� �����	��
�� 	 �	 ���	���
�

(Δ − 2
∂2

∂x1∂x2

cos α + a sin2 α)u(x) = 0, x ∈ K−. ��� �

�	 �������
 �� ���	 ���	���
 �� ����	 �
 C∞(K−)� ��� �� ��!
� �����	"��
�� 	� C∞(Q)�
#���� 	$�"	 �
 	���	
�� �	��� 	 ��
��	" 	� ���"	��" �
 ��� � �����

H = Δ − 2
∂2

∂x1∂x2

cos α + a sin2 α. ���%�

���� ���"	��" �� ��	�	 �� ���"	��" �� &���$���' �"	
�(�"�	��� )����"� ��*���
�� �	�� ��
"�����" �	 ���	���
 ��� � 	 ���� �� ��	
��

+	"	 ���� ���"���� �,��
��" �	 �������
 ��" - � 	����	" �� ���"	��" H 	 ���	 �,��
���
 �

�� ��
���� *�
�"	��'	���

%



� �������	� 
�� ���

����� � �����	�� 
�� ��������� 	���������� � ������ 	� 
� ������ 	� ������������� 	� ����
���
�������� ���� !����	���� "� C∞

0 (IRn) := {ϕ ∈ C∞(IRn) : supp ϕ es compacto} D′(IRn)
�� �
 ��#���� 	� 
�� �������
�� 
����
�� �������� ����� C∞

0 (IRn) �"�#�	� #�� 
� ��#�
����
�����	�� ���� $� ����%� 	� u ∈ D′(IRn) � ϕ ∈ C∞

0 (IRn) 
� 	�������� ���� 〈u, ϕ〉 
&������ �
���� #��#��	�	�� 	� 
�� 	������������ 
�' u ∈ D′(IRn)( �������� #��� ��	� ϕ ∈ C∞

0 (IRn) #�� 	������%�〈
∂

∂xk

u, ϕ

〉
= −

〈
u,

∂ϕ

∂xk

〉
, k = 1, ..., n

��' $� ����%� δ 	� ����) �� 	���� ���� 〈δ(x), ϕ(x)〉 = ϕ(0) #��� ��	� ϕ ∈ C∞
0 (IRn) 

���' $� ����%� 	� *��+���	� �� 	���� ����

θ(x) :=

{
0, x < 0
1, x ≥ 0.

,� �'

�+' -
 #��	��� 	� 	�� 	������������ u(x1) � v(x2) �� 	���� ����

〈u(x1)v(x2), ϕ(x1, x2)〉 := 〈u(x1), 〈v(x2), ϕ(x1, x2)〉〉, ϕ ∈ C∞
0 (IR2).

��� u(x) ∈ C∞(K−) .���� +���� � �#
���� �
 �#���	�� H � 
� ����%� u0(x) "� ��
�/�����%� 	� u(x) #�� 0 �
 #
��� IR2( �� �
 �����	� 	� D′(IR2) 12� #�����������( 	�������

[u(x)]0 := u0(x) :=

{
u(x), x ∈ K−

0, x �∈ K−.
,� 3'

4����� ���� ����	���� �� �#
���� �
 �#���	�� H � 
� ����%� u0( �� ����� #�
�����( "���
���� ������� d0 := Hu0( �� �
 �����	� 	� D′(IR2) $� ���� #���� ��#������� "� 	�������
���
����( �������� �� �/#����� � d0 �� �5������ 	� 
�� 	���� 	� &���� 	� 
� ����%� u(x)(
	����	�� �� 
� �������%� 6 � 

-� #����� 
���( +���� � �����	�� ���� �� ���
��� 
� 	���+���%� 	� �������� 	����������
	� �� +�����
� ��� u(x) ∈ C∞(IR+) &����	������

[u(x)]0 := u0(x) =

{
u(x), x < 0

0, x ≥ 0
,� �'


� �/�����%� 	� u(x) #�� ���� � 7! 8��� ����%� u0(x) ∈ D′(IR) 
����+��	� 5��� ����%� �� �
 �����	� D′(IR)( ���������9

d

dx
u0(x) =

[
d

dx
u(x)

]
0

− δ(x) · u(0), ,� 6'

:



����� [·]0 �� �������� ��	� �� 
���� �� ������

[
d

dx
u(x)

]
0

=

{
u′(x), x < 0

0, x ≥ 0

���

�������	��
d2

dx2
u0(x) ������ �� ����� �� �������������� �� �� ������ �� ��������������� ��

������ ������	�� 
���� ���� ������� �� ������� �������� �� u0�

d2

dx2
u0(x) =

d

dx

(
d

dx
u0(x)

)

=
d

dx

{[
d

dx
u(x)

]
0

− δ(x) · u(0)

}

=
d

dx

{[
d

dx
u(x)

]
0

}
− d

dx
{δ(x) · u(0)}

=

[
d

dx
u′(x)

]
0

− δ(x) · u′(0) − δ′(x) · u(0)

= [u′′(x)]0 − δ(x) · u′(0) − δ′(x) · u(0),


���

����� x ∈ IR� �� �� ���� IR2 ����	�� ������� �� 	��	� 	������  ������	����� ������	��
�� �������� H �� 
!�" � �� ������� 
��!�

#$



������� ��	

Hu0 = [Hu]0 + d0, �����

�����

d0 = −δ(x1)
∂

∂x1

u(0, x2) · θ(x2) − δ(x2)
∂

∂x2

u(x1, 0) · θ(x1) − δ′(x1)u(0, x2) · θ(x2)

−δ′(x2)u(x1, 0) · θ(x1) + 2 cos α · δ(x1)
∂

∂x2

u(0, x2) · θ(x2)

+2 cos α · δ(x2)
∂

∂x1

u(x1, 0) · θ(x1) + 2 cos α · δ(x1, x2)u(0, 0)

�����

� �	
�� [Hu]0 �� � ����
���
 �	� ���	 �� � ��
���
 Hu(x)� x ∈ K− � ����� �������


����������� �����	� x2 � �
�	
����	�
∂2

∂x2
1

u0(x1, x2)� ���� ���	 ���	� � ����� ��

∂2

∂x2
1

u0(x1, x2) =
∂

∂x1

(
∂

∂x1

u0(x1, x2)

)

=
∂

∂x1

{[
∂

∂x1

u(x1, x2)

]
0

− δ(x1) · u(0, x2) · θ(x2)

}

=

[
∂2

∂x2
1

u(x1, x2)

]
0

− δ(x1)
∂

∂x1

u(0, x2) · θ(x2) − δ′(x1)u(0, x2) · θ(x2).

���!�

"� ��
��� ������
�� ������	�
∂2

∂x2
2

u0(x1, x2)� #�
��
��	� $�	 � x1� ����%� x2�

∂2

∂x2
2

u0(x1, x2) =

[
∂2

∂x2
2

u(x1, x2)

]
0

− δ(x2)
∂

∂x2

u(x1, 0) · θ(x1) − δ′(x2)u(x1, 0) · θ(x1). ���&'�

��
���
�� ������	�(
∂2

∂x1∂x2

u0(x1, x2)

&&



∂2

∂x1∂x2

u0(x1, x2) =
∂

∂x1

(
∂

∂x2

u0(x1, x2)

)

=
∂

∂x1

{[
∂

∂x2

u(x1, x2)

]
0

− δ(x2) · u(x1, 0) · θ(x1)

}

=
∂

∂x1

[
∂

∂x2

u(x1, x2)

]
0

− ∂

∂x1

(δ(x2) · u(x1, 0) · θ(x1))

=

[
∂2

∂x1∂x2

u(x1, x2)

]
0

− δ(x1)
∂

∂x2

u(0, x2) · θ(x2) − δ(x2)
∂

∂x1

u(x1, 0) · θ(x1)

−δ(x1, x2)u(0, 0).

������

���	
��� �� ������� H � ����� � �� ���
	�� u0 � ����� ������������� ����������

Hu0 =

(
∂2

∂x2
1

u0(x1, x2) +
∂2

∂x2
2

u0(x1, x2) − 2 cos α
∂2

∂x1∂x2

u0(x1, x2) + a sin2 α

)

=

[
∂2

∂x2
1

u(x1, x2)

]
0

− δ(x1)
∂

∂x1

u(0, x2) · θ(x2) − δ′(x1)u(0, x2) · θ(x2)

+

[
∂2

∂x2
2

u(x1, x2)

]
0

− δ(x2)
∂

∂x2

u(x1, 0) · θ(x1) − δ′(x2)u(x1, 0) · θ(x1)

−2 cos α

[
∂2

∂x1∂x2

u(x1, x2)

]
0

+ 2 cos α · δ(x2)
∂

∂x1

u(x1, 0) · θ(x1)

+2 cos α · δ(x1)
∂

∂x2

u(0, x2) · θ(x2) + 2 cos α · δ(x1, x2)u(0, 0) +
[
a sin2 α · u(x1, x2)

]
0

������

������� ��� � ��	��� �� �	�� [·]0� ��������� ���!�

��



� �������	
 �� d0 ��� ���� �� ��� ����� �� ������

����� ����� � �	
���� 
 ����� ��� � 
�� ��
������ �������� � 
� ������� � �
���
��
� K−�

��	������� �� u ∈ C∞(K−) �������� 
� ������� � �
���
��� � �����

Hu(x1, x2) = 0, (x1, x2) ∈ K− ���� 

�	
������ 
 ����� ��� � 
� ������� u0(x1, x2)� (x1, x2) ∈ IR2� � ���! �"�����#

Hu0(x1, x2) = d0(x1, x2), (x1, x2) ∈ IR2, ���! 

���� d0 � �$� � ���% � &����������� 
�� ����� � '����(� 
�� ���
� )���� �� ����
	�	
 � 
 �*���� � 
�� �������+������ ���	
)�� ,-.�

��������� �	
 �/���� � '����( 
��

u(x1, 0)θ(x1) := v0
1(x1), x1 ∈ IR,

u(0, x2)θ(x2) := v0
2(x2), x2 ∈ IR.

���� 

v0
1 � v0

2 � 

���� 
�� ����� �� ��	�
���� � 
� ������� u(x1, x2) ��"� ∂K−.
��� ���"�*�

∂

∂x1

u(0, x2)θ(x2) := v1
2(x2), x2 ∈ IR,

∂

∂x2

u(x1, 0)θ(x1) := v1
1(x1), x1 ∈ IR.

���� 

v1
1 � v1

2 � 

���� 
�� ����� �� ������ � 
� ����� ������� u(x)�

vβ
� (x�), 
 = 1, 2, β = 0, 1 ���0 

� 

���� 
�� ����� � '����( � 
� ������� u(x) ��"� 
� ������� � K−�

��������� �	� �� ��� ��	����� �� ��� ����� �� ���
�� �� ���
��� d0(x) ����� �� ��	���

d0(x1, x2) = −δ(x1)v
1
2(x2) − δ(x2)v

1
1(x1) − δ′(x1)v

0
2(x2) − δ′(x2)v

0
1(x1)

+2 cos α · δ(x1)
∂

∂x2

v0
2(x2) + 2 cos α · δ(x2)

∂

∂x1

v0
1(x1) − 2 cos α · δ(x1, x2) · v0.

���- 

��



�����
u(0, 0) = v0.

��������	
��

�������	� 
��	� �������

∂

∂x2

u(0, x2) · θ(x2) y
∂

∂x1

u(x1, 0) · θ(x1)

�� ��� 	������� �� ������ ��	��� �� ��� 	���� ��� �	��� 
�������� �� ������� �� ����� ��
����� �����	����	��

�������� ����� � �� 
������
d

dx2

v0
2(x2)� � 	������

d

dx2

v0
2(x2) =

[
d

dx2

u(0, x2)

]
0

+ δ(x2) · u(0, 0) =
d

dx2

u(0, x2) · θ(x2) + δ(x2)u(0, 0). ���!�

"�	� ������ ���

d

dx2

u(0, x2) · θ(x2) =
d

dx2

v0
2(x2) − δ(x2) · u(0, 0). ���#�

����������	�
d

dx1

u(x1, 0) · θ(x1) =
d

dx1

v0
1(x1) − δ(x1) · u(0, 0). ���$�

���	�	������ ������ ���#�� ���$�� �� ���#� ������ ������� �� ��	� ����	���� �� 	������� ��
��� ��	�� �� %������ � � 	���� ���&�� '� ��������� ��( ����� �����	�����

)���	�� ��*����	� ��� �� ���� � �� 	����
������ �� +������ �� �� ����	���� ���(� �� ��
���	��� �� ���	�� ��������

� ��������	�
� 
� ������

,�	��������� ��� ������� �� ���-��	. S(IRn) � S ′(IRn) �/���� ��� 01�2��

����
	
�� �� �� ������	 S(IRn) 
� ������� 
� ��� �����	��� ����
������ 
����������� ��


���� �	�	 �� �	�����	 
� ��� �����	��� ϕ ∈ C∞(IRn) ����� ��� ���� ������������ α ∈ IN0 ×
IN0.... × IN0� N ∈ IR� ������ CN �

| (1+ | x|)NDαϕ(x) |≤ CN , x ∈ IRn.

ϕk −→ 0 �� S(IRn) �� � �	�	 �� ���� �	
	 α � ���� �	
	 N � | (1+ | x |)NDαϕk(x) |−→ 0�
����	�������� �� IRn� ����
	 k −→ ∞
����
	
�� �� �� ������	 S ′(IRn) �� 
���� �	�	 �� ������	 
��� � S� �� 
����� �	�	 �� ������	


� �	
	� �	� �����	����� �������� �	�����	� �	��� S� �� ���� ������	� �� ������	 
� 
���������	���

�������
�� 
� ��������

1�



��� �������� 	� 
� 	���������� u ∈ S ′(IRn) � 
� ������� ψ ∈ S(IRn)� ������ ���� �� 
�
������� �� 
� 	���������� ���� 〈u, ψ〉 �

�� ��� ������	� ��� S ′(IRn) �� �� ��������� 	� D′(IRn) � ��� 
� ����� �� ���	�� 	����������
��	�� 
�� 	������������ �� S ′(IRn) ������ 
� ������� ��� �
 ����
��	� 	� 	������������� ������
��������� � S ′(IR2)�

��� 	������������ 	� S ′(IRn) �� ���	�� ��
���
���� ��� 
�� ��������� ������ �������	���

��������� �	
 ��� u ∈ S ′(IRn)� ϕ(x) ∈ C∞(IRn) � ���� ��	� α ∈ IN0×...×IN0 �
��� kα ∈ IN�

|Dαϕ(x)| ≤ Cα,k(1 + |x|)kα , x ∈ IRn. ��� �

�
 ���	���� ϕu �� 	�!�� ����

〈ϕu, ψ〉 = 〈u, ϕψ〉 ���"�

���� ��	� ψ ∈ S(IRn)� �� ����� 	� ��� �� ���"� ���� ��� 	�!��	� ��� 
� #�!������ �� �
#���� 
� 	�!������ 	� 
� ����������	� 	� $�������

��������� �	� ��� ϕ ∈ C∞
0 (IRn) ������� �� ���������	� 	� ������� �� 	���� �����

Fx→ξ[ϕ(x)](ξ) := ϕ̂(ξ) :=
∫
IRn

e〈ξ,x〉ϕ(x)dx, �����

x, ξ ∈ IRn, 〈ξ, x〉 =
n∑

i=1

ξixi

�� ����������	� 	� $������ 	� 
�� ��������� 	� S(IRn) ������ �� 	�!��� ��� 
� �����
	�!�������

�� ���	���� ��� ���� ϕ, ψ ∈ S(IRn)

F [αϕ + ψ] = αF [ϕ] + F [ψ], α ∈ C, F [ϕ(−x)] = ϕ̂(−ξ), x, ξ ∈ IRn. ���%�

�� #�!������ ��% ����� ������ ���� ϕ ∈ L1(IRn)

��������� �	� �� ���������	� 	� ������� ������� F−1
ξ−→x ���� ��� �� �������

F−1
ξ→x[ϕ(ξ)](x) =

1

(2π)n

∫
IRn

e−〈x,ξ〉ϕ(ξ)dξ, ϕ ∈ S(IRn)

�� #�!������ ��% � 
� #�!������ ��� ���
���� ���

Fx→ξ[ϕ(x)](ξ) = (2π)nF−1
x→ξ[ϕ(x)](−ξ). �����

�
 ��&������ ������� �� ��������
 �� '�(
���� )���������

 �



������� ��	 [�], [��]�
�� �� 	
����
���� �� ���
��
 	
����
�� �� ������� S(IRn) �� �� ����� ���������� 
�����


������	� � ���	�������	��
��� �� 	
����
���� �� ���
��
 ����
��� ������� ��
 �� ��������� ��� �� �� ���
���
 ����
��

��
� F � �� ����
� �� ������� ��� �� ����	�� �
������ ��� ������ �� ������ �
����� �� ����
�����

F−1F [ϕ] = ϕ, FF−1[ψ] = ψ, para toda ϕ, ψ ∈ S(IRn). �����


��� ��� !�
� ϕ ∈ S(IRn)

Fξ→xFx→ξ[ϕ(x)] = (2π)nϕ(−x). �����

������������

��	
�� ���������� � ������ ����
����

Fξ→x[Fx→ξ[ϕ(x)]](x) = (2π)nFξ→x[F
−1
x→ξ[ϕ(x)](−ξ)] = ϕ(−x). �����

������ �	 ��	
�����	�	 �� �������� F : S ′(IRn) −→ S ′(IRn)� ��� �� �
	 ��	
�����	���

�
� 	 �
� � ���!"���	��
�� ��
��
�	 �
 ��"���#!	 �$��� �
 S ′(IRn)�

��������� ��� !�
� u ∈ S ′(IRn)� �� 	
����
���� �� ���
��
 �� ����� ����"

F [u] = û : 〈û, ϕ〉 = 〈u, ϕ̂〉, ∀ ϕ ∈ S(IRn). ���%�

�� ���
 ��
����� &'( ��� S(IRn) ⊂ S ′(IRn) � �	� ��	
�����	�	� �� ������� �	�	� "�� �	
)�*
����
 ��+ � "�� �	 ������	 ���%� ���
����
 ����� S(IRn)�

,	� ��#���
��� "��"���	��� �� $��	 ��	
�����	���
 ���
�
 ��#	� "	�	 u� v ∈ S ′(IRn)�
�� ����������

F [αu + v] = αF [u] + F [v], α ∈ C; ���'-�

���

Fx→ξ

[
∂α1...αn

∂xα1
1 ...∂xαn

n

u(x1, ..., xn)

]
= (−iξ1)

α1 ...(−iξn)αnû(ξ1, ..., ξn), ���''�

n ≥ 1, αi ∈ IN0, i = 1, 2, ..., n;

����
Fx→ξ [δ(x)] (ξ) = 1(ξ), x, ξ ∈ IRn; ���'.�

�/� �� � ������ �� !�
����� �� ������" ��
� u ∈ S ′(IR2)� ψ ∈ S(IR2)

〈u(x), ψ(x)〉 = (2π)n〈û(ξ), ψ̂(−ξ)〉.
���'�

������������

0�� ����� � "�� ���%� ��
����1

〈û(ξ), ψ̂(−ξ)〉 = 〈u(x), ψ̂(−x)〉 = 〈u(x), (2π)nψ(x)〉 = (2π)n〈u(x), ψ(x)〉. ���'+�

23��	� �	 "������ "	�	� 	 �	 ��	
�����	�	 �� ������� �
 �	 ���	���
 �+�.��

'�



� ��������	�
� 
� ������ 
� �� ������� �����

���������	�� 
� ������� ������ �����	�� �� u � ∇u ������ 
����	����� �� ������
������ N ∈ IR ��
 ��

|u(x)| ≤ C(1 + |x|)N , x ∈ K− y |∇u(x)| ≤ C(1 + |x|)N , x ∈ K−.

���� �	�
���� �� ������
��� ��

u0 := [u]0 ∈ S ′(IR2), vβ
� (x�) ∈ S ′(R), 
 = 1, 2, β = 0, 1 y d0 ∈ S ′(IR2), �����

����� vβ
� �� ������ �� 
� ��������� ��� � d0 �� ����� �� �����

� ��� ����	�� ��
���� 
� �����!��	��� �� "����� �� S ′(IR2)� ����� 
� ��������� #�$�
%����� 
�� ����������� �#��&�'�#��(� �)����	�� ���� H �� �(�*�

Fx→ξ[Hu0(x)](ξ1, ξ2) =
(
−ξ2

1 − ξ2
2 + 2ξ1ξ2 cos α + a2 sin2 α

)
û0(ξ1, ξ2). ���(�

��������� �	
 �� ��������� �	����
���

H(z1, z2) = −z2
1 − z2

2 + 2z1z2 cos α + a2 sin2 α, z1, z2 ∈ C. ���$�


 ����� 
� ������ �
� ��
����� ���
�
�	��� H �
 ������
� ��� ��������	��

d̂0(ξ1, ξ2) = Fx→ξ[d0(x)](ξ).

�� ����� � ����� 
�� ����������� �#��&�'�#��(� �)����	��

d̂0(ξ1, ξ2) = v̂0
1(ξ1)(iξ2 − 2iξ1 cos α) − v̂1

1(ξ1)

+v̂0
2(ξ2)(iξ1 − 2iξ2 cos α) − v̂1

2(ξ2) − 2v0 cos α, ξ ∈ IR2.
�����

�� ���� 	������ ��
������ 
� �����!��	��� �� "����� � �	)�� 
���� �� 
� ������� ���(�
� ����� ���(� �)����	�� 
� ������� �
+�)��,��

H(ξ) · û0(ξ) = d̂0(ξ), ξ ∈ IR2, ���#�

����� d̂0 �� �����	��� �� ������

� �� ��	���� 
�� �����
�� 
���������� ��������	���� �����

����

-� ���� ��������
 ��
 �� �� 
� �����!��	��� �� "����� �� 
� ����,� �� 
�� ��������� ��!��'
�����
�� �������� �� �
 �.	)�� �� 
� ������� ��!�������
 ��� 
� ������� �
+�)����� ��
 ����
���#��

�/



�� ���� �� �	�
��	��� �� ���	��	 �� �� �������
 u0(x) �� ��	 �� ��
�� �� ��� �������

u0(x) ��	 �� ���	�� ���� �� �
���
�	� � �	���� �� �� �������
 �� d̂0 ��	 H� ��	� ��	� ���� ��

�����	�� ��� H(ξ) �= 0� ξ ∈ IR2�  
 ���� ������
 �����	�	��� ��� �� ��!��� H 
� �� �
���
�
 �
� "�	�
#�" �����#� �� IR2�  ��� 
�� ��	��� �
���$�	 ��� ����� �� %���&� vβ

� �
 
 �� ��� ��'��� ���� � ����
�	� ��� �
 ���(� a = ω2� )� ��� a �∈ R+ ��	 �*�+�� �
��
���

ω �∈ IR� ,���
��� ��	� ��
�	����


ω := ω1 + iω2, ω1 ≥ 0, ω2 ≥ 0 �-�*�

.&�	� �� ��!��� ��� ���	���	 H �
 ���(� ������	� �� ��	�/

H(z1, z2) = −z2
1 − z2

2 + 2z1z2 cos α + ω2 sin2 α. �-�+�

����������	 
�� ������ δ := δ(ω, α) ��� 	
� ���� |Im z1| < δ |Im z2| < δ �� �
����

H(z1, z2) �= 0. �-�(�

����� H(z1, z2) �� ����� �� ���(��
����������	� ,��

H1(z1, z2) = z2
1 + z2

2 + 2z1z2 cos α

�

z1 = ξ1 + iτ1, z2 = ξ2 + iτ2, τ1,2, ξ1,2 ∈ IR.

 
��
���

ReH1(z1, z2) = ξ2
1 + ξ2

2 − 2ξ1ξ2 cos α − τ 2
1 − τ 2

2 + 2τ1τ2 cos α.

0��
�� �� ����'������
2 | ξ1ξ2 |≤ ξ2

1 + ξ2
2 ,

�!��
��� ���/
2 | ξ1ξ2 cos α |≤ (ξ2

1 + ξ2
2) | cos α | . �-�1�

2��'�� ��	 �� ����'������ ��� �	�3
'���

|ξ2
1 + ξ2

2 − 2ξ1ξ2 cos α| ≥ ξ2
1 + ξ2

2 − 2|ξ1ξ2 cos α| ≥ (ξ2
1 + ξ2

2)(1 − | cos α|)

4����� ��� ��	� π < α < 2π� | cos α| < 1� ��	 �� ��
�� �5���� R := R(ω) ��� ���

|ξ2
1 + ξ2

2 − 2ξ1ξ2 cos α| ≥ 2|ω|2| sin2 α| �-���

��	� |ξ| ≥ R. .��3� �5���� δ1 := δ1(ω, α) > 0 ��� ��� ��	� |τ1| ≤ δ1� |τ2| < δ1

*6



|τ 2
1 + τ 2

2 + 2τ1τ2 cos α| <
1

2
|ω2 sin2 α| �����

��� 	�
��
����� ������ ����� �����	�
 ��� �� ���������� ��� ����
��� �� �

|ReH1(z1, z2)| ≥ 3

2
|ω2 sin2 α|, |Re z| ≥ R, |τ1| < δ1, |τ2| < δ1. �����

�� ����

|H1(z1, z2)| ≥ 3

2
|ω2 sin2 α|, �����

���� ��� ������ z ∈ C2� ���� �����	� ��

|H1(z1, z2) − ω2 sin2 α| ≥ 1

2
|ω|2 sin2 α, |ξ| ≤ R, |τ1| < δ1, |τ2| < δ1. �����

 �� �� ��
�� H(z1, z2) �= 0 ���� ����� z�
����������� �� H(z) �= 0 ���� |ξ1,2| ≤ R� |τ1,2| < δ2�
!������ ��

ξ2
1 + ξ2

2 − 2ξ1ξ2 cos α − ω2 sin2 α �= 0 ���"#�

���� ξ ∈ IR2� �
 �$�	���

ξ2
1 + ξ2

2 − 2ξ1ξ2 cos α − ω2 sin2 α = 0

�����	� ��

ξ1 = ξ2 cos α ± sin α
√

ω2 − ξ2
2 . ���""�

 ��� Im ω �= 0� ξ2 ∈ IR�
√

ω2 − ξ2
2 �∈ IR.

�
 �$�	���
√

ω2 − ξ2 ∈ IR �����	� �� ω2 ∈ IR+ �� 	�� ���
�%	� �� Im ω = 0�  ��� ����
	�
�����	� � �� �����	�&
�  �� �� ��
��� ���� ξ2 ∈ IR� ξ1 �∈ IR� �
��
	�� ���"#� �� 	�����

'(��� ���
M := min

|ξ|≤R
|ξ2

1 + ξ2
2 − 2ξ1ξ2 cos α − ω2 sin2 α| > 0. ���")�

 �� �� 	�
��
���� �� H(z1, z2) �*���� δ2 > 0 ��� ��

|H(z1, z2)| �= 0, 0 ≤ |Im z1,2| < δ2, |Re z| ≤ R.

+���
��

δ = min(δ1, δ2)

�,��
���� ���)��

"�



��������� ��	 ������ δ > 0 ��� 	
� ���� ���� C > 0

|H(z1, z2)| ≥ C ������

���� ���� (z1, z2) ∈ C2� |Im z1| < δ� |Im z2| < δ�

��������	
��

�� ����� ��	�
�� �� ∃R > 0� δ > 0 ��� ���

|H(z1, z2)| ≥ C(ω, α), |ξ| ≤ R, |τ1| ≤ δ1, |τ2| ≤ δ2

���
��� �� ������ �� ������ �� ∃ δ2�

|H(z1, z2)| ≥ M

2

���� |ξ| ≤ R� |τ1| < δ1� |τ2| < δ2. �� ����� ��� ������������� ����	�
�� ������

��



� �������	
 �� � ������	
 �� � �����	
 �����  ����� ��

��� ���� �� ������

����� ����	�
 ������ �� ���������� �� ��� 
� �� 	��
������ �� �� ����� ��
�������� �� ����
���	��� �� ������� � �� ��������� ����� � �
���� ������ ����� � ����	�


H(ξ1, ξ2)û0(ξ1, ξ2) = d̂0(ξ1, ξ2), (ξ1, ξ2) ∈ IR2, �!�"�

����� d̂0 
� ��#�� �� ������ $� ��
�%������ �&�"'� �	���� (��� H(ξ1, ξ2) �= 0 ∀ξ ∈ IR2� 
�
Im ω �= 0� )�����
 ����	�
 ������� �	 �
 �����
 �� �!�"� 
� �� H(ξ) � � ����� �� 
�%������
�*���
��� ���� û0(ξ)

û0(ξ) =
d̂0(ξ)

H(ξ)
, ξ ∈ IR2. �!���

�(�+ �� ����
��� 
� �������� �� �� 
������ %�������,��� �	� �� �� -�#����� ���� ���(��
1

H(ξ)
∈ C∞(IR2) �

∣∣∣∣∣ 1

H(ξ)

∣∣∣∣∣ ≤ C, ξ ∈ IR2� .�� �� /�������� &���

� ����� �� ���� !��
��

)� 
+	 ��� H(z) �� ����� ��
 ������+
���
 �����
� ��� �� ����� �!�"� �� ���������� ���%���
������� ����� ��
 ����
 �� /���� vβ

� (�� ������ ����������
 �� d̂0� .��� �� �� 0��� �	���1��
��� �1�	��� �� CK∗

+ = IR2⊕iK+� H(z) ����� ���
� )
��
 ���
 
�� ��� �����������	��� �
������

��� 
+	 ���� $� ������ d̂0(ξ1, ξ2) ��	 �2� 
� �*������ � �
�� 0��� ����+���	����� �� 
�� �
+�
��
����
 �� ����	�
 � ������ �� �������  �
���� .��� 2
�� �� �
 �
+� ���(�� supp u0 �⊂ K+�
� �
+ �� 3����	� �� .����45����� �� 
� �	��� � u0(ξ1, ξ2) �� %������ �� 
� �*������ � CK∗

+�
6� � 
����� 2
�� �����	� 
� �
�� )� �
�� 
���� ��������	�
 ��%���
 ����
 �� �
�� ����+�
7�8�7"�8�

��������� �	
 ��� u ∈ S ′(IRn)� ���	�
� ��� u ≡ 0 �� �� �
����
 ��	���
 O ⊂ IRn �	 ����

���� ψ ∈ C∞
0 (O)

〈u, ψ〉 = 0

$� ����� �� ����
 ��
 ��1����
 � �����
 ����� u �
 �%��� � ��� 
� ���	� �� �
����
 ��

���
� )� �	���	���� �� �
�� ��1���� 
� ���	� �� 
������ �� u � 
� ������ �	� supp u�

����������	 /����� u ∈ S ′(IRn) �
 ��� ������ �������� ������
 supp u = {x : u(x) �= 0}�
-�����	�
 ���� z ∈ C2� τ ∈ IR2� |z| =

√
|z1|2 + |z2|2� |τ | =

√
τ 2
1 + τ 2

2 .

�"



������� ��	 ��������	�
���

��� u ∈ S ′(IR
+
)  u ∈ S ′(K+)� �����	�


�� � ����
������� �� ������ û(ξ) ������ �� �����
��� ũ(z) �� C+  CK∗
+�

z = ξ + iτ � ��� ��
lim

τ→0+
ũ(ξ + iτ) = û(ξ) �����

�� S ′(IR) � �� S ′(IR2)
��� �� ��	��� ũ(z) ������ �� 	���

|ũ(z)| ≤ C(1 + |z|)η|τ |−ν para algunos τ, ν ∈ IR+. �����

���	������ ���� ������� ���� ����
��� �
����	����
�� ��� ����
��� �� d̂0(ξ1, ξ2)�
���
�� �� ������� �� �������	�
�� ������� ����
��� ��	���� �
����	����
�� ���  �
�	�
��

v̂β
� (ξ�) ∈ S ′(IR+) �� �!�"�# ���� 
 = 1, 2# β = 0, 1 � ���  �
�	�
�� ṽβ

� (z�) ∈ H(C+)� $������ ���
�%��� � ����� 	���	��
 ��� �����&

|vβ
� (z�)| ≤ C(1 + |z�|)η�,β |τ�|−ν�,β , z� ∈ C+, z� = ξ� + iτ�, 
 = 1, 2, β = 0, 1, μ�,β, ν�,β ∈ IR

+
.

���'�
(��� ����	�� ���)	�
 ����
��� �
����	����
�� ��  �
�	
 d̂0(ξ1, ξ2) �� �%�!� �
��  �
�	
&

d̃0(z1, z2) = ṽ0
1(z1)(iz2 − 2iz1 cos α) − ṽ1

1(z1)

+ṽ0
2(z2)(iz1 − 2iz2 cos α) − ṽ1

2(z2) − 2v0 cos α,
���!�

z1, z2 ∈ CK∗
+

��� ��� d̃0(z1, z2) −→ d̂0(ξ1, ξ2), Im z� −→ 0+, 
 = 1, 2�
*�� ����� ���'� 	���	��
 �+��� �� ���� ���� d̃0(z1, z2)&

|d̃0(z1, z2)| ≤ C(1 + |z|)η|τ |−ν , z ∈ IR2 ⊕ iK+, μ, ν ∈ IR+. ���"�

$������ ���

d̃0(z1, z2) = ṽ1(z1, z2) + ṽ2(z1, z2), ���%�

��
��

ṽ1(z) = ṽ0
1(z1)(iz2 − 2iz1 cos α) − ṽ1

1(z1) − v0 cos α, z ∈ C+ × C ���,�

ṽ2(z) = ṽ0
2(z2)(iz1 − 2iz2 cos α) − ṽ1

2(z2) − v0 cos α, z ∈ C× C+. ���-�

(����  �
�	�
�� ṽ1(z) � ṽ2(z) ���	� ���
 ��� �����&

|ṽ1(z1, z2)| ≤ C(1 + |z|)η1|τ1|−ν1 , z ∈ C+ �����

|ṽ2(z1, z2)| ≤ C(1 + |z|)η2|τ2|−ν2 , z ∈ C+ ����.�

(
 �� ��� �	/�� �����  �
�	�
�� 0�
 � 1�/�� �
 /��
 ������ 2������ ���# �	�	�����
�� ��
���� ��� 3
/��� ��
0���# �� ����� ��
����� ��� ����� �� 4���+�# ����	)	�
�� �
� �����	
 ��
��
��	
� ���� ���� 
����	����� 	
������	� �� �����5�	� �� 2	���

 �� ��� ����� ��� ���)���
H(z1, z2)�

��



�� ������	
� �� �
���� � �� 	��
���� ��
������

���������	�� �
 ��	��
� H �� �����
������	�� ��� V = V (ω) �
 �������� �� 
�� ������ ��	�
���� �� C �� H�

V (ω) = {(z1, z2) ∈ C2 : z2
1 + z2

2 − 2 cos α z1z2 − ω2 sin2 α = 0}. �����

�� ���	����� �
��������� �� ���� ���  �! �� q �� �� ��
���	�� ���������
� �� ������� ������
�������� 
� �����"��� �� #��	��� �� 
�� ������ �� q ��� ���	��$�� �
 ��
����� � %�� 
� ������
��
�� �����"���� ������ ��������� ���&����
�� ���	��$�� � C� %��� V � ������	�� ��� V̌ � ����
�������� ���&����
� �
 ���� � ������ �'��� �� ��������� ��� ����	����(���)� �� V̌ ��� ���
�������� ���� �������� 	�����

����	�� ��� ���� (z1, z2) ∈ V *

(z1 sin α)2 + (z2 − z1 cos α)2 = z2
1 + z2

2 − 2 cos αz1z2 = ω2 sin2 α,

���� ��� 	���&� � ��"���*{
z1 := ω sin ϕ

z2 − z1 cos α := ω sin α cos ϕ

∣∣∣∣ ϕ ∈ C �����


� ���
 ����
�� ��� ��� ����	����(���)� �� V � ��� ���+	���� ϕ� �� ���&������� '���� ��
��	��� �� &�����
� �� �
 ���+	����� ���������	�� μ = iϕ� �� ��
 $��	� ��� ��� ��� �����*

z1(μ) = −iω sinh μ, ���,�

��� ���� ������ �������-���� ���� .
��	� �/�����)� �� 
� ������� ������)� �� ����� �����0
�	�� ���*

z2(μ) = −iω sinh(μ + iα) ���1�

��������� ����	�� 
� ��������� ����	����(���)� �� V *{
z1(μ) := −iω sinh μ
z2(μ) := −iω sinh(μ + iα)

∣∣∣∣ μ ∈ V̌ ∼= C. ���2�

3�����	�� ��� p � 
� ���-����)� p : V̌ −→ V ��"���� 	�������*

p(μ) := (z1(μ), z2(μ)). ���4�

5�	��6�� ���������	�� 
�� ���-�������� pl : V̌ −→ C ��"����� ���*

pl(μ) = zl(μ) l = 1, 2. �����

�,



�� ��������	���
 �� �� �����
����� �� �
��	�� �� �


���
 �� ������

������� ���� �	
�� �� �� �� ��������� ��� �����
��� ṽβ
l (zl) � �� �������� ��������� V̌ � ���� ���


������
� ��� ��
�����
��� ������� ���
 ��� �� �
����
 �� ṽβ
l (zl) �� C+� ���
���� ���������
�

����
����� ��� �� �
��� �� V̌ ��� �
�����
���� � ��� ��! ���� �������� �� C ��"
 pl� �� ������
���
�����#

p−1
l (C+), l = 1, 2.

��������� ��	� $��� l = 1, 2� ��%���
� Cl := {μ ∈ C : pl(μ) ∈ C+}�

&��� V̌ +
1 �� �
��
����� �
��'� �� C1 ��� �
������ � μ = iπ

2 � V̌ +
2 �� �
��
����� �
��'�

�� C2 ��� �
������ � μ = i
(
π
2 − α

)
� ������ ������� ��� μ ∈ V̌ +

1 �� � �(�
 ��

Im (−iω sinh μ) > 0 ������

� μ ∈ V̌ +
2 �� � �(�
 ��

Im (−iω sinh(μ + iα)) > 0. ����)�

*� 
���� ��������
V̌ +

1 = {μ ∈ C : Im z1(μ) > 0}

V̌ +
2 = {μ ∈ C : Im z2(μ) > 0}.

�
 �� ���+��� �
��� ��� ���� l = 1, 2 ∂V̌ +
l = Γ̌+

l ∪ Γ̌−
l � �
���#

Γ̌+
1 = {μ ∈ C : Im z1(μ) = 0, iπ ∈ Γ̌+

1 }
Γ̌−

1 = {μ ∈ C : Im z1(μ) = 0, 0 ∈ Γ̌−
1 }

����,�

Γ̌+
2 = {μ ∈ C : Im z2(μ) = 0, −iα ∈ Γ̌+

2 }
Γ̌−

2 = {μ ∈ C : Im z2(μ) = 0, i(π − α) ∈ Γ̌−
2 }.

)-



Γ̌+
1

γ(π − δ)

Γ̌−
1

Γ̌−
2

Γ̌+
2

γ(−α + δ)

�
Im μ

0

−π
2

π
2
− α

−π
2
− α

−α

π − α

�

�

V̌ +
1

�

�

V̌ +
2

�

�

V̌ −

3π
2
− α

�

�

V̌Σ

γ(−π)

γ(0)

3π
2

ππ

π
2

������ �

��



������� ��� �	 μ = μ1 + iμ2
 �������� ��� ω = ω1 + iω2 � z1(μ) ����	�� �� ������

Im [z1(μ)] = ω2 cosh μ1 sin μ2 − ω1 sinh μ1 cos μ2.

�� ���� Im [z1(μ1 + iμ2)] = 0 �	 � ���� �	 tan μ2 = ω1
ω2

tanh μ1
 ��� ����

Γ̌−
1 =

{
μ = μ1 + iμ2

∣∣∣ μ1, μ2 ∈ IR, μ2 = arctan
(

ω1

ω2

tanh μ1

)}
.

������ �� �� �	 ��	� ���!������� �� ��� ��� ������ ��������� ��� ��� �	���� ���!� �������	����

�� "��"��

Γ̌+
1 = Γ̌−

1 + iπ, Γ̌+
2 = Γ̌−

1 − iα, Γ̌−
2 = Γ̌+

2 + iπ.

#��� ν ∈ IR
 ����	��� �� ���������

γ(ν) ≡ Γ−
1 + iν.

�� ���� ��� ��� ��������� ������
 �� ���������� �� �� �	$�	���� �������

Γ̌+
1 = γ(π), Γ̌−

1 = γ(0),

Γ̌+
2 = γ(−α), Γ̌−

2 = γ(π − α).

�� ������ �����$�
 ��� l = 1, 2
 ����	��� �� ��$	�� V̌ −
l ���� �� ��������� ����%� ���

���&���� {μ ∈ C : Imzl(μ) < 0} ��� ����	��� �� ���� μ = −iπ
2 � '���� V̌ − := V̌ −

1 ∩ V̌ −
2 �

V̌Σ := V̌ +
1 ∪ V̌ − ∪ V̌ +

2 � �(�� )	$��
 ��� ���������� �� ���� Reμ > 0��
*����� ��� ����	�	���� �� V̌ −

l , V̌ +
l , V̌ − � V̌Σ
 ������ ���������� ��� ��$	���� � ���!+�

�� ��� ��������� γ(ν)�

V̌ +
1 = (γ(0), γ(π)), V̌ +

2 = (γ(−α), γ(π − α))

V̌ −
1 = (γ(π − α), γ(0)), V̌ −

2 = (γ(π − α), γ(2π − α))

V̌ − = (γ(π − α), γ(0)), V̌Σ = (γ(−α), γ(π)),

����� ��� γ1
 ��� ���� �� �,�&� �� γ2
 (γ1, γ2) := {μ : γ1 < μ < γ2} � �� ���,��� A ≺ B
�	$�	��� ��� �� ���&���� A ���� �� ��,�&� ��� ���&���� B �

���� �� �,	���� Ω ⊂ C
 ��������� �� H(Ω) �� ���&���� �� ����� ���  ���	���� ������	���
�� Ω�

'�� v(zl) ∈ H(C+)
 l = 1, 2� ����	��� �� ��!�����	���� v̌(μ) �� v̌(zl) ���� �� �����	�	���

v̌(μ) = v(zl(μ)), ����-�

����� zl(μ) ���� ����	�� �� (10.5)�

./



�� ������������ �	 ��
 ������	
 ṽβ
l 	� C+ ������� �� ������������ �	 v̌β

l 	� V̌ +
l ���� l = 1, 2�

�� �����������

v̌β
l (μ) ∈ H(V̌ +

l ), l = 1, 2, β = 0, 1. ������

�
��� ������� ������� ��	�
 �������� 	� �	�������	�� �	 ��� �� ���!�� "	 #	�#� ��	�$
	�
 ��
 	%��	
��	
�

v̌1(μ) = −v̌1
1(μ) + ω sinh(μ − iα) v̌0

1(μ) − v(0) cos α, μ ∈ V̌ +
1 ,

v̌2(μ) = −v̌1
2(μ) + ω sinh(μ + 2iα) v̌0

2(μ) − v(0) cos α, μ ∈ V̌ +
2 .

����&�

�� �� ������	
 �� ��
��	
 ���� �� �
���� ��
���

�� 	� ��
 �	� '�(�� ���	%� �� ��	%�)� 	���	 �
 ���
 �	 *���#+ 
	 ���	�	 �	� ,	�	��
�	 -��	+$.�	�	�� /01� /�1� / 1� /�1� /��1�

2� ��
��	���
 �� 	�����)� �	 3	��#��4

H(D)u0(x) = d0(x), x ∈ IR2, ��0���

�� supp u0(x) ⊂ G� ���	 G 	
 �� '�(�� ���� ���	%� �� 	5	����

G = K+,

	����	
 	� ,	�	�� �	 -��	+$.�	�	� ������� 6�	�

H(z)ũ0(z) = d̃0(z), z ∈ IR2 ⊕ iK+, ��0�0�

���	 d̂0(z) ��	�	 �� ���� 
������ � ���7��
�����	
 ���7� �	��	
	��� �(������ �� ������	
 ����8����
� *� H(z) = 0 ���� z ∈ V �

	����	


d̃0(z) = 0, z ∈ V. ��0���

"�� 6�	 d̃0 
	 	%��	
� � �����
 �	 �
 ���
 �	 *���#+� �� 	� ���7�� 	����	
 �� 	�����)�
��0��� 	
 �� �������� 	� �
������ �	 	
�
 ���
 �	 *���#+�
�� 	� ��
 	� 	� 6�	 G � 	
 ���	%� �� 
������)� 
	 ��	��	 ���# �'
 ����������

9
��
 ��	�	�
 
���	��	 ��� 	�����)� ���	(��� ���� ��
 ������	
 ṽβ
� � �� 	�����)�

��(	���8�� �	� ��� ��0��� 	� �
�� �	
�
 � 
	 ��
��	���

0 



�� ������	�
��� �� 	����� �� ��� �����	��� ������������

�� K+

��������� �	
� ���

S(K+) := {ψ ∈ S(IR2) : supp ψ ⊂ K+}.
��� �	
� ��� ψ ∈ S(K+) � ������	 C > 0
 ε0 > 0 ��� ��

|ψ(x1, x2)| ≤ C exp(−ε0x1 − ε0x2), x1 > 0, x2 > 0. ������

�	��	��� �� �	���	 ψ̂(−ξ1,−ξ2) ������ �� ����	���	 �	������� ψ̃(−z1,−z2) �	 �� ����

Πε0 := {(z1, z2) : Im z1 < ε0, Im z2 < ε0}. ������

�����������


��	 
� �������� ��� � 
� ��������� ���	 
 ����	� � ψ� ������

ψ̂(−ξ) =
∫

K+

exp(−iξ1x1 − iξ2x2)ψ(x1, x2)dx1dx2. ������

�����	��� �� 
� �������

ψ̃(−z1,−z2) =
∫

K+

exp(−iz1x1 − iz2x2)ψ(x1, x2)dx1dx2 ���� �

� ���
!���� � 
 "	� Πε0 � ��	� ��� � ������� �����	�	 �� 
� ���#	�
 ���� �
���$	# �����	���� ��� 	����� � z ∈ Πε0 � 
� ����� ���� ��� ��� �	�$����
����
%�� 	����� � z� &����

∣∣∣∣∣ ∂α1+α2

∂zα1
1 ∂zα2

2

exp(−iz1x1 − iz2x2)ψ(x1, x2)

∣∣∣∣∣ =

|exp(−iz1x1 − iz2x2)(−ix1)
α1(−ix2)

α2ψ(x1, x2)| ≤

exp(τ1x1) exp(τ2x2)(1 + |x|)α1+α2|ψ(x1, x2),

������

���� z1 = ξ1 + iτ1� z2 = ξ2 + iτ2. '����� ������ �������

∣∣∣∣∣ ∂α1+α2

∂zα1
1 ∂zα2

2

exp(−iz1x1 − iz2x2)ψ(x1, x2)

∣∣∣∣∣ ≤

exp(x1(τ1 − ε0)) exp(x2(τ2 − ε0))(1 + |x|)α1+α2 .

����(�

��	 
� ����� ��	� z ∈ Πε0 
� ���#	�
 ���� � ���$	# ����
������ �#��
 ���� 
��
�	�$���� ����
%�� � (z1, z2)� )��� ��� �� �� ψ̃(−z1,−z2) � ���
!���� � Πε0 �
*�
�� ����	 ��
���� �� ψ̃(−z1,−z2) = ψ̂(−ξ1,−ξ2)� ������ (z1, z2) = (ξ1, ξ2).

�+



�� �� ������	
 �
����� �� ��
���	


�� ���� �����	� 
�������
� �� ������	� ������� �� �
����	�� ���
�����
� �� ���������

��� ������
 S(K+) ��� ���
� � ��� �� ��������� ���
���
� ��� α ∈ IR

C±
α := {z ∈ C : ±(Im z − α) > 0}

��������� �	
� ��� ε > 0� �� ��	
�	�� � ��� ��	���	�� ψ ∈ S(K+) ����� ���	��������

� ��������������� ψ̃(z) ���	�	 ��	��	�����	 �	������� �	 �� ���� C+
−ε × C+

−ε � ��������� �� ����

���� ��� N ∈ IN
|ψ̃(z)| ≤ CN,τ (1 + |z|)−N , Im z = τ ������

�� ���� �������� Sε(K+)�

��� �	
� ��� û(ξ) �� ���	������� � ������� � �� ���������	 u(x) ∈ S ′(IR2) ��� ��� û(ξ)
���	� ��	��	�����	 �	������� �	 �� ���� Π̃ε := (C−

ε × C−
ε ) ∩ (C+ × C+)� ���� ����	 ε > 0�

����	����� ��� ũ(z) ����� �� ������	�� ���� �	 Π̃ε 

|ũ(z)| ≤ C(1 + |z|)μ|τ |−ν , z = σ + iτ, ������

���� ����	�� μ, ν ∈ IR+. ����	����� �����!	� ��� ψ ∈ Sε(K+)� �	��	��� ���� ���

τ = (τ1, τ2) ∈ (0, ε) × (0, ε)

〈û(ξ), ψ̂(−ξ)〉 =
∫
Im z1=τ1, Im z2=τ2

ũ(z)ψ̃(−z)dz1dz2. ������

�����������

 
 �� ��!����	� �� �� �
��������	� ����"���� �� ��� ���������
���

〈û(ξ), ψ̂(−ξ)〉 = lim
τ→0+

〈ũ(ξ + iτ), ψ̂(−ξ)〉. ������

#� ��� ũ(ξ + iτ) �� ����"���� �� Π̃ε $ ������ �� �
�� ������% ���
����
��� 0 < τ1, τ2 < ε

〈ũ(ξ + iτ), ψ̂(−ξ)〉 =
∫
IR2

ũ(ξ + iτ)ψ̂(−ξ)dξ

�
��� ψ(−ξ) ∈ S(IR2)�  
 
�
 ���
 �� &����	� ψ̃(−z1,−z2) �� ����"���� �� Πε $ ������
�� �
�� ������ �
 '��	������ (����
� �� �����
 �� �������� ξ + iτ = z �� �� �������∫

IR2
ũ(ξ + iτ)ψ̂(−ξ)dξ

$ 
������
� ∫
IR2

ũ(ξ + iτ)ψ̂(−ξ)dξ =
∫
IR2+iτ

ũ(z)ψ̂(−z + iτ)dz.

�)



������� �	
�� τ ′ = (τ ′
1, τ

′
2) �	 ��� 0 < τ ′

k < ε� k = 1, 2� ��� �	 ������� �� ������
�� ��������� ���	������� �� 	�� ��������� ũ(z) � ψ̂(−z + iτ) ��� ������� �� z � 	�� ����
�� ��!��� �"! �#������ ���$∫

IR2
ũ(ξ + iτ)ψ̂(−ξ)dξ =

∫
IR2+iτ ′

ũ(z)ψ̃(−z + iτ)dz. �� �%!

&������� ��� '�( �	 ���#�� �� '����#	� σ = z − iτ ′� �#������ �� �� �%! ���$∫
IR2

ũ(ξ + iτ)ψ̂(−ξ)dξ =
∫
IR2

ũ(σ + iτ ′)ψ̃(−σ − iτ ′ + iτ)dσ �� �)!

*�� τ −→ 0+� +������

ψ̃(−σ − iτ ′ − iπ) −→ ψ̃(−σ − iσ′)

�� S(IR2
σ)� ��� 	� ���∫

IR2
ũ(σ + iτ ′)ψ̃(−σ − iτ ′ − iτ)dσ −→

∫
IR2

ũ(σ + iτ ′)ψ̃(−σ − iτ ′)dσ

������ τ −→ 0+� ,� ��� 	���� ��� �� � ! � �� �)! ������∫
IR2

ũ(σ + iτ ′)ψ̃(−σ − iτ ′ − iτ)dσ −→ 〈û(ξ), ψ̂(−ξ),

��� 	� ��� �#������

〈û(ξ), ψ̂(−ξ)〉 =
∫
IR2

ũ(σ + iτ)ψ̃(−σ − iτ)dσ

���� ��� σ = (σ1, σ2)$ 0 < τ1,2 < ε� +�� ����#� �� �-! �����.� ��	 ���#�� z = σ + iτ ′�

��
������� � 	� ������/� �� &�	���	( � ��! �� K−� *�� u ∈ C∞(K−) ��� ��	���/� ��
��� ������/� � u0(x) = [u]0 �� �0����/� ��� 1 � IR2. 2����� ��� �� ����	� � �"! ��� d0 ��
� �)!�

*�� ψ ∈ S(K+)� ,�#��� � ��� �	 ���� u0 ⊂ K− � �	 ���� ψ ⊂ K+� ������� $

〈u0(x), ψ(x)〉 = 0. �� �3!

��� 	� �
��	��� �� �����'�	 �%��-! ��� ���	��� ���$

〈û0(ξ), ψ̂(−ξ)〉 = 0. �� �4!

+�� ������/� �� 	� #��� ���� �������� 	� ������/� ���
��	 �� ����0�/�� 2����� ��/0���
��� �� ���������� �� �4! ���� ��� ������/� ���
��	�

���������� ��� 	� ����������� �� ������� d̂0(ξ) ���� 	� ���������/� ���	���� d̃0(z1, z2)�
(z1, z2) ∈ CK∗

+ ��� ��� ��5���� �� �6� !� +� �	 ��
����� 	��� ������������ 	� �����#���/�
û0(ξ) �� 	� ����� �� ���
��	 ����������

-1



���� ���� ��� ψ ∈ Sε0(K+) ���� ����	 ε0 > 0
 �	�	��� ���� ��������� ε� 0 < ε < ε :=
min(ε0, δ(ω, α))


〈û0(ξ), ψ̂(−ξ) =
∫
Im z1=ε, Im z2=ε

d̃0(z)ψ̃(−z)

H(z1, z2)
dz1dz2. ������

���� δ(ω, α) �� �� �	 �� ��������	 �
�


	��
��������

�� 	
 ����	
 ����� ���������

〈
û0(ξ), ψ̂(−ξ)

〉
=

〈
d̂0(ξ)

H(ξ)
, ψ̂(−ξ)

〉
. �������

�
 ������� d̂0(ξ) ����� 	
 ��������� 
�
	����
 d̃0(z1, z2) �� �	 ��
 CK∗
+ ������ ����� ��� 	


���
 ��� ��
!� �	 "��	
�� #�� ������ δ = δ(ω, α) �
	 $�� H(z) �
����
�� �#��%� �� Π̃δ�

!� 	� �
���
d̂0(ξ)

H(ξ)
����� �������
���� 
�
	����


d̃0(z)

H(z)
�� �	 ��
 Π̃δ & 
'���� 	
 ��(������

���
 )

 
	(��
� μ, ν ∈ IR+

∣∣∣∣∣ d̃0(z)

H(z)

∣∣∣∣∣ ≤ C(1 + |z|)μ|τ |−ν , z ∈ Πδ. �������

*+�
� 
)	��
��� �	 ���
 ����� ,���� $�� ��'
� 	
� +�)������ '� ���� 	��
 �� ���)	��

)

 Π̃δ� �� �� 	�(
 '� û(ξ) )������
d̂0(ξ)

H(ξ)
� !� 	� �
��� ������ �� ��(�� '� ����%��

�

���
 ���� �� ������	�� �������	 �	������ �� ������ ���� ��� ψ ∈ Sε0(K+)� ε0 < δ(ω, α)�

∫
Im z1=Im z2=ε

d̃0(z)ψ̃(−z)

H(z)
dz1dz2 = 0, ∀ε ∈ (0, ε0) �������

	��
��������

-��� �� ��(�� '� ������ & �������
����������� .
 $�� d̂0(ξ) �� ��)��
 
 �
��� '� 	�� '
��� '� "
��+& ��/
�� ������� ��0

������ 	
 ���
���� ������� ���
�	��� ��
 �������� ���� /���� '
���� )� 	� �
��� 		
�
��� 

/��
 ���
����� 	
 1��
���� 2���(
	 '� "������� �

1� 	
 ��(������ ������� �
��� 
 	��
��
 /��
 ���
���� 
 	
 ������
 V̌ �

%�



�� �������	
���� �� � �����
�� �� �����
�� � � �������

�
� �� �
�	���

����������	
 ���� �� ������� 	���
��
����	
 �� �������� 
�����	� �� 	
� �����	
�� � ����	

����
 ����� 
������
��

A1(ψ) + A2(ψ) = 0, para todo ψ ∈ Sε0(K+), ε0 < δ(ω, α), �����

	
�	� ���� ε ∈ (0, ε0)

A1(ψ) =
∫
Im z1=ε,Im z2=ε

ṽ0
1(z1)(iz2 − 2iz1 cos α) − ṽ1

1(z1) − v0 cos α

z2
1 + z2

2 − 2z1z2 cos α − ω2 sin2 α
ψ̃(−z1,−z2)dz1dz2 �����

A2(ψ) =
∫
Im z1=ε,Im z2=ε

ṽ0
2(z2)(iz1 − 2iz2 cos α) − ṽ1

2(z2) − v0 cos α

z2
1 + z2

2 − 2z1z2 cos α − ω2 sin2 α
ψ̃(−z1,−z2)dz1dz2. �����

�� �	�� ��������� ��  ���������� !���� ���������� � �� �����"��� 	� #������ V 	� ��$��
����	
 �� %�
���� 	� &���'� 	� ����	�
� #�������� �� �(�����)� �� �� ������� �������� ��
���
�
�*� �
� �������
 	� z2 ���+
 z1 "+
� ���� Im z2 < ε � �� �� �����	� �������� ����
Im z1 < ε � �
� �
�
� ����� �
��� V �� ���
� ���
� ,-� ������������� .��
� � *���
��/�� ��
�0��
�
 H(z1, z2) �� �� 	��
����	
� 	� ������ ����� �
�


z2
1 + z2

2 − 2z1z2 cos α − ω2 sin2 α = (z2 − z+
2 (z1))(z2 − z−2 (z1))

= (z1 − z+
1 (z2))(z1 − z−1 (z2)), z ∈ C2.

�����

12�0

z±2 (z1) = z1 cos α ∓ sin α
√

ω2 − z2
1 �����

z±1 (z2) = z2 cos α ∓ sin α
√

ω2 − z2
2 ���3�

�
Im z+

2 (z1) > 0, cuando Im z1 = ε �����

Im z−2 (z1) < 0, cuando Im z1 = ε ���4�

Im z+
1 (z2) > 0, cuando Im z2 = ε �����

Im z−1 (z2) < 0, cuando Im z2 = ε. ����$�

�� ���� 	� �� ��0/ �� ������ ���3� �� ��� 2�� Im (
√

a > 0)� �� a ∈ C+ \ IR+
#����������	
 �� �������� �� ����� �
�
 �� �������� �����	�� 
������
��

A1(ψ) =

∫
Im z1=ε

[∫
Im z2=ε

ṽ0
1(z1)(iz2 − 2iz1 cos α) − ṽ1

1(z1) − v0 cos α

[z2 − z+
2 (z1)][z2 − z−2 (z1)]

ψ̃(−z1,−z2)dz2

]
dz1

������

��



����� ������ 	
 ����
���� ��� �	 �������	� �	��� 	��	 ����
���� 	����	 ε1 < ε�
��
 ��	 ���� z1 ��� Im z1 = ε

Im z+
2 (z1) > ε, Im z−2 (z1) < ε, para todo ε ∈ (0, ε1).

������	�	��� 
� ���	���
 ���	���� 	� ����� ���	��� ε ∈ (0, ε1)� ����	 ε1 	� 	
 ����� ����
	� 	
 ����
���� ��� �	
 �������	�  �����	� ��� �	 
�� ��!�	� z+

2 (z1)� z
−
2 (z1)� �"� ��	�����	��	

z+
2 (z1) �	 	���	���� ����� ����#� �	 
� �	��� {Im z2 = ε} �� Im z1 = ε $ 
� ���� ��!% z−2 (z1) �	
	���	���� ����� �#�&� �	 
� ����� �	��� ���� Im z1 = ε� '���� � �	���� 	
 �������� {Im z2 = ε}
��� �#�&� �	 ��
 (���� ��	 ���	��� 	
 ��
� z−2 (z1)� ��
��
���� 
� ���	���
 ���	���� 	� ���� $
��� 	
 �	��	�� �	 �	������ �	 �����$ $ ������ ���#���� ��	 ψ̃(−z1,−z2) �	��	�	 ��� �	��	���
�	 z2 ��)��	��	�	��	 �"���� ��� �*��� �#�	�	���+

A1(ψ) =

−2πi
∫
Im z1=ε

ṽ0
1(z1)(iz

−
2 (z1) − 2iz1 cos α) − ṽ1

1(z1) − v0 cos α

z−2 (z1) − z+
2 (z1)

ψ̃(−z1,−z−2 (z1))dz1.
���,�

-	 ���	�� �	�	&���	 �#�	�	���

A2(ψ) =

−2πi
∫
Im z2=ε

ṽ0
2(z2)(iz

−
1 (z2) − 2iz2 cos α) − ṽ1

2(z2) − v0 cos α

z−1 (z2) − z+
1 (z2)

ψ̃(−z−1 (z2), z2)dz2.
���.�

�������$	��� ���,� $ ���.� 	� ���� �#�	�	��� 
� 	�����/� ���	���


∫
Im z1=ε1

ṽ0
1(z1)(iz

−
2 (z1) − 2iz1 cos α) − ṽ1

1(z1) − v0 cos α

z−2 (z1) − z+
2 (z1)

ψ̃(−z1,−z−2 (z1))dz1

+
∫
Im z2=ε1

ṽ0
2(z2)(iz

−
1 (z2) − 2iz2 cos α) − ṽ1

2(z2) − v0 cos α

z−1 (z2) − z+
1 (z2)

ψ̃(−z−1 (z2),−z2)dz2 = 0,

���*�

∀ψ ∈ Sε0(K+)

0��	��� 	
 ���#�� �	 1����#
	� �2��� 	� 
� 	�����/� ���*� ���� 3
	1�����3 ���� 	�����/�
� V �  � ����	� 
����� 1���� � ��	���)��� 
�� ��������� �	 ���	�����/� 	� 
� 	�����/� ���*��

4��� ε > 0
Γ̌−

1,ε := {μ ∈ V̌ +
1 (μ) : Im z1(μ) = ε, Im z2 < 0}. �����

..



�iπ

�

Im μ

�

�

�

0
Γ̌−

2,ε

�iπ
2

�i(π − α)

� −iπ
2

�−iπ

�−iα

�−i(π
2
− α)

Γ̌−
1,ε

�

�

V̌ −
1

�

�
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1

�

�
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�

�
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�

�
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���� ����	
���� ����
��	 �	 ���	 �� �	 ������	 V̌ −
1 � ��� ����	 ���

�����	
�� �	 ���	 Γ̌−
1,ε �	� ��� �	 �����	���� ����
	�	 	 �	 �����	���� ��� �������

{Im z1 = ε}� ����
�� ��� �	 ����
	 �����	���� �� �	� ��� C−
ε ����  � �	 ����!	 ��� �������"

��	��� 
���
��  � #��
$� �� �	��� ������
�� �	 �����	���� �� Γ̌−

1,ε �	� ��� �� ��	 V̌ −
1 �� ����	�  � �	 ����!	

�	
��#�� %�
��	
����"  		 ε > 0

Γ̌−
2,ε := {μ ∈ V̌ +

2 (ω) : Im z2(μ) = ε, Im z1 < 0},

��� �	 �����	���� ��
� �� �	 ������
$		 ε > 0 ������
��

V̌ −
ε := (Γ̌−

2,ε, Γ̌
−
1,ε) �&'�&(�

)!�	" !	��
�� �� �	
��� �&*�'� �� �	� �����	��� �&'�&���
+� �	 ,�
��	 �&'�'� �� ����� ���

z−2 (z1) = −iω[sinh μ cos α ± i cosh μ sin α] = −iω sinh(μ ± iα). �&'�&-�

������
�� �� ����� �� �&'�&-�" �� μ ∈ Γ̌−
1,ε(ω)� .�����
�� ��� Im z−2 (z1) < 0 ��	���

Im z1 = ε� %� μ ∈ Γ̌−
1,ε" �������� !	/ ���  ��� �� ����� ” + ” �� �&'�&-� /	 ��� �� ���� �	��

z−2 (z1) = −iω sinh(μ + iα) = z2(μ)

 � �&*�'�" /

Im z2(μ) < 0, si μ ∈ Γ̌−
1,ε.

��������"  		 μ ∈ Γ̌−
1,ε(μ)

z−2 (z1(μ)) = z2(μ) = −iω sinh(μ + iα). �&'�&0�

1��,�
�
����"  � �&'�'�

z+
2 (z1(μ)) = −iω sinh(μ − iα), μ ∈ Γ̌−

1,ε. �&'�&2�

)!�	 �������
�� z±1 (z2)" ��	��� Im z2 = ε > 0� �� ���� �	�� �	
��#� �	 �3 ����� ��	�
�� ���� �� �	 ���	 Γ̌−

2,ε�
%� ������
�� #��	 ���	 ��
� �� �	 ����	 �" ��������

z−1 (z2(μ)) = z1(μ)

 � ��� Im z1(μ) < 0 ��	��� μ ∈ Γ̌−
2,ε� �� �,����" �&'�(�" �&*�'� �
 ���	�" ���

4'



z±1 (z2) = z2 cos α ∓ sin α
√

ω2 − z2
2

= −iω sinh(μ + iα) cos α ∓ sin α
√

ω2 − (iω sinh(μ + iα))2

= −iω sinh(μ + iα) cos α ∓ sin α
√
−ω2 cosh2(μ + iα)

= −iω[sinh(μ + iα) cos α ∓ i cosh(μ + iα) sin α]

=

{ −iω sinh μ
−iω sinh(μ + 2iα)

�������

�	
�� ��	 ��� ������
z±1 (z2(μ)) = z1(μ)

� ��	�

z±1 (z2(μ)) = −iω sinh(μ + 2iα).

�� ��	 ���� μ ∈ Γ̌−
2,ε

Im z1(μ) < 0,

	�����	�
z−1 (z2(μ)) = z1(μ), μ ∈ Γ̌−

2,ε �������

�
z+
1 (z2(μ)) = −iω sinh(μ + 2iα), μ ∈ Γ̌−

2,ε(ω). �������

����� ��������
�� ��� 	���	����	� ���	����� ������� ����� � ������� �������
� ��� 	���	����	� ���� z1 z2 ������ 	� �����!� ���	�	
��

∫
Γ̌−

1,ε

v̌0
1(μ) [i(−i)ω sinh(μ + iα) − 2ω sinh μ cos α] − v̌1

1(μ) − v0 cos α

−iω sinh(μ + iα) + iω sinh(μ − iα)
ψ̌(μ)(−iω) cosh μdμ

+
∫
Γ̌−

2,ε

v̌0
2(μ) [i(−i)ω sinh μ − 2i(−i)ω sinh(μ + iα) cos α] − v̌1

2(μ) − v0 cos α

−iω sinh μ + iω sinh(μ + 2iα)
·

ψ̌(μ)(−iω) cosh(μ + iα)dμ = 0,

�����"�

����	
ψ̌(μ) = ψ̃

(
−z1(μ),−z−2 (z1(μ))

)
= ψ̃ (−z1(z2(μ)), z2(μ))

"#



���������	��� 
�� 	���	���	� 	� �������
��

i(−i)ω sinh(μ + iα) − 2ω sinh μ cos α = ω[sinh(μ + iα) − 2 sinh μ cos α]

= ω(sinh μ cos α + i cosh μ sin α − 2 sinh μ cos α)

= −ω[sinh μ cos α − i cosh μ sin α]

= −ω sinh(μ − iα)

�������

��

−iω sinh(μ + iα) + iω sinh(μ − iα) = −iω[sinh μ cos α

+i cosh μ sin α − sinh μ cos α + i cosh μ sin α]

= −iω[2i cosh μ sin α]

= 2ω cosh μ sin α

�������

��

i(−i)ω sinh μ − 2i(−i)ω sinh(μ + iα) cos α = ω sinh μ−

−2ω sinh(μ + iα) cos α

= ω[sinh μ − 2 sinh μ cos2 α − 2i cosh μ sin α cos α]

= ω[sinh μ(1 − 2 cos2 α) − 2i cosh μ sin α cos α]

= ω[sinh μ(− cos 2α) − i cosh μ sin 2α]

= −ω[sinh μ cos 2α + i cosh μ sin 2α]

= −ω sinh(μ + 2iα)

�������

��



��

−iω sinh μ + iω sinh(μ + 2iα) = −iω[sinh μ−

− sinh μ cos 2α − i cosh μ sin 2α]

= −iω[sinh μ(2 sin2 α) − i cosh μ sin 2α]

= −iω[2 sin α(sinh μ sin α − i cosh μ cos α)]

= −iω · 2 sin α(−i) cosh(μ + iα)

= −2ω sin α · cosh(μ + iα)

�������

�	
���	���� ��
 �����
����
 ��������
 �� ��������������� � �������� ��������


∫
Γ̌−

1,ε

[
ω sinh(μ − iα)v̌0

1(μ) + v̌1
1(μ) + v0 cos α

]
ψ̌(μ)dμ

+
∫
Γ̌−

2,ε

[
−ω sinh(μ + 2iα)v̌0

2(μ) − v̌1
2(μ) − v0 cos α

]
ψ̌(μ)dμ = 0,

�������

���� ���� ψ ∈ Sε0(K+)� ��	 ε < ε0�
���

v̌(μ) :=

{
v̌1(μ), μ ∈ V̌ +

1

v̌2(μ), μ ∈ V̌ +
2 .

�����!�

�����
v̌1(μ) = ω sinh(μ − iα)v̌0

1(μ) + v̌1
1(μ) + v0 cos α, μ ∈ V̌ +

1 �����"�

v̌2(μ) = −ω sinh(μ + 2iα)v̌0
2(μ) − v̌1

2(μ) − v0 cos α, μ ∈ V̌ +
2 �������

�#���� ��� �!���
|ṽ0

1(z1)| ≤ C(1 + |z1|)μ1,0(Im z1)
−ν1,0 ,

�����$�
� ��� ��"���

|v̌0
1(μ)| ≤ C(1 + | sinh μ|)μ0

1e−ν0
1 , μ ∈ Γ̌−

1,ε.

������������
|v̌1

1(μ)| ≤ C(1 + | sinh μ|)μ1,1e−ν1,1 , μ ∈ Γ̌1,ε.

%
�� �����$� �	�
|v̌1(μ)| ≤ C(1 + | sinh μ|)μ1e−ν1 , μ ∈ Γ̌1,ε. �������

��



����������	�
|v̌2(μ)| ≤ C(1 + | sinh μ|)μ2e−ν2 , μ ∈ Γ̌2,ε 
�����

��	������ �� �������� 
����� �� ������� ���������� ����∫
∂V̌ −

ε

v̌(μ)ψ̌(μ) = 0 
�����

���� 	��� ψ ∈ Sε0(K+) � 0 < ε < ε0
��	� �� �� �������� ��	����� �� �������� ���� �����	� ��� ��	�� ��  ���!� ��	� ��������

������� ��� �������� �������"�� #�� �� �$� %	��

�� ������	
��

&���	��� !���� ��	����� �� �������� ��	����� �� �������� 
������ #�� �����	� ��� ��	�� ��
 ���!� ����� �� �����'��� �� (������ �� ��� �����	��"�	���� ������)�� ��� �"����� H ��	�
�������� �����	� ��	����� ����"	������	� ��� *�������� v̌1(μ) � v̌2(μ) �� V̌ +

1 ∪ V̌ − ∪ V̌ +
2 �

��	���� �� �������� ����������
v̌1(μ) = v̌2(μ)

���� ��	�� ��	�������� +���������	� ��	� �������� �� ��� �� ������������ ,�-� ,.-

�.



�� ������	


�� ���� ����	
�� 	���������� ������� ���
�	�	�� ������
��� 	� �� ������ 	� 
�������
��
��� �� ���� �� �� ����
�� ���

��������� �	
� ���� z ∈ C \ IR+ ����
�� ��� arg z ∈ (0, 2π) � ����
√

z ������� ��
���� ��� ���

Im
√

z > 0, z ∈ C\ IR+. ������

��� �	
� ��� z ∈ C�

0 < α ≤ arg z ≤ π

2
������

�

|z| ≥ C ≥ 0. ������

��	
��� �

Im z ≥ C sin α. ������

��������	
��

��� z = ρeiθ� ��	
��� Im z = ρ cos α� θ ∈ [α, π
2
]� ��
�� ������ ������� �������

���� ��� ��� ω = ω1 + iω2� ω1 ≥ 0� ω2 > 0� ��	
��� ���	� C(ω) > 0 	�� ��� ���� ξ ∈ IR

Im
√

ω2 − ξ2 ≥ C(ω) > 0. ������

��������	
��

�� ��� ω2 ∈ C+� ��	
��� ���� ξ ∈ IR� 	����


arg ω2 ≤ arg(ω2 − ξ2) ≤ π.

�� ��� ω2 > 0� ��	
��� arg ω2 ≥ α(ω) > 0� �	
 ������� ��� ���� ξ ∈ IR

0 <
1

2
α(ω) ≤ arg

√
ω2 − ξ2 ≤ π

2
. ������

��
�� ��
	��
 |ω2 − ξ2|� ξ ∈ IR� �� ω1 = 0� ��	
���

|ω2 − ξ2| = ω2
2 + ξ2 ≥ ω2

2, ξ ∈ IR.

�� ω1 > 0� ��	
���
|ω2 − ξ2| ≥ |Im (ω2 − ξ2)| = 2ω1ω2.

�� ���
 ��
 	����

|ω2 − ξ2| ≥ C(ω), ξ ∈ IR.

� ��� 
 ∣∣∣∣√ω2 − ξ2

∣∣∣∣ ≥ C1(ω), ξ ∈ IR. ������

!��"
 ������� ������ # �������"
 �� $��� ���%� 
�	����
 �������

�&



���� ���� ��� z := a + bi� �������	

√
z = x + iy,


��
�

y2 =
1

2
(−a +

√
a2 + b2). �����

	��
��������

������
� �������	 	�������	 	� ������� ���

y2 =
1

2
(−a ±

√
a2 + b2).

�� 	���� ��� 	� 	������� ������ y2 ≥ 0� ��� �� ����� ����� ���
� 
���	���
��

���� ���� ��� f(x, y)� ��� ������� �������� �� 
�	  �������	 ��

A := [−p, p] × [−q, q] ⊂ IR2.

�������	 �� �������
M(y) := min

|x|≤p
|f(x, y)| ���!�

�	 �������� �� y ∈ [−q, q]�
	��
�������

��� yn −→ y0� n −→ ∞� yn, y0 ∈ [−q, q]� "� ��� f(x, y) �	 ����������� �������� �� A�
�������	 ���� ε > 0 �#�	�� Nε ��� ���

|f(x, yn) − f(x, y0)| < ε, x ∈ [−q, q], n > Nε.

�	�� 
�	�����
�
 ������� ���

|f(x, yn)| < |f(x, y0)| + ε ����$�

%

|f(x, yn)| > |f(x, y0)| − ε ������

���� x ∈ [−p, p]� n > Nε

���
|f(x1, y0)| = min

|x|≤p
|f(x, y)|.

�������	 ��� ����$� ������	 ���

min
|x|≤p

|f(x, yn) ≤ |f(x1, yn) < |f(x1, x0)| + ε = min
|x|≤p

|f(x, y0), n > Nε,

&�



�� ������ ������� �� 	
���� ����� ����������

M(yn) < M(y0) + ε, n > Nε. ������

������������� ������ �����	� �
�

M(yn) > M(y0) − ε, n > Nε.

����� ��� �����
������� �����	�� �
�

|M(yn) − M(y0)| < ε, n > Nε,

�
� ������	�� �
�
M(yn) −→ M(y0), n −→ ∞,

�� ��	�� M �� 	�����
��

����������	 
�� ������ γ = γ(ω) > 0 � ������ C(ω) > 0 ��� �
�

Im (
√

ω2 − z2 ≥ C(ω) > 0 ���� �

���� ���� ε ∈ (0, γ)� Im z = ε.

�����������	�

��� �!����� �� ����������� ������� �
�	�� γ ��� �
�

0 < γ < 1. ����"�

��� ω := ω1 + iω2� ω1 ≥ 0� ω2 > 0� ε < γ� �����	��

ω2 − z2 = ω2
1 − ω2

2 − ξ2 + ε2 + 2i(ω1ω2 − ξε). ����#�

�� �
�������� �
�

|ξ| ≥ R(ω) :=
√
|ω2

1 − ω2
2 + 2| . ����$�

�����	��

ξ2 ≥ ω2
1 − ω2

2 + 2.

%� �� ����������	�&� ����#�� ���'�� ����"� � ����$� ��������� �
�

(Im (
√

ω2 − z2))2 ≥ 1

2
(ξ2 − ω2

1 + ω2
2 − ε2) ≥ 1

2
(2 − ε2) ≥ 1

2
.

�����	��� �� ���� 	��� ������� ����� �� ���� �

C(ω) =
1

2
�����

"�



�� ������	
�� ��
|ξ| ≤ R(ω). �������

�������
�� �	 �������

M(ε) = min
|ξ|≤R

∣∣∣∣Im (√
ω2 − (ξ + iε)2

)∣∣∣∣ . �������

�
����
�� �� ���� ε1 > 0 �	� ��
√

ω2 − (ξ + iε)2 � �������	 � [−R,R] × [−ε1, ε1]�

	� ω1 > 0� ����� ε := ε(ω) �	� �� �	�	 z = x + iy ∈ [−R,R] × [−ε2, ε2]

|Im z2| < 2ω1ω2, |y| < ε.

�� ���� 
|Im z2| = |Im [(x + iy)2] = |2xy| ≤ 2R|y|.

� 	��! �"��
�� �	 	#�
	����� $�� �� �	��� 

Im (ω2 − z2) > 0, para |x| ≤ R, |y| ≤ ε2.

$�� � C\IR+ �	 �������
√

z � �������	 ������
√

ω2 − (ξ + iε)2 � �������	 � [−R,R]×
[−ε1, ε1].

"� ω1 = 0� �� �� �	�� �	�	 z = x + iy x ∈ IR |y| ≤ ω2

ω2 − z2 = −ω2
2 − x2 + y2 − 2ixy ∈ C+ \ IR+

%
√

ω2 − z2 � �������	 � IR × (−ω2, ω2) ��� �	 �#������ �����

������� �	�	 ω1 ≥ 0,
∣∣∣Im (√

ω2 − (ξ + iε)2
)∣∣∣ � �������	 � [−R,R] × [−ε1, ε1] ����

ε1 = min(ε2, ω2) ���� ���� � ω % R� $�� � &
	 ���' M(ε) � �������	 � [−ε1, ε1]�
�������
�� M(0)� $�� � �
	 ���( ���� C1(ω) �	� ��

M(0) ≥ C1(ω) > 0.

$�� �	 ���������	� � M(ε) ���� γ := γ(ω) > 0 �	� ��

M(ε) ≥ C1(ω)

2
, |ε| < γ.

������� ��� ������� Im (
√

ω2 − (ξ + iε)2 ≥ C1(ω)

2
�	�	 |ξ| ≤ R |ε| < γ(ω)�

��������� ��	� �	 ε �� � �#� ��
� � � &
	 �)�( ������ ���� ε1 ∈ (0, ε) �	�
��

�	�	 z = ξ + iε� ξ ∈ IR, 0 < ε < ε1�

Im z+
2 (z) > ε �����*�

Im z−2 (z) < ε �������

)(



��������	
��

����������� �	
���� �	���� ������� ���

Im z+
2 (z) = ε cos α − sin α · Im

√
ω2 − z2. �	
����

��� �� ����������� 	
�� ������ C(ω)� � γ > 0 ��� ���

Im (
√

ω2 − z2 ≥ C(ω) > 0, para ε ∈ (0, γ), ξ ∈ IR. �	
����

��� � �	
���� ������� ���

− sin α · Im (
√

ω2 − z2) ≥ C1(ω) > 0, para ε ∈ (0, γ). �	
��!�

"�� ε2 > 0 ��� ��� ε2 ∈ (0, γ) �

| cos α|ε2 <
1

2
(− sin α)C(ω).

#�������

ε cos α − sin α · Im (
√

ω2 − z2) ≥ (− sin α)C(ω) − |ε cos α| = −1

2
sin αC(ω) > 0,

ε ∈ (0, ε2)� $%��� �	
���� ������� ���

Im z+
2 (z) ≥ −1

2
sin α · C(ω) > 0, para Im z = ε ∈ (0, ε2).

"� ε2 < −1
2
sin α · C(ω)� � ε2 < ε� �������� �	
��� ���&� &�������&��

"� ε2 < −1
2
sin α · C1(ω)� � ε2 ≥ ε, �������� ������� ε1 > 0 ����� ��� (−1

2
sin αC(ω))

� ε�
#� ���� ���� �	
��� ���'��� �� &��������
�� ����������� �	
��	�� �� �	���� � ��� �� (������ &� )���� �'�������

z+
2 (z)+z−2 (z) = 2z cos α

&� &��&�

Im z+
2 (z) + Im z−2 (z) = 2 cos α · Im z

�	
��� ������� ���

2 cos α · Im z > ε + Im z−2 (z), cuando 0 < Im z = ε < ε1,

��� ����*��� �

Im z−2 (z) < 2ε cos α − ε, cuando 0 < Im z = ε < ε1,

�� ��� 2ε cos α < 2ε� ��������

Im z−2 (z) < ε, si 0 < Im z = ε < ε1.

��� �� ����� �� ��������� �� &��������
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