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1. Introduccién y objetivos.

El objetivo principal del trabajo es desarrollar un par de métodos combinatorios
para poder calcular el producto de Kronecker c(A, 4, ¥) = (x*®x*, x*) de caracteres
del grupo simétrico cuando A, u, v son particiones de 2 partes. Este s un problema
dificil que todavia no ha sido resuelto y es un area de investigacion de actualidad
(ver [2] y [1]). En particular, me enfocaré en el caso de que las tres particiones
tienen 2 partes, caso en el que ya se han encontrado algunas férmulas, presentando
aqui dos nuevos métodos para atacar el problema, basados en interpretaciones
combinatorias de productos de caracteres.

Las representaciones irreducibles V* del grupo simétrico est4n indexadas por
particiones A, y es un problema de interés, abierto y dificil calcular la descom-
posicién en representaciones irreducibles del producto tensorial V* ® V* de dos
representaciones irreducibles. Para atacar el problema se consideran los caracteres
x* de las representaciones irreducibles V*, de modo que el caracter de V* @ V*
es el producto de x* ® x* de caracteres, llamado producto de Kronecker. En
este lenguaje, la multiplicidad de V¥ en V* ® V# es igual al producto interno
c(\ u,v) = (x* ® x*, x’- Sin embargo, no existe una descripcién combinatoria
general de c(A, p, v).

Uno de los pocos casos en los que se conoce respuesta es el caso cuando las
particiones u, v tienen cada una dos partes. En ese caso, c(A, i, v) > 0 implica que
A puede tener a lo més 4 partes. Algunos trabajos como [10] y [5] han atacado el
problema y han encontrado férmulas para éstos casos. En esta tesis se presentan
dos nuevas métodos para calcular ¢(A, 4, ) en el caso de que A también tenga dos
partes. El segundo método presentado se basa en la correspondencia RSK entre
matrices y tablas de Young. Es posible que la descripcién combinatoria usada sirva
para calcular ¢(A, i, v) cuando v tiene dos partes, pero u, v més de dos, los cuales
serian resultados nuevos.

El trabajo se divide en dos partes. En la primera, se introducen los concep-
tos y definiciones que seran necesarias para desarrollar los métodos. En el primer
capitulo se consideran nociones como particiones, diagramas de Young, tablas de
Young, operaciones con tablas, para después introducir en el capitulo siguiente la



1. Introduccién y objetivos.

correspondencia de RSK. Esta correspondencia posee muchas propiedades nota-
bles y ha sido objeto de muchos trabajos y que tiene aplicaciéon en muchas areas
de matematicas. Para concluir la primera parte, se da una breve introduccién a
representaciones y caracteres con enfasis en el grupo simétrico, mencionando inter-
pretaciones combinatorias de varios resultados de caracteres.

La segunda parte de la tesis desarrolla los dos métodos de calculo para c(A, u, V).
El primer método se obtiene de una interpretacién combinatoria de productos de
caracteres de permutacién como nimero de matrices tridimensionales con entradas
no negativas con ciertas restricciones.

Los dos capitulos siguientes, forman la parte mas importante de la tesis. Primero,
se introduce la correspondencia RSK para matrices tridimensionales, la cual es-
tablece una biyeccién entre matrices tridimensionales de entradas enteras no neg-
ativas y pares de tablas de Young. A continuacién se determinan las «condiciones
de fila y columna» que deben satisfacer las matrices para que el par de tablas
que les corresponde tenga la misma forma y contenido. Posteriormente, el sigu-
iente capitulo desarolla una segunda forma de calcular c¢(), u, V) para particiones
de dos partes, como la diferencia entre el nimero de matrices tridimensionales que
satisfacen las condiciones de fila y columna.

En el capitulo final, se presentan las dos férmulas obtenidas, y se demuestra que
ambas, junto con las datas den [10] y [5] son equivalentes, asi como un esquema que
se podria seguir para atacar el mismo problema cuando alguna de las particiones
tiene mas de 2 partes.

Pedro Sanchez. Morelia, Michoacan. Junio 2006.
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2. Particiones y tablas de Young.

2.1. Particiones.

Dado un entero positivo n, decimos que A es una particién de n si A es una
sucesién débilmente decreciente de nimeros naturales cuyos términos suman n.
En otras palabras,

A=A, A, A)

es una particibn de n si Ay > Ay > --- > A, y A1 + A2+ ---+ A, = n. En este
caso, escribimos A - n. El conjunto de todas las particiones de n lo denotamos por
Par(n)

Ejemplo. A = (4,3,1,1), © = (2,2,2,2,1) y v = (9) son particiones de 9.

A los enteros A, As, ..., A, se les llama las partes de X y al entero r se le llama el

longituf de la particion, denotado por (), mientras que a la suma 7 se le llama
el tamafio de la particion y se denota por |A|.

Una notacién alterna de representar las particiones consiste en indicar el nimero
de veces que cada entero aparece en la particion. Asi,
A= (19,29, k%, ...)
representa la particion que consta de ¢; partes iguales a 1, ¢, partes igual a 2 y asi
sucesivamente.
Ejemplo. A = (4,3,1,1) = (12,2°,3,,4Y) y u = (2,2,2,2,1) = (1}, 2%).

Finalmente, a veces es conveniente pensar en las particiones como sucesiones
infinitas en las que sélo un numero finito de términos es diferente a cero. Asi, la
particién A = (4, 3,1, 1) puede identificarse con la sucesién infinita

A=(4,3,1,1,0,0,0,...).

Al conjunto de todas las particiones de n lo denotaremos por Par(n), y al conjunto
de todas las particiones como Par.



2. Particiones y tablas de Young.
2.2. Diagramas y tablas.

Para cada particiéon es posible obtener una representacién grafica como se des-
cribe a continuacién.

SiA = (A1, Az, - -, A,) s particion de n, el diagrama de la particion es el conjunto
D(A) ={(¢,7):1<j< A paral <i<r}

Por ejemplo, para A = (4, 3,1, 1) se tiene el siguiente diagrama

>
Il
o o o o

A la representacion anterior se le conoce como diagrama de Ferrer de la parti-
cién. Es conveniente identificar las particiones con sus diagramas, de modo que se
puede hablar del tamaifio, o longitud de un diagrama. Cuando sea necesario hacer
la distincién entre particién y diagrama, se sefialard de forma explicita.

Cuando en vez de usar puntos se usan casillas, como en la representacién sigu-

L]

iente,

A =

se obtiene el diagrama de Young de la particion. Nuevamente hemos hecho la iden-
tificacion de la particion con su diagrama. En lo sucesivo, al referirnos al diagrama
de una particién usualmente nos referimos al diagrama de Young.

Dada una particién A, la particion conjugada A’ la obtenemos intercambiando
las filas y las columnas de su diagrama. Asi:

N =(4,2,2,1) =

Es claro que el conjugado de A’ es nuevamente A.



2. Particiones y tablas de Young.

2.3. Ordenes entre particiones.

Deseamos ahora establecer relaciones que nos permitan comparar dos particiones
cualquiera. Una forma intuitiva primera de comparar dos particiones es comparar
unicamente sus diagramas.

Siel diagrama de A queda contenido en el diagrama de u, en cierto modo podemos
decir que p es mas «grande» que A. Decimos entonces que A estd contenida en u,
lo cual lo denotamos por A C u si y sblo si A\; < u; para j = 1,2,... (conviene
considerar las particiones como sucesiones infinitas). La relacién de contencién
define un 6rden en el conjunto Par de todas las particiones, llamado orden de
contencion.

(4,3,2,1) =

IN

= (5,3,3,1).

El 6rden de contencién no es un érden total, ya que no siempre es posible com-
parar dos particiones arbitrarias. Por ejemplo (4) y (2,2) no son comparables pues
ninguno de los dos diagramas contiene al otro. En particular, cualquier pareja de
particiones de un mismo entero no son comparables en este orden.

Un orden maés refinado consiste en ordenar las particiones de modo lexicografico.
Es decir, A < u siexiste un entero kK talque A\; = pjparal <j <Kk y Ajy1 < ljy1.
El 6rden lexicografico es un érden total, por lo que cualquiera dos particiones se
pueden comparar. Por ejemplo, Par(4) que da totalmente ordenado como sigue:

(1,1,1,1) < (1,1,2) < (2,2) < (3,1) < (4).

Finalmente, un tercer 6rden, que tendra especial importancia en lo sucesivo, es
el llamado drden de dominacion.

Decimos que A = (A1, Az, As, .. .) es dominado por g = (1, l2, i3, - -.), lo cual se
denota por A I, si [A| = |u|y

Att Ao+ A S+ e

para toda k (nuevamente conviene considerar las particiones como sucesiones in-
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finitas). Por ejemplo A = (4,3,1,1) < u = (6,2,1) pues

4 < 6,
4+3<6+2,
44+34+1<6+2+1,
44+34+1+1<6+2+1+0.

El orden de dominacién no es un 6rden total, ya que (5,2,2) y (4,4,1) no son
comparables: 5 > 2 pero 5 + 2 < 4 + 4.

2.4. Tablas de Young semiestandar.

Sea A una particién. Si en cada casilla del diagrama de Young colocamos un
numero entero, obtenemos un llenado del diagrama.

Si un llenado es tal que las filas del diagrama son débilmente decrecientes y las
columnas son estrictamente crecientes, obtenemos una tabla de Young semiestdn-
dar, o simplemente una tabla de Young.

Si T es una tabla de Young obtenida llenando el diagrama de A, entonces A es
la forma de la tabla T

Las siguientes son dos tablas semiestdndar diferentes de una misma forma A =
(4,3,1,1):

ot
o1

6| 314[7]

5|6

)

[o[on]co]wo
|©|OO N |

Si T es una tabla de forma A, al intercambiar las filas por columnas obtenemos
una tabla 7" de forma )\'. La tabla 7" asi obtenida se denomina la tabla transpuesta
de T'. Es claro que la tabla transpuesta de 7" es nuevamente T'.

El contenido cont(T") de una tabla T es la sucesién (ci,c2,...,Ck, ... ) donde cg
es el niimero de veces que k aparece en T'. Asi, para

5|56
6|7

T =

o ow]w

se tiene cont(T) = (0,1,1,0,3,3,1). Notemos que el contenido de una tabla no
necesariamente es una particion.
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Cuando la forma de una tabla es igual a su contenido, solo hay una forma de
llenarla. A esta tabla de forma y contenido A la denotamos por U()). Por ejemplo,
si A =(2,2,1), la tGnica tabla de Young semiestandar de forma y contenido A es

1)1
U((2,2,1))=2]2]
13

Una tabla de forma A - n que se llena con los nimeros 1, 2,...,n de manera que
cada uno de ellos aparece exactamente una vez, tiene contenido (1,1,...,1) y se
denomina tabla de Young estandar.

Por ejemplo,

1123 1124 1|3
iafela) (28 Lze 1

son todas tablas de Young estandar y su contenido es (1,1,1,1).

Un diagrama sesgado es un diagrama que se obtiene borrando cuadros de un di-
agrama de Young, de forma que los cuadros borrados formen también un diagrama
de Young. Si A es un diagrama y u es un diagrama contenido en A, denotamos por
A/ al diagrama sesgado obtenido al quitar x de A.

Por ejemplo, si A = (5,3,3,1) y & = (4,2,2), el diagrama sesgado A/u es el
determinado al quitar las casillas marcadas:

o|le|e o| ‘ D
Mu=(53,3,1)/(4,2,2) = B H

[ BN J
Una tabla de Young sesgada consiste en un llenado de un diagrama sesgado de
modo que las filas sean débilmente decrecientes y las columnas sean estrictamente
crecientes, por ejemplo:

3/5/6]
11347
|5]6]7]8

Notemos que las tablas de Young son también tablas sesgadas (para u = 0).

Si T es una tabla de Young, la palabra fila de T, o simplemente la palabra de
T, se denota por w(T) y se obtiene listando los elementos de la tabla por filas de
abajo hacia arriba, cada fila de izquierda a derecha.

Asi, para

3|3]5]

N~
Il
|@0~3[\J
o
ﬂ
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tenemos w(t) =63572335.

La palabra columna w..(7") de T se obtiene listando los elementos por columnas
de derecha a izquierda, cada columna de abajo hacia arriba. Por ejemplo, para la
tabla mencionada arriba se tiene w.(7") = 63253735.

*
col

Las palabras fila y columna reversas, w*(T") y w’,(T) se obtienen al invertir el

orden de w(T') y wxi(T') respectivamente.

2.5. Insercién por columnas e insercién por filas.

A continuacién describiremos el algoritmo denominado insercion por columnas.
Sea T una tabla de Young semiestdndar y c un entero no negativo. La insercion
por columnas es un proceso por el cual se obtendra una tabla denotada por ¢ — T
cuya forma difiere s6lo en una casilla respecto a T'.

Los pasos a seguir para insertar el entero c en la tabla T son los siguientes:

= Si c es estrictamente mayor que todos los enteros de la primera columna, se
coloca al final de la misma y el proceso termina.

= En caso contrario, existe una primera casilla (de arriba hacia abajo) que
contiene un entero c; que es mayor o igual a c. Intercambiamos entonces a
c1 por c en esta casilla y procedemos a insertar a c; en la siguiente columna.
Decimos en este caso que ¢ «boté» a c; de la primera columna.

= Sic; es estrictamente mayor que todos los enteros de la segunda columna, se
coloca al final de la misma y el proceso termina.

= En caso contrario, existe una primera casilla de la segunda columna que
contiene un entero c, mayor o igual que c;. Intercambiamos a c; por c; en
tal casilla y procedemos a insertar c; en la tercera columna. Decimos que c¢;
boté a ¢, a la tercera columna.

» El proceso contintia del mismo modo: Para insertar c; en la columna k, si
cr es mayor que todas las entradas de la columna k, se agrega al final y el
proceso termina. En caso contrario, encontramos la primera posicién con un
valor c;.; mayor o igual que c; e intercambiamos c; por c; en tal casilla,
botando cg; a la columna siguiente.

= Si al llegar a la ultima columna 7, el entero ¢, bota a c¢,,;, agregamos una
nueva columna consistente de ¢, ; y el proceso termina.

12
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A continuacién ilustramos algunos ejemplos de inserciéon por columnas. Sea

2

4

5

5

6

7

6

7

‘OOO"n-bM

Ejemplo. Calcular 5 — T'.

= Insertamos 5 en la primera columna, botando el 5 de la tercera fila (la primera
entrada mayor o igual a 5), obteniendo

2

4

ot

5

6

7

2
4
5|6

8

= Insertamos el 5 botado de la primera columna en la segunda, botando el 5 de

la segunda columna:

2

4

5

5

6

6

7

|OOO'I|J>M

7

= Al insertar 5 en la tercera columna botamos el 6 y obtenemos

o

o

ol

‘0001|J>M
(@]

m La inserciéon del 6 en la cuarta columna bota el 7:

(e}

2
4
5(6

8

= Al no haber mas columnas, afladimos una columna consistente del 7 y termina

el proceso.

7

5—T =

CTJ‘O‘I N

\1\01 I

Ejemplo. Calcular 6 — T'.

13
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2. Particiones y tablas de Young.

= Si insertamos 6 en la tabla original, el 6 bota al 8 de la primera columna y
obtenemos

2145
5(6 7
617 °

‘O)U'ln-bl\)

= Como 8 es mayor que todos los elementos de la segunda columna, se agrega
al final y el proceso termina:

=
ot

(@)}
~

6 =T =

OO (N
oo N
ﬂ

Un hecho que no es obvio de la construccién anterior, es que el resultado fi-
nal es una tabla de Young semiestdndar. Para probarlo, demostraremos un hecho
mas general: cada uno de las etapas intermedias son también tablas de Young
semiestandar.

Si en el paso k insertamos c; en la k-ésima columna, ya sea que lo insertemos al
final o botemos algin nimero, como botamos el primer valor mayor o igual a ¢, la
nueva columna sigue siendo estrictamente creciente. Por tanto en todas las etapas
las columnas permanecen en orden estrictamente creciente.

Supongamos que antes de ser botado c; estaba en la fila m. Si habia un entero
a su derecha (esto es, en la columna k), debe ser mayor o igual a ¢ por hipotesis
de induccién, por lo que al insertar c; en el paso k, necesariamente cae en una fila
menor o igual a m.

Dicho de otro modo, al insertar un entero no puede terminar en una fila debajo
de la que tenia antes de ser botado. Por ello en los ejemplos anteriores, las casillas
marcadas (en las que se realizan los intercambios) estan «subiendo» si recorremos
las columnas de izquieda a derecha.

Ahora bien, si al insertar ¢, queda en la misma fila que la anterior la nueva fila
sigue siendo débilmente decreciente porque c;_; < cx. Por otro lado, si al insertar
cx queda en una fila mas arriba de la que estaba en el paso anterior, la casilla que
tiene a su izquieda es estrictamente menor que cx_; y la que estd a su derecha
es mayor o igual al valor botado. Por tanto, la fila queda débilmente ordenada.
Resumimos las observaciones anteriores en el siguiente teorema.

Teorema 1

El resultado de insertar por columnas un entero en una tabla de Young semiestan-

14
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dar es otra tabla de Young semiestdndar.

Una pregunta natural al establecer un proceso es saber si se puede revertir. En
este caso, dada una tabla y el entero que se insertd, recuperar la tabla original.
El siguiente ejemplo muestra que esto no es posible, ya que una misma tabla se
obtiene de insertar un mismo entero en dos tablas diferentes:

2—-[1[3] = ;3 = 2—>.

Sin embargo, es posible revertir el proceso de insercién se se conoce la casilla
extra que se agreg6 al final del proceso. Ilustremos el mecanismo con un ejemplo.
Supongamos que la tabla S siguiente es el resutlado de una insercién, y que la
casilla marcada es la que se agregd al final

2334
S=135|6
5/6|8

ot

6]

(@]
~

Dado que la altima insercién fue el 7 de la quinta columna, debi6 ser botada de
la columna anterior por el mayor nimero menor o igual a 7, en este caso, el 6. Por
tanto, la etapa anterior (en la que se insert6 el 6) debio ser
2/3[3]4]5/6]

315/6|7
5/68

Ahora, el 6 que se insert6 en la cuarta columna debi6é ser botado de la tercera
por el 6 (el mayor entero menor al que se botd), de modo que la etapa anterior fue

2/3[3[4]5/6]

35|67
5/68

El 6 que se insert6 en la tercera columna debi6 ser botado por el 6 de la segunda.
Asi, el paso anterior fue

2/3[3[4]5/6]
3/5/6[7 .
5|68

Finalmente, el 6 que se inserté en la segunda columna fue botado por el 5 de
la primera, con lo que concluimos que el entero insertado inicialmente fue 5 y la
operacién que se efectud fue

23|3/4/5]6] [2]|3]3/4]5]6]
5— 35/67 —|3|5|6]6]7] -
6/6[8 5/6]8

15



2. Particiones y tablas de Young.

El mecanismo general para revertir el proceso es claro, la entrada que se bota
en la columna anterior siempre es el mayor entero que es menor o igual al que se
inserta en la siguiente.

A la sucesién de casillas en las que se realizan intercambios durante el proceso,
que estan marcadas en el ejemplo anterior se conoce como ruta de insercion. Asi, la
ruta de insercién en el dltimo ejemplo consta de las casillas (3, 1), (3, 2), (2, 3), (2, 4), (2,5)
siendo (2,5) la casilla que se adicion6 respecto a la tabla original.

Para concluir la seccidén, describiremos una notacién usada para indicar la posi-
cién relativa entre dos casillas de una tabla. Decimos que una casilla A esta al
Norte (IN) de otra casilla B si la fila de A est& estrictamente arriba de la casilla
de B, mientras que decimos que A esté al norte (n) si la fila de A es menor o igual
a la fila de B.

1/2]3]4]4]5]9]
415(5]6[7]8

El 3 estd al Norte del 6, y el 6 esta al norte del 8.

Una reacién es méas débil que la otra: si A estd al Norte de B, entonces también
estd al norte de B, pero el converso no necesariamente es cierto.

De manera similar definimos notaciéon para los demdas puntos cardinales. Por
ejemplo, la casilla A esta al este de B si la columna de A es menor o igual a la de
B, o decimos que la casilla A est4 al norte-Este (nE) de B si la fila de A es menor
o igual a la de B pero la columna de A es estrictamente mayor que la de B.

o o o ‘
S5 e|e Las casillas marcadas estan al norte-Este (nE) del 5.

Con esta propiedad podemos describir la propiedad de la ruta de insercién que
se us6 para probar que el resultado siempre es una tabla.
Teorema 2
Cada casilla de la ruta de insercién por columnas esta al norte-Este de las ante-
riores.

Existe un algoritmo dual a la insercién por columnas, denominado insercién por
filas. El resultado de insertar por filas el entero c en la tabla 7" se denota por T' < ¢
y el proceso es el siguiente:

= Si c es mayor o igual que todos los enteros de la primera fila, se coloca al final
de la misma y el proceso termina.

= En caso contrario, existe una primera casilla (de izquierda a derecha) que
contiene un entero c; que es estrictamente mayor a c. Intercambiamos en-
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2. Particiones y tablas de Young.

tonces a c; por c en esta casilla y procedemos a insertar a c; en la siguiente
fila. Decimos en este caso que ¢ «botdéy a c; de la primera fila.

= Si c; es mayor o igual que todos los enteros de la segunda fila, se coloca al
final de la misma y el proceso termina.

= En caso contrario, existe una primera casilla de la segunda fila que contiene
un entero ¢, mayor o igual que c;. Intercambiamos a ¢, por c; en tal casilla
y procedemos a insertar c, en la tercera fila. Decimos que c¢; boté a ¢; a la
tercera fila.

» E] proceso contintia del mismo modo: Para insertar c, en la fila k, si c es
mayor o igual que todas las entradas de la columna k, se agrega al final y el
proceso termina. En caso contrario, encontramos la primera posicién con un
valor cg,; estrictamente mayor que c; e intercambiamos ci,; por c; en tal
casilla, botando ¢ ; a la fila siguiente.

= Si al llegar a la ultima fila r, el entero ¢, bota a c,,;, agregamos una nueva
fila consistente de c,,; y el proceso termina.

Notemos que las desigualdades débiles y estrictas se invierten. El resultado de
la insercién por filas es nuevamente una tabla de Young semiestdndar y existen
resultados duales para los resultados que se obtienen con insercién por filas. Por
ejemplo, la ruta de insercién por filas ya no es en direccién norte-Este como en la
insercién por columnas sino es en direccidén Sur-oeste.

2.6. Insercién de palabras y equivalencia de Knuth

Siw = wyw,---w, es una palabra y T' es una tabla, definimos la insercion por
fila de w en T como:

T+ w=((T+ wy) < ws) -+ w,) (2.1)
y la insercion por columna de w en T' como:

w— T = (w — (W — - (w, = T))). (2.2)

Notemos que al insertar por filas, los elementos de la palabra se insertan en el
orden en que se leen, pero al insertar por columnas se insertan en el orden contrario.

Decimos que dos palabras w;, w, son Knuth-equivalentes (denotado w; = ws),
cuando el resultado de la inserciéon por filas de ambas, es la misma tabla de Young
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2. Particiones y tablas de Young.

semiestandar. Por ejemplo, si w; = 3211 y w, = 3121 tenemos

11
D—w)=((0+3)«2)«1)«1=[2 |:(®<—w2),
13

por lo que w; y w, son Knuth-equivalentes. Recordemos ahora las palabras fila y
columna w, w.,, descritas en en una seccién anterior, es posible probar que si T es
una tabla cualquiera, entonces

T = (0 + w(T)), (2.3)

es decir toda palabra es Knuth-equivalente a la palabra fila de la tabla que se
obtiene al insercién por fila la palabra original. Si usamos insercién por columnas
podemos definir una relaciéon de equivalencia similar, en donde dos palabras serian
equivalentes si el resultado de insertarlas por columna es el mismo. Ademas, se
tiene un resultado similar para la palabra columna:

T = (weal(T') — 0) (2.4)
por lo que toda palabra es Knuth-equivalente (por columnas) a la palabra columna
de la tabla que genera.

En [3] se demuestra que la insercién por filas y la insercién por columnas de una
palabra tiene el mismo resultado:
Teorema 3

Siw = wyws, -+ -w, es una palabra cualquiera, entonces

wo0=w — (W — - (wr — 0)) = (0 = wy) e wp) - —w,). (2.5)

Notemos nuevamente que el orden en que se insertan los elementos en cada inser-
cién es contrario del orden en la otra. De lo anterior, se tiene que las equivalencias
definidas anteriormente son en realidad la misma:

Teorema 4

Para cualquier tabla T
Weol(T') = w(T). (2.6)

Vamos a ilustrar todo lo expuesto con ejemplos. Sea w = 21243. Si procedemos
a insertar w — 0 obtenemos la sucesion de tablas

2/3] 1]2[3] [1]2]3]
) ) i, 4 ) 214

N
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2. Particiones y tablas de Young.

mientras que al insertar () «+ w obtenemos

112] [1]2]4] [1]2]3]
’ ’ l bl l bl 2 4
y el resultado final de ambas inserciones es la misma tabla T = é Z 3 | Las

palabras fila y columna de T son respectivamente
w(T) = 24123,  we(T) = 21423,

ambas palabras diferentes de w. La insercién por filas (o columna) de ambas da
origen a la misma tabla 7. Como ilustraciéon daremos la insercién por columnas:

213 3
wT) - 0: 3, 273, [1z3, |2 e

wea(T) = 0:  [3], [2]3) 4213|’

2|3\’ 3] (2.8)

‘I-bl—“.,pH

1
2
1
2

BN Do
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3. La correspondencia RSK.

Usando la insercién por filas es posible construir una correspondencia entre ma-
trices con entradas enteras no negativas y pares de tablas de la misma forma. Tal
correspondencia se conoce como la correspondencia Robinson-Schensted-Knuth .
El objetivo de este capitulo es describir a detalle tal correspondencia y explorar su
relevancia.

Introduciremos primero el concepto de mdrgenes de una matriz. Si A = (a;),

el margen por renglones es el vector A = (A1, A, ..., A,,) donde
)\i = Z 2% (3.1)
j=1
mientras que el margen por columnas es el vector u = (w1, o, - . ., 4n) dado por
1=1

Es decir, A es el vector de las sumas por fila de la matriz A, mientras que u es el
vector de sumas por columna.

3.1. Descripcién de la correspondencia RSK.

La correspondencia RSK consta en realidad de 2 biyecciones. Una entre matrices
con entradas no negativas y arreglos de 2 filas con cierto orden; la segunda entre
tales arreglos y pares de tablas de Young de la misma forma.

Sea A una matriz de m x n con entradas enteras no negativas:

a11 Q12 Q1n

Qo1 Q22 Qon
A= ]

Am1 Am2 Amn
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3. La correspondencia RSK.

A tal matriz le asignamos el arreglo
Uiy Uz Uz ... Ut
w =
Uy Uz Vs ... U
que consta de a;; columnas de la forma (;) En tal arreglo supondremos adicional-

mente que las entradas se ordenan lexicograficamente, primero por la fila de arriba
y luego por la de abajo.

Por ejemplo, si
e 30
4 2
entonces el arreglo de dos filas asociado es

" 111222222
11111112 2)°

la cual tiene a;; = 3 columnas de la forma G), a1» = 0 columnas de la forma (;),

a,1 = 4 columnas de la forma (f) y a2 = 2 columnas de la forma (3)

La asignacién es reversible, pues dado un arreglo de dos filas obtenemos la matriz
inicial haciendo a;; igual al numero de columnas de la forma (;) En las biyecciones
anteriores, el arreglo estd ordenado sélo para tener unicidad en la representacion
de los arreglos, pero el orden cobrard relevancia al describir la segunda biyeccion

de la correspondencia RSK.

Notemos finalmente, que el nimero de columnas del arreglo de dos filas es igual
a la suma de todos los elementos de la matriz A de m x n asociada. Todas las
observaciones anteriores quedan reunidas en el siguiente resultado.
Proposicién 5

Existe una biyeccién entre arreglos de tamarfio 2 x s ordenados lexicograficamente
y matrices con entradas enteras no negativas cuyos elementos suman s.

Ahora, usaremos la insercién por filas para establecer una segunda biyeccién. Sea

w::<m Uy m)) (53)

'Ul 'U2 oo ’Ut

y consideremos las palabras, u = uiUs - - - U Y U = U1Us - - - U;. Vamos a construir un
par de tablas (P, Q) a partir de las palabras u, v como sigue:

» Sean P, =[y,|y Q1 = [u,)
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3. La correspondencia RSK.

» Para k > 1, tomamos Py, como P + .

» Para £ > 1, tomamos Q.1 como la tabla obtenida de @), agregando u; en
misma posicién que la casilla de Py, que fue afiadida a FP.

= Al final del proceso tomamos P = P, y @ = Q.

Notemos que de este modo, P = () + v. Vamos a ilustrar el proceso con un ejemplo.

Sea
(11223
1 3243
entonces u = 11223 y v = 13221. La sucesion de tablas que se obtiene es:

(P, @) = (L)1) (3.4)
(P, @2) = ([13}[1]1]) (3.5)
2]

[E

(P5,Qs) = ( 3 é L > (3.6)
(@) = ({3214 1 1212) (57)
a2 - (A2 ) - e (39

A la tabla P le llamamos la "tabla de inserciéon” y a la tabla @ la "tabla de registro”,
haciendo referencia a la forma en que fueron construidas.

Teorema 6

La correspondencia w — (P, Q) es una biyeccién entre arreglos de dos filas orde-

nados lexicograficamente y pares de tablas de Young semiestdndar de la misma
forma.

Sabemos que la insercién por filas siempre da origen a una tabla de Young
semiestandar, por lo que P siempre es una tabla de Young, por lo que solo ten-
emos que probar que ¢ es una tabla de Young semiestdndar. Los elementos de
@ se agregan en un orden débilmente decreciente, ya que son los valores de la
primera fila de w, y por tanto cada que se agrega una neuva casilla, el elemento
que tiene es mayor o igual que los ya agregados anteriormente, de modo que cada
fila se mantiene débilmente decreciente. Pero adicionalmente, las columnas deben
estar en orden estrictamente creciente. Si uy = ug,; entonces vy < Vg1, y por el
Lema de Insercién por columnas ([3] p. 9), la ruta de insercién en P de vy, esta
estrictamente a la derecha y no termina debajo de la ruta de insercién de v;. Esto
garantiza que la casilla en la que se agrega uy.; estd en una columna diferente a la
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3. La correspondencia RSK.

que se inserta ug, y mas aun, los elementos iguales de ) se agregan de izquierda a
derecha.

Ahora hay que verificar que la correspondencia es biyectiva, para lo cual hay
que describir que el proceso es revertible. Sabemos que la insercién por filas por si
misma no es revertible, porque dos palabras pueden dar origen a la misma tabla,
pero con la ayuda de la tabla de registro podremos establecer de forma explicita
de qué arreglo de dos filas w se origind la tabla.

Recordemos que @ se obtiene a partir de la palabra u;u, - - - u; la cual es débil-
mente decreciente. Para obtener entonces u;, buscamos el mayor elemento z de Q.
Si hay varias casillas con ese valor z, recordamos que valores iguales se agregan de
izquierda a derecha de modo que la casilla con el valor z que se encuentre mas a la
derecha fue la ultima en agregarse a @ y u; = z. Eliminando esa casilla obtenemos

Qt—l-

Ahora, en la tabla P, es posible deshacer la insercion por fila ya que conocemos
la altima casilla que fue agregada, de manera similar a la explicada en el capitulo
anterior, de modo que obtengamos el valor v; y la tabla P;_; en la que fue insertado.
De este modo, tenemos la tltima columna (:}‘:) de w y el par de tablas (P, 1,Q: 1)
del paso anterior. Repetimos ahora el proceso en ese par de tablas para obtener la
penultima columna y continuamos hasta obtener la primera columna de w. Esto
muestra que el algoritmo es invertible y que dado cualquier par de tablas de la
misma forma, es posible obtener un arreglo w que da origen a ellas, y esto termina
la prueba.

Recordemos que tenemos una biyecciéon entre matrices y arreglos de dos filas.
Si bajo esta biyecciéon una matriz A se corresponde a un arreglo w, el nimero de
elementos 1 que aparece en la primera fila de w es la suma de los elementos de
la primera fila de A, el nimero de elementos 2 en la primera fila de w es la suma
de los elementos de la segunda fila A y asi sucesivamente. De manera similar, la
cantidad de elementos ;7 en la segunda fila de w es la suma de los elementos de la
7-ésima columna de la matriz.

Por otro lado, sea el contenido de P es (p;,po,...) (es decir, si p; es el nimero
de casillas con valor 1, p, el niimero de casillas con valor 2, etc.) Entonces por
construcciéon p; es el nimero de elementos 1 en la segunda fila de w, p, el nimero
de elementos 2 en la segunda fila de w, etc. La observacién anterior nos dice entonces
que el contenido de P es igual al margen de las columnas de A. De manera similar
podemos concluir que el contenido de @ es el margen de las filas de A. Reunimos
todas las conclusiones en el siguiente teorema.
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3. La correspondencia RSK.

Teorema 7

Existe una biyeccién entre matrices con entradas enteras no negativas cuyos
maérgenes son A, . y pares de tablas de Young (P, Q) semiestandar de la misma
forma y cuyos contenidos son u,A. De forma mas explicita, A es el margen de
renglones de la matriz y es el contenido de (), mientras que u es el margen de
las columnas y contenido de P.

El algoritmo que establece las correspondencias A — w — (P,Q) se conoce
como algoritmo de Robinson-Schensted-Knuth (o simplemente algoritmo RSK).
Este algoritmo ha sido tema de muchos trabajos y posee numerosas y variadas
aplicaciones.

Un teorema que serd importante en los capitulos posteriores es el Teorema de
stmetria que se enuncia a continuaciéon.
Teorema 8

Si la matriz A se corresponde al par de tablas (P,Q) bajo la correspondencia
RSK, entonces el par de tablas (Q, P) corresponde a la matriz A*.

El teorema es notable, pues del algoritmo no es obvio que las matrices P, Q
juegan papeles simétricos, ya que la construccién de P (por insercién) es diferente
a la construccion de @ (por registro). El teorema nos permite construir entonces
tanto a P como ) mediante inserciones apropiadas. La prueba del teorema de
simetria se encuentra en [3] y [7].

Un caso particular del algoritmo RSK es cuando el arreglo de dos filas es una
permutacion. Esto sucede cuando la matriz A consta de unos y ceros, con exac-
tamente un 1 en cada fila y en cada columna, es decir, cuando A es una matriz
de permutacion. En este caso, el contenido de P y de @ son ambos de la forma
(1,1,1,...,1), es decir, la tabla que se obtiene es una tabla de Young estandar.

El teorema de simetria, en este caso, puede expresarse también en términos del
arreglo de dos filas (la permutacién):

Teorema 9

Siw es una permutacién que corresponde al par de tablas (P, Q) bajo el algoritmo

RSK, entonces (Q, P) corresponde a la permutacién w!.

Para finalizar damos una aplicacién de los resultados expuestos.
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3. La correspondencia RSK.

Teorema 10

Sea f* el nimero de tablas de Young estandar. Entonces

S(F) =nl.

AFn

Notemos que (f*)? es el nimero de formas de escoger dos tablas (P, Q) de manera
que ambas sean tablas de Young estandar de forma A, por lo que 3,,(f*)? es el
naimero de formas de escoger pares de tablas de Young estandar de la misma forma
con n casillas. Bajo la correspondencia RSK, cada una de ellas corresponde a una
permutaciéon w de S,, por lo que el total de parejas de tablas es el niimero de
permutaciones, n!.

El teorema anterior tiene una interpretacion algebraica, en términos de caracteres
que sera mencionada en el capitulo siguiente.
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4. Caracteres y matrices.

4.1. Representaciones.

Sea G un grupo. Una representacion p de G es un homomorfismo G — GL(C, n).
Esto es:

plec) =1,
p(gh) = p(g)p(R),  Vg,REG.

donde I es la matriz identidad de GL(C,n). El valor n es llamado el grado o
dimensiéon de la representacion.

Por ejemplo, sea G = S3 un grupo simétrico. Si o € S,, asociemos p(o) como la
matriz de permutacién A, = (a;;) donde a;; = 1si o(¢) = y a;; = 0 en los demas
casos. Entonces p es una representacién de G en GL(C, 3).

Podemos describir una representaciéon en términos de G-médulos. Sea V el es-

pacio vectorial C¢. Entonces definiendo g - v como p(g)v (producto de matrices) V'
adquiere estructura de G-moédulo, es decir:

gu eV,
g9(av + bw) = a(gv) + b(gw),

(gh)v = g(hv),

De manera inversa, dado un G-moédulo V, fijando una base B para el espacio
vectorial V' obtenemos una representacién donde p(g) serd la matriz de la trans-
formacioén lineal gv en la base V.

La representaciéon dada arriba corresponde al médulo obtenido tomando la base
estandar {e;, e;, e3} de C* y donde o -e; = e;. Por ejemplo, si o = (1, 2, 3) entonces

0:€ =€ 0---€x=¢€3 O0-€3=E€,
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4. Caracteres y matrices.

de modo que la matriz correspondiente a o es la matriz

p(1,2,3) =

)

o = O
~ O O
© o+

que es precisamente la matriz de permutacién asociadaa (1, 2, 3).

Si V es un G-moédulo, entonces decimos que W es un submoddulo si W es un
subespacio vectorial de V' cerrado bajo la accién de G, es decir, si w € W entonces
gw € W. Todo médulo se contiene a si mismo y al médulo trivial como submédulos.
Un moédulo es ¢rreducible si no contiene submoédulos propios diferentes del trivial.

Nuevamente, para S; con la representacién de definicién sobre €3, notamos que
el subespacio vectorial W = ((1,1, 1)) es un subespacio vectorial invariante bajo la
accion del grupo. Por tanto, W es un S;-submoédulo no trivial de V' y por tanto la
representacion es irreducible.

Una representacion que se puede descomponer como suma directa de submoédulos
irreducibles se llama una representacion completamente reducible. El teorema
de Maschke ([?, ?, Sagan] pag. 16). establece que toda representaciéon de un grupo
finito de dimensién positiva es completamente reducible.

4.2. Caracteres.

Sea p(g) una representacion de un grupo G. Definimos el caracter x de p como

x(9) = tr p(9).

Si V es un G-mo6dulo, entonces el caracter de G es el caracter de la representaciéon
de matrices asociada. El caracter de V' no depende de la base escogida, por lo que
la definicién anterior es valida.

Si V es un G-moédulo irreducible, decimos entonces que el caracter x es un
caracter i1rreducible, en caso contrario decimos que x es un caracter reducible.

Por ejemplo, para el S;-moédulo que estamos considerando en los ejemplos pre-
vios:

x(e)=3,  x((1,2))=1,  x((1,3))=1 (4.1)
X((2) 3)) =1, X((l, 2, 3)) =0, X((l, 3, 2)) =0. (4'2)

En general, para S,, obtendriamos x(c) como el nimero de puntos fijos de o.
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4. Caracteres y matrices.

Los caracteres son de especial importancia ya que proporcionan informacién
acerca de la representacién que les da origen. Los siguientes resultados ([6], pag.
31) y ([9], pag. 123) ejemplifican la relacién entre una representacion y su caracter:
Teorema 11

Sea G un grupo y sean x, 1 representaciones de G en GL(C,n). Entonces:
» x(e) =mn.

x(g7") = x(9)-

Si g, h son elementos conjugados de G entonces x(g) = x(h).

G-moédulos isomorficos tienen el mismo caracter.

Representaciones equivalentes tienen el mismo caracter.

Podemos verificar las primeras dos afirmaciones en el ejemplo dado para Ss.

4.3. Producto interno de caracteres.

Un caracter puede ser descrito como un vector de valores complejos:

x = {x(e), x(91), x(g2), - - -, x(9:)}

listando todos los valores que toma x al recorrer G. En general, el conjunto de todas
las funciones de G en C forma un espacio vectorial, y los caracteres son elementos
de este espacio.

Podemos definir un producto interno entre funciones de G en C como sigue. Sean
@, ¢ dos funciones de G en GL(C,n). Entonces

(¢, ©) |G| > #(9)e(g)

geG

El producto definido es entonces, un producto interno. Ahora, para el caso de
caracteres, usando que x(g) = x(¢~!) podemos reescribir el producto de x y %
como

(X, ¥) = |G| => x(9)¥(g ). (4.3)

geG

Sean x, ¥ caracteres irreducibles de G, entonces ([6], pag. 35):

(X: %) = Oxy- (4.4)
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4. Caracteres y matrices.

En el caso de la representacién de permutaciéon de S,, notamos que una per-
mutacién y su inversa pertenecen a la misma clase de conjugacién. Por tanto el
producto interno se puede reescribir como

(6w = — 3 x(@)9(0). (+5)

. UESn

Una consecuencia de la relacién anterior entre productos de caracteres irre-
ducibles es el siguiente teorema ([9], pag. 142.):

Teorema 12

Sean x1, X2, Xx los diferentes caracteres irreducibles de G. Si ¢ cualquier caracter
entonces
¥ =dix1+daXa + - + deXe (4.6)
para enteros no negativos di, ds, ..., d,. Ademads
dp = <¢; Xi>) (4'7)
k
(W, 9) =>_di. (4.8)
=1

4.4. Mobdulos de permutacion

Sea A = (A1, Az, - -+, A¢) una particién de n. Definimos el subgrupo de Young S,
como

Sx = Sa2, 003 X SD+L A +2, 422 X X S a4, (4.9)

Se puede comprobar que

SA = S>\1 X S>\2 X+ X S)\t. (410)

Sea T una tabla de Young de forma A con entradas (1,2,3---,n). Entonces S,
actua sobre el conjunto de tablas de Young de modo que si o € S,, entonces 0T es
la tabla obtenida intercambiando las entradas de T segun la regla : — o(z).

1/3] 2

2 1
entonces una relaciéon Ty ~ T5 en el conjunto de tablas de forma A si T} y T, tienen

Por ejemplo, si T' = y 0 = (1,2) € S; entonces 0T = 3 ‘ Definimos
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los mismos elementos en cada fila (aunque en diferente orden). Esta relacién es una
relacion de equivalencia.

Entonces la accién de o en el conjunto de tablas induce una accién en el conjunto
de clases de equivalencia:

o{T} = {oT}.
Podemos comprobar que S, es el subgrupo de S, que deja fijas las clases de equiv-

alencia.

Esta accién da origen a un S,-médulo M* que se conoce como el mddulo de
permutacion correspondiente a A.

Como ejemplos, si A = {(n)} entonces todas las tablas de forma A son equiva-
lentes (ya que todas tienen a {1, 2, ...,n} como elementos de su tnica fila. Entonces
M™ es el médulo dado por la accién trivial.

So A = (1™) entonces cada clase de equivalencia consta de una dnica tabla

la cual puede identificarse con una permutaciéon. Como la accién de S, se preserva,
M(1™) es isomorfo a representacién regular CS,,.

Finalmente, si A = (n — 1,1) entonces cada clase de equivalencia queda de-
terminada por el elemento de la segunda fila, por lo que se puede construir un
isomorfismo

Mr-LD ~C{1,2,...,n},

la representacién definitoria.

Cada S,-mé6dulo M* tiene asociado un caracter ¢* conocido como caracter de
permutacion asociado a A. Finalmente, los caracteres irreducibles de S, vienen
indexados por particiones ([6], pag. 66), al caracter irreducible asociado a A lo
denotamos por x*.

Podemos entonces preguntarnos por la descomposicién de ¢* en caracteres irre-
ducibles:

P => Kux’. (4.11)

AFn

El teorema que nos dice el valor de K, se conoce como Regla de Young:

Teorema 13 (Regla de Young)

I
La multiplicidad de x* en ¢* en la descomposicién 4.11, es decir, el nimero K ,
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es igual al niimero de tablas de Young semiestandar de forma A y contenido u.

La prueba se encuentra en ([3], pag. 92), ([6], pag 85.). Dado que no hay tablas de
Young semiestdndar en donde la forma no domine al contenido, basta restringir la
suma anterior para A > u.

4.5. Particiones de dos partes.

El objetivo de este trabajo es determinar férmulas para c(A, u,v), que es la
multiplicidad de xv en el producto tensorial x* ® x* en el caso de que A, u,v
sean todas particiones de 2 partes. Usaremos varias descripciones combinatorias de
ciertos productos de caracteres para obtener féormulas para c(A, y, v).

Sea A = (n — a,a) una particién de dos partes. La regla de Young nos dice que

¢>\ _ Z X% = X(n*a,a) + X(nfa+1,a71) 4+t X(”*l’l) + X(”), (4.12)
alA

Sea lambda = (A1 + 1, A2 — 1). La regla de Young aplicada a (1)i arroja

B =3 x* = xrerhel) gyl () (4.13)
aIZS\

Restando ambas expresiones obtenemos
x = ¢t — ¢ (4.14)

La relacién anterior tendra especial importancia en la segunda parte de este trabajo.

Si A = (ai;) es una matriz de m x n, definimos los margenes de la matriz como
los vectores:

fla(4) = (3 a2 acol(4) — (e (4.15)

es decir, fila(A) es el vector cuyo k-ésimo elemento es la suma de las entradas de
la k-ésima fila de A, y col(A) el vector cuyo k-ésimo elemento es la suma de las
entradas de la k-ésima columna de A. Si A = fila(4) y u = col(A) entonces decimos
que A tiene por margenes las composiciones A, i

El conjunto de matrices con entradas enteras no negativas cuyos méargenes son
Ay u se denota M (A, 1) y denotamos su cardinalidad como m(A, u).
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4. Caracteres y matrices.

Ahora, sea A = (a;;) es una matriz tridimensional de tamaflo pxgxr. De manera
similar al caso de matrices planas, en que sumamos vectores filas y columnas, vamos
a considerar vectores de sumas de planos.

Sean A, u, v las composiciones de n definidas por

)\i = Zq: ZT: Qijk (416)

7j=1k=1
p T
i =20 ik (4.17)
=1 k=1
p g
Ve =) > Gijk (4.18)
1=17=1

(4.19)

Entonces A, u, v son las 1-méargenes de A.

Al conjunto de matrices 3-dimensionales con margenes A, i, v lo denotamos por
M(A, p,v) y a su cardinalidad la denotamos por m(A, u, v).

En la segunda parte del trabajo proporcionaremos un método usando tales con-
juntos para calcular ¢(A, u, v). El esquema se describe a continuacion.

Desarrollando el producto c(), 4, v) = (x* ® x*, x”) usando que x* = ¢* — P,
Xt = ¢* — p*, x¥ = ¢” — ¢” se obtiene que

X ®x*, x") = (9 ® ¢*,¢") — (¢* ® ¢, ¢") — (¢* ® ¢F, &) — (9 ® ¢*, ¢°)
+(0* ® ¢, ¢") + (9" ® ¢, ¢°) + (9" ® ¢F, ¢°) — (¢* ® ¢, ¢7). (4.20)

En [7] se da una interpretacién combinatoria del producto (¢*, ¢*) como el
nimero de matrices de entradas enteras no negativas con margenes A, u. Es de-

cir (¢, ¢*) = m(), ).
Un resultado similar, pero para tres factores, fue encontrado por Snapper en [?]
el cual dice que

(" ® ¢, ¢") = m(X, u,v) (4.21)

Ese resultado nos permite interpretar la suma alternante de productos mencionada
como una suma alternante de cardinalidades de conjuntos. Sin embargo, la suma
obtenida es dificil de calcular ya que los nimeros involucrados suelen ser muy
grandes, por lo que es necesario considerar formas de cancelar y simplifciar términos
de la suma alternante. La realizacién de esto constituye la primera parte de la
segunda mitad del trabajo.
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4. Caracteres y matrices.

Finalmente, se estudiard otro método para evaluar c(A, i, v) con otra descripcién
combinatoria. Desarrollando x” = ¢” — ¢” tenemos

(xX*®x*x") = (x*®x*, ¢) — (x> ®x*, ¢"). (4.22)

Una consecuencia de la regla de Littlewood-Richardson es que (x*®x*, ¢) puede
interpretarse en términos de multitablas de Littlewood-Richardson:

(X ®x*, ¢") = Ir(\, ;v). (4.23)

donde Ir(A, u; v) es el nimero de pares (7', .S) de multitablas de Littlewood-Richardson
con formas A,u y contenido v. Al conjunto de tales tablas lo denotamos por
LR(A, u; v).

Después, usando una correspondencia descrita en [8], se establecerd una corre-
spondencia entre LR(A, u; V) y un conjunto de matrices tridimensionales con mar-
genes A, u, v sujetos a condiciones adicionales. La deduccién de estas condiciones
adicioales y el desarrollo subsiguiente para encontrar a c(), u, V) constituye la se-
gunda y final mitad del trabajo.
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Parte IlI.

Calculos combinatorios.
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5. Primer método de conteo.

Vamos a aplicar el método descrito con anterioridad para calcular el producto de
Kronecker (x*®x*, x*) cuando A, u, v tienen dos partes. Usaremos que x* = ¢* —¢”
y desarrollamos el producto como

xX*®x*x") = (x"®x* ¢ —¢°) (5.1)
= (x*®x* ¢") — (X" ®x*,¢") (5.2)

Hacemos el mismo desarrollo separando ahora x* = ¢* — ¢5‘ yxt=¢*—o¢*yal
expandir todos los productos obtenemos al final

0 ®x*, X") = (0 ® ¢, ¢") — (¢* ® ¢, ¢") — (#* ® ¢F, &) — (" ® ¢*, ¢°)
(' ® ¢4, ¢") + (9 ® ¢, ) + (8 ® %, ¢°) — (¢* ® ¢F,¢"). (5.3)

Pero el producto (¢* ® ¢*, ¢”) tiene una interpretacién combinatoria como el
namero de matrices 3-dimensionales con 1-mérgenes A, u, v, s decir (¢* ® ¢, ¢*) =
m(A, 4, V), por lo que la diferencia que nos interesa calcular es:

m()‘hu‘)y)_m(j‘hu‘yy)_m()‘iﬂ’iy)_m()‘)y‘:i))
+m(5\,ﬁ,y)+m(5\,p,,17)+m()\,ﬁ,17)—m(j\,ﬁ,i)) (54)

que podemos visualizar mediante la reticula de la Figura 5.1 en el cual, las filas 1
y 3 tienen signos positivos, mientras que las filas 2 y 4 tienen signos negativos.

Nuevamente, hay que seleccionar pares de sumandos que tengan signos opuestos
para tratar de cancelar sus términos. En esta situacién no podremos dar biyec-
ciones completas, sino biyecciones parciales, es decir, funciones inyectivas de un
subconjunto del dominio en el contradominio, calculando el valor final como el
nimero de matrices del contradominio sin preimagen menos el nimero de matrices
en el dominio que no fueron tomadas en cuenta.

Antes de proceder, haremos ciertas convenciones sobre la representacion de las
matrices tridimensionales.
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5. Primer método de conteo.

m(A, 4, V)
m(X, p, V) m(A, i, V) m(A, u, D)
m(, fiy) m(3, 1, ) mi\ i
m(X, 7, D)

Entradas de la matriz A Etiquetas de los vértices
Figura 5.2.: Entradas y etiquetas de posicién en una matriz 2 x 2 x 2.

Si A es una matriz de 2 x 2 X 2 con margenes A, u, v, las entradas de la matriz
estardn en los vértices de un cubo unitario, y las posiciones vértices se etique-
taran con ternas de enteros, cada uno de ellos igual a 0 o 1 como se describe a
continuacién.

Si la matriz tiene margenes A, u, v, por convencién, las esquinas de la forma

1  formarén la cara que suma A, y las de la forma 0 forman la cara cuya
suma es A;; las esquinas de la forma 1 y 0 forman las caras cuya suma es
W2 v w1 respectivamente; finalmente las caras = 1y 0 forman las caras de

suma v, y v;. Asi, las caras «mayores» (es decir las caras que corresponden a las
partes mayores de cada particién) son las que estan cercanas al origen, mientras
que las caras pequeilas son las que estdn mas alejadas. Como ilustracion, la figura
5.3 indica las caras cuyas sumas son las partes de u.
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5. Primer método de conteo.

001 — 11

/
101 ~
111
1 2%
_ 000 010
/

100\110

Figura 5.3.: Caras,,ﬁ?;},ljg,élygenes = (1, 42).

m(A, wY) m(A, i) m(A, 4, )

Figura 5.4.: Asignacién de parejas variando la tercera particién.

También serd conveniente representar a veces las matrices tridimensionales como
parejas de matrices planas, una para la cara inferior y otra para la superior. Asi,
las posiciones de la matriz de la Figura 5.2 quedan representadas como

000 001} {100 101
010 011} 110 111

Ahora procedemos a dar las biyecciones (parciales) para este caso. Para iniciar,
consideremos la asignacién de parejas dada en la Figura 5.4:

Que corresponde a agrupar la diferencia

m(A)/J”l/)_m(j‘)uil/)_m(A)ﬂiy)_m(Ail’l’)D)—’_m(;\’ﬂiy)
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5. Primer método de conteo.

1T

110

Figura 5.5.: Representacion grafica de la primera biyeccion.

como

(mO m,v) = (A, ,9) ) = (M, ,v) = m(i,,9) )
— (MmO v) = mO D)) + (B, v) - (L R,5)) (5.6)

En ella, siempre los primeros dos margenes quedan iguales, mientras que el tecer
margen cambia de v = (vi,15) a U = (v + 1, v, — 1).

Para establecer el mapeo correspondiente necesitamos, al igual que en el caso
plano, determinar dos entradas de las matrices que van a cambiar, una de ellas
aumentada en 1, la otra disminuyendo en 1. Con la convencién establecida, tal
operacién corresponde a encontrar dos vértices de la forma xy0, xyl y el mapeo
disminuird el vértice xy0 al mismo tiempo que aumenta el vértice xyl. La asignaciéon
explicita es la siguiente.

Primera biyeccién

El mapeo que transforma (agio, @o11) de M(*,*,7) en (agio — 1,a011 + 1) de
M (%, *,v) es una biyeccién entre los conjuntos:

= Matrices del dominio cuya posicion 010 es distinta de cero.

= Matrices del contradominio cuya posicién 011 es distinta de cero.

El mapeo anterior queda representado graficamente en la Figura 5.5.

Si en vez de variar la tercera particiéon hubiéramos variado la primera o la segun-
da, las asignaciones hubieran sido otras y las diferencias se agruparian de manera
distina.

Por ejemplo, variando la segunda particién, es decir, agrupando las diferencias
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o)
m(}, NV) '.?7_?(% i, V) m(>\ w, 7)
m(% ) o 7) m(Au )
ﬁi(i, ﬁ,'ﬁ)

Figura 5.6.: Asignacién de las parejas variando la segunda particion.

como

ilustradas visualmente en la Figura 5.6.

En este caso, el mapeo se construye usando entradas de la forma xOy y xly,
aumentando una y disminuyendo la otra. De forma maés explicita tenemos lo sigu-
iente.

Segunda biyeccion

El mapeo que transforma (aigo, @110) €n (@100 — 1, @110 + 1) €s una biyeccion
entre los conjuntos:
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m(A, i, v)

m(A, 4, ) m A,ﬁz V) m.')\,_,u, V)

Figura 5.8.: Asignacioén de las parejas variando la primera particién.

= Matrices del dominio cuya posiciéon 100 es distinta de cero.

= Matrices del contradominio cuya posicién 110 es distinta de cero.

La representacion grafica de la segunda biyeccién se da en la Figura 5.7.

Finalmente, variando la primera particién obtenemos la agrupaciéon de términos

(mOm,v) = m(, 1,v) ) = (MmO ,9) = m(3,0,9) )
= (MmO, v) = () ) — (O B, 9) - m(3 A, 9) )
visualmente representada en la Figura 5.8

A partir de la agrupacién anterior podemos obtener otra biyeccién usando en-

tradas de la matriz de la forma Oxy y 1xy de modo similar a los procesos anteriores.
Tercera biyeccién.

El mapeo que transforma (ago1, @101) €n (@oo1 — 1, @101 + 1) €s una biyeccion
entre los conjuntos:

= Matrices del dominio cuya posiciéon 001 es distinta de cero.

= Matrices del contradominio cuya posicién 101 es distinta de cero.

La biyeccién anterior queda ilustrada en la Figura 5.9.
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O/m1
| \|\
- 000 \l\ 010

o011
—
111

Figura 5.9.: Representacion grafica de la segunda biyeccidn.

Dado que para las tres biyecciones, las entradas modificadas en una de ellas no
afecta a las entradas modificadas por otra, podemos componer las tres en cualquier
orden y obtener el mismo resultado, con la salvedad que cada una se aplica Ginica-
mente en el conjunto de matrices que sobrevivieron en la aplicacién anterior.

Cuando aplicamos los mapeos uno tras otro, se realizan cancelaciones sucesivas
entre las matrices que sobreviven de la aplicacién anterior. Dado que los mapeos
acttian sobre entradas diferentes de la matriz, no importa el orden en que hagamos
la composicion. Tales composiciones definiran ciertas biyecciones entre términos
de la suma alternante, con lo que nos queda calcular el niimero de matrices de
cada sumando que no se cancela en la composicién. El valor de la suma alternante
que buscamos, sera entonces la suma de los elementos con signo positivo que no se
cancelan, menos la suma de los elementos sin cancelar en las posiciones con signo
negativo.

En otras palabras, la suma alternante representada en la Figura 5.1 puede re-
ducirse a calcular la suma alternante dada por matrices 2 x 2 x 2 que tienen ceros
en las posiciones ilustradas en la Figura 5.10.

5.1. Conteo de las matrices.

En lo restante de la seccién haremos los calculos correspondientes al niimero
de matrices que sobreviven en cada sumando de la reticula. Dado que la suma
alternante es simétrica respecto a A, u, v, podemos suponer sin pérdida de gen-
eralidad que A; > us > v,. Finalmente, al nimero de matrices que sobreviven
en el sumando correspondiente a m(z,y, z) lo denotaremos por my(z, v, 2). En lo
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N

/

Figura 5.10.: Matrices que sobreviven al hacer las tres cancelaciones.

=i
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sucesivo usaremos la notacién [P] para denotar

1 si P es cierto
[P] = .
0 si P es falso

Célculo para mg(A, u, v).

El namero de matrices con méargenes A, 4,V con ceros en las
posiciones 011, 101, 001 es
0 70
n— Ay — s — V
mo(A,M,I/): (V2+1)+<{ 2 2/1,2 2J[[’n<}\2‘|‘/1/2+1/2]]> .
I 0

Sea z el valor en la entrada 111, que comparte cara con los tres ceros y es
adyacente a ellos. Fijando ese valor, las posiciones 001, 010, 100 quedan fijas con
los valores vy — T, us — T y Ay — x respectivamente.

n— Ao+ pet+ve)+2c py—z| (vo—z 0
Ao — T 0 0 T

Una vez con esas entradas fijas, la entrada restante tiene que ser n — (Ay + ua +
V3) 4+ 2z. Sin embargo, las entradas de la matriz deben ser todas no negativas. De
este modo, se deben cumplir adicionalmente las siguientes desigualdades:

ZIJZO, VZZ:B) /'1’22:1:
m2)\2‘|‘/£2;1/2—n

)\22!1,'

Pero dado que por hipoétesis se tiene v, < us < Ay, podemos reducir las desigual-
dades anteriores en una sola desigualdad:

)\2+,Ut2+1/2—n-‘>
5 .

ngmeéx<0,{

Asi el numero de matrices es

A — A —
1-|-1/2—méx<0,{2+#2+1/2 n-‘>:min<1/2-|-1,1/2+1—{2+u2+l/2 n-D

2 2
. m— Ay — Uy — Vo
=min|v+1,v,+1—|— 5
. m— Ay — Uy — Vo
=min|v,+1vs+1+ 5 .

(5.7)
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Entonces el nimero de matrices es vy + 1+ | 2=22=62=%2 | cyyando |2=2ezke=2 |
2 2 )

es decir, sin — Ay — Uy — V5 < 0, mientras que es v, + 1 en caso contrario. Podemos
entonces escribir el nimero de matrices como

(u2+1)+Qn_)‘z_ﬂz_sz[[n<A2+u2+u2]]>.

2

Calculo para mo(}, i, V).

El nimero de matrices con méargenes A, W, vV con ceros en las 0 —0
posiciones 001, 011, 110 es T
mo(A, 4, v) = (v2 + 1)[A2 > ve]. 0

Sea z el valor en la entrada 111, que comparte cara con los tres ceros y es
adyacente a dos de ellos. Fijando ese valor, las posiciones 101 y 100 quedan fijas

con los valores v —  y Ay — 1 — v, respectivamente. Los demaés valores quedan
entonces determinados como indica la siguiente figura:

)\2—1—1/2 0

n—A— s +T+1 py—= 0 0
vs—z |

Para que todas las entradas sean no negativas, se tienen que satisfacer las de-
sigualdades
z>0
Uy 2> T
P2 >
A >vy+1
2> X+ pe—(n+1)

Dado que Az + pup < n/2 + n/2, la Gltima desigualdad es mas débil que z > 0.
Asi, los valores de z para los cuales las entradas son no negativas son

0<z <, (5.8)
Por otro lado, A\, — 1 —v5 > 0 implica Ay, > v, + 1, o de otra forma, A, > v,. Esta

condicién es necesaria para que puedan haber matrices qué contar. Concluimos
entonces que el nimero de matrices en este caso es

(v2+ 1)[A2 > v2]. (5.9)
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Calculo para mo(A, i, v).

El ntmero de matrices con margenes A, i, v con ceros en las 0 -
posiciones 011, 101, 100 es
m0(>\, i, 1/) =0. 0

El conteo lo realizamos como sigue. Sea z el valor en la entrada 111, que comparte
cara con los tres ceros y es adyacente a dos de ellos. Fijando ese valor, las posiciones
001, 110 quedan fijas con los valores v, — ¢ y Ay — = respectivamente.

N—lU—Vs+T+1 s —1—X| [ro—x O
0 Ao — T 0 T

La posicién 001 es entonces igual a (2 — 1) — (Ao —z) —z = —1 - XAy y la
posicién 000 es entonces n + 1 — uy — V5 + . Pero si uy — 1 — Ay > 0 entonces
o > Aa+1 > Ay > o, lo cual es una contradiccién, y por tanto no existen
matrices que contar en este caso.

Calculo para mo(A, u, 7).

El nimero de matrices con margenes A, u, 7 con ceros en las
posiciones 010, 101, 110 es 0——2z
mo(A, i, 7) =0 0/0

Denotando por z el valor de la posicién 111, las posiciones 100 y 011 tienen los
valores \; — T y us — = respectivamente.

n—A—V+T+1 0| [vo—1—py WUs—=<
Ao — T 0 0 T

Como v, — 1 — u, debe ser no negativo, se debe cumplir v, > u,, lo cual es
imposible pues Ay > s > vs.

Calculo para mo(S\, g, v).

El nimero de matrices con margenes A, ji, v con ceros en las posiciones 010,
101, 100 es

mo(j\, B,v) = (p2 +v2 — A2 + 1)[A2 > o] [A2 < pa + v2].
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Sea z el valor de la entrada 101, que comparte cara con todos los ceros y es
adyacente a dos de ellos. La posiciéon 111 debe ser entonces v» — z y la posicién
110 es igual a Ay — 1 — v,. Pero si A, — 1 — v, > 0 entonces A, > vs,, por lo que si
A = u = v no hay matrices en este caso.

n—ls+1—a ps—A+z| |0 0
0 M—1—-w| |z V-t

Las deméas entradas quedan determinadas como se muestran arriba, Las restric-
ciones que debe cumplir z para que las entradas sean no negativas son

z>0 (5.10)
T > Ay — o (5.11)
vy > T (5.12)
n—pu+1>x (5.13)

Dado que A;—u2 > 0, la segunda desigualdad es mas fuerte que la primera. Ademaés,
comon— ps+1>n—(n/2) =n/2 > v,, la condicién mas fuerte del dltimo par
€s Uy > T.

Asi, el nimero de valores z que dan origen a matrices en este caso son aquellos
tales que
A2 — o > T gevy

siempre que tal intervalo no sea vacio, lo cual sucede si Ay > us + v». Recordando
que A # v también era una condicién necesaria, concluimos que el ntimero de
matrices es

(o +vo — Ao+ 1) e < Ax > po + 12]. (5.14)

Entonces los valores de z que dan origen a matrices con entradas no negativas
son aquellos tales que
OSJ?S/JQ‘I‘VZ—)\Q (515)

provisto de que Ay > v5 y de que Ay < us+ V5, pues el término en la derecha podria
ser negativo, no habiendo en tal caso matrices para contar.

Concluimos entonces que el nimero de matrices es

(o + 12— Ao+ 1)[va < Az < o + 2]
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Céalculo para m0(5\, W, 7).

El nimero de matrices con margenes A, i, 7 con ceros en las

posiciones 001, 110, 010 es

m0(5\;,u’: D) =0

Sea z el valor de la entrada 011. Entonces las demés entradas quedan determi-
nadas en el siguiente orden: 111 es igual a u» — z, 101 es igual a v» — 1 — u,. Pero
para que v, — 1 — u, sea no negativo, se necesita v, > u, que contradice la hipotesis
de orden. Por tanto en este caso no aparece ninguna matriz.

n+l—X—x 0 0 T
A—Vet+z O] [o—1—ps po—<

Calculo para mo(A, i, 7).

El namero de matrices con margenes A, /i, ¥ con ceros en las posi-
ciones 010, 101, 100 es

0
mo(A, 4, 7) = 0. ‘
0

Nuevamente procedemos con en casos anteriores asignando un valor a una entra-
da y expresando todas las demas en términos de tal variable, para luego encontrar
las restricciones que deben imponerse a tal valor. En este caso sea z el valor en
la posicién 110, la cual comparte cara con los tres ceros y es adyacente a dos de
ellos. Fijando esa posicidn, las posiciones 111 y 011 toman los valores Ao — z y
s — 1 — Ay respectivamente y por tanto las posiciones 000 y 001 reciben los valores
n+1—vy,—Tyv,— Uy + ¢ respectivamente.

n+l—va—z 0| |[Va—patT po—1-AX
0 T 0 Ao — T

Pero para que pu> — 1 — A5 sea no negativo, se necesita u, > A,, lo cual no es
posible. Por tanto, no hay matrices a contar en este caso.
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Céalculo para m0(5\, g, 7).

El namero de matrices con margenes A, ji, ¥ con ceros en las posi-
ciones 010, 100, 001 es

v . 14+ po+v2— A
mO()‘hu'il/):<\‘ Ha 2 2 2J>[[)‘2<,u'2‘|‘7/2]]'

La entrada que es adyacente a todos los ceros es 000 por lo que denotamos por z
su valor, determinando automaticamente las entradas 011, 101, 110 con los valores
n—a+l—z,n—b+1—zyn—c+1—zrespectivamente. La entrada faltante
111 necesariamente toma el valor a + b+ c+ 2z — 2n — 3.

T 0 0 n—X+1l-z
[0 n—w—kl—x] ln—uerl—:r Ao+ po + Vo +22 —2n — 3

Las restricciones no redundantes que se obtienen para esos valores son
> {2n+3—(>\2+/~02+1/2)

z >0,

2

y dado que Ap + g2+ v2 <n/2+n/2+n/2 =3n/2 < 2n + 3, reducimos las tres
desigualdades anteriores a

2’n—|—3—()\2+/£2—|—1/2)-‘ _ {n_'_l_)\z—kﬂz—kl/z—l

-‘) n_AZ"i_]-Z:L‘;

1>z >
nt 2—"”—[ 2 2

Sin embargo, tal intervalo podria ser vacio, lo que sucede si

A2+ o+ 12 —1
2

Tal condicién sucede s6lo si se cumplen las siguientes desigualdades:

A -1
{n-l—l— 2+M22‘|‘V2 -‘—n—l-l-)\»>0
A -1 i
{n-l—l— 2+“22+V2 Cm—1+ X >0
A —1]
Pz_ o+ o + Vs >0
2
Aoy — Uy — 1]
{2 Uo — Vo + >0
2
Ao — Uy — 1
2 /~622 Vs + <0

Ao — fo — Vo +1>0.
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(y2+1)+{%ﬁ[n<x2+uz+v2ﬂ

_— \

(va+ 1)[ve < A7 0

\
\ =<
/

(/.1«2+l/2—)\2‘|‘1)[[1/2<)\2S/.1«2‘|‘1/2]] 0

T

Figura 5.11.: Valores de los sumandos en la reticula después de la reduccién.

Entonces, para que el intervalo no sea vacio necesitamos que Ay + 1 < us + 5, 0
de forma equivalente, que A\ < us + v,. Bajo esa condicién, el nimero de matrices
es

A -1 A -1
o+ o + Vo -‘4‘1:—)\2—’7— o+ Ua + Vo -‘-I-l

2 2
A -1
:1_)\2+{2+/~02+V2 J
2
| M2+ V2 — A2 +1
= 5 .
Por tanto el nimero de matrices es finalmente
+ vy — A+ 1
Vz = J [Ae < pio + 1] (5.16)

5.1.1. Simplificacién de los calculos.

Resumimos todos los célculos anteriores en el diagrama de la Figura 5.11.

Para iniciar la simplificacién, notemos que

/.1«2‘|‘l/2—)\2‘|‘1
2

Vz+u2—A2+1

5 J[[A2<,u2+1/2]]:{

| [[Ag S M2 + Vg]] (517)
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puesto que cuando Ay = us + v» la primera expresion es 0 - 0 mientras que en el
segundo es O - 1.

Notemos que la condicién [A; > 1] es equivalente a A # v, y que si A = v
entonces A = u = v.

Procedamos por casos. Si A = v entonces efectuando cancelaciones y simplifican-
do tenemos que la suma alternante es

n—Az—,Ll,z—I/z A+ 1

2

)\2+1+{ J[[n<>\2+uz+u2]]—{ J[[AzéuerVz]] (5.18)

Dado que Ay < uy + v, siempre se cumple cuando Ay = v,, y usando que para t

entero se cumple
1
t— {EJ — VLJ (5.19)

2 2
reducimos la diferencia anterior sustituyendo ¢ = Ay + 1
A n— Ay — lg — V
{§J+1+<{ 2 2“2 ZJ[[ngA2+u2+u2]]> (5.20)

En el caso cuando A # p notamos que v, + 1 se cancela con (v, + 1)[A2 > v5]
Si ademas expresamos [vs + ps > Az > v5] como [Ax > o] [A2 < V2 + uo] tenemos
que la suma total se simplifica en

{n—)\z—#z—l/z

5 J[[n<)\2+#2‘|‘V2]]+(V2+/1J2—)\2‘|‘1)[[)\2§V2+M2]]

_V2+u2—>\2+1

> J Ao < gz +v2] (5.21)

y nuevamente haciendo uso de que ¢ — [t/2] = |(¢ + 1)/2] reescribimos la suma
anterior como

Mo + Vo — Ag
2

{n—)\z—#z—l/z

5 J[[n<>\2+,uz+z/2]]+q

| +1) e < )
(5.22)
Para concluir, notamos que si en la formula anterior se tiene Ay = py = v5 en-
tonces obtenemos la férmula para el primer caso. Por tanto, podemos simplemente

tomar como férmula final la férmula (5.22) sin necesidad de considerar los casos
de forma separada.

En los capitulos siguientes se estudiard una descripciéon combinatoria diferente
que permitira calcular ¢(A, 4, v) de otra forma.

50



6. RSK para matrices 3D.

En el articulo [8] se presenta una generalizacién del algoritmo RSK para matrices
3D y una correspondencia entre matrices 3D y ciertos pares de multitablas. Tal
correspondencia es la base para una enumeracion diferente de matrices que dara
origen a una forma diferente de calcular el producto (x* ® x*, x*). En la siguiente
seccién describiremos la correspondencia que se establece y la aplicacién al caso
gue nos concierne.

6.1. La correspondencia RSK para matrices 3D.

Recordemos que K, » es el conjunto de tablas semiestandar de forma a y con-
tenido A, cuya cardinalidad es el nimerode Kotska K, . Recordemos también que
LR(e, B; v) es el conjunto de pares (7, S) de multitablas de Littlewood-Richardson
de formas (o, 8) y tipo v con el mismo contenido.

En [8] se construye una biyeccién entre matrices tridimensionales con entradas
enteras no negativas con margenes A, u,v y ternas (P,Q, (T, S)) donde P,Q son
tablas de Young semiestandar y (7',.S) son multitablas de Littlewood Richardson.

De forma explicita:
Teorema 14

Existe una correspondencia uno a uno entre el conjunto M(A, u,v) de matrices
3-dimensionales con entradas enteras no negativas cuyos 1-margenes son A, u, v,
y el conjunto de ternas

[ [ Kan x Kg,u x LR(et, B; )
a’ﬁ

Cuando a = A y B8 = u entonces K, = Kg, = 1 y podemos usar la biyeccion
anterior para establecer una correspondencia entre pares de tablas de Young semie-
standar (P, Q) con la misma firma y contenido, y un cierto conjunto de matrices.
Notemos también, que en la construcciéon de la biyeccién, no se hace uso de que
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6. RSK para matrices 3D.

A, B, v sean particiones, sino inicamente composiciones de n, lo cual sera relevante
posteriormente.

Sea A = (a;;) una matriz 3-dimensional cuyos margenes son A, 4, v. En otras
palabras, si A = (A1, A2, ..., Ap), o= (f1, f2, ..., fiq) ¥ ¥ = (¥4, Vs, ..., V) entonces

DGk = Ay )ik = My D Gigk = Vi
7k ik >

A la matriz A estan asociadas matrices planas A, A®) ... A() de tamafio p x g
dadas por los «niveles» de la matriz:

AB = (@), o) =ai

2)

en otras palabras, A() es la matriz de los elementos de la forma a;;;, A® es la

matriz de elementos de la forma a;;; y asi sucesivamente.

Notemos que

> fila(Ag) = A, > col(Arx) =, Za&f) = V.
k=1 k=1 2,7

Las matrices A*) son matrices planas de enteros no negativos, por lo que pode-
mos aplicar el algoritmo RSK para obtener un par (P, Q) de tablas semiestandar,
de modo que

i cont(Qx) = A, i cont(Py) = , forma(P) = forma(Qy).
k=1

k=1

Dado que la composicién de dos biyecciones es una biyeccién, tenemos la siguien-
te correspondencia:

A (AD, AP, AD) = (P, B), Q-1 @)

Finalmente, se construye una correspondencia

(P, P), (@1, @r)) = (Q, P, (T, S))

donde @, P, T, S satisfacen las condiciones del teorema, es decir, @ es una tabla
semiestandar de forma o y contenido A, P es una tabla de forma 8 y contenido u,
mientras que (7', S) es un par de multitablas de Littlewood-Richardson de formas
(a, B) y tipo v de modo que S, T tienen el mismo contenido.
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6. RSK para matrices 3D.

Esta dltima correspondencia se realiza como sigue. Si (P, P, ..., P,) son tablas
semiestandar, sea y(k) = forma(P;). Hagamos P) = P, y S; = U(7(1)) y constru-
imos P**1) insertando por columnas wco(Ps.1) en P%). Es decir, si Weoi(Pey1) =
UmUm—1 - - - U1 entonces

P*D — g (Upoy — (- (v2 = (vy — P®)))--2)).
Si Weor(U(y(k + 1)) = UmUm 1 - U1, Skr1 S€ oObtiene colocando ug, Us, . .., Uy €0
las casillas nuevas que se obtienen en la insercién para P*+1),

Finalmente tomamos P = P(") y S = (S, S,, ..., S, y asociamosa (P, P,, ..., P,)
la pareja (P, S) asi obtenida. Con un proceso similar para (Q1, Q@-, ..., Q.) obten-
emos (Q,T). En [8] se demuestra que tal construccién es en efecto, una biyeccién,
lo que permite construir la correspondencia buscada

A (AD, AP, AD) o (P, ), (@1, Q1)) = (Q, P (T, S)).

Las construcciones anteriores se pueden usar para construir una biyeccién entre
LR(e, B; v) y un subconjunto de M(A, i, v). Esta biyeccién se explora en la siguiente
seccion.

6.2. Las condiciones de fila y columna

Si la forma de una tabla de Young es igual a su contenido, entonces solo hay una
forma de llenarlo. Por ello K, = 1 para cualquier particién A. En esta situacién
podemos identificar el conjunto LR(A, u; v) con el conjunto

K)\’A X K#’# X LR()\,,LL, 1/),

el cual, bajo las biyecciones descritas en la seccién anterior, se corresponde a un
cierto conjunto de matrices con sumas planas \, x4, v. Notemos que ¢(*+*2) = g(v2»1),
por lo que Ir(A, w, (v1, v2) = Ir(A, p, (v2, 11).

De forma maés explicita, tenemos una correspondencia
A~ (Q,P (T,9))

entre ciertas matrices tridimensionales A y tablas de Young, en las cuales @, P son
tablas cuya forma es igual a su contenido, forma(Q) = A = cont(Q) y forma(P) =
p = cont(P).
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6. RSK para matrices 3D.

Primero vamos a analizar primero bajo qué condiciones la insercién por columna
de una palabra de origen a una tabla cuya forma sea igual a su contenido. Hay
gue tener en cuenta que al insertar por columna, las palabras se leen de derecha a
izquierda. Por ejemplo, el resultado de insertar por columna w = 231 en una tabla
vacia es:

1—-0=[1] (6.1)
3—[1]= (6.2)

1]_
2—>_

Analicemos primero unos casos. Si w = 321232, entonces la insercién 3 — 2 —
1 — 2 — 3 — 2 tiene las siguientes etapas:

2 22
pE (6.)
1(2

1]2]2]

(6.3)

|[\.‘J - |oo‘|—\

asi, w > 0=2—-3—1—0.

N
[\

1
213 . (6.5)
3]

23]

El resultado no tiene forma igual a su contenido, y aunque insertemos mas
nimeros, no vamos a conseguirlo ya que no sera posible que los 2 que quedaron en
la primera fila sean botados a la segunda, porque en la insercién por columna, las
rutas de insercién siempre se mueven hacia el norte. Para que no aparezcan 2 en
la primera fila, es necesario que la cantidad de entradas 2 que hay en la tabla sea
al menos una menos que la de entradas 1 (para que la ruta de insercién no pueda
terminar insertando una nueva columna en la primera fila).

Intentamos entonces con otra palabra para la que siempre haya méas 1 insertados
que 2, por ejemplo w = 2331211. Las tabla que obtenemos al final es

1[1]1
2|23
3

gue nuevamente tiene forma diferente a contenido. El problema es que ahora el
3 quedo en la segunda fila y no podra ser botado a la tercera porque la ruta de
insercién se mueve hacia el norte. El problema es similar al caso anterior, al efectuar
la tercera insercién quedan maés entradas 3 que entradas 2 en la tabla, y por tanto
el 3 queda en alguna fila superior a la tercera.
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6. RSK para matrices 3D.

Para el caso general, podemos usar un argumento similar para establecer la condi-
ci6bn buscada: en cada paso siempre tiene que haber mas entradas 1 que entradas
2, méas entradas 2 que entradas 3, y asi sucesivamente. Las palabras que cumplen
tal condicién se conocen como permutaciones reticulares. Si una palabra w es
tal que al invertir el orden de sus elementos se obtiene una permutaciéon reticular,
decimos que w es una permutacion reticular reversa.

Antes de proceder a efectuar la prueba, efectuemos la prueba con una palabra
que satisfaga tal condicién. Si w = 231211 las tablas que obtenemos son:

1)1 111]1

1]1] R 1\_

1 1
2, 2]2] . (6.7)
3 3

El resultado final (asi como todos los pasos intermedios) tiene forma igual a su
contenido.

La prueba procede por inducciéon sobre la longitud de la palabra. Si w =1 (la
inica permutacién reticular de longitud 1) entonces la tabla correspondiente es
que tiene forma igual a su contenido. Supongamos que la insercién por columnas
de una permutacién reticular reversa. w de k£ nimeros es una tabla de forma igual
a su contenido:

1/1]1]1]-11]
2/2|2]-12

tl..1t
y supongamos que en el paso siguiente se inserta el nimero m de modo que la
palabra obtenida al afladir m al final de w se sigue teniendo una permutacién
reticular. Existen dos casos, m < t en cuyo caso la insercién procede en la fila m
botando el m de la primera columna a la segunda, éste botando el m de la segunda
columna a la tercera, y asi sucesivamente hasta llegar al final. Como el nimero
total de m es menor o igual al de m — 1 (pues la palabra obtenida sigue siendo
una permutacioén reticular), al final se inserta una m al final de una columna de la
forma 123...m — 1 y por tanto todas las m quedaron en la m-ésima fila, de modo

que la tabla sigue teniendo forma igual a su contenido.

El otro caso es que m = t + 1 (ya que si m > t + 1 la palabra obtenida ya
no es permutaciéon reticular) y en este caso simplemente se agrega m + 1 en la
(m + 1)-ésima fila, de nueva cuenta resultando en una tabla cuya forma sea igual
a su contenido.
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Probamos de esta forma que si w es una permutaciéon reticular reversa, el resul-
tado de el proceso de insercién por columnas es una tabla cuya forma es igual a
su contenido. La condicién también es suficiente. Supongamos que k es la primera
posicién de w, leida de atras hacia adelante, en la al leer la porcién formada por los
ultimos k£ ntmeros al revés ya no se tiene una permutacion reticular. El resultado
de la insercién de las primeras k£ — 1 es, por la prueba anterior, una tabla de la
forma

1/1]1]1]-11]
2/2|2]-12

tl..1t
y si en el paso k se inserta m, como la cantidad de entradas m es mayor a la
cantidad de entradas m — 1, después de botar a todas las m de la m-ésima fila,
el altimo paso tendrad que quedar al final de una columna con menos de m — 1
cuadros, por lo que aparece una m en una fila superior a la m-ésima y ya no podra
ser movida a la m-ésima, por ser la ruta de insercién dirigida hacia el norte.

Asi hemos probado el siguiente teorema:
Teorema 15
La condicién necesaria y suficiente para que el resultado de la insercién por
columnas de una palabra (en una tabla vacia) tenga forma igual a su contenido,
es que la palabra sea una permutacion reticular al leerla de derecha a izquierda.

Podemos obtener ahora un resultado similar para insercién por fila. Recordemos
que
Ty —> Tpq —> """ — Ty —> Ly = Lp & Tp_1 ¢ +++ & Ty < Ty, (6.8)

en otras palabras, se puede intercambiar insercién por columnas a insercién por
filas invirtiendo el orden de insercién: w — 0 = 0 < w

Por tanto se tiene el siguiente corolario:
Corolario 16

La condicién necesaria y suficiente para que el resultado de la insercién por filas
de una palabra (en una tabla vacia) tenga forma igual a su contenido, es que al
escribir la palabra en orden inverso, el resultado sea una permutacién reticular.

Ahora regresemos al problema que nos concierne. Para referencia escribimos
nuevamente el proceso para obtener las tablas P y @:

» De la matriz A se obtienen las matrices p x g de nivel A®, A®) . A,

= Se aplica el algoritmo RSK a cada matriz A(*) para obtener dos tablas (P, Q).
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6. RSK para matrices 3D.

» La tabla P se obtiene mediante las inserciones de columna de las palabras
Weol(Px) en el orden siguiente:

P = wcol(Pr) — ’wcol(Prfl) — wcol(P2) — wcol(Pl) (69)

y para @ se efectia un proceso similar con las palabras we,(Q;)-

Entonces tenemos que P también puede calcularse como la insercién por filas de
la tnica palabra

(wcol(Pr)wcol(Pr—l) e wcol(PZ)wcol(Pl)) (610)
por ser wq,(P) Knuth-equivalente a esa concatenacion [3].

Por otro lado, we,(P:) es Knuth equivalente a w(P;) lo que nos permite expresar
la condicién de que la palabra sea reticular reversa, en términos de las entradas de
la matriz.

Para que wc,(P;) sea permutacién reticular, se necesita que la palabra que
aparece en la fila inferior del arreglo de 2 filas obtenido de A(*) sea permutacién
reticular reversa, ya que tal palabra es precisamente w(P;) que es Knuth equiva-
lente a weoi(Py).

Primero haremos un ejemplo para entender la condicién necesaria y luego la
enunciaremos. Supongamos que

o

(6.11)

b

Il

S QR
.0 o
Sl

Y sea wy el arreglo de 2 filas que se obtiene a partir de A. Ahora, siu = ujus . .. u;
es la palabara obtenida al tomar el renglén inferior de wy, al final de u deben
aparecer solo entradas 1. Esto quiere decir que 7 = 0 (porque sino, (33> apareceria
J veces en wy, y por tanto u terminaria en 3, y que ¢« = 0 (por un argumento similar,
ya que sino al final habria 2 y no 1). Y también debe tenerse f = 0 pues de lo
contrario el ultimo bloque seria de la forma ...33311...1 que no seria permutacién
reticular al revertirse (pues apareceria 3 antes de 2).

Adicionalmente, se debe tener A > e para que el ultimo bloque de la forma
2...21...1 cumpla que haya mas entradas 1 que 2. De manera similar, e > ¢
es necesario para que el ultimo bloque de la forma 3...31...12...21...1 tenga
menos entradas 3 que 2. Finalmente, necesitamos también que h + d > e + b para
que no haya més 2 que 1 al terminar. Asi, las condiciones necesarias y suficientes
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para que la palabra u sea permutacién reticular reversa, son:

i=j=f=0 (6.12)
h>e>c (6.13)
h+d>e+b (6.14)

El caso que nos interesa es para matrices cuadradas (m = m). En este caso,
podemos escribir las condiciones generales como

Qi1 Q12 - Qin
Q1 Q22 -+ Q2n

A= | | . |, (6.15)
Qn1 Qp2 ' Qpn

las condicién para que la palabra obtenida sea permutacién reticular reversa son:

a;; =0 sit+7>m+1, 3>1 (6.16)

m1 > A(m—1)2 > 2 A2(n—-1) > Q1n (6-17)

Am1 + Qm-1)1 = Qm-1)2 + Qm-2)2 = "+ = Q2(n—1) T C1(n—1) (6.18)
(6.19)

Am1 + Qm-1)1 +°* + Q21 2 Q(m—1)2 + Am—1)2 + - - + Q12. (6.20)

Cuando A tiene varios niveles, para que la concatenacién de todas las palabras
columna sea reticular inversa, por la equivalencia de Knuth, es necesario que la
concatenacion de las palabras fila sea reticular inversa. Pero ésta ultima es el resul-
tado de concatenar todas los segundos renglones de los arreglos de 2 filas obtenido
en cada nivel. Esta es la condiciéon que garantiza que la tabla P tenga la misma
forma y contenido, denominada ”"condicién de columnas”.

Vamos a ilustrar y verificar las afirmaciones con un ejemplo. Sea A una matriz
de 3 x 2 x 2, y construyamos A con los dos niveles:

(6.21)

A
col __ o
# = ool

8 €| @
N 8| o

<SS S| o

Queremos que la palabra u,u; sea permutacion reticular reversa, donde u; es el
segundo renglén del arreglo de 2 filas obtenido de AY). Entonces, por las observa-
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ciones de arriba, las condiciones de columna son:

e=f=c=0 (6.22)
d>b>w (6.23)
d+a>b+ty>z+w (6.24)
d+a+z>b+y+v (6.25)

Vamos a verificar con un ejemplo:

At = (6.26)

= =N N
N N O -
= N O O

Los arreglos de 2 filas son:

1112 2 111112222
wy = ) Wy = (627)
112 11 122 3 312 2 3

por lo que las tablas P, y P, obtenidas por RSK son

p, [I[IATT,  p, [T[I[2/2T2T 638
Las correspondientes palabras columna son
Weo(Py) = 21111,  weo(P5) = 213132223, (6.29)
y el resultado de las inserciones por columna wey (Ps) — Weoi(Pr) — 0 es
213132223—>é1|11|:§§éé;1|, (6.30)

que tiene la misma forma y contenido.

Una acotaciéon final. Dado que en la construcciéon de la biyeccidén no se requiere
que A, u,v sean particiones, podemos tomar ventaja y enumerar los niveles en
sentido inverso (A(Y) serfa el nivel correspondiente a v,, A seria el nivel corre-
spondiente a v,_1, y asi hasta el nivel A(") que serfa correspondiente a v;. La ventaja
de esta renumeracién es que al establecer las condiciones de columna se obtiene
una representaciéon visual méas clara.

59



6. RSK para matrices 3D.

Con esa renumeracién, A seria
A
A(r—l)
At =1 (6.31)
Al

En el ejemplo:

{u v ww {u vow
AR Ty z Ty z
At = = = 6.32
[A(l)] a b c a b 0 (6.32)
d e f d 0 0
e=f=c=0 (6.33)
d>b>w (6.34)
d+a>b+ty>z+w (6.35)
d+a+z>b+y+v (6.36)

Para terminar, tenemos que determinar ahora las condiciones para que la tabla
@ tenga la misma forma y contenido. Sin embargo, haciendo uso del Teorema de
Simetria para RSK: Si A es una matriz plana y si A — (P, Q) bajo RSK, entonces
At — (Q, P) bajo RSK.

Asi, la condicién para que @ en la biyeccién considerada al inicio del capitulo
tenga la misma forma y contenido, es que la matriz

(A0y

(A(r—l))t
ATV = _ (6.37)

(a0

satisfaga la condicién de columna. Tal condicién se determina la "condicién de fila”
(debido a que en realidad, aqui las columnas son filas en la matriz original).

Como conclusiéon tenemos el resultado siguiente, el cual fue encontrado por el
Dr. Ernesto Vallejo, pero que aun no ha sido publicado.
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Teorema 17

Si A, u, v son particiones de n, el conjunto LR(A, u; v) puede identificarse con el
conjunto de matrices tridimensionales cuyos margenes son A, u, v y que satisfacen
las condiciones de fila y columna.

Dado que el tema central de esta tesis se refiere al caso en que A, u, v tienen dos
partes, vamos a describir con méas detalle las condiciones que se obtienen.

6.3. Las condiciones de fila y columna para
matrices 2 X 2 x 2.

Sea M una matriz de 2 x 2 x 2 cuyas entradas estan dadas por
U
\
w /\|\ St
z
a’ \l\
C/\d/b

Si los méargenes de M son A, u, v:

a+b+u+v=A>A, c+d+w+z =M, (6.38)
at+c+u+w=pu, b+d+v+z= U, (6.39)
a+b+c+d=1, U+v+w+T =V, (6.40)

Supongamos ademas que la matriz M satisface tanto las condiciones de fila como
las de columna. Sean

Mcol — Mrow —

€ 2 o 9
8 < Q o
S & o Q
8 8 . o
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6. RSK para matrices 3D.

Entonces tenemos desigualdades entre las entradas de la matriz.

w > v, v>w
u+w>d+ v, u+v>d+w
ctu+w>b+d+w, bt+tu+v>c+d+w

junto con z = 0.

Notando que v = w y cancelando términos repetidos podemos reducir las de-
sigualdades a

z =0, v =w,
u-+b>c+d, u+c>b+d,
u > d.

Ademaés, sumando las desigualdades u+b > c+dy u+c > b+ d se deduce u > d,
por lo que tnicamente necesitamos considerar las cuatro primeras restricciones.
Tenemos entonces el siguiente resultado.

Proposicién 18

Las matrices de entradas enteras no negativas de tamafio 2 x 2 X 2 y margenes
A, uv, que bajo la correspondencia en consideracién, corresponden a pares de
tablas (P, Q) de forma igual a su contenido son aquellas matrices cuyas entradas
cumplen las condiciones

Ciertas observaciones son inmediatas:
1. Las condiciones de fila y columna no imponen restricciéon sobre a.
2. El valor de u determina el valor de v y viceversa:

Vo — U

U=V, —2U, U= 5
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6. RSK para matrices 3D.

3. Los valores de b y c se determinan mutuamente. Restando las ecuaciones de
las caras cuyas sumas son A; y u; obtenemos

)\1—/,61:b—c.

4, Las condiciones son simétricas respecto a A y u, pero no respecto a v. Por
tanto

Ir(A, i v) = Ir(p, Asw).

Aunque las condiciones no son simétricas en A, u, v, la diferencia c¢(A, u,v) =
Ir(A, u;v) — Ir(A, u; ) si es simétrica respecto a las tres particiones, por lo que
podemos antes de hacer los cédlculos, suponer que estan ordenadas de la forma que
nos convenga. En particular, en el resto del capitulo supondremos A < u < v, es
decir

Ve Spa S A< 5 <A S S (6.41)

N3
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Usando el altimo teorema del capitulo anterior, identificamos de aqui en adelante
el conjunto de tablas LR(A, ;) con el conjunto de matrices de margenes A, u, v
que satisfacen tanto la condicién de fila como la de columna. Recordemos que
estamos trabajando con particiones de dos partes. Finalmente, recordemos que si
v = (v1, 1), entonces 7 = (v; + 1,v, — 1).

Nuevamente deseamos calcular el producto de Kronecker (x* ® x*, x”). Usando
una vez mas que x” = ¢” — ¢” desarrollamos el producto como

X ®x*x") =" ®x" ¢ —¢°) (7.1)
=X, ") — (X @x* ¢") =Ir(A mv) —Ir(A w0). (7.2)

El objetivo de este capitulo serd usar la descripcién combinatoria descrita en el
capitulo anterior para poder calcular la diferencia que se obtuvo en el desarrollo
anterior. Pero dado que los nimeros Ir(), ;) son grandes y dificiles de calcular,
daremos una correspondencia entre los conjuntos de matrices asociados y calcu-
laremos la diferencia después de hacer la cancelacién bajo esa correspondencia.

Al final del capitulo anterior, vimos que las matrices de 2 X 2 x 2 que satisfacen
las condiciones de fila y columa son aquellas matrices

u\
w/\|\ /’U
T
a\\\
c/\d/b

z =0, v =w, (7.3)
u+b>c+d, ut+c>b+d (7.4)

cuyas entradas satisfacen

64



7. Segundo método de conteo

Identificando los conjuntos de matrices que satisfacen las condiciones de filas
y columna con los conjuntos apropiados de tablas, podemos calcular Ir(A, u;v) —
Ir(A, u; 7) contando las cardinalidades de los conjuntos de matrices. Nuevamente
estableceremos una correspondencia entre tales conjuntos, de modo que la difer-
encia buscada sea igual a la diferencia entre el nimero de elementos del dominio
menos los elementos del contradominio.

De forma explicita, tal correspondencia consiste en asignar a cada matriz con
valores (a, b, c, d, u, v) en el primer sumando, la matriz con valores (a+1,b,c,d, u—

T -y

e
C———a

100\110

Figura 7.1.: Representacion grafica de la correspondencia.

Dado a que tal correspondencia es uno a uno, podemos cancelar parejas de ma-
trices correspondientes, y asi la diferencia Ir(A, u;v) — Ir(A, u; ) la calcularemos
como la diferencia entre el niimero de matrices de LR(}, 4; ¥) que no tienen imagen
en LR(A, u; 7) menos las matrices del segundo conjunto que no tienen preimagen
bajo la correspondencia.

Para el dominio, existen dos razones por las que una matriz no tenga imagen o
que ésta no esté definida:

= Que el valor de u sea igual a cero.
= Que el resultado de cambiar (a,u) por (a + 1,u — 1) sea una matriz que no
satisface (77).

Siu =0, al ser u > d se tiene d = 0 = u. Al efectuar el cambio tendremos
u — 1 < d, que no cumple las condiciones de fila y columna. De este modo la Ginica
condicién que tenemos que tomar en cuenta es la segunda, es decir, basta con contar
Uinicamente las matrices cuya imagen no cumple las condiciones de fila y columna.
Para esto es necesario tener una igualdad en cualquiera de las condiciones de fila
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7. Segundo método de conteo

y columna que involucran a w para que al cambiar u por u — 1 no se satisfagan las
condiciones.
Proposicién 19

El niimero de matrices de LR(A, u; v) en las que no estd definida la correspon-
dencia son aquellas que satisfacen alguna de las siguientes igualdades:

m ut+b=c+d.

m u+c=>b+d.

Ahora, para el contradominio, dado que la posiciéon 001 siempre aparece en el lado
mayor de las desigualdades determinadas por las restricciones de fila y columna,
siempre que u — 1 las satisfaga, w lo hard también. Ademds, no existe restriccién
sobre a. Esto quiere decir que todas las matrices del contradominio con a > 0 que
satisfagan las condiciones de fila y columna tienen preimagen que también satisface
las condiciones de fila y columna:

Proposicién 20

El niimero de matrices de LR(A, u; 7) que no tienen preimagen en LR(A, u;v)
bajo la correspondencia mencionada son aquellas donde a = 0.

En las siguiente secciones procedemos a calcular el nimero de matrices que con
las restricciones mencionadas anteriormente para poder encontrar el valor de la
diferencia. Dado que los calculos son mas sencillos para el contradominio, efectu-
amos primero el trabajo ahi.

7.1. Calculo en el contradominio.

Queremos calcular el nimero de matrices en LR(A, u; 7) con 7 = (v; + 1,5 — 1)
para las que a = 0. Sea z = u — 1. Las matrices que estamos considerando son las

de la forma
0 b| |z v
) 7.5
[c d] L} 0] (7:5)

z+b>c+d, z+c>b+d. (7.6)

que satisfacen
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7. Segundo método de conteo
z
T T——u
v <|\ 0 _—
c— g _—
Figura 7.2.: Matrices del contradominio que no se cancelan con la correspondencia.

= Para cada valor de v fijo, el valor z queda Gnicamente determinado como

z =0y —2v. (7.7)

= Si v,z estan fijos, b = A; — (2 + v), ¢ = w1 — (2 + v) quedan Gnicamente
determinados. Ademas, dado que z + v = ¥, — v, tenemos:

b— )\]_ — 172 + v, (78)

C= U1 — 172 + v. (79)

» Una vez fijos 2, v, b, c entonces d queda dado por d = 7, —(b+c¢) = Ao—(v+c) =
p2 — (v + b), es decir:

d = 17]_ — }\1 — M1 + 2172 — 2’U, (710)
d = Az — M1 + 172 — 2'U, (711)
= Uz — A]_ + 172 — 2v. (712)

Las observaciones anteriores muestran que basta con fijar el valor de v para
que los demas valores de la matriz queden completamente determinados. En otras
palabras, el niimero de matrices que buscamos es el niimero de valores de v para los
cuales los valores obtenidos son compatibles con los margenes y con las condiciones
de fila y columna. Antes de proceder, recordamos que por simetria de c(A, p, v)
estamos suponiendo Ay > Uy > vy > Up = v — 1.

= Bl valor v aparece en las caras cuya suma es A, Ao, i1, U2, 72 POr lo que es
necesario que

0 < v < min()s, ga, EJ) - EJ . (7.13)
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= Bl valor z = 5 — 2v es, por la elecciéon de v, no negativo y menor o igual a
7.
m Setieneque b =A;, — P, +v >0pues \; — 7, > 0y v > 0. La entrada b

aparece en las caras Aj, U, ;. La restriccion mas fuerte es b < uo.

Si Ay — I + v < uy entonces debe cumplirse

O0< v g+ Tg— AL = Ag + o + Uy — M. (7.14)
= Si se efectiia el mismo razonamiento para ¢ obtenemos la misma restriccién,
lo cual concuerda con el papel simétrico de A, 4 (por tanto de by c).
= Finalmente d, que aparece en las caras A,, Uo, 7; cumple
d = A —(u1— D) —2vu < Ay, (7.15)
d = po— (A1 — o) —2vu < po (7.16)
por lo que el valor de d si es compatible con las caras de suma Az, uo, 7; en las

que aparece. S0lo nos queda verificar la no negatividad de d,lo cual sucede si
b+ c < 71, que por (7.10) y (7.11) equivale a

)\]_ + M1 — 2172 + 2v < 171, (717)

o en otras palabras, ya que 7, = n — i,

g — oA b
Og’USn 12N1+V2: 2—|—,U:2;—l/2 n- (7.18)

Recordando que A, uo, 7> son todos menores o iguales a n/2, reordenando la
ultima desigualdad se prueba que

i B (M) (7.19)

= En otras palabras, (7.18) es més fuerte que (7.13) y (7.14) y por lo tanto los
valores posibles a v en consideracién se reducen a aquellos que cumplan

(7.20)

0<v< \‘)\2+/£2+V2—7I,J

2

Dado que la fraccién en el lado derecho puede ser negativa, el nimero de valores
para v posibles es

)\ e —
a:max<o,{2+“2;"2 nJ+1>. (7.21)
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Por otro lado,

F2+u2+z72—nJ+l_ V2+u2+u2—1—n+2J

2 2
(7.22)
Aot trve—n+1l
N 2
es positivo cuando Ay + ps + v, —m+ 1 > 2, es decir, Ay + s + 5 > n + 1.
Usando entonces la notaciéon [P] que significa
1 si P es verdadero
[P] = (7.23)
0 si P es falso

tenemos el resultado:
Proposiciéon 21

El niimero de matrices del conjunto LR(A, u; ) que no se cancelan en la relacién
considerada, es decir, aquellas matrices con a = 0 es

V\z—i—,uz—i—l/z—nﬂLl
2

7.2. Calculo en el dominio.

Ahora queremos calcular las matrices en LR(A, u; v) cuya imagen bajo la corre-
spondencia no estd definida o no cumple las condiciones de fila y columna.

Como sefialamos anteriormente, tales matrices son aquellas en las que las condi-
ciones de fila y columna se convierten en igualdades, esto es, si alguna de las
condiciones siguientes se cumple:

u+b=c+d, (7.25)
u+c=>b+d. (7.26)

Si ambas igualdades se cumplen, sumandolas obtenemos 2u + b+ c = b+ ¢+ 2d,
y por tanto u = d y b = c. De forma alterna, u —d =c—by u—d = b— c implican
u—d=0=0b—c

Ademas, si u = d, al sustituir en las condiciones de fila y columna se obtiene
u+b=c+dyu+c=>b+d, por lo que la condicién u = d es equivalente a que
las dos igualdades mencionadas arriba se satisfagan simultdneamente.
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7. Segundo método de conteo

Tenemos entonces 3 casos:

» Caso l: u=d

» Caso2: u+b=c+dyu+c>b+d.
» Caso3:u+c=b+dyu+b>c+d.

7.2.1. Primer caso: u = d.

Dado que u = d implica b = ¢, la matriz toma la forma siguiente:
U
o T——u
v /\|\ 0 _—
Las caras que suman ), y i, son ambas iguales a u + b+ v, por lo que A = u es

una condicién necesaria y suficiente (pues b = ¢ implica u = d) para que existan
matrices de este tipo.

La cara menor es ¥, y por tanto v puede tomar valores desde 0 hasta |v»/2].
Una vez fijo el valor de v, el valor u = v5 — 2v queda determinado. Tal valor es
no negativo por construcciéon y como u < v,, no es posible que u sea mayor que la
suma de cualquier cara en la que aparece.

Podemos calcular b como Ay — (u +v) = Ay — (V2 — v) = A2 — V2 + v. Dado que
Ay > Vs, el valor obtenido siempre es no negativo, y por construccién es compatible
con las sumas de las caras en las que aparece. Finalmente, a queda determinado
por A\; — A =(a+b+u+v)— (b+u+ v) por lo que su valor es fijo, iguala a, y
no depende de v.

Concluimos entonces que, cuando A = u las matrices son de la forma
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1/2—2'U
Ay — Uy +
)\Z_V2+U 2 >+
1/2—211

Para terminar, se debe considerar que A\, — v, +v debe satisfacer las desigualdades
0 < Ay —vo +v <min(Ay, Ao, i, fh2, V1) = Uoa. (7.27)

Ahora, 0 < Ay — 15 + v equivale a que v > v5 — A,, lo cual siempre es cierto ya que
v > 0> vy — Ay. Por otro lado, Ay — v + v < uy equivale a que

v S Mo + Uy — )\2 (728)

pero recordando que A = u, tal condicién se convierte en v < v, que es mas débil
que v < |v»/2] obtenida inicialmente.

Concluimos entonces que cuando A = u, los valores de v que dan origen a las
matrices buscadas son tales que

0<wv< V;J (7.29)
Resumimos el resultado en el siguiente teorema.

Teorema 22

El niimero de matrices en LR(A, u; v) tales que u = d, o de forma equivalente,

A=l €es

15]+1)0-m =

7.2.2. Segundo caso: u+b=c+dyu+c>b+d.

El siguiente caso a consideraresque u+b=c+d,u+c>b+d. Seak=u—d =
c — b > 0. Las matrices son de la forma
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c
T u—k

El valor de a es tnico y queda determinado como
M—X=@+u+v+c—k)—(v+c+u—k)=a>0.
Al inicio del capitulo, al establecer las condiciones de fila y columna, se obtuvo
b—c=A; —u, porloque k =Xy — s > 0.

Hemos visto que las entradas de una matriz que satisface las condiciones del se-
gundo caso quedan determinadas por v. A continuacién determinaremos los valores
posibles para v.

Dado que v, es la cara menor, v puede tomar los valores entre 0 y [v»/2]. Una
vez fijo el valor de v, el valor u = v, — 2v queda determinado.

Podemos determinar ¢ mediante alguna de las férmulas:
c=X—(v+u—k)
Como se cumple
0 < c <min(Az, p1,v1) = As. (7.31)
podemos establecer restricciones sobre v expresando a ¢ en términos de v.

Usandoque c =Xy — (u+v—k) yque u+v < vp, se tieneu+v—k < vy < A,.
Esto garantiza que ¢ > 0. Para ¢ < A; hay que comprobar que u + v — k > 0:

UtV —k=Uu+v— A+ Uo
=Vy—V—Ax+ >0

En otras palabras, v debe satisfacer v < v, + uy — Ay. Esta expresién podria ser
negativa (pues v» < s < A3), en cuyo caso no habria valores de v que den origen
a entradas apropiadas de la matriz.

También tenemos que

0 S c—k S min()\l, M2, 1/1) = Ma. (732)
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De la férmula para c se tiene

c—k=X—(ut+v) =X —W1r2—2v)=v+ A —1, >0

La condicién ¢ — k < uy es equivalente a v < py‘vy — Ao

Comou+v—k<vy,—k <y, <puysecumple c — k > 0. Ya determinamos la
condicién para que u + v — k sea no negativo y en ese caso ¢ — k < Uo.

Para terminar hay que verificar que

0 <u—k <min(Ag, ta, V1) = Wo. (7.33)

Primero comprobaremos que u — k < u,, recordando que k£ = Ay — uo y por tanto
o +k = fs + A2 — s = Ao, Por otro lado A; > v, > wu, lo cual prueba que la
desigualdad siempre se satisface.

Para que u — £ > 0, o en otras palabras, u > k es necesario que
U= Vy— 20 > Ay — ldo, (7.34)

que es equivalente, recordando que v es un valor entero, a la condicién

P
v < {%J . (7.35)

Tenemos entonces que los valores de v determinan Ginicamente los demas valores
de la matriz siempre y cuando v sea no negativo y cumpla las restricciones

v < QJ
=172
V< Vs + fy — A2
v < %J

Dado que p> — Ay < 0, la tercera desigualdad es la mas fuerte y por tanto los valores
de v que nos interesan son

(7.36)

OSUS{MJ,

2

siempre y cuando s + v; — Ay > 0.

Resumimos todas los célculos anteriores en el siguiente teorema:
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Teorema 23

El niimero de matrices en LR(\, u;v) talesqueu+b=c+d,u+c>b+des

Q%MJ + 1> [k2 +v2 > Ao (7.37)

7.2.3. Tercercaso:u+c=b+dyu+bdb>c+d.

Sea nuevamente k = u — d > 0, por lo que b — c = k.

Sin embargo, b — ¢ = A; — p; < 0, lo que significa que no hay valores de k£ que
satisfagan las condiciones de ete caso y por tanto no hay matrices que contar.

7.3. Conteo total.

Finalmente, calculamos c(A, u,v) = Ir(A, p;v) — Ir(A, p; 7) como la diferencia
entre el nimero de matrices que sobran en el dominio después de aplicar la corre-
spondencia menos el niimero de matrices que sobran en el contradominio.

Dado que el conteo del dominio consta de 2 casos disjuntos:
= 4 = d que equivale a A = u.
= 4 >dyu+b=c+ dque equivale a A # u.

tenemos dos casos para el conteo total:

s SiA=
Q%J -|-1) B {)\2+u2+21/2—n-|-1J o+ s +v5 >n+1] (7.38)
m Si\#£
Q%MJ 4 1) P Az]]—r\z St 1J Potpatve 2 nt1]

(7.39)

Ahora bien, si A = p entonces py = A2 y ta+v2 > Ao. Entonces [us+1v2 > Ao] =1
en ese caso y podemos reescribir (7.38) como

v Mot po+vp—n+1
QEZJ—Fl) [[M2+V22>\2]]—{ 2+ Mo 22 J[[}\2+p,2+1/22n+1]] (7.40)
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v2

2J cuando A = u, por lo que

Finalmente, notemos que [%MJ se reduce a {
podemos agrupar ambos casos en una Unica férmula.

Concluimos entonces con el siguiente teorema.
Teorema 24

Si A, u, v son particiones con 2 partes, y A < u < v (en el orden lexicografico),
entonces

- A
C()\,/,l,,l/): (\‘%J ‘|‘1> [[/'1’2+V2 Z)‘2]]

B r\z—i—,uzﬂLVz—nﬂLl
2

Del teorema anterior se puede deducir otra férmula, que aungque menos simétrica,
estd relacionada con la profundidad de las particiones.
Corolario 25

At — A +1

(A p,v) = { .

J Tus + va > A

+vy— A
+ <{%J + 1) [Ar > po+v2 > X2 (7.42)
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8. Conclusiones

En los capitulos anteriores se usaron diferentes descripciones combinatorias para
calcular el coeficiente de Kronecker c(A, u,v) de dos formas. Existen otras dos
formulas en la literatura, [10] y [5] obtenidas mediante métodos diferentes que cal-
culan el mismo valor. A continuacién verificaremos que las 4 formas disponibles son
equivalentes y después discutiremos brevemente sobre la posibilidad de extender
algunas en los casos cuando v tenga mas de dos partes.

8.1. Equivalencia de las férmulas

Primero listaremos las 4 féormulas que se tienen para calcular ¢(A, u, V) cuando
A, i, v tienen dos partes. Asumiremos que A > u > v en las 4 féormulas.

Remmel y Whitehead determinaron la siguiente formula en [10]:

c(A p,v) =1+ Wy = W)W > V] (8.1)
donde
W, = \‘WJ (8.2)
A _
m:ma};(o,{ 2“”;”"‘ nD (8.3)

Por otro lado, Mercedes Rosas determina en [5] la férmula

c(A, pv)=(z —y)[z > y] (8.4)

donde
. Vﬁyzz_)\ﬁﬂ (8.5)
y:mé.x<0, Pﬁ“z;yz_nb (8.6)
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Dado que V; en (8.1) es igual a y en (8.4), para probar que ambas férmulas son
equivalentes basta probar

- A — A +1
14 Mo + Vo 2| _ [H2t o 2+ , (8.7)
2 2
pero tal igualdad se sigue directamente de la siguiente proposicién.
Proposicién 26
Si t es un entero, entonces
t t+1
1 —|=1—]. 8.8
+l3l == 2)

Para probar la proposicién procedemos por casos. Si t es par, entonces ¢t = 2!
para algin entero [ y

) P[]

Sit es impar, entonces ¢t = 2] 4+ 1 para algun entero [ y

- - [

De este modo, la proposicién queda probada.

La equivalencia de las férmulas (8.1) y (8.4) queda probada tomando ¢ = u, +
Vo — )\2.

Antes de proceder a demostrar que las formulas encontradas en el presente tra-
bajo son equivalentes a las férmulas anteriores, vamos a demostrar que son equiv-
alentes entre si.

La férmula obtenida por el primer método es

Uo + Vo — Ag
2

{n—Az—Nz—Vz

5 J [[n<)\2-|-,u2-|-1/2]]+q

J + 1> [As < pa+s] (8.9)

y la formula obtenida por el segundo método es

vy — A Ao+ pio +vp —n+1
({ijLl)[[)\zgﬂﬁuz]]—{z Hz V2 — 7 J[[n<>\2+u2+1/2]]

2 2
(8.10)

por lo que basta probar que

_\‘)\2+/~02+V2—’n+1J B {n—Az—Nz—VzJ
2 N 2 '

(8.11)
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Usaremos una version modificada de la Proposicién 26. Si k es un entero, entonces

-l

que se obtiene haciendo k = ¢ — 1 en la proposicién mencionada.

Si % = Ag + W + V5, la igualdad que queremos probar es

222 o

Dado que —|z| = [—z] para toda z, tenemos

{n—EJ:_{E—nW (5.14)

2 2

pero por otro lado

o R e el el G e R G e D

lo cual concluye la prueba de la equivalencia.

Por ultimo, vamos a probar que las férmulas encontradas en este trabajo son
equivalentes a las formulas encontradas en la literatura. En particular, vamos apro-
bar que la férmula dada por Remmel y Whitehead es equivalente a la férmula
encontrada por el segundo método. Para referencia transcribimos las férmulas nue-
vamente. La féormula de Remmel-Whitehead es:

(14+ Wy — W)Wy > V] (8.16)
W, = M 8.17
{ ! J (8.17)

Vi — méx [0, |J2 P He o n 8.18
(o[ @19

mientras que la del segundo método es

+ vy — A Ao+ s+ —n+1
(\‘MJ‘F].) [[)\zgllzz"—l/z]]—\‘ 2 o 2 J[[n<}\2+/1/2+1/2]].

2 2
(8.19)
Si reescribimos
1+W+ W)W > W] =1+ Wy)[W, > W] - V[W > V] (8.20)

78



8. Conclusiones

podemos demostrar que las formulas son equivalentes probando que los términos
que aparecen restados en ambas formulas son los mismos.

Comencemos probando que los términos restados en ambos casos son equiva-
lentes

i Ao+ s + Vs —1n Ao+ s+ —n+1
max(O,{z Ha T V2 D[[levl]]:{z o J[[n<>\2+uz+u2]].

2 2
(8.21)

Nuevamente ¥ denotard la suma Ay + s + 5. Si

E_
V, = max (o, [JD ~0
2
—n

entonces [71 < 0, que implica ¥ — n < 0. Pero entonces [n < Ay + s + 2] =0

Tenemos entonces que V;[W; > Vi] =0 = [WJ [n < Ay + po + 1v2].

Si méx (0, [%D [W, > V4] > 0 entonces max (0, [%D >0y

mex (0 [557]) = 555 = 55 )

por el argumento usado en (8.15). Ademas [%1 > 0 implica ¥ —n > 0 y por

tanto [n < Az + 2 +v2] = 1. Concluimos entonces que el término restado en ambas
féormulas también coincide en el segundo caso.

Finalmente, los términos que aparecen al inicio de cada diferencia son los mismos
salvo los condicionales, es decir, hay que probar

(1 + {WD Wi > Vi] = (1 + {WD [ < 12 + 2], (8.23)

Procederemos por casos una vez mas. Vamos a probar primero que cuando [W; >
V1] = 1 ambas expresiones coinciden y por tanto las férmulas coinciden, para
verificar al final que si [W; > V;] = 0 ambas formulas toman el valor cero.

Si [Wy > V4] = 1, entonces W; > V; > 0, por lo que

\‘WJ > 0, (8.24)

lo que implica py+v2—Ay > 0, es decir, [y < ps+1v5] = 1. Hemos probado entonces
que si W7 > Vi los términos que aparecen al inicio de cada formula también son
iguales, y por tanto las formulas son equivalentes.
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8. Conclusiones

Cuando [W; > V] = 0 la primera férmula se anula por completo, veamos que la
segunda formula también. Sabemos que [W; > V;] = 0 es equivalente a W; < V.

Cuando V; = 0 se tiene

\‘/1'2 + 7/22 - )\2J <0, (8.25)

de modo que gz + 2 — Ay < 0 y por tanto [Ay < ps + 2] = 0. Asi, en este caso,
ambas expresiones en consideracién son nulas.

Cuando V; > 0 el argumento de (8.15) muestra que V; = [E_;“J. Asi la condi-
ciébn W; < V; se traduce en

- A A — 1
U2 + Vo 2 < 2+ U2+ V2 — 1+ (8.26)
2 2
- A 2Ao — 1
_ V‘z + 1/22 2 | M 2’n—|— J . (8.27)

Sin # 2),, obtenemos una contradiccién puesto que en ese caso n > 2A; y por
tanto 2A; —n + 1 <0 y por tanto

<

(8.28)

2 2

VtzﬂLVz—)\zJ V\z—i—,uzﬂLVz—nﬂLlJ
< 2

V‘z + Vs — AzJ

Hasta ahora hemos probado que las dos formulas, las de Remmel-Whitehead y
el método dos, coinciden siempre excepto en el caso cuando W; < Vi, V; >0y
n = 2)\,. HEste caso especial lo probamos directamente. En la férmula de Remmel-
Whitehead, el condicional [W; > V;] = 0 hace que toda la formula se anule (sin
importar los términos involucrados). Veamos que en la segunda férmula el valor
resultante es cero.

Recordemos que V; > 0 implica que [n < As+ p2 + 2] = 1 (argumento siguiente
a (8.22)). Ademas, si 2X; = n < Ay + U + Vo entonces Ay < ps + Vo, yasi [Ax <
p2 + 2] = 1.

Sustituyendo n = 2, en la férmula (8.19) del segundo método obtenemos en-
tonces

. 5 (8.29)

y por la Proposicién 26, tal expresion se hace cero. Habiendo probado el caso
especial, concluimos que las cuatro férmulas disponibles para calcular ¢(A, u, v)
son equivalentes.

1_’_{#2+V2—)\2J B {#2+V2—)\2+1J.
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8.2.

8. Conclusiones

Generalizaciones

El segundo método, no depende de que las matrices tengan tamafio 2 x 2 x 2,
por lo que se podria aplicar a matrices donde los mérgenes tengan mas de 2 partes.

El esquema a seguir es el siguiente:

Establecer las condiciones de fila y columna que deben satisfacer las matrices.

Encontrar una correspondencia adecuada que permita cancelar la mayor can-
tidad de matrices en el dominio y el contradominio.

Determinar las caracteristicas de las matrices que quedan sin cancelar en
ambos conjuntos.

Escribir los valores de las entradas en términos de la menor cantidad posible
de parametros.

Determinar los valores posibles para los pardmetros y calcular asi las cardi-
nalidades de los conjuntos.

Calcular y simplificar la diferencia.

En este trabajo, se usé la correspondencia (a,u) — (a + 1,u — 1), pero no es la
inica posible, ya que otra correspondencia podria ser (a,b,c,u,v) — (a — 1,b +
1,c+1,u+1,v—1) que da lugar a una diferente cancelacién. En el caso considerado,
todas las entradas quedaron en términos de un dnico pardmetro (el valor de v),
pero para matrices més grandes las entradas quedan expresadas en términos de 2 o
mas parametros, los cuales no son independientes entre si. Este tipo de situaciones
son las que se exploraran en trabajos posteriores.
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