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Capitulo 1

Introduccion

1.1. La métrica

En el drea de gravitaciéon se trabaja con variedades tetradimensionales
que tienen cierta topologia, tales variedades describen el espaciotiempo a
través de un campo tensorial simétrico de segundo rango g,,, (1, v =0,1,2,3)

denominado tensor métrico.

De este modo, el tensor métrico g,, posee diez componentes y contiene
toda la informacién que necesitamos para describir la estructura del espa-
ciotiempo; dicho tensor, en relatividad general, depende de la disposicion y

cantidad de materia localizada en la region en cuestién. Las soluciones a las



ecuaciones de Einstein en una variedad con una topologia especifica determi-

nan el tensor métrico. Tales ecuaciones estan dadas por la relacion tensorial

1
R = k(I = Tg™), (1.1)

donde T es llamado tensor de estrés y contiene toda la informacion acerca

de la energia y momento, mientras que kK = _SCZIG y T = T§. En el lado

izquierdo tenemos el denominado tensor de Ricci, el cual depende de la cur-

vatura del espacio.

Llamaremos métrica, a la relaciéon cuadratica
ds? = Gudxtdz”.

Esta expresién, fundamentalmente, nos da la distancia entre dos puntos ve-
cinos cuyas coordenadas difieren en dx*, pero lo importante aqui es que en
tal relacion esta involucrado explicitamente el tensor métrico.

En el marco de la cosmologia, los modelos cosmologicos también se repre-
sentan por métricas, éstas dependen del tiempo, y en algunos casos (métricas
no homogéneas) dependen de ciertas coordenadas espaciales.

Por otro lado, también trabajaremos con métricas que en la teoria de

la gravitacién describen el espaciotiempo en el vacio (R* = 0) y sélo de-



penden de coordenadas espaciales. Particularmente estas métricas describen
agujeros negros. Posteriormente, con el uso de un método llamado método de
dispersion inversa, construiremos una una métrica que constituye una solu-
cién de las ecuaciones de campo en la teoria de cuerdas heterdticas a bajas
energias y que poseera la forma de los intervalos de los agujeros negros. Esta
ultima métrica, a diferencia de las obtenidas en el vacio, considera campos

adicionales (no sélo campo gravitatorio) como veremos més tarde.

Otra caracteristica del tensor métrico es la signatura, determinada por los
signos de las componentes diagonales de la matriz g,, en el espaciotiempo
plano. Si la métrica tiene signatura de Minkowski (pseudorriemanniana), una
de las componentes de la signatura (la gog) posee signo negativo (positivo)
y las demds signo positivo (negativo); en nuestro estudio adoptaremos la
primera alternativa, denotada por (— + ++). La diferencia entre el nimero
de componentes positivas y negativas se denomina signatura, por lo tanto,

tendremos signatura +2 en los modelos que trataremos.

La solucién a las ecuaciones de Einstein mas bésica descubierta en gra-
vitacion es la solucion de Schwarzschild, y describe espaciotiempos esférica-
mente simétricos en el vacio. Esta métrica generaliza el espaciotiempo plano

puesto que cuando no se tienen fuentes gravitacionales obtenemos el espa-



ciotiempo de Minkowski. De acuerdo con un teorema establecido por Birkhoff
se afirma que la métrica de Schwarzschild es la tnica solucién esféricamente

simétrica de las ecuaciones de Einstein en el vacio.

1.2. Meétrica y agujeros negros

Una métrica equipada con un vector de Killing! temporaloide (es decir,
que no depende del tiempo) es llamada estacionaria. Por otro lado, como de-
finicién, una métrica es llamada estdtica si posee un vector de Killing tempo-
raloide que es ortogonal a una familia de hipersuperficies con t constante [1],
(en este caso, una hipersuperficie es una subvariedad espacial tridimensional
de la variedad tetradimensional). Particularmente, cuando la métrica es es-
tacionaria y ademas diagonal (esto es, que no hay términos cruzados dz*dz",

tales que p # v), tenemos una métrica estatica. Fisicamente hablando, una

1Se le llama vector de Killing a un vector covariante & « que satisface la ecuacion

Vugu + Vugu =0.

Si el espaciotiempo tiene un vector de Killing, entonces se puede encontrar un sistema
coordenado en el cual las componentes del tensor métrico son independientes de una de

las coordenadas [1]-]2].



métrica estatica es aquella en la que nada tiene movimiento, mientras que
una estacionaria permite que se muevan las cosas pero de manera simétri-
ca. La solucién de Schwarzschild, por ejemplo, es esféricamente simétrica,
estatica y describe objetos esféricos masivos no rotatorios tal como estrellas
u hoyos negros estaticos. Los sistemas rotatorios (que se mantienen rotando

de la misma forma todo el tiempo) son descritos por métricas estacionarias.

Un cuerpo estelar que gira sobre un eje perpendicular a su plano ecuato-
rial no puede ser descrito por la solucién de Schwarzschild, lo que se necesita
en este caso es una métrica estacionaria que tenga simetria axial. La solu-
cién para este problema fue encontrada por Kerr y tiene simetria axial con
respecto al eje z. La solucion de Kerr posee dos vectores de Killing, que se
manifiestan debido a que las componentes de la métrica son independientes
de t y p. Aqui también se tiene un vector de Killing temporaloide, pero no
es ortogonal a las hipersuperficies (t=constante); de este modo, esta métrica
es estacionaria, pero no es estatica. Una forma sencilla de entender que es

estacionaria radica en su caracter no diagonal.



1.3. Modelos cosmolégicos

En general, cualquier resultado que se obtenga en relatividad general de-
be ajustarse a las observaciones (o bién a suposociones fisicas convincentes),
en cosmologia hay dos conceptos fundamentales dadas las propiedades del
universo observable, uno de estos conceptos es la homogeneidad, el espacio se
considera homogéneo ya que la densidad de galaxias parece ser uniforme al
considerar regiones suficientemente grandes [3]. Para los modelos en gravita-
cion, esto implica que la métrica es la misma a través de todo el espacio, esto
es, que sus puntos tienen las mismas propiedades geométricas. Si, en cambio,
las propiedades de la métrica cambian a lo largo de una de sus dimensiones,

entonces la métrica se denomina no homogénea.

El otro concepto fundamental es la isotropia, éste se aplica a todo punto
especifico del espacio, y establece que el espacio tiene las mismas propiedades
fisicas sin importar la direccion en la que se estudie. Este concepto se debe a
que el nimero observado de galaxias por unidad de angulo sélido parece ser

el mismo en todas direcciones [3].

Formalmente hablando, una variedad es homogénea si dados dos puntos

py q de la variedad existe una isometria? bajo traslaciones espaciales, y una

2Se dice que tenemos una isometria cuando en la variedad M tenemos una aplicacién



variedad es isotrépica si la isometria existe para rotaciones espaciales [1]. En-
tonces, si la métrica cambia o no bajo traslaciones se dird que es homogénea
o no homogénea respectivamente, similarmente, si la métrica cambia o no

bajo rotaciones se llamara isotrépica o no isotrépica.

Sin embargo, se ha considerado que a etapas iniciales del universo, éste
debié ser no homogéneo y no isotrépico, por lo que no sélo se han propuesto
modelos cosmoldgicos homogéneos en la teoria general de la relatividad. En
1971 Gowdy propuso un conjunto de modelos cosmolégicos no homogéneos
en el vacio [4] (la gravedad por si sola nos proporciona soluciones a las ecua-
ciones de Einstein que describen modelos cosmoldgicos). 3) Dichos modelos
tienen una topologia compacta y dos vectores de Killing tal que las métricas
correspondientes solo dependen del tiempo y de una variable espacial. Este
tipo de métricas tienen la misma estructura que las métricas estacionarias
y/o estaticas con simetria axial o cilindricas si hacemos la permutacién de la

coordenada radial con la coordenada temporal.

Hay tres tipos de variedades topoldégicas compactas asociadas a estos mo-

Y : M — M donde 9 es invertible con las aplicaciones 1~! y v suaves y, ademds,

Guv © Y = g (considerando g, como funcién g, : M — R)[1]

3Si deseamos considerar un modelo més real, debemos incluir un potencial o términos

que describen la materia, por ejemplo un fluido perfecto.



delos cosmoldgicos: T (el toro tridimensional), S'XS% y S3. A cada variedad
topoldgica le corresponden dos versiones: polarizada y no polarizada (estas

etiquetas, “polarizado” y “no polarizado”se aclarardn después).

1.4. Relacion de agujeros negros con modelos
cosmologicos

El modelo con el que bésicamente trabajaremos (con el fin de encontrarle
soluciones analiticas y relacionarlo con soluciones conocidas) es el modelo
de Gowdy con topologia S'X S? no polarizado, el cual tiene ecuaciones de
campo no lineales sumamente complicadas. Sin embargo, con el fin de evadir
las ecuaciones de Einstein del modelo en cuestién, relacionaremos una parte
de la solucién de tipo agujero negro rotatorio (la regién comprendida entre
los horizontes del agujero negro de Kerr) con una cosmologia de Gowdy por

medio de la transformacién r «—— t.

Puesto que la métrica de Gowdy constituye una cosmologia no homogénea,
mas adelante la relacionaremos con dos métricas no homogéneas de tipo ho-
yo negro, a saber, con la solucion de Kerr de la relatividad general y con la

solucién que obtendremos a partir del metodo de disperisién inversa aplicado



a Teoria de Cuerdas Heterdticas a bajas energias.

De manera preliminar, para ilustrar el método consistente en relacionar
un modelo cosmoldgico con una solucién de agujero negro, consideraremos el
resultado obtenido por Kantowsky y Sachs al estudiar un modelo cosmolégico
homogéneo [5]. Dichos autores descubrieron que se pueden hallar soluciones
a los modelos cosmoldgicos en la teoria general de la relatividad de manera
rapida y directa aplicando la transformacié r «— ¢ al interior de la métrica

de Schwarzschild.

Posteriormente, el marco de la teoria de cuerdas, trabajaremos con la ac-
cién efectiva de Cuerdas Heterdticas a bajas energias. Dicha accién tetradi-
mensional describe gravedad (g,,) acoplado a un campo escalar denominado
dilatén (¢), un campo pseudoescalar 4 llamado axién (k) y un campo de

Maxwell electromagnético (A,,).

De este modo, en el contexto de esta teoria, haremos uso del método de

dispersién inversa para encontrar una solucién de tipo hoyo negro rotatorio.

4Consideremos el efecto de reflexiéon o inversién en las coordenadas z# — —x# (en
coordenadas cartesianas R® equivale a cambiar un sistema coordenado derecho por uno
izquierdo). Si tenemos un campo escalar ¢ tal que ¢ — —¢ bajo la transformacién men-
sionada, decimos que ¢ es un campo pseudo escalar. Un ejemplo conocido de campo

pseudoescalar es la divergencia del campo elétrico %.



Veremos como aplicar dicha técnica mediante diversos ejemplos en diferentes
areas de la fisica. De esta manera nuestro trabajo central sera obtener la
solucién (que fisicamente es de interés en el drea de Teorfa de Cuerdas) y
luego proponer un modelo cosmolégico de Gowdy con topologia S'XS? no

polarizado y analizaremos algunos de sus limites.

10



Capitulo 2

El Método de Dispersion
Inversa en Relatividad General

y Teoria EMDA

2.1. Idea basica del método y solitones

En la matematica y fisicamatematica, el método de dispersion inversa,
también llamado transformada de dispersion inversa es un procedimiento
para integrar ciertas ecuaciones diferenciales parciales no lineales por medio

de convertirlas en un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias. En la

11



fisica, ésto aplica a potenciales que decaen rapidamente al infinito y dicha
técnica puede ser aplicada a muchos de los llamados modelos de solucién
exacta. Esto incluye la ecuacion de Korteweg-de Vries, la ecuacion no lineal de
Schrodinger y la ecuacion de sine-Gordon que son histéricamente importantes
[11]. Las soluciones tipicamente consisiten en solitones méas alguna radiacion
de fondo que decae a cero cuando un parametro (temporal generalmente)
va a infinito y estan caracterizadas por tener constantes de movimiento no

obvias.

Los solitones son soluciones clasicas de ecuaciones de campo no lineales
que poseen energia finita, densidad de energia localizada y que viajan con
una velocidad uniforme sin dispersién. Se habla de soluciones soliténicas si
inicialmente tenemos un nimero arbitrario de dichas soluciones ampliamente
separadas, para tiempos asintéticamente negativos (t — -00), que se apro-
ximan con una velocidad constante y sin deformarse, luego de interactuar
durante un intervalo de tiempo finito At se separan asintéticamente (t —
o0) como paquetes de onda que conservan su forma y velocidades iniciales
[12].

El método de dispersién inversa involucra basicamente dos pasos: El pri-

mero de ellos, dada una ecuacién diferencial parcial no lineal, el problema

12



consiste en hallar un conjunto de ecuaciones diferenciales lineales cuyas con-
diciones de integrabilidad constituyan precisamente la ecuacién no lineal a
resolver, tales ecuaciones son llamadas ecuaciones espectrales. El segundo
paso consiste en hallar la clase de soluciones solitonicas para las ecuaciones
espectrales, luego a partir de una solucién particular de la ecuacién no lineal
se pueden generar nuevas soluciones soliténicas mediante operaciones pura-
mente algebraicas, una vez que las ecuaciones diferenciales lineales han sido

resueltas para la solucion particular.

2.2. Aplicaciones del método de dispersion
inversa.

Veamos ahora un par de ejemplos en donde aplicamos el método en cues-
tién. primero encontraremos la solucién a una ecuacién conocida como la
ecuacién de Korteweg-de Vries (KdV) [13], la cual, describe la dindmica de
ondas que se mueven en aguas poco profundas ademas de otras aplicaciones
fisicas [11]. Posteriormente, usaremos el método para un sistema de ecua-
ciones matriciales, este ultimo ejemplo nos ilustrara la manera de aplicar el

método en la forma que lo haremos en gravitaciéon. consideremos la ecuacién

13



lineal (la cual, tomara el papel de ecuacién espectral)

Vaw + (AE) +u(x, 1) =0 (2.1)

donde u(x,t) es la solucién de la ecuacén Korteweg-de Vries, tal ecuacién
esta dada por

Uy + UL 5 + U gy = 0. (2.2)

La ecuacion (2.1) es idéntica a la ecuacion de Schrodinger de la mecénica
cudntica para una particula en un potencial unidimensional, u(x,t) !. De
(2.1) podemos escribir u = —\ — (¢ 4,) /¢ la cual, cuando se sustituye en la

ecuacion (KdV) nos da:

)\,th = (¢,mQ - ¢Q,z),x (2.3)
donde
Q = ¢,t + w,:m:x - 3()\ - U)¢,z

Integrando (2.3) sobre todo x, y asumiendo que v y sus derivadas van a cero

cuando z — +00 tenemos

!'Notemos que t aparece unicamente como un pardmetro.

14



Las soluciones para (2.1) son bién conocidas y tienen distintos tipos de solu-
cién: aquellas identificadas como estados ligados que correspenden a ¢ — 0
exponencialmente cuando r — +o00, y estados de dispersion. Por simplicidad
asumimos que solo existen estados ligados y estos son discretos. Asi asocia-
mos N soluciones ¢, (z,t) a (2.1) que son acotadas, tal que la integracion
en (2.4) existe y es finita. Esto implica que los eigenvalores A, son cons-
tantes.Ahora, imponemos una constriccién adicional: © — 0 si x — Foo.
Esto limita a soluciones soliténicas de la ecuaciéon KdV y elimina soluciones
correspondientes a ondas no lineales. Ya que © — 0 mientras r — 400, po-
demos resolver para 1) en esta region asintética y escribir, cuando x — +o0,
Yz, t) = Ch(t)e ™™ donde A, = k2. Si sustituimos esto en (2.3) encon-
tramos que C,,(t) = C,(0)e**s* donde C(0) es una constante de integracién
que es obtenida al resolver (2.1) en x = 0. Entonces, usando los resultados
de arriba, tenemos la solucién asintética de 1, (z,t) para todo tiempo. El
problema de dispersion inversa en mecanica cuantica y otros problemas de
ondas es: dada la forma asintética de la solucién, construir el potencial. Este
es exactamente el problema que debemos resolver. Por lo tanto, la solucion
completa de la ecuacion KdV surge de la solucion del problema de dispersién

inversa. Afortunadamente, este problema a sido resuelto y la solucién para

15



de la ecuacion KdV es expresada en la forma

u(z,t) =2K(x,y) 4 (2.5)

donde K (z,y) satisface la ecuacién integral de Gelfand-Levitan-Marchenko

K(x,y)+B(m—i—y)+/OOB(y—|—z)K(m,z)alz—O7 (2.6)
y
B(z) =) Cy(0)enthnr, (2.7)

Esta ecuacién se resuelve asumiendo una solucién de la forma
N
K(z,y) =Y Ky(z)e ™ (2.8)
n=1
y sustituyendo en (2.6), tenemos N ecuaciones lineales algebraicas para las
K, las cuales, cuando son resueltas, nos da la forma de K (z,y) y asi, con el

uso de (2.5), una solucién unica para u(z,t) [13]. Por ejemlo, si hay solo un

estado ligado (N = 1), nos da

—2ko By
K = 2.9
0<x> 2k06k0m + Boe—ko"” ( )
por lo tanto, de (2.5)
Ak Bye= 2o
u(a, t) = —020 (2.10)

Bo ,—2koz”
1+ TG

16



Ahora, veamos el segundo ejemplo que ya habiamos adelantado. La ex-
periencia en el uso del método de dispersion inversa ha mostrado que la
mayoria de las ecuaciones bidimensionales conocidas pueden ser represen-
tadas como las condiciones consistentes de integrabilidad de las siguientes

ecuaciones matriciales

1/1,1: = U(l)% w,t = V(1)¢7 (211)

donde tanto las matrices UM y V) como el vector columna 1 dependen
racionalmente del parametro espectral complejo A y de dos de sus coordena-
das espaciotemporales x y t, tales variables A,  y ¢ son independientes. Si
diferenciamos la primera ecuacién de (2.11) con respecto a la variable ¢, la se-
gunda con respecto a x e igualamos los resultados, la condicion de integracion

de dicho sistema se expresa como
v —vO L pOy® _yOy® =g (2.12)

Esta condicion debera cumpilrse para todos los valores de \; precisamente
este requerimiento coincide con la ecuacién diferencial (integrable) que se
debe resolver. En este punto debemos hacer mencion que la naturaleza fisica
de de las variables x y t en las ecuaciones (2.11) es completamente irrelevante
por lo que podemos interpretarlas como nos sea conveniente. Ilustraremos lo

17



anterior con el siguiente caso.

Consideremos las coordenadas del cono de luz [14] 2% = 2+t y 0y =
(9, £ ;). la ecuacién sine-Gordon en tales coordenadas para una funcién ¢
se expresa como 0, 0_¢—2sen(2¢) = 0. Con objeto de simplificar la notacién
hagamos la identificacién ¢ = 2 y p = 2~ donde ahora o y p son las variables
temporal y espacial asociadas al cono de luz 2, las ecuaciones (2.11) y (2.12)

adoptan la forma siguiente

Ve =UDp g, =Vy (2.13)
y
U(ﬁ) _ V((f) +UQy@ _y@u® = (2.14)

respectivamente. Ahora, si elegimos las matrices U® y V) de la siguiente

manera

o 1| eos() —isin(o)

i)
' isin(¢) —cos(¢)

%la ecuacién de sine-Gordon en coordenadas usuales se expresa como ¢y — ¢ px +

sin(¢) = 0, donde ¢ es una funcién de dos variables reales z y t.

18



A partir de (2.14) tenemos que

~0 (2.15)
¢ .op — sin(o) 0

y vemos que aqui esta involucrada la ecuacion de sine-Gordon en las coorde-
nadas del cono de luz, las soluciones a la misma son de tipo solitén como ya
habiamos senalado. Finalmente, dado que en este caso la funcion ¢ tiene la

forma

U
(2

y el problema espectral se deriva de la ecuacién (2.13)

Yrp = iXL+ Lot (2.16)

Yoo = ikl + 260t (217

2.3. El método de dispersion inversa en la

Relatividad General

Ahora consideremos un modelo que nos serd util al utilizar la ténica de

dispersién inversa a la gravedad y a ciertos modelos de la teoria de cuerdas

19



a bajas energias. Como primer punto, supongamos que las matrices U y
V' son regulares en el infinito del plano definido por el pardmetro espectral
complejo A\ y cada una posee solamente un polo para un valor finito de
A. En este caso se pueden construir las matrices U y V' de manera que se
anulen cuando A — oo debido a que las ecuaciones (2.13) y (2.14) tienen
cierta libertad de norma. Debemos hacer notar que ahora pierde relevancia la
interpretacién de coordenadas del cono de luz (o, p) y solo las consideraremos
como coordenadas cualquiera de un espacio tetradimensional, en tanto que
1) ya no sera vector columna sino una matriz cuadrada, por lo que el anélisis

que se hace aqui también se puede aplicar a las ecuaciones (2.11) y (2.12).

Sin pérdida de generalidad, elegimos la localizacién de los polos de la
siguiente manera: A = A\g y A = —)\g para U y V respectivamente, donde \

es una constante arbitraria.

De este modo tenemos

U@ = (2.18)

A=A A+ Ao
con las matrices K y L independientes del parametro A. Al sustituir la rela-

cién de arriba en (2.14) vemos que el primer miembro se anula si y sélo si se

cumplen las siguientes igualdades

20



K,—L,=0 (2.19)

1
Ko+ Lo+ (KL—LK)=0 (2.20)
0

La anterior ecuacion sugiere que podemos representar las matrices K y L

en la forma de “derivadas logaritmicas” de cierta matriz g:
K =—Xg.,9 ", L=Xg. ,g " (2.21)

Asi, la ecuacién (2.20) representa la condicién de integrabilidad de las
relaciones anteriores para la matriz g, mientras que la igualdad (2.19) cons-

tituye la ecuaciéon de campo de cierto modelo relativista integrable:
(9.097).p+ (909 1).0 =0 (2.22)

Esta ecuacion matricial esta asociada al modelo denominado campo quiral
principal. A partir de una solucién arbitraria ¥ (o, p, A) del sistema de ecua-
ciones (2.13) se obtiene de manera inmediata una solucién para la ecuacién

de campo (2.22) es decir, para la matriz g.
De las relaciones (2.13), 2.18 y 2.21 se infiere que

—1 09,09 -1
w’ w A — )\0 A — )\0 A—0 ’ ( )

21



_ L :)‘Og,pg_l
)\—i‘)\o )\‘i‘/\g A—

Yt - 9,9 " (2.24)

lo cual implica que la matriz a encontrar es la funcién ¢ (o, p, \) evaluada en
A =0, esto es,

g(o,p) = (0, p,0). (2.25)

Para obtener soluciones soliténicas para la ecuacién (2.22), lo tnico que
necesitamos es conocer una solucién soliténica particular (go, vg) de las ecua-
ciones (2.22) y (2.13), que en adelante demominaremos solucidn inicial, y
construiremos una nueva solucion solitonica a partir de ésta con ayuda del
método de dispersion inversa. Nuevamente, como lo hemos estado haciendo,
ilustraremos el método con un ejemplo en el marco de la Teoria General de
la Relatividad.

Consideremos un espaciotiempo estacionario con simetria axial, es decir,
un espaciotiempo en que el tesor métrico sélo depende de dos coordenadas
espaciales y no asi del tiempo ni del dngulo azimutal. Tal métrica tetradi-

mensional puede adoptar la forma siguiente
ds* = g, datdx” = f(dp* + dz*) + gadr"da’, (2.26)

donde p,v = 0,1,2,3; (2% 2,22, 2%) = (¢, ¢, p, 2), los indices a,b,c,...=0,1
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(que corresponden a las coordenadas t y ¢, respectivamente) y las funciones

'Y gap s6lo dependen de p y z.

Al hacer uso de cierta libertad en la eleccion de las coordenadas p y z se

puede, sin perder generalidad, imponer la siguiente condicion sobre la matriz

Gab-

det g = —p”. (2.27)

Resulta que todo el sistema de ecuaciones de Einstein en el vacio que
corresponden a la métrica (2.26) con la condicién anterior se divide en dos

grupos. El primero determina la matriz g y tiene la siguiente forma

(09,097 ).p+(pg-9")-=0. (2.28)

El segundo grupo de ecuaciones determina el coeficiente métrico f una vez

que se tiene una solucién a (2.28) y se puede representar del modo siguiente

(Inf),,= —% + ﬁTr(UQ -V, (Inf). . = 2—1pTr(UV), (2.29)

donde ahora las matrices U y V' estan definidas como se indica a continuacion

U=pg,9 ", V=pg.g'. 3 (2.30)

3De aquf vemos que (2.28) también se puede escribir como U , + V. , = 0.
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La integracién de la ecuacién (2.28) esta asociada a las siguientes ecuaciones

espectrales

V — AU U+ \V
Dy = (/))\QTPQ) Y, Doytp = (%) 1, (2.31)

donde los dos operadores diferenciales Dy y D, estan definidos por

2\2 2)\p
- m&)\, D2 = (9p + —a)\.

Dy =0, X2t p?

se puede comprobar que las condiciones de compatibilidad de las relacio-
nes (2.31), para la funcién matricial generatriz ¥ (A, p, 2), son identicas a las
relaciones (2.28) y (2.29) si estas son expresadas (asi como sus condiciones de
compatibilidad) en términos de las matrices U y V. De este modo, la matriz
g es nada més y nada menos que la matriz generatriz ¢ (J, p, z) evaluada en
el punto donde el parametro espectral se anula, es decir en A = 0, por lo que

tenemos
9(p,2) = ¥(0, p, 2). (2.32)

La funcién v puede ser obtenida en la forma

Y = Xx¢o (2.33)

donde 1) representa cierta solucién conocida del sistema (2.31). De esta ma-
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nera, el sistema de ecuaciones diferenciales para la matriz y es el siguiente
Doy — pV — AU pVo — AUy
X = A2+ p2 X=X A2 + p2 ’

pU + AV Uy + Vi
Doy = —— — — . 2.34
2X ( AQ + p2 ) X X ( )\2 + p2 ( )

Las soluciones soliténicas para la matriz g corresponden a las divergencias
en los polos de la matriz xy en el plano complejo que define el parametro
espectral A. Si la matriz y tiene N polos y estos son simples entonces dicha

matriz puede expresarse como

R

k

X:I+ZA—uk’ (2.35)
k=1

donde Ry, y py son matrices (de tamano 2x2) y funciones, respectivamente,
que dependen de p y z. Las trayectorias de cada polo estan dadas por

ti(p, 2) = wy — 2 % [(wy, — 2)* + pA2, wy, = const. (2.36)
Las matrices Ry son degeneradas y estan dadas por la siguiente expresion

(Ri)ab = ngmy, (2.37)

los vectores m} tienen dos componentes y pueden ser escritos en términos
de la solucién particular para la matriz generatriz 1g(\, p, z) evaluada en
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A = pg. Tales vectores adoptan la siguiente forma

m]; = [wo_l(uk’a P Z)]camlzoy (238)

donde m¥, son constantes arbitrarias.

Las soluciones soliténicas que son obtenidas de esta manera no satisfacen
la condicién (2.27), por lo que no sustentan soluciones fisicas. Sin embargo,es
importante hacer notar que si g es una solucién de la ecuacién (2.28), entonces

la matriz fisica g7 definida por
g’ = —p(—detg)~"?g (2.39)

También constituye una solucién. De este modo, omitiendo algunos célcu-
los intermedios, obtenemos la siguiente expresion explicita de la solucion

n-soliténica para el tensor métrico

l
gab(p> H:up gO ab — Z Fkl ,Uk :ul ( )Nb( )]7 (240)

k=1

donde
_ _ T _
= 9o[5 (s 0, )T, Thg = (0 + ) "N g5 INO

y las componentes de la columna mép ) son constantes arbitrarias:
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Cép)

m((]p) _

C«fp)

Es importante hacer notar que en calidad de solucién inicial se puede
emplear una solucién trivial aunque ésta no constituya un solitén. Un caso
en que se procedié de esta manera, obteniendo un modelo relevante, fue
el procedimiento para construir la métrica de Kerr, donde por medio del
método de dispersiéon inversa y tomando como solucién inicial el espacio de
Minkowski, se generd el modelo de agujero negro rotatorio de Kerr como

solucién bisoliténica, es decir para el caso n = 2 [15].

2.4. Teoria Einstein-Maxwell-Dilaton-Axion.

La Teoria Einstein-Maxwell-Dilatén-Axion (EMDA) surge de la Teoria
de Cuerdas Heteréticas a en el limite de bajas energias y toma importancia
ya que actualmente se ha enfocado atencién hacia modelos gravitatorios que
son consecuencia de Teoria de Cuerdas a bajas energias. Algunos de estos
modelos pueden ser representados como matriz quiral en el caso estacionario,
lo cual nos permite aplicar diferentes métodos matematicos para la construc-

cién de soluciones exactas. Tecnicamente, la Teoria EMDA aparece luego
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de la omision de una parte de los campos que se manifiestan durante la
compactificacién de 6 de 10 dimensiones [16], y la representacién quiral en el

caso estacionario, en donde estaremos interesados, pertenece a S, (4, R)/U(2).

El nombre de la Teoria EMDA es explicita en cuanto a los campos que
estudia, considerando dilatéon, axién y campos de Maxwell acoplados a la

gravedad. La accién asociada a la teoria es expresada como sigue

1 1 -
S = /al"‘a:|g|2 {—R +2(0¢)* + §e4¢(8/<)2 — e ®F? _kFF|, (241)

donde

. 1
F.=0,A,-0,A,  F"= §E“”A"FAU. (2.42)

La teorfa describe gravedad a través del escalar de curvatura R(g,,),
acoplada al campo escalar dilaténico ¢, al pseudoescalar axionico k y al
campo vectorial electromagnético A,,. Ademas, el tensor antisimétrico Ervhe
estd definido de la siguiente manera: B = | g|_716“”>“’, donde las unicas

componentes dsitintas de cero estan dadas por la relacion

1, permutaciones pares de 0123,
E,ul/)\a'

-1, permutaciones impares de 0123.
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Una amplia clase de soluciones asociadas al caso estacionario axial simétri-
co han sido encontradas [16], nosotros consideraremos este mismo caso usan-
do como herramienta el método de dispersion inversa para obtener un modelo

de tipo agujero en el escenario de la teoria en cuestion.
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Capitulo 3

Solucién soliténica tipo agujero

negro en la Teoria EMDA

3.1. Estructura y simetrias de un modelo es-
tacionario en la Teoria EMDA.

Consideremos el caso estacionario en el cual la métrica y los campos son
independientes del tiempo. El elemento de linea tetradimensional puede ser

parametrizado de acuerdo a
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ds® = f(dt — widx")? — f ' hydatda? (3.1)

donde i = 1,2,3. Como se puede ver en [17], en este caso parte de las ecua-
ciones de Euler-Lagrange pueden ser usadas para la transicién de las com-
ponentes espaciales del vector potencial electromagnético A; y las funciones
métricas w; a los potenciales magnético u y rotacional Y, respectivamente.
De esta manera, dichas cantidades estan conectadas por las relaciones di-

ferenciales

Vu = fe 2(V2V x A+ Vu x &) + kVu, (3.2)

VY =uVv —oVu — f2V x & (3.3)

donde v es proporcional al potencial eléctrico v = v/2A,, y el operador
tridimensional V es el asociado a la métrica h,;;. Entonces el modelo tridi-

mensional resultante puede ser descrito por la accién [18]

1
S = / d>xh!/? {—R + ZTr(JM)Q] , (3.4)
con JM = VMM, y R es el escalar de curvatura construido a partir de
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la métrica h;;. La matriz simétrica M tiene la forma

p-! P1Q

M = , (3.5)

QP! P+QP'Q
cuyas entradas son matrices de 2 X 2 que contienen a los campos como se

muestra a contiuacién

f =% —pe %

P = : (3.6)
—ve 2 —e720
—X+vu w
Q= : (3.7)
w —K

Yy W =1u-— Ku.
La matriz M pertenece al grupo cociente S,(4, R)/U(2), y asi, satisface

las propiedades simpléctica y simétrica

MY'LM =L, y M"'=M, (3.8)

donde



Ahora, consideremos una configuracién con simetria axial. En este caso la
métrica y los campos dependen de dos coordenadas espaciales, y el elemento

de linea tridimensional pede ser expresado en la forma de Lewis-Papapetrou
ds* = hijda'da’ = e (dp® + dz*) + p*d¢*. (3.10)
La accién del sistema se reduce a

S = i/dpdszr(JM)Q, (3.11)

entonces la ecuacion quiral de Euler-Lagrange queda como sigue

V(ipJMY) =o. (3.12)
Por otro lado, las ecuaciones de Einstein definen la funcion métrica ~:

p M M
v, = =Te[J00 I,
407 (3.13)

p
1o = BT = (@YY
En estas relaciones todas las variables dependen de dos coordenadas p y

z, v el operador V estd asociado con la métrica plana bidimensional .

En consecuencia, tenemos que en el caso estacionario axialsimétrico el
sistema estd completamente descrito por las ecuaciones (3.12) y (3.13). En
la siguiente secciéon consideraremos el sistema con la condicién de grupo no
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trivial (3.8) y plantearemos el problema de dispersion inversa para construir

una configuracion solitonica.

3.2. Problema del método de dispersién in-
versa

Consideremos el modelo Einstein-Maxwell con campos dilaténico y axio-
nico, con el grupo de isometria Sp(4, R), localmente isomorfo a SO(2,3).
Esto hace suponer que el esquema presentado aqui puede ser aplicable a un

grupo ortogonal arbitrario de teoria de cuerdas.

Describamos los principales aspectos del esquema usado. Las ecuaciones
de movimiento para nuestro caso estacionario y axialsimétrico (3.12) nos

dicen que

V(pI")=0, donde JM =VM M, (3.14)

Vi =0;, 1= p, z. La integracién de la ecuacién matricial (3.14) esta aso-

ciada al par de ecuaciones de Belinskily Zakharov [19]:
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pIM — A\JM pIM 4 A\TM

D1¢ = )\2+p2p 1% D2¢ = MW (315>

donde JM = pJM v los operadores diferenciales D, y Dy son

2)2 2)\p

D =0,—————=0\, Dy=20
1 /\2+,02)\ 2 P+/\2+p2

a)\ X (316)

A es el pardmetro espectral complejo y la funcién ¢ = ¥(A, p, z). Por
lo que las relaciones anteriores son las ecuciones espectrales asociadas a la
ecuacion (3.14). Entonces la solucién a dicha ecuacién nos la proporciona v

evaluada en = 0, esto es

M(p, z) = 4(0,p, 2). (3.17)
La tarea ahora sera encontrar 1, que puede ser obtenida en la forma

¥ = X Yo, (3.18)

donde 1y es alguna solucién conocida del sistema (3.15), es decir, ¥y es nues-

tra solucion inicial. las ecuaciones para y son

Doy — Pjy - )\jﬁl B P(jy)o - )\(jy)o (3.19)
1X A2 p2 X=X A2 + p2 :

Do PN (I3 + AT (3.20)
2 X A2 + p2 X=X A2 + p2 : :
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Es necesario que la matriz solucién sea real, simétrica y que satisfaga
la condicién (3.8) para pertenecer al grupo. Nos aseguraremos de satisfacer
la primer condiciéon al considerar solamente el caso de una matriz real ¥,
en cuanto el restante par de condiciones puede lograrse despues de que la
solucion sea obtenida.

Las soluciones solitonicas para la matriz M corresponden a la divergencia
polar en el plano complejo definido por el para metro espectral en las matrices

X v x~'. Para polos simples, estas matrices pueden ser representadas como

YR Yos
X:I+Z b X_1:I+Z d (3.21)
k=1

A — g = A=

donde las trayectorias para cada polo estan determinadas por

1k (p, 2) = wiy — 2 %+ [(wyy — 2)* + pAY2, w,, = const. (3.22)

para p(p, 2) y la misma ecuacién para vi(p, z) con wy,) constante.

De la relaciéon xyx~' = I (en los polos uy y v se sigue que
Rix ™ () = Skx(vi) = 0. (3.23)

Esto demuestra que las matrices R, y Sk son degeneradas y pueden ser
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presentadas en la forma
(Ri)ab = ngmy, (Sk)as = Pha; (3.24)

Al sustituir las ecuaciones (3.21) y (3.24) en la ecuacién (3.23) obtenemos

las siguientes relaciones

N N

E_ I -1 E_ [ 1

N, = E Palar s dq = — E maler,
=1 =1

kool
donde Iy = M, (3.25)
My — Vg
y se puede ver que
ms = [wﬂ_l(ﬂka P Z)]cam’go p’; = Wo(Vlm P Z)]acplz()' (326)

k k . .
con m;, y py, como constantes arbitrarias.

ya que la matriz M (p, z) pertenece al grupo Sp(4, R), esta debe ser unimo-
dular. Como ya se ha demostrado en [20], para una configuracién bisolitonica,
es iImportante que pg e = V1.

Asi que consideramos el caso bisolitonico y despues podremos generali-

zarlo al caso 2N-soliténico.

La solucion resultante de la matriz M es unimodular, sin embargo, no
satisface los requerimientos en (3.8). La representacién en el grupo cocien-
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te Sp(4, R)/U(2) se obtendra al escoger de manera adecuada las constantes
arbitrarias en (3.26), de esta manera, se satisfardn las condiciones de grupo
despues de construir una solucién formal. Esto sera parte de lo que expon-

dremos en la siguiente seccién.

Por otro lado, hemos visto que el método de dispersion inversa usado en
este caso de la Teoria EMDA es similar al que expusimos en el capitulo 3, en
ambos tenemos el mismo par de operadores involucrados en las ecuaciones

espectrales en donde la funcién que tenian U y V en el caso gravitatorio

M

z )

ahora la tienen J 24 y J2', respectivamente. En las conclusiones entraremos

mas a detalle en cuanto a la comparacién de la formulacion del método en

ambas teorias.

3.3. Solucién de tipo agujero negro

Ahora apliquemos el método para la construccién de un modelo estacio-
nario axialsimétrico en el sistema de Einstein-Maxwell con los campos dilaton
y axion.

Resulta natural determinar los valores asintoticos de los campos como
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foo = 17 )N(oo = Uo = Voo = Qboo = Koo (327)

y proponemos el valor inicial My = M, para la matriz dada por:

My = : donde o3 = : (3.28)
0 g3 0 —1

Si construimos la solucion en coordenadas de Boyer-Lindquist
p=[(r —m)*—c%"?sin(8), z— 2z = (r —m)cos(0); (3.29)

con las constantes o = 1/2(w(,) —w()) ¥y 21 = 1/2(w()+we,) [ver ec. (3.22)].

Siguiendo la técnica de dispersion inversa tenemos las expresiones para

las trayectorias polares:

p=2sin? &fr —m+o], po=—-2cos?¢[r —m — o],

(3.30)

r—m-+o], vp=2sin’%r—m—ol,
2

20

vy = —2cos” 5

las cuales satisfacen que puqpe = 1415.

La matriz resultante M es unimodular, pero ahora necesitamos imponer
reestricciones para cumplir con la simetria y el requerimiento del grupo. Para
hacer esto debemos notar que como ¥y 'k, p, 2) = o(vi, p,2) = My, y de
(3.26) son constantes.
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Consideremos cuatro vectores columna p¥ y m* k = 1,2, a = 0,1,2,3,

sea

A= y pongamos p'=Ap®’, m'=-Am?  (3.31)

Estas relaciones nos van a reducir de 16 parametros que teniamos libres a 8

pardmetros independientes. Luego los ordenamos en dos matrices: p = (p%)

y m = (mk

a

), con k=1,2, a=1,2. Entonces de las condiciones (3.8) resulta

que se debe cumplir

Trploym=0 y Trogpom =0 (3.32)
01 0 —1
donde oy = , 09 =
10 1 0

De esta manera se puede ver que la solucién matricial, despues de imponer

las condiciones (3.31) y (3.32), pertenece al grupo cociente.

Se pueden determinar las cargas fisicas que tiene el sistema, al incluir

la masa m, el pardmetro NUT b (Newmann-Unti-Tamburino)!, las cargas

'El parametro NUT es una carga que puede tener un origen “gravitomagnético”, sin
embargo, no se conoce a ciencia cierta su naturaleza. Al igual que las cargas magnéticas
no se ha observado experimentalmente, pero se piensa que en el universo temprano pudo

haber existido, pues la teoria lo predice.
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elétrica (., magnética @),,, dilaténica D y axiénica . Consideremos la des-
composicion asintotica de los campos involucrados y el campo métrico f

cuando r — oo:

— U —
r r
o2 42
T T
2K 2
LI S I (3.33)
T r

Las cargas estan representadas en términos de las componentes constantes

Pk v mk como sigue:

Q. = V20 (p2m? +pymb),  Qum = V20(FPmi — pim3),
b= —o(psmi +psmi), D =o(pimi — pimi),
K = —a(pim} + p2m?),  m = o(p2m} — pym3), (3.34)

donde pf = p¥/Trmop’. Adicionalmente determinamos el pardmetro de

Kerr a como

—oTrmoszp” o
a = W = —o¢'Tr maosp -, (335)
y se puede mostrar que
M2+ D+ K2~ Q% — Q2 — a® = o2 (3.36)
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Ahora tenemos toda la informacién para encontrar la matriz M y los
campos. Los pasos esenciales a seguir son: primero, vamos a calcular la matriz
X a partir de (3.21) e identificamos las constantes que representan los campos
a, b, Qc, Qm, D, K, m en términos de las constantes p% y m%; como segundo
paso, evaluamos la y en A = 0 (en realidad, esto también se puede hacer
antes del primer paso y calcular y sin dependencia de \). A continuacién,
multiplicamos y evaluada en A = 0 por My = 1)y (nuestra solucién inicial)
y la matriz resultante es la matriz M que resuelve (3.12). Finalmente, una
vez que tenemos M, calculamos las matrices P y ) a partir de (3.5), (3.6)
y (3.7), donde tales matrices, como se puede ver, contienen los campos en
forma explicita. Hasta este punto sélo podemos conocer f, v, u, x v ¢; para

determinar los campos restantes A;, ¢ = 1,2,3 y w necesitamos recurrir a

(3.2) v (3.3).

Al realizar nuestros calculos se obtienen los siguientes resultados para

la matriz M, la cual tiene 10 componentes independientes (M,s = Ms,).

Pongamos A = (r —m)? — o2 .

r?+ (b—acosf)? — D* — K?

A — a?sin? 6 ’

Mll =

~V2[Qm(acosd — b+ K) + Q.(r + D)]

Mis =
A — a?sin? 6 ’
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—2[am cos @ + b(r —m)]
A — a%sin®f ’

_ V2[Qe(b—acos§ + K) + Qu(r — D)]

M13 =

Ma = A —a?sin?6 ’
My — 2m(r + D) — (r+ D)? — (K + acosf)? + b?
A — a2sin’ 6 ’
My, — Y2AQclacost +b+ K) = Qu(r+ D = 2m)]
A —a?sin®6 ’
Myy — 2[k(r —m) — aD cos 0]
A — a?sin® 6 ’
Myy — (r —2m)? + (acosf +b)? — D? — K?
A — a2sin? 6 ’
—\/§[Qe(r—2m—D)+Qm(ac039+b—k)]
M3y = 2 ;
A — a?sin” 0
2m(r — D) +b* — (r — D)* — (acosf — K)?
My, = )

A —a?sin? 6
Luego, sea 6% = r? + (b — acos 0)> — D* — K?, encontramos que
A — a%sin® 0

f=—— (3.37)

los potenciales eléctrico y magnético resultan ser

V2[Qm(acosd — b+ k) + Q.(r + D)]

v = = , (3.38)
y
" \/ﬁ[Qe(b—aCOSQ;K)—|-Qm(’f‘—D)]' (3.39)
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El campo del dilaton esta expresado por la funcion

26 4+ D)+ (b—acosf — K)?
e* = 52 :

mientras que para el campo pseudoescalar del axién encontramos

~ 2[Kr+ D(b—acos0)]
"~ (r+ D)2+ (b—acosh)?’

y finalmente tenemos el potencial rotacional

2 [am cos O + b(r —m)] '

(3.40)

(3.41)

(3.42)

Se puede ver que efectivamente los campos satisfacen las relaciones de

descomposicién asintética (3.33).

Con el uso de la ecuacién (3.3), encontramos & que en este caso consta

de una tnica componente (w; = wy = 0y ws = w,, # 0). Asi que la funcién

métrica w, estd determinada como

2
bcos OA — asin? Omr +b* — = (Q* + Q)]

1
w¢_A—a2sin29 2

Por otro lado, la parte tridimensional de la métrica tiene la forma

A — a?sin’60
A

ds® =

dr® + (A — a*sin” 0) d6* + Asin® 0 dp?

44

(3.43)

(3.44)



que coincide con la parte espacial de la métrica de Kerr como veremos mas

tarde.

De esta manera hemos descrito una configuracién masiva con simetria
axial que posee todas las cargas que estn involucradas en la teoria EMDA,
incluyendo el pardmetro NUT. Esta ultima caracteristica no permite inter-
pretar el sistema obtenido como agujero negro de manera estricta, ya que
no resulta una solucién asintéticamente plana si tenemos el pardametro NUT,

mas adelante veremos como ocurre tal situacion.
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Capitulo 4

Modelos Cosmoloégicos

Homogéneos y No Homogéneos

4.1. Ecuaciones de Einstein de los modelos de

Gowdy

Para mostrar cuan complicado es, a primera instancia, encontrar solucio-
nes a las ecuaciones de Einstein que corresponden a los denominados modelos

cosmoldgicos de Gowdy (polarizados y no polarizados!) compactificados so-

'El nombre “polarizado” o “no polarizado”viene del hecho de que para valores pequefios

de P las métricas de Gowdy estan asociadas a ondas gravitacionales linealmente polariza-
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bre una variedad con topologia S'X S?, haremos referencia tanto a las métri-
cas de Gowdy compactificadas en la variedad con topologia 7% como a los

modelos polarizados con topologia S X S2.

De este modo, el modelo cosmolégico polarizado de Gowdy compactifica-
do sobre una variedad con topologia T? tiene la forma (los modelos de esta

secci6n estan en la notacién de Berger y Garfinkle [7])

ds? = T V2(—e 2472 + dp*) + e el (do® + e d6?), (4.1)
donde A\ y P son funciones de € y 7. Dicho modelo esta restringido por las
condiciones 0 < 0, 0,6 < 27 con la métrica periédica en 6.

Las ecuaciones de Einstein para este modelo constan de una ecuacién
diferencial lineal para P y dos ecuaciones de primer orden para A que pueden
ser integradas una vez que conocemos una solucion de P; tales ecuaciones

tienen la siguiente forma

-2
-P,TT —€ TP,GG =0,

A, = P?

sT

+ e T P3, (4.2)

Ao =2PoP,

das, mientras que las métricas de los modelos no polarizados estdn asociadas, obviamente,

a ondas no polarizadas cuando P es pequeno.
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y se resuelven facilmente en términos de funciones trigonométricas y funcio-

nes ordinarias de Bessel; varias soluciones particulares son ya conocidas.

A su vez, el modelo en T no polarizado est4 dado por la siguiente expre-
sién

ds? = TV (—e 2 dr? 4 dB*) + e el [(do + Qdo)? + e ds?);  (4.3)

aqui, ademas de A y P, () también es funcion de 6 y 7. Las ecuaciones de
Einstein para esta métrica constituyen un conjunto de ecuaciones diferen-
ciales no lineales de segundo grado acopladas para P y (), y de nuevo dos
ecuaciones de primer orden en A que pueden ser integradas una vez que P
y Q se conocen. A saber, dichas ecuaciones estan dadas por las relaciones

siguientes

P,TT - e_zTP,GH - eZP(Q?q— - 6_2762720) = 07
Q,TT - e_QTQ,HG + Q(P,TQ,T - G_QTP,GQﬂ) = 07 (44>
Ar =P+ e P+ P (Q +e7TQY),

)

Ao =2(PoPr+eQ0Q ;).

Noétese que haciendo @ = 0 obtenemos las ecuaciones (4.2) para el mo-
delo polarizado, como es de esperarse. En general, se estima que es poco
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factible resolver analiticamente el sistema de ecuaciones anterior por lo que

mayormente se han hecho estudios numéricos al respecto [7]-[8].

Ahora nos concentraremos en los modelos cosmoldgicos con topologia

S1X 8?2, cuya forma polarizada es

ds? = TN/ (—e "dr* + d6*) + Lsin(e™7)e” (d6* + e " sin® 0dyp?)
(4.5)
donde L es una constante multiplicativa que necesitamos para simplificar
la transformacién de coordenadas que usaremos para definir las soluciones

exactas que obtendremos mas adelante.

Las ecuaciones de campo que corresponden a esta métrica consisten de
una ecuacion diferencial lineal no homogénea para P y dos ecuaciones de
primer orden para A que pueden ser directamente integrables una vez que
se conoce P. La ecuacién lineal en P puede ser resuelta por separacion de
variables usando polinomios de Legengre en 6 y cierta funcion de 7. A saber,

las ecuaciones son

—27

e
Pr— S (sinfPy)y—e 2 — (e Tcote ™ — 1)P, =0,
7 sin9<sm 0)0 — € (e7"cote )P

cote "Ny —2¢"P.Pg+cotd(—e" N\, +2e"P,+¢€ +2cote ") =0, (4.6)
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cote” (A, —1) — eT(P,QT + 6_2TP,20) + e "(cot? e 4 4)+

e "(2cot 0Py — cot O y) = 0.

Por otra parte, la métrica no polarizada de Gowdy compactificada en la

variedad con topologia S*X S? esté representada por la siguiente relacién

ds? = V2 (—e 27 dr? + dh?) + Lsin(e™)el x

[(dS + Qdp)* + e 2F sin? Odp?). (4.7)

Este modelo arroja dos ecuaciones diferenciales no lineales de segundo orden
acopladas para P Y () similares, pero ain mas complicadas que las corres-
pondientes al modelo no polarizado con topologia T3, es decir, més dificiles

de resolver que las ecuaciones (4.4). Las ecuaciones son

—27

P, — c e(sin OPg) g —e 2" — (e Tcote ™ — 1)P,+
sin
e*? 2 27 M2
~ sin? Q(Q:T —e Q) =0, (4.8)

Q,TT - 6_27—@,99 + 2<-P,TQ,T - G_QTRGQ,H)—'—
—(eTcote T —1)Q, —e ot 0Q 4 = 0,
ademads, se tienen dos ecuaciones acopladas de primer orden para A que pue-

den ser reducidas a dos ecuaciones separadas para A . y A y; sin embargo, las
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ecuaciones que se obtienen resultan ser mas complicadas que las originales.

Tales ecuaciones tienen la siguiente forma

cote "Ny —2¢"(P,Pgy+ 62P—Q}T§2’9 )+
’ T sin“ ¢
cotO(—e" A, +2e" P, +e" +2cote ") =0, (4.9)

coteT(A\r = 1) = (P74 e7Pg) + e (cot® e 4 4)+

e2P

sin? 6

e T(2cot 0Py — cot OX p) — €7 (Q% +e777Q%) = 0.

El hecho de que las ecuaciones de campo para la métrica (4.7) sean mas
complicadas que aquellas para la métrica (4.3) nos hace esperar que sélo se
puedan obtener soluciones numéricas, no obstante, mas adelante mostrare-
mos que al menos una familia de soluciones analiticas se puede encontrar
facilmente al hacer una reinterpretacion de la métrica de Kerr dentro de sus
horizontes. Este resultado fue obtenido por O. Obregén, H. Quevedo y M. P.
Ryan en [9].

El método alternativo que dichos autores usaron para encontrar las solu-
ciones al modelo no polarizado de Gowdy con topologia S X S?, est4 basado

en la idea original que implementaron Kantowski y Sachs sobre la solucion

de Schwarzschild.
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4.2. Meétrica de Schwarzschild y modelos
cosmolégicos de Kantowski-Sachs

A mediados de los anos sesenta, Kantowsky y Sachs estudiaron modelos

cosmoldgicos representados por la métrica
ds® = —N(t)2dt* + V3O gp? 4 =230 =232 (g2 4 gin? hdp?)

para el vacio. Ellos encontraron la siguiente familia de soluciones

N(t)* = (a/t = 1),
2V — o/t — 1, (4.10)
e 2V — ()t — 1).
También se percataron de que esta familia corresponde a la métrica de
Schwarzschild dentro del horizonte.

A saber, si escribimos la métrica de Schwarzschild
ds* = —(1 —2m/r)dt* + (1 — 2m/r) " tdr® + r*(d6* + sin? Ody?),

donde r = 2m corresponde al horizonte de eventos, y realizamos la trans-
formacion ¢ «— r en el interior de dicho horizonte, es decir, para r < 2m,
obtenemos
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ds* = —(a/t — 1) rdt* + (a/t — 1)dr? + t*(d6* + sin® 0dy?),

entonces, al identificar los términos correspondientes es facil ver que

N(t)? = (aft = 1),
VI = o/t — 1,
e 23U = 2(q/t — 1),

2m = «q;

con lo que llegamos a las ecuaciones (4.10). Podemos ver los puntos singu-
lares en el modelo Kantowsky-Sachs, la singularidad en t = 0 corresponde a
una curvatura infinita (lo que anteriormente correspondia a r = 0 en la solu-
cién de Schwarzschild) y la singularidad ¢t = 2m es una superficie isotrépica

(“lightlike”) donde el escalar de curvatura es regular.
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4.3. Solucién de Kerr y Modelo de Gowdy
con topologia S'X5?

A partir de ahora, nos referiremos al modelo cosmolégico o métrica de
Gowdy compactificado en la variedad con topologia S'XS? simplemente

como modelo o métrica de Gowdy.

Al estudiar los modelos cosmolégicos de Gowdy vemos que estos tienen
dos vectores de Killing espaciales, hecho que equivale a tener simetrias o inde-
pendencia con respecto a dos coordenadas espaciales. Esto a su vez, motiva a
pensar que se pueden encontrar soluciones exactas para la métrica de Gowdy
a partir de una solucién de tipo agujero negro que tenga simetrias semejantes
a las de los modelos cosmolégicos de Gowdy. Resulta que los agujeros negros
estacionarios con simetria axial poseen caracteristicas semejantes, pues no
dependen del tiempo y del angulo azimutal ¢ y, por lo tanto, se puede esta-

blecer una relacion del tipo
Schwarzschild +—— Kantowski — Sachs

al hacer el cambio r «+— t en la regién comprendida entre los horizontes de

dicha solucién.
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Como ya habiamos visto antes, la métrica de Gowdy no polarizada esta da-

da por la ecuacién (4.7)
ds® = N2 (e ?d7? + d6?) + Lsin(e ")e”[(dd + Qdip)? + e 2" sin® 0dp*);

las simetrias antes mencionadas hacen que ésta dependa sélo de una varia-
ble espacial y otra temporal. Para encontrar soluciones a este modelo O.
Obregén, H. Quevedo y M. P. Ryan propusieron la solucién de Kerr [9], que
tiene la particularidad de que es una generalizacion rotatoria de la métrica
de Schwarzschild. La métrica de Kerr, al igual que la de Gowdy, tiene dos
vectores de Killing y sélo depende de dos variables espaciales (r y 6), pues
es estacionaria y posee simetria axial, es decir, que no depende del tiempo y

del dngulo azimutal .

La métrica de Kerr es una soluciéon exacta de las ecuaciones de Eins-
tein estacionarias con simetria axial. Por tal razon, podemos expresar dicha
métrica de acuerdo a la forma general de una métrica estacionaria, lo que

nos facilitara los célculos.

La forma general de una métrica estacionaria es la siguiente
ds® = — f(dt + wndz™)? + ' gmnda™dz", (4.11)

donde f constituye la norma del vector de Killing temporal que se le impone
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a la métrica para hacerla estacionaria. De este modo, tanto la funciéon f como
el vector wy, y el tensor g,,, (m,n = 1,2,3) son independientes del tiempo.

En términos de las coordenadas de Boyer-Linquist la solucién de Kerr

adopta la suiguiente forma

) A — a%sin®f ( 2mrasin® 6 ) ?
ds® = +

r?2 + a2 cos? 0 A — a2sin® 6

r? 4+ a2 cos? 6

d 2
A aZeinld [(A — a’sin*0) (L + d92> + Asin® 9d<p2] , (4.12)
— a?sin

A
donde w, = wy = 0y w, # 0 debido a la simetria axial; a su vez, f, w,

Y gmn N0 dependen del tiempo ni del angulo azimutal ¢, es decir, que sélo

dependen de r y 6. Podemos ver que

A(r) = (r —m)* - o?

F A — a?sin? 0
r2 + a?cos20’

donde 02 = m? — a2

Entonces,
A=7r?—2mr+d®
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y la componente g, del tensor métrico adopta la forma

B r? + a®cos®
Grr = A

El denominador de este tdltimo nos determina los horizontes de eventos, es

decir, que para las soluciones de A = 0 tenemos los siguientes radios

ry =m+ vm? — a® horizonte exterior,

r_ =m —vVm? — a? horizonte interior.

Esta métrica, como ya adelantamos, tiene la propiedad de que al hacer
a = 0 se reduce a la métrica de Schwarzschild. Una diferencia esencial con
respecto a la de Schwarzchild es que la métrica de Kerr posee momento

angular, este ultimo estd representado por J = ma.

Hagamos ahora el cambio ¢t «— r en la regién r_ < r < r, de la solucién
de Kerr y tendremos que A(t) = (t — m)? — 0. De este modo, A se ha
transformado en una funcién de ¢ y en el intervalo senalado con anterioridad

(4.12) adquiere la siguiente forma

) A — a?sin? 6 ( 2mtasin® @ )2
ds” = | +

24+ a2cos? A — a?sin’ 60
t? + a’cos? d
A — a2sin’ 6

2
{(A — a®sin® 9) (% + d62) + Asin? 0dg02] .
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Como habiamos dicho antes, identificaremos esta métrica con el modelo
cosmolégico de Gowdy no polarizado; para ello ain tenemos que poner la
variable ¢ en funcion de 7, entonces tenemos que se debe cumplir la siguiente

relacién diferencial cuadratica

= —e ?Td7?, (4.13)

lo que nos lleva a resolver la ecuacion

/ N —d(i e / ¢

mientras cambiamos r, a y m de una forma conveniente tal que tengamos las

siguientes relaciones

t=a[l++1—p%cos(e )],

r =>4,
a=af,
m=«

Esto en particular nos produce la siguiente igualdad

A = —a?(1 — %) sin*(e™7).
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Sustituyendo estas tultimas cuatro relaciones y la expresion explicita de

la A en la métrica de Kerr obtenemos

(1 — %) sin?(e™") + B%sin® 0

N [1++/1— [%cos(e™7)]? + % cos? b .

2
—2a83[1 4+ /1 — 32 cos(e”T)]sin* @
{d(S * (1 — (2)sin®*(e~7) + (32sin® 0 dgp} * (4.14)

ds®

+a? {[1 + /1= 32cos(e”™)]* + 3 cos® 0} (—e™27d7* + db*)+
. { (1 — %) sin2(e™") + *sin® 0

[14 /1= B2 cos(e~™)]2 + 2 cos? § } @*(1 = %) sin(e™) sin” 0™

Para encontrar mas facilmente los parametros @), L, P y A\ expresamos la

métrica de Gowdy como sigue
ds* = Lsin(e™)ef (d6 + Qdg)* + N2 (—e™27dr? + dh*)+

+Lsin(e™")e " sin? fdyp?. (4.15)

Al comparar (4.14) con (4.15), de inmediato podemos identificar la funcién

que corresponde a la ()

_ —2aB[1+ /1 — B2cos(e™)]sin* 6

@= (1 — (32)sin®(e~7) + B%sin* 0 (4.16)

del mismo modo obtenemos las siguientes relaciones
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(1= p*sin’(e7™) + B%sin® 6
- (14 /1 — 3 cos(e7)]2 + B2 cos? 0’

Lsin(e™7)e”

(4.17)

(1 —p?)sin®(e™7) + 3%sin® 0
[14-+/1—(3% cos(e7)]|? + 32 cos? 0

Lsin(e_T)e_P:{ } (1 — B sin(e™ 7).

Al multiplicar estas dos ecuaciones obtenemos

L=ay1-p3 (4.18)

y al dividir la primera de ellas entre la segunda obtenemos la expresion

explicita para e

P — (1 — %) sin?(e™™) + 3?sin? 0 1
i+ V1= B2cos(e )2 4 B2 cos?f | ay/1— Psin(e)’

por lo tanto,

P =In[(1 - %) sin*(e”7) + $%sin® 0] — In[ar/1 — B2sin(e” )]+
—In{[1+ /1 — B2cos(e”")]* + 3% cos® 0}. (4.19)

Finalmente al igual que @, es muy fécil identificar e("=*)/2
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N2 = 0 {1 /T B cos(e ™) + 7 cos? 0

y entonces

A=71—2In(a*{[1+ /1 — B2cos(e”7)]* + 3% cos’ }). (4.20)

Las ecuaciones (4.16), (4.18), (4.19) y (4.20) son soluciones analiticas de
las ecuaciones de Einstein, debido a que la métrica de Kerr es una solucion

[9]-
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Capitulo 5

Nuevo modelo cosmolégico

5.1. Caracteristicas de la solucion solitonica

La solucién que hemos obtenido en la seccién 3.3 es una soluciéon so-
liténica de caracter rotatorio en la Teoria EMDA, a la cual le impusimos ser

estacionaria y axialsimétrica.

Siguiendo el formato estacionario con simetria axial y signatura +2, ex-

presamos la métrica determinada por nuestra solucion de la siguiente forma

ds® = — f(dt + w,dp)® + f~'ds3, (5.1)
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donde

f _ A—a?sin? 0
" r2+4(b—acosh)2—D2-K?2>
Wy = ﬁzmga {AbCOSG — asin® f[mr + b% — 1/2(Q? + Q%L)]} ,

A= (r—m)*—o?
c=m?+ 0P+ D*+ K*—Q*—- Q% —a®*=cte y
ds? = A=Csin?03,2 4 (N — % sin? 0)df? + Asin? 0dp?.

Podemos notar que la parte espacial de esta métrica ds3 coincide con la
con la parte espacial de la métrica de Kerr, salvo que la 02 que se encuen-
tra implicita en la A, varia en una constante. Explicitamente, la o de la
soluccion solitonica tiene una suma de constantes adicional. Estos pardme-
tros constantes tienen la siguiente interpretacion fisica: m denota la masa de
la configuracién gravitacional, D es la carga dilaténica, K es la carga acc
axionica, Q). v ),, representan las cargas eléctrica y magnética, respectiva-
mente, a (andlogo a la métrica de Kerr) es el momento por unidad de masa
de soliton rotatorio y, finalmente a b se le denomina el parametro NUT la

cual, se estima que es una carga de origen gravitomagnético.

La forma genérica de la componente g;, de una métrica estacionaria con

simetria axial es la siguiente

Grp = Wy = —2bcos ) + w. (5.2)
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Si hacemos que r — 0 asintéticamente, entonces w — 0, pero el primer
término permanece invariante porque no depende de r, entonces, en ese limi-
te no obtenemos la solucién de Minkowski (que es asintéticamente plana).
Los agujeros negros son configuraciones de campo asintéticamente planas
por definicion, debido a esto no deben contener el parametro NUT. Por lo
tanto, siqueremos tener una solucion de agujero negro necesitamos imponer
la condicién gy, = w.

El horizonte de eventos de la métrica (5.1) lo determina el denominador

de la componente g,,:

r? + (b —acosf)? — D* — K?
Grr = A ;

si A = 0, entonces (r —m)? — g% = 0 tiene las soluciones

r. = m + o horizonte exterior,

r_ = m — o horizonte interior. (5.3)

Si imponemos la condicién b = 0, tendremos una solucién asintéticamente

plana, lo cual es equivalente a g, = w.
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5.2. Modelo cosmoldgico

Procedamos ahora a obtener un modelo cosmologico al asociar la solucion
solitonica rotaroria que obtuvimos con el modelo de Gowdy, de manera simi-
lar al capitulo anterior. Esto nos dara una cosmologia con campos adicionales

al gravitatorio.

Si hacemos b = 0 en la relacién (5.1) se obtiene la siguiente expresién

) . 2
05 = 2A—2(12 sin? 0 it + 2a sin’ G[mr—l/'2(2Q3+an)]dgo n
r2 +a?cos?2 — D? — K2 A —a?sin® 0
+T2+a2COS29—D2—K2
A — a2sin? 6

2
{[A — a?sin? 9][% + d6?) + Asin® 9d¢2} .

(5.4)

La condicion b = 0 se necesita para eliminar el parametro NUT de la
solucion y obtener, de esta forma, una soluciéon de tipo agujero negro. De
este modo se puede hacer uso de la transformacion r «— t, en la region
comprendida entre los horizontes v~ < r < r, de manera que podamos

"mapear“ una configuracién de tipo hoyo negro con un modelo cosmolégico.

Luego de aplicar la transformacion r «— t en la region r_ < r < rg

obtenemos la relacion siguiente
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gt — A — a?sin’ 6 {dr n 2asin® O[mt — 1/2(Q? + an)]d@}g n

2 1 q2cos2f) — D? — K2 A — a?sin’ 6
t? +a?cos?d — D? — K?
A — a2sin? 6

2
[(A — a”sin® 9)(% + d6?) + A sin? 9d<p2] ,
(5.5)

donde la delta ahora es una funcién de t y A(t) = (t — m)* — o2
Para igualar esta métrica al modelo de Gowdy, como hicimos con la so-

lucién de Kerr, compactificaremos la coordenada r de tal manera que r = ¢;

de esta forma tendremos

. A — a?sin? 6 5+ 2asin? O[mt — 1/2(Q? + Q)] 2+
T TR Y a%cos?f — D?— K2 A —a?sin® 6
2, 2 2 2 N 2
+(t* + a”cos®§ — D* — K7) K+d9 + (5.6)

<t2—{-a2C0820—D2 — K?

Asin® §dip?.
A — a?sin?6 > STy

El modelo de Gowdy con el que vamos a igualar la expresién (5.6), es
ds? = e V2(—e727dr? + dh?) + Lsin(e™)e (d6 + Qdyp)?+
+Lsin(e™")e T sin? fdp?.

Podemos igualar los coeficientes correspondientes de estas formas dife-

renciales cuadraticas, pero tenemos dt? en una métrica y en la otra no, sin
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embargo, debido a que las componentes del tensor métrico deben ser iguales,
se tiene una relacion que nos proporciona la t como funcién de 7 o viceversa,
dicha relaciéon es la misma que ya vimos al comparar el modelo de Kerr con
el de Gowdy, es decir la (4.13)

dt?
e —6_2Td7'2,

A

con lo que llegamos a la ecuacién integral

/ o2 —d(if e / ¢

Al resolver esta ecuacién, tenemos a t como habiamos anunciado
t=m+ocos(e).

Ahora si estamos listos para encontrar los pardmetros (funciones) L, P, Q)

y A
Comparando las métricas vemos que

A — a?sin? 6
t2 4+ a2cos?2f — D? — K2

A —a?sin?6 -
: -7\ ,—P
Lsin(e ")e " = <t2 Ry T K2> A. (5.8)

Lsin(e™")el =

y (5.7)
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Al multiplicar (5.7) por (5.8) se obtiente

L?sin®(e™") = —A.

Pero si sustituimos el valor de A en terminos de 7, ya que t es funcién de 7,

tenemos
A=(t—-—m)?—o*=0c%cos’(e”) —o? = —o*sin*(e "),

por lo tanto,

L=o. (5.9)

Asimismo, de dividir la ecuacién (5.7) entre (5.8) obtenemos

o A — a?sin® 0 1
c = t24+a2cos?2 —D?2—K2) A

De la misma manera, al poner ¢ en términos de 7 y tomando raiz cuadrada

de ambos miembros llegamos a la siguiente expresién

P o?sin®(e™") + a*sin® 0 1
e = :
[m + o cos(e7)]2 + a?cos?§ — D? — K2 [osin(e7)]
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Entonces

P = In[o?sin®(e™") + a*sin® 0] — In[o sin(e™ )]+
—In{[m + o cos(e ")]* + a® cos*§ — D* — K?} (5.10)

y, finalmente, las dos relaciones siguientes son inmediatas

0= —2asin® 0 {m[m + o cos(e™)] — 1/2(Q2 + Q7)) } (5.11)

o?sin?(e7) + a?sin? 0

e N2 — [m + o cos(e™™)]2 + a®cos?§ — D* — K2,

A partir de la ecuacién anterior también encontramos el valor explicito

de la funcién A
A=7—2In{[m+ ocos(e”")]* +a’cos’§ — D* — K?*}. (5.12)

Tenemos entonces, que las ecuaciones (5.9)—(5.12) constituyen un mode-
lo de Gowdy no polarizado construido a partir de la métrica (5.1) bajo la

condicién de eliminar el pardmetro NUT.

Un caso particular de este modelo cosmoldgico se obtiene al eliminar el

parametro a, que equivale a eliminar la funcién ). De este modo llegamos
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a un modelo cosmolégico de Gowdy polarizado con topologia S'XS2. Si,
ademés, descompactificamos la coordenada ¢ (de tal manera que 0 < 6 < oo,
por ejemplo), entonces obtenemos una familia de modelos de tipo Kantowski-

Sachs con topologia R'X S2.
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Capitulo 6

Conclusiones

La aplicacién del método de dispersion inversa para solucionar ecuaciones
de campo o bién ecuciones no lineales requiere suspicacia para encontrar
tanto las ecuciones espectrales como la solucién inicial, la eleccion de estos
elementos depende del contexto en el que se situan las ecuaciones de campo,

por ejemplo, la simetria requerida o la fisica involucrada.

Sin embargo, se observan dos ventajas: la primera es que el problema
de valor inicial para una ecuacién (o ecuaciones) no lineal se reduce a una
ecuacion integral (o ecuaciones integrales) lineal. La segunda ventaja es que
las soluciones obtenidas son mas generales que aquellas encontradas por el

método directo, el cual, nos restringe a condiciones iniciales para soluciones
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particulares.

Durante la costrucciéon de la configuracion rotante obtenida en la teoria
EMDA, encontramos que las constantes que representan los campos no nece-
sariamente son independientes, ya que se cumple la reestriccién bD —Q.Q),, —
km = 0. Al parecer esta ”contradiccién“ a la teoria viene de las simetras es-
cogidas para la solucién de nuestro modelo, por lo que habria que hacer una

revisién al mecanismo que usamos al aplicar el método de dispersion inversa.

En el area de la relatividad, Obregon, Quevedo y Ryan implementaron
el mismo método para encontrar un modelo de Gowdy no polarizado usando
como solucién inicial la métrica que corresponde al agujero negro con simetria
axial que tiene las mismas simetrias que el modelo cosmolégico. De hecho
mostraron que es muy dificil resolver las ecuaciones de campo que arroja el
modelo en el contexto de la relatividad general.

En este trabajo de investigacion hemos encontrado soluciones al modelo
cosmolégico de Gowdy no polarizado con topologia S'XS?. Con el méto-
do usado (descubierto por Kantowski y Sachs) no fue necesario resolver las
ecuaciones de campo de la teorfa de cuerdas heterdticas [10].

Nosotros usamos el método de dispersion inversa para construir una

métrica (que es una solucién soliténica de la teoria de cuerdas y desde el
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punto de vista matemaético se le puede considerar como una generalizacion
de la solucién de Kerr) como solucién inicial para construir un modelo cos-
mologico de Gowdy no polarizado. Este hecho fue motivado debido a que
dicha métrica también tiene simetrias semejantes a las de los modelos de
Gowdy. El modelo cosmoldgico asi obtenido cuenta con campos adicionales
al campo gravitatorio y valdra la pena en el futuro dar una interpretacién

adecuada a tal cosmologia.

También se obtuvieron dos subclases de soluciones, a saber, un modelo
cosmolégico de Gowdy polarizado con topologia S X S? cuando el pardmetro
a = 0, y un modelo cosmolégico de Kantowski-Sachs con topologia R!'X S?

cuando ademas descompactificamos la coordenada ¢.

Todo esto sugiere que la técnica que descubrieron Kantowski y Sachs
también se puede emplear en el sentido inverso, es decir, que dado un mo-
delo cosmolégico con ciertas simetrias se puede buscar una nueva solucién
estacionaria o estatica que tenga simetrias semejantes en alguna regién de la
variedad (espaciotiempo de la métrica en cuestién). En general para llevar
a cabo esta inspeccion matematica se debe tener sumo cuidado en la regién

donde se hace la comparacién de las métricas.
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