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Capitulo 1

Introduccion

El presente trabajo es un tratado sobre el fenémeno conocido como colapso gravita-
cional. Tal fendmeno consiste en la contraccion de un objeto masivo sobre si mismo,
disminuyendo su volumen y aumentando su densidad de masa. Un colapso de este
tipo ocurre cuando la fuerza gravitacional sobrepasa a cualquier otra fuerza repulsi-
va que pudiera contrarrestar a la gravedad y mantener el equilibrio hidrostatico. Si
eventualmente se alcanza tal equilibrio, el colapso se detiene.

El estudio del tema es de gran interés puesto que este fenémeno es el responsable,
al menos en primera instancia, de la formaciéon de las estructuras que se conocen
en el universo, desde las escalas cosmologicas -cimulos y superciimulos de galaxias,
etcétera-, pasando por la formacion de galaxias, hasta escalas astrofisicas -estrellas,
planetas, etcétera-. Por ejemplo, el eventual colapso gravitacional de una nube de
hidrogeno y polvo interestelar es el comiezo del nacimiento de una estrella. Cuando a
causa del colapso aumenta la temperatura del gas y las enormes presiones provocan la
fusion nuclear del hidrégeno, entonces se genera una presion térmica que contrarres-
ta a la fuerza gravitacional y cuando se alcanza el equilibrio hidrostatico, la estrella
es un objeto estable. Sin embargo cuando se termina el combustible para la fusion
nuclear, la gravedad vuelve a provocar el colapso y el resultado ahora depende de la
masa total de la estrella: puede ser una enana blanca, una estrella de neutrones o una
singularidad espacio-temporal.

Una enana blanca es una estrella cuyo radio tipico es de 10*Km y su masa es de
alrededor de una masa solar. Uno de estos objetos es tan denso que los ntucleos de
sus moléculas se fusionan y los electrones se mueven libremente formando un gas de
electrones que se degenera a causa de la alta densidad obedeciendo el Principio de
Exclusion y da lugar a una presion de degeneracion que contrarresta la fuerza de
gravedad.

Una estrella de neutrones es ain mas densa que una enana blanca, pues tiene un
radio tipico de 10Km y su masa es de alrededor de una masa solar. Esta densidad
es tal que los mismos electrones y protones se fusionan formando ahora un gas de
neutrones, que también estan sujetos al Principio de Exclusiéon y se degeneran. Una
vez mas es la presion de esta degeneracion la que detiene el colapso gravitacional.
En cambio una singularidad espacio-temporal es el resultado del colapso gravitacional
total, cuando ningin tipo de presion es capaz de detener la contraccion y la estrella
se reduce a un punto de densidad infinita, donde no se sabe con certeza si las leyes
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de la fisica conocidas hasta ahora siguen siendo validas o no. El hecho importante es
que el estado final de la estrella depende de su masa total. Al respecto un resultado
bastante fuerte es el publicado por el fisico indio S. Chandrasekhar en 1930, que con-
diciona la existencia de una estrella como enana blanca a que su masa no exceda las
1.4 masas solares -limite de Chandrasekhar-. Si asi ocurriera, entonces la presion de
degeneracion de los electrones seria insuficiente para detener el colapso gravitacional
v la estrella se convertiria en candidata ser una estrella de neutrones, siempre que su
masa sea menor que tres masas solares -limite de Tolman-Oppenheimer-Volkoff. Para
masas mayores que eso, la formacion de una singularidad es inevitable, y precisamen-
te este trabajo explora exclusivamente ese caso.

Al respecto de la singularidad formada por el colapso gravitacional puede hacerse una
clasificacion: ésta pudiera resultar desnuda, lo cual sigifica que un observador en el
infinito nulo fututo puede detectar un rayos de luz provenientes de la singularidad,
y por lo tanto también puede hacerlo cualquier observador a una distancia finita de
ella. La otra opcién para el resultado es un agujero negro, es decir, una singulari-
dad censurada detrds de un horizonte de eventos, en el sentido de que éste impide
que un observador en el infinito nulo futuro detecte rayos de luz salidos desde ella.
En ese caso la singularidad se llama globalmente oculta o débilmente censurada. Sin
embargo cabe la posibilidad de que aun siendo globalmente oculta, existan regiones
detras del horizonte de eventos donde puedan ser detectados rayos de luz salientes
desde la singularidad. Si ningin observador puede detectar rayos de luz salientes de
la singularidad, ni siquiera localmente, ésta se llama localmente oculta o fuertemente
censurada.

En esta Tesis se estudia cuidadosamente un escenario esféricamente simétrico donde
ocurre el colapso gravitacional total de una estrella constituida por un fluido perfecto
sin presion -polvo-, para estudiar las condiciones que determinan la naturaleza de la
singularidad resultante.

En lo que resta de este capitulo se da una motivacién detallada al estudio de la
singularidad y se definen los objetivos globales del trabajo. En el segundo capitulo
se deducen rigurosamente las ecuaciones diferenciales que gobiernan la dinamica del
colapso de un fluido perfecto en simetria esférica. En el tercero se resuelven tales ecua-
ciones para el caso particular en que la presiéon es nula y en el cuarto se estudia con
mas detenimiento, usando herramientas més adecuadas, la censura de la singularidad
en varios casos. En el quinto capitulo se concluye el trabajo.

1.1. Motivacion
En 1969 el fsico britanico Roger Penrose formuld la siguiente conjetura:

El resultado final del colapso gravitacional total de un objeto es un agujero megro y
no una singularidad desnuda.

Esta se conoce como la Conjetura de la Censura Cdsmica, y significa que la singu-
laridad resultante debe ser al menos globalmente oculta, aunque bien pudiera ser
localmente oculta. Para evitar complicaciones seménticas, la conjetura se precisa asf:

Conjetura de la Censura Césmica Débil: El resultado final del colapso gravita-



1.1. Motivacion 7

ctonal total de un objeto es una singularidad globalmente oculta -un agujero negro- y
no una singularidad desnuda.

Conjetura de la Censura Coésmica Fuerte: FEl resultado final del colapso gravita-
cional total de un objeto es una singularidad localmente oculta y no una singularidad
desnuda.

Los calificativos débil y fuerte hacen clara referencia al orden de restriccion sobre la
censura de la singularidad. Ahora es claro por qué en la secciéon anterior se han lla-
mado singularidades débilmente censuradas a las globalmente ocultas y fuertemente
censuradas a las localmente ocultas.

Hasta hoy no existe una prueba definitiva de la validez o la invalidez generales de esta
conjetura, sin embargo se tiene acumulada cierta evidencia que indica su certeza en
varios casos [1], [2], es decir, las singularidades desnudas no aparecen genéricamente;
si acaso aparece una, es por cierta particularidad de las condiciones iniciales, por lo
que una pequena perturbacion a los parametros del sistema es suficiente para que
se forme un horizonte de eventos. Por eso estas no son pruebas generales y tema de
investigacion sigue abierto.

La razon por la que la Conjetura de la Censura Cosmica resulta tan relevante es que
su posible invalidez implica cruciales aspectos tedricos sobre la gravitacion. Si esta
conjetura no fuera verdadera, es decir, si a partir de condiciones iniciales genéricas
fuera posible obtener singularidades desnudas, entonces la teoria clésica de la Relati-
vidad General tendria un problema serio en su fundamentacion, pues dejaria de ser
una teoria determinista en el siguiente sentido:

Considérese un espacio-tiempo arbitrario M y un dato inicial suave para una evolu-
cion temporal que atravesara una singularidad espacio-temporal en algin momento,
obedeciendo las leyes de la Relatividad General. Ver el diagrama esbozado en la figura
(1.1).

Si se supone que la singularidad es localmente oculta, entonces hay una region de
M delimitada por el llamado horizonte de Cauchy, la cual queda censurada porque
un observador en esa region no recibe informacion del dato inicial. Si en cambio el
observador en esa region puede recibir informacién relacionada con la evolucién, ne-
cesariamente proviene de la singularidad -desnuda entonces-, pero tal informacion
definitivamente depende de las particularidades y naturaleza de la singularidad y no
solamente del dato inicial, por lo tanto la Relatividad General deja de ser una teoria
determinista.

Por otro lado seria interesante encontrar casos genéricos en los que se obtengan singu-
laridades desnudas, pues ello implicaria la posibilidad de acceder observacionalmente
a objetos que atn no han revelado informacion sobre las misteriosas leyes fisicas que
los rigen. Esto constituiri una fuente fenomenologica para las teorias de gravedad
cuéantica.

En resumen la question que sigue abierta es la siguiente: dado un dato inicial gené-
rico, suave, para un colapso gravitacional total, ;es posible obtener una singularidad
desnuda? La motivacion fundamental para este trabajo es esta pregunta, y aunque al
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N\
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Dato inicial suave

Espacio

Figura 1.1: Si la singularidad es desnuda, la Relatividad General deja de ser detemi-
nista.

final no queda respondida definitivamente, se estudia detalladamente la censura de
la singularidad al final del colapso gravitacional del modelo de una estrella de polvo
en simetria esférica, lo cual constituye un ejercicio académico muy nutritivo por la
variedad de situaciones explorables al variar los parametros libres y por la riqueza de
fisica relativista involucrada. No obstante es necesario decir que el estudio del colapso
del polvo en simetria esférica ya se ha realizado anteriormente [3], aunque no con se
ha hecho el analisis con las heramientas numéricas que se aplicaran en este trabajo.
Por eso la presente Tesis, ademés de ser una revision exhaustiva, contribuye a aclarar
los resultados y explora numéricamente varios escenarios.

A continuacion se establecen los objetivos generales.

1.2. Objetivos

Como se ha anticipado, con esta Tesis se pretende estudiar la censura cosmica de la
singularidad resultante de un colapso gravitacional. Lo que hay que aclarar es que el
modelo particular que se explora es el de una estrella constituida por un fluido perfec-
to con presion nula, es decir, polvo. Esto constituye una simplificacion termodinamica
muy significativa: por un lado eliminar la presiéon garantiza a priori que ocurrira el
colapso total, pues no hay nada que pudiera detenerlo; por otro lado es un modelo
poco realista de la naturaleza, sin embargo la principal ventaja académica de su estu-
dio es la posibilidad de resolver analiticamente las ecuaciones dinamicas, para lo cual
otro ingrediente primordial que se pide es un espacio-tiempo esféricamente simétrico,
lo cual tampoco es del todo realista, pues una estrella no siempre es perfectamente
simétrica, pero es valido asumirlo es una primera aproximacion.

Los objetivos particulares son:

a) Deducir formalmente las ecuaciones diferenciales que determinan la dinamica del
colapso gravitacional de un fluido perfecto en simetria esférica, partiendo de las ecua-
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ciones de Einstein y el tensor de energia-impulso correspondiente a este fluido.

b) Tomar el caso particular en que la presion del fluido es nula -polvo- y resolver
analiticamente las ecuaciones deducidas y explorar la validez de la solucién y de los
parametros involucrados. Estudiar la causalidad de espacio tiempo-resultante y la
censura de la singularidad.

¢) Simplificar un poco mas el modelo imponiendo inicialmente un perfil de densidad
de masa uniforme a lo largo de la estrella. Estudiar la cuasalidad del espacio tiempo
resultante y la censura de la singularidad.

d) Para cada caso desarrollar una estrategia para generar un diagrama donde las
coordenadas sean conformes, lo cual constituye una herramienta mas poderosa para
determinar la censura de la singularidad. Determinar los casos en que se obtiene una
singularidad desnuda.

Impuestos los objetivos puede comenzarse ahora con el desarrollo del trabajo.






Capitulo 2

Las ecuaciones dinamicas del
colapso de un fluido perfecto en
simetria esférica

El presente capitulo esta dedicado a la deduccion de las ecuaciones diferenciales que
gobiernan la dinamica del colapso gravitacional de un fluido perfecto en un espacio-
tiempo con simetria esférica. En la primera secciéon se construye geométricamente
dicho espacio-tiempo y se obtiene la forma que toman las Ecuaciones de Einstein ahi
para un tensor de energia-impulso general. En la segunda se introduce el tensor de
energia-impulso correspondiente a un fluido perfecto y, en base a las Ecuaciones de
FEinstein, se deducen las ecuaciones que describen su dinamica.

2.1. El espacio-tiempo esféricamente simétrico y las
Ecuaciones de Einstein

Considérese un espacio-tiempo (M, g) de dimension cuatro, donde g es una métri-
ca lorenziana. En este trabajo se requiere que M sea esféricamente simétrico, esto
significa que pueda escribirse como el producto cartesiano

M =M x S?,
y entonces
9=g+r%g,

de tal manera que (M ,§) es un variedad pseudo-Riemmaniana de dimension dos y
(52,9) es la 2-esfera unitaria, o sea que g = df* + sen? 0d¢?. Ademés r > 0 es una
funcién real sobre M definida a partir del 4rea de una esfera que pasa por un punto
arbitrario p € M. Dado que el area de dicha esfera es A(p) = 4nr2(p), se define

11
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r(p) = % y se llama radio de drea.

Un ejemplo de espacio esféricamente simétrico que vale la pena escribir es el de
Schwarzschild, para el que la métrica de M es:

2m’

2 dr?
g(lm>dt2+’" r > 2m,
r

r

y describe la geometria del espacio tiempo en el vacio en presencia de un objeto
perfectamente esférico de masa m. Pronto se vera que ésta es la unica solucion a las
ecuaciones de Einstein en el vacio, por lo tanto el exterior de una estrella colapsando
debe estar descrito por esta métrica.

2.1.1. Las Ecuaciones de Einstein

Para los sucesivo se introducen coordenadas locales sobre M, clasificadas en dos
conjuntos: las coordenadas sobre M seran {z%} := {7, R} y sobre S? seran {z1} :=
{6, »}. Entonces la métrica se escribe como:

g = Japdz®dz® + r?(z?)§apdz?dz®.

El problema global es encontrar la forma de los coeficientes de g y §. Lo que puede
notarse desde ahora y serd muy tutil, es que g es simétrica por bloques:

_ gab 0
(g,ul/) - ( 0 TQ.@AB ) )

m"“

@)= (% o )

T

El primer paso es calcular los Simbolos de Christoffel, dados por:

L 1 v
Flaﬁ = 59# (aagﬁu + aﬁgal/ - 8Vga/3) .

En total hay 40 de éstos simbolos, pero afortunadamente no es necesario calcularlos
todos porque algunos se anulan y gracias a la simetria algunos seran iguales entre si.
Solo habréa que hacer 6 célculos: I'y, I't~, ', ch, Ii‘g,c y F‘g,c.

En términos del gradiente de r(z¢), definido por r, := V,7 (y por lo tanto r® = §%r;),
donde V es la conexion de Levi-Civita respecto a g, los Simbolos de Christoffel son
tales que:
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ICJLC = ZC’
e = 0,
(1130 = —1"gpc,
Iy = 0,
Mg = 5
r
Tie = The

El siguiente paso es encontrar el tensor de curvatura, el cual esta dado por:
Rllfozﬁ = aa]‘—‘gy + FUUFZU - 8ﬁ1—‘gu - Fgul—‘gtﬂ
y satisface las simetrias algebraicas

Ruvap = —Ruvpa = —Rupap = Rapp-

Después de hacer los célculos correspondientes se obtiene:

Gab = Riwy = k(05000 — 55 daa);
CDaB = —T’(Vava)gDB,
R% = (1-N)6S9p8 — 05§
DAB — ( )( AYDB BQDA)7
i)ab = 0= RZAB = R%ABa

donde
N = rrg = G (Vor)(Vyr),
y k es la curvatura de Gauss de (M, J)-

El escalar de Ricci, definido como la contracciéon: R,3 = R’:W, para las diferentes
combinaciones de coordenadas es:

- 1. -
Rawy = Rl = Rig + Ripy = kav — ;Vavbra

Rap = Ryp= Riyp+ Ripp =0,

Rap = Rl,p= Rlup+REps = —r(VaVor)jap + (1 — N)jap,

esto porque
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Rgdb ];7(2_&(1{; - gab) = ];/'f]ab,

1 . ~ = 2
RP, = ¢"PRpum = g°F Ruppe = ﬁgDE(*TVaVbTQDE) = *;Vavbﬂ

El escalar de Ricci, definido como R = ¢"" R,,,,, queda:

Y 1
R = gbRab-I—?ngABRAB
- e 9 -
- 2/@—;(VQV7")+72[—7"(VV r)+1-N]|
- 4o - 2L-N)
= 2/{—;(VGV r) -

Luego el Tensor de Einstein, el cual se define como G,y = Ry — 394 R, para las
diferentes combinaciones de coordenadas queda:

2~ = 1 Sy
G = 7;VaVb7" - 72(1 =N = 2rVeVer) o, (2.1)
GaB - 07
Gap = (T@C@J — TQ];).@AB~

Sea T}, un tensor de energia-impulso arbitrario por ahora y tal que V,T} = 0.
La solucién de las Ecuaciones de Einstein, G, = 87G7T),,, seran los coeficientes
buscados de la métrica g. El problema se separa estrictamente en las tres partes en
las que puede separarse el Tensor de Einstein arriba, sin embargo la identidad de
Bianchi, V, G} = 0, simplifica considerablemente el problema.
Por un lado, no es dificil encontrar que:
p_ L 20y Tb.AB

0= VGl = 5Val?GE) — 29" P Gap,

por otro lado:

1 ~
= Va(r?Ty) — 39ABTAB

0=V, T} = -

Multiplicando esta tltima por 87G, donde G es la constante universal de la gravita-

cién, y tomando la diferencia resulta:

1 - Ty .
—2V( (G — 87GTy]) — 3P [Gap — 87GTaB)

si satisface G = 8wGT, y si ademds se asume que r, # 0, entonces necesariamente
la parte angular de las ecuaciones de Einstein se satisface automéaticamente:



2.2. El modelo para un fluido perfecto autogravitante 15

QAB(GAB — 87TGTAB) = 0,

por lo tanto el problema se reduce a resolver solamente:

Gy —8rGTy = 0,
Vo (r*Ty) = 0,
que explicitamente se ve:
2~ = 1 -
— ;Vavbr - r—2(1 — N =2V V)G, = 8nGTY, (2.2)
Va(r*Tg) = 0,

2.2. El modelo para un fluido perfecto autogravitan-
te

En esta seccién se deducen las ecuaciones que rigen el comportamiento dinamico
de un fluido perfecto autogravitante en un espacio-tiempo esféricamente simétrico.
Esta sera una primera aproximacion al estudio general de la dinamica de una estrella
no-rotante, y constituida por un gas cuyos componetes no interaccionan entre si. El
objetivo es resolver las ecuaciones (2.2) tomando el tensor de energia-impulso que
corresponde a un fluido perfecto e isotropico:

T/“/ = (p + P)uuull + Pgul/a (23)

donde el campo vectorial u, definido en general sobre M, es la cuadrivelocidad de los
elementos de fluido y es tal que g(u,u) = —1. Ademés p y P son campos escalares
definidos en general sobre M que corresponden a la densidad de masa y presion
del fluido, respectivamente. Sin embargo es importante decir que la simetria esférica
implica que u, p y P estan definidos sblo en M.

La segunda de las ecuaciones (2.2) es una generalizacion de la ley de conservacion de
energia-momento. Si ésta se escribe en términos de las nuevas cantidades:

1 —a
0 = T—QV (r%ug),
ap = @uub,

y luego se contraen una vez con u, y otra vez con el proyector ortogonal hf :=
0% 4+ u“u,,, se obtienen las ecuaciones:
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Vup+(p+P) = 0, (2.4)
(p+ P)ay + (Jab + uqup) VP = 0. (2.5)

El coeficiente 6 suele llamarse coeficiente de expansion, mientras que a es el campo
vectorial de aceleracion del fluido.

Por otro lado, definiendo k := 87G, y tomando en cuenta las ecuaciones (2.1) y (2.3),
la primera ecuacion de (2.2) se escribe como:

1.
— ;(Vavm“)tf = k(p + P)(Uaub + §gab)7 (26)

% [Tgab@a?br - (1 - N):| _k(p + P)’ (27)

donde el superindice tf denota la parte sin traza de VaVyr. Agregando una ecuacion
de estado p = p(P), el sistema (2.4 - 2.7) constituye el problema inmediato a resolver,
donde las variables desconocidas son g, r, p, Py u.

El siguiente paso es elegir las coordenadas adecuadas para el estudio del colapso. Para
la variedad M es conveniente tomar un sistema de coordenadas (1, R) lagrangianas,
es decir, unas que sean comdviles sincronizadas para permitir el seguimiento de los
elementos de fluido a lo largo de su evolucion dinamica, ello implica que las curvas co-
rrespondientes a R constante sean trayectorias de dichos elementos. Siempre se puede
hacer esta eleccion puesto que un corolario del Teorema de Frobenius [4] garantiza
que para el campo vectorial u # 0 definido en M simpre existen dos funciones f y h
tales que puede escribirse u* = fV~“h. Luego u® debe ser ortogonal a las superficies
de h constante, entonces se identifica a la coordenada temporal 7 con la funcion —h y
la radial R, como ya se dijo, es tal que las curvas de R constante son las trayectorias
de las particulas.

En estas coordenadas la forma que se propone para la métrica y la cuadrivelocidad
es la siguiente:

1
i = —e2(mR) g2 = IR2
g e T+ e R)2 ,
0
_  —¢(T.R)
“ ¢ or’

donde ¢(7, R) y (7, R) son funciones por determinar. Notese que atin queda la liber-
tad de re-definir las coordenadas mediante transformaciones 7 — 7(7) y R — R(R),
sin embargo (7, R) quedan fijas cuando se establecen las condiciones:

r(r=0,R) =R,
lim ¢(r, R) = 0.
R—o0



2.2. El modelo para un fluido perfecto autogravitante 17

Ambas son naturales, pues la primera significa que al inicio del colapso la coorde-
nada radial R se identifica con el radio de area inicial de la particula en cuestion.
La segunda garantiza que asintéticamente la traslacion temporal coincide con la del
espacio-tiempo de Minkowski.

A estas alturas se hace necesario también precisar un concepto de masa para el modelo
que se esta construyendo. Se usara el que sigue.

Definicion 2.2.1 Seam : M — R, definida por m(z®) := Z(1=N), con N = rrg =

G°(Var)(Vyr). La funcion m se llama Masa de Misner-Sharp [5].

La definicién anterior se motiva de la relacion existente entre N y la masa de Schwarz-
schild: N =1 — 277", de tal manera que en el vacio ambas coinciden.

Proposicion 2.2.1 La masa de Misner-Sharp cumple con:

- k k
Vom = §r2p(ra + uaubrb) + §T2Puaub7"b

Notar que la proposicion anterior es consistente con el hecho de que si p =0 = P,
entonces se tiene V,m = 0 y por lo tanto m constante, lo cual debe ser asi porque
en este caso la tnica solucion es la de Schwarzschild.

Demostracion. Partiendo de la definicion de la masa de Misner-Sharp:
2Vam = Vu[r(l = N)] = 74(1 = N) —rV,N,
como VN = 2r’V,V,r, entonces:
oV, m = ro(l1—N)— 2rrb@a@br,
ahora se descompone V,V,r en sus partes con y sin traza:
2V m =14(1 — N) — 2r[(Vo Vyr) + %gabﬁﬁbr},

se ha re-escrito la igualdad quitando la traza de este término y volviendo a sumarla.
Ahora se usan las ecuaciones (2.6 - 2.7) y se obtiene:

kr 1. 1. 1-N  kr
—?(p + P)(Uan + §gab) + §gab (7“ - ?(p - P)>:|

kr2p(uaubrb + 7)) + kr? Puguyr® QED.

2Vem = 14,1 —N)—2rr°
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Una vez provistos los ingredientes necesarios, se esta en posicion de tomar la métrica
propuesta g y la cuadrivelocidad u y usarlas en la ecuacién anterior y ademaés en las
ecuaciones provenientes de (2.4-2.7). El resultado es el siguiente sistema:

0 = ;(r;) (2.8)

a; = 0, (2.9)
ap = ¢, (2.10)
N
. v (T
PL(=) = o 2.11
e (S) = o (211)
P +(p+P)y = 0, (2.12)
mo = —§r27'“P, (2.13)
m = grzr',o, (2.14)
gl (")’
L= - 2.15
~ 7! ’ ( )
L e O A L
v (7> s (e +—5 = S=P), (2.16)
. m 9 kr
=3 + 777 ¢ — ?P, (2.17)
2
N = 1-22 = 5244272 (2.18)
T

donde el punto denota la operacién e*‘ﬁ% y el apostrofe %.

De la tltima resultarda muy ttil definir:

2
I B

de donde resulta que 72 = 7%

Ademaés no todas las demés ecuaciones son independientes, por ejemplo puede usarse
la razén (2.15) para eliminar 4 del sistema. En resumen el sistema de ecuaciones
independientes son las siguientes:
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. m 2 ¢/ k
p 27 (1)
= = _ Y7 2.20
p+ P r r! ( )
k
"= §r2r’p (2.21)
. k 5.
mo= —gr 7P (2.22)
P/
= -, 2.23
¢ = (223)
(2.24)
con
2
r2 o= 1- 2452
r
/
r = Fi"g/,
r
Como tltimo ingrediente, este sistema requiere de una ecuacion de estado:
P = P(p).
Por ultimo la expression para la métrica resulta ser:
2o (TERN gpe o pyg (2.25)
=—e T rrar (T .
g (7, R) ) 9,

con la cuadrivelocidad u = 6_4’(T’R)a%, donde se pide que la funcion ¢(7, R) sea tal
que ¢(1,R) — 0 cuando R — co.

Es importante ahora mencionar que un resultado sumamente fuerte para espacios
esféricamente simétricos es el enunciado y probado por G. D. Birkhoff en 1923 [4], el
cual garantiza que la tinica solucién de las ecuaciones de Einstein en el vacio alrededor
de una distribucién de masa esféricamente simétrica es la métrica de Schwarzschild.
Entonces la métrica (2.25) fuera de la nube de polvo necesariamente debe reducirse
a la de Schwarzschild.

En conclusion a este capitulo se tiene que el problema concreto a resolver es el sis-
tema (2.19) - (2.23), conocidas como ecuaciones de Misner-Sharp [5]. En el siguiente
capitulo se dan los datos iniciales necesarios para emprender esta empresa.






Capitulo 3

Colapso gravitacional de una
nube de polvo

En el presente capitulo se estudian las generalidades del colapso en simetria esférica
de un fluido perfecto muy particular: el polvo, que se define mateméticamente en
esta primera seccion. En esta misma se obtiene la soluciéon analitica completa para
las ecuaciones que describen el colapso bajo ciertas suposiciones razonables sobre la
densidad de masa. La segunda seccion estda dedicada al estudio de las propiedades
generales de la solucion, analizando a detalle la trayectoria de las particulas, la sin-
gularidad central y el horizonte aparente. En la tercera seccion se estudia la censura
cosmica de la singularidad. En la ultima secciéon se presenta el estudio cuidadoso de
un caso particular que vale la pena tratar porque resulta didactico y todos los re-
sultados pueden obtenerse analiticamente. Ese caso es aquel en que la densidad de
materia de la estrella es uniforme y la velocidad inicial de las particulas es nula.

Para comenzar en la tarea de obtener la solcuién a las ecuaciones, considérense las
ecuaciones dinamicas para un fluido perfecto en simetria esférica (2.19-2.19) obtenidas
en el capitulo anterior.

En la presente secciéon se analiza un caso particular de materia. Se define el polvo
como un fluido perfecto con presion nula: P = 0 en toda su extension. Las ecuaciones
dindmicas en este caso se reducen a:

. m
p 2r (7)
p T (r’) (3:2)
/ k 2,/
m= orir'p (3.3
mo= 0 (3.4)
) (3.5)

y son precisamente éstas las que describen el colapso gravitacional para el polvo,

21
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ahora con

2m

Ademés cabe aclarar que P = 0 constituye por si misma la ecuacion de estado.

3.1. La solucion analitica de las ecuaciones dinami-
cas

Las soluciones a las ecuaciones del caso de interés pueden obtenerse analiticamente.
Para hacerlo noétese primero que (3.4) implica que m sélo es una funcion de R, es
decir m = m(R). Ahora, suponiendo que al tiempo 7 = 0 se tiene como dato inicial
un perfil de densidad p(7 = 0, R) := po(R), la ecuacion (3.3) al tiempo inicial indica
que m(R) = fOR ER?po(R)dR, pues también se supone que 7(7 = 0, R) = R, es decir:
el radio de éarea coincide inicialmente con el radio R del cascaron esférico en cuestion.
De ahi que 7/(0, R) = 1.

Enseguida se despeja p(7, R) de (3.3), y en virtud de que m/(R) = £ R?py(R), se tiene

2
que p(7, R) = PO(R)MW-
Por otro lado (3.5) implica que ¢ = ¢(7), pero al construir las coordenadas comoviles
sincronizadas en el capitulo anterior se pidi6 que limg_, ¢(7, R) = 0. Como ¢ es
independiente de R se concluye que ¢(7) = 0 para todo 7. Notar que si ¢ es cero, el
coeficiente de d7r? en la métrica es —1, lo cual significa que 7 mide el tiempo propio
del cascardén esférico en cuestion.
Finalmente considérese I' = 0; ello implica que I' = I'(R). Por otra parte se tiene

que I'? =1 — i?’;(g + 7(7, R)?. Evaluando esto tltimo en 7 = 0 se obtiene I'? =

1— Qmiém4—VO(R)27 donde V5 (R) := (7 = 0, R) es otro dato inicial. Es razonable pedir
Vo < 0 puesto que las particulas se dirijen hacia el centro de la nube. Asi se conluye que

7(1, R)? — 37(’:(% =Vo(R)? - QLéR). Definiendo por tltimo E(R) := $Vy(R)?* — @,

los resultados se resumen como sigue:

R
m(R) = /0 §R2p0<é>dé (3.6)
R2
p(75 R) = pO(R) 7"2(7', R)’I"I(T, R) (37)
o(r) = 0 (3.8)
1, m(R)
E(R) = ir(T,R)Q—T(ﬂR). (3.9)

Lo cual es consistente con el sistema (3.1 - 3.5). En este caso la cuadrivelocidad se
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reduce a u = % y la métrica resulta ser:

g=—dr?+ (iﬁ&?) dR? + r(7, R)§, (3.10)

donde

2m(R)

r?=1-
R

+Vo(R)? =1+ 2E(R).

Es muy importante tener en mente que la Gnica componente no nula del tensor de
energia-impulso correspondiente al polvo es proporcional a la densidad de materia,
esto puede verse de la ecuacion (2.3) con P = 0. Entonces las Ecuaciones de Einstein
predicen una singularidad geométrica cuando p(7, R) diverja, pues si G, = 81GT},,,
entonces GG, = TH'T), = fp2.

Ahora de la ecuacion (3.7) puede inferirse que p(r, R) — oo cuando 7(7,R) — 0 6
bien cuando (7, R) — 0. El primer caso genera una singularidad conocida en la
literatura como singularidad central, provocada por la aglomeracion de todos los cas-
carones esféricos de materia en el centro de la estrella, lo cual suele designarse con el
término anglosajon shell-focusing. En cambio el segundo caso genera una singularidad
de cruzamiento, llamada asi porque es provocada por un cruzamiento de cascarones
esféricos de materia durante el colapso, lo que se conoce como shell-crossing. Esto
se precisa a continuacion: dados inicialmente dos cascarones, el primero a una dis-
tancia de la singularidad R; y el segundo a una distancia R, tales que Ry > Ry,
se dice que ocurre el cruzmiento de cascarones si para algin tiempo 7 ocurre que
r(1, Ra) = r(7, R1). Dado que inicalmente se pide r(0, R) = R para toda R, es claro
que la funcion r(7, R) es creciente. Entonces no habréa dicho cruzamiento si y sélo si
la funciéon se mantiene creciente, es decir r/(7, R) > 0 para toda 7. Enseguida surge
una pregunta natural: ;Cuéles son las condiciones sobre los datos iniciales para que
no haya cruzamiento de cascarones a lo largo del colapso? La respuesta se investiga
un poco mas adelante. Por lo pronto valga anunciar que en el presente trabajo se
estudiaran exclusivamente las singularidades centrales y quedarédn excluidas las de
cruzamiento.

Por lo pronto es importante senalar que la ecuacion clave para obtener la solucion
al problema es (3.9), que claramente corresponde al problema de la mecanica clasica
para una particula con cierta energia en un potencial central. La estrategia es la
siguiente: dados los datos iniciales

r(0,R) = R,
7(0,R) = W(R),
p(0,R) = po(R) >0,

se calcula primero m(R) integrando (3.6), luego se integra (3.9) para obtener r(7, R)
y finalmente se calcula p(7, R) de (3.7).
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La integracion de (3.9) comienza escribiendo esta misma como (omitiendo la depen-
dencia de las funciones por simplicidad)

donde se elije el signo negativo delante de la raiz para establecer que las particulas
de polvo se dirijen hacia el centro de la estrella al colapsar ésta. Después de un poco
de algebra se llega a:

2m dr
g (3.11)
R % _p
donde se ha definido p := % con la funciéon de potencial V(R) := —@, de tal

2
IZY;L’ . Notar que cuando V{, = 0, se tiene p = 1. Ademas en

este trabajo se asume que siempre las particulas de polvo se encuentran en un estado
ligado, es decir E(R) < 0, lo cual implica que 0 < p. Por lo tanto se asume 0 < p < 1.

Para efectuar la integracion se introduce una nueva variable 3 tal que £p = cos?3,

de tal manera que g —p= pi§j2§ Ademés dr = M Entonces (3.11) se

reescribe como:
3 2m 2
p2 ﬁdT = 2cos”[df.

Integrando de fy := 3(r = R) = Arccos\/p a 3(r) = ATCCOS\/ZT%:

—7 = (cosBsenf + ) |”B(T)

= cosfsenf + [ — (cosfBysenfy + Po)

[\/:\/: +Arccos\/7 } [ VPV =p+ Arccos |

Sea F:[0,1] C R — [0, 5] C R definida por F(z) = \/z\/1 — x + Arccos\/z. Notar
que F(0) = § y F(1) = 0, ademas I' es monotonamente decreciente. En términos de
ésta se tiene:

2mp3
R3

r=F (p%) — F(p). (3.12)

Notar que F' es uno a uno en su dominio, precisamente por ser monoétonamente
decreciente, entonces existe su inversa F~!, y puede despejarse:
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r(r.R) = %

jai (F(p) + 2m(]2f(R)37>

Hasta ahora se ha especificado completamente la soluciéon al problema de describir
analiticamente el colapso gravitacional del polvo en simetria esférica, pues se conocen
r(1,R), m(R), p(1, R) y la funcion métrica ¢(7).

3.2. Propiedades de la solucion

Enseguida se hace un anélisis de varios aspectos de la soluciéon recién obtenida. Para
simplificar la notacion y los calculos posteriores se definen un par de nuevas funciones:

C(R) = R3 Z 07
F(r,R) = T(T]’%R), 0<#(r,R) <1

Notar que ¢(R) es proporcional a la densidad promedio de materia en un cascarén de

m(R)

ITR3"

Ahora se pretende escribir todas las ecuaciones en términos solamente de ¢(R) y 7.

Es incluso conveniente poner al perfil de velocidad inicial en términos de ¢y p. Como
2 2

p=1-— };2} =1- CV#, entonces Vi = cR? — cpR?, de tal forma que la soluciéon para

7(r, R) y T(R) se escribe:

radio R, pues ésta se define por p =

HrR) = [F(F) + /e RpRPT)]

p
I'(R)> = 1-c¢(R)p(R)R%

Como herramienta para las secciones siguientes también conviene estudiar las prime-
ras dos derivadas de la funcion F:

Notar que F’ : [0,1) C R — [0, —00) C R, en otras palabras F'(z) < 0 para toda x
y I’ diverge para x = 1. Enseguida puede calcularse la segunda derivada:

1
F'(2) = —————=<0para0 <z <1,
2y/x(l —x)3
En este caso F”(x) < 0 para toda x, es decir F' es concava, pues F” : (0,1) CR —
8 _ 1 _1 1 o 3
[ NCIE 00) C R, lo cual puede comprobarse calculando I’ (x) = § T Vi
y calculando la raiz de F"(z) = 0, que resulta ser z = 1, luego F"'(1) = —%.
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3.2.1. La trayectoria de las particulas

El objetivo es mostrar propiedades de la solucion en un diagrama (R,7). Naturalmente
la primera pregunta es ;cémo se ve en estas coordenadas la trayectoria hacia la
singularidad de una particula que inicialmente se encuentra en un cascararon esférico
de radio R? Una vez que se conoce la funcion de radio de area, puede despejarse 7(R):

T(R) = [F(rp) — F(p)], (3.13)

donde se han omitido las dependencias de las funciones ¢(R), p(R) y 7(R) para sim-
plificar la notacion.

De antemano es de esperarse que estas trayectorias sean lineas rectas verticales en
el diagrama (R,7), pues se trata de coordenadas comoviles sincronizadas, es decir,
se estd siguiendo a las particulas desde su marco de referencia comévil, por lo tanto
su posicion espacial es siempre la misma y el tiempo que se mide en ese marco es el
tiempo propio.

3.2.2. Condiciones para evitar la singularidad de cruzamiento
Como se mencion6 en la seccion (3.1), en el colapso gravitacional mas genérico tiene
lugar un fenémeno importante que consiste en el cruzamiento de cascarones esféri-
cos, se explico el fenomeno y se concluyd que no hay tal cruzamiento si y soélo si
r'(7,R) > 0 para toda 7. Como en este trabajo no hay interés por tal fenémeno,

enseguida se investigan las condiciones sobre los datos iniciales para evitar este tipo
de singularidad.

Considérese la ecuacion (3.12) en términos de ¢(R) y 7(7, R):
Vep’t = F(pr) — F(p).

Derivando con respecto a R a ambos lados y simplificando un poco se obtiene:

(7, R) (3.14)
P (F’(p) + g\/@r —TF’ (pr_)> + gﬁr] .

Si esto ultimo es positivo, entonces no habréa shell-crossing, pero antes de verificar
que asi es, se probara un resultado muy util:

_ R
= T(T7R)+W

Lema 3.2.1 Sean 0 <7 <1 y0<p<1, entonces

F'(p) + 2 [F(7p) — F(p)] — 7F'(7p) < 0. (3.15)
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Demostracion. Sea 0 < 7 < 1 fija y z(p) := F(7p) — F(p). Notar que g—;(p) =

F'(rp)r — F'(p) y f;—)ﬁ(p) = F"(7p)7? — F"(p). No es dificil comprobar que

F'(p) + % [F(rp) — F(p)] — 7F'(rp) = %; (2293;(29) - 32(1))) : (3.16)

Ahora definase X (p) := Qp%;(p) —3z(p). Notar que (3.15) es equivalente a X (p) > 0.

La idea es la siguiente: como X (0) = 0, si acaso %(p) > 0 para p > 0, entonces X (p)
es monotonamente creciente y por lo tanto X (p) > 0 para p > 0. A continuaciéon se
describe la prueba explicita:

%(p) = 21%;(1))—@(17)

2p [F"(rp)7 — F"(p)] — [F'(p)7 — F'(p)]

F2p

1 p
2/rp(1 —7p)? i 2¢/p(1 —p)3] i V(1 —7p)  /p(1—p)

[S][)

p

o
(1-p) (1-7p)2 ]

Como r < R, entonces ; =7 <1y 73 < 1. Por otro lado p >0y <1implican que
1
(1-pi = (1)}

7p < p, luego . Combinando esto con 1 > 72 se concluye que:

NS

1 v
(1-p)2 = (1-7p)?’

lo cual demuestra que %(p) > 0 para p > 0. QED.

Ahora se tienen las herramientas para probar la siguiente

Proposicion 3.2.1 Supdngase que ¢ <0 y p’ > 0. Entonces r'(t, R) > 0 para todo
0<F<ly0<p<l.

La suposicion ¢’ < 0 es fisicamente razonable, pues se ha visto que ¢ es proporcional
a la densidad promedio de materia p > 0, entonces ¢’ < 0 equivale a pedir que la
estrella sea menos densa en regiones cada vez mas lejanas al centro.

La otra suposicion, p’ > 0, es razonable puesto que el potencial V (R) de una particula
decrece cuando ésta se encuentra mas lejos del centro de la estrella, entonces la razén
p= % debe se creciente.

Demostracion. Caso 1) p = 1. En este caso, el cual corresponde a la situacion
particular en que las particulas de polvo se encuentran inicialmente en reposo, puede
verse diréctamente de la ecuacion (3.14) que:
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pues 1/F'(z) <0 para toda = € [0,1).

Caso 2) 0 < p < 1. Inspeccionando (3.14) se concluye que r/(7, R) > 0 siempre que

T—7F (pr) <0.

pero justamente el Lema (3.2.1) garantiza que asi sucede. QED.

Hasta ahora se tienen condiciones suficientes (¢! < 0 y p’ > 0) para que evitar el
shell-crossing, sin embargo no puede afirmarse que ' > 0 implica ¢/ < 0y p’ > 0.
Esto puede notarse al considerar nuevamente la ecuacion (3.14). Como F'(z) < 0
para toda 0 < x < 1, ’ > 0 es equivalente a:

3cp? _ _ cp? pr _
" F'(p) + ——=—1 —FF' (pF)| + T+ =F (pF) <O0.

PoE P+ e (pr)| + 3 — R (p7)

Enseguida considérese el limite en que 7 — 75 = %_ng ). En tal caso 7 — 0 y la
cp*
desigualdad anterior se reduce a:
N+ 2 (E-Fe) |+ & (E-F) <o (317)
pamwp Ty g —HWP 2c \g ~ W) =T :

Por otro lado se tiene que 0 < F(p) < 7, entonces 5 —F(p) >0y 5—; (3 —F(p)) <0.
Pero la desigualdad (3.17) puede cumplirse sin que necesariamente p’ > 0. Lo maés
que puede decirse es que para ¢’ suficientemente pequeno debe suceder que p’ > 0.

Reiterando que en este trabajo no hay interés por las singularidades de cruzamiento,
y conociendo la condicién suficiente para que no ocurra tal fenémeno, ahora puede
continuarse con el estudio de las singularidades centrales.

3.2.3. La singularidad central

La siguiente pregunta es jcudl es el tiempo propio que tarda una particula en alcanzar
la singularidad si inicialmente se encuentra en un cascararén esférico de radio R?,
;,como se ve la grafica de esa funcion para toda R dentro de la estrella? La respuesta
se obtiene al tomar la ecuacion (3.13) y evaluar en 7 = 0, pues la singularidad se
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alcanza precisamente en bajo esa condicion.
Si se denota con 7, := 7(R) tal que 7 = 0 se obtiene:

r(R) = —— [~ Fp)]. (3.18)

Proposicion 3.2.2 Sicd <0 yp' > 0 entonces 75(R) es una funcién mondtonamente
creciente, es decir,

drs
dR

(R) >0, R>0

Demostracion. El problema puede dividirse en dos casos: 1) p=1y2) 0 <p < 1.

Caso 1) Cuando p = 1 (lo cual corresponde a Vo(R) = 0 para toda R, es decir, la
nube se encuentra inicialmente en reposo), F(p) =0y 75(R) = gﬁ, luego

drs
dR

C/
3
C2

m
~ 1
lo anterior es positivo o cero e virtud de que ¢/ < 0.

Caso 2) Cuando 0 < p < 1 se tiene:

% _ L ’ ’ 3 T (Cpg)/
M—wlﬂmtm(Qﬂm2W7

que después de un poco de algebra toma la siguiente forma:
drs 1 . 3 /7 d /m
T — {p ( ()4, (5 = F®) ) 5.5~ F0)

Considerando la tesis del Lema (3.2.1) en particular cuando se alcanza la singularidad,
es decir ¥ = 0, se tiene que:

F’(p)+3(

" I—F(p)) <0,

2

ademés Z — F(p) > 0, ¢ > 0y ¢ <0 implican que el segundo término entre corchetes

2
es negativo o nulo. Agregando que p’ > 0y /cp® > 0 se concluye que ((1171-3 > 0. QED.

Enseguida se investiga el comportamiento de 75 para R cercana al origen. Esto sera
atil un poco més adelante para estudiar la censura césmica de la singularidad central.
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Para comenzar se supone que las funciones p(R) y ¢(R) tienen expansiones en serie
de Taylor alrededor de R = 0 y que satisfacen condiciones de regularidad en el origen,
es decir que no contienen potencias impares de R:

p(R) = mm+§w<ﬂ#+omﬁ—mm+pﬁf+omﬁ
c¢(R) = ¢(0)+ %c”(O)RQ + O(R*) := ¢y + cyR? + O(RY),

con

Po

/!

Po
Co

/!
Co

IN IV IV V
o o o o

El analisis puede dividirse en dos casos: 1) po = 1, que implica p = 1, pues p es
creciente, pero no puede ir mas alla de 1,y 2) 0 < pp < 1.

T 1 .
5 —=» luego 7, se expande como:

En el caso 1) se tiene F'(p) =0y 75(R) =

M\»—‘

7(R) = g ( co+ chRQ + O(R4))
_ 727\/1% (1 ico R? + O(R4)) (3.19)

En el caso 2), 0 < pg < 1. Se sabe que F es analitica y su expansion en serie de Taylor
alrededor de pg se escribe:

F(p) = F(po)+F'(po)(p —po) + O(p — po)°
= F(po) + F'(po) (3 R* + O(RY) + O(RY)

1
~poF'(po)R* + O(R*),

= F(p0)+2

Ahora por separado:

3
7p(%pgR2 + O(R4)7

_ .3
p —p0+2

2
CPS = C()po + (300170 + Copo) R? + O(R4)»

1
cp® = 1\/copd (1 + Teope (3copl + cipo) R* + O(R4)> .

w
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Entonces 7, tiene la siguiente expansion:

(B = ——= (5~ F0)]

1 T 1 1
= — — F(po) — =pyF’ R2+OR4)<1+
e (2 (Po) = 5o " (po) (R%) Teop

- (;T — F(po) — %p&’ "(po) R* + 0(34)) (1 - %

Copg CoPo
1 us 5 — F'(po) 1

= = (2 — F(po) — (24 (3copy + copo) + §P3F/(PO) R* +O(RY) ).
copy CoPo

1 /! /! 2 //F/
R) = 0 [1— - (3po+00+p0 (p0)>R2+O(R4)} ,

Ts —
( 4\ po  co §F—F(po)
= 70 [1 + %RQ + O(R4)} , (3.20)
donde
1 3 /! /! 2 //F/
o _ (m+%+ﬂpo (p0)>.
2 4\ po co T —F(po)

Notar que de la Proposicion 3.1 se sigue g > 0. Este resultado, en conjunto con uno
que se obtiene en la siguiente sub-seccion, seran tutiles més adelante.
Ademas el resultado es consistente con el caso en que p = 1, es decir pg = 1, pues

o

1
z = _i% y entonces la expansion para 7s(R) coincide con (3.19).

3.2.4. El horizonte aparente

Dada la magnitud de los efectos gravitacionales en la region del espacio-tiempo donde
ocurre el colapso, sucede que el radio de area de un rayo de luz que sigue una geodésica
nula saliente -aunque no se diga explicitamente, a lo largo de todo el trabajo se hara
referencia so6lo a geodésicas nulas radiales- y que tiende a crecer, eventualmente deja
de hacerlo, y precisamente el horizonte aparente se define como la hipersuperficie tal
que d—dTr(T, R) =0 alo largo de curvas geodésicas nulas salientes. Haciendo explicita
esta condicién se tiene

d .dr ,
0= %T(T,R) —rﬁ—&—r,

dr _

. . . . !
al tratarse de geodésicas nulas salientes, entonces ds? = 0, lo cual implica que E=T

entonces la condicion del horizonte aparente se vuelve:

1
(3copy + cipo) R* + O(R4)>

(3coply + cipo) R* + O(R4))
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P4+ T =0,

donde se ha supuesto que no hay shell-crossing, y por lo tanto r’ # 0.

Recordando la relacién de energia 372 — 2 = LVZ — ™ se obtiene

ro

r=—\/V@&+ 277” — Qfm, que en términos de ¢ y p queda 7 = — # — cpR2. Por

otro lado hay que recordar que I' = /1 — c¢pR2. Entonces la condiciéon que define al

horizonte aparente es:
cR3
—1/ — —cpRZ + /1 —cpR2 =0,
r

la cual se satisface cuando B> = 1. Sea Tan(R) la funcion que devuelve el tiempo

propio que tarda en acanzar el horizonte aparente una particula que inicialmente se

encuentra en un cascaron esférico de radio R. 7,5(R) := 7(R) tal que # =1, esto
puede obtenerse de la ecuacion (3.13) con 7 = % = cR*:
1 2
ran(R) = —— [F(cpR?) — F(p)] .
cp

Notar que en R = 0, 7,5, = 75, en cambio para R > 0, 7,5, < 75 -ver la ecuacién
(3.18)-. Para estudiar el comportamiento de 7,5 cerca de R = 0 se vuelven a to-
mar las expansiones en serie de Taylor para la p(R) y ¢(R) con las correspondientes
condiciones de regularidad en el origen de coordenadas. Hasta ahora se tienen:

Fp) = Flo) + 5pbF (po) B + O(R),

/ 1
CpS = Copg (1 + m (SCOPg + C/O/p()) R2 + O(R4)> .

Sin embargo es més sencillo determinar la expansion de F(cpR?) si primero se define
la nueva funcion h(R) := F(cpR?) y luego se expande ésta. Para ello hay que notar
que h(0) = 5, ademas

P'(R) = F'(cpR?)(cpR?),
W'(R) = F"(cpR?)(cpR?)” + F'(cpR®)(cpR?)",

pero como F”(0) no esta definida, la estrategia es expander mejor h'(R) alrededor de
R = 0 escribiendo F”(cpR?) explicitamente. Al final se obtiene la expansion de h(R)
por integracion. Sea g(R) := h/(R),
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_ 2
g(R) = \/1_6 7 (ecpR?)

9(0) =

/ _ / 2 cp l 2\/ cp 2\

g (R) - chQ pR < CpR2> (CpR ) R 1— ch2 (CpR ) )

g'(0) =

1 _ cp 2 2
g'(R) = 2 ( 1— chQ) (cpR7)' 1— R2 (cpR7)'

_ cp 2 2 P 2\ 111
2R< . R2> (ecpR?) R<1/1_CR2) (cpR?Y R2(pR)

g"(0) = —4(copo)?

La expansion en serie de Taylor para g(R) alrededor de R =0 es
g(R) = —2(copo)* R? + O(R®).

Integrando esta tultima se obtiene la correspondiente expansion para h(R):

[\

h(R) = F(cpR?) = = — Z(copo)® R® + O(RY),

T
2

w

y analogamente a 7y, la expansion para 7, es:

Ton(R) = 7 [1 + %RQ + ngf + 0(R4)} : (3.21)

donde o es la misma cantidad definida en la seccién 3.2.3 y

Notar que las expansiones (3.20) y (3.21), solo difieren en el término ctabico. En la si-
guiente secciéon se discutiran con més detalles algunas propiedades de la singularidad
y el horizonte aparente, en particular la visibilidad de la singularidad.

Por lo pronto en la siguiente figura se muestran simultaneamente las funciones 75(R)
y Tan(R). También la trayectoria de una particula con velocidad inicial Vy # 0 y radio
inicial R = 0,7R;, donde R; es el radio del cascarén esférico mas externo, o sea, la
superficie de la estrella. En este caso se ha elegido Ry = 1. Para generar este diagrama
se han tomado las funciones particulares:



34 Capitulo 3. Colapso gravitacional de una nube de polvo

6 3
¢(R) = co(l— 3aR“‘ + ?bR‘*), (3.22)
p(R) = 06R+02, (3.23)
cona=1,b==0y ¢y = 0,5. Notar que las fucniones ¢(R) y p(R) cumplen con las

condiciones mencionadas a lo largo de este capitulo: ¢ >0, <0, 0<p<1lyp >0.
La justificacion de la forma de estas funciones viene de suposiciones razonables sobre
el perfil inicial de densidad de masa pg. Estas son:

po(R) >0, (3.24)
po(R) <0, (3.25)
po(1) = 0. (3.26)

La primera y segunda condiciones garantizan que no se considere materia exdtica,
pues el perfil de densidad es positivo y decae conforme la posicién respecto al centro
de la estrella es mayor. La tercera garantiza que el salto a la region vacia serd suave.
Se propone un modelo con un perfil de densidad que tiene la siguiente forma:

po(R) = po(1 — 2aR? + bRY),

donde p. := pp(0) es la densidad central, a y b son parametros reales que deberan ser
tales que se cumplan las condiciones (3.24 - 3.26).

Notar que no se han elegido potencias impares para procurar la regularidad de las
coordenadas en el origen.

La condicion (3.26) implica que:

b=2a—1.
Miesntras que (3.25), junto con 0 < R < 1, implican:
0<a<l.

Si ademés si se pide p. > 0, se satisface (3.24). Enseguida puede calcularse la funcion
¢(R), la cual fue definida como:

_ 2m(R)  8nG

R
c(R) = RS R3 /0 po(R)R*dR,

y después de integrar se obtiene precisamente la ecuacion (3.22) con ¢y = %TFGPC.

Una tltima condicién que debe cumplirse es I'? = 1 —cpR? > 0, pero como 0 < p < 1,
la condicion se reduce a cR? < 1, y ésta se satisface si ¢(R) < 1, lo cual implica que
co(1 — gaR2 + 3bR") < 1. Al evaluar en R = 1 se obtiene la condicién:
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< .
0 6a + 4

La velocidad Vi (R) puede calcularse a partir de la relacion p(R) = 1 — 13”2‘252;2 con

2m(R) = c(R)R? y resulta:

Vo(R) = Rv/¢(R) (1 = p(R)),

entonces para la particula en R = 0,7 se tiene Vj =~ 0,5652.

1.2
= Singularidad
I — Horizonte aparente b
— Trayectoria de una particula con velocidad inicial no nula
0.9 —
C
o L ]
‘g,
2
&
206 —
=9
g
.9
= - 4
03 —
0 | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

R/R1

Figura 3.1: Solucion a las ecuaciones del colapso de una estrella de polvo en simetria
esférica.
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3.3. El agujero negro y la Censura Cdésmica de la
singularidad

Uno de los objetivos primordiales de este trabajo es estudiar la censura de la singula-
ridad que se forma a partir del colapso de una estrella de polvo en simetria esférica.
A proposito se presenta el siguiente

Lema 3.3.1 . La singularidad central, definida por la curva (R, 7s(R)), con R > 0,
generada a partir del colapso de una estrella de polvo en simetria esférica es localmente
oculta en el intervalo (0, R1], donde Ry es el radio inicial de la superficie de la estrella.

Para R > R; vale la soluciéon se Schwarzschild y por lo tanto la singularidad también
es localmente oculta.

Demostracion. Sea 75(R) la curva que determina la singularidad central. Sea Ry €
(0, Rq]. Supodngase que la singularidad es desnuda en Ry, es decir, existe un rayo de
luz que sale de 74(Rp) y sigue como trayectoria una geodésica nula 7°(R) definida
por %(R) = T/F(gé;) al menos en un intervalo arbitrariamente pequeno [Ry, R1 + €.
Si se deja de lado el caso en que ocurre algin cruzamiento de cascarones esféricos,
entonces se supone que (R, 7) > 0, y por lo tanto 7°(R) es una funcién monétona-
mente creciente y tal que 7,,(R) < 7°(R) < 75(R) para toda R € [Ry, Ry + €, con
I suficientemente pequefio. La desigualdad anterior indica que 7°(R) se encuentra
detras del horizonte aparente y entonces para todo punto a lo largo de la geodésica
nula se cumple j—g < 0. Pero sucede que tal geodésica no puede existir puesto que
r(R) es una funciéon decreciente, en particular en Ry, pero justo ahi se tiene r = 0, lo
que implica que para R > Ry, r es negativo, pero eso no esté permitido fisicamente.
Por lo tanto la singularidad es localmente oculta en (0, R;]. QED.

Se habra notado que el Lema anterior no considera el punto R = 0 y geodésicas nulas
a partir de 74(R = 0). Esto es asi porque la demostracion anterior no aplica en general
para ese punto y enseguida se muestra la razéon. Es aqui donde se hacen tutiles las
expansiones en serie de Taylor de la singularidad y el horizonte aparente calculadas
en las secciones 3.2.3 y 3.2.4. Las expansiones para 75 y T, cerca de R = 0 son:

m(R) = 19 [1 + %RQ + O(R‘*)] , (3.27)
ron(R) = 70 [1 + %R2 + §R3 + 0(34)} : (3.28)
donde:
o _ _1 (31’6’ C’o’+72TP6'F’(Po)> >0,
2 4\po o 5—F(p)
2(copo) 3
r_ - (copo) <0,
6 2 F(po)
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ademés

0< po <1,
P, > 0,
co = 0,
g < 0
poF'(po) < 0.

Proposicion 3.3.1 Si o =0, entonces vale la Censura Césmica Fuerte para la sin-
gularidad central.

Demostracion. En el caso en que o = 0 se tiene:

(R) = 72[1+O(RY)],
Tan(R) = 70 {1 + gR?’ + O(R“)} ; p <0

Como 7,5, < Ts, entonces vale un argumento analogo al expuesto en la demostracion
del Lema (3.3.1) para probar que en este caso la singularidad es localmente oculta en
R =0, es decir: no existen geodésicas nulas que salgan del punto 75(R = 0). Entonces
se tiene que la singularidad es localmente oculta para toda R € [0, R;], por lo tanto
vale la Censura Cosmica Fuerte. QED.

Ahora es claro por qué razoén no vale la prueba en general para R = 0, pues si o > 0,
las expansiones (3.27) y (3.28) muestran que en una vecindad arbitrariamente peque-
na de R = 0 no puede garantizarse que 7,5 < Ts.

De paso valga anotar que también vale la Censura Cosmica Débil, pues ésta es un
caso particular de la Fuerte, es decir, si un observador a una distancia finita de la
singularidad no puede detectar rayos de luz salidos desde ella, tampoco podré hacerlo
un observador en el infinito nulo.

Es importante aclarar que si § # 0, queda abierta la posibilidad de que la singula-
ridad sea visible en R = 0. Por ahora no puede decirse mucho sobre este caso, pues
se requiere un analisis [3] que no se llevara a cabo en este trabajo. Por lo pronto se
tiene suficiente evidencia numérica de que pueden salir varios rayos nulos del punto
7s(R = 0). Esto puede verse en la siguiente figura, donde § # 0. Se muestran varias
geodésicas nulas salientes que terminan en la singularidad central. El hecho relevante
es que hay varios rayos nulos que provienen del punto 74(0), lo que hace evidente que

la singularidad es denuda y ademés la comprensién de esto no es sencilla, pues hay
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més de una geodésica nula que sale de este punto.

Por ahora no se darén los detalles técnicos para generar este diagrama, pero baste
decir que la estrategia consiste en poner una malla numérica uniforme sobre la singu-
laridad y en cada punto integrar las ecuaciones caracteristicas de las geodésicas nulas
salientes hacia el pasado, lo que da como resultado que varias de esas geodésicas pro-
vienen de 75(0). El algoritmo detallado se expone en el siguiente capitulo y se utilizara
ampliamente para analizar numéricamente la censura local y global de la singularidad.

r — Singularidad 1

Tiempo propio (1)

0.8 1

R/R1

Figura 3.2: Evidencia numérica de que la singularidad es localmente visible en 75(0).

Ahora puede hacerse un avance importante acerca del agujero negro que resulta del
colapso aun prescindiendo del horizonte de eventos.

Proposicion 3.3.2 FEl horizonte aparente se encuentra dentro del agujero negro.

Demostracion. Considerando de la seccion 3.2.4 la condicion que determina el ho-
rizonte aparente: R’ — 1 y recordando la definicion ¢(R) = 27%(5 ), se tiene que la
superficie de dicho horizonte es tal que r(r, R) = 2m(R). Como se supone que la
masa total de la estrella m; = m(R;) es mayor que la masa contenida en cualquier
cascaron esférico mas interno, se cumple que m(R) < m(R;) para R < Rj, pero a
partir de la superficie de la estrella el espacio-tiempo es justo el de Schwarzschild,
entonces 2m(Ry) = 2my =: TSchw, donde esto tltimo denota al radio de Schwarz-
schild, el cual delimita el agujero negro. Enseguida se obtiene (7, R) < rgepw para
el horizonte aparente. Como la region detras de este horizonte esta marginalmente
atrapada, todo rayo de luz saliente desde ahi debe tener un radio de &rea menor o
igual que el horizonte de eventos en la superfiie de la estrella. Esto garantiza que la
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region detras del horizonte aparente y éste mismo se encuentra dentro del agujero
negro, es decir, ningiin un rayo de luz salido de esa regiéon o del horizonte aparente
puede llegar al infinito nulo fututo. QED.

3.4. El modelo con densidad de materia uniforme y
velocidad nula

A continuacion se estudia el caso particular en que el perfil de densidad de materia
po de la estrella de polvo es uniforme y las particulas se encuentran inicialmente en
reposo, es decir Vo(R) = 0 para toda R, y se resuelven analiticamente las ecuaciones
que describen la dinamica del sistema. A pesar de todas las simplificaciones acumu-
ladas, este problema resulta ser de suma importancia porque ilustra varios resultados
importantes. Para comenzar se establece la densidad uniforme suponiendo que la
superficie de la nube tiene un radio inicial R;:

,R<R
pO(R)_{ 81 R>R1

donde p; es constante. Si se supone que la masa total de la nube es m;, integrando

(3.6) de 0 a Ry, puede escribirse la densidad p; en términos de m; de la siguiente

manera: p; = %3}7;‘},
1

resumen:

., 3
luego la masa para R < R; en funciéon de my y Ry es ml%, en

R?
m(R): mlR? ,R<R1
ma ,RZRl.

Enseguida considérese la solucion para la posicion radial de las particulas en funcién
de 7y de R:

y ¢(R) = 2B Ep este caso

donde, como se establecio previamente, p(R) = 1— T3

se tiene Vo = 0 y por lo tanto p = 1, entonces

Zma R<R
C(R):{ RB bl 1

1
2m
R3l ) R Z R17

RVZ
2m

ademas en virtud de que F(1) =0,
r(t,R) = RF~! ( C(R)T) .
Recordando que dentro de la nube ¢(R) es constante, la derivada resulta:

r'(r,R)=F* ( C(R)T) > 0, (3.29)
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lo cual garantiza que en este caso no habra shell-crossing.

De paso puede calcularse el tiempo que tarda una particula en llegar a la singularidad,

esto es 7 tal que 7(7y, R) = 0, recordando que F(0) = 7,

El resultado importante es que todas las particulas llegan a la singularidad al mismo
tiempo, pues dentro de la nube en realidad 75 no depende de R porque, de nuevo,
¢(R) es una constante. En cambio para R > Ry, 75(R) ~ R%.

3.4.1. El horizonte de eventos

En base al Teorema de Birkhoff, enunciado al final del capitulo anterior, puede asu-
mirse que habra un horizonte de eventos justo en el radio de Schwarzschild fuera de
la estrella. Luego surge una pregunta natural: ; Cuénto tiempo tarda una particula de
polvo en llegar al horizonte de eventos si inicialmente se encuentra fuera de la nube de
polvo? Para contestarla se recurre al Teorema de Birkhoff, entonces para R > R; (el
vacio), el horizonte de eventos se encuentra precisamente en r = 2m;. Esto altimo es
consistente puesto que en el vacio la masa de Misner y la de Schwarzschild coinciden.
Sea Trpy el tiempo que le toma a la particula llegar al horizonte de eventos, es decir,
tal que (T g, R) = 2m;, entonces

luego:

TeEn(R) = \/EF <27;1) :

Se sabe que 0 < F(x) < 5 y que su dominio es [0,1]. Como se supone que al
menos la frontera de la nube se encuentra inicialmente fuera del agujero negro,

esto es Ry > 2mj, entonces tiene sentido evaluar F' en 217%’11. Luego viene un bo-

nito resultado: en particular se cumple F' (21?@) < 3, lo cual es equivalente a
1

3 3
\/ 2};11 (217%‘11) < 34/ %, pero el lado derecho de la desigualdad es precisamen-
te 75(R1) y el izquierdo Ty (R1), esto significa que una particula inicialmente en la

superficie de la estrella llega antes al horizonte de eventos que a la singularidad.

Ahora si se toma una particula de prueba que inicialmente se encuentra dentro de
la nube, es decir 0 < R < Ry, no se sabe a priori en qué momento del colapso
se desconectara causalmente del resto del espacio-tiempo, o en otras palabras no se
sabe donde se encuentra el horizonte de eventos. Para determinarlo se debe analizar
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precisamente la estructura causal del espacio-tiempo y para ello se debe recordar la
retrica que satisface las ecuaciones de Einstein en simetria esférica para el polvo

(3.10)

La causalidad esta determinada por los conos de luz, es decir, por las geodésicas nulas
radiales, las cuales satisfacen g = 0, esto es:

Se toma el signo positivo para describir las geodésicas salientes. De aqui es claro que

j—; es positiva para estas curvas, en otras palabras, ningin rayo de luz emitido en

la singularidad puede ser detectado localmente fuera de ella, pues necesariamente su
geodésica nula saliente debiera ser tal que % < 0, lo cual nunca ocurre. Por lo tanto
se cumple la Censura Cosmica Fuerte en este caso y de paso también la débil, pues
la singularidad es globalmente oculta.

Teniendo en cuenta que en este caso valen (3.29) y

la integracion sobre toda la nube es:

/ F 1 \/>7' / 1_2m1R3

Para efectos practicos se hacen algunos cambios de variable convenientes:

R
r o= —,
Ry
2m
2 1 2
Vo= T =R
R, !

Asi las integrales a ambos lados quedan como:

Q/ﬁ/m

donde
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i) =

X1 =1

Integrando:

Z1
xo?

1
i ;Arcsen(uw)

-2
— Arcsen(y) |1
v

—2Arcsen(yr) + 2Arcsen(yg) = Arcsen(v) — Arcsen(vxg).

Se busca hacer coincidir las soluciones en la frontera de la nube, ello equivale a pedir

3
que T = ;nllF (212"; , pues basta recordar que éste es precisamente el tiempo
propio que tarda una particula en la frontera de la nube en llegar al horizonte de
3
eventos. Notar que 11 = 21;11F (217%‘11) = fLF(1?), entonces y? = F~! (”1%) =12

asi que la solucion para la ecuacion de las geodésicas nulas satisface:

—2Arcsen(v) + 2Arcsen(yo) = Arcsen(v) — Arcsen(vay),

entonces yo en funcion de g queda:
1
yo = Sen 3 (3Arcsen(v) — Arcsen(vxg))| ,

o bien 7y en términos de Ry:

Ry

T0 — —
1%

1 R
F [Sen2 {2 (3Arcsen(1/) - Arcsen(uﬁf))” . (3.30)
1
Es interesante analizar como la forma del horizonte de eventos dentro de la nube
depende de v, el cual estd intimamente relacionado con el radio de Schwarzschild,

2m1
Ry

que al menos la superficie de la estrella se encuentra inicialmente fuera del agujero
negro, es decir Ry > 2my, esto implica que v < 1.

Enseguida puede investigarse como debe ser v cuando el horizonte de eventos sale del
origen de coordendas, esto es Ry = 0 = 79, y no es dificil encontrar de (3.30) que

pues involucra la razon entre 2my y Ri: v = > 0. De entrada se ha supuesto

v = @ Entonces para 1 > v > @ el horizonte de eventos comienza en 79 = 0 y
0 < Ry < R1, mientras que para 0 < v < ? comienza en Ry =0y 0 < 19 < 75(Rp)
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en principio, sin embargo en parrafos anteriores se ha aclarado que no pueden haber
geodésicas nulas salientes desde la singularidad, lo cual significa que ésta debe perma-
necer oculta detras del horizonte de eventos, por lo tanto para 0 < v < ?, Ry=0
y 0 < 719 < 75(Rp)-

Vale la pena remarcar que siempre para 1 > v > ?, hay una parte de la estrella que
se encuentra dentro del agujero negro incluso al tiempo inicial del colapso.

Los resultados anteriores se ilustran con las siguientes graficas. Todas muestran la sin-
gularidad y el horizonte de eventos. La primera corresponde al caso v = ? (R =1
y mp = 0,375), la segunda a v = /0,8 > ? (R =1y my =04) y la tercera a
I/:m<§ (Rlzlym1:0,3).

En la siguiente secciéon se complementa y termina el estudio del caso particular de
densidad uniforme de materia.

— Singularidad
L — Horizonte de eventos 4

Tiempo propio (t)
T
|

0.5 —

R/R1

Figura 3.3: Singularidad y horizonte de eventos para el caso v =

o

3.4.2. El horizonte aparente

En la seccion 3.2.4 se obtuvo la condicion general que determinar el horizonte apa-

rente: 277" = 1. En el caso particular que ahora se estudia se tiene

r(r,R) = RF~ (Ve(R)r) .

Considérese el caso R > R;. En esa region se tiene ¢ = 224 v m = my, entonces en
R b

el horizonte aparente se cumple:
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— Singularidad
—— Horizonte de eventos

Tiempo propio (t)
T

0.5

R/R1

— Singularidad
15 — Horizonte de eventos

Tiempo propio (t)

R/R1

Figura 3.5: Singularidad y horizonte de eventos para el caso v = /0,6 < §
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2m1 -1
RF-1 (y / QRingAH)

donde 74y denota el tiempo en el que se alcanza dicho horizonte. De lo anterior

resulta:
R3 2m1
= 7F _—
TAH U 2m1 < R > )

lo cual coincide exéctamente con 7y fuera de la nube. De aqui se concluye que en
el vacio los horizontes aparente y de eventos coinciden.

« 1. . 3
Ahora considérese en caso 0 < R < Rj. Se tiene ¢ = 217%’31 ym = ml%, entonces el
1 1
horizonte aparente dentro de la nube es tal que:
R3
leRiilg
= ]_’

RP= (g ran)
R:f 2m1R2

TAH_~'2m1F< R‘% )7
CRi [ . R\

La siguiente figura complementa las tres anteriores con v = 0,3 (R; = 1y my = 0,45),
mostrando el horizonte aparente. Notar que, como era de esperarse, el horizonte apa-

rente y el de eventos coinciden en la superficie de la estrella, pues a partir de ahi
hacia el vacio la solucion es la de Schwarzschild.

de aqui:

o en términos de v:

Como conclusion a esta seccion vale la pena decir que las figuras muestran claramente
que en este caso son validos los resultados de las proposiciones (3.3.1) y (3.3.2). En
el proximo capitulo se estudiaran casos mas generales y se comprobaré la validez de
tales resultados.



46 Capitulo 3. Colapso gravitacional de una nube de polvo

2 T T T T T T T T T
1.5 ]
% i — Singularidad 1
‘8. — Horizonte de eventos
g e —— Horizonte aparente
°
=9
]
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0.5
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R/R1

Figura 3.6: Singularidad, horizonte de eventos y horizonte aparente para el caso
v =0,3.



Capitulo 4

Diagramas conformes

El siguiente paso en la tarea de comprender la naturaleza de la singularidad del
espacio-tiempo generada a partir de un colapso gravitacional es hacer un cambio
de coordenadas conveniente de tal manera que las trayectorias nulas se simplifiquen
al maximo, lo cual tiene importantes ventajas. Las nuevas se llaman coordenadas
conformes y son tales que la métrica toma la forma:

§=UT,X)? (—dT?* + dX?),

)

donde T'=T(, R), X = X (7, R). La funcion (T, X) se llama factor conforme.
Naturalmente un diagrama conforme es uno donde las coordenadas usadas son con-
formes. La primera ventaja que se consigue al trabajar con ellas es que, al igual que
en el espacio de Minkowski, las trayectorias nulas son lineas rectas a £45° y por
lo tanto se simplifica enormemente el estudio de la causalidad en el espacio-tiempo.
Otra ventaja importante y que es precisamente la motivacion escencial para cambiar
de coordenadas es entender lo que sucede con las geodésicas nulas que provienen del
punto correspondiente a R = 0 en la figura (3.2), pues como se concluy6 en la seccion
3.3, la singularidad pudiera ser desnuda a causa de ese punto y es crucial estudiarlo
con detenimiento.

En la primera seccién de este capitulo se presenta una primera forma de construir
numéricamente el diagrama conforme a partir de las propiedades de la métrica. Es-
te método es elegante y relativamente simple de implementar, por lo que serd muy
ilustrativo en la segunda seccion, donde se aplicar al caso particular del modelo de
densidad de masa uniforme, ademés se muestra que existe una trasformacion exacta
de coordenadas para este caso, por lo que pueden probarse rigurosamente los resul-
tados numeéricos. En la tercera seccion se muestra una segunda forma de construir
numéricamente el diagrama conforme y se aplica el algoritmo al caso general del
colapso de una estrella de polvo en simetria esférica con velocidad inicial no nula.
Entonces serd mas claro lo que ocurre con las geodésicas nulas que salen del punto
correspondiente a R = 0 en la figura (??) y podra formularse una conclusion sobre la
censura de la singularidad.

47
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4.1. Primera construccion numérica de las coorde-
nadas conformes

Considérese la parte temporal-radial de la métrica de Tolman-Bondi:

dR?
§=—dr*+ ——— 4.1
g T y(, R)?’ (1)
donde (7, R) := T,F((TRI)%). Se pretende hacer un cambio de coordenadas tal que la
métrica se escriba:
§=UT,X)?* (—dI?* + dX?), (4.2)

donde T'= T(1,R) y X = X(7, R). Para construirlas numéricamente puede proce-
derse de la siguiente manera: si 7'y X han de satisfacer (4.1), entonces al evaluar los
gradiente dT' y dX en g debe cumplirse:

GgdT,dT) = -T2 +~°17"7,
§dX,dX) = —X?+~9°X7

por otro lado, si T'y X han de satisfacer (4.2), entonces al evaluar los gradientes dT'
y dX en g debe cumplirse:

gdT.dT) = 02,
JdX,dX) = +90%

luego es claro que §(dT,dT) = —g(dX,dX), y esto implica que
_T2 4 72TI2 — XQ _ ,VQX/Q
lo cual puede escribirse convenientemente como sigue:
T2 + X2 = 72(T"% + X7?), (4.3)

Enseguida notese que por un lado §(dT,dX) = —T X +~+*T" X"y por otro §(dT,dX) =
0, esto implica que

2TX = 29°T' X', (4.4)
Sumando o restando esta tltima igualdad a (4.3):

(7+ X)2 — 2 (T + X7)*. (4.5)
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Sean U y V dos coordenadas nulas definidas por

U = T-X,
V = T+ X,

entonces (4.5) se traduce en las siguientes ecuaciones de adveccion:

U=+4U", (4.6)
V =49V, (4.7)

Para deshacer la ambigiiedad de los signos basta establecer un par de condiciones
razonables a la superficie inicial, la cual corresponde a 7 = 0:

Dado que ambas 7 y T son coordenadas temporales se tiene la libertad de hacerlas
coincidir en particular cuando el tiempo propio es cero. Lo mismo para Ry X: se
pide que al inicio del colapso ambas midan el radio de area inicial de cada cascarén
esférico de materia.

Por lo pronto se tiene

oT

To(R) = @(QR):O?
0X

Xo(R) = ﬁ(O,R):L

y quedan por determinar X := %—f(o, R)y Ty = ‘3—2(0, R). Lo que se sabe al menos
es que Ty debe ser no nula, pues si tal fuera el caso y dada la condicién que se impuso
previamente (T(t = 0,R) = 0), se tendrfa T'(7, R) = 0 para todo 7 y no habria
evolucién en la coordenada temporal, lo cual no es razonable.

Sin embargo puede tomarse la igualdad (4.4), evaluarse en 7 = 0 y aprovecharse
Ty # 0, junto con Tj) = 0 y X}, = 1 para deducir que Xy = 0.

Si enseguida se evalia (4.3) en 7 = 0 se deduce que Ty = +~. El signo se elige de tal
forma que T'(7, R) sea creciente, y dado que v > 0, la eleccion es Ty = ~. En resumen
se tiene:

Ty =
T =

- o o 2

Xy =
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De manera consistente se definen:

Uy = Th—Xo=1,
vy = T)—-X,=-1,
Vo = To+Xo=17,
Vo = Ty+X5=+1,

y ahora no es dificil deshacerse de la ambigiiedad de los signos en 4.6 y 4.7, pues éstas
deben cumplirse en particular al ser evaluadas en 7 = 0. La conlusién es que

U = AU, (4.8)
Vo= +V, (4.9)

las cuales pueden resolverse numéricamente. Los datos iniciales para T'y X se tra-
ducen sin problemas a U(0,R) = —R y V(0,R) = R. Las condiciones de frontera
apropiadas se discuten en cada uno de los siguientes casos donde se aplica este méto-
do de construccion de las coordenadas conformes, que por cierto finalmente se calculan
mediante:

T = %(VJrU),

1
X = ;(v-U).

4.2. El diagrama conforme para el modelo de densi-
dad uniforme con velocidad inicial nula

A continuacion se presenta una transformacion exacta entre las coordenadas (7,R) y
las conformes (T'(1, R),X (7, R)) dentro de la region interior de una nube de polvo con
densidad de materia uniforme y un perfil inicial de velocidad V;(R) = 0 para toda R.
Para este caso en particular ya se ha mostrado la solucién analitica a las ecuaciones
dindmicas en la secciéon 3.4. Enseguida se reescriben los resultados s6lo para retomar
los ingredientes necesarios para la transformacion de coordenadas:

r(r,R) = RF™'(Jeir),

r(r,R) = F'(J/ar),
_ 2m(R)

I'(R)? = T

donde c; es constante, pues al tratarse del interior de la nube se tiene:
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2m1
C(R) = Rig =C1,
RB
m(R) m|—s,
Ry

donde R; es el radio inicial de la superficie de la estrella y m; su masa total. Entonces
las ecuaciones de interés se escriben:

r(r,R) = RF'(\/cir),
"(,R F! Ver),
I'(R)? 1—c R2

T

Para simplificar la notaciéon y calculos siguientes se hacen tres cambios de variables
provisionales:

R
xr o= —,
Ry
T _
P o= = FT(Var),
V2 o= R
En términos de éstas se tiene
1
T = —F(y?),
=F )
1 29/
dr = —F (y°)2ydy = — ,
et Wy == e
o= y27
r2 = 1-1v%2
entonces la parte radial-temporal de la Métrica de Tolman-Bondi § = —dr? + %?dRQ
toma la siguiente forma:
_ 4y! 2 y'RY
= d d
g (1 —9y?) Y Jr1—1/2952 .

Sean:
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T) ,0<T <,
2
ve = sen(X),0<X < Aresen(v),

entonces se obtiene explicitamente la deseada métrica conformemente plana:

_ 1 T
g = acas4 (2) [—dT2 + dXQ} .

Las coordenadas conformes resutan ser T = 2Arccos(y) y X = Arcsen(vz). En
términos de las variables originales se tiene:

T(r,R) = 2Arccos\/F~1(\/ciT), (4.10)
X(r,R) = Arcsen(\/c1R). (4.11)

De manera independiente pueden construirse estas coordenadas conformes numeérica-
mente, es decir, integrando simultaneamente las ecuaciones (4.8) y (4.9) usando un
esquema explicito de diferencias finitas -Método de Euler [6]- con una malla espacio-
temporal uniforme que aproxima la solucién a primer orden. Para U el esquema consta
de diferencias finitas atrasadas y para V' de diferencias adelantadas. La solucion nu-
meérica podréa probarse rigurosamente comparando son la solucion exacta (4.10-4.11).
Precisamente ésta dicta los datos inicales que deben usarse en la evoluciéon numérica
deUyV:

UO,R)=T(0,R) — X(0,R) = —Arcsen(y/c1 R),
V(0,R) =T(0,R) + X(0,R) = +Arcsen(y/c1R).

Ademés es necesario imponer condiciones de frontera para U y V, sin embargo es
valioso darse cuenta de que no es necesario imponer ni U(R;) ni V(0). Lo anterior
es asi porque para U las diferencias finitas son atrasadas: esto significa que se tienen
los todos datos necesarios para calcular la solucion en la frontera R = R; y so6lo hace
falta imponer U(0). Al contrario sucede con V: dado que las diferencias finitas corres-
pondientes son adelantadas se tienen los datos necesarios para calcular la solucion en
R = 0 y solo falta imponer V(R;). A continuacion se investiga cuéles deben ser las
condiciones faltantes.

Dado que Ry X son coordenadas espaciales, es razonable hacerlas coincidir entre ellas
en la superficie inicial de la evolucion, esto es: X (7, R = 0) = 0. Esta suposicion im-
plica que U(7,0) = T(7,0) y V(7,0) = T(7,0), lo cual se traduce a U(r,0) = V(7,0),
y es ésta precisamente la condicion en la frontera R = 0 para U, pues V(7,0) pue-
de calcularse sin problemas. Como agregado puede anotarse que entonces se tiene
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U(r,0) = V(1,0) y de (4.8) y (4.9) se sigue que necesariamente 7" (7,0) = 0.

Solo resta establecer V (7, Ry), la cual puede deducirse de la solucion exacta:

V(r,R1) =T(1,R1) + X(7, R1) = 2Arccos\/ F~1 (\/e1T) + Arcesen(y/c1Ry).

En resumen las dos tnicas condiciones de frontera a implementar son las siguientes:

U(r,0) = V(r,0),
V(r,R1) = 2Arccos\/F~1(\/e1T)+ Arcsen(y/c1Ry).

Una vez obtenida la solucién numérica se tienen varias opciones para comprobar la
convergencia a la solucién exacta. La que se usa en este trabajo es la norma infinito.
Para U por ejemplo, en cada tiempo t™ se calcula la solucién exacta en cada punto
R; de la malla: U< ({™ R;), luego en ese n-ésimo paso temporal se calcula el error
global cometido al calcular la soluciéon numérica mediante:

Ey(t,) = max;|U]" — Ueracta(t,, R;)l,

donde U}" es la solucién numérica calculada en R; al tiempo ¢". Analogamente se
calcula el error global para V, Ey (t,). El criterio de convergencia es el siguiente: si
al aumentar la resolucion de la malla el nuevo error global es estrictamente menor
que el anterior para todo tiempo, entonces puede afirmarse que la soluciéon numeérica
converge a la exacta. En este caso el factor de convergencia sera 2, pues el Método
de Euler aproxima la sluciéon a primer orden.

Los resultados obtenidos numéricamente se presentan en la figura (4.1), donde se
aprecia la region interior de la estrella en un diagrama conforme. Es claro que la
singularidad es fuertemente censurada, pues ningtn rayo de luz saliente de ella puede
ser detectado por algtin observador. En general se cumplen las predicciones de as
proposiciones 3.3.1 y 3.3.2. Al respecto hay que decir que al aumentar 1 resolucion
numérica el horizonte aparente y la singularidad convergen a un origen comin en
X = 0. Otro hecho importante es que el horizonte de eventos y el aparente coinciden
en la superficie de la singularidad, cosa que era de esperarse, pues se sabe que la
solucién exterior es la métrica de Schwarzschild.
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Figura 4.1: Diagrama conforme para el modelo de densidad uniforme con V5 = 0

4.3. El diagrama conforme para el modelo con den-
sidad no uniforme

Sucede el que método de construccion numeérica del diagrama conforme presentado
en la primera seccion de este capitulo no necesariamente facilita el estudio del punto
especial correspondiente a R = 0 en el caso general del polvo con densidad no unifor-
me. La razon es que no hay manera de distinguir las diferentes geodésicas nulas que
salen del punto 75(R = 0), donde 75(R) es la curva de que describe la singularidad.
Enseguida se presenta una estrategia diferente para construir el diagrama conforme
y estudiar con detenimiento el mencionado punto.

A pesar de que habra algunos cambios, la idea fundamental sigue siendo la de usar
las propiedades de las coordenadas nulas U y V. La principal consideracién es que
dada una geodésica nula arbitraria en el espacio-tiempo, el valor de U 6 V permanece
constante a lo largo de la curva, dependiendo de su orientacion. Este hecho puede
aprovecharse para construir una malla numérica uniforme a lo largo de la superficie
de la estrella, que corresponde a R = Ry, luego dar un dato inicial U(7, Ry) e inte-
grar hacia el pasado la ecuacion diferencial de las curvas nulas salientes a partir de
cada punto de la malla. El objetivo es encontrar el origen de tales curvas. Hay dos
posibilidades: las curvas provienen de la superficie R =0 6 de 7 = 0, lo que importa
es que al punto de donde provengan corresponde un valor de U igual al que se asigno
en R = R;. La siguiente figura ilustra la contruccion:
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— Singularidad

Tiempo propio ()

R/R1

Figura 4.2: Geodésicas nulas que provienen de R = 0y 7 = 0 y pasan por la superficie
R=R;

Como U es constante a la largo de una geodésica nula saliente dada, cada curva de la
figura que inicia en R = 0, por ejemplo, tiene ya definido su correspondiente valor de
U, éste fue asignado al comenzar la construccion de la curva en R = R;. Si ahora por
ejemplo se define una funcion V(r, R = 0), puede saberse qué valor de V' corresponde
a cada curva conociendo su punto de origen en la superficie R = 0. Entonces cada
punto a partir del cual se integré en R = R; tiene asignada una pareja (U,V), y
por lo tanto pueden calcularse sus correspondientes coordenadas conformes (7', X)
mediante

1
T o= S(V+U),

1
X = (V-0

Otra posibilidad es la construcciéon de geodésicas nulas entrantes que parten de R =
R;. En este caso se integra la ecuacion de las curvas nulas hacia el futuro. En la figura
se muestran las curvas que llegan a la singularidad.

Una vez méas, como para una curva dada su valor de U permanece constante, basta
definir una funcion V (7, R) a lo largo de 75(R), entonces puede saberse qué valor de
V' corresponde a cada curva si se conoce el punto a donde llega en la singularidad.
Luego cada punto a partir del cual se construy6 cada geodésica tendra asignada una
pareja (U, V) y por lo tanto sus corrdenadas conformes (X, 7).
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25

— Singularidad

Tiempo propio ()

R/R1

Figura 4.3: Geodésicas nulas que provienen de R = R; y llegan a la singularidad.

El dltimo y més importante ejemplo consiste en construir una malla numérica uni-
forme ahora a lo largo de la singularidad, y a partir de cada punto integrar hacia al
pasado la ecuacion de las curvas nulas salientes. Hay dos posibilidades: puede resultar
que las geodésicas provengan de 7 = 0 6 de R = 0, como se muestra en la figura (4.4):

Como en los otros casos, se da el dato inicial U a lo largo de la singularidad. En la
superficie R = 0, por ejemplo, se define la funcion V(7,0), de tal manera que cada
punto de donde sale una geodésica tenga asignada una pareja (U, V) y por lo tanto
sus coordenadas (X, T).

La importancia de este ejemplo radica en el hallazgo de que hay varias geodésicas
nulas que salen del punto 74(R = 0) y llegan a distintos puntos en la singularidad. Lo
que puede decirse al respecto es que existen varias curvas las cuales tienen un mismo
valor para V' y distintos valores para U. Por lo tanto al punto 75(0) corresponden
varias parejas de coordenadas (7', X)) que pueden graficarse en un diagrama confor-
me. Esto ayudard enormemente a aclarar lo que sucede en este punto, lo cual es el
objetivo principal de esta seccion.

Antes de escribir los detalles del algoritmo para generar el diagrama conforme, es
necesario aclarar cuales son las ecuaciones difereciales que satisfacen las curvas nulas.
Considérese la parte temporal-radial de la métrica de Tolman-Bondi:

1
G=—dr+—u
YT

donde v = T/IE(TI’%})%). Sean 3@ y % los vectores de la base de cooredenadas (7, R). Sea

=
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25

| = Singularidad
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R/R1

Figura 4.4: Geodésicas nulas salientes que provienen de 7 =06 R =0 y llegan a la
singularidad.

k un vector nulo saliente y que apunta hacia el futuro, con componentes k., kgy:

0 7

Eligiendo arbitrariamente k, = 1 y dado que k satisface g(k,k) = 0, se obtiene
kr = ~, entonces:

b 0 0
~or Tar

Se pretende encontrar las curvas integrales de k, es decir, aquellas que con tangentes

a en todo punto a este campo vectorial. Sean (7, R) las coordenadas de tales curvas.

Si éstas se parametrizan por una variable real \: 7 = 7(\), R = R()), y se asume que

son tangentes a k, entonces se satisface:

dr

2 -1
dax :
dr
o T

Finalmente, para procurar que las soluciones sean del mismo orden de magnitud, en
particular cuando v es mucho mayor que uno, se re-escalan las ecuaciones:
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dr 1
B 4.12
= = (1.12)
dR ¥

a 1/1—|—f}/2’

y seran éstas las que satisgafan las curvas nulas que se utilizaran para construir el
diagrama conforme. Para lo cual se adoptara el siguiente algoritmo:

a) Se tiene la libertad de elegir las coordenadas nulas U(r,R) y V (1, R) sobre la
singularidad, y se han tomado de tal manera que la imagen de la singularidad en el
diagrama conforme sea una recta horizontal. En particular a lo largo de la singularidad
se toman

U = 1-R,
V = 1+4R, (4.13)

de tal manera que Ts(X) = 1 para toda X, donde Ts es la curva que describe la
singularidad en el diagrama conforme. Esta simple elecciéon es sugerida naturalmente
por las definiciones generales U =T — X y V =T + X.

b) Enseguida se construye la imagen de la superficie R = R; definiendo una malla
numérica uniforme en ésta y construyendo curvas nulas entrantes hacia el futuro a
partir de cada punto de la malla. Las ecuaciones a integrar son:

dr 1

— = —, 4.14
d)\ /1 + ,72 ( )
dR v

dx VIita?
El dato inicial se establece como:

U(t,Ry) = 7/7s(R1) — Ry,

motivado por que las curvas pueden llegar a la singularidad o a la superficie R = 0. Si
ocurre lo primero, el valor de U se reduce a (4.13) con R = R;. Previendo el segundo
caso se define

V(7,0) =7/75(0), (4.15)

de tal manera que pueda asignarse un valor de V' a cada curva conociendo el punto
a donde llega en la superficie R = 0, y por lo tanto se tiene la deseada pareja (U, V)
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para los puntos de la malla en R = R; y por consiguiente sus coordenadas conformes.
Si ocurre el caso en que alguna curva llegue a la singularidad, su valor asociado de V'
se calcula de (4.13).

¢) La imagen de la superficie R = 0 se construye definiendo la malla sobre la singu-
laridad integrando hacia el pasado para construir curvas nulas salientes a partir de
cada punto. Las ecuaciones en este caso seran:

ar _ __ 1
dA 1/1-{-/}/2,
dR ¥

dx VIi+tq?

Aquellas curvas que resulten provenir de R = 0 tendran asociado un valor para V,
pues antes se ha definido V(7,0) en (4.15), entonces cada punto de donde sale una
geodésica en esa superficie tendréa asociada una pareja (U, V) y sus coordenadas con-
formes.

d) La imagen del punto 74(0) en el diagrama conforme se obtiene al integrar hacia el
pasado para construir curvas nulas salientes a partir de la malla de la singularidad
y considerar las curvas que llegan al punto en cuestion; para decidir cuando estas
curvas lo han alcanzado, se establece una tolerancia numérica arbitrariamente peque-
na. Todas estas curvas tendran asociado el valor V' = 1, lo cual se ve de (4.15) y
es consistente con (4.13). Al mismo tiempo estas curvas tendran asociados diferentes
valores de U, los cuales vienen también del dato inicial (4.13).

e) La imagen del horizonte aparente se obtiene de tomar cada punto de la curva
Tan(R) e integrar hacia el futuro a partir de ellos para construir dos curvas nulas,
una entrante y una saliente. La entrante satisface (4.14) y la saliente (4.12). Para la
entrante hay dos opciones: llega a la superficie R = 0 6 a la singularidad, pero en
ambos casos se sabe como calcular el valor de V' asociado a la curva y por lo tanto
para el punto del que ha partido. Para la geodésica saliente hay otras dos opciones:
llega a la superficie R = 1 o bien a la singularidad, y otra vez, ya se sabe cémo
calcular el correspondiente valor de U a la curva y por lo tanto al punto de donde
ha salido. Siguiendo este algoritmo puede obtenerse la pareja (U, V') para un punto
arbitrario en el espacio tiempo dentro de la estrella, en particular para los puntos de
la curva 745 (R).

/) La imagen en el diagrama conforme de la trayectoria de una particula se obtiene
bajo la misma idea que se ha seguido en el inciso anterior.

A continuacion se muestra el diagrama conforme para el caso general de la nube de
polvo con densidad no necesariamente uniforme y con velocidad inicial distinta de
cero. Los paramtros son los mismos que los expuestos en la seccion 77 del capitulo
tercero.
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Figura 4.5: Diagrama conforme para el caso para el modelo con densidad inicial no
uniforme y velocidad inicial nula. Notar que la singularidad es oculta.
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Los rayos de luz en este diagrama son lineas a 45°. Notar que un rayo de luz saliente
de linea verde correspondiente a la imagen conforme del punto especial 0, 75(0) tiene
como destino final la singularidad, por lo tanto ésta es débilmente censurada.






Capitulo 5

Conclusiones

El presente trabajo termina al haberse cumplido a cabalidad los objetivos planteados
en el capitulo 1. Se ha procurando mantener un orden didéctico en la exposicion y
sobre todo la consistencia teméatica de la obra. En aquel primer capitulo se ha tenido
la mejor disposicion por facilitar al lector la introduccion al estudio de la singularidad
que resulta del colapso gravitacional de una estrella, luego se ha motivado la realiza-
cion de esta Tesis citando la Conjetura de la Censura Césmica y explicando el por
qué de su gran interés cientifico y mostrando las consecuencias que tendria su posible
invalidez. Una vez motivado el trabajo, en el segundo capitulo se emprendi6 la tarea
de concretar un modelo para estudiar el colapso gravitacional; se hizo mediante un
fluido perfecto en un espacio-tiempo esféricamente simétrico y se dedujeron las ecua-
ciones diferenciales dindmicas para el colapso a partir de las ecuaciones de Einstein,
cumpliendo asi con el objtivo a). En el tercer capitulo se considero el caso particular
en el que la presion del fluido es nula -polvo- y se resolvieron analiticamente las ecua-
ciones, lo cual permitié obtener importantes resultados generales acerca de la censura
de la singularidad, cumpliendo con el objetivo b). Para ejemplificar tales resultados se
expuso el caso atn mas simplificado en el que el perfil inicial de masa es uniforme y la
velocidad inicial del polvo es cero. Al respecto se contruyé numéricamente un diagra-
ma conforme que muestra claramente que la singularidad es fuertemente censurada en
este caso, asi se cumplio el objetivo ¢). La consecucion del dltimo objetivo se llevo a
cabo en el capitulo cuarto, donde se abordé el problema de construir numéricamente
diagramas conformes para casos méas generales donde el modelo para el perfil inicial
de densidad no es necesariamente uniforme y la velocidad inicial del polvo no es cero,
cosa de la que no se tienen antecedentes en la literatura. El proposito fue determinar
la censura de la singularidad en el punto muy particular correspondiente al centro
de la estrella, el cual presenta dificultades tedricas considerables. La construccion de
estos diagramas se ha llevado a cabo mediante una audaz estrategia que involucra la
construccion de curvas nulas hacia el pasado o el futuro a partir del centro de la es-
trella, de su superficie y de la misma singularidad, ademés de las propiedades de una
pareja de coordenadas nulas. El algoritmo numeérico permite estudiar la naturaleza de
la singularidad en varios casos al variar los parametros del modelo, siendo el resultado
mas relevante el haber encontrado un caso en el que la densidad central de la estrella
es suficientemente pequena para que el colapso termine con una singularidad desnuda.
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Para trabajos posteriores se pretende generalizar el algoritmo nuérico para estudiar
casos mas generales que el polvo, es decir, con presiéon no nula, ademas de analizar la
estabilidad del diagrama conforme bajo perturbaciones no necesariamente esféricas en
los datos iniciales. Estas pretenciones no resultan triviales y representan una fuente
de trabajo intenso. Por lo pronto queda ls satisfaccion de haber realizado un trabajo
serio y consistente que termina dejando muy valiosas leccciones académicas.
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