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Introducciéon

Indudablemente, los problemas de metrizacién de ciertas clases de espacios
topoldgicos, han sido siempre de gran interés para la topologia general. Asi, por
ejemplo, para la clase de grupos topolégicos G. BIRKHOFF y S. KAKUTANI en
[1936] demuestran (independientemente) que la condicién primero numerable es
suficiente para garantizar la metrizabilidad de un grupo topoldgico.

Ahora, si se debilita la condicién primero numerable, por la condicién de ser
Fréchet, es natural preguntarse si todavia se tiene un teorema de metrizacion.
Pues bien, es facil ver que la suma directa de w; copias del grupo topolédgico
del circulo (R/Z,+), es un grupo topoldgico o-compacto Fréchet el cual no es
primero numerable, y en consecuencia no metrizable. Sin embargo, este ejemplo
no es separable, por lo que entonces V. I Malykhin en 1978 hace la siguiente
pregunta.

. Existe un grupo topolégico separable Fréchet no metrizable?

Como se vera, existen ejemplos consistentes a esta pregunta. Sin embargo,
permanece aun abierto, si es consistente con ZFC que cada grupo topolédgico
separable Fréchet sea metrizable. De hecho tampoco se sabe esto ultimo para una
clase mds pequena, por ejemplo, para la clase de grupos topoldgicos booleanos
Fréchet numerables.

Pues bien, en esta tesis hemos estudiado y desarrollado lo que hasta el mo-
mento se conoce entorno a esta pregunta. El presente trabajo esta dividido en
cuatro capitulos. En el Capitulo 1 se dan las definiciones, convenciones y nota-
ciones asi como algunos resultados que se usaran a lo largo de todo el trabajo.

En el Capitulo 2 nos dedicaremos a estudiar y desarrollar el lenguaje combina-
torio que se encuentra detras de la propiedad de Fréchet en espacios topolégicos.
Con este lenguaje, el cual usaremos a lo largo todo el trabajo, abordaremos la pre-
gunta de Malykhin. También en este capitulo se analiza el concepto de Fréchet
atravéz de las a;-propiedades de A. V. Arhangel’skii. Mostrando por ejemplo,
que estas propiedades se distinguen entre si en la clase de espacios de Fréchet
numerables, aunque dos de ellas sélo se puedan distinguir consistentemente. Fi-
nalmente, se concluye el capitulo con algunas relaciones que hay entre ciertas
a;-propiedades y algunos juegos topoldgicos infinitos.
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VI INTRODUCCION

Con los elementos desarrollados en el Capitulo 2, en el Capitulo 3 se es-
tudian los grupos topolégicos numerables bajo la propiedad de Fréchet y las
a;-propiedades. Pasando por cierta clase de grupos topoldgicos booleanos nu-
merables, se dan dos ejemplos consistentes a la pregunta de Malykhin del tipo
booleano. A saber, que bajo las siguientes condiciones existen ejemplos para esta
pregunta.

=p>w
» (NYIKOS [1992]) p=b

También se analiza la propiedad de Fréchet en los espacios C,(X), obteniendo
asi otro ejemplo consistente del tipo C,(X) dado por J. GERLITS y ZS. NAGY
en [1982] bajo la existencia de y-conjuntos.

Finalmente, en el Capitulo 4 analizamos el problema de Malykhin como un
problema de grietas en #(w). Asi, dado que OCA tiene una gran influencia en
las estructuras de grietas en & (w), entonces en el capitulo pasamos a desarrollar
toda esta influencia, para después tener elementos para proponer ciertos axiomas
de “forcing”, bajo los cuales tenemos la esperanza de que la pregunta de Malykhin
tenga una respuesta en el sentido negativo, y con esto obtener que tal pregunta
es independiente de ZFC.

Cabe mencionar que el trabajo contenido en la tesis involucra varias técnicas
avanzadas de la teoria de conjuntos moderna; desde teoria descriptiva de conjun-
tos y teoria de juegos (determinacién), invariantes cardinales del continuo hasta
el método de forcing, y axiomas relacionados como el “Proper Forcing Axiom”
de S. Shelah y el “Open Coloring Axiom” de S. Todorcevi¢.

ULISES ARIET RAMOS GARCIA
Febrero 2008
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CAP{TULO 1
Preliminares

1. Convenciones y notaciones

1.1. Teoria de conjuntos. La axiomadtica usual de Zermelo-Frankel mas
el Axioma de Eleccién, sera denotada por ZFC.

Un ordinal es el conjunto de todos los ordinales menores que él, y un cardinal
es un ordinal inicial. wy es w (el cudl, también es denotado por Vy), w; o Wy
representa el primer ordinal no numerable y ¢ es 2¢ (la cardinalidad de 2 (w)).
En este sentido, la hipétesis del continuo (CH) afirma que ¢ = wy.

Por otro lado, dos conjuntos A y B tienen la misma cardinalidad o son equi-
potentes si y sélo si existe una funcién biyectiva f: A — B. Intuitivamente, dos
conjuntos con la misma cardinalidad tienen el mismo nimero de elementos. El
cardinal que es equipotente con el conjunto A serd llamado el numero cardinal
de A o la cardinalidad de A, el cual sera denotado por |A|. Un conjunto A es
finito si |A| = n para algiin n € w. Si A es finito o tiene cardinalidad w, entonces
diremos que A es contable. Y si A tiene cardinalidad w, diremos que A es nume-
rable. Utilizaremos las letras griegas a, 3, 7, 4, etc., para referirnos a ntimeros
ordinales y las letras griegas x y A para referirnos a nimeros cardinales.

Para un conjunto X frecuentemente usaremos las subcolecciones

(X]"={AePX): [A] =w}

[X]< = {A e P(X): |A] <w}

del conjunto potencia P(X) del conjunto X.

Si A es un conjunto, entonces F | A denotard {F- N A: F € F}, donde F es
una coleccion de conjuntos, vy f [ A denotara la restriccién de f en A, si f es una
funcion. Usamos el simbolo ‘|’ en dos sentidos diferentes, esperando que esto no
se preste a confusion.

Para conjuntos A y B, el conjunto de funciones f: A — B es denotado
por 4B, y el dominio y rango de una funcién f son denotados por dom(f) y
ran(f). También, la preimagen y la imagen de un conjunto X bajo una funcién
f serd denotado por f~1(X) y f(X) respectivamente. Asi, f(X) = ran(f | X).
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2 1. PRELIMINARES

Como es usual, una funcién es en si una grafica. En particular, D x {d} es la
funcién (constante) con dominio D y rango {d}.

Un pre-orden es una pareja (D, <), de un conjunto D y una relacién reflexiva
y transitiva < sobre D. Como es usual escribiremos D en vez de (D, <) si <
es clara en el contexto. Escribimos z < y si # < y e y £ z. Entonces z <
y es al menos tan fuerte como z < y y x # y; sin embargo, esto 1ultimo es
més fuerte si y sélo si Jz,y € D [z # yyx < yey < z|]. En particular, C
denotard la contencién estricta. Un conjunto L C D es llamado cofinal en (D, <)
siVe € D3y € L [z < yl;y cof(D) denotara la cardinalidad més pequena de
un subconjunto cofinal en D.

Sea (P, <) un conjunto no vacio parcialmente ordenado. Dos elementos p, ¢ €
P son llamados compatibles, si ellos tienen una cota inferior comun y son llamados
incompatibles en caso contrario. Una anticadena es un conjunto formado por
elementos incompatibles por parejas. P satisface la condicion de cadena contable
(cce) o condicion de anticadena contable, si todas sus anticadenas son contables.

Un subconjunto D C P es denso si cada elemento de P es > a un elemento de
D. Si & es una familia de subconjuntos densos de P, entonces G C P es llamado
P-genérico, si este es cerrado superiormente, si cualesquiera dos elementos de
este son compatibles, y si este intersecta a cada D € Z.

El azioma de Martin (MA) afirma que si Z es una familia de subconjuntos
densos de un parcialmente ordenado P con la ccc y |Z| < ¢, entonces existe un
filtro Z-genérico G C P. Més en general, si k es un cardinal y % es la clase de
los conjuntos no vacios parcialmente ordenados, entonces escribimos MA, (%)
para la afirmacion que asegura que cada familia de s subconjuntos densos en
un miembro P de # admite un genérico G C P. MA _ (%) es definida de una
manera analoga. Uno omite el subindice cuando este es “< ¢” y uno omite la
clase # cuando esta es la clase de los parcialmente ordenados con la ccc.

Asi, MA es MA _(ccc). Algunos autores escriben M A, para entender lo que
nosotros llamamos MA _,..

Las definiciones y propiedades de teoria descriptiva de conjuntos que se uti-
lizen en lo subsecuente y no se hayan establecido de manera explicita a lo largo
del trabajo, pueden consultarse en A. S. KECHRIS [1995].

1.2. Topologia. Todos los espacios considerados son al menos regulares
T1, y ocasionalmente completamente regulares; esto sera claro por el contexto.

Si A es un conjunto y X es un espacio, entonces X tendra la topologia
producto. Ahora, para x € X, denotamos por n(z) a la coleccién de todos los
subconjuntos abiertos en X alrededor de x, y por x(x, X) a la minima cardina-
lidad de una base local para x en X.
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Para un espacio topoldgico X y un punto z € X, decimos que A C X converge
az (A — x), si cada vecindad de = contiene a todos los puntos de A salvo una
cantidad finita. Ahora, si A C X, denotaremos a la cerradura de A en X por
Clx(A) o bien por A si esto no se presta a confunsion.

Si (X;: ¢ € I) es una familia de espacios topologicos y X = Il;c;X; es su
producto cartesiano, m;: X — X, representara la i-ésima proyeccién de X para
cada i € I.

Las definiciones y propiedades topoldgicas que se utilizen en lo subsecuente
vy no se hayan establecido de manera explicita en esta seccién o a lo largo del
trabajo, pueden consultarse en R. ENGELKING [1989].

2. Invariates cardinales del continuo

En esta seccién, introducimos los invariantes cardinales del continuo asi como
algunas propiedades de estos, que se usaran a lo largo de todo el trabajo.

Sea &7 C [w]¥, decimos que &7 es una familia casi ajena (AD) si para cada dos
elementos de &7 su iterseccion es finita, y es maximal (MAD), si esta es maximal
con esta propiedad e infinita.

Definimos el pre-orden <* sobre “w como

f<*gsi f(n) < g(n) para toda n € w salvo una cantidad finita.

Noétese que (“w, <*) no tiene elementos maximales. Diremos que un subcon-
junto de “w es no acotado si este no es acotado en (“w, <*). Los subconjuntos
de “w que son cofinales en (“w,<*) son llamados dominantes, y los que son
dominantes y bien ordenados por <* son llamados escalonados.

Definimos el pre-orden C* sobre & (w) (y ocasionalmente sobre &(X), para
X un conjunto numerable), como F' C* G, si F'\ G es finito.

Diremos que A es una pseudo—interseccion de la familia %, si A C* F para
cada F' € .Z; notemos que cualquier conjunto es una pseudo-intersecciéon de la
familia vacfa. Llamaremos a una familia .77 C [w]* una torre (decreciente) si .7
es bien ordenado por *O y no tiene pseudo-interseccién infinita. Diremos que
una familia . # C [w] tiene la propiedad fuerte de la interseccion finita (que
abreviaremos por pfif), si cada subfamilia finita tiene interseccién infinita.

Con estas definiciones en mente, demos a continuacién la definicién canodnica
del cardinal a introducido por S. H. HECHLER en [1972] y R. C. SOLOMON,
de los cardinales b y p introducidos por F. ROTHBERGER en [1939] y [1948]
respectivamente, y del cardinal 9 introducido por M. KATETOV en [1960].
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a = min{|</|: &/ es una familia MAD sobre w},

b = min{|B|: B es un subconjunto no acotado de “w},

0 = min{|D|: D es un subconjunto dominante de “w},

p = min{|.Z|: F es una subfamilia de [w]* con la pfif, la cual no tiene

pseudo-interseccion infinita}.

Es bien conocido y no muy dificil de probar que w; < p < b <ayqueb <.

El cardinal b es llamado el nimero de (no)acotacion. La letra b proviene de la
palabra en francés ‘non bornée’ (no acotado). El cardinal d es llamado el nimero
de dominacion.

Frecuentemente la informacién combinatoria de los invariantes cardinales del
continuo es muy usada en topologia de conjuntos. Por lo que a continuaciéon
daremos la informacién combinatoria de los cardinales b y 0 que usaremos a lo
largo de este trabajo.

Para nuestro siguiente resultado necesitaremos de una terminologia adicio-
nal. Si % y ¢ son familias de conjuntos numerables, escribiremos .% 14 siV F' €
FNGe9 [|[FNG| <w],y diremos que .# y ¢ se pueden separar si existe un
conjunto S parael cual VF € . [F C* S|y VG € ¢4 [|GN S| < w]; nétese que
si S separa a .Z y ¢, entonces (|J(.F U¥)) \ S separa a 4 y .Z, de aqui que
‘se pueden separar’ es una relaciéon simétrica. Escribirémos F 1¥ si {F}1¥9.
Finalmente, si B C “w e I € [w]¥, diremos que B es no acotado en I si

Vie*w dgeB [{nel: f(n) <gn)} =],

i.e., si {f | I: f € B} es no acotado en (fw, <*).

1.1. TEOREMA (ROTHBERGER [1939], [1941] y [1948], HECHLER [1970],
BURKE y VAN DOUWEN [1977]). Sea ¥ la coleccion formada por las lineas
verticales de w X w, i.e., ¥ = {{k} x w: k € w}. Entonces b = b; para i €
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{1,...,7}, donde

by = min{|B|: B es un subconjunto no acotado de “w formado por funciones
estrictamente crecientes, el cual es bien ordenado por <*},

by = min{|B|: B C“w, y B es no acotado sobre cada subconjunto infinito
de w},

bs = min{|Z|: B C [w x w]* es bien ordenado por C*, BLY | y
VXewxw?[XLY =3IBeAB[|XNB|=u|},

by: es como by pero sin el “bien ordenado por C*7,

bs = min{|Z|: ZC [w]*, IEC C [w]“ [|€|=w, BNEC =0, BUTE es casi
ajena, yN 9 € [€)° [B y P no se pueden separar]]},

bg = min{|#|: B C [w]”, y3E€ C [w]” [|€¢| =w, BLE, BB y € son bien
ordenados por C*, y B y € no se pueden separar]},

b7: es como bg pero sin el “PB y € son bien ordenados por C*7.

DEMOSTRACION. Las desigualdades by > b, b3 > by, v bg > b; son obvias,
entonces es suficiente con probar que b > by > by, by > bg > bg, y by > by > b,
Para f € “w definimos Ly como {(k,n) € w xw: n < f(k)}, y notemos que

Vige“w [f< ge LyC"Ly. (1)

También, para X € [w X w|* definimos Ky = {k € w: X N{k} x w # 0}, y si
X 17 definimos fx € “w como fx(k) = max{n € w:n =00 (k,n) € X}, y
notese que
XQLfXﬂKXxw. (2)
Demostracion de b > by. Sea F' = {fe: £ € b} un conjunto no acotado de
“w. Dado que el conjunto S de funciones estrictamente crecientes es un conjunto
dominante, podemos elegir por recursiéon b, € S para n € b, tal que Vf €
{be: Eent U{f,} [f <" b, Entonces B = {b,: n € b} demuestra que b > b;.
Demostracion de by > by. Es suficiente con probar la siguiente afirmacion.
Afirmacion. Si B C “w es un conjunto no acotado formado por funciones no
decrecientes, entonces B no es acotado en ningin subconjunto infinito de w.
Demostracion de la afirmacion. En efecto, consideremos cualquier f € “w e
I € [w]*. Podemos definir f € “w como

~

f(k)=méx{f(n):n <min{iel:i>k}}
Ahora, existe g € B tal que g £* f, ie. J={j € w: f(]) < ¢g(7)} es infinito.

o~

Para cada j € J, si i = min{k € I: k > j}, entonces g(i) = g(7) > f(j) = f(i),
ya que g es no decreciente, de donde {i € I: f(i) < ¢g(i)} es infinito. O
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Demostracion de by > bs. Sea B como en la definicién de by, y pongamos
#B ={Ls: f € B}. De (1) se sigue que & es bien ordenado por C*, y claramente
HLY . Consideremos cualquier X € [w X w|” con X17. Claramente Kx es
infinito. Entonces, por la afirmacion, existe g € B tal que J = {k € Kx: fx(k) <
g(k)} es infinito. Entonces fx [ J es un subconjunto infinito tanto de X como
de L.

Demostracion de by > bs. Definimos bl como b, pero con ‘[w x w|*’ en lugar
de ‘[w]“’. Entonces bl = bs, por lo que es suficiente con probar b; > bL. Sea
B como en la definicién de by, y pongamos £ = B y € = 7. Obviamente
€| =w, BNE =0,y BUTE es casi ajena. (Aqui es donde usaremos el hecho
de que £ es bien ordenado por <*.) Consideremos cualquier conjunto S tal que
VC € ¢ [C C* S|y cualquier Z € [/]”. Sea D = {k € w: {k} xw € Z}.
Claramente, existe f € “w tal que Vk,n € w [n > f(k) = (k,n) € 5], e.g.,
definamos f como f(k) =max{n cw:n=06(n>1y (k,n—1) ¢ S)}, para
k € w. Por la afirmacion, existe g € B tal que I = {k € D: g(k) > f(k)} es
infinito. Claramente, g [ I C S, de donde S N B es infinito. Por lo tanto By 2
no se pueden separar.

Demostracion de by > bg. Esta es semejante a la demostracion de by > bs,
pero con ¥ = {k xw:1 < k € w}. (Recordemos que k = {0,...,k — 1} si
1<kew)

Demostracion de by > by. Esta es semejante a la demostracion de by > bg.

Demostracion de by > b;. Si BBy € son como en la definicién de bs, entonces
BLE.

Demostracion de by > b. Definimos b’ como by, pero con ‘[w x w]“’ en lugar
de ‘[w]*’. Pongamos & = {U.Z: .Z € [¢]<“\ {0}}. Ahora bien, ningtin miembro
de of separa a € y %, entonces existe a: w — & tal que

Vkewak) Calk+1)y |lalk+1)\ alk)| = w],

VO e€ Ik ewC Calk).

Entonces es claro que el ran(«) LA, y que el ran(«) y £ no se pueden separar, por
lo que podemos suponer sin pérdida de generalidad, que ¥ = ran(«). También
podemos suponer sin pérdida de generalidad que a(k) = (k + 1) X w, para k €
w. Bajo estas suposiciones, ¥ LA yv ¥ y % no se pueden separar. Entonces
fx estd bien definida para toda X € Z; luego entonces podemos definir B =
{fx: X € #A}. Si hacemos #' = {L;: f € B} obtenemos trivialmente que
PB' LY,y por (2) se obtiene que &’ y € no se pueden separar.
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Probemos ahora que B es no acotado: consideremos cualquier f € “w. En-
tonces Ly L7 Dado que %' y 7 no se pueden separar, debe existir una g € B
tal que L, €* Ly. Asi, por (1), se tiene que g £* f. O

1.2. COROLARIO (DE LA DEMOSTRACION DE b > by). b =10 si y sdlo si “w
tiene una escala. O

En el siguiente teorema, diremos que D C “w es cofinal sobre o/ C [w]¥ si
Vie“w JgeDIAed [f<gsobre A ie.Vae Alf(a) < g(a)]].

1.3. TEOREMA (KATETOV [1960] y ROITMAN). 0 =0y = 03, donde
0; = min{|D|: D es cofinal en (*w,<)};
0y = min{|D| + ||: D C “w, & C [w]* y D es cofinal sobre < }.

DEMOSTRACION. La desigualdad 0 < 9; es inmediata, y la desigualdad 95 <
0 se sigue del hecho de que D C “w es dominante si y sélo si es cofinal sobre
{A Cw: w\ A es finito}. (En este contexto notemos que D es cofinal en (Yw, <)
si y s6lo si D es cofinal sobre {w}.)

Demostracion de 9, < 03. Sea D C “w cofinal sobre &/ C [w]¥, con |D| +
|/| = 09. Parad € Dy A € o/ definimos ds € “w como: da(k) = d(min{a €
A: k < a}), para k € w. Claramente el conjunto {ds: d € D, A € &/} tiene
cardinalidad a lo mds 05. Probemos que este conjunto es cofinal en (“w, <): con-
sideremos cualquier f € “w, y para esta funcién sea g una funcién no decreciente
con f < g. Por otro lado existe d € D y A € o/ tal que g < d sobre A. Entonces
f < da; en efecto, si k € wy n=min{a € A: k < a}, entonces, dado que g es
no decreciente, se obtiene que da(k) = d(n) = g(n) = g(k) = f(k). O

Para finalizar esta seccién, introduciremos la estructura de grieta en los or-
denes parciales (“w, <*) y ([w]¥, C*), que se utilizaran a lo largo de este trabajo.

Una pregrieta en (“w, <*) es una pareja (F, G) de subconjuntos de “w tal que
FUG es una cadena bajo <*y f <* gparacada f € F'ycadag € G,y éstaesasu
vez una grieta si satisface ademas que no existe h € “w tal que f <* h <* g para
toda f € F ytoda g € G. A las funciones que hagan que una pregrieta no sea una
grieta son llamadas interpoladoras de la pregrieta. Si k es la cofinalidad de (F, <*)
y Aes la cofinalidad de (G, <*) entonces (k, A) es llamado el tipo de (F, G). Grietas
de tipo (wy,wy) son llamadas grietas de Hausdorff, ya que es F'. HAUSDORFF en
[1909] y [1930] el primero en probar la existencia de estas grietas. Grietas del
tipo (k,w) o (w,\) son llamadas grietas de Rothberger. Su existencia también
fue probada primero por F. HAUSDORFF en [1909], y redescubiertos después
por F. ROTHBERGER en [1941]. Por ejemplo, ellos probaron que siempre existe
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una (b,w)-grieta en (“w, <*). Ellos también probaron que si existe una (k,w)-
grieta entonces existe una k-cadena no acotada en (“w,<*), deduciendose de
aqui que b = min {x: existe una (k,w)-grieta en (“w,<*)} (véase también bg en
el Teorema 1.1).

La nocién de grieta también puede ser considerada en ([w]“, C*) de una ma-
nera semejante a la que se tiene en (Yw, <*). Una (k, \)-grieta (para cardinales
regulares £ y A) en ([w]“, C*) es una pareja de cadenas de subconjuntos de [w]®,
({an: a < k},{bg: B < A}), tal que cada a, es casi ajeno con cada bz y para
cualquier a que satisfaga que a, C* a para toda o < k, existe § < X tal que
aNbg es infinito. Ahora, notemos que ([w]*, C*) y (Yw, <*) tienen el mismo tipo
de grietas, entonces para nuestros propdsitos aqui no haremos diferencia alguna
en cual de estas dos estructuras estamos considerando.



CAPIiTULO 2
Espacios de Fréchet

1. Introduccién

Una de las generalizaciones mas naturales y antigiias del concepto de primero
numerable en un espacio topoldgico, es sin duda la propiedad de Fréchet (o
Fréchet-Urysohn): dado un punto z en la cerradura de un conjunto A, existe una
sucesion (no trivial) en A que converge a x. Para nuestra comodidad abreviaremos
y llamaremos a tales espacios simplemente espacios de Fréchet.

Pues bien, en este capitulo estudiaremos y desarrollaremos el lenguaje combi-
natorio que se encuentra detras de la propiedad de Fréchet, siendo este el lenguaje
que se usara a lo largo de todo el trabajo. También, se analizara el concepto de
Fréchet atravéz de las a;-propiedades de A. V. Arhangel’skii. Mostrando por
ejemplo, que estas propiedades se distinguen entre si en la clase de espacios de
Fréchet numerables, aunque dos de ellas solo se puedan distinguir consistente-
mente. Finalmente, concluimos el capitulo con algunas relaciones que hay entre
ciertas a;-propiedades y algunos juegos topolégicos infinitos.

2. Definiciones y propiedades basicas

2.1. DEFINICION. Sea X un conjunto no vacio. Un conjunto .# C Z(X) es
un ideal, si satisface las siguientes condiciones:

1.si A,B € .7, entonces AUB € .y
2.8s1Ae ¥y BCA, entonces B € ..

A su vez este es propio si:
3. X ¢.7.
Un conjunto .# C Z(X) es un filtro (propio) si F* = {X \ A: A€ F} es
un ideal (propio). Al ideal .Z* se le conoce como el ideal dual del filtro .Z, y de
una manera analoga podemos definir .#*, como el filtro dual del ideal .#.

Ahora, para un conjunto infinito X, el simbolo Fin(X) denotard al ideal de
todos los subconjuntos finitos de X. Para X numerable Fin(X) serd abreviado
simplemente por Fin, el cual se conoce también como ideal de Fréchet. Cabe
mencionar que a lo largo de este trabajo normalmente solo consideraremos ideales

9
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propios que contengan a Fin(X), también nos serd ttil considerar al conjunto,
(), como un ideal, ya que nos servird como bloque para construir algunos ideales
importantes.

Los conjuntos A, B C w son casi ajenos (A L B) si ANB € Finy A casi
contiene a B (A 2* B) si B\ A € Fin. Los conjuntos A y B son casi iguales
(A =* B) si su diferencia simétrica, AAB, es finito. Si .# es un ideal, entonces
también podemos definir la relaciones A C7 B, y A =7 B de una manera
analoga.

Un ideal .# es un P-ideal si para cada sucesién (A, )ne, de conjuntos en &
existe un conjunto A, en .# tal que A, C* A, para toda n. Equivalentemente,
& es un P-ideal si el orden parcial (., C*) es o-dirigido.

Para A C w? y m € w denotamos por A,, la seccién vertical de A en m:

A, =A{n: (m,n) € A}.

Para dos ideales .#, ¢ definimos la suma, .# @& ¢, como el ideal en w x {0,1}
dado por:

Ace g 7 = {n:(n0)cAles y {n:(nl)ecAte ¢

Similarmente, definimos el producto de Fubini, # x ¢, de Z y # como el ideal
en w X w dado por:

AeIx § <« {iiA¢ Fle s

Para A C w definimos .# | A= {BNA: B € #}. Esta definicién también se
aplica ain cuando .# es un subconjunto de #(w) y no necesariamente un ideal.

Por V*° y 3 denotamos los cuantificadores “para todos salvo una cantidad
finita” y “existe una cantidad infinita”, respectivamente. Ahora veamos algunos
ejemplos de ideales que nos van a interesar.

2.2. EJEMPLOS. 1. El ideal Fin x () es el producto de Fubini de los
ideales Fin y 0, luego un A C w? esta en Fin x () si V*°n(A, = 0). Esto
es, en algin sentido, un ideal minimo que no es un P-ideal, ya que este
es generado por una sucesion creciente nimerable de conjuntos.

2. El ideal @ x Fin es el producto de Fubini de los ideales () y Fin, por lo
que un A C w? esta en ) x Fin si Vn(A, € Fin). Ahora no es dificil ver
que este ideal es un P-ideal.

Para un ideal . en X, el ideal
I+ ={AC X : AN B es finito para toda B € .¥}
es llamado el ideal ortogonal de .#. Luego % C .+t y 7+ = g+L4
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Introducimos ahora las nociones de grieta débilmente estrecha y de grieta
estrecha, con las cuales abordaremos mas adelante la propiedad de Fréchet en
espacios topoldgicos.

2.3. DEFINICION. Sean . y _# dos ideales en X, decimos que el par (., #)
forma una grieta débilmente estrecha, si satisface las siguientes condiciones:
1. Zy 7 son ortogonales (F L 7 ), es decir, paracada A€ Sy Be ¢
se tiene que A N B es finito, y
2. (F U _Z)F =Fin(X).
Ahora, una grieta débilmente estrecha (.#, #), forma una grieta estrecha, si
la condicién 2 es sustituida por una condicion mas fuerte, a saber:
2. 7y Z son mutuamente ortogonales, es decir,
I=g vy F=5"
Luego, por ejemplo, el par (} x Fin, Fin x @) forma una grieta estrecha.

Ahora, a partir de una grieta débilmente estrecha es posible definir una grieta
estrecha.

2.4. PROPOSICION. Sea (%, #) un grieta débilmente estrecha, entonces (9=,
JY forma una grieta estrecha.

DEMOSTRACION. Empezemos con notar que S+ N F+ = (F U 7))+ =
Fin(X), luego £+ L _Z+.Y de esto tltimo se sigue fcilmente que #+ C _gF++
y Z+ C 7+ Ahora bien, del hecho de que .# L _# se tiene también que
I C gty 7 C It luego IS C gty g C It Asl, I = gt
y F+ =7+ es decir, -y #+ son mutuamente ortogonales. Por lo tanto
(F+, _7+) forma una grieta estrecha. 0

3. La propiedad de Fréchet idealizada

Para un espacio topologico X y un punto x € X, consideremos en X° =
X\ {z} los ideales:

I, ={ACX°: 2 ¢ A}

€, ={ACX°: A— x}.

Algunas de las relaciones que podemos notar entre estos dos ideales estan inclui-
das en la siguiente proposicion.

2.5. PROPOSICION. Para un espacio topoldgico X y un punto x € X, se tiene
que:
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(1) 6. C 5y CEr
(2) 7t g s luego fl Gy
(3) ¢+ Q I, (luego %L I,.) sty solo si X es Fréchet en x.
(4) Z.NE, = Fin(X°), luego 7, L €.

(5) (U %z) = Fin(X°).

DEMOSTRACION. (1) Sea A € .4, y B € €,, entonces U = X \ A es un
abierto en z, luego B\ U es finito, pero AN U = (), entonces A N B es finito,
es decir, €, C Z-. Y por simetria de esta demostracion, se sigue también que
I, CE.

(2) Sea A € Z+ y U un abierto alrededor de z, luego X \ U € .Z,, por lo que
A\ U es finito, entonces A — x, es decir, A € €.

(3) Sea A C X tal que » € A, y supongamos que €;- C .#,, entonces A ¢ .7,
y como € C .7, existe B € 6, tal que C'= BN A es infinito, pero C C B € €,
y C C A, entonces C' es un sucesion en A que converge a x. Por lo tanto X es
Fréchet en x.

Para el otro sentido, sea A € €, y supongamos que X es Fréchet en x. Si
A ¢ .7, entonces v € A, y como X es Fréchet en z, debe existir B C A infinito
tal que B € €, pero B = AN B, lo cual contradice el hecho de que A € €,
luego entonces ‘Kl C 4,.

(4) A, ﬂ‘f f N .7+ = Fin(X°).
5) (L UG = 7inet @ e, net = Fin(X°). O

De lo anterior se sigue entonces que el par (%, %,) forma una grieta débil-
mente estrecha, y que esta grieta es estrecha si y sélo si X es Fréchet en z. Asi,
la nociéon de grieta estrecha recoge en lo fundamental la propiedad de ser Fréchet
en un punto.

Ahora bien, a partir de un espacio topolégico Fréchet en un punto, hemos de-
finido de una manera natural una grieta estrecha, entonces para cerrar la relacién
entre espacios Fréchet y grietas estrechas, debemos poder definir a partir de una
grieta estrecha, un espacio Fréchet en un punto, cuya grieta estrecha asociada a
este espacio en tal punto, sea la grieta estrecha con la que partimos. Pues bien,
para dar respuesta a este punto, veamos que dado un ideal .# en un conjunto X,
podemos asociarle de una manera natural, un espacio topolégico X » como sigue:
el conjunto base es X U {.#}, los elementos de X son aislados y las vecindades
bésicas de .# son de la forma {.#} U (X \ I), con I € .#. Con esta asociacion en
mente, tenemos la siguiente proposicion.

2.6. PROPOSICION. Sea . wun ideal en un conjunto X, entonces X, es
Fréchet si y solo si & = I+,
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DEMOSTRACION. Para ver esto, notemos que los ideales ., y €, asociados
al punto .# del espacio X », toman la forma .# y .#* respectivamente. Asi, segtin
la Proposicién 2.5 (3), se tiene que X » es Fréchet si y sélo si .Z, = €5, lo cual
es equivalente a & = F++. O

Asi, si partimos de una grieta estrecha (., #), entonces el espacio X s aso-
ciado al ideal . es Fréchet. Con esto damos respuesta al punto tratado en el
parrafo anterior.

Por otro lado, la tltima proposicién nos motiva la siguiente definicion.

2.7. DEFINICION. Sea .# un ideal en un conjunto X, decimos que el ideal .%
es de Fréchet, si & = .+ Ahora, esto es equivalente a decir que para cada
X € 77, existe C € [X]“ tal que C € .+, donde I = Z(X)\ 7.

Por otro lado, llamamos al ideal .# alto, si para cada X € [w]* existe C' € [X]¥
tal que C' € 7.

De esta ultima definicion, notemos lo siguiente.

2.8. OBSERVACION. (1) Todo ideal numerablemente generado es Fréchet.
(2) Si F es alto, entonces I no es Fréchet.
(3) S+ es siempre Fréchet.

Recordemos ahora que los ideales () x Fin y Fin x () son mutuamente ortogo-
nales, luego entonces ambos ideales son Fréchet y en consecuencia los espacios
respectivos Xpurin ¥ Xrinxg son Fréchet. Para el espacio Xyypin tenemos lo si-
guiente.

2.9. DEFINICION. El abanico de Fréchet S, es el cociente topoldgico que se
obtiene al identificar los puntos limite de la suma topoldgica de R, sucesiones

convergentes.
2.10. PROPOSICION. (1) S, es homeomorfo a Xgx rin-
(2) x(S.) =0.

DEMOSTRACION. (1) A la identificacién de los puntos limite de las sucesiones,
le asociamos el ideal ) x Fin, y a los demas puntos de la suma topolégica los
asociamos con los puntos de w X w. Pues bien, es facil ver que esta asociacién
resulta ser un homeomorfismo entre S, v Xyxrin-

(2) Para cada f € “w tenemos Iy € 0 x Fin con Iy = {(n,m) € w x w: m <
f(n)}, es decir, el subconjunto de w X w que se encuentra debajo de la grafica de
f. Ahora, el conjunto {Xgxpin \ I7: f € “w} forma una base local para () x Fin.
Asi, x(0 x Fin, Xy rin) serd la minima cardinalidad de un subconjunto dominante
de “w, luego (0 x Fin, Xpypi,) = 0. Por lo tanto x(S,,) = 0. O
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2.11. PROPOSICION. Para un espacio de Fréchet X, las siguientes condiciones
son equivalentes:

(1) Para cualquier espacio Y de Fréchet, X XY es un espacio de Fréchet.
(2) X x S, es un espacio de Fréchet.
(3) X es discreto.

DEMOSTRACION. (1) = (2). Es clara.

(2) = (3). Supongamos que X no es discreto, entonces X tiene almenos
un punto que no es aislado, luego por ser X Fréchet, existe una sucesion en X
convergente a tal punto. Esto es, X admite como subespacio al espacio w+1. Pues
bien, el producto (w+ 1) X Xgxpix no es Fréchet. En efecto, sea A =, ., A, con
A, = {n}x({n}xw), es claro entonces que (w, } x Fin) € A. Ahora, sea N € [A],
si NN A, es infinito para alguna n € w, entonces fuera de (w+1\n+1) X Xpypin
hay una cantidad infinita de puntos de N, luego N no converge a (w, () x Fin),
ahora si N N A, es finito para cada n € w, entonces la proyeccién my(N) del
conjunto N en el espacio Xpypin €s un elemento del ideal () x Fin, entonces N se
encuentra fuera de (w + 1) X (Xgxrin \ m2(N)), por lo que en este caso también
N no converge a (w, x Fin). Asi, el producto (w + 1) X Xyypm no es Fréchet, y
en consecuencia también, el producto X x S, no es Fréchet.

(3) = (1). Es clara también. d

2.12. COROLARIO. Fl producto Xy pin X X pinxg N0 es Fréchet. O

4. Espacios construidos a partir de familias casi ajenas

Para una familia AD tenemos de una manera natural el ideal .# (<7 de todos
los subconjuntos de w que se pueden cubrir, salvo por una cantidad finita, con una
cantidad finita de elementos de o7, asi como el ideal ST (&/) = P (w)\ I (), el
cual podemos pensar como el ideal de los conjuntos .#-positivos. En este mismo
sentido, tenemos también el ideal /(&) = {X C w: I¥A € & tal que AN
X es infinito}, el cual recoge en cierto sentido una nocién mas fuerte de conjunto
positivo. Las relaciones entre & (&7) y £ 77(f), asi como la justificacién de lo
anterior, se engloba en la siguiente proposicion.

2.13. PROPOSICION. Para una familia AD <, se tiene lo siquiente:
(1) 775 () S IT(A), y
(2) I () = I () siy silo si o es una familia MAD.

DEMOSTRACION. (1) Sea X € (&), entonces X C* |J.% con # C & un
conjunto finito. Ahora bien, supongamos que existe A € &7 \ .Z tal que AN X
es infinito, entonces también sucede que A N X C* |J.Z#, pero por ser .% un
conjunto finito, debe existir F' € .Z tal que (AN X) N F es infinito, teniendo
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en particular que A N F' es infinito, luego o7 no podria ser una familia AD. De
aqui se sigue en particular que si X € # (&) entonces X ¢ .7 (&), es decir,
X e ().

(2) Supongamos que It (/) C I (/) y que X € [w]“. Si X € F(),
entonces X C* |J.Z con # C &/ un conjunto finito, luego existe F' € # tal
que F'N X es infinito, y si X € #7(&7) entonces X € £77(/), por lo que en
particular también tenemos que existe A € & tal que AN X es infinito. Luego
entonces &/ es una familia MAD.

En el otro sentido, supongamos que &/ es una familia MAD y que X €
IH(d). Sea o/x ={A € o/ ANX es infinito}, si &y fuése un conjunto finito,
como X € Z1(4f) entonces se tendria también que X \ |J &y € I 1(), luego
por la maximalidad de &7, existiria A € & tal que AN (X \ Jx) es infinito,
lo cual es una contradicciéon, por la definicion de 7x. Asi, &7x debe ser infinito,
es decir, X € 11 (). O

2.14. LEMA (DOCKALKOVA [1980)). Sea o/ una familia MAD y (X,)new
una sucesion en ,ﬂ++(,@7) con Xp,11 C X, para cada n € w, entonces existe
X € ITH(A) tal que X C* X, para todan € w.

DEMOSTRACION. Por induccién, construimos una sucesion (A, ),c, en & y
una sucesion (D,)ne, en [w]¥ tal que:

(1) A, N D, es infinito para cada n € w;
(2) D, es una pseudo-interseccion de (X, ym \ Uy, Ak)mew Para cadan € w
con Dy, € X, \ Uye,, A

Para el caso base, sea Dy C Xj una pseudo-intersecciéon de (X,,)nen, por la
maximalidad de o7, existe Ag € & tal que Ay N Dy es infinito.

Supongamos ahora que hemos construido nuestras sucesiones hasta el paso
n, entonces consideremos la sucesién (Xpj14m \ Upenst Ak)mew, la cual tam-
bién es una sucesiéon decreciente de conjuntos en &t (7). Asi, sea D,11 C
Xna1 \ Uke” +1 Ak una pseudo-interseccién de tal sucesion, y usando nuevamente
la maximalidad de &7, existe A, € & tal que A,,,1 N D, 1 es infinito.

Pues bien, sea X = J,c, An N Dy, entonces X N A, es infinito para cada
n € wpor lo que X € 71 (7). Ahora por (2), se sigue facilmente que X C* X,
para toda n € w. O

2.15. OBSERVACION. El lema anterior también se wverifica, si sélo se pide
que o sea una familia AD y si se considera el ideal S (/) en lugar del ideal
I, siendo su demostracion no muy distinta a la hecha en el caso que o/
sea una familia MAD.
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2.16. DEFINICION (SIMON [1980]). Sea </ una familia AD, decimos que ./
es mazimal en ningin lado si para cada X C w, si X € £ (/) entonces & | X
no es una familia MAD sobre X.

2.17. TEOREMA (SIMON [1980]). Existe una familia MAD <f vy existen fa-
milias AD mazximales en ningun lado <%y y <A tales que o = oy U o, .

DEMOSTRACION. Supongamos lo contrario, es decir, para cada familia MAD
</ y cada descomposicion oy U @7 de of, se tiene que &% 0 7 no es maximal
en ningun lado.

Asi, sea o/ una familia MAD e indiquemos esta familia con un subconjunto
de reales Y C “2 estoes, o = {A;: feY}.

Por induccién, construimos una sucesion (X, ) e, en 7 (&7), una sucesion
(A )new de subconjuntos de &7, y una funcién g: w — 2 tal que:

(1) X1 € X,y 1 C o, para cada n € w;
(2) , | X, es una familia MAD sobre X,;
(3) e, C{Aje: fIn+l=g[n+1}
Para el caso base, tomemos la descomposicién &) U .o de <7 dada por:

A= {Ajed: f(0)=0} y o ={A;ed: f(0)=1}.

Luego por hipétesis existe Xg € 71 (o7) y g(0) € 2 tal que %0(0) [ Xy es una
familia MAD sobre X,. Haciendo o = {A € &/: AN X es infinito}, entonces
ot | Xo = %) | X

Supongamos ahora que hemos construido nuestras sucesiones y nuestra fun-
cién hasta el paso n, entonces tomemos la descomposiciéon 27" U .o de 7,

dada por:
A = {Ar ey fnt ) =0} y A ={Ar ey flnt 1) =1},

Esta a su véz, nos genera una descomposicion de 7, | X, a saber, &' |
X, U @™ | X,,. Luego por hipétesis existe X/, € S (a7, | X,)) y g(n+1) €
2 tal que %’Eﬁrl) [ (X, N X)) es una familia MAD sobre X,, N X] . Haciendo
Xoy1 =X, 1 NX,y dp = {A € o, AN X, es infinito}, entonces tenemos

n

que Xpq1 € (), Xpp1 € X, v Pngr | X1 = %?:il) I Xog1

Por otro lado, por el Lema 2.14, existe X € (/) tal que X C* X,, para
toda n € w. Dado que X € ™1 (&), entonces 3°A € & tal que AN X es
infinito, luego entonces existe f € Y con f # ¢ tal que Ay N X es infinito. Sea
n=min{k € w: f(k) # g(k)}, como X C* X, y o, [ X,, es una familia MAD
sobre X,,, entonces se tiene también que o7, [ X es una familia MAD sobre X.
Ahora, como Ay N X es infinito, se sigue que Ay € 7,. Pero esto contradice la

condicién (3) dada arriba, ya que por la eleccién de n, f(n) # g(n). O
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Ahora bien, para ver el papel que juega la nocién de maximal en ningin lado
en la construccién de espacios de Fréchet compactos, es necesario introducir los
W-espacios.

2.18. DEFINICION (MROWKA, ISBELL). Sea &/ una familia AD. Definimos
el W-espacio de <7, denotado por ¥(./), como el espacio (localmente compacto)
wU .7, donde los elementos de w son aislados y las vecindades bésicas de A € o
son de la forma {A} U (A\ F), con F finito.

2.19. OBSERVACION. De la definicion de V-espacio, se sigue que el conjunto
o | visto como subespacio de V(<f), es discreto. Asi K C W(&f) es compacto si
y sdlo st KN es finito y (K Nw) C* |J(K N ).

Ahora, denotemos por F'(/) al espacio de Franklin asociado a la familia AD
</, es decir, la compactacién de Alexandroff del espacio W(47) que resulta de
agregarle un punto co. Entonces tenemos la siguiente caracterizacion.

2.20. TEOREMA (SIMON [1980]). Sea o/ una familia AD, entonces F (<) es
Fréchet si y sélo si &7 es mazimal en ningun lado.

DEMOSTRACION. Sea X € 41 («7) y supongamos que F(/) es Fréchet. De
la Observacién 2.19 y del hecho de que X € 7 (&), se sigue facilmente que
oo € X, luego por ser F (/) Fréchet en oo, existe B € [X] tal que B — oo, por
lo que en particular para cada A € & el compacto {A} U A tiene interseccién
finita con B, de donde B N A es finito para cada A € 7, es decir, & | X no es
una familia MAD sobre X.

Para el otro sentido, dado que F'(/) es primero numerable en cada punto
excepto en el punto oo, resta ver que F(«7) es Fréchet en co. Asi, sea X C F()
con oo € X, y supongamos que la familia .7 es maximal en ningtn lado. En
caso de que X N & sea infinito, sea B € [X N &/]“ y entonces B — oo. En
caso contrario tenemos que X N w es infinito, y dado que oo € X, se sigue
que (X Nw) € (), luego por la maximalidad en ningin lado de 7, existe
B € [X Nw]¥ con BN A finito para cada A € &, por lo que también se tiene
que B — oo. Por lo tanto F(<) es Fréchet. O

Los Teoremas 2.17 y 2.20 nos proven el siguiente corolario.

2.21. COROLARIO (SIMON [1980]). Ezisten espacios compactos Fréchet X
y X1 tales que el producto Xy x X1 no es Fréchet.

DEMOSTRACION. Del Teorema 2.17, existe una familia MAD &/ y existen
familias AD maximales en ningun lado o v &7 tales que & = o/)U.7 . Asi, segin
el Teorema 2.20, los compactos de Franklin asociados F'(.%) y F'(.27;) son espacios
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de Fréchet. Pues bien, el producto F(«%) x F(4% ) no es Fréchet. Para poder ver
esto, empecemos por definir para cada X C w el conjunto Ax = {(n,n): n € X}.
Ahora, si denotamos por co; para i € 2, al punto que agregamos a V(<) para
formar a F(4), entonces (00g,00,) € A,. En efecto, dado que &7 es infinita
entonces w € J (&), luego de la Observacién 2.19 se sigue facilmente que
(00, 001) € A,. Ahora sea X € [w]”, por la maximalidad de .« existe Ay € 7 tal
que AgN X es infinito. Ahora bien, podemos suponer sin pérdida de generalidad
que Ay € o, entonces consideremos en F'(.2%) el compacto Ko = {Ag} U Ag. Asi,
si Xo = ApN X entonces Ax, C Ky x F(4), luego Ax no converge a (cog, 001).
Por lo tanto F'(4%) x F(47) no es Fréchet en (00g, 001). O

5. Las a;-propiedades en espacios de Fréchet

Con el objetivo de estudiar la propiedad de Fréchet en el producto topolégico,
A. V. ARHANGEL'SKII en [1972] y [1979], introduce como una herramienta para
su estudio, las a;-propiedades.

2.22. DEFINICION (ARHANGEL'SKII [1972] y [1979]). Un espacio X es un
as-espacio, para i € {1,2,3,4}, si para cada x € X y cada sucesion (I,)ne, C
FL\ Fin(X°), existe I € £ tal que:

ay: Para cada n € w, I,, C* I, es decir, .Z;- es un P-ideal.

ay: Para cadan € w, I,, N es infinito. (Equivalentemente, I,, NI # () para
cadan € w)

a3 Existe una infinidad de n’s en w tal que I,, N I es infinito.

ay: Existe una infinidad de n’s en w tal que I,, N 1 # (.

Notemos que estas definiciones tienen sentido también en cualquier ideal sobre
un conjunto arbitrario.

Aunque las definiciones de las «;-propiedades tienen sentido en cualquier
espacio topoldgico, nosotros solo las consideraremos en la clase de los espacios
Fréchet, los cuales en general serdn numerables.

Unas consecuencias inmediatas que podemos notar, son las siguientes:

aq (&%) a3 Qg

e

Primero
numerable

™~

Fréchet

Métrico —
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Ahora, podemos tener espacios que sean oy y que no sean Fréchet. En efecto,
por lo hecho en la seccién 3, es suficiente con encontrar un ideal sobre w que sea
un P-ideal y que este no sea Fréchet. Para esto consideremos una particién de w
en dos conjuntos infinitos A y w \ A, y tomemos una familia MAD 7 sobre A,
entonces el ideal .# (/) definido sobre w, es un ideal que satisface lo deseado.

Por otro lado, podemos tener también espacios que sean Fréchet y no ay. Por
ejemplo, el abanico de Fréchet S, es uno de tales espacios. Mas aun, S,, juega un
papel importante en los espacios Fréchet que son ay. Esta relacion la presenta la
siguiente proposicion.

2.23. PROPOSICION. Sea X un espacio de Fréchet, entonces X es ay si y sélo
st X no admite un subespacio homeomorfo a S,,.

DEMOSTRACION. Sea X un espacio Fréchet, y supongamos que X es ay.
Dado que las propiedades «; son propiedades hereditarias, entonces para ver que
X no admite un subespacio homeomorfo a S, es suficiente con probar que el
espacio de Fréchet S, no es ay. Pero como S, es homeomorfo al espacio Xyyxrin,
entonces basta probar que el ideal ) x Fin no es a4. Pues bien, la sucesién
(I.Ynew C (0 x Fin)*, dada por I, = {n} x w para cada n € w, satisface que para
cada I € (0 x Fin)* = Fin x 0, V°n(I N I,, = 0), por lo que () x Fin no es ay.

Para el otro sentido, supongamos que X no es ay, luego existe v € X y
(IYnew C Z\Fin(X°) tal que para cada I € -\ Fin(X°), se tiene que ¥V>°n(IN
I, = 0). La primera reduccién que podemos hacer sin pérdida de generalidad es
que los I,’s sean ajenos por parejas.

Ahora bien, si tomamos F,, C [, finito para cada n € w, entonces = ¢
U,heo Fn- En efecto, en caso contrario x € (J,o, Fn, y por ser X Fréchet en x
entonces existiria I € -\ Fin(X°) con I C |, Fn, luego 3°n(I NI, # 0)
contradiciendo lo supuesto.

Finalmente, es facil ver que el conjunto {z} U (|, ., I») dotado con la topo-

new - N
logia de subespacio de X, resulta ser homeomorfo a .S,,. O

new

Veamos ahora, que las propiedades oy, as, as v ag, se distinguen entre si en
la clase de los espacios Fréchet numerables, teniendo que las propiedades s v aq
solo se distinguen consistentemente asi como también para las propiedades oy y
Qp.

Empecemos con dar un ejemplo de un ideal Fréchet que sea ay pero no sea
ag. Para esto, el Teorema 2.17 nos provee de una familia MAD <7, y de una
descomposicion o U @7 de &7 en familias AD maximales en ningin lado. Pues
bien, tenemos la siguiente proposicion.
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2.24. PROPOSICION. El par (I (), (<)) forma una grieta estrecha, en
consecuencia los ideales I (<ty) y F () son Fréchet, ademdas estos ideales son
a4 Y NO g.

DEMOSTRACION. Dado que 7 es una familia AD y @4 U 4 es una descom-
posicién de o7, se sigue entonces que % () L ().

Veamos ahora que % (o) = S ()t De la ortogonalidad de los ideales
I () y F(,), se sigue en particular que (o) C Z(a4)*. Ahora, sea
I € (), si ]l ¢ F(o) entonces I € FT (), luego por la maximali-
dad en ningin lado de 7, existe J € [I|* tal que J N A es finito para cada
A € 4, de donde se sigue que J € Z (o))", ahora &7 es una familia MAD
entonces existe A; € o con A; N J infinito, pero esto contradice la eleccién de
I. Asi I € 7 (%), luego entonces & () = 7 ()*+. Ahora, por la simetria de
los argumentos anteriores, también podemos obtener que .# () = .# (o/)*. Por
lo tanto (S (o), # (4 )) forma una grieta estrecha.

Probemos ahora que el ideal .# (%) es a4 pero no as. Sea (I,)new, C S ()
Fin = .# (/) \ Fin, entonces consideremos I = J, ., In- Si I € () entonces
claramente 3°n € w tal que I,, N I # (. Ahora, en caso contrario I € & (7)),
luego por la maximalidad en ningin lado de 27, existe J € [I]¥ tal que J N A
es finito para cada A € @, luego J € S (ah)t = (o). Asi, J NI, es finito
para cada n € w, luego entonces 3°n € w tal que I,, N J # (), y en consecuencia
también 3°n € w tal que I, NI # (). Por lo tanto el ideal .7 (%) es ay. Para ver
que Z (%) no es ag, consideremos (I,,)ne, C @ e I € F(#) \ Fin arbitrario,
entonces existe .# C ¢/ un conjunto finito tal que I C* | J.#, ahora dado que
<7, es una familia AD, se sigue entonces que para cada I, ¢ Z se tiene que I, NI
es finito, luego {n € w: I,, N I es infinito} es finito, por lo que entonces .# (<)
no es as.

Finalmente, de una manera anédloga a lo anterior, se prueba también que el
ideal .7 (7)) es ay pero no as. O

Ahora demos un ejemplo de un ideal Fréchet que sea a3 pero no sea «s.
Para esto, consideremos para cada X C 2 el ideal Br(X), el cual definimos a
continuacién. Para cada z € X, consideremos la rama [, = {z [ n: n € w} en
2<¥ entonces Br(X) es el ideal en 2<“ generado por las ramas [, con z € X, al
ideal Br(2¢) lo denotaremos simplemente por Br. Pues bien, tenemos lo siguiente.

2.25. TEOREMA (NYIKOS [1989]). Br es un ideal Fréchet que es ag pero no
es .

DEMOSTRACION. Empecemos con ver que Br es Fréchet. Para esto, es sufi-
ciente con probar que cada conjunto positivo contiene una anticadena infinita.
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Asi, sea X € Br' y consideremos Y = {t € 2<% existen r, s € (t)NX con r L
s}. Ahora bien, Y es infinito, ya que de lo contrario existiria n € w tal que
2"NY = (), y entonces cada t € 2" admitirfa una rama [ en 2<% tal que t € [
y (t) N X C I, luego entonces podriamos cubrir a X con una cantidad finita de
ramas en 2<¥, lo cual contradice la eleccion de X.

Pasemos ahora a encontrar una anticadena infinita en X. Para esto, empece-
mos con probar la existencia de una rama I en 2<% tal que I NY es infinito, y
dado que Y es cerrado bajo segmentos iniciales, esto dltimo es equivalente a que
I C Y. Pues bien, notemos que para cada t € 2<“ que satisfaga que (¢) NY sea
infinito, se tiene que existe i € 2 tal que (t77) N'Y es infinito, luego usando este
hecho recursivamente podemos ir definiendo los segmentos iniciales de una rama
en 2<“ como se desea.

Por otro lado, si existe una rama [ en 2= con I C Y, entonces existen
(tn)new C Ty (p)new € X \ I tales que i, C x,, y @, & (in41) para cada n € w.
Asi, el conjunto A = {z,,: n € w} forma una anticadena en X.

Veamos ahora que Br no es as. Para esto, para cada t € 25, sea A; C (t)
una anticadena infinita. Ahora, si X C 2<¢ satisface que X N A; # () para cada
t € 2<¥ entonces tenemos que X es denso en 2<“, y de la densidad se sigue que
existe I € Br tal que I N X es infinito, luego Br no es as.

Finalmente, veamos que Br es as. Para esto, como cada J € Br* \ Fin(2<¥)
es en particular un conjunto positivo, entonces por lo hecho anteriormente, J
contiene una anticadena infinita. Asi, para ver que Br es az, es suficiente con
probar que si (A, )neo €s una sucesién de anticadenas infinitas en 2<“; entonces
existe una anticadena infinita A tal que A N A, es infinito para una cantidad
infinita de n’s en w.

Pues bien, sea (A, )ne, una sucesion de anticadenas infinitas en 2<%, ahora
de la infinitud de las A,,’s, se sigue que para cada n € w existe x,, € 2¥ tal que
(x, [ m) N A, es infinito para toda m € w, luego si X = {z,,: n € w}, entonces
X es finito 6 infinito.

Asi, si X es finito, entonces existe x € 2 y N € [w]¥ tal que (z [ m) N4,
es infinito para cada (n,m) € N X w, de donde en particular se obtiene que
I, N A, = 0 para cada n € N. Ahora, sea f = (f1,f2): w — N X w una
biyeccién, entonces por recursion, construimos una sucesion (afm))new €n 25,
tal que aso) € Af )Y afm) € (@ [ ht(asmn-1))) NAf @) paran > 1, donde ht es la
funcién altura en el arbol 2=, entonces haciendo A = {a(,): n € w}, obtenemos
una anticadena infinita tal que A N A,, es infinito para cada n € N.

Por otro lado, si X es infinito, entonces por compacidad de 2“, existe x €
2¢ punto de acumulacién de X, luego X \ {x} admite una sucesion ((n))new
convergente a x, con f € “w estrictamente creciente. Ahora, esta sucesion la
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podemos elegir (sin perder generalidad) de tal manera que ht(l,, N 1I;) <
ht(1.,,,, N 1) para cada n € w, luego si hacemos h, = ht(l,,,, N 1) para cada

n € w, entonces (Tya [ hn 4+ 1) N A,y es infinito para cada n € w, entonces
A= U, eo@rom) T hy +1) N Ay forma (por construccion) una anticadena con
las propiedades deseadas. O

2.26. COROLARIO (DE LA DEMOSTRACION). Para cada X C 2¥, Br(X) es
Fréchet.

DEMOSTRACION. Sea X C 2% y tomemos Y € Brt(X). En caso de que
Y N (U,ex L) sea finito, entonces claramente C' =Y \ (U, x L) € Br(X) con
C' infinito. En caso contrario, usando un razonamiento analogo al que usamos
en la prueba anterior para ver que Br era Fréchet, podemos encontrar en Y/ =
Y N (U,ecx 1) una anticadena infinita. d

Pasemos ahora en ver, que a diferencia de las dltimas dos proposiciones, la
existencia de un espacio Fréchet numerable que sea oy pero no aq, no lo podemos
garantizar en general en ZFC. Sin embargo, bajo una hipdtesis adicional, esto
si es posible.

2.27. TEOREMA (NYIKOS [1992]). b < 0 implica la ezistencia de un espacio
Fréchet numerable que es ay pero no a;.

DEMOSTRACION. Para esto, probaremos que bajo b < 9, es posible encontrar
un ideal Fréchet sobre w X w que es as pero no «y. Para encontrar tal ideal,
empecemos con ver que bajo b < 0, existe una torre C*-decreciente en Z(w) de
longitud b.

En efecto, por el Teorema 1.1 (véase by), sea (f,: @ < b) una b-sucesién <*-
creciente de funciones estrictamente crecientes en (“w,<*) no acotada. Ahora
bien, dado que b < D, entonces existe g € “w tal que g £* f, para cada o < b.
Pues bien, para cada a@ < b, sea A, = {n € w: g(n) > fa(n)}. Asi, veamos
entonces que (A,: a < b) forma una torre como se desea. Sea « < [ < b,
entonces f, <* fs, luego Ag C* A,. Ahora, (A,: o < b) carece de pseudo-
intersecciones infinitas, ya que de lo contrario, si existe A infinito con A C* A,
para cada a < b, entonces si A = {a,: n € w} es una enumeracién creciente
y [ € “w esta definida por f(n) := g(a,) para n € w, se tendria que f,(n) <*
falan) <* g(a,) = f(n) para cada oo < b y cada n € w, luego f, <* f para cada
a < b, contradiciendo el hecho de que (f,: o < b) es no acotada.

Asi, sea (A,: @ < b) una torre C*-decreciente en Z(w), v (ga: @ < b)
una b-sucesién <*-creciente de funciones estrictamente crecientes en (“w, <*) no
acotada. Ahora, por recursion es posible construir para cada a < b una f, € “w
estrictamente creciente tal que:
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(1) go <* fo para cada o < by

(2) fo < fapara a < <b;
(3) ran(f,) C A, para cada a < b.

Pues bien, sea .# el ideal en w x w generado por la familia casi ajena {f,: o <
b}, y consideremos para cada o < by cada n € w, los conjuntos L, = {{(n,m) €
wxw:m< fo(n)}yC,={n} xw (la n-ésima columna de w X w), respectiva-
mente.

Para ver que .# es Fréchet, tomemos X € T, en caso de que exista n € w
con X, (la seccién vertical de X en n) infinito, entonces X,, € #+ v X, € [X]“.
En otro caso, existe o < b tal que X, = X N L, € 1, luego {X,N fz: B < a}
forma una familia infinita AD en X,, y dado que |a| < b < a, entonces existe
C € [X,]” tal que C'N f5 es finito para cada 3 < «, ahora para a < 3 < b, como
fa <" fs entonces también se tiene para este caso que C'N f3 es finito, luego
C € .#+. Por lo tanto .# es Fréchet.

Por otro lado, haciendo I,, = C,, para cada n € w, obtenemos que (I,,)new C
F+\ Fin(w x w), luego para I C w x w con I, C* I para cada n € w, existe
f € “wtal que {(n,m) € wxw: f(n) <m} C I, pero por otro lado, existe & < b
tal que f, £* f, por lo que I N f, es infinito. Asi, .#+ no es P-ideal, esto es, .&
no es Q.

Finalmente, veamos que .# es ay. Para esto, dado que para cada X € [wxw]“,
o existe Y € [X]¥ con Y C C, para alguna n € w, 6 X N C, es finito para cada
n € w, entonces para ver que & es s, es suficiente con probar que para cada
(IYnew € I+ \ Fin(w x w), existe I € £+ tal que I N I, es infinito para toda
n € w, para los siguientes dos casos.

I: Para cuando I, N C, es finito para cada n € w;
IT: y para cuando para cada n € w, existe n; € w tal que I,, C C,,.

Para I, por el Teorema 1.1 (véase by), la familia (f,: a < b) es no acotada
sobre cada subconjunto infinito de w, entonces para cada n € w, existe a,, < b
tal que B, = I, N L,, es infinito. Sea o = sup{a,: n € w}, luego aplicando
nuevamente el Teorema 1.1 (véase br), existe I C L, tal que B, C* I para cada
n €w,y fzgN1 es finito para cada 3 < o, y en consecuencia también para toda
B3, porloque I € 7+,

Para II, tengamos presente que (A,: a < b) forma una torre C*-decreciente
en P (w). Asi, para cada n € w existe a,, < b tal que m(I,) \ Aa, es infinito.
Tomando o = sup {a,,: n € w}, obtenemos que my(1,,) \ A, es infinito para toda
n € w, luego por lo supuesto, (w x (w \ Ay)) N I, es infinito para cada n € w.
Pues bien, hagamos I = w x (w \ Aa) \ La, y notemos también que I N I, es
infinito para cada n € w, ya que L, N C), es finito para cada n € w. Ahora, por
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la manera en que se tomé (f,: a < b), se tiene que I N f, es finito para cada
a < b, luego I € .7+ O

Por otro lado, la existencia de un espacio Fréchet numerable que sea s pero
no aq, no solo es consistente con ZFC si no también es independiente de ZFC.

2.28. TEOREMA (Dow [1990]). En el modelo de Laver para la conjetura de
Borel, cada espacio oy es aq.t O

A lo que respecta a encontrar un espacio Fréchet numerable que sea a; pero
no «p (primero numerable), tenemos una situacién andloga a la anterior. Esto
es, la existencia de tal espacio es independiente de ZFC. En efecto, empecemos
con mostrar la consistencia relativa con ZFC de la existencia de tal espacio.

2.29. PROPOSICION. Sea X un espacio topoldgico numerable y v € X, enton-
ces se tiene lo siguiente:

(1) Si x(x,X) < p, entonces X es Fréchet en x. Mds aiun, esta cota es
optima, es decir, existe un espacio numerable X y un punto x € X con
x(z, X) =p tal que X no es Fréchet en x.

(2) Six(z,X) < b, entonces X es ay en x. También esta cota es dptima, es
decir, existe un espacio numerable X y un punto x € X con x(x,X) =b
tal que X no es ay en x.

DEMOSTRACION. Empecemos traduciendo esto tltimo al lenguaje de ideales
que se desarroll6 en la Seccién 3 de este capitulo. Asi, la propiedad de que X
sea Fréchet (resp., sea ) en x se traduce en que el ideal .#, sea Fréchet (resp.,
sea aq), v x(z, X) se traduce en cof(.#,). Con esto en mente, pasemos entonces
a probar la version idealizada de esta proposicion.

(1) Sea .# un ideal sobre w tal que cof(.#) < pysea € #*. Tomemos # un
subconjunto cofinal de .# con | _#| = cof(.#), y hagamos & = {Y \ J: J € 7}
Como Y € % entonces & C [Y]“. Ahora, del hecho de que # es cofinal en .#,
nos es dificil ver que % tiene la pfif, luego |#/| < p implica la existencia de una
pseudo interseccion C' € [Y]¥ de la familia %. Y de aqui es inmediato ver que
C € .+, y por lo tanto .# es Fréchet.

Para la otra parte, tomemos una familia % C [w]* de tamano p con la pfif
sin pseudo intersecciones infinitas, y consideremos el ideal .# generado por la
familia {w \ U: U € % }. Pues bien, el ideal .# es alto. En efecto, sea Y € [w]*
entonces Y no es una pseudo interseccién de la familia %, luego existe U € %
tal que C' = Y \ U (el cual pertenece a .#) es infinito. Asi, .# no es Fréchet

ILa prueba de este teorema se presentard en el Capitulo 4 Seccién 3.
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y la cof(.#) = p, y entonces el espacio asociado X, no es Fréchet en .# y
X(jv Xﬂ) =p.

(2) Sea .# un ideal sobre w tal que cof(.#) < by sea (I,)ne., € #+\ Fin.
Tomemos _# un subconjunto cofinal de .# con |_#| = cof(.#). Definamos para
cada J € # una f; € “w como f;(n) =min{m € I,,: k ¢ J para cada k € I,
con k > m}, luego | _#| < b implica la existencia de una f € “w tal que f; <* f
para toda J € #. Sea I = (J,. {m € I,: f(n) < m}, entonces claramente
I,, C* I para toda n € w. Por otro lado, si J € _# entonces existe m; € w tal que
f1(n) < f(n) para toda n > m,, por lo que JNU,,5,, Am € I,: f(n) <m} =0,
y dado que U, _,,, {m € L, f(n) <m} CU,_,,, In, se sigue entonces que I N.J
es finito. Asi, I € £+ \ Fin, y por lo tanto .# es «;.

Para la otra parte, tomemos (f,: @ < b) una b-sucesién <*-creciente de
funciones no decrecientes en (“w, <*) no acotada. Ahora, para cada o < b, sea
Ay ={(n,m) € wxw:m < fo(n)} y considerese el ideal .# en w x w generado
por la familia {A,: a < b}. Pues bien, el ideal .# no es oy y la cof(.#) = b.
En efecto, que la cof(.#) = b es claro, ahora para ver que . no es aj, sea
I, = {n} xw para cada n € w, entonces (I,,),c, C -#*\ Fin. Ahora, supongamos
que para algin I C w X w se tiene que I, C* [ para toda n € w, entonces
definamos f € “w como f(n) = min{m € w: (n,k) € I,, NI para toda k > m},
luego existe « < by N € [w]“ tal que f,(n) > f(n) para toda n € N, pero esto
quiere decir entonces que I N A, es infinito. Por lo tanto .# no es ay. Asi, el
espacio asociado Xy noes a; en £y x(#, X ) =b. O

2.30. COROLARIO. p > wy implica la existencia de un espacio Fréchet nume-
rable que es aq pero no ay.

DEMOSTRACION. Para esto, tomemos un ideal .# sobre w con cof(.¥) = w;
(e.g, el ideal generado por una familia AD de tamanio w; ), y dado que w; < p < b
entonces por la proposicién anterior tenemos que el ideal .# es tanto Fréchet como
ay pero no ayq. Asi, el espacio asociado X » es Fréchet o pero no aq. O

En el otro sentido, tenemos el siguiente resultado.

2.31. TEOREMA (Dow y STEPRANS [1992]). Eziste un modelo de ZFC en
el cual todo espacio Fréchet numerable que es ap también es ay. O

Por otro lado, la siguiente proposiciéon nos muestra que no podemos tener una
situaciéon en la que tengamos los Teoremas 2.28 y 2.31 simultaneamente.

2.32. PROPOSICION. Euxiste un espacio Fréchet numerable que es ay pero no
es ag.
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DEMOSTRACION. Para esto, serd suficiente con encontrar un ideal Fréchet
sobre w que sea sy pero no «g. Observando que la propiedad de ser o en un
ideal .7, se traduce en que la cof(#) = w.

Pues bien, una grieta de Hausdorff en ([w]“, C*) nos proporciona tal ideal. En
efecto, sea ({aq: @ < wi},{bs: @ < w;}) una grieta de Hausdorff en ([w]*, C*),
donde a nuetra grieta la pensaremos como dos torres C*-crecientes. Ahora, sea
J ={X Cw: X Na, es finito para cada o < wy }.

Para ver que .# es Fréchet, notemos que X € £ si y s6lo si existe a < w;
tal que X N a, es infinito, de donde se obtiene en particular que X Na, € 7.

Veamos ahora que . es ap pero no ag. Sea (I,)ne € £+ \ Fin, entonces
para cada n € w existe ,, < w; tal que I, Na,, es infinito, sea entonces o >
sup {a,: n € w}, luego a, D a,, para cada n € w. Asf, haciendo [ = a, € F*
se obtiene que I N I, es infinito para cada n € w, por lo que .# es ay. Para ver
que cof(.#) > w, consideremos (I,,)ne, € # y mostremos que existe I € & tal
que I\ I, # () para cada n € w. Para ello, notemos que por la manera en que
estamos pensando a nuestra grieta de Hausdorff, se tiene que {b,: o <w;} C .Z.
Ahora bien, dado que {b,: @ < w;} forma parte de una grieta de Hausdorff,
entonces es posible asegurar que para cada n € w existe a,, < wy tal que b,, \ I,
es infinito, ya que en caso contrario, para alguna n € w, b, \ I, es finito para
cada a < wq, lo cual nos dice que b, C* I, para cada o < wy, y como [I,, € &,
entonces también se tiene que a, N I, es finito para cada a < wy, contrario a
que ({aq: a < w1}, {by: @ < wi}) es una grieta de Hausdorff. Asi, tomando
a > sup{a,: n € w} y haciendo I = b,, obtenemos que I \ [, es infinito para
cada n € w. O

Otro ejemplo de un ideal Fréchet que sea as pero no ag nos lo proveen los
N-conjuntos.

Un espacio X C R (o en lugar de R un espacio métrico separable) es llamado
un A-conjunto, si cada subconjunto contable de X es un conjunto G5 en X. Por
otro lado, decimos que un subconjunto de reales X es un \-conjunto, si para
cada conjunto contable A C R, A es G5 en el subespacio X U A. Ahora, es facil
ver que X es un \-conjunto si y sélo si para cada conjunto contable A, X U A
es un A-conjunto.

Cabe mencionar que la nocién de N-conjunto depende del espacio en donde
se esté trabajando. Por ejemplo, una grieta de Hausdorff es un ejemplo de un
N-conjunto en 2¢ de cardinalidad wy, y el conjunto X = {f, € “w: a < b},
para X no acotado y bien ordenado por <*, es un ejemplo de un \-conjunto en
w¥. Sin embargo, en el modelo de Laver (en donde b = ¢ = wy) A. W. MILLER
en [1993] demuestra que no hay N-conjuntos en 2 de cardinalidad ws, luego
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podemos tener un \'-conjunto en w* de tamano wy, y carecer de N'-conjuntos en
2“ de cardinalidad w».

Teniendo ya garantizada la existencia de X'-conjuntos en ZFC, entonces nues-
tra siguiente proposicién tiene sentido en ZFC.

2.33. TEOREMA (NYIKOs [1989]). Sea X C 2¥ un N-conjunto, entonces
Br(X) es as.

DEMOSTRACION. Supongamos que X C 2 es un X-conjunto, y sea (I,,) e, C
Br(X) \ Fin(2<%). Refinando si es necesario, podemos suponer sin pérdida de
generalidad que para cada n € w, o [, es una antidadena convergente a un pun-
to x € 2¢ es decir, I, C* (x | m) para toda m € w, o I, C I, para algin
x € 2¢\ X, teniendo también en este caso que I,, es convergente a z. Para cada
n € w, denotemos por a, al punto al que converge el conjunto [,,. Pues bien, sea
A ={a,: n € w}. Dado que X es un N-conjunto, X \ A esun F, en X UA, luego
X\ ACU,e, Fn con F, cerrado en 2¢ para cadan € wy AN (U,e, Fn) = 0.
Como 2% es un espacio separable 0-dimensional, entonces de hecho podemos su-
poner que los [,’s son ajenos por pares. Hagamos T, = (J,. r, 1z para cada
n € w. Ahora, por induccién, encontremos una sucesién (S,)new € 2¢ y un
conjunto infinito I = {t,,: n € w} C 2<¥ tales que para cada n € w:

(1) s, € 1o,

(2) t, € 1,0 ((sp) \ Ia,) si a, € X, en otro caso t,, € I, N (s,);

(3) (50) N (Upenn Trm) = 0, tm & (sn) para todam < n,y (s,) NI, = 0 para
m < n con G, % a,.

Para el caso base, dado que Fy es un conjunto cerrado y ag ¢ Fp, entonces
existe sy € I,, tal que (so) N Ty = 0. Ahora, en caso de que ap € X, entonces
de nuestras hipotesis se sigue que Iy debe ser una anticadena convergente a ag,
luego existe ty € Iy N ((so) \ La,). En caso contrario, Iy C I,,, entonces para este
caso tenemos que existe tg € Iy N (sp).

Supongamos ahora que hemos definido nuestras sucesiones hasta el paso n.
Asf, dado que ,,«,, 1 Fin es un conjunto cerrado y any1 ¢ U,, <, 1 Fim, entonces
existe s,41 € I, tal que (s,41) N (U<, Tm) = 0. Ahora, como los conjuntos
{am:m < n}\{ans1} y {tm: m < n} son finitos, entonces podemos suponer
ademds que t,, € (s,.1) para toda m < n, y (s,41) N1, = 0 param < n
con a,, # a,y1. Por el mismo argumento que se usé en el caso base, elegimos
to1 € Tng1 N ((Spg1) \ La,,,,) en caso de que anpq1 € X, ¥ty € Lni1 N (Spi1) en
caso contrario.

Finalmente, de las propiedades que cumplen las dos sucesiones que hemos
definido, es facil ver que I € Br=(X) \ Fin(2<¥), y como I N I, # 0 para cada
n € w, se sigue entonces que Br(X) es as. O

0?7
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2.34. COROLARIO. Sea Y C 2¥ un XN -conjunto, entonces el espacio X 5 aso-
ciado al ideal & = Br(Y'), es un ejemplo de un espacio Fréchet numerable que
€S iy PETO NO €S Q.

DEMOSTRACION. En efecto, del Corolario 2.26 y del Teorema 2.33, se sigue
que el ideal Br(Y') es Fréchet y . Ahora, como el ideal Br(Y') es generado por
una familia AD y como Y es no numerable, ya que Y es un N-conjunto, entonces
cof(Br(Y')) > w, es decir, Br(Y') no es ay. O

Veamos ahora algunas relaciones que hay entre las a;-propiedades y algunos
juegos topoldgicos infinitos.

2.35. DEFINICION (GRUENHAGE [1976]). Sea X un espacio topolégico y
x € X. El juego abierto-punto Gop(x, X) esta definido como sigue. Este es jugado
por dos jugadores, I y II. En el n-ésimo paso (n € w), el jugador I elige un
subconjunto abierto U, de X alrededor de z, y el jugador II elige un punto
z, € U, \ {z}. I gana si la sucesion (x,)ne, converge a z, en otro caso II gana.

<w _

Como es usual, una estrategia para el jugador I es un mapeo p: (X°)
n(z) y una estrategia para el jugador IT es un mapeo o: n(z)<“\{0} — X° tal que
para cadan € wy para cada s € "n(z) se tiene que o(s) € s(n—1). Una estrategia
p para I es una estrategia ganadora si para cada f € “X tal que f(n) € p(f [ n)
para cada n € w se tiene que x € ran(f). Similarmente, o es una estrategia

ganadora para II, si para cada [ € “n(x) se tiene que x & {o(f [ n): n € w}.

2.36. PROPOSICION. Sea X un espacio topoldgico, entonces:

(a) Si X es numerable, entonces 1 tiene estrategia ganadora si y sélo si
X(z, X) = w (equivalentemente X es o en x).

(b) II tiene estrategia ganadora si y solo si existe T C (X°)
ramificacion en Z,° tal que [T] C €.F.

<@ un drbol de

DEMOSTRACION. (a) Sea p una estrategia para I y supongamos que y(z, X) >
w. Dado que ran(p) es numerable entonces existe U € n(zx) tal que p(t) € U para
toda t € (X°)<“. Asi, si II elige z,, € U, \ U en el paso n, entonces la sucesién
(Tn)new no convergerd a x, luego p no puede ser una estrategia ganadora para I.
Por lo tanto, si I tiene estrategia ganadora entonces X es .

Para el otro sentido, supongamos que y(z, X) = w, entonces existe una base
numerable {U,, € n(z): n € w} alrededor de x de tal manera que U, C U,
para cada n € w. Asi, la estrategia ganadora para I es que en el paso n elija U,.

(b) Supongamos que o: n(z)<\ {0} — X° es una estrategia ganadora para
IT, entonces construyamos por induccién un arbol 7' C (X°)< poniendo ) € T
y si s € T entonces es posible encontrar una sucesion finita 5 € n(z)<“ tal que
dom(5) = dom(s) y para cada n en dom(s) se tiene que s(n) = o(35 [ n) y
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s [ n=3/[n. Entonces s™y € T siy sélo si existe U € n(z) tal que o(37U) = v.
Fija esta U ponemos s~n = 35°U. Como o es una estrategia, es claro que T es
un arbol de ramificaciéon en .7, y como esta estrategia es ganadora entonces
[T) CE;r.

Para el otro sentido, supongamos que existe 7' C (X°)<“ un arbol de ramifi-
cacién en .7 tal que [T] C %, . Entonces la estrategia que hace ganar a II es
la siguiente. En la primera jugada II debe elegir xy € Uy N sucy (D), luego para
la jugada n > 1 debe elegir z,, € U, Nsuc(z,_1), siendo x,_1 lo que jugd en la
jugada n — 1. Asi (x,)nen € T y entonces (x,)ne, NO converge a . O

2.37. PROPOSICION. Supongamos que X es un espacio de Fréchet en x, en-
tonces I no tiene estrategia ganadora si y solo si X es ag en x.

DEMOSTRACION. Supongamos que IT no tiene estrategia ganadora, enton-
ces para cada arbol T C (X°)<¥ existe f € [T] tal que ran(f) € £ . Aho-
ra, sea (I,)necw C Z1 \ Fin(X°), y consideremos T = {s € (X°)<“: s(n) €
I,, para cada n < |s|}. Entonces T" es un arbol de ramificacién en .#,", luego
existe f € [T] con ran(f) € Z;- \ Fin(X°). Pues bien, si I = ran(f) entonces
INI, # 0 para cadan € w. Asi, X es ay en .

Para el otro sentido, sea T' C (X°)<“ un drbol de ramificacién en .. Como
X es Fréchet en x, entonces para cada s € T existe I, € £\ Fin(X°) tal que
I, C sucy(s). Ahora, como X es ay en x entonces existe [ € £\ Fin(X°) tal
que I NI # () para cada s € T, luego existe f € [T] tal que ran(f) C I. Por lo
tanto II no tiene estrategia ganadora. O



CAPIiTULO 3
Grupos de Fréchet

1. Introduccién

Indudablemente, los problemas de metrizacién de ciertas clases de espacios
topolégicos, han sido siempre de gran interés para la topologia general. Asi, por
ejemplo, para la clase de grupos topoldgicos se tiene el siguiente teorema de
metrizacion.

3.1. TEOREMA (BIRKHOFF [1936], KAKUTANI [1936]). Todo grupo topoldgi-
co primero numerable es metrizable. O

Ahora, si debilitamos en el teorema anterior la hip6tesis de primero numerable
por la hipotesis de ser Fréchet, es natural preguntarnos si todavia se tiene un
teorema de metrizacién. Pues bien, el siguiente ejemplo nos da un respuesta a
esto en el sentido negativo.

3.2. EJEMPLO. La suma directa de w; copias del grupo topolégico del circu-
lo (R/Z,+), es un grupo topoldgico o-compacto Fréchet el cual no es primero
numerable.

Tal ejemplo, sin embargo no es separable. Asi, V. I Malykhin en 1978 hace la
siguiente pregunta.

(Existe un grupo topolégico separable Fréchet no metrizable?

En este sentido, tenemos lo siguiente.

3.3. PROPOSICION. Si todo grupo topoldgico Fréchet numerable es metrizable,
entonces también lo es todo grupo topologico separable Fréchet.

DEMOSTRACION. Supongamos que G es un grupo topoldgico separable Fré-
chet, entonces por la separabilidad, G admite un subgrupo denso numerable H,
luego por hipétesis H es metrizable. Asi, tomando {V,,: n € w} una base local
numerable del elemento identidad e en H, obtenemos para cada n € w, un abierto
U,en G talque V,, =U,NH.

Ahora bien, {U,,: n € w} forma una base local de e en G. En efecto, sea U €
ne(e), entonces por la regularidad de G, existe W € ng(e) tal que Clg(W) C U.

31
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Por otro lado, existe n € w tal que V,, C W N H, y por densidad de H, se tiene
que Clg(U,) = Clg(V,,) C Clg(W), por lo que U,, C U.

Finalmente, por la homogeniedad de un grupo topoldgico, se tiene entonces
que G es primero numerable, luego por el Teorema 3.1, se obtiene que G es
metrizable. (|

Asi, la pregunta de Malykhin es equivalente a la siguiente pregunta.
. Existe un grupo topolégico numerable Fréchet no metrizable?

Siendo esta, la formulacién a la que nos referirémos cuando hablemos de la
pregunta (o problema) de Malykhin.

Con el objetivo de mostrar ejemplos consistentes a esta tultima pregunta,
en este capitulo nos dedicaremos a estudiar los grupos topolégicos numerables
bajo la propiedad de Fréchet y las «;-propiedades. Pasando por cierta clase de
grupos topoldgicos booleanos numerables, se dan dos ejemplos consistentes del
tipo booleano, bajo ciertas aseveraciones relativas a los cardinales b y p. También
se analiza la propiedad de Fréchet en los espacios C,(X), obteniendo asi otro
ejemplo consistente del tipo C,(X), bajo la existencia de y-conjuntos.

Por otro lado, con la nocién de bisecuencialidad, A. V. ARHANGEL'SKII y
V. I. MALYKHIN en [1996] hacen una generalizacién del Teorema 3.1.

3.4. DEFINICION. Sea X un espacio topoldgico, decimos que X es bisecuencial
en z € X, si para cada ultrafiltro % sobre X que converja a z, existe una sucesion
(Xn:n € w)y C % convergente a x, es decir, para cada U € n(z) existe n € w
tal que X,, C U. Llamando entonces a X bisecuencial, si este es bisecuencial en
cada xr € X.

Notemos que todo espacio primero numerable es bisecuencial. Por lo que el
siguiente teorema generaliza el Teorema 3.1.

3.5. TEOREMA (A. V. ARHANGEL'SKIl y V. I. MALYKHIN [1996]). Todo
grupo topologico bisecuencial es metrizable.

DEMOSTRACION. Supongamos que G es un grupo topoldgico bisecuencial
con elemento identidad e. Sea ¢ la familia de todos los subconjuntos abiertos
densos de G, luego como n(e) U ¥ tiene la propiedad de la interseccién finita,
entonces tomemos % un ultrafiltro sobre G' que contenga a n(e) U¥, obteniendo
en particular que nwd(G) N % = (. Ahora, dado que G es bisecuencial en e,
entonces existe una sucesion (X,: n € w) C % convergente a e. Haciendo U,, =
int(X,) # 0y V, = U, U, ! para cada n € w, obtenemos que (V,,: n € w) forma
una base de vecindades alrededor de e. En efecto, de la teoria basica de grupos
topoldgicos, se sabe que existe ¥ C n(e) tal que ¥ - ¥~ ={V .- V1.V e ¥}
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forma una base de vecindades alrededor de e. Ahora, dado que G es regular, para
V € ¥ existe U € n(e) tal que U C V, luego como existe n € w tal que X,, C U,
obtenemos que U, C V, por lo que entonces V,, C V- V=1 Asi, (V,,:n € w)
forma una base de vecindades alrededor de e.

Asi, por la homogeniedad de un grupo topoldgico, obtenemos que G es pri-
mero numerable, luego por el Teorema 3.1, G es metrizable. ([

Este teorema lo retomaremos en el Capitulo 4 cuando analizemos la pregunta
de Malykhin bajo la nociéon de definibilidad.

Pues bien, regresando a los grupos de Fréchet, comencemos nuestro estudio
con el siguiente resultado.

3.6. TEOREMA (NYIKOS [1981]). Todo grupo topoldgico Fréchet es ay.

DEMOSTRACION. Sea G un grupo topoldgico Fréchet con elemento identidad
e. Por la homogeniedad de un grupo topolégico, para ver que G es ay, es suficiente
con probar que G es ay en e. Asi, sea (I,)ne € £\ Fin(G°) y {z,: n € w} una
enumeracién de Iy, entonces se tiene que x, - I, — x, para cada n € w, luego
e € X, donde X = {J,. (@, - I,,). Ahora, dado que G es Fréchet en e, existe
J € [X]“ tal que J — e, entonces J N (z, - I,,) es finito para cada n € w, luego
existe K € [w]“ tal que (xy - yr)rex C J con yi € I, para cada k € K.

Por otro lado, dado que (zy)rex converge a e, entonces también lo hace la
sucesion (r; ' )rer, y en consecuencia la sucesion (z; ' (75 -yx)) también converge
ae Ast, I = {yp: k € K} € 2+ y satisface que 3°n € w tal que IN1, #0. O

En la teoria béasica de grupos topoldgicos, la siguiente proposicion es de suma
importancia. En ella se resumen varias propiedades importantes que se tienen en
n(e), cuando se trabaja sobre un grupo topolédgico G' con elememento identidad
e; de hecho, esta familia se caracteriza completamente. Esta es una de las pe-
culiaridades que distinguen a los grupos topolégicos de los espacios topoldgicos
arbitrarios. Ademads, dicha proposicién nos proporciona un método para definir
topologias de grupos topolégicos.

3.7. PROPOSICION. Sea G un grupo topoldgico de Hausdorff con elemento
identidad e. Entonces existe una base local V" para e, tal que cumple las siguientes
condiciones.

W) N = {e};

(2) si U, V son dos elementos arbitrarios de V', entonces existe W € ¥ tal
que W CUNV;

(3) para cada U € ¥V, existe V€ ¥V tal que V-V CU;

(4) para cada U € ¥V y para cada x € U, existe V€ ¥ conx-V CU;

(5) para cada U € V yx € G, existe V€V conx -V -2~ CU.
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Reciprocamente, si tenemos un grupo G y una familia ¥ no vacia de sub-
conjuntos de G que contienen a e, tales que se satisface las condiciones del (1)
al (5) para V', entonces cada una de las familias {x -U:U € ¥V yx € G} y
{U-2:U € ¥ yx € G} es una base para una topologia de grupo T para G.
Ademds, V' es una base local para e en (G, T). O

2. Grupos booleanos

Consideremos el grupo G = ([w]<*, A), los subconjuntos finitos de w con la
diferencia simétrica como operacién de grupo. Este grupo con esta operacién nos
resulta un grupo booleano (es decir, todo elemento que no sea el neutro del grupo
tiene orden 2) con elemento neutro (). A este grupo, le podemos introducir de
una manera natural una clase de topologias que hacen de GG un grupo topolégico,
como sigue.

Sea .# un ideal sobre w, para cada I € . consideremos el conjunto ., =
{a € [W|*:anTI # 0}, y denotemos por .#<* al ideal sobre [w]|<*, generado
por los conjuntos #; con I € .#, esto es, £<¢ = {A C [w]<¥: existe [ €
& tal que I Na # () para toda a € A}. Ahora bien, haciendo al filtro dual de
# <% una base de vecindades de (), introducimos una topologia 7, sobre G, que
hace de G un grupo topoldgico. Ahora, es ficil ver que (G, 7,) es Hausdorff si
y s6lo si & es libre (es decir, |J.# = w). Ahora, dado que para nosotros todo
ideal .# contiene a Fin, entonces .# es libre y en consecuencia 7, sera siempre
Hausdorff.

El estudio del ideal .#<“ bajo la propiedad de Fréchet, lo hacen E. REZNI-
CHENKO y O. SIPACHEVA en [1999], aunque ellos lo abordan en términos de que
un filtro .# sobre w tenga la propiedad de Fréchet-Urysohn para conjuntos fini-
tos (FUF), tal propiedad es denotada en la literatura también por FUy, (véase
G. GRUENHAGE y P.J. SzZEPTYCKI [2005]). La nocién FUF habia aparecido
ya antes en la literatura con A. Dow J. STEPRANS en [1992] bajo el nombre
“eroupwise Fréchet”, pero el primer estudio sisteméatico de esta nocién lo hacen
E. REZNICHENKO y O. SIPACHEVA en [1999].

Antes de comenzar el estudio de .# <%, cabe mencionar el siguiente resultado.

3.8. PROPOSICION. Todo grupo booleano numerable es isomorfo a ([w]<, A).

DEMOSTRACION. Para esto, simplemente notemos que todo grupo booleano
es un espacio vectorial sobre Zs, luego si este grupo es numerable, entonces este
espacio tendrd la misma dimension que ([w]<¥,A), por lo que ambos espacios
tendran que ser isomorfos como espacios vectoriales, entonces en particular tam-
bién lo tendran que ser como grupos. O

Demos ahora algunas relaciones que existen entre . <“ y 7.
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3.9. PROPOSICION. Sea .& un ideal (libre) sobre w, entonces se tiene que:
(1) 70 hace de G un grupo topoldgico.
(2) coflI) = cof(F=Y), luego 75 es primero numerable (equivalentemente,
metrizable) si y sélo si cof(I) = w.
(3) 7.0 es Fréchet si y sdlo si I<¥ es Fréchet.

DEMOSTRACION. (1) Para esto, empecemos con notar que el filtro dual de
I es justamente F<Y = {A C [w]<¥: existe I € Z tal que [F|<¥ C A},
donde .# = 7*. Asi, el filtro .% <“ estd siendo generado por los conjuntos de la
forma [F]<“, con F' € .#. Ahora, es imediato ver que la familia ¥ = {[F]<“: F €
F }, satisface las condiciones de la Proposicién 3.7, por lo que entonces 7 hace
de G un grupo topoldgico.

(2) Para esto, notemos que si ¢ es un subconjunto cofinal de .#, entonces
los conjuntos de la forma .#; para J € _# forman un subconjunto cofinal de
I < de aqui que cof(F <) < cof(.#).

Para la otra desigualdad, notemos que podemos identificar al ideal .# con
=<9 ] [w]'. Asi, si & es un subconjunto cofinal de .# <%  entonces &7 | |w]'
formard un subconjunto cofinal de <% | [w]!, de aqui que cof(.#) < cof(F<¥).
Por lo tanto, cof(.#) = cof(.#<¥).

Finalmente, de esto tdltimo y del Teorema 3.1, se sigue entonces la otra parte
de este inciso.

(3) Sea X € (F<)", entonces para cada I € .# existe a € X con I Na = ).
Equivalentemente, para cada F' € % existe a € X con a C F, donde .% = 7*.
Asi, X N [F]<¥ # ) para cada F € .Z. Luego, por definicién de 7, § € X.
Ahora, por ser 7, Fréchet, existe C' € [X]¥ tal que C' — (), por lo que entonces
C e (7<)t

En el otro sentido, sea X C [w]<¥ tal que () € X. Entonces X N [F]<¥ # ()
para cada F € # (F = .#*). Esto quiere decir que X € (& <)", luego por ser
S < Fréchet, existe C' € [X]“ tal que C' € (F<¥)*, de donde, C' — 0. O

Veamos a continuacién algunas relaciones que hay entre .# y #<“ en corre-
lacion con la propiedad de Fréchet y las a;-propiedades.

3.10. PROPOSICION. Sea .# un ideal sobre w. Si <% es Fréchet o «; para
i€{1,2,3,4}, entonces también & es Fréchet o o; para i € {1,2,3,4} respecti-
vamente.

DEMOSTRACION. Para ver esto, como podemos identificar al ideal .# con
<9 | [w]', vy dado que la atomizacién [w]! € (£ <¥)T, entonces la propiedad
de ser Fréchet o «; para i € {1,2,3,4} del ideal .#<“| serd heredada también a
< | |w]!, y en consecuencia a .#. O
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Veamos ahora que las propiedades ay, as y as coinciden en .#<“. Este re-
sultado fue dado por P. J. NYIKOS en [1992], asi como otras consecuencias
relativas a los ideales .#<* y .#. Estos resultados los engloba nuestro siguiente
teorema y, para esto, necesitaremos del siguiente lema.

3.11. LEMA. Sea & un ideal sobre w, entonces X € (F<9)* si y sdlo si
UX € 41 y X es localmente finito, esto es, {x € X: n € x} es finito para cada
new.

DEMOSTRACION. Sea X € (£<“)L e [ € . dado, como ¥ € .#<“ entonces
XN =A{r € X:xznI esfinito} es finito, luego (|JX) N I es finito. Asi,
U X € #4, ahora para ver que X es localmente finito, notemos que para cada
n € w se tiene que {n} € .7, luego S,y = {a € [W]¥: n € a} € I, entonces
X N Sy es finito, es decir, {x € X:n € z} es finito, luego X es localmente
finito.

En el otro sentido, sea X € [w]<¥ localmente finito con |J X € .#+. Para ver
que X € (F<)L es suficiente con probar que X N.#; es finito para cada I € .#.
Pues bien, sea I € .# entonces para X N = {z € X: x NI es finito} tenemos
que (UX)NI CYXNA), pero (IJX)NI es finito y dado que X es localmente
finito, entonces X N .#; debe ser finito. Por lo tanto X € (.7 <¥)*. O

3.12. TEOREMA (NYIKOS [1992]). Sea . un ideal sobre w, entonces:
(1) I<¥ es ay sty solo si I es a.
(2) ay es equivalente a ag para F=¥.
(3) Si I<¥ es Fréchet, entonces I<“ es as.

DEMOSTRACION. (1) Una de las implicaciones ya fué observada anteriormen-
te en la Proposicion 3.10, por lo que sélo una implicacién requiere de prueba.

Asf, supongamos que el ideal .# es oy, y tomemos (X,,: n € w) C (F<)L\
Fin([w]<¥). Hagamos I,, = |J X,, para cada n € w, luego por el Lema 3.11, se
sigue que (I,: n € w) C F+ y que X, es localmente finito para cada n € w,
deduciendose de esto tdltimo en particular, que I, es infinito para cada n €
w. Y dado que .£ es ay, entonces existe I € £+ tal que I, C* I para toda
n € w. Ahora, dado que X,, es localmente finito, obtenemos por un lado que
{z € X,,: xNn # 0} es finito, y por el otro que x C I para toda = € X,, salvo
una cantidad finita. Asi, definiendo X = {x € X,,: @ C I y x N'n = (0} para
cada n € w, obtenemos que X,, C* X! para cada n € w. Pues bien, hagamos
X = U,e, XJ,, luego JX C I, por lo que |JX € J*. Por otro lado, por la
manera en que se definieron los X ’s, es facil ver que X es localmente finito, luego
por el Lema 3.11, se obtiene que X € (£ <¥)L. Ahora, es claro que X,, C* X
para cada n € w. Por lo tanto, <% es a;.
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(2) Una de las implicaciones es clara.

Asf, supongamos que .#<“ es ay, y tomemos (X,:n € w) C (F<)L\
Fin([w]<¥). Fijando una enumeracién de X, digamos X,, = {z,(k): k € w},
para cada n € w, definamos y,(k) = U,,<, Tm(k) para (n,k) € w x w, luego
hagamos Y,, = {y,(k): k € w} para cada n € w. Asi, aplicando el Lema 3.11, se
obtiene que (Y,,: n € w) C (F£<¥)\Fin([w]<¥), luego como <% es ay, entonces
existe Y € (F<¥)* tal que Y NY,, # () para una infinidad de n’s. Entonces, para
cada n € w, podemos elegir k, tal que z,(k,) sea un subconjunto de algin
y(l,) € Y, y de tal manera que los [,’s sean distintos. Ahora, por Lema 3.11,
sabemos que [ JY € £+ y que Y es localmente finito, luego X = {x,(k,): n € w}
también es localmente finito, y dado que |JX C |JY entonces también tenemos
que [JX € £+ Asi, aplicando nuevamente el Lema 3.11, obtenemos que X €
(F <)L, el cual cumple por definicién que X N X,, # () para cada n € w. Por lo
tanto, & <% es ao.

(3) Supongamos que &< es Fréchet, entonces por la Proposicién 3.9 inciso
(3), se tiene que 7.» es Fréchet, luego por el Teorema 3.6, obtenemos que 7.5 es ay,
es decir, .£ <% es ay. Asi, aplicando el inciso anterior de este teorema, se obtiene
que <% es . O

3. ~y-conjuntos y espacios C,(X) Fréchet

Para un espacio topolégico X denotemos por C'(X) al conjunto de todas las
funciones continuas sobre X con valores reales. Sea .# una coleccién de subcon-
juntos de X. Para f € C(X), FF € # y ¢ > 0 definimos U(f, F,e) = {g €
C(X): |g(x) — f(z)] < e paratodax € F}. La topologia 7(.%) sobre C(X)
generada por la familia {U(f, F,e): f € C(X),F € # y ¢ > 0} como una sub-
base es llamada la topologia de convergencia uniforme sobre .% . La topologia de
convergencia uniforme sobre subconjuntos finitos de X es llamada la topologia
de convergencia puntual sobre C'(X), o simplemente la topologia puntual sobre
C(X).

Usamos C,(X) para denotar al espacio C(X) equipado con la topologia de
convergencia puntual. Ahora no es dificil ver que la topologia puntual sobre C'(X)
es precisamente la topologfa de C'(X) heredada de RX, donde la topologia que
se esta considerando en R¥ es la topologfa producto (de Tychonoff).

Para cada espacio X y cualquier familia .# de subconjuntos de X que con-
tenga a todos los subconjuntos finitos de X, el espacio (C'(X),7(.%)) es tanto
un espacio vectorial topolégico (localmente convexo) como un anillo topolégico.
En particular, C,(X) tiene estas propiedades.

Ahora bien, analizemos la propiedad de Fréchet en la clase de espacios C,(X)
junto con una propiedad de cubiertas de X que a continuacion definimos.
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3.13. DEFINICION. Sea X un conjunto (o un espacio) infinito y %/ una colec-
cion de conjuntos.

= Decimos que % es una w-cubierta de X, si para cada F' € [X]<“ existe
Ue tal que FF CU.

= Decimos que % es una y-cubierta de X, si para cada x € X, x € U para
toda U € % salvo una cantidad finita de U’s.

Ahora, decimos que X es un ~y-espacio, si cada w-cubierta abierta de X admite
una ~y-subcubierta numerable. En caso de que X C R (o0 en lugar de R un espacio
métrico separable), decimos que es un y-conjunto, si este es un y-espacio.

3.14. PROPOSICION. Sea X wun espacio topoldgico, entonces X" es Lindelof
para cada n € w sty solo si toda w-cubierta abierta de X admite una w-
subcubierta numerable.

DEMOSTRACION. Supongamos que X" es Lindelof para cada n € w y sea %
una w-cubierta abierta de X. Del hecho de que % es una w-cubierta abierta de
X, no es dificil ver que

w"r={U"Ue«}

es una cubierta abierta de X™ para cada n € w. Ahora como para cada n € w,
X"™ es Lindelof, entonces existe %, C % contable tal que %" es una cubierta
abierta de X", luego entonces ¥ = %, forma una w-subcubierta numerable
de % .

Para el otro sentido, sea # una cubierta abierta de X", hagamos

new

U ={U C X: U es abiero en X y U" puede ser cubierto

con una cantidad finita de elementos de #'}.

Es inmediato ver que % forma una w-cubierta abierta de X, luego existe ¥ una
w-subcubierta numerable de 7%, entonces 7" es una cubierta abierta de X™ y de
aqui se sigue facilmente que # admite una subcubierta contable. U

De aqui se obtiene en particular que un espacio segundo numerable X es un
~y-espacio, si cada w-cubierta abierta numerable de X admite una y-subcubierta.

Por otro lado, recordemos que un espacio X es llamado un P-espacio, si
cualquier interseccién contable de abiertos en X también es un abierto en X.
Entonces tenemos lo siguiente.

3.15. PROPOSICION. (1) Si X es un espacio topoldgico con |X| = w,
entonces X es un y-espacio.
(2) Si X es Lindeldf y P-espacio, entonces X es un y-espacio.
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DEMOSTRACION. (1) Supongamos que X es un espacio topoldgico con | X| =
w y sea % una w-cubierta abierta de X. Tomemos X = {z,:n € w} una
enumeracién del espacio X, como % es una w-cubierta abierta de X entonces
para cada n € w podemos fijar una U,, € % de tal manera que {z,,: m < n} C
U,. Entonces claramente 7" = {U,: n € w} forma una y-subcubierta numerable
de % .

(2) Supongamos que X es un espacio Lindeldf y sea %7 una w-cubierta abierta
de X. Como el producto finito de P-espacios Lindelof es también Lindelof, enton-
ces por la Proposiciéon 3.14 se sigue que % admite una w-subcubierta numerable.
Asi, podemos suponer sin pérdidad de generalidad que % es numerable. Ahora
bien, para cada z € X sea

Vo=(WUe%:xeU},

entonces {V,: z € X} forma una cubierta abierta del P-espacio Lindelof X.
Elegimos de esta cubierta una subcubierta contable {V,, : n € w} y entonces
para cada n € w elegimos U, € % de tal manera que {z,,: m < n} C U,. Asi,
{U,: n € w} es una y-subcubierta numerable de % . ]

3.16. TEOREMA (GERLITS y NAGY [1982]). Sea X un espacio topoldgico,
entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) Cp(X) es Fréchet y as.
(2) Cp(X) es Fréchet.
(3) X es un y-espacio.

DEMOSTRACION. (1) = (2). Es clara.
(2) = (3). Sea Z una w-cubierta abierta de X y hagamos

A={feCy)X): existe U € % tal que {x € X: |f(z)| <1} CU}.

Notemos que 0 € A (la cerradura tomada en C,(X)), donde 0 denota a la funcién
identicamente cero. En efecto, si U(F, <) es un abierto bésico alrededor de 0 en
Cp(X), tomemos una U € % con F' C U, y como los espacios que estamos
considerando son almenos Tychonoff, tomemos también una f € C,(X) con
O0< f<ltalque fI|F=0yf]X\U=1, luego entonces f € U(F,e) N A.
Ahora, como C,(X) es Fréchet, existe una sucesion (f,,) e € A convergente a 0.
Entonces para cada n € w elegimos U,, € Z tal que {z € X: |f,(x)| < 1} C U,,
luego {U,,: n € w} forma una 7-subcubierta numerable de % .

(3) = (1). Dado que C,(X) es en particular un grupo topolégico, para ver
que Cp(X) es Fréchet y aw, es suficiente con probar que C,(X) es Fréchet y s
en 0 .
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Por otro lado, notemos que un espacio X es Fréchet y as en un punto x € X
si y sélo si para cada sucesién (A, )pen con A, € X yx € A, para cada n € w,
existe una sucesién (z,),e, convergente a x tal que z,, € A, para cadan € w. De
aqui que esta propiedad se le conosca también como la propiedad de la sucesion
diagonal.

Ahora bien, veamos que para la propiedad de ser y-espacio, tenemos algo
analogo a lo anterior.

Afirmacion. X es un v-espacio si y sélo si para cada sucesion (%,)ne. de
w-cubiertas abiertas de X, existe U, € %, para cada n € w tal que {U,,: n € w}
forma una ~y-cubierta de X.

Demostracion de la afirmacion. Una implicacién es clara. Asi que suponga-
mos que X es un ~y-espacio y sea (%,)ne. una sucesioén de w-cubiertas abiertas de
X. Dado que podemos suponer sin pérdida de generalidad que %,,1 es un refina-
miento de %, para cada n € w, entonces es suficiente con probar que existe una
subsucesion infinita (ny: k € w) y una sucesion Uy, € %, tal que {Uy: k € w}
sea una ~y-cubierta de X.

Pues bien, sea {z,,: n € w} la enumeracién de un subconjunto infinito de X,
y hagamos

Vo ={U\{z}: U} v V=] %.
new
Es claro que 7 es una w-cubierta abierta de X, luego existe una sucesién Vj, € ¥
tal que {Vj: k € w} forma una v-cubierta de X. Ahora bien, para cada k € w
existe una n, € w y un abierto Uy tal que V;, C U, € %,,. Ahora, sin € wy
{p: m < n} CVj entonces ny > n, luego {ny: k € w} es infinito. O

Con ayuda de esta tltima afirmacién probemos entonces que C,(X) tiene
la propiedad de la sucesién diagonal. En efecto, sea (A, ), una sucesién de
subconjuntos de C,(X) tal que 0 € A, para cada n € w. Hagamos para cada
new

Uy = {{z € X: |f(x)] <27}: f € A}

Como claramente 0 € A, y A, C C,(X), entonces %, es una w-cubierta abierta
de X para toda n € w. De la afirmacién anterior se sigue que existe una sucesion
U, € %, tal que {U,: n € w} forma una ~-cubierta de X. Ahora, si U, = {z €
X: |fu(x)] <27} con f, € U,, entonces la sucesion (f,,)nen converge a 0. [

3.17. COROLARIO. Si existe un espacio X con C,(X) Fréchet y separable,
entonces existe un y-conjunto.

DEMOSTRACION. Supongamos que existe un espcio X tal que C,(X) es
Fréchet y separable, luego segtin el Teorema 3.16, X es un ~y-espacio.
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Por otro lado, C,(X) es separable si y sélo si X admite una topologia mas
débil segundo numerable.! Como nuestros espacios son almenos Tychonoff, en-
tonces por el teorema de metrizacién de Urysohn, se sigue que X admite una
topologia mas débil que es metrizable y separable.

Asi, como X es un 7-espacio, entonces el espacio X con esta topologia mas
débil sera también un v-espacio y por ende un vy-conjunto. O

Por otro lado, recordemos que un conjunto X C R es de medida fuerte cero
(SMZ por sus siglas en inglés), si para cada sucesién de reales positivos (,: n €
w), existe una sucesiéon de intervalos (I,: n € w) tal que [(I,) < e, para cada
newy X ClJ, . I, Pues bien, tenemos lo siguiente.

new

3.18. PROPOSICION. Todo ~-conjunto es SMZ.

DEMOSTRACION. Sea X un 7-conjunto y (,: n € w) una sucesién de rea-
les positivos, entonces para cada n € w, consideremos la familia %, la cual
estd formada por colecciones finitas de intervalos, F, tales que {I([): [ € F'} =
{€n, ... €nqip-1}. Asi, haciendo %, = {JF: F € #,} para cada n € w, obte-
nemos claramente una sucesién (%,: n € w) de w-cubiertas de X, luego por la
afirmacién dada en la demostracién del Teorema 3.16, existe U, € %, para cada
n € w de tal manera que {U,,: n € w} forma una y-cubierta de X.

Ahora bien, del hecho de que U,, € %, para cada n € w, podemos encontrar
recursivamente, una sucesién estrictamente creciente (ng: k € w) C w y una

sucesion de intervalos (I,,: n € w) tales que:

(1) Uo = Ungno Ins ¥ Ut = U, cncng,, In Para cada k € w;
(2) I(I,,) = e, para toda n € w.

Como {U,: n € w} es una y-cubierta de X, entonces también lo es {U,, 11: k €
w}, de donde X C |, ., In, vy por (2), se concluye que X es SMZ. O

new

Ahora bien, R. LAVER en [1976] demuestra la consistencia de la conjetura
de Borel, es decir, es consistente con ZFC que todo conjunto SMZ es numerable,
de donde obtenemos lo siguiente.

3.19. COROLARIO. Es consistente con ZFC que no haya vy-conjuntos no nu-
merables. ]

Asi, esto ultimo en combinacién con el Corolario 3.17, nos dice que en ZFC
no encontraremos un ejemplo a la pregunta de Malykhin (en la version separable)
del tipo C},(X). Sin embargo, si se tiene la consistencia de que haya ~-conjuntos
no numerables, mas aun, se tiene lo siguiente.

Wéase por ejemplo el Teorema 1.1.5 en A. V. ARHANGEL'SKIT [1992].
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3.20. TEOREMA (GERLITS y NAGY [1982]). MA + —~CH implica que todo
conjunto X C R con |X| = w; es un vy-conjunto.

DEMOSTRACION. Sea X C R con |X| = wy, y % una w-cubierta numerable
de X. Definamos el siguiente orden parcial (P, <), los elementos de P, son parejas
p=(F, %) donde F € [X]|<*y.Z% € [Z]|~¥. Ahora,sip = (F, F)yp = (F',.F")
son elementos de P, ponemos p' < psiysélosi F C F',.% C %'y F CU para
cada U € F'\ 7.

Por otro lado, es ficil ver que Py = {(F,.%) € P: FF C U} es centrado
para cada U € %,y dado que P = |J, .y Pu, entonces P es o-centrado y en
consecuencia cce, luego haciendo D, = {(F, #) €e P: x € F} y Dy = {(F, %) €
P: U € #} para cada © € X y cada U € %, obtenemos una familia & de
subconjuntos densos de P de tamano wy. Asi, por MA + —-CH, existe G C P
filtro Z-genérico, luego ¥ = | J{.Z : existe F' € [X|<¥ tal que (F, F) € G} C U
forma una ~-cubierta de X. O

De esto tltimo en combinacién con el Teorema 3.16, obtenemos un ejemplo
consistente a la pregunta de Malykhin del tipo C,(X).

Para finalizar esta seccién, mostremos la relaciéon que existe entre un ~y-
conjunto X C 2¥ y el ideal Br(X) de la Seccién 5 del Capitulo 2. Para esto,
necesitaremos de una reduccién en la definicién de que un subconjunto X de 2¢
sea un y-conjunto.

3.21. LEMA. Sea X C 2¥, entonces X es un y-conjunto si y sélo si toda w-
cubierta numerable de X formada por conjuntos cerrados-y-abiertos de 2¥ admaite
una y-subcubierta.

DEMOSTRACION. Supongamos que X es un ~y-conjunto y sea % una w-
cubierta numerable de X formada por conjuntos cerrados-y-abiertos de 2“. En-
tonces % | X forma una w-cubierta abierta (de hecho también cerrada) de X,
luego 7 | X admite una ~y-subcubierta de la forma ¥ | X, donde 7 es una
subcubierta de %, y como ¥ [ X es una y-cubierta de X, entonces también ¥
es una y-cubierta de X.

Para el otro sentido, sea % una w-cubierta abierta de X. Dado que 2“ es
un espacio separable 0-dimensional, entonces X admite un base numerable de
la forma Z | X, donde £ es una coleccion numerable de conjuntos cerrados-y-
abiertos de 2¢. Asi, como 7% es una w-cubierta abierta de X, entonces para cada
Fe[X|*“ existen U € % y .F € [#A]<¥ tales que F C |J.# | X C U. Haciendo
U ={UZF:.F € [B]“yexiste U € % tal que |J.F | X C U}, entonces %'
es una w-cubierta numerable de X formada por conjuntos cerrados-y-abiertos
de 2¥, luego %' admite una 7-subcubierta ¥”. Ahora bien, para cada V € ¥’
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fijemos una Uy € % tal que VN X C Uy, entonces ¥ = {Uy: V € ¥’} es una
~y-subcubierta de % . O

3.22. TEOREMA (NYIKOS [1989]). Sea X C 2% e .# = Br(X), entonces las
sigutentes condiciones son equivalentes:

(1) F<% es Fréchet.
(2) X es un y-conjunto.

DEMOSTRACION. (1) = (2). Supongamos que .# <* es Fréchet, y sea {U,,: n €
w} una w-cubierta de X formada por conjuntos cerrados-y-abiertos de 2, para
la cual podemos suponer que X ¢ U, para cada n € w. Ahora, recordemos que
los conjuntos de la forma U(t) = {f € 2¥: t C f} para t € 2<% nos forman una
base de cerrados-y-abiertos para 2¢. Sea V,, = 2\ U,, para cada n € w, como V,,
es cerrado-y-abierto en 2, entonces por compacidad existe B,, € [2<“]<“ tal que
Vi = Usep, U(t), cuya unién podemos suponer sin pérdida de generalidad que es
ajena. Sea A, = {t € B,,: existe z € X tal que t C z}, dado que X ¢ U, para
toda n € w, entonces A, # () para toda n € w.

Pues bien, sea Y = {A,: n € w}, entonces Y € (F<¥)*. En efecto, sea
I € 7, entonces existe F' € [X]|<“ tal que I C J,cp
I, ={z | n: n € w}. Ahora, existe n € w tal que F' C U,,, entonces por definicién
de A, obtenemos que A, NI, = () para cada x € F, luego A, NI = () y como
A, # 0, se sigue entonces que Y € (£ <¥)T. Asi, como &< es Fréchet, entonces
existe C' € [Y]“, y por tanto N € [w]“, tal que C' = {A,: n € N} € (<)L,

Pues bien, {U,: n € N} es una y-cubierta de X. En efecto, sea z € X, como
C € (F<*)t entonces C'N .77, es finito, es decir, {n € N: A, N1, # 0} es finito,
pero{ne N:x ¢ U,} C{ne N:A,NI, #0}, luego x € U, para todan € w
salvo una cantidad finita. Asi, por el Lema 3.21, se concluye entonces que X es
un y-conjunto.

(2) = (1). Supongamos que X es un ~vy-conjunto, y sea Y € (£<“)*. Para
cada A € Y, definamos V4 = (J,c4 U(t), luego V4 es un conjunto cerrado-y-
abierto de 2, y en consecuencia también lo es Uy = 2%\ V4. Asi, {Us: A €Y'}
forma una w-cubierta de X. En efecto, sea I' € [X]|<“ e I = (J,cp I, como
Y € (I, existe A € Y tal que ANT = (), entonces x ¢ V4 para toda
x € F, y por tanto F' C Uu. Dado que X es un 7-conjunto, por el Lema 3.21,
existe C' C Y tal que {Uas: A € C'} forma una 7-cubierta de X. Ahora, usando
nuevamente que Y € (& <¥)" podemos asegurar que esta y-cubierta es infinita,
luego entonces C' es infinito.

Pues bien, C' € (£<*)L. En efecto, sea z € X, dado que I, N A # () implica
x € Vy, es decir, x ¢ Uy, entonces {A € C: ANIL A0} C{AecC:x¢ Uty

I, donde recordemos que
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como {Ua: A € C} forma una vy-cubierta de X, se sigue entonces que C' N .77,
es finito, luego C' € (F<¥)+. Asi, # <% es Fréchet. 0

4. Mas ejemplos consistentes

3.23. PROPOSICION. p > w; implica la existencia de un grupo booleano nu-
merable Fréchet no metrizable.

DEMOSTRACION. Por la Proposicién 3.9, es suficiente con probar por ejem-
plo, que bajo p > w; es posible encontrar un ideal .# sobre w tal que el ideal
< sea Fréchet pero que cof(.¥) > w.

Pues bien, tomemos un ideal .# sobre w con cof(.#) = w;. Dado que cof(.# <) =
cof(.#) < p, entonces segin la versién idealizada de (1) del Teorema 2.29, se tiene
que el ideal .# <% es Fréchet. O

3.24. TEOREMA (NYIKOS [1992]). p = b implica la existencia de un grupo
booleano numerable Fréchet no metrizable.

DEMOSTRACION. Por la Proposicién 3.9, es suficiente con probar por ejem-
plo, que bajo p = b es posible encontrar un ideal . sobre w x w tal que el ideal
I < sea Fréchet pero que cof(.¥) > w.

Para esto, sea (f,: @ < b) una b-sucesién <*-creciente de funciones no
decrecientes en (“w,<*) no acotada. Ahora, para cada o < b consideremos
L, ={{n,m) € wxw:m < f,(n)}, y para cada n € w, sea C,, = {n} x w
(la n-ésima columna de w X w).

Pues bien, sea .# el ideal sobre w x w generado por la familia AD {f,: a <
b} U{C,: n € w}. Ahora, es facil ver que cof(.#) > w, y para ver que .#<* es
Fréchet, sea X € (#<¥)" y consideremos X, = {x € X: z C L,} para cada
a < b.

Afirmacion. Existe a < b tal que X, € (F<9)*.

Demostracion de la afirmacion. Supongamos lo contrario, entonces para cada
a < b existen F, € [a]* y n, € w tales que x N (Uzep, f5) # 0 para cada
r € X, con x N (n, X w) =0. Dado que la cofinalidad de b es no numerable (ya
que b es regular) existe un subconjunto estacionario Sy de b tal que |F,| = m,
digamos, para toda o € Sy. Aplicando el lema de Fodor a la funcién regresiva
r: Sy — b, dada por r(a) = min (F,), se obtiene la existencia de un estacionario
S1 € Sp y de un ordinal (5, tal que §y = min (F,) para toda a € S;. Repitiendo
este argumento m veces, se llega a un subconjunto estacionario S de b tal que
F, = F, digamos, para toda o € S.

SeaY = {z € X: zNfs =0 para toda f € F}, luego Y € (#<¥)*. Entonces
para cada conjunto finito de columnas de w X w, existe un elemento de Y que
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las evita, por lo que podemos definir {x,: n € w} C Y de tal manera que si
k, = min (m1(x,)) entonces k,, > méx (m(z,_1)). Sea h una funcién con dominio
{kn: n € w} tal que h(k,) > méax (m(x,)) para cada n € w, entonces existe
a € S tal que f,(k,) > h(k,) para una cantidad infinidad de n’s, y dado que f,
es no decreciente, se sigue que x,, C L, para una cantidad infinita de n’s. Pero
esto contradice que F, = F. ([

Una ves que hemos probado ya la afirmacién anterior, consideremos X# =
{z € X,: 2N fs = 0} paracada 3 < a, y paracadan € w,sea X = {x € X7: 2N
(n x w) = 0}. Dado que X,, € (F<¥)F, entonces 2" = {X?: < ayn € w}
forma una familia de subconjuntos infinitos de L5“ con pfif, y como |a| < p (este
en el Unico lugar donde se usa que p = b), entonces existe C' C L5“ una pseudo
interseccién infinita de la familia 2", Ahora, es facil ver que |JC € £+ y que C
es localmente finito, luego por el Lema 3.11, se concluye que C' € (£ <%)L. Por
lo tanto .# <% es Fréchet. O



CAPI{TULO 4
El problema de Malykhin y definibilidad

1. Introduccién

Dado que podemos identificar a cada subconjunto de w (o cualquier conjunto
numerable) con su funcién carateristica, entonces podemos identificar al conjunto
potencia & (w) con el espacio de Cantor 2. Ahora, dado que cada topologia
sobre w es en particular un subconjunto de & (w), es claro entonces qué significa
cuando decimos que T sea cerrada, abierta, G, Borel, analitica, etc. En este
sentido, dado que los ejemplos consistentes a la pregunta de Malykhin que se
conocen hasta el momento son todos ellos no definibles, entonces comenzamos
este capitulo demostrando que no hay ejemplos definibles a esta pregunta de
complejidad analitica.

Para esto, retomemos la nocion de bisecuencialidad que introducimos en la
Seccion 1 del Capitulo 3.

Motivados por la Definicién 3.4, decimos que un ideal .# sobre w es bisecuen-
cial, si para cada ultrafiltro % sobre w con Z N % = (), existe una sucesién
(X,:n €w) C% tal que para toda I € & existe n € w con I N X, = 0.

Por otro lado, decimos que . es selectivo, si satisface las siguientes dos con-
diciones:

pt: Para cada sucesién decreciente (X,,: n € w) C I, existe X € F*
tal que X C* X, para cada n € w.

q*: Para cada X € " y toda particién X =, ., F, de X en conjuntos
finitos, existe Y C X tal que Y € " y |[Y N F,| < 1 para cada n € w.

Es claro que todo espacio bisecuencial es tanto Fréchet como a4, y como
todo grupo topoldgico Fréchet es ay (vedse Teorema 3.6), entonces es natural
preguntarnos qué relacion pueden guardar estos espacios con los espacios bise-
cuenciales. Para la clase de espacios analiticos, tenemos una respuesta en un
sentido, la cual nos permitird dar en el Teorema 4.2 una respuesta parcial a la
pregunta de Malyhin en el sentido negativo.

4.1. LEMA. Todo grupo topologico Fréchet numerable cuya topologia sea analiti-
ca es bisicuencial.

47
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DEMOSTRACION. Sea GG un grupo topolégico Fréchet numerable con elemen-
to identidad e, cuya topologia sea analitica. Por la homogeniedad de un grupo
topoldgico, basta probar que G es bisecuencial en e, lo cual significa, traduciendo
a nuestro lenguaje de ideales, que el ideal .#, sea bisecuencial. Para esto, como
GG es numerable, entonces de entrada podemos pensar a nuestro ideal %, sobre
w.

Pues bien, empecemos viendo que el ideal .#, es selectivo. Para esto, como
G es Fréchet y ay (por Teorema 3.6) en e, entonces .#. es tanto Fréchet como
ay. Asf, tomemos una sucesién decreciente (X,,: n € w) C Z*, luego como .7,
es Fréchet, para cada n € w existe I,, € [X,,]* tal que I, € £, ahora haciendo
una aplicacion sencilla del lema de refinamiento ajeno, podemos suponer que los
I,’s son ejenos por pares. Ahora, dado que .7, es ay, entonces existe [ € Z-
tal que N = {n € w: I N1, # 0} es infinito. Tomando una funcién de eleccién
f: N — U,en(I N 1,) y haciendo X = ran(f), obtenemos que X € .7;" y que
X C* X, para cada n € w, es decir, .7, es pT.

Para ver que .7, es ¢*, tomemos X € 7" y X =, ., F> una particién de X
en conjuntos finitos. Por ser .7, Fréchet, existe I € [X]* tal que I € .-, luego
N ={n € w: INF, # 0} es infinito, por lo que tomamos una funcién de eleccién
f: N = U,eo(INE,) y hacemos Y = ran(f), teniendo entonces que Y € .7;" y
YN F,| <1 para cada n € w, es decir, .Z, es ¢*. Con esto concluimos que .7, es
selectivo.

Para ver que .Z, es bisecuencial, sea % un ultrafiltro sobre w tal que Z N
#, = (), entonces definamos el siguiente juego topoldgico infinito. El juego
G(% ,w, #"), es jugado por dos jugadores, I y II. En el n-ésimo paso (n € w),
el jugador T elige un elemento U, € %, y el jugador II elige un punto x,, € U,.
I gana si el conjunto {x,: n € w} € Z, en otro caso II gana. Teniendo entonces
que:

» T tiene estrategia ganadora si y sélo si existe 7' C [w]|<¥ un 4rbol de
ramificacién en % tal que [T] C .7,.

» IT tiene estrategia ganadora si y sélo si existe 7' C [w]<¥ un arbol de
ramificacién en % tal que [T] C 7.

Ahora bien, como .7, es selectivo, entonces I no tiene estrategia ganado-
ra. En efecto, sea 7' C [w]<¥ un arbol de ramificaciéon en %, para el cual
podemos suponer sin pérdida de generalidad que cada t € T es estrictamen-
te creciente. Dado que el ultrafiltro % es centrado, T' es numerable y .Z, es
pT, entonces existe X € ZF tal que X C* sucy(t) para cada t € T, en
donde podemos suponer sin pérdida de generalidad que X C sucr(()). Defi-
namos recursivamente una funciéon ¢: w — w estrictamente creciente tal que
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g(0) = 0, yparan > 1, g(n) = min{k €w: k>gn—1)y X\ k Csucp(t)
para cada t € T conran(t) C g(n — 1)}. Es inmediato ver que nuestra fun-
cién g estd bien definida. Ahora, sean Xy = U, ([9(2n),9(2n + 1)] N X) y
X1 = Uneu(l9(2n + 1), g(2n 4 2)] N X), luego existe i € 2 tal que X; € 7. Asi,
dado que .Z, es ¢, entonces existe h € “w estrictamente creciente junto con una
funcion de eleccién f: w — U, ([9(2Rh(n) + i), g(2h(n) + 1 + i)] N X) tal que
ran(f) € ;7. Ahora, notemos que por la manera en que se definié g, se tiene
que f € [T]. Por lo que entonces el jugador I no tiene estrategia ganadora.
Dado que la topologia de G es analitica, por resultados conocidos de Teoria
Descriptiva de Conjuntos, se tiene que el juego G(% ,w, .#.") estd determinado.
Asi, el jugador IT tiene estrategia ganadora, por lo que existe 7' C [w]<“ un arbol
de ramificacién en % tal que [T] C Z". Sea T = {t,: n € w} una enumeracién
de T', entonces definimos X,, = (), ¢, sucr(t,) para cada n € w, luego como
% es centrado, entonces se tiene que (X,,: n € w) C %. Pues bien, para cada
I € .7, existe n € w tal que I N X,, = 0. Ya que de lo contrario, existiria I € .#,
tal que I N X,, # 0 para cada n € w, luego I Nsucy(t) # 0 para toda t € T.
Por lo que podriamos definir recursivamente una f € [T] de tal manera que
f(n) € I Nsucr(f | n), teniendo entonces que ran(f) C I, contradiciendo el
hecho de que el jugador II tiene estrategia ganadora. Por lo tanto, el ideal .7, es
bisecuencial. O

4.2. TEOREMA (TODORCEVIC y UZCATEGUI [2005)). Un grupo topoldgico
Fréchet numerable es metrizable si y sélo si su topologia es analitica.

DEMOSTRACION. Dado que todo espacio contable primero numerable es anali-
tico (de hecho es del tipo Fs), entonces una de las implicaciones es inmediata.

Asi, sea G un grupo topolégico Fréchet numerable cuya topologia sea analiti-
ca, entonces por el Lema 4.1, GG es bisecuencial, luego por el Teorema 3.5, G es
metrizable. U

Por otro lado, revisando los argumentos que nos condujeron a la prueba del
Teorema 4.2, estariamos tentados en reproducir estos argumentos en un modelo
de ZF + AD (e.g., L(R)), pero esto no es posible ya que en estos argumentos
se utilizan ultrafiltros, los cuales son objetos no definibles. Sin embargo, para la
clase de grupos booleanos numerables que se trataron en la Seccién 2 del Capitulo
3 si tenemos consistentemente un teorema de metrizacién bajo ZF.

4.3. PROPOSICION. Sea .# un ideal sobre w, entonces es Con(ZF + 7<% es
Fréchet si y sélo si cof(F) = w).

DEMOSTRACION. Sea M | ZF + AD (e.g., L(R)) e .# un ideal sobre w. Si
cof(.#) = w, como cof(F<¥) = cof(.#) entonces claramente .#<“ es Fréchet.
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Para el otro sentido, si #<“ es Fréchet, entonces segin el Teorema 3.12, .%
es ag, ahora la Proposicion 2.37 nos dice entonces que el jugador II no tiene
estrategia ganadora en el juego Gop (0, [w]=), luego segin AD, el jugador I tiene
estrategia ganadora en Gop(), [w]=*), entonces de la Proposicién 2.36 se sigue
que cof(f) = w. O

Llevandonos esta ultima proposicién hacer la siguiente conjetura.

4.4. CONJETURA (HRUSAK). L(R) = “Todo grupo topoldgico Fréchet nume-
rable es metrizable”.

2. PFA y OCA

Como hemos visto ya en la Seccién 3 del Capitulo 2, la nocién de grieta
estrecha recoge en lo fundamental la propiedad de ser Fréchet en un punto, esto
es, un espacio X es Fréchet en z € X si y sélo si (¥, .Z}) forma una grieta
estrecha. Ahora, notemos que si x(z, X) = w (i.e., cof(F,) =w) y U ¢ - para
cada U € n(x), entonces de hecho la grieta estrecha (.7, #1) es exactamente
una grieta de Rothberger.

Asi, el problema de Malykhin es equivalente a preguntarse si existe un gru-
po topoldgico Fréchet numerable GG con elemento elemento identidad e tal que
(L., Z) no forme una grieta de Rothberger.

Por otro lado, dado que el “Open Coloring Axiom” (OCA) de S. Todorce-
vié¢ tiene una gran influencia sobre las estructuras de grietas en &?(w), entonces
en lo que resta de seccion nos dedicaremos a mostrar tal influencia. Para esto,
empecemos por situar a OCA..

4.5. Axioma (PFA). El “Proper Forcing Aziom”, afirma que si P es un
forcing propio y 2 es una familia de wy subconjuntos densos de P, entonces
existe un filtro P-genérico G C P.

Claramente, M A, es una consecuencia de PFA. Semejante a M A, , muchas
de las consecuencias interesantes de PFA tienen la forma de afirmaciones tipo
Ramsey. De esta semejanza, es natural preguntarse cual de estas afirmaciones
tipo Ramsey es equivalente a PFA. En la busqueda de una respuesta a esta
pregunta, S. TODORCEVIC en [1989] estudia una de estas afirmaciones, a saber.

4.6. AXioMA (OCA). El “Open Coloring Aziom”, afirma que si X es un
espacio métrico separable y [X]*> = Ky U K, es una particion tal que K, es
abierto en [X]?,' entonces existe un conjunto Kq-homogéneo no numerable o X
es la union numerable de conjuntos Ki-homogéneos.

1A las particiones de este tipo las llamaremos simplemente particiones abiertas.
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Entonces S. Todoréevié analiza algunas consecuencias de PFA que se siguen
también de OCA. Varias de estas consecuencias nos son de interés. En especial,
las relativas a las clases de grietas que se tienen en (“w, <*) bajo OCA.

Antes de mostrar la influencia que tiene OCA sobre las grietas en (“w, <*),
revisemos antes un resultado que gira entorno a subconjuntos no acotados de
(“w, <*).

4.7. LEMA. Sea k un cardinal reqular no numerable y (fo: o < K) una k-
sucesion <*-creciente de funciones no decrecientes en (“w,<*) no acotada, en-
tonces ezisten a < [ < k tales que fo(k) < fa(k) para toda k € w.

DEMOSTRACION. Dado que el espacio de Baire w* es hereditariamente se-
parable, entonces es posible elegir un subconjunto numerable {v,: n € w} de &
de tal manera que el conjunto {f,, : n € w} sea denso en {f,: n € w}. Fijemos
0 < k de tal manera que v, < (§ para cada n € w. Ahora, fijemos para cada «
entre § y k una m, € w tal que fg(n) < fo(n) para toda n > m,. Dado que & es
no numerable, podemos suponer sin pérdida de generalidad que m, = n; para
todas estas a’s.

Por otro lado, del hecho de que (f,: @ < k) es no acotada, entonces existe
una n > ny tal que el conjunto {f,(n): f < a < Kk} es infinito. Sea ny minimo
con tal propiedad. Ahora, dado que {f, [ na: f < o < Kk} es un subconjunto de
[X]<“y k es no numerable, entonces podemos suponer sin pérdida de generalidad
que f, [ na = fs [ no =t, digamos, para toda « y § entre 3 y k.

De la densidad de { f, : n € w}, se sigue la existencia de r € w tal que t C f,, .
Entonces tomemos ng > ny de tal manera que f,, (n) < fz(n) para toda n > ns.
Sea x = max { f,, (m): m < ns}.

Fijemos una ¢ entre § y x de tal manera que fs(ng) > x. Entonces fs(n) =
foo(n) para n < ma, fo(n) > @ > f.(n) para ny < n < mg y fo(n) > faln) >
f+.(n) para n > ns. Asi, 7, y ¢ son como los que requiere el lema. O

El siguiente lema nos muestra parcialmente la influencia que tiene OCA sobre
el cardinal b. Después con mas elementos podremos dar un resultado mas preciso.

4.8. LEMA (TODORCEVIC [1989]). OCA implica que b > w;.

DEMOSTRACION. Sea X = {f,: @ < w;} un subconjunto de “w tal que
fa <* faparaa < 3 < w; y tal que cada una de estas funciones es no decreciente.
Definamos la particion
(X]? = KoUK,
tal que {fa, fs} esta en Ky siy sélo si o < [y existe k tal que fo(k) > fs(k).
Identifiquemos a [X]? con el subconjunto {{fa, fz): @ < 3 < w;} de (w*)
y denotemos a tal conjunto por X 2l Con estas convenciones en mente, esta

2
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particién es una particién abierta. En efecto, consideremos un punto (fa., fg) €
Ky y eligamos k tal que fo(k) > fz(k). Sean s = f, [ k+1yt= f3 [ k+1,
entonces el conjunto U = {(f,, f5) € X?: s C f, yt C fs5} es un subconjunto
abierto de X2 que contiene a (f,, f5) v el cual estd contenido en K.

Ahora veamos que es imposible tener una descomposicién numerable de X
en conjuntos Ki-homogéneos. Para esto supongamos lo contrario, es decir, X =
U,eo Xn con [X,]? € K; para cada n € w. Dado que X es no numerable, es
posible elegir n tal que X,, también sea no numerable. Ahora, para f,, fs € X,
con a < 3 tenemos que f,(k) < fz(k) para toda k € w ademéds de que f, <* fs.
Definamos los subconjuntos I, = {(n,m) € w x w: m < f(n)} para f, € X,,
entonces I, C Iz C w X w cuando f, <" f3y fa,fs € X,. Pero esto nos
estd definiendo una w;-sucesiéon C-creciente de subconjuntos de w X w, lo cual es
una contradiccion.

Aplicando OCA, existe entonces un conjunto no numerable A C w; tal que
{fa: a € A}? € Ky. Por el Lema 4.7 el conjunto {f,: a € A} esta acotado y
por ende el conjunto original de funciones también esta acotado. ([

Esto ultimo nos dice en particular que OCA implica ~CH y que no hay
(w1, w)-grietas de Rothberger, sin embargo si implicard la existencia de una
(wq,w)-grieta de Rothberger. Este hecho lo probaremos después en el Teorema
4.10.

Ahora consideremos otras posibles grietas y la influencia que tiene OCA
sobre ellas. Asi, sean k > \ cardinales regulares no numerables y sea ({f,: a <
k},{gs: O < A}) una (k, \)-pregrieta en (“w, <*), es decir,

fcn < fag < 93, < 9s.,

para toda oy < as < Ky toda 1 < (B < A

Para cada o < ky [ < A, existe map € w tal que f,(n) < gg(n) para
toda n > mug. Ahora, si fijamos o < K y variamos 3 < A entonces por la no
numerabilidad de A existe S, € [A]* tal que m,3 = m,, digamos, para toda
B € S, luego fu(n) < gg(n) para toda n > m, y toda 8 € S,. Tomemos
m, minimo con esta tltima propiedad. Por la no numerabilidad de x, podemos
suponer sin pérdida de generalidad que m, = ms = kg, digamos, para toda
o, 0 < K.

Sea X = {(fa,98): @« < ky [ € S,}, el cual es considerado como un subes-
pacio del cuadrado del espacio de Baire w*. Ahora, definamos una particién de
los pares de X

X]? = KoUK, (3)
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de tal manera que el par {(fa, 93), (f+, gs)} esta en K si y sélo si existe n > ky
tal que fo(n) > gs(n) o fy(n) > gs(n). Entonces para esta particién tenemos lo
siguiente.

4.9. LEMA. (a) La particion (3) forma una particion abierta.
(b) Si existe una descomposicion numerable de X en conjuntos K;-homogé-
neos, entonces la pregrieta que se estd considerando no es una grieta.

DEMOSTRACION. (a) Debemos probar, después de una apropiada interpreta-
cién, que Ky es un subconjunto abierto de [X]%. Para esto, consideremos un par
{(fa,98), (fy, 95)} en Ky y elegimos una n > kg tal que fo(n) > gs(n) o fy(n) >
gs(n). Definiendo s = f, [n+ 1, t=gs [n+1l,u=f, [n+1lyv=gs [ n+1,
entonces el conjunto U = {{(fc, g¢), (fy.90)}: s C fe,t T ge,u C fry v C go} s
un abierto en [X]?, contiene al par {(fa, gs), (fy,gs)} v estd contenido en Kj,.

(b) Sea X = U, o, X, tal que [X,]* C K, para cada n € w. Entonces para
cada o < K y cada 3 € S, existe una mqs € w tal que (fo,gs) € Xpn,,, luego
por la no numerabilidad de A\, podemos fijar una m, y una T, € [S,]* de tal
manera que myg = m, para cada 3 € T,, ahora de la no numerabilidad de s
también podemos fijar una m y una A € [x|* de tal manera que m, = m para
toda a € A.

Ahora, si tomamos o #€ Ay v € Tp, entonces f,(n) < g,(n) para toda
n = ko. Pues bien, fijando o € A definamos h de la siguiente manera

h(n) = 0, para n < ko;
~ | min{gs(n): B €T,}, en otro caso.

Entonces h es una funcién que interpola a la pregrieta ({fo: o < s}, {gs: § <

A} O

En estos momentos, ya tenemos los elementos para hacer ver la influencia que
tiene OCA en las grietas lineales.

4.10. TEOREMA (TODORCEVIC [1989]). OCA implica las siguientes afirma-
ciones.

(a) Sean k = A cardinales regulares no numerables con k > wy. Entonces no
existen (k, \)-grietas en (“w,<*), en otras palabras, las unicas grietas
lineales son las grietas de Hausdorff y Rothberger.

(b) b= wy, luego existe una (we,w)-grieta de Rothberger.

DEMOSTRACION. (a) Sean x y A como en la hipétesis y sea X y la particién
[X]? = Ko U K; como antes.
Afirmacion. No existe Y C X no numerable tal que [Y]? C K.
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Demostracion de la afirmacidn. Supongamos lo contrario, y sea Y = {(pa, qa) :
a < wip} una enumeraciéon de un subconjunto no numerable de X tal que
[Y]? C Ky. Empecemos notando que p, # ps para a # 3. (Ya que de lo
contrario, suponiendo que a < (3 y que p, = pg, entonces q, # qg y el par
{{(Pas @a), (Pa, qs) } estaen Ky, pero por definicién de X se tiene que p,(n) < ¢o(n)
y que pa(n) < gs(n) para toda n > ko, contradiciendo la definicién de Kj). De
manera similar podemos probar que ¢, # g cuando a # 3. Ahora, podemos su-
poner sin pérdida de generalidad que Y estd enlistada de tal manera que p, <* pg
cuando a < (3, ahora dado que el conjunto de las ¢,’s estan bien ordenadas por
el orden inverso de <*, podemos suponer (por el Teorema de Erdds-Dushnik-
Miller; véase por ejemplo el Teorema 15.28 en W. JusT y M. WEESE [1997])
que gg <* ¢, cuando a < (. Entonces ({po: a < wi},{qs: B < wi}) es una
(w1, ws)-pregrieta. Como Kk > wq, tomemos § < k tal que p, <* fs para cada
a < Wwq.

Asi, para cada a < w; tomemos [, € w minimo tal que

Pa(n) < fs(n) < qo(n) para toda n > I,.

Podemos suponer sin pérdida de generalidad [, = k1, digamos, para toda o < wy.
Notese entonces que ky < ki. Por otro lado, podemos suponer sin pérdida de
generalidad un poco mas: que p, | k1 = sy que q, | k1 = t, digamos, para toda
a < wy. Pero entonces de aqui se sigue que p,(n) < go(n) para toda n > ko,
contradiciendo el hecho de que [Y]? C K,. Entonces con esto concluimos la
demostracion de la afirmacion. O

Ahora aplicando OCA a esta particién abierta, entonces por la afirmacién
anterior se sigue que existe una descomposicién numerable de X en conjuntos
Ki-homogéneos. Entonces el Lema 4.9 nos dice que la pregrieta que se esta con-
siderando no es una grieta. Dado que esta pregrieta era una pregrieta arbitraria
en la cual los cardinales xk y A estan satisfaciendo los requerimientos del teorema
en cuestion, se sigue entonces que bajo OCA no existen grietas de este tipo.

(b) Empecemos con hacer ver lo siguiente.

Afirmacion. Si b > wy entonces existe una grieta (F,G) en (“w, <*) la cual
no es ni de Hausdorff ni de Rothberger.

Demostracion de la afirmacion. Fijemos un subconjunto F' de “w que ten-
ga tipo de orden wy bajo <* y ampliémoslo a un subconjunto X de “w <*-
totalmente ordenado maximal. De la hipdtesis b > wy, se sigue que el conjunto
F' no es cofinal en X, luego entonces sea GG la parte superior de la grieta en X
que determina F'. Ahora, notemos que (F,G) también es una grieta en (Yw, <*).
Ahora bien, G no puede tener un elemento minimo, ya que si ¢ = min(G)
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entonces g — 1 serfa un elemento de “w el cual podria ser agregado a X, con-
tradiciendo su maximalidad. Como estamos suponiendo que b > wy v dado que
b =min{k: existe una (k,w)-grieta en (“w, <*)}, se sigue entonces que la cofi-
nalidad de (G, <*) debe ser no numerable. Asi, la grieta (F,G) no es ni de
Hausdorff ni de Rothberger. U

Por otro lado, del Lemma 4.8 se sigue que b > wy. Ahora usando el inciso
(a) de este teorema en combinacién con la afirmacién anterior concluimos que
b= wWa. O

3. Modelo (Axioma) de prueba

4.11. DEFINICION. Sea .# un ideal sobre w, decimos que .# es numerable-
mente alto, si para cada coleccién numerable (X,,: n € w) C [w]*
I € . tal que I N X, es infinito para cada n € w. De una manera similar,
decimos que una familia arbitraria .# de subconjuntos de w es w-hitting, si para
cada coleccién numerable (X,,: n € w) C [w]*, existe una F' € .Z tal que FFNX,
es infinito para cada n € w.

, existe una

Consideremos las siguiente afirmaciones.

PFA pitting: MA,, (P) se sigue para todo forcing propio P que preserva
familias w-hitting;

wH: Cada familia w-hitting tiene una subfamilia w-hitting de tamano a lo
mas wj.

Dado que MA. es falso, entonces para que PFA,, ytting tenga sentido se tiene
que suponer implicitamente -CH.

Existen varios modelos, en donde la afirmaciéon wH y varias instancias de
PFA , hitting S€ siguen, por ejemplo, A. Dow en [1990] demuestra que en un
modelo obtenido por agregar ws reales de Laver a un modelo de CH, cada familia
w-hitting contiene una familia w-hitting de tamano wy, y dado que en este modelo
también se sigue que b > wq, entonces en este modelo se sigue que todo espacio
Qg €S (1.

Para hacer ver esto, tomemos un punto « en un espacio X y supongamos que
se tiene una sucesion (I,: n € w) C £;-\Fin(X°). Identificando a la | J,, ., I, con
w, definamos ¢ = {J C w: existe I € ;- tal que J N [, C* I para cadan €
w}, el cual “piensa” que el ideal .Z, es a;. Con esto en mente, pasemos a probar
el teorema de A. Dow.

4.12. TEOREMA (Dow [1990]). b > wy +wH implica que todo espacio oy es
Qaq.
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DEMOSTRACION. Supongamos que X es un espacio topoldgico as, entonces
tomemos un punto z € X y una sucesién (I,,: n € w) C £\ Fin(X°). Haciendo
_# como arriba, obtenemos lo siguiente.

Afirmacion. ¢ es w-hitting.

Demostracion de la afirmacion. Sea (X,,: n € w) C [w]*, y consideremos
N ={m € w: X,, NI, es finito para cada n € w}. Elegimos para cada n € w,
un subconjunto finito F, de I, \ J,_, Ik, de tal manera que X,, \ I es finito
para toda m € N, donde F' = |, .., Fn. Ahora, para cada m € w\ N, elegimos
nm € w tal que X, N I, es infinito. Después tomamos Y,, € [X,, NI, ]* de tal
manera que Y, NY, = () para m # k en w \ N. Dado que .%, es ay, entonces
existe I € 7 tal que I NY,, es infinito para cada m € w\ N. Asi, haciendo
J = TUF, obtenemos que J € _# y que J N X, es infinito para cada n € w,
luego # es w-hitting. O

Ahora bien, como queremos ver que ., es «, entonces podemos suponer sin
pérdida de generalidad que los I,,’s son ajenos por pares. Asi, por la afirmacién
anterior y por wH, existe ¢’ € [ ]! la cual es w-hitting, entonces para cada
J € 7' tomemos I; € .} (de la definicién de _#) y f; € “w de tal manera que
(JNI,)\I; C fs(n) para cada n € w. Ahora, dado que b > wy, existe f € “w
tal que f; <* f para cada J € _#'. Pues bien, haciendo I = J,,(In \ f(n)),
obtenemos que I € Z;*. En efecto, supongamos que I ¢ .#- entonces existe
I' e [I1¥ con I' € #,, luego como 7' es w-hitting, existe J € ¢’ tal que J NI
es infinito, pero esto contradice el hecho de que I; € .7 ya que (JNI')\ I es
finito.

Por lo tanto, .7, es a; para cada x € X, es decir, el espacio X es a;. O

Por otro lado, recientemente J. BRENDLE y M. HRUSAK en [2008] usando
una instancia de PFA piting ¥ wH han probado lo siguiente.

4.13. TEOREMA (BRENDLE y HRUSAK [2008]). Es consistente que para cada
ideal & sobre w de cofinalidad wy, el ideal F<* no es Fréchet. Equivalentemente,
es consistente que si el grupo (G, Ts) tiene peso wy, entonces es metrizable. [

Estos dos ultimos resultados, nos motivan hacer una pregunta y conjetura
relativas a las afirmaciones PFA piting v wH.

4. Preguntas a cerca del Modelo (Axioma) de prueba
4.14. PREGUNTA (HRUSAK). sPFA, pitting + wH implica OCA ?

4.15. CONJETURA (HRUSAK). PFA, pitting + wH implica que cada grupo
Fréchet numerable es metrizable.
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