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Capitulo 1

Introduccion

La historia de la electrodindmica cudntica relativista (QED) inicia en
1928 con el famoso articulo de Dirac [1], donde propone su ecuacién de onda
relativista del electrén. Como es bien conocido, su trabajo permitié obtener
el espectro relativista correcto del &tomo de hidrégeno y predijo la existencia
del positron. Por otra parte, esto condujo a que en los siguientes anos, con
la contribuciéon misma de Dirac asi como de Heisenberg, Pauli, Jordan, Wig-
ner, Bohr, Klein, entre otros, se desarrollara un formalismo para el calculo
de procesos relativistas que implican electrones, positrones, y el campo elec-
tromagnético, incluyendo el efecto de particulas virtuales. En los anos 30’s
del siglo XX, se referian generalemente a este formalismo como “la teoria de
Dirac” o “la teorfa del agujero de Dirac” (ver por ejemplo [2] para una des-
cripcién detallada de la historia del tema). Sin embargo, en este formalismo
los céalculos son incémodos, y generalmente contiene integrales divergentes
cuyo origen no era bien entendido en ese entonces. Tomé mas de dos décadas
crear una formulacion completamente satisfactoria de la QED. Esto fue po-
sible gracias a los trabajos de Feynman, Schwinger, Dyson, Tomonaga, entre
otros; esta version moderna de la QED se basa en la idea de Heisenberg de
organizar todos los procesos de dispersién en la llamada matriz S, en una
expansion covarinate de los elementos de la matriz en términos de diagramas
de Feynman, y en el programa de renormalizacién, que es un algoritmo sis-
tematico para absorber todas las divergencias ultravioletas inobservables en
cantidades “desnudas”. Esta formulacion de la QED no ha sufrido cambios
notables a la fecha y es con la que se trabaja. Ademds, sirve como modelo
para desarrollar teorias cuanticas de campos mas generales, principalmen-
te las teorfas de norma no abelianas [3]. Uno de los resultados no triviales
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mas tempranos en QED, ain usando la teoria de Dirac, es el bien conocido
Lagrangiano de Euler - Heisenberg [4, 5, 6], el cual describe los efectos de
pares virtuales electrén-positréon en un campo electromagnético externo. En
la notaciéon moderna, este Lagrangiano se escribe de la siguiente forma:

1 [*dT _, »p eab

v L 1.1
EH (espinor) 872 J, T° tan(eaT’) tanh(ebT)’ (L)

donde e, m son la carga y masa del electrén respectivamente, y se han usado
los invariantes de Lorentz del campo electromagnético:
a?—bv = B?*—E?

— —

ab = FE-B.

En 1951, Schwinger [7] derivé nuevamente este resultado pero usando el for-
malismo moderno, y ademas obtuvo una expresion andloga para el caso don-
de las particulas virtuales no tienen espin, es decir, son particulas escalares

cargadas:
1 *dT _ » e*ab
) _ / AL et C(12
EH (escalar) 1672 0 T € Sen(eaT) senh(ebT) ( )

A pesar de la simplicidad formal de los Lagrangianos efectivos (1.1), (1.2),
contienen una enorme cantidad de informacion fisica. Mencionaremos solo los
siguientes tres aspectos:

1. Este Lagrangiano efectivo contiene informacion sobre las modificacio-
nes cuanticas de las ecuaciones de Maxwell debido a la presencia de
particulas virtuales escalares o espinoriales. En particular, esto per-
mite estudiar las modificaciones de la propagacién del fotéon a bajas
energias debido a un campo externo [8].

2. En el caso del campo eléctrico, permite calcular la tasa de creacion de
pares por el campo [7].

3. También contiene la informacion completa sobre la amplitud de N fo-
tones a un lazo en el limite donde la energia de los fotones es pequena
comparada con la energia de Compton [9].

En esta tesis, generalizamos la féormula de Schwinger (1.2) al caso don-
de, ademas de un campo electromagnético constante, esta presente un cam-
po gravitacional. Para eso, no usaremos el formalismo estandar de la teoria
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cuantica de campos (QFT). En su lugar usaremos un formalismo alternativo
que ha sido desarrollado en los 1ltimos quince anos.

Gracias a la teoria de cuerdas, que reproduce a la teoria cudntica de
campos en el limite de bajas energias, se han generado nuevas herramientas
para atacar los problemas en QFT, muestra de ello es el formalismo “string
inspired” (también conocido como formalismo worldline), que ofrece ciertas
ventajas en los calculos. Histéricamente Bern y Kosower calcularon amplitu-
des de N gluones a un lazo directamente de la teorfa de cuerdas [10, 11, 12],
posteriormente Strassler realizé el mismo calculo pero en el contexto de inte-
grales de trayectoria relativistas [13], ya consideradas por Feynman. En 1950,
Feynman obtuvo la siguiente representacion de la accion efectiva en SQED
a un lazo [14],

o0
Fescalar[A] - /d4.§C D%scalm‘[A] :/ d_TemQT/ D%(T) eis[I(T)]u
o T 2(T)=x(0)
(1.3)

donde T' es el tiempo propio de la particula, m es la masa, la integral f Dx
es sobre todas la trayectorias cerradas y la accién worldline S estd com-
puesta por el término cinético (2.3) y el término de interaccién (2.4); para
(1.3) hemos usado las convenciones de [15]. Usando una generalizacién cro-
modinamica de esta integral de Feynman, Strassler logré obtener las mis-
mas representaciones integrales para las amplitudes de N gluones a un lazo
como Bern y Kosower. Sin embargo, el metédo empleado por Strassler re-
sulto ser mas eficiente. El formalismo worldline es una herramienta muy til
para el cdlculo de amplitudes con N fotones en la QED en el vacio [16] y
particularmente para amplitudes de fotones en un campo externo constante
(17, 18, 19, 20].

La aplicacién del formalismo worldline a un campo gravitacional de fondo
requiere la generalizacién al espacio curvo [21], lo cual encierra problemas
matematicos muy profundos, como ya se sabe del caso no relativista desde
hace medio siglo [22]. Hablamos de tres problemas principales:

e La existencia de una medida no trivial en la integral de trayectoria,

Dx = Dx H det g, (z(7)),

0<r<T

y cémo tratar esta medida para calculos practicos.
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e La existencia de divergencias UV en la teoria de campos unidimensional
definida por la integral de Feynman (1.3).

e Eliminar el modo cero contenido en la integral (1.3) de manera consis-
tente con la covariancia general.

Estos problemas se han resuelto recientemente gracias a los trabajos de
Bastianelli, van Nieuwenhuizen, Corradini, entre otros [23, 24, 25, 26, 27, 28,
29]; actualmente, el formalismo worldline tiene una estructura sélida en este
contexto [30]. El formalismo ya se aplicé en el célculo de la amplitud fotén -
gravitén en un campo electromagnético constante [31, 32].

En esta tesis proveemos la primera aplicaciéon a un célculo de la accién
efectiva. Esta es la accién efectiva involucrando un lazo escalar y un campo
de fondo electromagnético mas un campo gravitacional. Esto ocurre en el
marco de la teoria Mitein - Maxwell con un campo escalar cargado:

Sl A,6] = [ o3 (R = (FwF™ = Dy Do~ (n? 4+ ER)0)
(1.4)
donde x* = 167Gy, g = |det|gu]|, D, = 0, + ieA, y el término {R surge
por la ambigiiedad del ordenamiento para el hamiltoniano escalar [30]. En
nuestras convenciones se usa la signatura (-+++).

Calcularemos, en el formalismo inspirado en cuerdas, la parte de la accion
efectiva que contiene términos RF'F, esto es para corroborar los razonamien-
tos formales de [28]. El resultado ya fue calculado bajo el formalismo estandar
nicleo de calor (heat kernel) [33]. Después usaremos el formalismo para cal-
cular todos los términos del tipo RF™, lo cual corresponde a la correccién
dominante gravitacional al Lagrangiano de Euler - Heisenberg para la elec-
trodindmica escalar (1.2). El resultado que obtenemos es algo nuevo y la
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aportaciéon central de esta tesis:

T FT
2 = /O dT T(47T) " 2det ™2 [—Sen(e )}

eFT
Z€T2 5 va

/0 du, 8 ,uu af gn ‘l’ 8T2 (FW;ﬁa + FW;OéB) ﬁﬁgn

ieT? , _

Y F/\VR aBu < +g gllﬁ+g ) —TfR
+—RMV( GG+ Gl )+ SGR

2T3
% / dUQFQMFM( Gl G G ) , (1.5)

donde F' es la matriz del campo electromagnético y G se define en detalle

n (2.33)-(2.37). En el capitulo 2 de este trabajo de tesis se hace una intro-
duccion al formalismo worldline en el espacio plano y en el espacio curvo.
También se explican las caracteristicas que definen los formalismos “DBC”
e inspirado en cuerdas. En el capitulo 3 se demuestra, mediante un célculo
explicito y detallado, que las reglas establecidas por Bastianelli et al. repro-
ducen correctamente, hasta términos del tipo derivada total, los términos
en la accion efectiva que dependen del campo electromagnético cuadratica-
mente, y del campo gravitacional linealmente. En el capitulo 4 se realiza
la generalizacion gravitacional del Lagrangiano de Euler - Heisenberg. En
las conclusiones se explica el contenido fisico de este Lagrangiano y se in-
dican algunas posibles generalizaciones y aplicaciones. En el apéndice A se
muestra de forma detallada la manera en los campos fantasma eliminan las
divergencias que surgen en el calculo de la accion efectiva. En el apéndice B
se escriben algunas propiedades del tensor de Riemann que seran ttiles en
nuestros calculos. En el apéndice C se usan las identidades de Bianchi para
la obtencién de algunas relaciones que seran de gran ayuda. Finalmente en
el apéndice D se escribe la forma explicita de las derivadas totales covarian-
tes que relacionan los Lagrangianos efectivos de lo formalismo DBC y del
formalismo inspirado en cuerdas, adeds se muestra la equivalencia entre los
resultados que obtiene cada formalismo en el calculo de la accién efectiva.



Capitulo 2

Introducciéon al formalismo
worldline

2.1. Teoria cuantica de campos en el vacio

En el ano 1950, Feynman presento un articulo en el cual formula una
primera cuantizacién en la electrodindmica cudntica escalar, SQED (scalar
quantum electrodynamics), lo cual resulta ser una formulacién alterna a la
segunda cuantizacién [14]. En dicho articulo, se dan reglas muy sencillas
para la construccién de la matriz S en la SQED mediante la representacion
de escalares y fotones virtuales en términos de integrales de trayectoria para
particulas relativistas. Asi que la accién efectiva de una particula escalar
cargada que se mueve en un lazo tiene una accién efectiva I'A] dada por:

*dT
Lescatar [A] = /d4l' Dg/ﬂescalar[A] = / _emQT/ DLU(T) 675[1(7—)],
z(T)=z(0)

o T
(2.1)
donde T es el tiempo propio de la particula escalar en el lazo, m es su masa y
fx(T):x(O) Dx(7) es la integral de trayectorias sobre todos los lazos cerrados en
el espacio-tiempo, cuya periodicidad se fija por el tiempo propio. La accion
worldline S[x(7)] se divide en:

S = So + Seat, (2.2)

donde S; describe la propagacion libre del escalar:
T 2
Sy = / dr, (2.3)
0 4

6
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el término S,,; describe la interaccién con el campo externo:

Sews = ic /0 drit A ((r)). (2.4)

La conexiéon con la descripcion estandar en diagramas de Feynman se hace
por expansion de las exponenciales de interaccion.

La idea del método worldline es sencilla: Las integrales de trayectoria son
manipuladas para que éstas adquieran una forma gaussiana; después se re-
solveran empleando las funciones de correlacién worldline. Es importante
mencionar que de la naturaleza de las integrales de trayectoria, una inva-
riancia traslacional lleva a divergencias, por lo cual es importante fijar cierta
condicién sobre las trayectorias que se integran. En el caso mas sencillo se
fija un punto, x, en el espacio de integracién. Asi que

[ D= [ [y (2.5)

con z#(1) = zf + y*(7) [15]. De hecho consideramos dos formas de fijar el
punto g, y cada una de ellas genera un formalismo determinado. A partir de
este momento se considera un lazo unitario, es decir, se hace un escalamiento
de 7:

T ="Tu, (2.6)

asi que ahora podemos escribir
1

Sp = —
7 ur ),

du i°. (2.7)

En este punto resulta conveniente recordar el caso de dimension finita que

\ n/2
/d”x Tjy - Ty, €7 Az (det A)_1/2 WT [(A’l)m2 (AN,

X (A iy yion + permutaciones] , (2.8)
que en el caso mas sencillo simplemente
/d”x e" A = (det A)~V 22, (2.9)

asi que para resolver una gaussiana, es suficiente con saber el determinante
de A y la funcién de Green, A~L.



CAPITULO 2. INTRODUCCION AL FORMALISMO WORLDLINE 8

2.1.1. Formalismo DBC

El formalismo DBC (por su siglas en ingles Dirichlet Boundary Condi-
tions) fija el punto zy sobre el lazo, es decir

y"(0) = y*(T) = 0. (2.10)

Las funciones de correlacién de este formalismo tienen la siguiente forma [30]
(¥ (u) y"(v)) = =2Tg" A(u,v), (2.11)

donde A(u,v) es la funcién de Green correspondiente

Alu,v) = (u—1Dvb(u—v)+ (v—1)ub(v—u) (2.12)
0(0) = 1/2, (2.13)

*Au,v) = v—~0(w—u), (2.14)

A*(u,v) u—0(u—wv), (2.15)

(2.16)

*A(u,v) = 1—46(u—w),

el punto del lado izquierdo de A indica derivada parcial con respecto a la
primera variable, el punto del lado derecho indica derivada parcial respecto a
la segunda variable. Se puede notar que en este formalismo no hay invariancia
ante una traslacion de 7, lo cual complica considerablemente los calculos .

2.1.2. Formalismo SI

El formalismo SI (string inspired, inspirado en cuerdas) coloca el punto
o en el centro de masa del lazo

1 /T
xp = ?/0 dr a"(1). (2.17)
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las funciones de correlacién de este formalismo son [13]

(" (u)y"(v)) = =T G(u,v) ¢", (2.18)
G(u,v) = 2(u| (%>_ [v), (2.19)
Glu,v) = |u—o| - <u—v>2 _ 1/, (2.20)
G(u,v) = Sign(u—v) — 2(u —v), (2.21)
Glu,v) = 28(u—v) —2, (2.22)

el punto indica derivada parcial respecto a la primera variable. Para este
formalismo si hay invariancia ante una traslacion de 7.

Cuando se trabaja en un espacio plano:

e En el calculo de las amplitudes, ambos formalismos arrojan resultados
idénticos después de usar el principio de conservacion del momento.

e También es posible mostrar que al determinar el Lagrangiano efectivo
por ambos formalismos, los resultados difieren por términos que son
derivadas totales [15]. Ademas, el Lagrangiano efectivo del formalismo
DBC siempre coincide con el Lagrangiano efectivo que se obtiene por
el método nicleo de calor [15].

Cuando se trabaja en un espacio curvo:

e El formalismo DBC garantiza la covariancia del Lagrangiano efectivo
130].
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e En el formalismo inspirado en cuerdas se tiene un Lagrangiano efectivo
que contiene términos con derivadas totales no covariantes, lo cual im-
pide que se puedan usar coordenadas riemannianas. Estas no son otra
cosa que un desarrollo de Taylor alrededor de un punto arbitrario xg
en términos del tensor de Riemann [30]. Esto se verd con mds detalle
en las siguientes secciones.

Al tratar el caso espinorial, no se hacen cambios significativos a la teoria
expuesta. No es necesario iniciar de nuevo los calculos es suficiente con adi-
cionar una integral de trayectoria incorporando los efectos del espin; las in-
tegrales de trayectoria que se adicionan son conocidas como integrales de
Grassmann:

Slx, A] = /D¢(T) exp [— /OTdT <%@Z)~¢—ie¢“FNV@/}”)] . (2.23)

donde la integral es sobre el espacio de funciones anti-periddicas y que anti-
conmutan:

P ()" (1) = =9 ()" (1), PH(T) = —¢*(0). (2.24)

Las funciones de Grassman no tienen necesidad del punto xg por su propie-
dad anti-periddica. En este trabajo no se contempla el caso espinorial.

Para obtener la forma gaussina se realiza lo siguiente:
e Se expanden todas las interacciones exponenciales como exp [—Sm [x(r)]] .

e Para la accién efectiva, se realiza una expanciéon de Taylor para el
campo alrededor del punto x:

AM(z(7)) = V79 4K (). (2.25)

e Para amplitudes de N fotones se realiza una expansion del campo en
N ondas planas:

N

At(a(r)) =) e etk (2.26)

j=1
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esto permite que cada fotén pueda ser representado por un operador
de vértice

T
‘/eécalar[k7 6] = / dre- 37(7_) eik.x(ﬂ- (227)
0
Este es el mismo operador que se usa en la teoria de cuerdas (ver por
ejemplo [34]).

2.2. Teoria cuantica de campos con un campo
externo [,

Los campos externos constantes juegan un papel muy importante en la
electrodinamica cuantica, ya que para ese caso es posible encontrar una solu-
cién exacta a la ecuacién de Dirac. Ademas, los campos en general se pueden
aproximar a un campo constante siempre y cuando la variacion del campo es
pequena comparada con la longitud de onda de Compton del electrén. En la
teoria de campos estandar, el campo constante se absorbe en el propagador
del electrén, en el formalismo worldline el campo se absorbe las funciones de
correlacion, por lo cual este formalismo resulta ser una mejor opcién ya que
requiere modificaciones menores.

Ahora se considera un campo electromagnético

Ay (w(w) = w0 + y(w),
al cual se le impone la norma de Fock - Schwinger:
y"(w) A, (20 + y(w)) =0, (2:28)

por lo cual se puede expander en potencias de y; en el caso especial de un
espacio plano se tiene (ver por ejemplo [33]):

(e =20+ y(®) = 3 Fualmo)y™ () = 3Fia,s(o)y” ()1 (w)
B (0)y () 7 () 7 ()
1

gy P o (20)y” () 7 (1) 47 (w) " ()
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Si ademas se pide F},, constante, entonces a primeros términos se tiene

]' n v
Aulw) = =5 By’ (2.30)

por lo cual el Lagrangiano worldline tiene un término adicional
L= .
AL = —§ZeFm,y y”. (2.31)

Este término se absorbe en el propagador libre worldline. Los cédlculos se
realizan en el formalismo inspirado en cuerdas, por lo cual se modifican las
funciones de Green, ec. (2.20), de la siguiente forma

QWG(Uh U2) - gW(uh U2) = gﬁya (2'32)

Ahora las funciones de correlacién generalizadas tienen la siguiente forma:

(Y (u) y"(v)) = =TG" (u, v), (2.33)
donde , .
2(uy | (% - 22’@F%> lug) = G(uy, us). (2.34)

Para simplificar las expresiones se usa la notacién G (ur,us) = Gz, G(ug,ug) =
(12, ete. La forma explicita de G esta dada de la siguiente forma

1 Z —i2G12 Pz
Glur, ) = 575 <Sen(Z)€ - “ZGlQ_l)’ (2:35)

donde Z = eT'F [15], ademés

d B -1
g(ul,u2) = 2<U1’(%—226F) |U2>

: 2 iz
= = | 2.36
zZ (Sen(Z)e ) ’ (2:36)

1

Gluy,us) = 20y (Il—ZieF (%)j 1g)

22 _iza,
e :
sen(Z2)

(2.37)

= 2012 —
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Enseguida, se escribe la expansion de las funciones de Green en términos de
las primeras potencias de F' (en las siguientes expresiones se elimina la barra
sobre F'):

3

» T T
glg == ﬂGlg - %GuGuT@F + (gG%Q — —) (€F)2 + O(F3>, (238)

90
. . 2.
912 = ]IG12 + 2iG12€F + §G12G12T(6F)2 + O(F3), (239)
Gio = 101G+ 2iGaeF — 4G5(eF)? + O(F?), (2.40)

donde se ha usado G2, = 5/3 — 4G15. Ademés, en los limites de coincidencia
se tiene

g(r,7) = % (cot(Z) — %) : (2.41)
G(r.7) = icot(2) = - (2.42)
G(r.7) = 26(0)—?00’5(2). (2.43)

Otro cambio que sufren las integrales de trayectoria debido a la existencia
del campo electromagnético es el determinante de la integral [15]

(4nT)P? — (47T)P/2det!/? {#} : (2.44)

donde D es la dimensién sobre la que se trabaja; en nuestro caso D = 4. Es
de resaltar que cuando F' — 0 se tiene

Gz — G, (2.45)
Gz — G, (2.46)
Gz — G, (2.47)
(47T) P 2 det /2 [&f(ﬂ} — (TP, (2.48)

De los trabajos [5, 6, 7] se conoce la correccién afectiva al Lagrangiano
debido a la presencia de un campo constante F),,:

20— 204 2 (2.49)
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donde
1 1
P _ _Z_LFWF’W — 5(E2 — B?), (2.50)
y (ver (1.2))
g _ L / T AT er c’ab
EH(ese) — g2 |, T sen(eaT) senh(ebT)’

Hasta el momento se ha trabajado en un espacio plano, ; como se modifica
la teoria cuando se trabaja sobre un espacio curvo? Parte de la respuesta se
encuentra en la siguiente seccién.

2.3. Teoria cuantica de campos en un espacio
curvo

Como ya se menciono en la introduccion, para aplicaciones del formalismo
worldline a un campo gravitacional de fondo se requiere la generalizacién al
espacio curvo; podria pensarse que la forma de introducir el espacio curvo,
en el caso del término cinético, es mediante la modificacién

e 17
—/ dr i* — —/ dr " gy, (z(1)) . (2.51)
4 0 4 0

Ademds de usar la linealizacion

guy<x> = gul/(xo) + kh#m (252)

especificando la forma de una onda plana para h,:
ik
hyw = € €7, (2.53)
el operador de vértice para el gravitén tendria la forma

T
€ / dr it i¥ e™*e, (2.54)
0

donde €, es la polarizacion del graviton.
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Desgraciadamente las cosas no son tan sencillas, ya que al usar esta forma
para el vértice en una integral de trayectorias gaussiana, se obtienen expresio-
nes que contienen cantidades indefinidas como 6(0), 6*(r; —7;), 0*(7, —75)5- - .-
El espacio curvo guarda ciertas sutilezas que deben ser consideradas al mo-
mento de trabajar en el formalismo worldline. En el ano 1957, De Witt [21]
realiz el calculo de la amplitud de transicion de una particula escalar no
relativista empleando dos métodos: la ecuacion de Schrodinger e integrales
de trayectoria

(o, trlant) = (ogle B0z, (2.55)

x(ty)=xy

ety = [ Deest (2.56)
.’E(ti)::Ei

al hacer la comparacion entre ambos resultados encontré que se requiere un

término adicional al Lagrangiano worldline, cambio que implicaba

H— H+&pwR. (2.57)

El valor que encontré De Witt para {pw, después de algunas correcciones
a su trabajo original, es —1/8; este término adicional al hamiltoniano tiene
que ver con las divergencias UV que surgen en la construccién de la integral
de trayectorias, por muchos anos se discutia el valor de este parametro. Ac-
tualmente se ha establecido el valor correcto y bajo nuestras convenciones es
—1/4. Finalmente {pw se adiciona al £ que surge de la ambigiiedad sobre el
ordenamiento del Hamiltoniano y con esto

- 1
E=¢-7 (2.58)

es el valor del coeficiente de R en la acciéon worldline.
Ademas, en un espacio curvo se tiene un factor de medida no trivial a lo
largo de la trayectoria [22]

Dz = Dx H \/det g, (z(7)). (2.59)

Recientemente se ha logrado moldear la forma de Dz para ser empleada en
el formalismo worldline [30]:

Dz = Dx H \/det g (2(7)) = Dz Da Db De e Snlmabel (2 60)

0<7<T PBC
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donde a, by ¢ son conocidos como campos fantasmas (ghost), Sy, es la accion

fantasma

T
1
Sgnlz,a,b,c] = / dr L—lg#,,(x) (a"a” + b ). (2.61)
0

Los campos a conmutan entre si, mientras que los campos b y ¢ anticonmutan.
Las funciones de correlacion de los campos fantasma contienen funciones ¢:

(a"(m)a” (1)) = 2¢"" (xo) 6(11 — T2), (2.62)

(0H(19) ”(12)) = —4g"" (x) 6(11 — T2), (2.63)
y gracias a las contribuciones de los campos fantasmas es posible cancelar las
divergencias o términos indefinidos que surgen en las contracciones de Wick.
Asi que el operador de vértice gravitacional, ec. (2.54), adquiere la siguiente
forma

T
Viseatar ks €] = € / dr [:i:“ i’ + at a” + b c”] : (2.64)
0

Hasta el momento, la accion worldline tiene la siguiente forma:

T+ ieit A, (z) + Tm?

1
Slat; g, A] = /dT
0

- 1
+TER(x) + — g (a“a” + b“cl’)

7 (2.65)

Combinando las coordenadas normales riemannianas y la norma de Fock-
Schwinger se generaliza la ec. (2.29) [33]:

1 o 1 «
Juw(r=20+Yy) = Gu(ro)+ gRuaﬁu(:EO) yy’ + éRuaﬂu;7<x0) Yy Yy 4
(2.66)
1 14 1 14 (07 1
A#(x =Ty + y) = _QF;W('TO) y — gF;w;a('IO) vy — g |:F#V§aﬁ<x0) +
1
+§F§a($0) R%w(xo)] ya yﬁ y” + - (267)

Todavia no es posible usar estas expresiones en la accién worldline pues ya se
comento en la seccion 2.1.2 que en el espacio curvo en el formalismo inspirado
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en cuerdas se tiene un Lagrangiano efectivo que contiene términos con deri-
vadas totales no covariantes, lo cual impide que se puedan usar coordenadas
riemannianas. En los trabajos recientes de Bastianelli, Corradini y Zirotti
encontraron la forma de generar el cardcter covariante para el Lagrangiano
efectivo del formalismo inspirado en cuerdas [28], se introducen términos del
tipo Fadeev - Popov al Lagrangiano worldline:

1
Sen = [0 1,0 (s0t0) 265)
0
donde
Q", = &+ 3Raﬁyy°‘y + .- (2.69)
(' n,) = =05 =—m.n"), (2.70)

con 7 y 77 campos fantasmas constantes. La acciéon Spp proporciona los térmi-
nos necesario para que las derivadas totales que aparecen en el Lagrangiano
efectivo del formalismo inspirado en cuerdas adquieran la propiedad de ser
covariantes, y una vez que adquieren esta cualidad, es posible usar coorde-
nadas riemannianas.

Asi que la accion efectiva se expresa de la siguiente forma:

oo [, e

ahora la accion worldline estd compuesta por una gran variedad de elementos,
pero en este trabajo se ha truncado (2.66) y (2.67) hasta términos de la forma
RF --- F, aunque también se consideran términos que se puedan mezclar con

éstos, por el hecho que
[vlm vu] - Ruu..a

asi que los elementos de la accién worldline tiene los elementos:

e Accién libre: )
1 y
So= [ du a0 ()i (o), (2.72)
0

e Accién gravitacional:

Son = [ | Sy Banaele0)i ()5 )y 3 ) + TE Rl
(2.73)
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e Accién electromagnética:

Sem = / du [ — S Ful0)i () (1) — 5 Fova0)i? ()" ()" ()

_%e {Fw/;aﬂ(xo) + %F/\V R’\aﬁu(:po)} y” (u) y*(u) yﬁ(u) yu(u)} . (2.74)

es conveniente definir

5O = /Oldu [—%Fuy(xo)y“(u)y”(u)], (2.75)
s = [ o[ Bt wre]. @

58 = [ du |~ Bl )y )@ ) 277

Samaran = [ | =3 B ) (00 o ) (0
(2.78)

e Accion fantasma

Sgn = /01 du% [gm,(xo)<a“(u) a’(u) + b*(u) c”(u))

+%Rwﬁu($o) y*y’ (a“(u) a’(u) + 0" (u) C”(u)) +o]
(2.79)
Definimos

1

S, = / i guan) () () + 8 0) (). (280

S0 = [ i R an) o () )+ ) ).
(2.81)
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Finalmente, en el formalismo inspirado en cuerdas se incluye Sgp, (2.68), por
lo cual la accién worldline contiene los siguientes elementos

S = S0+ Sgrav + Sgh + Sem + Srp. (2.82)

Asi que las reglas de contraccion de Wick en el formalismo inspirado en
cuerdas son las siguientes:

")y’ (v) = -TG(u,v)g" (2.83)
a'(u)a”(v))y = 2¢"(x¢) d(u —v), (2.84)

(' (u) "(v)) = —4g"(x0) 6(u —v), (2.85)
< 771/> = _55 = _<77u 77“>7 (286>
G(u,v) = |u—v|— (u—v) — é (2.87)

Al usar la norma de Fock-Schwinger, en el espacio curvo se tiene la posi-
bilidad de unir el término cinético con S debido a que éste tltimo es de la
forma yy; asi que, los efectos de SO se pueden tomar en cuenta de manera
no perturbativa, como se procede en la seccién 2.2, ec. (2.34).



Capitulo 3

Los términos R F F en la accion
efectiva

En [35] se obtiene la expresién de la accién efectiva a un lazo al nivel de
términos RF'F' usando el método nicleo de calor. El resultado al que se llega
es

2

e d'z\/g
[lg, A] = —5(1 — F? + AR, FrFY
9, 4] 360m2/ ny [ 5(1— 6¢)RF2, + 4R, F" F",

—6Ruap " F? — 2(VF,,)? — 8(VaF,,)? — 12F, 0F" .
(3.1)

Tomando en cuenta este resultado se verifican los argumentos de Bastianelli,
Corradini y Zirotti [28]:

e El formalismo DBC va a reproducir exactamente (3.1).

e El formalismo SI reproducira el Lagrangiano efectivo de (3.1) con cier-
tos términos adicionales que se pueden escribir como derivadas totales
covariantes.

Una observacion que sera de gran utilidad en calculos posteriores se debe
a la propiedad de anti-simetria del tensor F,, ya que si consideramos la
integral

/dul Faﬁ y? y167

20
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al realizar una integraciéon por parte sobre u; se tiene que

/du1 Fas iyl = — / duy Fog s i)

- —/dungayfy'?
— [ dw Fasf i (3.2
Esta relacion no parece muy trascendental, pero evitara hacer demasiados
calculos, pues con este truco, el niumero de contracciones a calcular se reduce
a la mitad. También es importante comentar que no se han escrito todas
las contracciones que se pueden generar, sélo hemos calculado un nimero

determinado y el nimero total se sabe usando la simetria de cada término.
Por ejemplo, se tiene un factor dos por cada factor Fyy.

3.1. Formalismo DBC

En los siguientes cédlculos se toma

/Oldu = /du, (3.3)

y(wi) = v (3.4)

ademés

3.1.1. Término RF,, F"

Este término llega de la contracciéon mutua de los tensores electromagnéti-
cos junto con la contraccién del tensor gravitacional sobre si mismo, y para
ello se usa la siguiente expresion:

5 (=597 (=Surmn = 5)) (3.
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Primero se hace el cédlculo para la parte electromagnética:

1 2 1 % T o
3 <(—Sg2) > =3 (—5) </ duy dug Fyu 91 Y7 Fap U5 y25> (3.7)

Ahora se calculan las diferentes contracciones:

AA = (sl )
= (=2Tg"**A},) (_2T9VﬁA12)
= AT? grog P oA, A, (3.8)

Veamos que resulta de la integracién sobre uy:

/ du1 .AI2 Alg = / dU1 <1 — (512> Alg
= / dul A12 — AQQ, (39)

entonces

/ du1 dUQ .AIQ Alg = / du1 dU2 Alg — / dUQ AQQ

1
La contraccion de los indices estd dada por
F/u/ Faﬁguagyﬁ = F,uVFuya (3]‘]‘)
por lo cual se tiene que
1
F. Faﬁ/ duy duy AA = 4T3 (E) F,F*
1
= gTQFW P (3.12)

Ahora veamos la siguiente contraccion:

AB = () (i )
AT? g"P g" @ * Ajy A3, (3.13)
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pero
1
/ du1 dUQ .AIQ AIQ == —E, (314)
asi que ahora se calcula la contraccion de indices
F. F.pgPg"™ = F,, F*" = —F,, F", (3.15)
entonces
1
F. Fop / duy duy AB = —AT? (_E) E,, F"
1 14
§T2FW P (3.16)
De estas dos contracciones se tiene
2 v
§T2FW B (3.17)

Asi que para la contraccién de los tensores electromagnéticos se tiene el
siguiente resultado

1 [ —te 2

2
1
— [ — Z)T%F,, F*™ = ——e®T*F,, F™. 3.18
2(2)(3) . 12° 7 (3.18)

Ahora se calculan las contracciones correspondientes a la parte gravita-
cional

1 5o e L mE
<—ng - S§E)> = —/dU3 <ﬁR75en g3 ys s s + TER
1
oy Rosen i3 () o + b ) )
1 g e :
= _ﬁRvéen/du?) (s s )+ s (ad o + 0] ) ) - TER.

(3.19)

Veamos las contracciones de S(g.q0): la primera contraccion es

AC = (93 y5) (W i)
= AT? g7°g°" * A3z A3, (3.20)
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pero
1
/du3 .Agg A;)S = — (321)
12
La contraccion de indices es la siguiente:
Roseng g™ = Rw”ng‘;" = Rs,g"" = R. (3.22)
Entonces
1
Roser / dug AC = gT2R. (3.23)
La siguiente contraccion es
AD = (53 93)(v3 5)
= (=27)% g™ g% *A%; Ass. (3.24)

Para la integral se tiene

/dU3 .A:;g A33 = /dU3 (1 - 533)A33, (325)

pero el término que contiene a d33 se cancela con la contribucion de los campos
fantasma (lo cual se verifica en el apéndice A), asi que sélo se tiene

1
/dU3A33 = —=. (326)

6
Para la siguiente contraccién de indices hay que tener presente la propie-
dad de antisimetria del tensor de curvatura (ver apéndice B). Asi la contra-
cién toma la siguiente forma

R’y&en g’Y?Y gﬁe = _R'yéne g’\m 966

= —R,.¢" = —Rsg"

= —R: =—R, (3.27)
entonces

2
Rsen / dus AD = §T2R. (3.28)



CAPITULO 3. LOS TERMINOS RF F EN LA ACCION EFECTIVA 25

Al sumar (3.23) y (3.28) se tiene
T°R,
asi que

oy 1, 1
<—ng—sgh> =~ TR - gRT_—(—Q g) (3.29)

Por lo tanto

1 1
§<(_S$2)2 (—Syran —Sgh)> — ( ¢*T2F,, FW) {_ (12 +§) }
1 v
- 12 (12 +§> CTREE
1

—5(1 = 66)¢* T°RF,,, F*". (3.30)

donde se usa & = £ — i.

3.1.2. Término FMO‘F“/BRW

Este término viene de la contraccion simple entre un tensor gravitacional
y dos tensores electromagnéticos, por lo cual se pueden usar las siguientes
expresiones

1
5 <(_Sé7(2)2 (_ngv - Sgh)> s (331)
((=Sem,grav) (—550)) (3.32)
donde se usa ,
1
_ - S0 B
SQTCW _/0 du 12TRua[3uy vyy . (333)

Ya se sabe que las contracciones del los campos fantasma permiten eliminar
cantidades de la forma d;; asi que en los siguientes calculos no se escribiran
en las contracciones de Wick.

Con estas consideraciones se tienen los siguientes arreglos :

e El primero de ellos es

1/ ie\> [ 1 v . .
—5 (—§> (ﬁ) </ duldu2du3Fw yf 2 Faﬁ Ya Z/Qﬁ R’yéen y§ yé‘, Ys y§> )
(3.34)
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e cl segundo arreglo tiene la siguiente forma

e e e v € -
(_§> <_ﬂ> </du1dU2 Fag 0 4 Fx Ry Yo s yg> (3.35)

Para el primer arreglo se tienen las siguientes contracciones:

BA = (g s) (W 93) (w5 ) (i),
BB = (i 95) (WY i3) (s o) (uh us),
BC = (i) (e i) (w5 ) (53 93,
BD = (g} 95) (uf vi) (ws i) (i3 s),
BE = (995 vy vs) (v 43) (43 ),
BF = (1 98) (wh us) (5 va) (53 9),
BG = (g us) (o) (5 03) (W3 vs),
BH = (95 (W o) (w5 v3) (i3 ). (3.36)
Podemos observar que
Rvéen?)gygygyg = Rneévygygygyg> (3.37)

[awtgip = [ au i) (3.39)

con lo cual se puede concluir que BA = BH y BD = BE. Si ahora se usa que
Rosen U3 Ys Y593 = Ruoey U3 Y395 93, (3.39)
entonces BB = BG. Como
Rosen U3 Y5 Y5903 = Ryeon 93 U5 45 95, (3.40)

implica que BC = BF.
Con estas relaciones, solo se hace el calculo para las cuatro primeras
contracciones:

BA = (998 () 93) (ys ) (y5 94)
= (—2T)4g“°‘gwgﬁeg‘5’7 *AT, A5 Agg A%, (3.41)
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Pero

[ ] [ ]
duy Al — A3,

/ duy *AL, AY, = / du1< —512)A;3
/ A

entonces

/ du1 d'LL2 dU3 .AI2 AIS A23 Agd = / d'U,l dUQ dU3 AI?’ Agg Ai.’)d

—/dUQ dU3A§3 A23 A§3
I
240 180
1
= —. 42
720 (342)

Ademas los indices se contraen de la siguiente forma

F,u,y Faﬁ Rvden guaguvgﬂeg(Sn = Fu’y FHe R(W’VK gén - F;LW F*re Ré'yée
F)F'R,=F"F" Ry (3.43)

Asi que

16
ij Faﬂ R’Y(SGU/ dulduzdu33.,4 = %TZLFMQ F,u,@ Raﬁ

1
— 4—5T4Ff F"P Ryg. (3.44)

Ahora se calcula la siguiente contraccion:

BB = (3 9s) (W 93) (s o) (v5 v5)
= (—2T)4g“0‘ g7 gﬂ77 9‘56 *AY, Al ASg Asg (3.45)

La integral sobre u; nos da lo siguiente:

/ duy *ATy Afy = / duy Aly — Ags,
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de modo que

/ duydusdug *Aly A3 ASs Az = dugdug (/ duy Atz — A§3> Ads Azs

= / duy dugdus AI:), A53 Ass
— / dUQd’LLg A§3 A53 ASS
120 45
_ 1 (3.46)

La contraccion correspondiente de los indices es de la siguiente forma:

F;w Faﬁ R’yéengua gu'y gﬁn 965 = _FM’Y FunR&yengée
—F) "R, (3.47)

Por lo tanto se tiene

1
F Fop Rysey / duydugdus BB = (—2T)*(—F,” F"'R,,) (5)
2 [e%
= —§T4FH F" Rop. (3.48)

Veamos otra contraccion:

BC = (g us) (WY ) (s ws) (93 )
= (—2T)4gua gl/(S gﬁE g’Yn .AIQ Alg Agg .A53. (349)

Dado que *Af%; = 1 — d33 voy a ignorar por el momento el término con ds3
pues éste se cancela con la contribucion de los campos fantasma.

Como
/du1 .AI2 Alg = /du1 <1 — (512) Alg

= /dul Agz — Ao, (3.50)
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entonces

/ duldUQdU:), .AIQ A13 Agg = / duldu2du3 Alg Agg

- /dquu;g Aoz Agg
1 1 1
= — — — = —— 3.51
120 90 360’ ( )
y por lo tanto,
1
/ dulduzdu;), .AIQ A13 A23 .A§3 -, (352)
360
Ahora se calcula la contraccién de los indices:
F;w Faﬁ R'yéengua ng gﬂe 9777 - _Futs FuemegW
o ) €
— _FM F'u R’yé’ye
—F,* F* Ry,
= —F,“F"Rgg. (3.53)
Asi que
1
Fo Fup Ry / duydusduz BC = —(=2T)" (—%> F,“ F* Rag
2
= —T'FOFMR 5. 3.54
TR 8 (3.54)
Para la ultima contraccién se tiene
BD = (9} 95) (v} v3) (s v3) (93 v5)
= (—2T)4g”°‘ g”‘s gm’ g7 ATy Ay AS5 *Asg (3.55)

Pero

/du1 .AIZ A13 = /dul A13 - A237
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entonces

/ duldUQdU3 .AI2 A13 A§3 .A33 = / duldu2du3 Alg A§3 .A33

= —/dUQdU3 Agg A53 .Agg
1
240 180
1
= (3.56)

Ahora se realiza la contraccién de indices

Foy Fop Ryseng"“ 9" ¢ g = F,°F" R
= FM5 FM Ry,
F,* F*’ Rag. (3.57)

Entonces
1
F Fop Ryser / duidusdus BD = (—2T)4%Fua i Rap
1

4—5T4F#0‘ F" Rop. (3.58)

Finalmente, sumando todos los resultados que se obtienen de esta serie

de contracciones,

1 2 2 1 12

2 ——=-4+—+—=)=——. )
(45 9 * 45 i 45) (3:59)

Esta serie de ocho configuraciones no es tnica, existen otras tres series pero
arrojan los mismos resultados. Asi que el resultado final estd dado por

3 (50 Spm-50) = (-2 (5mm7 ) O T PR

1
= —%62 T3F,* F*'Ryp. (3.60)

No olvidemos que aun falta considerar el segundo arreglo (3.35):

200) e? </duldU2 Fop i3 y) Fao Ry v5 43 5 93> :
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Las contracciones correspondientes a este arreglo son las siguientes:

BT = (55 u5) () vs) (Wi o),
BT = (55 ys) (W) o) (Wl vs).
BK = () ys) (o5 vs) (W3 ),
BL = () yy) (s i) (W3 vs)- (3.61)

Ahora bien, si consideramos la observacion (3.2) es posible concluir que
101 y2) (o va) = 1y y) (Y W),
dun (55 y5) G vs) = [ dua (4 y5) (5 w)

lo cual se indicara como

(7 us) (W) ws) — (01 y8) (97 ) (3.62)
De igual forma se puede concluir que
G us) (W) o) — (o) ) (o ). (3.63)

Asi, una integracion por partes respecto a u; permite intercabiar las posicio-
nes de y{' y yf. Entonces BZ = BK y BJ = BL.
De este modo, en este caso sélo se calculan dos contracciones:

BT = (3 vs) (yy vs) (ys 9a)
(2T P A Ay A (364

Al realizar las integrales se tiene

/duldug .Alg Alg A§2 = O, (365)
por lo cual
Fy, Fop Ry, / duydusBT = 0 (3.66)

Para la ultima contraccién se tiene

BT = (G5 ys) vy vd) (y5 ys)
= (—2T)3 av gﬁT7 gé6 .A12 AI2 AQQ. (367)



CAPITULO 3. LOS TERMINOS RF F EN LA ACCION EFECTIVA 32

La integracion arroja el siguiente resultado

1
/duldu2 .AIQ AIQ AQQ = @ (368)

Ahora se realiza la contraccién de indices :

F)\V Faﬁ Rkéen gau g/@”] 966 = F)z\/ Frn R)\6e77 956
— Fy)x v R(S)\en g(SE
= FI/)\ P Réz\én
= F,*F"" Ry,
= F,*F" Ry (3.69)

Entonces

8 (67
Py, Fos Ry, / dudusBT = —T°F,* F* Ra

2
= —1—5T3FM0‘ F" Ry (3.70)

Se hace la suma de las contracciones

2(_135) _ _%' (3.71)

Asi que para este arreglo se tiene

1 4
(Semgren) (~5)) = ~35°" <_E> T P Ry,

1
= @62T3Ff F"° Ry (3.72)

Finalmente hay que sumar los resultados que se generan de los dos arreglos
(3.60) y (3.72)

1 273
5 (=880 (=Sprav = S} ) + {(~Semrar) (=55,)) = - L re PR,

2
(3.73)
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3.1.3. Término FWFagR“”O‘ﬂ

Este término se genera de la contraccién doble entre cada tensor electro-
magnético con el tensor gravitacional. Para ello, se emplean las siguientes
expresiones

1 2
§<(_Sé973) (_Sgrcw - Sgh)>, (374)
con '
Sgrav = /du {ﬁ]{vém 77 (u) y5(u) y(u) g (u) | - (3.75)
También se tiene
<(_Sé?72) (_Sem,grav»a (376)

Con esto se pueden hacer algunas combinaciones de los términos para
obtener F),, F,zR*P:
La primera combinacion es

2
1 b o . ..
—3 <—5) (@) </ duy dusdus Fuy 1 Y Fos 95 Yo Bosen U3 Y5 Y5 y§>-

(3.77)
La segunda combinacién posible es

1€ e » ) N
(_§> <_ﬂ> </duldu2 Fag 9yt Fao R0, 5 45 5 y3>, (3.78)

e incluso son iguales a (3.34) y (3.35) respectivamente.
Veamos las contracciones para (3.77):

CA = (i i3) (y vi) (ws ws) (W5 93),
CB = (g ud) (i vd) (ws i) (w5 vs),
CC = (W ud) (¥ us) (s vl) (ws v,
CD = (g 9d) (i vs) (s 42 (s ),
CE = (lia) (wy vy s ul) (5 vs).
CF = () (i i) (55 us) (s v3)- (3.79)

Si se realiza una integracién por partes con respecto a us, se tiene que
(G5 vs) (o 9) — (55 93) (va v5),
(G5 u3) (ws 93) — (95 9 (vo v3),
(G5 u3) (ws ) — (95 us) (v v3)-
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entonces CA = CB, CC = CD y CE = CF; con esto sélo se calculan tres
contracciones:

CA = (9 93) ( vd) (s us) (wh o)
_ (_2T)4gM’Y gl/5 gae gﬁn .AI?) A13 .AQS A;ga (380)

de la integracion sobre u; se tiene que

/ du1 .AI?) A13 = /dul A13 - A337
(3.81)

por lo que
/ duldu2du3 .AI3 A13 .Agg Agg = / duldu2du3 AIS .Agg A§3

— / dUQdU?, A33 .A23 A53

1 11 (3.82)
120 60 120 ‘

La contraccion de los indices estd dada de la siguiente forma:
F,uzz Faﬁ R'y5en glw gwS ga6 gﬂn = F,uz/ Faﬁ R;waﬁ)

asi que para esta contraccion se tiene

1
Fu Fup Ry / duyduaduz CA = (—2T)* (_ﬁo) F,, F.5 R™*8

2
= — 5T F Fop B (3.83)

La siguiente configuracion es

CC = (W ud) (wy us) (s vd) ws i)
== (_2T>4gM’Y gyE ga5 gﬁﬂ .AI3 Alg .Agg Agg, (384)

pero

/dul'A{3A13 = /dul Az — Agz,
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entonces
/ duldUQdU3 .AI3 A13 .Agg Aég = / duldu2du3 Alg .Agg A§3

— / dUQdU3 Agg .A23 A;?)
1 1 1

= — = —— 3.85
120 60 120 ( )
Veamos ahora las contracciones de los indices
F/.Ll/ Faﬂ Rvéen g,uq/ gye ga§ gﬁﬂ - F/w Fa,@ R,u,auﬂ
1 ro.
= Fw F,sRMP, (3.86)

la dltima igualdad se demuestre en el apéndice C. Finalmente se obtiene

1)1
Fu Fup Ry / duyduadus CC = (—2T)* (—1—20) 5 F Fag Ry
1

= B Fap B (3.87)

La ultima configuracion esta dada por

CE = (W yd) () (US vd) (vs v5)
= (=2T)'g" g"" g* P A%, A%, * Agg A (3.88)

La integral sobre u; da el siguiente resultado:
/dul'AI3 Al = / duy A5 — AS;.
Entonces, se tiene
/ duydusdug * A3 Al3 *Agg Aoy = / duydugdug A4 *Ags Ao
— / dusdus ASs * Agg Aoz

= 0. (3.89)

Asi que

FWFaﬁRW;En/duldquu?,Cé' = 0. (3.90)
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Ahora se realiza la suma de todas las configuraciones

Esta no es la unica serie de contracciones; existen en total cuatro pero las
aportaciones son iguales, asi que

(5O (S — Son)) = 42 C N\ g, By, R
2 em grav g 15 96T pv Lap

1
= —@62 T3F,, Fop5 R, (3.91)

Aun falta considerar las contracciones de la segunda combinacién (3.78):

Ze /Le nes 1 € -
(_5) (_ﬂ) </ duydug Fop 9y 3/15 Fy, R/\&n Yo yg Ys y;’>7

CG = (ysud) (s ws) (Wi o),
CH = (ysub) (w5 ) (v vs).
CT = (ysus) (s ud) (wi i),
CT = (ybus) (55 98) (wi 3)- (3.92)

Al realizar una integracion por partes con respecto a ui, se tiene que

W ys) (Wl g8y — W gy (i vs),
WYY (W 8y — gy (i ve),

con lo cual se tiene CG = CH y CZ = CJ. Entonces es suficiente hacer los
calculos para dos contracciones:

CG = (ysya) (51 ) (ur 43)
= (=27)% g”° g g"" Npy *A1s A}, (3.93)
Pero el resultado de la integral ya fue calculado en (3.68):

1
/dulduz AVORVANP AIQ - @>
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asi que ahora se calcula la contraccién de indices

F)u/ Faﬁ R)\(Ssngué gas gﬂﬁ — F/\V Faﬁ R)\Vaﬁ
= F,, F.; R (3.94)

Por lo tanto,

1
Py, Fop R, / durduy CG = (=273 (—) F, Fog R0

60
2
= — T Fu Fop B (3.95)
La siguiente contraccion esta dada por
CT = (ysya) (45 v3) (i 953)

(=27)% g g™ g"" Ngy *A1g AY,. (3.96)
La integracién de este producto de funciones A ya se han calculado en (3.68)

1
/duldu2 AQQ .Alg AIQ = @, (397)

por lo cual, resta encontrar la contraccion de indices:

F)u/ Faﬁ RAéen gue ga§ 9577 — F)\V Faﬁ R/\auﬁ
1

— iFWFaﬁR“”aﬁ. (3.98)
Entonces
1 1
Fy, Fop Ry, / duyduy CIT = (—2T)° (@> (5) F,, F.5 R™*P
1
— _ET3FMVF05R“”“5. (3.99)

Si se realiza la suma de todas estas contracciones se tiene:

Asi que para esta combinacién se tiene:

2 e?
_q(0)y (_ _ _Z —— \T3F. F a3
<( Sem)( Sem,grav)> ( 5)( 48) 1% aﬁR
1
= —*T°F,, F.3 R*° (3.100)

120
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Ahora bien, ya que se han calculado todas las contracciones para las dos
combinaciones, es momento de sumar los resultados (3.91) y (3.100):

1 1 93 1
——+ —— | & T*F,, Fop R = ——e?T*F,, F,s R™*%. (3.101
(60+120)6 po *af 1200 7 el (3.101)
4 : a 6]
3.1.4. Término F,° I"" ,
Este término se obtiene de
5 <(_Sem) > = o\ 73 duy dug Fogy U5 Y1 Y1 Frvn U2 Y3 Ya ) -
(3.102)
Las contracciones que se generan son las siguientes:
DA = (5 yl) (W) o) (vs v3),
DB = (57 y]) v/ v8) (3 v3),
DC = (57 ) (Wi i) (5 ),
DD = (4 ys) (y vi) (9 v3). (3.103)
Vemos que se obtiene de cada una de ellas
DA = (5 yl) (W) ob) (w5 v)
= (=273 g™ g"" g""* Aqy A3y Ao (3.104)
Al realizar las integrales se obtiene
1
duidug * A Ay A —. 3.105
/ UrQUz A1) Aqg LA22 360 ( )
Ahora, se calcula la contraccion de indices
Faﬁ;'}’ FMVW ga’y gﬁl/‘ g’/n = F’?/B;'y Fﬁn;n = _F,B’y;f\/ Fﬂn;n
= —F°, F", (3.106)
Por lo tanto, se tiene
1 «
Fopey Fuvn /duldu2 DA = _(_2T)3% F F#ﬁ;ﬂ
_ Lpipe g (3.107)
45 B B )
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Veamos otra contraccion

DB = (% y]) (v vs) (@b )
= (=27) g™ g% g * Aqy Agy * gy (3.108)

De la integracién se obtiene

1
duidus * A Ap °A —_— 3.109
/ U as 11 12 22 720 ( )
Calculemos la contraccién de indices
Fopry Fuvin 9% g% g = FWB;V Fﬂﬁm - Fﬁyw Fﬁnm
= Feo P (3.110)
Entonces
1 (3
Fopry Fvm /duldu2 DB = _(_2T)3% Fla Fuﬁ;ﬁ
1 3 «a ¥6]
= %T Fu o Jae 5" (3.111)
Otra contraccién posible es la siguiente
DC = (o) (Wi wl) (s vl
= (=273 g™ g7 g""* A%, Ayy Agy. (3.112)
Como
/dul AL A = /dul (1 — 512> Ay = /dul Aqp — Ay,
tenemos

/duldu2 .AI2 All A22 = /duldUQ All AQQ — /dUQ AQQ AQQ

1 1 1
= — - — = 1
36 30 180 (3:113)

Ahora veamos la contraccién de indices:

Fugy Fuvy g™ 97 g = F oy By = FS FW;B‘ (3.114)
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Por lo que

1
FangM,,m/duldeC = —(—2T>

2
= —T*FS° P,
457

Ahora toca el turno a la iltima contraccién

DD = (9% ys) (Wi vi) (Wb o)

(—QT)?) g gﬁv " Ajg Ayq *Agy.

De la integracion se tiene

1
durdus * Ao A1 *Ayy = —
/ Urauz 12 211 222 360
y de la contraccion de indices se tiene
Faﬁ%’y Flﬂ/ﬁgowgﬁwg = Fa,y;'y Fna;n = _Fuoéoc Fuﬁ;ﬂ‘
Asi
1
Fopey Fuvin / duyduy DD = —(=2T)* T F*
1 31 08
- 4_5T LI s

Sélo resta realizar la suma de estas contracciones:
1 1 2 1 1

5w Bt W0

de modo que

1 1

1
= —— ' T°F° F“B
180

Zl(—qy2y — T 3 uﬁ
2(( Son?) 10( 18)6TF F

S AR Fuﬂ
180 #

(3.115)

(3.116)

(3.117)

(3.118)

(3.119)

(3.120)
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3.1.5. Término F,z3 b

Este término se genera nuevamente de

1/ ie\” N Y
5((—522)2> = 3 (—g) </dm Qs Fopey U8 Y] Y7 Frvn U y3>
(3.121)

Las contracciones correspondientes a este término son las siguientes:
EA = (i dh) (W) ui) (v ws),
EB = (yys) (vl vi) (yl 0h),
EC = (g ) (w1 95 (wl vi),
ED = (i) (vl vs) (yi ). (3.122)
Veamos qué se obtiene de cada una de estas contracciones:

EA = (G2 oh) (vl vd) (vl vs)

(—2T)3 ga,u gﬁn g’yy .AIQ Alg Alg. (3123)
Ya que
/du1 .AIQ A Ay = /dul (1 - 512) ANPYANP
= /du1 Al? A12 — AQQ AQQ (3124)
tenemos
/duldu2 .AI2 Alg A12 = /duldug A12 Alg — /du2 AQQ AQQ
1 1 2
= —— — = —— 3.125
90 30 90 ( )
Para la contraccion de indices, se tiene
Fopry Frvm 9™ g gr = FH Fuvim = Fupy P
= Flap FMe (3.126)
Entonces,
2 .
Fa,@;w F/“,m /dulduQ EA = —(—2T)3%F“a;5 F,uﬂ,a
8 .
= —T3F, 03 F"P°. (3.127)

45
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Otra contraccion es la siguiente
EB = (i y5) (v v3) (vl )
= (=27) g™ g"" 9" * Ayy Agy Al

De la integracion se tiene

1
/duldu2 .Alg AIQ Alg = %

Hagamos la contraccion de indices:

Fopy Fuvm 9 g g = FUE Fupm = —Fypm

= —Fuap M7
Se concluye que
1 .
Fopy Pl /dU1dU2 &EB = —(_QT)B)% pos 3 Fre
4 -
= ETBF#a;ﬁ FWI'B7 .

Veamos la siguiente contraccion:
EC = (G ud) (w1 o) (vl vs)
= (=27)° g™ g™ g *DN1a AT, Asa.
De la integracién se tiene

1

/duldUQ .Alg AIZ Alg = %

Con respecto a los indices se tiene la siguiente contraccién:

Fopey Fuvm g™ g = Fm Bl = = Fuym F*

= T lpasp Froe,
Por lo tanto,
1 .
Fopy Frvn /dulduz EC = —(—2T)3%Fua;5 FHbia
4 et
= _T3Fua;6 Froe,

45

(3.128)

(3.129)

(3.130)

(3.131)

(3.132)

(3.133)

(3.134)

(3.135)
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Por 1ltimo, se tiene la siguiente contraccion

ED = (5 ) (Wi )yl )
= (=2T)3 g™ g" g * A1y Ay A3, (3.136)

El resultado de la integracion ya lo conocemos,

1
/duldm .Alg A;z Alg == %, (3137)

asi que veamos la contraccion de indices:

Fopey Fyvin 9™ gﬁy gt = F"M Fug = Fyuy 77
- F,uoz;ﬁ F#B;Of' (3138)
Por lo tanto,
1 ,
Fapy Frvn /duldu2 ¢D = <_2T)3%Fua;6 Fhie
4 N o
- _4_5T3F,u ;8 F;},Oz;ﬂ F/”’ﬁy . (3139)

Ahora, se suman los resultados que arroja cada contribucion

8+4+4 4 4
45 45 45 45 15’

asi que
1 4 1
=52y — = _ ) 273 o FrBie
2 <( em) > 15 ].8 € po 3
2 ‘
= — gz Fhes Frbe, (3.140)
Pero
1
Fluosp Froe = ot Hba Froe (3.141)

lo cual se muestra en el apéndice C, por lo que

1 B:
—<(—Sé71,3)2> - _ﬁFaﬂwFﬁﬁ' (3.142)
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3.1.6. Término F,g., F*%

Este término también se genera de

. 2

e e . v
S((=8ED%) = 5 <—§) </du1 dus Fopy 5097 Y7 Frun 95 U5 y3>
(3.143)

y las contracciones correspondientes son las siguientes:
FA = () () vs) (ul v3),
FB = (7 us) (W) i) (yl va)- (3.144)
Ahora se calcula la contribucién de cada una de ellas:
FA = (57 i5) W) v8) (i v)
= (=27)3 g™ ¢ gAY, Ayy Ay (3.145)
El proceso de integraciéon fue realizado anteriormente en (3.125):

2

/duldu2 .AIZ Alg Alg —%, (3146)
asi que hagamos la contraccion de indices
Fapy Fuvim 9" g7 g = Fapiy FeP, (3.147)
Por lo tanto se tiene
2 .
Fopy Fruv / duydus FA = —(—2T)3%FaﬁW Fob
8
= —T3F,p5., FP7. 3.148
45 By ( )
Veamos la tltima contraccion que se puede realizar,
FB = (57 vs) (vl 95) (yi v3)
= (=27)% g™ gP" g A1y A3, Ads. (3.149)

De la integracién se tiene

1
/duldu2 .Alg AIQ Alg = % (3150)
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Veamos que resulta de la contraccién de indices
Fopy Fuvm 9°° 96# g" = Fapy Foos = —Fopy Fer, (3.151)

por lo tanto,

1 .
Fopy Fruv / duyduy FB = —(—2T)3%Fam Fob
4
= —T3F,4. F%. 3.152
De la suma de estos dos resultados se tiene

1 4/ 1 i
§<(—5§2)2> = I <—1—8> ¢’ T° Fop FO77

2 .
= LT3R, FOOT,
135°¢ gy

(3.153)

Si se usa los resultados de las ecuaciones (3.142) y (3.153) se tiene el
siguiente resultado para el término F,s., F*%7:

12\ . | 1 |
e 22T F L FB — 273 R paBn (3154
( 135 135>6 " 45¢ * s (8.154)

3.1.7. Término F), F" ;77

Este término se genera de
e? o o
(~89) (=82)) =~ [ durdua (Fuw g8 ¢ Fugs 8 08 9328
(3.155)

Las contracciones correspondientes son las siguientes:
TRy v 1
GA = (i1'95) (ut ) (v ),
GB = ('y5) (u} 5) (v3 v3)- (3.156)
Ahora se determina la aportacion de cada contraccion:

GA = (W v%) (WY vh) (ya yd)
= (—2T)3 g,ua gl/ﬁ g'yé .AIQ A12 AQQ. (3157)
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Como
/dm A Ay = /du1 Ajs — Ao, (3.158)
entonces
/duldUQ °AI2 Ajg N9y = /duldUQ Ajg Agy — /dUQAQQ Ago
_ 5_%:_%_ (3.159)
La contraccion de indices arroja
Fuv Fagrs 997 ¢° = Fu F™) (3.160)
Entonces,
Fo Fugos / duduy GA = 12—5T3 F F* . (3.161)

La siguiente contraccion esta dada por

GB = (Wys) (whus) (v vd)

= (=27)° g" g"* g7 * A1y AT, Agy. (3.162)
La integraciéon nos da
/duldu2 *A1p ALy Agy = 6_10 (3.163)
La contraccion de indices
Fu Fagosg"’ g g° = —Fu, F™. (3.164)
Con esto se obtiene
F Fops / duydus GB = %T3 F F™ . (3.165)

Por lo tanto,
(-59) (-52) = 35 (-5) T Bw i
em em 15 16 nv Y

1 2 3 v
= TR FY (3.166)
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3.1.8. Término F,° F“/B;aﬁ

Este término se genera de
62 * v e
((=59) (=52)) = =55 [ durdus (B it oF Fapes 35 95 93 3
(3.167)

por lo cual se tienen las siguientes contracciones:

HA = (A 98) (wY ud) (s 1d),
HB = (0 vs) (WY ud) (S ud),
HC = (b i) (0 vd) (5 v3),
HD = (5 y3) (y7 vs) (95 3), (3.168)
De una integracién pr partes con respecto a u; se concluye que
HA =HC, HB =HD (3.169)
Ahora se calcula la contribucién de cada contraccién:
HA = (' 95) (WY ud) (s v3)
= (—2T)3 g,uoc glW gﬁ(i .AI2 Alg AQQ. (3170)
La integral ya fue calculada en (3.159):
1
/duldu2 .AI2 Alg AQQ = —@ (3171)
La contraccién de indices da
Fuw Fapno 9" 977 9 = )y Fud;vé =F° Fuﬁ;aﬁ' (3.172)
Entonces,
2 o
FL Faﬁ;’y(s/dUldUQ HA = 1—5T3 Fu F“B;aﬁ. (3.173)

Veamos la contraccion restante

HB = (W yy) (vl y3) (U5 ¥d)
= (=2T7)*g"" g"" g *DN1a A1a *Agy. (3.174)
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Pero

/ dunduy * A Ars*Dgy — 0, (3.175)
asi que

Fu Fops / duyduy HB = 0. (3.176)

Por lo tanto,

4 e?
_ g0 (_q® — _ 310 o pfB
<( Sem) ( Sem)> 15 ( 16) T FM F ;a8

1 2 3 « B
= ~5g¢ T°F,* F". 4 (3.177)
4 : a ppB
3.1.9. Término F,*F Ba
Este término también se genera de
e? . )
((=Stm) (=56)) = —15 [ dwidus <FW U Y Fapas U545 U3 y3> -
(3.178)
Las contracciones correspondientes estan dadas por:
TA = (yi ) (55 va) (9 v2),
IB = (yfys) (vs ya) (9 1s),
IC = (g ya) (95 v3) (i i),
ID = (3 yb) (vs va) (ut 45)- (3.179)
Al realizar una integraciéon por partes sobre uy, se tiene que
ITA=1IC,IB=1ID. (3.180)

Ahora se calcula el resultado que genera cada contraccion:

TA = (y{yd) (s u3) (A vs)
= (=27)° g g°" g"” A1 *Aa *Agy. (3.181)
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Pero

/duldug A A Ay = 0, (3.182)
asi que

FWFagm;/duldugIA = 0. (3.183)

Veamos la siguiente contraccion
IB = {yyvs) vy u3) (1 45)
= (=27)% g”° g7 g"* A1y Doy * A3, (3.184)
El resultado de la integral ya se conoce de (3.159):
1

/duldu2 .AI2 Alg AQQ —@ (3185)
De la contraccion de indices se obtiene la siguiente expresién
FNV Faﬂ%’ﬂs gV6 gﬁ'y gua = Fu(s F’wy;fy& = Fua Fuﬁ;ﬂa' (3186)
Por lo tanto
2 «
Fo Fopis / duydus IB = 1—5T3 FoF" . (3.187)
Asi que para este término se tiene
((~59) (~52)) = A (N g s
em em 15 16 I iBa
1 2 3 « B
= & 1 F>F" Ba (3.188)
Al realizar la suma de (3.177) y (3.188) se obtiene:
1 5, 1
— 2T Fa< N N >Fuﬂ - 2T3FVFa pvo3
606 P ng + V.V 1206 P s R
1 o
+o5 TS Y Rag
1 v
—@62 T°F,, F*™. 7, (3.189)

igualdad que se demuestra en el (C.6). El resultado altera la contribucién de
algunos términos RF'F', asi que finalmente se tienen los siguientes resultados:
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A)
1
—5 (1= 68 T R Fy P
B)
L N eppepeR, = Lerpe g
180 60)° " e 90" e i
C)
1 1 2 3 uva 1 2 3 uraf
~\ g T 1ag ) & T Fw Fag B = — o T2Fy, Fog R
D)
1 2 3 o wB
_ITSOQ T°F S I
E)
1 .
—562 T3 Fop FOP
F)

1 LY 503 v Lo v
— (@—f—@)e T°F,, F" ;J:—%e T°F,, F* 7 (3.190)

Después de hacer la integracion sobre T, lo cual es sencillo en este mo-
mento y genera un factor 1/m?, se reproduce exactamente (3.1). Para la

siguiente seccion se reproducen los mismos calculos bajo el contexto del for-
malismo inspirado en cuerdas.

3.2. Formalismo inspirado en cuerdas

3.2.1. Término RF,, F"

La forma de obtener este término tiene algunas modificaciones en este
formalismo, ya que ahora se debe considerar la accién Sgp, por lo cual se
trabajara con la siguiente expresion:

= (=59 (~Sgras — 55 — Ser)) (3191)
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Ahora se calculan las diferentes contracciones
Aa = (99wl ys)
— (—i—Tg“aGlQ) (-TQVBGQ)
= —T°g"g"7G1aGha, (3.192)

pero de la integracion por partes sobre u;, se tiene

/ duy (;12 G = —/ duy G12 G12
= —/ duy G2, (3.193)
entonces
/ du1 dUQ 612 G12 = —/ dU1 dUQ G%2
1
= ——. 3.194
! (3194)
La contraccion de los indices esta dada por
E,, Fopg"g”? = F,, F"™. (3.195)
Por lo cual se tiene que
2 1 v
FuFas | duyug Aa = (=T7) —3 ) Pk
T? 5
= 5 fw . (3.196)
Ahora veamos la siguiente contraccion:
Ab = (G ys) ()
= <_Tg#5G12) <+Tg”aG12)
= —T?g"g"CraGha, (3.197)

pero

. . 1
/ dul dU,Q GlgGlg = g, (3198)
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y como la contraccion de indices arroja

F. Fapg"g"™ = —F,, F", (3.199)
entonces
T2
F Fop / duy dus Ab = ?Fw FH (3.200)

De estas dos contracciones se tiene
2

§T2FW Fr (3.201)
Asi que para la contraccion de los tensores electromagnéticos se tiene
1/ ie\* (2 1
——-=) (5 |T?F., F" = ——€*T*F,, F'™. 3.202
2 < 2 ) (3) n 12° 7 (3.202)

Ahora se calculan las contracciones correspondientes a la parte gravita-
cional

1 : ‘- f
<— / dus [ﬁRV‘SE" U3 yg Y593 +T¢ R} > . (3.203)
Veamos las contracciones del primer integrando: La primera contraccion es
Ac = (53 95) (v3 93)
= <—TgFYEG33> (—i—TgénGgg) s (3204)

pero Ggg = 0, entonces
Roper / dug Ac = 0. (3.205)

La siguiente contraccion es
Ad = (g3 95) (Y3 ¥5)
= (—i—Tng égg) (—Tg‘se Ggg)
= —TZQ’W 956 Ggg Ggg, (3206)

como
1

/ dus Glgs Gz = / dus (26(0) — 2) (_6) , (3.207)
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al ignorar el término que contiene a §(0), se tiene

/du3G33G33 = (-2) (-é)/dw
L

3
La contraccion del vértice queda de la siguiente forma

R’y(kng,wg(SE = —R
Asi que
1
Rsen / dug Ad = gT2R.

Entonces, para la parte gravitacional se tiene

2N r
(=Sgrav) = = (5) ol B-eRT= 3(12)TR ERT

(3.208)

(3.209)

(3.210)

(3.211)

Adn falta considerar la accién Spp, (—Spp), pero como se desea una
contraccion del tensor gravitacional con el mismo, entonces solo se trabaja

con la expresion

1
(=Ser) = (- [ dua (m 3R s )

1 - €
= gR)\ﬁea <77)\77 >/d’d3 <y§ y3>

Lox

_ gR oo 0% / dus (—=T'¢* G33)

—R,) 6% (—g%) /d“3 (_é)

T
= —ER.
En total se tiene
TR TR -~
— — — T _¢RT
< Sgrav) + < SFP> 3(12) 18 fR

1
- ~(+e)rr

(3.212)

(3.213)
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Asi que

1 2 1 1 3
L/ o) _ _ o — | 272 g [ R g
2<( SO) ( Siran sgh)> ( ST F ){ (12+5> RT]
1
= _i(1—65)62T3RFWF’“’. (3.214)

3.2.2. Término FMO‘F“ﬂRag

Para calcular este término se usan las siguientes expresiones

1 2
5 <<_S£9T3) (_ngv - Sgh - SFP)> ) (3.215)
<(_Sem,g7“av) (_Sé?rz)> ) (3216)
como en el formalismo DBC se usa
1 1 ,
Soran = / du ——R,05.9"y“y 1" . (3.217)
g o 121 e

Las contracciones para el arreglo

1
8(12)T

e? < / duy dusdus Fy, 05 Y Fos U5 Y Rosen U3 Y3 Y5 U4 >

son las siguientes

Ba = (i 45) (i 43) (w5 vs) (s ) o (321s)
(+T¢"*G12) (+T9" G13) (=T g% Gag) (+T¢""Gs3)
= —T'g" g" g7 " G12 G153 Go3 Gizs. (3.219)

Pero Ggg = 0, entonces
FFop RM;E,?/ duidusdus Ba = 0. (3.220)

Ahora se calcula la siguiente contraccion:

Bb = (31'4s) (Wi us) (v us) (w3ws) (3.221)
(+T¢"*Gha) (+T9" G13) (+T 97" Gos) (=T'g** G3)
= —T'g" g g"" g°° Gy G5 Gas G (3.222)
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La integral sobre u; nos da lo siguiente:
/ dulélgélg = / du1 [25(’&1 — UQ) — 2] Glg
= 2G93 — 2 / duy Gas. (3.223)

Asi que

/ duldUQdUS él? G13 G’23 G33 = / dUQdU;), (2@23 — 2/ dU1G13) G23GSS
— 2/ dugdusGlazGasGss

—2/ duldUQdU3613 Gg3 G33

_ (—%) — 2(0)

1
= 3.224
g (3224)

Se procede ahora a calcular la contraccién correspondiente a los indices:
F;w Faﬁ R’yéengua gu’y gﬁn g66 = _Fu’y FlmR’W?' (3225)

Por lo tanto, se tiene

1
F,uzl Faﬁ Rfyégn/ duldUQdU3 Bb = —T4<—FM’Y F‘mR,m> (_§>
1 «
= —§T4FM FMRp5. (3.226)
Veamos ahora otra contaccion:

Be = (i 9g) (yY vs) v vs) (03 5) . B2

= (#T¢"“Gra) (=Tg"’Gh3) (—T 9" Gas)(+Tg""Gs3)
Tg" g"° g7 97" Gy Grs Gz Giss. (3.228)

Dado que Gsg = 20 (0) — 2 aparentemente se tiene una cantidad que diverge
pero hay que recordar que la presencia de los campos fantasma permiten
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eliminar cantidades como 26(0). Ahora bien, para u; se hace una integracion
por partes;

/dulélgGlg,: —/ dulélgdlg. (3229)

Entonces

/dU1dU2dU3G12G13G23G33 == (—2)(—1)/duldu2du3G12G13G23

1
= ——. 3.230
De la contraccién de los indices se tiene
Fuy Fop Ryseng" g7 9% g7 = —F,* F*"Ryg. (3.231)
Asi que
T4
Fu Fop Rosey / duydusduz Be = (_E> (=F,* F*’ Rag)
T4
= 50" F" Ry (3.232)
La cuarta contracciéon es de la siguiente forma:
Bd = (il ig) (of i) (ul i) (33 i) (32
= (+T7¢"G12) (—Tg"°G13) (+T 9 "Ga3)(—Tg"“Gs3)
T4g’m g”5 g’g” 975 G12 G13 G23 G33 (3234)
Pero Ggg = 0, entonces
F;w Faﬂ R’yéen/ duldu2du3 Bd = 0. (3235)

Ahora se suman todos los resultados que se obtienen de esta serie de

contracciones . | <
2l ——4+ — ] = ——. 3.236
( 9" 45) 15 (3.236)
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Esta serie de ocho configuraciones no es tinica. Existen otras tres series, pero
arrojan los mismos resultados. Asi que el resultado final estd dado por

8 1 1
—— ) [ — ) DT F * F'PR. 5 = — 2T3F C FROR .
( 45) <8<12T>>( JeT B E s = — gy T Y o

(3.237)
No olvidemos el segundo arreglo (3.35)
1 nel v €
5020 ¢’ </duldU2 Fop 5 y) Fao Ry v5 43 S y3> :
Para esta expresion se tienen las siguientes contracciones
Bi = (i ys) (ui ws) (va93) |
= (=Tg™ G12) (—Tgﬁe Gha2) (Tgén Goz)
T° g* g% g°" Gz Gz Gaa, (3.238)
pero G22 = 0, entonces
Fy, Fop Ry, / duyduy Bi = 0. (3.239)
La siguiente contraccion es
Bj = (i ys) (o) (was)
= (=Tg¢™ Grs) (+Tg"" Gr2) (~=T¢" Ga2)
T° g* g7 g Gha Gz G (3.240)
Como
. 1
/duldUQ G12 Glg G22 - —1—8, (324]_)
y dado que de la contraccién de indices se tiene
Fay Fog R, 9% 97 g = F,* F* Rop, (3.242)

entonces

1
Py, Fop R, / duy duy Bj = o T°F," ' Ry, (3.243)
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Ahora se suman estas contracciones

o (L) =L
18 9

Asi que para el segundo arreglo se tiene

1 1
(= )\13FR PSR,
2(24)< 9) g g

1

3 « B
aman B Ras. (3.244)

Aun falta considerar la accién Spp. Como se realiza contraccion simple
entre los tensores, solo se trabaja con la siguiente cantidad

—1 e 2 . v ‘o _ 1 €, 0
- (—5) </ duyduy Fu, iy Fas 95 vy (—/ du?,ng%wygyﬂl )>

62

(8)(3)
Las contracciénes que se generan son:

Bm = (5 95) vy v3) (vb v5) (3.246)

Bn = (95) (Y vs) (v v3) (3.247)

Veamos cual es la aportacion de cada una. Tenemos que

Foy Fop Ry | duy dus duy <1,'/f vy U Ys s y§> (7). (3.245)

B = (G 55) (i u3) (us v5)
= (479" Cha) (~Tg"Gas) (~Tg G

T3ghe g% g% (115G Glas. (3.248)
Como
/ duyG12Gs = — / duy G12Ghs, (3.249)
entonces
/duldUQd'UfgélgGlgGgg = —/duldu2du3G12G13G23

_ <_9_10) _ 9_10, (3.250)

Ahora calculemos la contracciéon de los indices. Ya que

(M) = o3, (3.251)
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se tiene

FIU/ FOCB R>\5€J glwé gV5 956 5§ = FM(S FHe R/\(Se/\ = F/L5 Fre (_R5€)
= —F,*F" Rug. (3.252)

Asi que el resultado final para esta contraccién esta dado por

_ o 1 @
F,, F.s R, / duydugdus Bm (qzn°) = T° (%) (=F,% F*’ Rqp3)

1
— —%T3Ff F" R,s. (3.253)

Ahora se calcula la siguiente contraccion

B = (i1 45) (ui v5) (u5 v3) (3.254)
= (+Tg""Gr2) (—Tg"G13) (—TQB5G23)
T3 g g g™ Gr2G13Ghas, (3.255)
como )
/ duldUQdU:gélgGlgGgg = %, (3256)

que es el resultado de (3.250). continuacién veamos como queda la contraccién
de indices

F,ul/ Fa,@ R)\(ka guoc gye gﬂ6 5§ = F;f FN5 R/\&/\ = Fue FM(S (_R&)

= —F,"F" Ry
(3.257)
Entonces
_ T 1 «
F Fop R/\(sw/ duydugdus Bn (jyn°) = T° (%) (—FM FHB Raﬁ)
= —%FMO‘ F' Ragp. (3.258)
Asi que estas dos configuraciones nos dan
1 1 2
== (3.259)
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Nuevamente, no se trata de una serie tunica; existen en total cuatro series,
asi que se tiene

_<8)1(3> (_%) I F Fog “WTSF““ 1 e 3200

Finalmente, se deben sumar todos los resultados

1 1 1 s 1
— T3F “FMR 5= ——e*T3F “ F'°R,,
( @5)(3) a8 <3><9o>) “H R ST &
(3.261)

3.2.3. Término FWFagR“”aﬁ
Para la primera combinacién (3.77)

1
8(12)T

e? < / duydusdus Fu 91 Y Fos U5 Y Rosen U3 Y5 Y5 94 > :

se generan las siguientes contracciones

Ca = (3'93) (wivs) s vs) (o 43)  (3262)
= (+T¢"Gh3) (~=Tg"G13) (=T 9" Gas)(+Tg""G3)
= T'g" g g* 9" G13 Gis Ga3 Gas. (3.263)

De la integracién por partes sobre u; se tiene que

/dulé13G13:—/dU1G13G13. (3264)
Asi
/dU1dUQdU3G13G13G23G23 - —/duldUQdu;z,Gi;G%?,
1
= ——. 3.265
. (3.265)

La contraccion de los indices esta dada de la siguiente forma:

F;w Faﬁ R’yéen g/W gyé gae 9577 = F;w Faﬁ leaﬁ,
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de modo que para esta contracciéon se tiene

1
F., Fus me/ duydusdus Ca = —§T4FW Fus R (3.266)
Ahora calculemos la siguiente contraccion
Co = (i) Wi o) o) LR )
= (+T¢"Gh3) (~Tg"Gis) (=Tg* Gaz) (+Tg"Ga3)
= T'g" 9" g* ¢"" G13 Gi3 Gas G, (3.268)

Observamos que

/ du1 dUQ dU3 élg G13 Ggg Ggg — / du1 dUQ dUg G%3G§3

1
= ——. 3.269
: (3269
Veamos ahora las contracciones de los indices
F F.R uwveaéﬁn_lFF prof
w L'ap ysen g™ 9 G g - 5 pv aﬁR : (327())
Con este resultado es posible obtener
1
Fl Fop Rysen / duy dus duzCe = —WT‘lFW Fos RMP (3.271)
La ultima configuracion esta dada por
Ce = (o a) (i us) (5 v5) (wovs)
= (+T9"7Ghs) (+T¢""G13) (=T g* Gas)(—Tg"Gs)
T'g" g"" g*° g G Gz Gag Gog. (3.272)

La integral sobre u; da el siguiente resultado

. . d 1 /. 2
/ du1G13 G13 = / duld_ul |:§ <G13> :|
1

_ B (GB)Q} — 0, (3.273)

0
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entonces se tiene
Fo Fop Rysen / duidusdus Ce = 0. (3.274)
Al considerar estas configuraciones se tiene
5 1 n 1 B 6 1
9 (29 (18 3

Esta no es la tnica serie de contracciones, existen en total cuatro pero las
aportaciones son iguales, asi que con ello

1 1 1
0 (=3) (rizm ) & 7B P B0 = =5 T o Fus
(3.275)

Para el término F; WFagR’“"”‘ﬂ no hay contribucion de la accién Sgp, pero
aun falta considerar la segunda combinacién (3.78)

200) ¢’ < / duyduy Fog 7 47 Fay Rsey v5 43 45 93 > : (3.276)

las contracciones son las mismas que ya se calcularon en el formalismo DBC
pero con algunos cambios:

Cg = (ysvs) (O ws) (i 43) |
= (=Tg" Go)(—Tg" G12)(+Tg"" G12)
= T°¢" g* 9" Gy Gra Gra. (3.277)

De la integracion se tiene

. 1
/duldu2 G22 G12 G12 = _1_8 (3278)
Ahora se considera la contraccién de indices
F)\V Faﬂ RAéen gl/5 gae 9/377 - FHV Faﬁ R#Vﬂtﬂ’ (3279>

asi que

1
P\, Fog R / duy duy Cg = —1—8T3FWFQ5PLW“@ (3.280)

den
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Por 1ltimo, se tiene la contraccion

Ci = (ysy5) (i o) (1 43) |
= (=T¢" Ga)(—Tg" G12)(+T¢"" G12)
= T%g" g% ¢"" Gay G1y Gha. (3.281)

El resultado de la integral ya se ha calculado,

.. 1
/duldUQ GQQ G12 G12 == _1_8 (3282)

la contraccién de indices arroja

1
FAV Faﬁ RA(sen gVE gaé gﬁ77 - 5 nv Fa,@ R,uuaﬂ‘ (3283)
Por lo tanto,
1
A . 3 vaf

F)\V FaﬁR 55"7/du1 dug Ci = —mT F/“, Faﬁ R* . (3284)

Ahora se hace la suman estas contracciones

+(exin)

Entonces, para la combinacién (3.78) se tiene el siguiente resultado

1 1\ oo 1
— oo | €T Fu Fap R = ——ce®T°F, Fog R,
6< 2(24))6 o Fap B 12(24)C * v tes

(3.285)

Por ultimo se realiza la suma del resultado de las dos combinaciones (3.275)

v (3.285)

1 1 - 1
S T F,, F.3 R = — —2T3F, F.,3 R*%.  (3.286
( 72 12(24))6 po Fap 96" T ies (3.286)
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3.2.4. Término F °, F“ﬂ;ﬁ

Las contracciones correspondientes ya fueron mencionadas en la seccién
anterior, por lo cual sélo realizan los calculos correspondientes bajo el pre-

sente formalismo. Veamos la primera contraccion

Da = (57 yi) () i) (v5 43)
T? g* g ¢"" Gy Gz G,

pero G = 0, entonces
Fopr Fuvm /dU1du2 Da = 0.

Ahora tenemos la siguiente contraccion:

Db = (uyl) (i vs) (9h yd)

—T3 g°7 g% g" Gy Gha G

Nuevamente se tiene Gll = GQQ =0 y con esto
Fopy Flvm /dulduQ Db = 0.

Consideremos la siguiente contraccién

De = (5 gh) () ui) (s v3)
T2 g g% 9" Gha Gy G,

Ahora se calculan las integrales

(3.287)

(3.288)

(3.289)

(3.200)

(3.291)

/dul é12 Gn = Q/dlh (512 - 1) G =2 (Gzz - /dul Gll) )

entonces

/du1 dUQ Glg GH = 2 </ d’LLQGQQGQQ - /du1 dUQ G11G22>

_21 1_O
" \36 36/

(3.292)
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Por lo tanto
Fop Frvn /du1 dus Dec = 0. (3.293)

Finalmente, tenemos

Dd = (5 ) (i w]) Wh o).
= —T° g™ ¢" g" Ghy Gy Gy, (3.294)

pero dado que GQQ = 0 entonces se tiene
Fopry Flvm /du1 dus Dd = 0. (3.295)

Asi que bajo este formalismo, no hay contribucién del término F,%, F' Ho. 5 a
la accion efectiva.

3.2.5. Término F,3 b

Las contracciones de este término adquieren los siguientes valores bajo el
formalismo actual:

Ea = (i gh) (W) v3) (i ws)
T2 g g7 g Ghy Gy Gha. (3.296)

Veamos que resulta de la integracién

/du1 élg G12 G12 == 2/du1<512— 1) G%Q

. <G§2 - / dulc:fz) | (3.207)

entonces

/du1 dUQ é12 G12 Glg = 2 </ dUQ G%Q — /dU1 d’UQG%Q)

11 2
— o)== 2
<36 180) 45 (3.298)

La contraccion de indices ya fue calculada con anterioridad:

FOfﬁ;’Y FMVW gau gﬂn gfw = F;wc;ﬂ Fuﬁ;a, (3299)
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asi que

2

Fopey v /du1 dusEa = —T*F 05 F*5°.

45

Ahora, se tiene la siguiente contraccion

Eb = (G ys) W0 v3) i wh)
= T? g™ ¢’ g™ G132 Gz Gra.

Las integrales ya se han realizado anteriormente

. . 1
durdus G1o G Gy = ——,
/ 1aug Gig Gz Gz 15
y la contraccién de indices es
Fogy Fuy g gﬁn g* = —Fuup Fuﬁ;a’
por lo que para esta contraccion se tiene
1 3 B
Faﬁ;’y Fuym duldu2 Eb = ET Fua;ﬁ roe
La siguiente contraccién a considerar es
Ec = (G y3) W) 95) (i )
7% g™ 96“ 9" Gz Gra Gha.
Como
/ duyduy Gra Gra G !
urdu = ——
10U G2 G2 Gig 15
y la contraccién de indices dan
Fogy Fvin 9" e = - pos3 Fie,

se obtiene

1 .
Faﬁw FW;n /duldUQ Ec = _T3Fua;ﬂ F“ﬁ’o‘,

45

(3.300)

(3.301)

(3.302)

(3.303)

(3.304)

(3.305)

(3.306)

(3.307)

(3.308)
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Por 1ltimo, la constraccién

gd = @yl Wl vs) (i vh)

T3 gaﬂ g,Bzz g’Yﬂ C;’12 G12 Glg.
Observamos que
/ durdiis Chy Cira G 1
uydu - -
1@t 12 U112 G2 15
y
Faﬁ;'y F/wm gom gﬂl/ g’w — F,ua;,B F,uﬂ;oz7
se tiene
1 3 Biax
FO‘ﬂ%’Y Ful/;n duld’dg Ed = _ET Fua;ﬁ HBia

Al sumar el resultado de cada contraccién se tiene que

2 1 1 1 1

5 st B 1

por lo tanto

1 1 1
_ _S(l) 2 I 2T3F o F,u,ﬁ’;oz
3 S = 5 (15 ) €T Fes
1
= ——F,,.5 "
270" 1P
Si ahora se usa
o 1 o
Flwz;ﬁ e = 5 JIrGHet P )
entonces
1 1
=82y — L aBy
2 <( em) > 2(270) By

(3.309)

(3.310)

(3.311)

(3.312)

(3.313)

(3.314)

(3.315)
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3.2.6. Término F,g., F

En la seccion anterior se calcularon las contracciones correspondientes y
bajo este formalismo toman los siguientes valores:

Fa = (i 95) (' vs) (] v3)
T3 g™ g™ g7" Gy Gz Gha. (3.316)

El proceso de integracién fue realizado previamente en (3.298):

. 2
/duldu2G12G12G12 = 4—5 (3317)

La contraccion de indices tiene el siguiente resultado
Fapey Fuvm 9™ 9" g = Fapiy Fes, (3.318)

Por lo tanto,
2 .
Fogy Fpv / duy dus Fa = ET?‘FWW P, (3.319)

Ahora se precede con la siguiente contraccién

Fo o= (i) 9) (il v3)
T° g* g g Gha Gz Gha. (3.320)

De la integracion, se obtiene

L 1
/duldu2 G12 G12 G12 == _E (3321)

La contraccion de indices arroja
Fogy Euvin 9 g = - afiy e, (3.322)

Por lo tanto,

Fagey Fuy / duyduy Fo = T F P, (3.323)
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Sélo resta hacer la suma de los resultados, lo cual genera un factor %,
asi que

1 1 1
5 ((=st))?) = R (—1—8> ¢* T° Foppy FO
1
_ _270 o273 Fopey Fob

(3.324)

Al usar los resultados (3.315) y (3.324) se tiene finalmente para el término
Fop., F*P7 el siguiente resultado

1 1Y | 1 |
e — TP Fp, FPY = — T3 F,p, FO
( 2(270) 270) ‘ o 180° o

(3.325)

3.2.7. Término F,, F"" o

Para este término se tienen dos contracciones y la aportacién de cada una
de ellas se calculan enseguida. Primero vemos

Ga = (5135) v} v3) (43 o)
= T°g" g" g7 G1y G12 Gy, (3.326)

Realizando una intregracién por partes con respecto a w1, tenemos que

/duldUQ G12 GiaGoyy = — / duydug G12 Gu G
1
= —. 3.327
18 (3.327)
Ya que la contraccion de indices tiene la siguiente forma
Fuv Faprs 9" g0 9° = Fu F™.7, (3.328)

entonces

1 v
Foy Fagis / duduyGa = T Fy F*.J. (3.329)
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La siguiente contraccion es

Gb = (@' ys) (i 95) (3 v5)
T3 g"% g"* g7° Gy G1a Go.

La integraciéon nos da un resultado ya conocido:

. 1
/dulduz Gi12Gi12Gy = ——.
18
De la contraccién de indices se tiene
Fuy Faprsg"’ g" g7° = —Fu F™).
Entonces
1
F Fogqs / duy dus Gb = 1—8T3 F. F‘“’WV.
Asi que finalmente se tiene
<(_S(0)) (_5(2))> — 1 _6_2 T3 F FH
em em 9 16 1224 Y
1 2 m3 v
e —me T FHVFM ;’y’}’

3.2.8. Término F,* F“ﬂ.aﬁ

(3.330)

(3.331)

(3.332)

(3.333)

(3.334)

Las contracciones que corresponden a este término arrojan los siguientes

resultados:

Ha = (51 45) (i ya) (2 v3)
T3 g" g7 g7 Gy Gry Gas.

De la integracion se tiene

/duldUQ G12 G12 G22 == 1_8

Ahora bien, la contraccion de indices da la siguiente expresion

Fuy Fopns 9" g7 9% = B Fuﬁ;aﬁ‘

(3.335)

(3.336)

(3.337)
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Entonces

1
Fyu Fogns / duyduy Ha = T F,° F*

La contraccion restante tiene la siguiente forma

Hb = (i) i) (s w)
—T3 g% g7 g™ Gy Gia Gaa.

Pero Gyy = 0, asi que

F/WFaﬁw(s/dUldU,QHb = 0.

Con esto se concluye

2 e?
_ g0 (_qg® — _ 31 o pfB
<( Sem) ( Sem)> 18 ( 16) T FM F ;a8

1 2 3 a B
= —me TF# F'u B

3.2.9. Término F,*° F“ﬁ.ﬂa

Las contracciones correspondientes son las siguientes:

Ta = (Hu) W) s w)
=17 " g g*7 Gy Gz Gia.

Nuevamente se tiene Goo = 0, asi que

F/W Fag;.yg/dul d’lLQICL = 0.
También se tiene la siguiente contraccion

Ib = (51 45) (i va) (5 u3)
T? g"* g g Gha G1a Gaa.

Ya se conoce el resultado de la integracion

. 1
/duldUQGlgGlgng = 1_8

(3.338)

(3.339)

(3.340)

(3.341)

(3.342)

(3.343)

(3.344)

(3.345)
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La contraccion de indices da
Fuy Fapns 9" 9" ¢ = FOFY (3.346)

Por lo tanto,

1
F Fops / duydus Ib = ET‘?FW ° (3.347)

wosaBo

con lo cual se concluye que

2 e?
g0 (_g@Y)\ _ _ 3 1 b
<( Sem)( Sem)> 18( 16>T FM F iBa

1
= TR, (3.348)

Al realizar la suma de (3.341) con (3.348) y usando se obtiene:
1y 1
2T F"‘( v )FW — ___2T3F,, F, R0
1446 L VgVa +V, Vg 2886 " s R
L o
+m6 T FM

1 2 3 v
— g€ TPFw P, (3.319)

o pub Rap

Al considerar este ultimo resultado para los términos que anteriormente se
calcularon, se tiene finalmente que

a’)
1
—5(1 —6&)e*T°RE,, F™"™
b’)
L + L ET3F *FFP R, 3 = ieQT?’F o« b R
720 ' 144 g *F 180 g oh
)
1 1 2 3 uvaf 1 2 3 uva
- %—f—% eTF,ul/FocﬁR :—56 TFuuFaﬁR
d)

2 3 « B
(02 T3 F,°, F*°
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e')
1, |
——? T3 F,p, %
1806 By

f’)

1 1 , 1 )

Si comparamos los resultados que se obtienen en cada formalismo podre-
mos notar inmediatamente que sélo concuerdan los resultados A) y a’) (ver
(3.190) v (3.350)). Ya anteriormente se ha mencionado que los Lagrangianos
efectivos de ambos formalismos difieren por derivadas totales covariates. En
el apéndice D se muestra con detalle que

ZLsi = ZLppc+ %OVQ (FWFW;&>

L Fio Va2 9sF) = Vs (Fevar?)] . (3351)

Lo cual permite que el formalismo inspirado en cuerdas obtenga los mismos
resultados que el formalismo DBC, lo cual verifica el teorema de Bastianelli,
Corradini y Zirotti [28]. Ademas

ZLppc = Znc- (3.352)



Capitulo 4

Correccion gravitacional
dominante a Zr gy

Para esta parte del trabajo se considera una particula escalar cargada
moviendose en un lazo, ademas, se han colocado un campo gravitacional de
fondo y un campo electromagnético. Mediante el uso de coordenadas rie-
mannianas y la norma de Fock - Schwinger, el término Fyy que surge del
desarrollo de A se absorbe en el propagador libre de worldline, lo cual implica
los siguientes cambio indicados en (2.32) y (2.44):

g G(uy,uz) — G (ug,uz) = Gy,
F)
ArTYP/2 — (4xT)P/2det!/? % .
(17T)P2 — (4 T)P2der!/? | 2

De la accién worldline(2.82) se consideran los términos que son linea-
les respecto al tensor de curvatura y cuadraticos respecto al tensor electro-
magnético.
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4.1. Término F.3..F),;

Para el calculo de las contracciones correspondientes se ha omitido un

factor T° y éstas tienen la siguiente forma:

a = (o) Wl vs) (] ) = Gig' Gy 9127
b= (s (Wi ud) (i vh) = g i
¢ = (i) (o 9h) (i v) = Giy G, 912,
d = (G ys) (v (wl ) = 12 162‘5 .,
e = (U yd) (i o) (wl ) = Gt 12 i Yg”,
[ = (y?y@ <3/fylz/> <?J¥yg> 12 152,, 12

(4.
(4.
(4.
(4.
(4.
(4.

s s s e

o RS S ICIE N
N e e N N N

Ahora bien, se procede a estudiar cada una de estas contracciones. Para la

contraccion a, se realiza una integracién por partes sobre uy :

/du1 GgL g12 = —/du1 gfézu

es decir,
WGl Gl — — g Giy 9l ~ G Gy I,
ar ZE

trabajando un poco sobre a; vemos que

1 1 2 o
Fo(zﬁ)'y 1% 6 gl g g = Fo(cﬁ)’y V(}J/)(S g /3.“ g’v
1 2
= _Fc(uﬁ),'y F;EZ/);(S 12 gl2 )
asi que
a; — —c.

Para as se tiene:

1) (1) =(2)
Faﬂ’y ,ul/égl g g Faﬁ'y 51/;L g
_ (2) (2 Sad ~ 0V
— Faﬁ'y <F,u5V Fyué) g
(1 (2) ( (2)
= —Fyg Bl G G G+ Fup Fls O
Entonces

a2_)_d+f7

76 Sa
12 —/du1 912 g12’

(4.7)

(4.8)

(4.9)

(4.10)

By Avp
12 Y12 -

(4.11)

(4.12)
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Asi que finalmente se tiene
a—c+d—f. (4.13)

Se hace lo mismo para la contraccién b. Primero la integracién por partes
sobre wu;:

/dulg 12 = —/dulg —/dulg 12, (414)

o bien, se dice que

5 ; 86 5
) f2 _g _\fzu 12 913 - (4.15)

bl b2

Para b; se tiene lo siguiente:

1 1 (2)
Fo(cﬁ)'y uv; 5 g 12 = Fo(zﬁ)'y v g
_ (1) (2) (2
- _Faﬁ;v <F#5v Fl/ué) Q gly
1 2 .ay v
= = O(cﬁ);'y F;Eu);d 12 g aﬁ’y ul/& glu 'Y
(4.16)
por lo cual
by — —c+e. (4.17)
Ahora veamos a bs:
1) 2)
Fog Fynls 938 = FU) F G Gl gy
= —F) F2 G g (4.18)
Entonces
by — —d. (4.19)
Finalmente, se tiene
b—c—e+d. (4.20)

Se hace notar que al realizar la suma de todas las contracciones, el resultado

se reduce a
3(c+d), (4.21)

es decir,

( v G Gr 4 Gor gt ) (4.22)
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4.2. Término F),,..z3

Las contracciones de Wick para este término son las siguientes:

g = @y i) =aay, (4.23)
ho= () Wiy = GG, (4.24)
io= W) Wy = Grigre, (4.25)

donde se ha omitido un factor 7?2 en cada una de las contracciones.
Para la contraccién h se tiene

Spa VB SuB Ava
Ful/;aﬁgll 1 = Ful/;ﬁagll gir-
Entonces, la suma de las tres contracciones resulta en

F#V;aﬁ(g +h+ Z) - Ful/;aﬂ gfly g?lﬁ + (FW;BCV + FW;CVB) {Llﬂgilla

(4.26)
4.3. Término F,, R
abp
Para este término, sélo tenemos tres contracciones:
jo= W) i) = Gy gy, (4.27)
ko= ) (W vh) = Git 617 (4.28)
L= iy (it = 617 Grr (4.29)

Al sumar las contracciones se tiene

FynRYp,(i+k+1) = FuR\, (G G+ 617Gl + 61 Gr).

aBu
(4.30)
Veamos el siguiente término.
4.4. Término R,.3,
Las contracciones generadas son
mo= () i) = G GiY (4.31)
no= (90 (i yl) = GiF G (4.32)

o = Wy (W) = Grgre. (4.33)
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Asi que al sumar las contracciones se tiene

Ruaﬁu (m +n+ 0) - R,uocﬂl/ ( gl g - ?f) : (434)

Arin o
4.5. Término £ F"

Las contracciones correspondientes a este término son las siguientes:

po= () (i w)) ws ) = GGy 22, (4.35)
q = (@ ys) (W vi) (s v3) = Gt Q 227 (4.36)
ro= (Uryl) <y1ﬁ Uy) (Y yg) =Gy 1ﬁ2“ 227 (4.37)
s o= (Wryl) W s Wk ud) = G Gy (4.38)

Lo agradable se estas contracciones es que las cantidades Gy y G117 son cons-
tantes, ademas,

/ duy duy G =0, (4.39)
por lo cual

/du1 dusp = 0. (4.40)

Para q y r se precede de forma andloga. Para la contraccion s se recurre a la
propedad de antisimetria de las funciones Gis, asi que

/du1 duy s = 0. (4.41)

Por lo cual este término no contribuye en el Lagrangiano efectivo.

4 : — 1% v
4.6. Término 7,R" ;1
Para este término sélo se tiene la contraccion

= (W yl) (un”)y = =TG5, (4.42)

pero dado que
R" .0 =—Rug,

afr i
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entonces
R" 5t =TRasG". (4.43)

Con estos resultados, la accién efectiva se puede escribir de la siguiente
forma

T (9. Al = / d*10\/9.255, (4.44)

donde (Zgg es la correccion gravitacional dominante al Lagrangiano de Euler
- Heisenberg y esta dado por

< dT FT
fgg = /0 —(3_7”2T(47TT)_Zdet_l/2 {—sen(e q

T eFT
1 . e .
X /0 duy TFw;aﬁgﬁ" i’ergTz (Fuvipa + Fuas) Gi11 G17
ieT? N
g el

T o By . o S o T o
+ERua6u ( {Ll 1ﬂ1 + gflﬁgn + gfl nﬂ) + ggnﬂRaﬂ

ieT?

(Gt gi + gt gy + 6t arr) - TeR

273 [t Saw S8 A6 Saw B8 S
- 6 ; dU2Faﬁ;vFuv;5< 12 Y12 g12 +glz g12 12) -(4'45>

Usando un desarrollo de las funciones de Green G hasta términos F usando
(2.35), (2.39) y desarrollando el determinante (2.44), es posible reproducir
los resultados que se encontraron en (3.350).



Capitulo 5

Conclusiones

Finalmente se llegan a las conclusiones de nuestro trabajo, que aunque es
un numero pequeno no dejan de ser importantes:

e Se ha verificado el teorema de Bastianelli, Corradini y Zirotti, que se
obtuvo por medio de argumentos formales, en un calculo explicito de
una parte no trivial del Lagrangiano efectivo de la teoria de Mitein-
Maxwell con campo escalar.

. R . .
e Se ha obtenido Z]gH), el cual no ha sido calculado anteriormente. La
informacion que nos ofrece se menciona enseguida:

a) Contiene informacién sobre las modificaciones cudnticas de las
ecuaciones de Mitein - Maxwell.

b) Proporciona las modificaciones sobre la propagacién de la luz en
campos externos electromagnéticos y gravitacionales.

A R . .
¢) En el caso eléctrico, ZPSH) nos da informacién sobre la tasa de
produccién de parejas.

d) Como se menciono en la introduccién, el Lagrangiano de Euler-
Heisenberg contiene informacion sobre las amplitudes de NV foto-
nes en la SQED a bajas energias. Similarmente, fgg nos permi-
tira calcular la amplitud de un gravitén con N fotones en el limite
de bajas energias.

En el futuro cercano, se contempla:

e Escribir explicitamente el Lagrangiano EE"}? a bajas energias.
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Figura 5.1: Amplitud a un lazo de un graviton y N fotones.

e Considerar casos puramente magnéticos y puramente eléctricos.

e Calcular la amplitud de un gravitén y N fotones a un lazo a bajas
energias, usando el Lagrangiano efectivo, y mas generalmente, usando
los operadores de vértice.

e (Calcular correcciones gravitacionales méas alld del orden lineal, es decir,
(R?) (R?)
Q%EH 9 D%EH g 10T

e Todos los calculos anteriores se pueden generalizar al caso espinorial
sin dificultades, es cuestion de calcular los términos adicionales que
provienen de la integral de trayectorias de Grassmann que representan
al espin (ver seccion 2.1).



Apéndice A
Uso de campos fantasma

En este apéndice se mostrara la forma en que se emplean los campos
fantasma para eliminar singularidades. En especial se hace el célculo para el
PR . (1)
término R F,, F7". Nos concentramos en la parte que involucra Sgpqp y S oh

es decir,

(~Sun = SW) =~y Poser [ dus (57853
+uivs(adad +01]) ) ~TER. (A1)
Ahora, solo nos enfocamos en las contracciones de Wick que se generan:
(dudvs o + w5 (adal+03dl) ) = (il vhusl)

+(ylvs(ad el +61e}) ) — TER

=g%%ﬂﬁ%ﬂ%%%ﬂﬁ%ﬂ%ﬁ%%@%@+@%@)JfR

A AD M
(A.2)
Veamos que se obtiene de A
(3 5) <<a§ ag) + (b3 c3) ) = —2T¢"Ag [2 T g""os3 — 4T9W533]
= —2T¢"Agy [ —2 Tgw533}
= (=2T7)2¢° ¢g"633A 3. (A.3)
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De (3.25), se tiene para AD

/du3 .A;:,g Aszz = /duzs <1 - 533)A33,

/ dusg d33 A33,

al sumar las expresiones nos queda

/ dus A337

con lo cual se ha eliminado §(0).

y para A se tiene
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Apéndice B
Tensor de Riemann

Propiedades del tensor de Riemann

ROJ/BIW = _Rﬁaum (B].)
Raﬁmx = _Raﬁu,u; (B2>
Raﬁ;w = Rﬁal/,u) (BS)
Ragw = Rywap, (B.4)
V. VI Vr=R )V, (B.5)
Primera identidad de Bianchi
Raﬁuu + Ral/ﬂ,u + Rauuﬁ = 0. (B6)
Segunda identidad de Bianchi
Raﬁuvw + Raﬁw;v + Raﬂw;u =0. (B.7)
Tensor de Ricci
RlW = R/\u/\u (B 8)
Escalar de curvatura
R = R“#. (B.9)
Sobre esferas
R>0 (B.10)
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Apéndice C

Uso de las identidades de
Bianchi

Para encontrar la relacién (3.86):

Fy Fog R = LF,, Fo5 RM0,

se usa la siguiente identidad de Bianchi:
Rysen + Rypse + Ryeps = 0. (C.1)
Entonces
RrevB  —  pubve 4 puvel (C.2)
Usando esta ultima relacién se tiene que
F,, F.s R = F,, F.3 R+ F,, F,5 R’
para el primer término a la derecha de la igualdad se cambia (3 < «, asi que

F,, F.s R = F,, Fso R* + F,, F,5 R’
= —F, F,s R* + F,, F.3 "’

asi que

2F,, F.s R’ = F,, F,5 R
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por lo tanto

1
E,, F.3 RP = 5 Fw Fas ReP W

Para encontrar la relacién (3.314):

F,

o Fubio — L Fuﬁ;a7

ot uBa

se usa la siguiente identidad de Bianchi:
Faﬁ;u + F/m;ﬂ + Fﬁu;a =0,

asi que
Fua;ﬂ = _Faﬁ;u - Fﬁu;aa

entonces

F

e Fuﬂ;a = —Fop, Fuﬂ;a _ Fﬂu;a Fuﬁ;a

_Fﬁa;u P + Fuﬁ;a FHBe
_me Frme F;L,a;a Fuﬁ;a
—Flap FHBie + Fuﬁ;a Fuﬂ;a’

por lo tanto

Fﬂﬂ;a _ 1 F,uﬂ;a. ]

- 5 JeHe

F

I HE]
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(C.3)

(C.4)

Ahora se va a mostrar la igualdad dada en (3.189), para lo cual se va a

usar la siguiente notacion
F“ﬁ;a —_ VQF“B, Pl — g B

En particular, se mostrara que

(C.5)

Feo (Vﬁva + vavg> F#8 = 1F,, Fog RW9 — F 0 U9 Ry 4 F,, F1 7

Como

(C-6)

Ff(VgVa—l—Van)F“B - Ff([va,vﬁ]wvﬁva)wﬂ. (C.7)
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Dado que
[Va, V] F* = R, sFY + R"\ s F*, (C.8)

entonces, para el caso v = 3 se tiene

(Va, V] FHB — Ru)\aﬁ FA Rﬁ)\a,@ HA
= R\ sFY — Ry F™ (C.9)

Si se usa (C.9) en (C.7) se tiene

B (VaVat VaVa) P = B2 (RuFY = RaaF™) +2F,0V Vo
= F R GFY — F R\ F*™ + 2F VgV F*
(C.10)

Ahora, hay que analizar cada uno de los términos de (C.10):

FS R FY = FuoFyR9Y

1

1
- 5 uI/FaﬁRuyaﬂa (Cll)

la segunda igualdad de esta ultima relacién se encontré en (C.3). Veamos el
segundo término

FRo\F"™ = FF'Rgy
F*F* Ry (C.12)

El tercer término requiere de un célculo més elaborado: Con la notacion
empleada, es posible escribir la identidad de Bianchi de la siguiente forma:

V " VPR R 4 VIFR = 0. (C.13)

Entonces
Vo' = NVPEF - VHF5 (C.14)
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Asi que

FoFY o = FAVgV " =F 2V (-VPEF - ViFY)
= —FVgVE! — FAVVIFY,
= —F,OF — F" YV, F™
= F,,OF" —F "VsV, F*°
= F,OF" —F,*“V3V,F"’
= F,OF" —F, V3V, F"
= F,O0F" —F“F" (C.15)

de lo cual podemos concluir que
a B 1 uv
FAFY 5= EFWDF . (C.16)

Es momento de sustituir (C.11), (C.12) y (C.16) en (C.10):

|
F,2(VaVa+ VaVs) P40 = 5 FuFas 7 = F20F¥ Rog + F, OF™



Apéndice D
Derivadas totales

Primero notamos que
Vs (Fua VOF*) = F o VgV F" 4 VF,, VOF". (D.1)
Si se usa (C.16) y (3.314) se tiene
1 1 :
Vs (Fua VOF') = SFWBF" + S Fypa F*0°, (D.2)
es decir,
F,OF" = —F,5, F'"%* 42V, (F,, VOF"). (D.3)
Ahora veamos la siguiente relacion:
Vo (F,2VsF") + Vg (F, VoF") =F, "V, VsF" + VF V"
+F,* VgV o' 4+ Vg F NV 1. (D.4)
De la ec. (C.6) obtenemos
Vo (F,*VF") 4+ V5 (F,*VoF") =V F,* V" + VgF * Vo F*
1

+5Fuw Fag R — F * F* Rog + F, F* 7. (D.5)

Para el segundo término a la derecha de la igualdad se emplea (3.314), y para
el dltimo se usa (D.3), asi que se tiene

Va (Fua VBFNB) + Vﬁ (Fua VQFW) = (vaFua)z + 1(Fuﬁ;a)Q

2
1
3P g R = F, P Ry
—(Fuﬁ;a)Q + QV5 (Fua VO‘Fﬂﬁ) ] (D6)
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Entonces,

1
Vo (F,*VF") — V3 (F*VoF") = (V*Fa)? - 5(Em)2

]' rvo (03
+5 Fw Fas B 7 — F,* F" Rag.

(D.7)

Como las integrales de las derivadas totales se anulan, entonces sélo se toman
en cuenta los términos restantes, es decir, bajo la integral se tiene:

F,BF" = —(V, Faﬁ>27 (D.8)
(Vo Fap)® = 2(V*Fu)® —2RaF" F, * + R F,, Fos.  (D.9)
Ahora se trabaja un poco con estas expresiones. Primero se considera el

insciso €’) de (3.350). Dado que —1/80 = —1/45 + 1/60, entonces se puede
decir que

1, . 1 o1 .
—— T3 F Foeby — 2T3Fa. Foly 4 2T3Fa. B
1806 By 456 By +606 By
1, o1
= — T3 F ., FO%7 + —2T3(V, F.5)°.
456 afBsy + 606 (Vﬂ ﬁ)
(D.10)

Si ahora se toma el insciso f’) de (3.350), como —1/72 = 7/360 — 1/30,
entonces

1 2 3 v 1 23 v 7 2 3 v
_ie T3F,, F* ;77 _ _306 T3F,, F* Wv T _3606 T°F,, F* ;77
1 2 3 v 7 2 3 v

B _%6 T°F F* wv + %6 T Fa OF
1 23 v 7 2 3 2
= —%e T F,LLV Flu’ ;ﬂ/'y — %6 T (VM Faﬁ) .

(D.11)

Para la tltima igualdad se ha usado (D.8). Ahora bien, de la suma de los
ultimos términos de (D.10) y (D.11) se tiene

1 7 2 3 2 1 2 3 2
— = — T°(Vo F)” = ——=e"T°(V, F,)". D.12
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Finalmente se usa (D.9):

1 2

( ( 2 1
360 360

V*Fua)’ + s~ RagF" F, * — —R"*PF,, F.s

F 2
Vo F) 360 360
(D.13)

Los términos a la derecha de la igualdad se suman con los resultados de los
inscisos d'), V') y ) respectivamente. Para el primer inciso se tiene:

1
— 50 T B s (D.14)
para b')
Lo Y eppapop,— Leppopsp (D.15)
180 180 )1 ST o '

Finalmente para el insciso ¢’) se tiene

1 1 9 3 1
~ o=+ === | ET*F,, Fo3 R**° = ——€*T?F,, Fo5 R**° D.16

(72+360>e po Fap 6o« * T es (D-16)
Por lo tanto, se puede concluir que los resultados dados en las ecs. (3.350)
son equivalentes a

a)
1
—5(1 —68)e*T°RE,, F"

b)

1 «
50 T°ES F" Rag

1 B vo
—@62 T3F,, F.5 R™*°

1 273 1o« B
_@QTFM;QFM#?

1 g
—Eé T3 F.p. %
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]‘ 2 3 v
_%e T3F,, F™ . (D.17)

Es notable que los resultados de ambos formalismos concuerdan y esto es
posible por los términos que adiciona la accion Sgp.
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