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Resumen

En esta tesis nos ocupamos del estudio de la conveccion isotérmica doble

difusiva, especificamente:

(A) Se deriva la ecuacion de amplitud a quinto orden a lo largo de la rama
oscilatoria para poder determinar si la bifurcaciéon de ondas viajeras es hacia
adelante o hacia atras. Este calculo no se habia realizado antes para este

sistema.

(B) Se bosqueja la derivacion de las ecuaciones de amplitud a lo largo de la
rama estacionaria y en la vecindad del punto de codimensiéon dos, y se hace
una revision de la dinamica que estas ecuaciones predicen en esas regiones

del espacio de parametros.

(C) Se construye por vez primera para este sistema, un conjunto de ecuacio-

nes tipo Lorenz, y se analizan algunas de sus propiedades.



Capitulo 1

Introducciéon

La conveccion natural es el movimiento que se produce en un fluido cuan-
do la parte superior del mismo es mas densa que la parte inferior, dicho movi-
miento se genera debido a que esté configuracion es potencialmente inestable,
y el fluido tendera a revertir esta situacion en algiin momento, produciéndose
un cambio del estado de reposo al de movimiento. Este fenémeno juega un
papel central en procesos fisicos que ocurren en la naturaleza tales como la
circulacion de la atmosfera (ya que el proceso que origina la conveccion en la
atmosfera genera fendmenos fundamentales en la explicacion de los vientos,
ciclones, etc.), en las placas téctonicas las cuales determinan el movimiento
de los continentes 6 en la circulacion de los océanos. En el contexto de as-
trofisica la conveccion juega un papel central en la transferencia de calor y

materia en el interior de las estrellas.

La dinamica basica de estos grandes flujos convectivos puede ser estudiada
experimentalmente en un laboratorio con dimensiones mucho mas pequenas.
No estoy afirmando que en un sistema convectivo en un laboratorio se pueda
estudiar lo que ocurre exactamente a escalas mucho mayores como en los
sistemas que acabamos de mencionar, pero si su dinamica bésica. Estudiar

o explicar teoricamente los fenémenos observados en tales experimentos de



laboratorio, asi como hacer predicciones, no es en lo absoluto, una tarea sen-

cilla.

Las observaciones de la formacion de patrones convectivos datan desde
los trabajos de Weber (1855) y Thompson (1882), pero fue el fisico Bénard
(1900) quien realizé las primeras investigaciones sistematicas de conveccion
en capas de fluidos. Desde entonces la literatura sobre estudios de conveccion

de fluidos ha crecido constantemente y actualmente es muy amplia.

Uno de los fendémenos més estudiados es el de convecciéon térmica, el cual
consiste en una capa de fluido que se calienta desde su base (si estd en un
contenedor, se calienta la base del contenedor) y se enfria en su parte supe-
rior, por lo cual se impone un gradiente vertical de temperatura, debido a
este gradiente de temperatura, existird conduccion de calor a través del fluido
en reposo desde la base (mas caliente) del contenedor hasta la parte superior
del mismo. La densidad del fluido p disminuye al aumentar la temperatura,
entonces se tendra fluido menos denso cerca de la base del contenedor y fluido
més denso en la parte superior, esta es una situacion de inestabilidad en la
que, dependiendo del gradiente vertical de temperatura, habra una transicién

del estado de reposo a un estado de movimiento (convectivo).

Otro de los fenémenos estudiados es el de conveccion doble difusiva, el
cual comenzé como una aplicacion a la oceanografia y ahora tiene aplicacio-
nes en otras areas como geofisica, ingenieria quimica, astrofisica y metalurgia.
Los sistemas doble difusivos son caracterizados por la presencia de dos com-
ponentes que se difunden en forma diferente, por lo cual producen efectos
opuestos en la distribucion vertical de la densidad del sistema. Las propie-

dades més comunmente usados en este tipo de sistemas son: calor y salinidad.

Esta tesis se centra en el estudio de la dindmica de conveccidén isotérmica

doble difusiva en una celda Hele-Shaw, la cual se define en el capitulo 2.



Cabe mencionar que este trabajo fue motivado por los experimentos realiza-
dos por Predtechensky et. al. [16] [17]. En la celda donde se realizaron estos
experimentos se satisface perfectamente la condicion de frontera de imper-
meabilidad, lo que no ocurre en el caso termosalino donde hay conduccion
de calor a través de las paredes laterales del contenedor. Por otra parte, la
geometria Hele-Shaw permite un anéalisis dos dimensional del sistema asi co-
mo algunas simplificaciones tedricas. Se dara una descripcion del sistema en
el capitulo 2, también se presentan las ecuaciones de movimiento asi como el
anélisis de estabilidad lineal. Una rica variedad de fenémenos de bifurcacion
ocurre en sistemas doble difusivos, utilizando el formalismo de ecuaciones de
amplitud, en el capitulo 3, se derivan dichas ecuaciones para las bifurcacio-
nes estacionaria, oscilatoria y de codimension-2, y se expone la fenomenologia
predicha por estas ecuaciones cerca del umbral de estas inestabilidades donde
el formalismo es valido. En el capitulo 4, se contruye un sistema de ecuacio-
nes tipo Lorenz, que permite el estudio cualitativo del sistema mas alla del
umbral de las inestabilidades. Finalmente, en el capitulo 5 se dan las conclu-

siones, y perspectivas de trabajo futuro.



Capitulo 2
Descripcién del Sistema

Estudiaremos la conveccion de un fluido isotérmico en una celda Hele-
Shaw, la cual es una celda rectangular (de altura d, ancho w y longitud L)
muy delgada como podemos ver en la figura (2), en la cual se coloca el fluido.
Una concentracion C'yy con coeficiente de difusion Dy que se difunde mas ra-
pidamente se impone en la parte superior de la celda (donde la concentracion
que se difunde lentamente es cero) y una concentracion Cy con coeficiente
de difusion D, que se difunde méas lentamente se coloca en la base de la celda
(donde la concentracion que se difunde rapidamente es cero), asi las concen-
tracidones impuestas en la base y en la parte superior de la celda constituyen

los pardmetros experimentales.

En los experimentos realizados por Predtechensky se utilizaréon membra-
nas porosas en la cima y en la base de la celda para sostener las concentracio-
nes en los bordes de tal manera que dejaban pasar las concentraciones pero
no dejaban salir el fluido. La superficie exterior de cada menbrana estaba en
contacto con un depoésito continuamente refrescado con el fin de que estuvie-
ran bien definidas las concentraciones impuestas. Los detalles experimentales

pueden verse en [16] y [17].

Las diferentes dimensiones de la celda y las diferentes concentraciones que

utilizé Predtchensky en sus experimentos se muestran en la siguiente tabla,



Figura 2.1: Geometria de la celda Hele-Shaw

donde w y d son respectivamente el espesor y la altura de la celda.

Celda | d(mm) | £ s rapida/lenta T=Ds/Df
A 3 20 | 0.254 | NaCl/ Glicol de propileno | 0.63
B 6 10 | 0.25 | HCl/ Glicol de Propileno | 0.31
C 1 10 | 0.127 NaCl/ Glicerol 0.62
D 3 20 | 0.069 NaCl/ Glicerol 0.62

Tabla 2.1: Dimensiones de las celdas y solutos usados en los experimentos.

Las dos concentraciones aumentan la densidad del solvente. El gradien-
te de densidad para la concentracion que se difunde lentamente (desde la
base del contenedor) acttia como estabilizador, mientras que el gradiente de
densidad para la concentracion que se difunde rapidamente (desde la parte
superior de la celda) acttia como desestabilizador, por lo cual el sistema esta
caracterizado por la competencia entre el efecto estabilizador de la substan-
cia que se difunde lentamente y el efecto desestabilizador de la substancia

que se difunde rapidamente.

El estado del sistema en el que s6lo se estan difundiendo las sustancias se



Figura 2.2: Comportamiento lineal de las concentraciones en el estado con-

ductivo.

conoce como el estado de reposo o conductivo, asi tenemos que dicho estado

esta caracterizado por:
El campo de velocidad del fluido es cero: @ = 0.

Las concentraciones C.° y C’}C) dependen linealmente de la coordenada

vertical en este caso elegimos z como la coordenada vertical:

), = Cy (1 - Cfl) (2.1)

) = Cy, (g) (2.2)

Si el estado conductivo presenta una pequena perturbacion, esta decaeré
o crecera dependiendo de los pardametros del sistema. Si decrece el sistema
permanecera en estado de reposo por el contrario si crece, tendra una tran-
sicion del estado de reposo a algin otro estado de movimiento, por lo cual

escribimos convenientemente la velocidad y las concentraciones como una su-
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perposicion del estado conductivo més una pequena perturbacién de dicho

estado, en el caso de las concentraciones tendriamos

Cs(z,y, z,t) = C’S(c)(z) + ng(x,y, 2,t) (2.3)

Ce(x,y,2,t) = Cf(c)(z) +nys(z,y,2,t), (2.4)

ns(x,y, 2,t) y ng(z,y, z,t) representan pequenas perturbaciones del esta-
do conductivo del sistema. Y para la velocidad ¢ = 0 + ¢. En la siguiente
seccidon mostramos las ecuaciones que describen la evolucion de las perturba-

clones.

2.1. Ecuaciones de Movimiento

Debido a que el sistema que se esta analizando consiste de un fluido en
un campo gravitacional bajo la accién de dos concentraciones las ecuaciones

de movimiento del fluido son:

Ecuacion de Continuidad o Conservacion de la Masa:

ap .
- . = 2.
5 + V- (pt) =0 (2.5)

Ecuacion de Navier-Stokes o Ecuacion de Movimiento para un Fluido Viscoso:

+(0- V)] = —Vp + uV>27 4 Fet (2.6)

Ecuaciones de Difusion o Segunda Ley de Fick:

11



0C;

5 (T V)C = D, V*C, (2.7)
aC
(9_tf +(7-V)C; = D;V2C, (2.8)

p es la densidad del fluido, py es la densidad del solvente puro, p es la presion,

g es la aceleracion gravitacional y u es el coeficiente de viscosidad.

Debido a que en nuestro sistema las variaciones de las concentraciones no
son muy grandes aplicaremos a las ecuaciones de movimiento la aproxima-

cion de Boussinesq [6], la cual nos dice que:

“Si las variaciones de las concentraciones no son muy grandes entonces
podemos tratar a la densidad p como constante en las ecuaciones de movi-

miento excepto en el término de la fuerza externa.”

En nuestro caso la tnica fuerza externa que acttia en nuestro sistema es
la gravedad y debido a la presencia de las dos substancias, la densidad se ve
incrementada en Ap sobre su valor en el estado conductivo por lo cual tene-
mos Ap = p(Cs, Cf) — p(C5, CF), asi la fuerza de flotacion que un elemento
diferencial de voliimen de fluido experimenta esta dada por F' = ZgAp. Co-

mo la variacion de las concentraciones no es muy grande podemos expander
p(Cs, Cy) en serie de Taylor alrededor de p(Cs, C%):

e (20 (00 :
§CCr) = O i)+ (e )t (5 ) mr e 00) (20)

definimos los coeficientes de expansién como:

Q_i(ap> O_i(ﬂ)
T wac,) YT\
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Los coeficientes o, y oy representan el aumento relativo en densidad debido

al incremento de las substancias Cs y C.

Sustituyendo en la ecuacion (2.9) tenemos

Ap = p—p(C5,CF) = aspons + appons + . ..

Por lo cual podemos expresar la fuerza de flotacion como:

F = g2po(asns + apny). (2.10)

Al aplicar la aproximacién de Boussinesq tenemos que la ecuacion de conti-

nuidad se reduce a

V-7=0 (2.11)

Notemos que si w/d << 1, el sistema puede considerarse dos dimensional,
y en la ecuacién de Navier-Stokes el término vV2¢, de acuerdo a la llamada
aproximacion de Hele-Shaw, puede ser reemplazado por (para una exposicion

en detalle de esta aproximacion, vea [14]):

. 12v
V25 — 2 (2.12)
Debido a que estamos considerando al sistema 2-dimensional, podemos

introducir la funcién de corriente v (z, z,t) definida como:

_ %
v =, (2.13)
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_ %
vy = = (2.14)

Por lo cual tenemos ¥ = (0,1, 0, —0,¢) la cual lleva toda la informacion
sobre el flujo del fluido. Con la introduccion de ¥ la ecuacion de continuidad

(2.11) se satisface automéaticamente.

V- 7= -~ _22%

T 010z 0201
Entonces, las ecuaciones de movimiento son fundamentalmente tres: la
ecuacion de Navier-Stokes y dos de difusion (aunque en principio necesita-
riamos también una ecuacion de estado para determinar p). Estas ecuaciones
determinan la evoluciéon espacio-temporal de las desviaciones (¢, ng,ny) del

estado conductivo.

— (- V)T =——Vp+vVii+ L 2.15
5 (V) oo VP Py (2.15)
aa% + (v V)Cs = D,V*C, (2.16)
oC
8_tf +(7-V)C; = D;V2Cy (2.17)

Recordemos que la fuerza de flotacion en magnitud es igual al peso del
fluido desalojado, por lo cual podemos sustituir la fuerza externa por menos
la fuerza de flotacion (2.10) y considerando (2.12) la ecuacion de Navier-

Stokes toma la formas

o 1 1205
Y (@ V)i= ——vp— 2

5 o i gz(asng + ayny) (2.18)
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Observemos que la presiéon es una variable que solo aparece en una de las
ecuaciones de movimiento: en la de Navier-Stokes y de hecho solo un término
es el que depende de la presion, podemos eliminar la presion como variable (y
entonces no necesitar una ecuacion de estado) aplicando el rotacional a dicha
ecuacion ya que el rotacional de un gradiante es siempre cero (V x (Vp) = 0).

Por lo cual aplicamos el rotacional a cada término de la ecuacion (2.18), de

este modo:
i k
. (O 0%
Vo=l a0 |=i(Ge ) -iv
3z¢ 0 _aqub

Para el segundo término tenemos:

V x (7-V0) =7-V(V x0) — (V x 0).VT = (v,0p + v.0.) V1)

= j(0-40. V) — 8,00.V*)) = —J (4, V)]

J(f,g) es el operador diferencial de Poisson definido como:

J(f.9) = 0:f0.9 — 0. f0.g. (2.19)

Para el tercer término tenemos:

12 120 .
V x (—VU) = Vivzy
w w



En cuanto al ultimo término tenemos:

V x gi(agns + apng) = glid,(asns + aymy) — j0s(asng + asny)]

Pero recordemos que estamos considerando que el sistema es dos dimensional
y entonces todas las funciones dependen s6lo de x y de z, pero no de y, por
lo cual 0y(asns + ayng) =0, y entonces tenemos.

~

V x gZ(asns + ayng) = —g0.(asns + apny)j

De sustituir todo lo anterior en la ecuacion de Navier-Stokes se obtiene:

O — (6, V) =~y T+ gd(an bagn)  (220)

Para no tener que considerar en cada céalculo las dimensiones de las can-
tidades fisicas con las que estamos trabajando, conviene adimensionar las
ecuaciones. El movimiento convectivo se realiza en la direccion x, z pero es
en la direccion z donde se tiene los gradientes de concentracion, los cuales
provocan el movimiento, por lo tanto adimensionaremos las variables espa-
ciales con d. La concentracion de la substancia lenta la adimensionaremos
con Cy, la rapida con —C'yy donde el signo menos es usado por convencion
ya que las concentraciones tienen un efecto estabilizador y desestabilizador
respectivamente. La funcion de corriente la adimensionamos en términos de

Dy. Debido a que Dy > Dy, el tiempo caracteristico para la substancia que se

16



d2

Dy

. . . 2 _

diente a la especie que se difunde lentamente t, = g— en cuanto a medicion
S

del tiempo es mejor comparar con intérvalos de tiempo mas pequenos, por lo

difunde mas rapido t; = es menor que el tiempo caracteristico correspon-

cual usamos el tiempo caracteristico menor ¢y para adimensionar el tiempo
en las ecuaciones de movimiento. Es decir, adimesionalizaremos las ecuacio-

nes del la forma siguiente

. ng oY

) ng=——=-, w - 7

Co' 17 Cp D;
(2.21)

Las cantidades con gorrito son las cantidades adimensionales. Asi que los

operadores se escriben como

0 10 0 D; 0 1

— -, = ——, V -V 2.22

or  doi ot e ©  d (2:22)
Primero adimensionaremos la ecuacion de Navier-Stokes para lo cual susti-
tuiremos (2.21) y (2.22) en 2.18, obteniendo:

1 ~ Aqn N A A A P ~ ~
—[0:V*) — J (1, V)] = =V + R,0,1, — RpO,1iy (2.23)
o

Donde hemos introducido las definiciones del nimero modificado de Schmidt

o y los ntimeros de Rayleigh para la sustancia lenta (Ry) y para la sustancia
rapida (Ry)

12vd?
= 2.24
s = 5 (2.24)
Q50 gdw?
R, = ——— 2.25
12VDf ( )
arcpogdw?
R, = L1 2.26
d 120D, (2.26)
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R, y Ry son los parametros experimentales del sistema, puesto que son pro-
porcionales a las concentraciones Cy y Cyo que son las cantidades que se

pueden variar en el experimento.

Para el caso de las ecuaciones de difusion recordemos que escribimos las
concentraciones como la suma del estado de conducciéon mas una perturba-
cion, teniendo eso en mente y sustituyendo (2.21) y (2.22) en (2.16) y (2.17)

obtenemos:
atﬁs + 8x772 - 7—@27@\8 = j('@;a 77:8)7

8t'fzf + &ﬂﬁ — @Qﬁf = j(l&, flf)

En la primera ecuacion hemos introducido el nimero de Lewis 7 el cual es
la razon entre los coeficientes de difusion D, y Dy, es decir 7 = D,/Dy.
Después de quitar los "gorritos” en todos los términos de las tres ecuaciones:

la de Navier-Stokes y las dos de difusiéon obtenemos:

%[atv% —J(,V*)] = -V + ROuns — RpOymy  (2.27)
Ong + 0ptp —7V?ng, = J(,ny) (2.28)
8tnf + 0 — Vznf = J(w, nf) (2.29)

El sistema anterior de ecuaciones son las ecuaciones adimensionales, que
describen el estado de conveccidon en la aproximacion de Bossinesq. Dicho
sistema esta especificado por cuatro pardmetros: Los niimeros de Rayleigh
para la substancia lenta R, y para la substacia rapida Rs, el nimero modifi-
cado de Schmidt y el niimero de Lewis. Aunque montado un experimento, los
numeros de Lewis y Schmidt quedan fijos, y son los nimeros de Rayleigh los
que se pueden variar, constituyéndose asi en los parametros experimentales.

Expresamos las ecuaciones de movimiento en forma matricial.

18



(M, + LIE = N(£,€). (2:30)

Hemos escrito los términos lineales del lado izquierdo de la ecuacion y del

lado derecho los términos no lineales, e introducido los operadores matriciales

1
M = diag(—=V? 1,1)
o

V2 R0, R0,
L=1|o, —-tV* 0 [,
on 0 %

junto con el operador no lineal

donde el campo vectorial £ tiene por componentes a la funciéon de corriente,

y a las desviaciones de las concentraciones del perfil conductivo, esto es

U(x, z,t)
£z, 2,t) = ns(z,z,t) |,
ny(x,z,t)
De la tabla de dimensiones de la celdas Hele-Shaw, usadas en los experimen-
tos de Predtechensky, se pueden tomar los valores de las variables de las que
depende o, asi se obtiene la siguiente tabla de los valores de o

19



Celda | v(em*seg™') | Dy(em?s™1) o
A 0.01 1-51%107° | 8-79x*10°
B 0.01 3-07%107° | 35-17 % 10°
C 0.01 1-51%107° | 1-98%10°
D 0.01 1-51%107° | 17-88 % 10°

Tabla 2.2: Valores que toma o asi como Dy y v en cada una de las celdas de
la tabla 2.1.

Los valores de ¢ son del orden 10° por lo que trabajaremos en el limite
en el que % tiende a cero. De este modo la forma matricial de las ecuaciones

se simplifica un poco:

00 0 V2 —R,, R0, " 0
00 0|l+]10, -1V 0 ns | = | J(¥,ns)
0 0 o Oy 0 —V? ns J(,ny)

Debido a que las concentraciones son fijas en la base z = 0 y en la cima
z = 1 de la celda Hele-Shaw, las perturbaciones de las concentraciones deben
anularse en dichos puntos (base y cima de la celda). También supondremos
que la velocidad se anula en z = 0,1, por lo cual nuestras condiciones de

frontera son:

ns=ny=1v=0 en z=0,1 (2.31)

—

Asumiremos periodicidad (del campo £(z, z,t)) en la direccion x, esto es
una suposicion razonable si la razon L/d es grande. El valor tipico en los ex-
perimentos de Predtechensky fue L/d = 20. Ya que tenemos las ecuaciones de
movimiento, la primera pregunta que queremos contestar es: en que regiones
del espacio de pardmetros el sistema es estable 6 inestable? Contestaremos

esta pregunta en la siguiente seccion.

20



2.2. Analisis de Estabilidad Lineal

El propésito de la teoria de estabilidad lineal es estudiar cuando un es-
tado dado, en este caso el estado conductivo f_é = (0, C’s(c), C’}C)) es inestable
ante la presencia de pequenas perturbaciones 5 (x,z,t), es decir cuando las
perturbaciones crecen y originan un cambio en el estado de movimiento del
sistema. Asi el analisis de estabilidad lineal da las condiciones bajo las cuales
el sistema experimentara transiciones a otro estado de movimiento. Mate-
méaticamente, si las perturbaciones son pequenas, éstas deberan satisfacer las
ecuaciones linearizadas de movimiento [M0, + L]g = 0 y las condiciones de
frontera. La solucion que satisface estas ecuaciones linearizadas, junto con

las condiciones de frontera es la parte real de:

i(Are™"% — Ape'®)
€= | (Bre~#® + Bpeit) | e sin(nz) (2.32)
(CRe_iq’” + C’Leiqm)

Donde la evolucién temporal se asumié de la forma exp(At) con A =
A+ + iwp. Cuando se tiene que la razon de crecimiento es mayor que cero
A > 0 para un valor de ¢, la perturbacion crecerda hasta que las nolinea-
ridades sean significativas. En ese caso se dice que ese modo de Fourier es
linealmente inestable. Si A, = 0 se dice que el modo es neutralmente inestable
por tultimo si A, < 0 se dice que el modo es asimptoéticamente 6 linealmente
estable. Una pequena perturbacion del estado conductivo generalmente ex-
cita todo los modos, en consecuencia diremos que el sistema es inestable si
A, > 0 al menos para un modo. Si A\, < 0 para todos los modos, entonces
diremos que el sistema es linealmente estable. Si wy # 0y A, = 0, se tendra
una inestabilidad oscilatoria para todo el conjunto de modos. Por tltimo si

w =07y A =0 se tendra una estabilidad estacionaria.
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De sustituir 2.32 en el sistema de ecuaciones lineales (sin considerar el
limite en gl que % — 0) resulta un sistema de ecuaciones para los coeficientes
Ag, Bg, Cr y otro (basicamente el mismo sistema) para los coeficientes de

ondas viajeras a la izquierda. El sistema para Ag, Br, Cg es:

(2 +1)k* —qR, qR; \ [Ar 0
q A+ Tk? 0 Brl =10
q 0 A+ k%) \Cg 0

Donde k? = 72 + ¢2. Existira una solucién no trivial si y solo si el determi-

nante de la matriz se anula, es decir si:

1S s Rl )

A 2 R R

1=L Y : (2.33)
Notemos que la relacion de dispersion (2.33), es una ecuacion ctbica para A,
que escribimos A* — asA\? + a1 A — ag = 0, con coeficientes reales ag, a; y as,
el niimero critico de Rayleigh Rgf'cs) que corresponde al modo estacionario, es

decir cuando A = 0, es decir cuando ag = 0, lo cual implica

K R
RYY == 4 = 2.34
fe > + T ( )
Para que se tenga inestabilidad oscilatoria A = 4iwy, los coeficientes de la

relacion de dispersion deben de satisfacer ag = asa; v a1 = w%. Con estas

dos condiciones se obtienen el valor critico del namero de Rayleigh R%‘ y la

frecuencia de la inestabilidad oscilatoria

kK*r+o kA 9
R, + qz—g(l +7)(7k* + 0) (2.35)

osc __

fc_k?2+0
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2
wy =Tk (K* + o) + ok® + %(Rs — R}

que puede también escribirse como

¢’o
k2+o

wi = -7k +

(1 - T)Rs

Despejando R, de esta tltima ecuacion, se obtiene Ry como funcion de w, y

por ende Rfffc) como funcién de wy también. Especificamente

(k* + o) (K*1% + W)

Ro= i (2.36)
(0sc) (K*1 + o) (k* + w?)
R = (2.37)

Estas dos tltimas expresiones se usaran ampliamente en el siguiente capitulo
al deducir las ecuaciones de amplitud en la rama oscilatoria. La diferencia
entre el nimero critico de Rayleigh de la rama estacionaria y el de la rama

oscilatoria lo expresamos como:

(s _ OFK(T+1)

REY — R w3 (2.38)

fe fe ooT

El ntiimero de onda minimo ¢, en el cual la inestabilidad estacionaria ocurre se
obtiene encontrando la raiz de 8R§f) /0q = 0 y resulta ser q. = 7. En cambio
para la inestabilidad oscilatoria, q. es igual a 7 si y s6lo si se toma el limite
cuando o~ ! tiende a cero, de lo contrario debe evaluarse numeéricamente para
cada valor dado de R;. En la grafica 2.3 se muestra (2.34) y (2.35) en funcion
de ¢

Asi considerando 07!, la relacion de dispersion se modifica a A2 + b\ +c¢ = 0.

Bajo esta consideracion el ntimero critico de Rayleigh correspondiente al mo-
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Figura 2.3: La curva solida corresponde a la inestabilidad estacionaria para
la cual ¢. = 7 y la curva punteada corresponde a la inestabilidad oscilatoria
para la cual g. = 7 + ¢ con dq del orden de 10~°. Consideramos Ry = 42,35,
oc=123x10°y 7 =0,63.

do estacionario (A = 0) ocurre cuando ¢ = 0, que implica:

R,

Ry, =dn® + —
.

La inestabilidad oscilatoria A = 4iwg ocurre si y sélo si el coeficiente de A,

en la relacion de dispersion se anula, es decir b = 0, condicién que nos pro-

0SC.

porciona el valor critico del ntimero de Rayleigh R%:

% = R+ 4n*(1 4 7)

y la frecuencia wy se obtiene del coeficiente ¢, explicitamente wg = /¢, es decir
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wi = —4n'r? + (1 — 7)R, (2.39)

El punto donde las dos inestabilidades colisionan (R}, = R%) se conoce co-
mo el punto de codimension-2 (ped), en este caso ambos coeficientes en la
relacion de dispersion (b y ¢) tienden a cero simultaneamente, de ahi el nom-
bre “codimension-2”. En el espacio de parametros la localizacion del punto

de codimenson-2 esté dada por:

4 2,2

R? = 1”_: (2.40)
472

c2

Rf = 1 (2.41)

En este punto la frecuencia se anula (pues ¢ = 0), como puede verificarse
facilmente sustituyendo R en (2.39).

Experimentalmente lo que se hace para analizar la estabilidad del siste-
ma es fijar un valor de la concentracion en la base Cyy (0 equivalentemente
R;) e ir incrementando cuasi-estaticamente el valor de la concentracion en
la cima Cfy (o equivalentemente, el valor de Ry) y observar si en cada pe-
queno incremento el sistema es estable o no. El analisis de estabilidad lineal
nos dice que si Ry < RSCZ), el estado de conduccion perdera estabilidad en
una bifurcacion estacionaria cuando Ry alcanza el valor Ry;. Por otro lado si
Ry > Rgcg), el estado de conduccion perdera estabilidad en una bifurcacion
oscilatoria cuando Ry alcanza el valor R%‘. El resultado del analisis de es-
tabilidad lineal para la conveccién isotérmica doble difusiva se resume en la
figura 2.4. Con esto concluimos este capitulo. En el siguiente analizaremos la

dindmica del sistema en las inmediaciones del umbral de las inestabilidades
R;ss) Rgcosc) y RCQ‘
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Figura 2.4: Diagrama de estabilidad lineal, como funciéon de los ntimeros
de Rayleigh R, y R;. La figura divide el plano (R, Rf) en dos regiones
una estable y una inestable. El diagrama esta compuesto de dos rectas de
diferente pendiente, la recta de mayor pendiente es la correspondiente a la
rama estacionaria y la recta de menor pendiente es la correspondiente a la
rama oscilatoria, el punto de intersecciéon de ambas rectas es el punto de

codimension-2 donde las dos inestabilidades compiten.
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Capitulo 3
Dinamica No-lineal Débil

Como mencionamos en el capitulo anterior, el procedimiento usual pa-
ra determinar el umbral de conveccién consiste en dos pasos. Primero, se
fija una concentraciéon de la sustancia que se difunde lentamente desde la
base del contenedor, es decir, se fija R,. Puesto que el gradiente de con-
centracion resultante es estabilizador, el sistema se mantendra en el estado
conductivo. Despues se fija una concentracion de la sustancia que se difunde
rapidamente en la parte superior de la celda como el gradiante correspon-
diente es desastibilizador, si dicha concentracién se incrementa poco a poco,
es decir se incrementa el valor del parametro Ry las perturbaciones pequenas
que siempre estan presentes en cualquier experimento, crecerdn o decreceran
dependiendo del valor de Ry. Si la perturbacion decae entonces el sistema
regresa al estado conductivo, de lo contrario, el sistema cambiara del esta-
do conductivo a otro estado (de movimiento). Para determinar el umbral
de conveccion se realizo el analisis de estabilidad lineal, el cual presentamos
en el capitulo anterior. Dicho analisis nos proporciona el diagrama 2.4 de
estabilidad del sistema , el cual nos muestra que arriba de un valor critico
Ry, todas las perturbaciones pequenas creceran y habrd una transicion de
estados de movimiento. Los puntos en el espacio de pardmetros donde surgen

nuevas soluciones se les llama puntos de bifurcacion. En este caso existen tres
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bifurcaciones que surgen del estado conductivo: la bifurcacion estacionaria, la
osilatoria y el punto donde estas dos inestabilidades se encuentran, el punto
de codimension-2. Cual bifurcacion aparecera dependera de la localizacion
del sistema en el espacio de parametros (Rs, Ry). Més atn, pueden aparecer

nuevas soluciones a medida que se incremente ;.

Si se resolvieran las ecuaciones de movimiento completas, es decir inclu-
yendo la parte nolineal junto con las condiciones de frontera, y una condicion
inicial apropiada, se tendria una descripcion completa de la dinamica de la
conveccion isotérmica doble difusiva en cualquier region del espacio de pa-
rametros. Pero como sabemos, encontrar soluciones exactas a las ecuaciones
hidrodinamicas en la inmensa mayoria de los casos es simplemente imposible.
Sin embargo, en principio, uno puede resolver las ecuaciones del sistema por
medio de los métodos numeéricos, lo cual tampoco es muy sencillo ni inme-
diato, ademaés sin un anélisis previo de lo que uno podria esperar encontrar,
uno iniciaria las simulaciones numéricas practicamente a ciegas. Hay un ca-
mino analitico, largo, pero accesible, que nos ayuda a conocer la dindmica
del sistema, e incluso puede servir de guia a las simulaciones numéricas, al
menos, en la vencindad de las ramas de bifurcacion, ya sea la estacionaria,
o la oscilatoria, o bien en su interseccion. Este camino es el de los métodos
perturbativos. En nuestro caso, ya tenemos solucion del estado conductivo (es
decir, el fluido en reposo) y la solucion en el umbral de la inestabilidad que
esta dada por la solucion (2.32) que propusimos para realizar el analisis de
estabilidad lineal. Lo que no conocemos en dicha soluciéon son las amplitu-
des, Ar y Ap, que experimentalmente se observa que varian lentamente en
el tiempo hasta que adquieren un valor fijo. De modo que en este sistema se
tienen dos escalas de tiempo, un tiempo “rapido”, la de las oscilaciones ex-
presadas por exp (iwpt) que aparece en (2.32), y uno lento, la de la amplitud.
Asi, si estamos interesados en buscar una solucién aproximada en la venci-
dad del umbral de inestabilidad, debemos tomar en cuenta el hecho de que

existen méas de una escala de tiempo. Se sabe que la teoria de perturbaciones
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regulares falla en problemas con méas de una escala temporal. En la siguiente
seccion, se espondra un ejemplo donde esta teoria falla y como se corrige
con la teoria de perturbaciones de tiempos multiples. Con este ejemplo no
pretendemos realizar una exposicion detallada de esta teoria matematica, so-
lo dar una vision béasica y panoramica de la misma. Si se quiere revisar los
detalles de la teoria, referimos al lector a estudios formales que se encuen-
tran por ejemplo, en la tesis doctoral de D. Williams [22], o en el trabajo de

Dangelmayr et al [10], o en algunos libros de texto avanzado [15].

3.1. Formalismo de Ecuaciones de Amplitud

Ejemplificaremos esta teoria con osciladores débilmente no lineales, los

cuales tienen asociada una ecuacién de la forma

d*z )

W—i—x—i—ef(x,x)zo, (3.1)
donde € < 1y f(x,) es una funcion suave (de sus argumentos ). Dos de los
ejemplos clasicos son la ecuacién de Van der Pol di/dt + x + e(2? — 1)i =
0, vy la ecuacion de Duffing di/dt + x + ex® = 0. Cuando € = 0, ambas
ecuaciones se reducen a la ecuacion del oscilador arménico cuya solucion es
muy bien conocida. Por lo cual se esperaria que la solucion de (3.1) fuera muy
parecida a la solucion del oscilador armonico simple (ya que € < 1). De la
teorfa de perturbaciones regulares como una primera aproximaciéon buscamos

soluciones de (3.1) de la forma

x(t,€) = xo(t) + exy(t) + Eao(t) + ... (3.2)

Se supone que los primeros términos de la expresion anterior son los de
mayor peso en el comportamiento de la solucion. Un ejemplo donde se aplica
la teoria de perturbaciones regulares y no funciona, es el oscilador débilmente

amortiguado [19]
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d*x dx
P + QEE + 2 =0, (3.3)

con condiciones iniciales z(0) = 0 y ©(0) = 1, la solucion exacta es

1
V1 —¢€?

Ahora encontremos la solucion aproximada de (3.3) con ayuda de teo-

x(t,€) =

e “sin[V1 — e2t] = A(et)sin[V1 — €%t] (3.4)

ria de perturbaciones regulares. De sustituir (3.2) en (3.3) y de agrupar los

coeficientes de las diferentes potencias de € se tiene

dQZL'() dQI'l d[L‘O 2
{dﬂ +x0]+ldt2 —|—2E+az1 e+ 0(e*) = 0. (3.5)

Como la expresion anterior es valida para todo € < 1, cada coeficiente
debe anularse, como consecuencia se obtienen una serie de ecuaciones diferen-
ciales a diferentes ordenes en el parametro de pequenez e. De (3.5) podemos

ver que la ecuacién a orden cero en € es

d2$0
dt2 + X9 = O,
cuya solucion esta dada por
xo(t) = sin(t). (3.6)

De (3.5) vemos que la ecuacion a orden uno en € es

d2l'1 dl’o
it — 90
PR dt’

sustituyendo (3.6) en la ecuacion anterior obtenemos

d2$1

o + 1 = —2cos(t). (3.7)
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Figura 3.1: Grafica de la solucion exacta de 3.3 y la soluciéon que arroja la

teoria de perturbaciones para ¢ = 0,1.

Notemos que el lado derecho consta de un solo término, el cual producira
resonancia. Usando las condiciones iniciales, la solucion de esta tltima ecua-
cion es z1(t) = —tsin(t) que crece cuando ¢ crece. Entonces la solucion que

arroja la teoria de perturbaciones esta dada por

x(t,€) = sin(t) — etsin(t) + O(e?), (3.8)

dicha solucion sélo se aproxima bien a la solucion exacta como podemos ver
en la grafica 3.1 para tiempos muy pequenos, y se aleja notablemente de
la solucién exacta para tiempos mayores, asi, la solucién dada por teoria
de perturbaciones regulares es basicamente incorrecta, pero veamos porque
no lo es. Primero, notemos que la solucion exacta (3.4) exhibe dos escalas
de tiempo, la primera consiste de un tiempo rapido ¢ que es de orden uno

para la oscilacion sinosoidal, la segunda consiste de un tiempo lento sobre el

31



cual la amplitud varia. Otro hecho a notar es que, la frecuencia de oscilacién

2

de la solucién exacta w = /1 — €2 se aproxima a w = 1 — 2€2, en cambio

2
la frecuencia dada por la solucion aproximada (3.8) es w = 1. Para tiempos
grandes este error en la frecuencia afecta fuertemente la solucién aproximada,
por estas razones, la teoria de perturbaciones regulares no trabaja bien en el

oscilador debilmente amortiguado.

La teoria de tiempos multiples trata de considerar las dos escalas de
tiempo introduciendo dos tiempos, un tiempo rapido el cual llamaremos 7 =
t, y un tiempo lento T = et, los cuales son tratados como si fueran variables
independientes (en este trabajo no intentaremos justificar dicha suposicion).
Con la introducciéon de estos dos tiempos el operador derivada del tiempo

toma la forma

d 0 0
% = E + Ea—T (39)
Con esto en mente, buscamos soluciones de la forma
z(t,€) = xo(1,T) + €21 (1, T) + O(€?). (3.10)

De sustituir la expresion anterior en (3.3), y agrupar los términos en las
potencias de €, obtenemos una serie de ecuaciones diferenciales a diferentes

ordenes en €. A orden cero se tiene la ecuaciéon diferencial

82x0
or?

cuya solucion es

xo = Asin(T) + Bcos(T). (3.12)

A orden uno la ecuacién a resolver es

82231 82370 axﬂ
T 2 T2 (3.13)
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Figura 3.2: Grafica de la solucion exacta de 3.3 y la solucion que arroja la

teoria de tiempos multiples para € = 0,1.

al sustituir (3.12) en la ecuacion anterior obtenemos

82331
or?

donde la prima denota la derivada con respecto a T. Notemos que el la-

+ 11 = —2(A"+ A)cos(t) + 2(B' + B)sin(1), (3.14)

do derecho de la expresién anterior produce resonancia, es decir tenemos
el mismo problema que cuando usamos teoria de perturbaciones regulares.
Para eliminar este problema forzaremos a los coeficientes de los términos re-
sonantes a anularse, dando por resultado dos ecuaciones de amplitud para
los coeficientes A y B, las cuales tienen por solucion A(T) = A(0)exp™ T y

B(T) = B(0) exp~ 7. Si utilizamos las condiciones iniciales, obtenemos

r = e Tsin(r) + Ole). (3.15)

Que es la solucion predicha por la teoria de tiempos miltiples, y que se
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acerca mucho a la solucién exacta como lo podemos ver en la grafica 3.2. Si
se esta interesado en tratar de tratar de remediar el error en la frecuencia se
debe introducir un tiempo super-lento & = €2t. Para nuestro ejemplo ya no
lo haremos pues (3.15) ya no das una buena aproximacion como lo podemos
ver en ?7. En las siguientes secciones aplicaremos teorfa de tiempos multiples

al sistema de ecuaciones con el que estamos trabajando.

3.2. Rama oscilatoria

Como hemos visto, para R, > R%, el estado conductivo pierde estabilidad
al alcanzar la rama R} En este capitulo deduciremos las ecuaciones de
amplitud en la rama oscilatoria. Veremos que esta bifurcacion oscilatoria o
de Hopf, produce dos clases de soluciones no triviales, soluciones de ondas
viajeras y estacionarias. Asi para derivar las ecuaciones de amplitud dentro
de la rama oscilatoria, utilizaremos la teoria de perturbaciones de tiempos

multiples por lo cual usaremos las siguientes expansiones

&= > né (3.16)
n=0
Ry = Ry +) "Ry (3.17)
n=1
A= wot Y 0" (3.18)
n=1

Donde R$ = Ry+47%(7+1) y n es el parametro de pequetiez. Para simplificar

el calculo, introduciremos t' = At por lo que

N . . )
i A@t’ = (wo+mp1+n°p2+1°ps + "‘)at' (3.19)
o9 0 L9 .0 40
_ A I I AN Y
“ogu F g T g T g Yy T 820)
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Introduciendo estas expansiones en las ecuaciones de movimiento (2.30) se
tiene una serie de ecuaciones de distinto orden en el parametro de pequenez
1. Agrupando términos de primer orden con respecto al pardmetro 7 se tiene

el siguiente sistema

87]sl (osc) 877f1
24y — 2 = 21
Vi - Ry + R 0 (3.21)
st Y
on oY
0 8tffl +8_.131_VQ77f1 =0 (3.23)

Conviene introducir el operador

V? —R0, R3O,
Ly=|08, —-7v2 0 (3.24)
9 0 =V

y como considerando que o tiende a infinito, la matriz M es de la forma

(3.25)

I
o o o
o = o
— o o

y si denotamos woMdy + Ly = £, entonces las ecuaciones (3.21), (3.22) y

(3.23) se escriben en forma compacta:

£o&1 =0 (3.26)

La soluciéon de la ecuacion anterior esta dada por la combinacion de dos ondas
viajeras, una hacia la derecha y otra hacia la izquierda, y es obviamente, la

solucién que usamos para el analisis de estabilidad lineal:
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iAR _iAL

—

& = Re —ﬁ exp (it —imx) + —Mﬁ% exp (it' + imz) | sin(nz)
A TA
wo +§7r2 " iwo +§7r2
(3.27)

aunque aqui ya se escribieron los valores de los coeficientes Bgr, Cr, Bp, y
C}, en terminos de las amplitudes Ar y A, y como o se considera infinita,
entonces ¢ = w. Agrupando términos de orden 2 en el pardmetro 7 se tiene

el siguiente sistema de ecuaciones

~Ry 2
Lobs = Fo(€1,&) = | =222 + J(¢n,m01) | - (3.28)
—p1 ag{f + J(¥1,m51)

Recordemos que £o = wo My + L. Debemos resolver la ecuacion (3.28), esto
es, debemos encontrar 52, en cierta forma, el operador £ debe invertirse. El
teorema de Stakgold-Fredholm [18] que establece que “ £ 05 = F tiene solucion
si y solo si el vector ET solucion de la ecuacion adjunta £ g@ = 0, es ortogonal
a F, es decir si (F,€") = 0”. Donde entenderemos que (@,b) (donde @y b son

vectores n-dimensionales) es el producto escalar definido como

(CY, g) = /Zajbjdxl...dxn.
7=0

fg) es el operador adjunto o dual de :50. El operador £ o no es Hermitiano
(0 autoadjunto), asi que la integrabilidad de las ecuaciones a segundo orden

involucra la solucion de la ecuacion adjunta £$€T = 0, la cual es explicita-

mente
\% —0, —0,
£iet = RO, —7V2—wiy 0 & =0, (3.29)
~R%0, 0 —V2 — wdy
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y la solucién de la ecuacion dual £ 35 =0

iAl —iAl
&' = Re Bl | exp (it —irz) + | Bl | exp(it’ +igz) | sin(rz)
Ch o
(3.30)
donde los coeficientes BE, C’L, Bz, y C'z son
TRg Al
BT - SAR
R ~ 2
—wot + 727
(osc) 4t
TR, A
cf = —I =% 3.31
R —woi + 272 (3:31)

con expresiones casi idénticas para Bz, y Cz, solo hay que cambiar el subin-
dice R por L. Recuerdese que con o infinita k? = 724 ¢*> = 27%. Sustituyendo
(3.27) en la ecuacion (3.28) se obtiene explicitamente Fy, y podemos calcular

en producto

(Fy, &) = / / / (EIED + (B)3(E) + (F;(@))dedzdr.  (3.32)

Al hacer el calculo anterior es importante tener en cuenta la ortogonalidad del
conjunto de funciones {sin (mwz),}, asi como de los conjuntos {exp (imnz)}
y {exp (it'm)} se tiene que para que (ﬁg, éjf) = 0 se cumpla, se requiere que
p1y Ry de (3.28) sean ambos ceros. Y la solucion de Lo&y = Fy(&1,&1), debe

tener la forma siguiente

0 0 g
L1 1 L1 A
5225 B, exp(Qit/)Sin(WZ)+§ B; exp(—2it’)sin(7rz)+§ By | sin(7z)
Cy & Ca
(3.33)
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Para encontrar los coeficientes se sustituye el vector anterior & en £y&; = Fy

obteniéndose
7T3ARAL WgARAL
BQ - - A 02 - - A
2(iwg + 2m27)? 2(iwg + 2m27)?
B, — (AR HALP) 5 (AR 4 ALP)

2(wd + 4mi72) 2T 2(wd + 474)
Con estos coeficientes, se tiene completa la soluciéon a segundo orden. A tercer

orden, la ecuacion a resolver es £4&3 = F3, es decir

_Rzanfl
»@of; = ﬁ?)(glug‘l) = —pzagil + J (1, ns2) | - (3.34)

28(1};? + J (1, ny2)

Para obtener las ecuaciones de amplitud, recordamos que

5o = ot TRt ey Bt

donde hemos ya tenido en cuenta que p; = 0. t5 es un tiempo lento, y asu-
mimos que a tercer orden, A = Ag(ty) v A, = Ap(tz). La condicion de
integrabilidad a orden 3: (133,5T ) = 0 nos conduce, desptes de un calculo

directo pero tedioso a la expresion

Rfcf ng aAR ’/T4 2 ng Rfcf
(B =55) G = metan Tl (75 -
4 Ry, R
+ W_AR (|AR|2 + |AL|2) ( f f i Sé])
4 lgl* |/l
=0 (3.35)

donde f = iw + 2772, g = iw + 272, Se tiene también una ecuacién idéntica

a esta solo que intercambiando los subindices R y L. Recordamos que Agr
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depende de t,, pero no de tg, entonces 1?9 /0ty se reemplaza por 9/0t. A este
orden tres, también se tiene que R; = Rj. + n?Ry. Definiendo la distancia
relativa a Ry. como € = (Rf — Ry.)/Ry., y reemplazando nAg por Ar y nAy
por Ay (es decir, las amplitudes se consideran pequenas), con todo esto, si
multiplicamos la ecuacién anterior (3.35) por 7% (y la ecuacién gemela de
esta, que se obtiene intercambiando los subindices R y L), se obtienen ecua-
ciones de evolucion para las amplitude Ar v Ay, las asi llamadas ecuaciones

de amplitud

T(?SCAR = €<1+iCo)AR— (K‘AR|2+M|AL|2)AR (336)
TSSCAL = 6(1+Z‘60)AL - (KlAL|2+M|AR|2)AL (337)
donde
€= (Ry — RYY)/ RS
osc 4
To = Tosc
fe
2T
Co = —
Wo
K_ imt
2o R
M= 2m5(1 4 7)(wi + 47'7) it (wg — 167872)

T REC(WE + AT (WR + 4mi72)  Rywo(wd + A7) (wd + dmiT)

Estas son las ecuaciones de amplitud para la rama oscilatoria.
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Notese que la parte real del coeficiente K se anula a lo largo de la rama
oscilatoria, y puede verificarse que esto ocurre para todo valor de ¢ y no sélo

en el limite en que 0~ = 0. La parte real de M es siempre positiva.

Podemos escribir Az y Ar en su forma polar Ag = Rexp (i¢r) y Ap =
Lexp (i¢r), y sustituirlas en (3.36) y (3.37), y despiies de separar las partes

reales e imaginarias se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones

78R = eR— M,L*R (3.38)
8L = eL — M,.R*L (3.39)
7‘005%53 = ecy— K;R?> — M;L? ( )
8%, = eco — K;L? — M;R? (3.41)

Nos interesamos en el comportamiento de las magnitudes de las amplitu-
des Agr y Ap, en particular en sus puntos fijos. Las ecuaciones (3.38) y (3.39)
tiene dos puntos fijos, a saber: (R, L) = (0,0), el cual representa el estado
conductivo. En el caso € > 0, cuando las amplitudes Agr = Ay, se tienen
ondas estacionarias, en este caso el punto fijo es (R, L) = (\/MIT, \/MZT), que
tiene sentido si M, > 0, el cual es nuestro caso. Si R = 0y L # 0 se tienen
ondas viajeras, viajando a la izquierda. Si L = 0 y R # 0 se tienen ondas
viajeras, viajando a la derecha. Para este dltimo caso, tenemos oR = €R,
por lo cual no hay puntos fijos no-triviales para ondas viajeras a la derecha
(lo mismo seria para las viajeras a la izquierda). Si € = 0, R(t) permanece
constante, y solo en ese caso hay ondas viajeras. Asi las ondas viajeras solo
existen en € = 0, es decir, s6lo existen exactamente sobre la rama oscilato-
ria, lo cual no es lo observado por Predtechensky. A orden tres, la teoria de
perturbaciones da una prediccion incorrecta sobre las ondas viajeras. Para
determinar la estabilidad de las ondas viajeras a la derecha (o a la izquierda),
debemos considerar la ecuacion de amplitud de tal onda hasta quinto orden,

digamos de la que viajan a la derecha (Agr # 0y Ap =0)
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T0AR = €(1 +ico)Ar — (K|Ag|? + N|Ag|")Ag (3.42)

Asi que debemos calcular el coeficiente N de la ecuacion anterior. Si escribi-
mos Apg en forma polar, la ecuacion para la magnitud de la amplitud R, sera
7R = ¢R— N,R*, y existiran los puntos fijos R?> = y/¢/N, arriba del umbral
R;(fc) con tal de que la parte real de N sea positiva. Para hacer este célculo
para ondas viajeras a la derecha, bastara considerar Az # 0 y hacer Ay = 0.
Y deberemos calcular explicitamente é,, para poder calcular FZ(&,{Z,@,) y
con este vector, calcular el campo vectorial &, que permitird el calculo de
F’%(é, 5, &, 51), y finalmente (ﬁ5, ET) = 0 nos conducira a la ecuacion (3.42).
En el laborioso calculo utilizamos el software de Mathematica. La ecuacion
de amplitud a quinto orden nos permite ver lo que la ecuacion a tercer orden
no podia predecir, el hecho de que no soélo hay ondas viajeras sobre la rama
oscilatoria (¢ = 0). Para € > 0 el punto fijo correspondiente a ondas viaje-
ras a la derecha es (R, L = 0) = ([¢/N,]'/4,0), para las ondas viajeras a la
izquierda es (R = 0,L) = (0, [¢/N,]/*). Asi para ambos casos, la amplitud

se incrementa como 61/4

N = N, +iN; es

, pero nunca como €'/2 arriba de R, El coeficiente

1 — )78

oo 384(47r(4 - ;2);(;(7, oy (11600m* Po(7) + d* Po(7)? + 125P4 (7))
10 1—

A 192‘*}(477;4 Erwz)TQ)G(T, w) (807°Qo(7) + 47" Qo (T)w” + Qu(7)u3)43)
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Py(t) = T*1+7)

Py(1) = 149+ 1977 + 19772 + 14973

Py(1) = 125(1+71)

Qo(t) = 72(144 + 1337 + 1447%)

Qo(T) = 144 + 1377 +9367% + 1377° 4 1447*

Qu(t) = 144 + 1137 + 14472 (3.44)

Como puede verse de (3.43), la parte real de N es siempre positiva, lo que
garantiza una bifurcacion hacia adelante de las ondas viajeras a la derecha.
Para las que viajan a la izquierda se tiene un resultado idéntico. El diagrama

de bifurcacion correspondiente se muestra en la figura 3.3.

3.3. Rama Estacionaria

Como hemos notado de la secciéon anterior, las ecuaciones de amplitud
son modelos mateméticos que describen pequenas variaciones temporales de
las variables originales que caracterizan cualquier sistema cerca de los valores
criticos. En esta seccion bosquejaremos la derivacion de la ecuacion de am-
plitud cerca del umbral de la inestabilidad estacionaria. Asi desarrollaremos
los campos (¢, ns, nys) el namero de Rayleigh Ry (que es el que se varia en el

experimento) en términos del pardametro de pequenez 7 de la siguiente forma

Ry = Rj+nRY+0"Ry +n°R3 + .., (3.45)
£ = na+n&+ . (3.46)
y basados en la experiencia de la seccién anterior, reemplazamos 0; por

n?0r, ademas supondremos que la amplitud depende solo del tiempo len-

to A = A(T). De sustituir las expansiones en las ecuaciones de movimiento
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Figura 3.3: Diagrama de bifurcacion de las ondas viajeras “OV” (linea con-
tinua) y de las ondas estacionarias “OE” (linea punteada), el diagrama se
obtuvo para 7 = 0,63 con Rg =100.0> R% donde R es el punto de
codimension-2. Ambos tipos de ondas son estables para ¢ > 0. Para e < 0, se
tiene el estado conductivo. Dependiendo de la amplitud de la perturbacion
inicial, y que tan cerca se encuentre de la rama de “OV” 6 “OE”, el sistema

terminaréd presentando uno u otro tipo de ondas.

encontramos una serie de problemas lineales a diferentes ordenes en 7. A

orden 7 se obtiene el sistema de ecuaciones:

V2 —R,0, o0z
—7V? 0 51
0 %

I
=1

Lo& = (3.47)

On
O

el cual tiene por solucion
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. i(Aelmim®) — Axelima))
& = 3 sin(7z) —#(Ae(_fm) + A*e(‘i”)) : (3.48)
_%(Ae(—mx) 4 A*e(wrac)>

La ecuacion a orden dos en 7 es

—Rfsﬁxnﬂ
Lol = | J(W1,na) | = Fy(x, 2). (3.49)
J(¢17nf1)

Debido a que el operador £4 no es Hermitiano (o autoadjunto), la integrabi-
lidad de las ecuaciones a segundo orden involucra la solucién de la ecuacion
adjunta £(T)§ =0, la cual es

\%& —0, —0,
£ =1 rRo, v 0 |€g=0, (3.50)
-R$0. 0 =V?

cuya solucion es

1
&= 5| 2= Alexp (—inz)sinmz + c.c. (3.51)

la condicion de integrabilidad (£, ¢t ) = 0 implica R3* = 0, bajo esta condi-

cion la solucion de la ecuacion (3.49) es

& = AP sin(27z). (3.52)

A orden n? tenemos
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—Rgsaxnfl
£D€3 = _aTnsl + J(wbnsQ) + J(w%nsl) = F3(x7 Z) (353)
—0rng1 + J(Y1,np2) + J (Y2, np1)

Y de la condicién de integrabilidad a este orden (Fj, &) = 0, nos da la

ecuacion de amplitud

dA
T = €A — g3 A|AJ?, (3.54)

donde € = (Rj. — R3;)/R7, es la distancia relativa a la rama estacionaria

1 RS S8
T TRy (? B RfC>
1 Ry ss

La solucion de esta ecuacion diferencial nos da informacion sobre la dinamica
de nuestro sistema en la rama estacionaria. Escribiremos A en su forma polar,
A = Ae? | que sustituimos en la ecuacion (3.54) y obtenemos

dA

o = €A — gz AA% (3.56)

Y resulta que 6 = constante. Los puntos A = A que satisfacen dA/dt = 0,

son puntos fijos de la ecuacion (3.56). Estos puntos fijos son:

A=0 y jt:\/E (3.57)
g3

Notemos que si introducimos el cambio de variable A% = B(t) la ecuacion
(3.56) adquiere la forma dB/dt = aB + bB?, es decir, toma la forma de una

ecuacion de Bernoulli, la cual tiene por solucion:
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(%)
eB(0)e'

2 (3.58)
B(0)gs(e0) —1) + ¢

Para el punto fijo A= 1/gi3, tenemos dos casos: el primero se da cuando

g3 > 0y el otro se da cuando g3 < 0.
Caso I: g3 > 0.

En la region € < 0 cuando t — oo, se tiene B(t) — 0. En cambio si € > 0,
cuando ¢ — oo, tenemos B(t) — €/gs.

Para determinar la estabilidad del punto fijo no trivial, analizaremos el com-
9_37
en la region € > 0 (recuerde que estamos en el caso g3 > 0). Asi, sustituyendo

A=A+ A, en la ecuacion (3.56) tenemos

portamiento de una pequena perturbacion alrededor de tal punto A =

700, (A+0A) = e(A+ A) — gs(A+ 0A)°

T00i (A +0A) = e A+ eA — g3(A® + 6.A% + 3AGA® + 3A%6A)  (3.59)

Como A es punto fijo, y la perturbacion 6.4 es pequeiia despreciaremos
los términos de orden mayor o igual a O(3.4%), entonces la ecuacion (3.59)

queda como

700,(6A) = €(6.A) — 3¢5 A%(8.A)

Sustituyendo A = +, /gis, la ecuacion anterior se convierte en

To0r0A = —2ed A,

cuya soluciéon es
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0A = (§A)ge 2/t (3.60)

Cuando ¢ — oo la perturbacion decrecera, por lo cual A = + gig es estable.
Quisimos presentar este anélisis para este caso, con el fin de ilustrar el pro-
cedimiento de analisis de estabilidad de puntos fijos, anélisis que no hicimos

para la rama oscilatoria, pero que es similar al hecho aqui.

Un analisis anélogo nos dice que A = 0, es estable para € < 0 (las
perturbaciones regresan al estado conductivo) e inestable para e > 0, de modo
que, para € > 0, una pequena perturbacion aleja al sistema del reposo y lo
lleva a un estado de movimiento convectivo con amplitud \/gz3 . Resumiendo,
cuando g3 > 0 el sistema presenta una bifurcacion supercritica. El diagrama

de bifurcacion correspondiente se muestra en la figura 3.4.

Caso Il.g3 <0

En este caso el punto fijo A = + gig esta definido solo para € < 0, es
decir debajo del umbral de la inestabilidad estacionaria, o equivalentemente
cuando Ry < R}, puede verificarse facilmente que este punto fijo no trivial,
es inestable, y que el punto fijo A = 0 es estable para ¢ < 0 e inestable
para € > (0. Entonces se tiene una bifurcacion subcritica. El diagrama de

bifurcacién correspondiente se muestra en la figura 3.5.

El punto donde se da el cambio de una bifurcacion supercritica (g3 > 0)
a una bifurcacion subcritica (g3 < 0) es conocido como punto tricritico y se

determina resolviendo g3 = 0 para Rg

4?73
1—72

Notemos que para Ry < R la ecuacion de amplitud (3.54) nos dice que

tp
RY =

al incrementar el valor de Ry, el movimiento convectivo iniciara cuando Ry
alcance el valor de R};. La amplitud de la funcion de corriente serd A ~ €l/?,

Sin embargo, para R, > R la ecuacion de amplitud a tercer orden (3.54)
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Figura 3.4: Diagrama de bifurcaciéon supercritica, para el caso g3 > 0, se
muestra la grafica de los puntos fijos A como funcion de e, para € > 0,
A= =+, /gi3 y para € > 0, A, 1a linea punteada representa la inestabilidad del

punto fijo A =0 para € > 0.
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Figura 3.5: Diagrama de bifurcacion subcritica, para el caso g3 < 0, se mues-
tra la grafica de los puntos fijos A como funcion de €, las curvas punteadas
5 Y A =0 en las
regiones € < 0 y € > 0 respectivamente. Para la region € < 0 el punto fijo

representan la inestabilidad de los puntos fijos A=+

A = 0 es inestable y su estabilidad esta representada por una linea continua.
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Figura 3.6: Grafica de la amplitud como funcién de ¢, construida a partir de

la ecuacion de amplitud a quinto orden.

predice que cuando Ry alcanza el valor de Ry. (es decir para € > 0) no hay
una amplitud estable, ni siquiera A = 0 es estable, es decir, a tercer orden la
ecuacion de amplitud no puede predecir nada. Para corregir esta situacion se

requiere la inclusion de un término a quinto orden, el cual arroja la ecuacion

dA
7_0%

El calculo ya se ha realizado [2], y ya no lo presentaremos aqui, pero si

=eA — g3.A3 - g5A5, (361)

expondremos la dinamica que se predice en la rama estacionaria. Debido a
inclusion del coeficiente quintico, la curva en la figura 3.5 se revierte, y la
prediccion a quinto orden nos da la figura 3.6 con una rama estable para

€ > 0. De (3.61) vemos que los puntos fijos satisfacen:

6—93./42 —g5A4 =0

De la expresion anterior tenemos que los puntos fijos son A=0 y

p=_9,1 (@)Zﬁ (3.62)
295 2 95 95
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En la figura 3.6 se presenta la gréafica de los puntos fijos. Lo que basica-
mente nos dice esta grafica es que para R, > R existe un ciclo de histéresis,
es decir que cuando se incrementa el valor de Ry la conveccion iniciara hasta
que Ry tome el valor de R}, para Ry > Ry, (es decir € > 0) la amplitud de
la funcion de corriente saltard de cero a un valor finito igual a 2A% y conti-
nuara creciendo cuando Ry crezca. Si ahora disminuimos Ry, la conveccion
no terminara cuando Ry tome el valor R}, es decir, no termina en € = 0, el
movimiento convectivo continuara hasta que € = €’? < 0, donde la amplitud

saltard de A" a cero. El valor de A y ¢'? estan dados por:

AP = & /—29—;5, (3.63)

R — R;. 2
Etp = fR—ff = —49—935 (364)

En el espacio de parametros, la conveccion iniciaré cuando al incrementar

Y
R; desde cero, Ry “toque” la rama estacionaria R. Al disminuir Ry, la
conveccion no terminara cuando Ry “toque” a R3; si no hasta que alcance la

curva subcritica, esto lo podemos ver en la figura 3.7 . El valor explicito de

gs €s

1 |gs 3 (R 11g2
= =4+ —|——-—R} | - —= 3.65
%~ Ry [8 T 540 ( . f0> 12072 (3:65)
Como € = —g2/4g5 < 0, g5 debe ser positivo, y en efecto lo es. En particular,

en el punto tricritico

3(1—1712%)
64072

Asi para R, < R la amplitud A ~ €'/2 y para R, > R, A ~ €'/4.

gs =
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REGION INESTABLE gé’(\:/lﬁ\_ATORIA

RAMA

ESTACIONARIA //,/ LINEA

SUBCRITICA
PUNTO
TRICRITICO

REGION ESTABLE

Rs

Figura 3.7: Para R; > R, si Ry se incrementa desde cero, el sistema per-
manece en su estado conductivo hasta que toca a la rama estacionaria y su
amplitud crece como €'/4, si Ry decrece, el sistema “brinca” del estado con-
vectivo al conductivo cuando Ry toca la linea subcritica. Para Ry < RY, no

se presenta este fénomeno de histéresis y la amplitud es del orden €'/2

3.4. Punto de Codimension-2

Como mencionamos anteriormente el punto donde las inestabilidades es-
tacionarias y oscilatorias colapsan se llama punto de codimension-2. En la
vecindad de este punto hay una competencia entre estas dos inestabilidades.
Asi cerca de dicho punto, los dos eigenvalores del problema lineal son cero y
el estado conductivo se vuelve inestable en contra de los modos estacionario y
oscilatorio. Esta seccion se da por completez del trabajo, y pretendemos sélo
exponer en términos generales, la dindmica que se presenta en la vecindad de
este punto, bosquejando muy brevemente la derivacion de la correspondiente
ecuacion de amplitud, la que sélo la escribiremos. Los detalles formales de los
puntos de codimension-2 se dan en libros de texto avanzados, por ejemplo
en el libro de J. Guckenheimer y P. Holmes [11], o bien en el articulo de
P.H Coullet y E.A. Spiegel |7], algunas de las aplicaciones en formacion de

patrones en diversos sistemas no-lineales se encuentra en “Pattern Formation
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Outside of Equilibrium ” [8]. Una presentacion matematica se encuentra en el
trabajo de G. Dangelmayr, E. Knobloch “The Takens-Bogdanov bifurcation
with O(2)-symetry ”

En la vecindad de este punto la dinamica es descrita por el sistema de ecua-

ciones

A = B
B = mA+ B+ f(A B), (3.66)

donde f(A, B) es una funcién no lineal de A y A = B. Si consideramos el

caso 0! — 0 la relacion de dispersion (2.33) adquiere la forma

R,— R
M+ (27r2(1 +7) + Tf> A +dntr + (R, — TRy) = 0.

La cual es un polinomio cuadratico A? + a;\ + ag, donde a; = 27%(1 +7) +
+(Rs — Ry) y ap = 47*7 + n?(Rs — TRy).

Como vimos en el analisis de estabilidad lineal, se tiene una inestabilidad
oscilatoria cuando a; = 0y ag > 0, pero a; = 0 & R?f’f = R, +47T2(1 +7).Y
se tiene una inestabilidad estacionaria cuando ag = 0 y a; > 0, Esto ocurre
en R}, = % + 472, Entonces el punto “bi-critico” se da para a; = ag = 0y

sus coordenadas en el espacio de parametros son:

AT 47

R§2:1_T y RCQZ

1—17
y el polinomio A\? +a; )\ 4 ag = 0, tiene una raiz doble en A = 0, y lo podemos

escribir como
1
N — piph — g = A 5(3;86 — Rp)A +m*7(R%, — Ry) =0
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Si escribimos

£=| A, t) | exp (—imz)sinmz + c.c.,

Donde A, y Ay son funciones de A(t). De acuerdo a [10] y [11], A(t) debe
satisfacer la ecuacion diferencial A — po A — iy A+ f(A, A) = 0 donde f tiene

la forma

f = [AJAP + foBJA]? + f3A’B* + f,A|B]* + fsA*B* + f¢ B|B|* + ... (3.67)

con B = A. También se expande 5 en serie de potencias de Ay B

S o1/ - o
£=3 (51,4 +¢B+ Y GuA B ATB! 4+ c.c) . (3.68)
ikl

Insertando las ecuaciones (3.67) y (3.68) en las ecuaciones de movimiento
(2.30) e igualando las diferentes potencias de las amplitudes se obtiene una
secuencia de problemas que pueden ser resueltos orden por orden. A primer

orden & continua siendo como (3.48) y 1 esta dado por

0

- 1

¢ = yoe % | exp (—inx)sinnz, (3.69)
1

Los coeficientes de f(A, B) aparecen en las ecuaciones de tercer orden, y

estos son
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W~

™

o= (3.70)
14T

o= =T (3.71)
8 T
14 72

i = f5:_—1672 (3.72)

fe = 0 (3.73)

El comportamiento de la ecuacion (3.66) en la vecindad del punto de
codimension-2 p; = pp = 0) puede ser clasificado en el plano (uq, p2) como
se puede ver en la figura 3.8. En ps = 0 se tiene una bifurcaciéon Hopf, en
i1 = 0 se tiene una bifurcacion estacionaria. Los cuadrates I (py, po > 0) y IV
(11 > 0, o < 0) tienen un punto fijo inestable el cual corresponde al estado
conductivo. En el cuadrante IIT (g, uo < 0) el estado conductivo es estable
y los puntos fijos (B = 0, |A|> = —puy/f1) son inestables. Cuando u; < 0, la
estabilidad de (B, A) = (0,0) depende del valor de py. Comenzando con el
cuadrante I1I, mientras uy pasa através de cero, se encuentra una bifurcacion
supercritica Hopf y una convecciéon oscilatoria es posible. Mientras us se
incrementa, el tamano del ciclo limite crece hasta que alcanza el punto fijo

inestable en el valor us. donde desaparece. Este valor de ps. es (ver referencias
[10] y [11])

fap 147
.= — = — = — . 3.74
Lo 5 10772 251 o(T) ( )

En el plano (Rs, Rf) la ecuacion anterior corresponde a una linea L.
0SC

localizada por arriba de R, pero por abajo de R} para Rs > R, Especi-

ficamente, la ecuacion L. esta dada por

o 142ar*  An*(1+ 7+ 2am?T)
- 4 2am?r 1+ 2am?r

Ry (3.75)

Antes de terminar este capitulo, quisieramos comentar, que en el caso

termosalino y en otros sistemas como el de mezclas binarias, el punto de
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Figura 3.8: Comportamiento esquematico de la ecuacion de amplitud alre-
dedor del punto de codimension-2, el espacio (1, pe) es dividido en cuatro
regiones con diferentes comportamientos caracteristicos. Los puntos rellenos
representan puntos fijos estable, y puntos abiertos representan puntos fijos
inestables, los otros puntos representan puntos fijos inestables. Una bifurca-
cion Hopf esta localizada en o = 0 y una bifurcacion estacionaria en puy = 0.
Los cuadrantes T (ui,pe > 0) y IV (1 > 0,2 < 0) tienen un punto fi-
jo inestable el cual corresponde al estado conductivo. En el cuadrante III
(1, p2 < 0) el estado conductivo es estable y los puntos fijos inestables. El
ciclo limite en el cuadrante IT desaparece en la linea I. donde el periodo de

oscilacion diverge.
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codimension-2 y el tricritico estan demasiado juntos en el espacio de pardme-
tros (al menos a temperatura ambiente), y practicamente son indistinguibles.
Aqui, como el niimero de Lewis 0 < 7 < 1, la distancia de separacion entre
estos puntos puede ser suficientemente grande como para poderse explorar
experimental y numericamente la dindmica en la vecindad del punto de co-

dimensién dos. La distancia entre estos dos puntos esta dada por

2.2
RC2—RtC—47TT
s 5_1 2
— T

(3.76)
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Capitulo 4
Modelo Tipo Lorenz

Como hemos visto en el capitulo tres, al aplicar la teoria de tiempos multi-
ples a las ecuaciones de movimiento, obtenemos las ecuaciones de amplitud las
cuales describen el comportamiento del sistema en una vecindad del umbral
de las inestabilidades estacionaria, oscilatoria, y del punto de codimension-2.
Pero si estamos interesados en el comportamiento del sistema no s6lo en una
vecindad de las ramas de bifurcacion, es decir, si deseamos estudiar la dinami-
ca del sistema en una region mas grande del espacio de parametros (Rs, Ry),
debemos buscar otras alternativas. Uno puede escribir un co6digo que resuel-
va las ecuaciones de movimiento (2.30), y esto puede ser costoso en varios
sentidos, y como hemos mencionado, con poca direccion de déonde buscar en
el espacio de parametros. O bien, uno puede construir modelos, més simples,
y que pueden ser guia para determinar valores de los pardmetros donde se
puede encontrar dindmica interesante del sistema, y ya més alejados del um-
bral de las inestabilidades. El método para la contruccién de estos modelos
es, en escencia una truncacion de una serie en funciones ortogonales en la
que se expande la solucion, y se encuentran ecuaciones diferenciales para las
amplitudes de los diferentes modos. Estos métodos se asemejan a los métodos
espectrales (ME) usados para resolver ecuaciones diferenciales parciales [5].

Sin embargo, a diferencia de los ME, aqui se eligen s6lo los modos que se
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generan por la aplicacion de la teoria de perturbaciones de tiempos multiples
usada en el capitulo anterior. Consecuentemente, las ecuaciones modales (las
de los coeficientes de las expansiones) poseen un limite asintotico bien defi-
nido al aproximarse al umbral de las diversas inestabilidades, que describe
correctamente la dindmica ahi. Lo que se ha encontrado en el uso de estos
modelos, es que si se conservan los modos que determinan el comportamiento
en el umbral de la bifurcaciones que un sistema presenta, entonces el modelo
provee resultados cualitativamente buenos (al compararse con experimentos
a resultados numéricos completos de las ecuaciones de movimiento) aun para
valores de los parametros alejados de sus valores donde hay bifurcaciones.
Estos modelos se conocen como modelos espectrales de bajo orden o modelos
tipo-Lorenz. Este tltimo nombre proviene de la popularidad del modelo de
Lorenz con el que frecuentemente se discute el fendémeno de caos en los libros
de texto [19] de dindmica no-lineal. También se les llega a llamar modelos
minimales porque son los mejores sistemas (de bajo orden) que capturan el

comportamiento local de la dinamica del sistema cerca del los umbrales.

Estos modelos tipo-Lorenz han sido aplicados a problemas de conveccion
en mezcla binarias [13], [9], asi como a algunos problemas de conveccién doble
difusiva termosalina [12]. Por ser relativamente sencillos de manejar, también

han sido usados en el estudio de los fenémenos de transporte [4].

En el presente capitulo construiremos, hasta donde sabemos, por vez pri-
mera, el modelo espectral de bajo orden o modelo tipo-Lorenz para el sistema
de conveccion isotérmica doble difusiva en una geometria Hele-Shaw. Ade-
més analizaremos de manera general algunas propiedades de este modelo,
que esperamos usar en el futuro para estudiar en transporte de particulas

pasivas en este sistema.
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4.1. Construccion del Modelo

Para construir el modelo, utilizamos el método espectral de bajo orden
que consiste en expander los campos 1, ny, y ny en términos de funciones
ortogonales en x y z con coeficientes dependientes de t. Dadas las condi-
ciones de frontera que tenemos, las funciones ortogonales que usamos son
polinomios trigonométricos. Sustituyendo las expansiones en las ecuaciones
de movimiento del sistema se obtiene un conjunto de ecuaciones diferenciales
ordinarias para los coeficientes de la expansion. Los modos generados por la
teoria de perturbaciones de tiempos miiltiples a lo largo de la rama oscilatoria
se listan en la tabla 4.1. Los modos generados cerca de la rama estacionaria
son los mismo que aparecen en esta lista, excepto que los modos sin (27z)
y sin (47z) que en la funcién de corriente no aparecen. De los modos de la
tabla 4.1, elegimos los que contribuyen a las ecuaciones de amplitud a quin-
to orden, es decir, aquellos que contribuyen a la condicién de integrabilidad
(ﬁ5(§1, 52, 5_;5, {1), gf )=0. Este es el procedimiento usado para derivar el cele-
brado modelo de Lorenz, pero en los libros de texto, no explican como se
eligen los modos retenidos, que en el caso del modelo de Lorenz, son otros a
los expuestos aqui. Bajo estas consideraciones, las expansiones de ¥, ng y ny

para construir el modelo seran

n=1 n=2 n=3 n=4

P | €% sin

72) — e sin (3mz) | €29 sin (272),e*4% sin (47 2), sin (272),sin (472)

n | e 2iqx

sin (272),e%9% sin (472),sin (472)

2iqx

(
sin (7z) | sin (272) | €% sin (37w2) | e
(

ny | €% sin (7z) | sin(27z2) | €% sin (37z2) | e

sin (272),e*49% sin (47z),sin (472)

Tabla 4.1: Modos generados por teoria de perturbaciones a cuarto orden en

la amplitud.
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U(x, z,t) = §(alle_m —aj e ) sen (mz) + é(alge_’qx—

. (4.1)
aj;e" ) sen (3mz) + age sen (27z)
n (x z t) = 1(511671'1130 —b* eiqaz) sen (7TZ) 4 l(blgeﬂ'qx—
R B 2 (4.2)
bi;e'®) sen (3mz) + bpa sen (27z)
ny(x,z,t) = = (cne—igr — ;€' sen (mz) + 1((:13<a*iqf’”_
2 2 (4.3)

Ci5e") sen (3mz) + coz sen (272)

donde todos los coeficientes son complejos excepto agz, bgs ¥ Co2 que son

reales. Recordemos, del capitulo 2, que nuestro sistema es descrito por las

ecuaciones
1
V) — RyOyns + RpOpny = g[atv%p — J (1, V)] (4.4)
Ons + Ot — TV g = J(1b,ny) (4.5)
(9tnf + (‘Lw - V27"Lf = J(’(ﬁ, nf) (46)

Donde J(a,b) es el operador diferencial de Poisson de a y b definido como
J(a,b) = 0,a0,b — 0,b0ya. Al sustituir las expansiones de las funciones 1,
ns y ny en las ecuaciones de movimiento, despreciando los términos que no
corresponden a la aproximacion del modelo espectral hasta orden cuarto, y

escribir los coeficientes complejos en la forma

ay1 = angr+iang @13 = A13R + Q137
bi1 = bur+ b b1z = bigr + ibi3s (4.7)
C11 = Cur +icr C13 = Ci13Rr + 1C131

61



obtenemos

a11ir = —0ang + %(RsbllR — Ryeinr) + W%OQ (47 — K?)ays; — (47° — k*)an]
anr = —oans + Z_Z(Rsblll — Ryenr) + W?{gw (47 — k*)an g — (47% — K*)ai3p)
(13r = —O0a13R + %(Rsbl?)R — Rycisr) + %(‘Mz — k*)agaa1;
ai3r = —oaisr + %(Rsbwl — Rycizr) — %(47T2 — k?)agza11r

(o2 = —0ap + %(K2 — k*)[a11ra131 — an1ra13g)
biig = —7k*bigr — qang + mqboz(a13r — a11r) + Tqagz(bisr — biir)

6111 = —Tk2bn[ —qans + 77qb02(a131 - Glu) + an02(bl3R — bi1r)
5133 = —7K2513R — qaizr + mqbo2a11r — Tqa2b111

biar = —TK?bizr — qaizr + mqboais + Tqagsbiir

502 = —47T27'boz + %q(allellR + ay17b117 — a11rbi3r — a1170131—

a13rbiir — a13rb11r)

C11R = —k‘2011R — qaigr + mqco2(a13r — a11r) + Tqaoe(ciir — Cisr)

¢y = —k*cir — qang + mqcoa(aisr — ag) + Tqagz(cisg — cir)
¢i3sp = —K’cisp — qai3r + TqCo2a11R — TGQAO2CI1T

Ci31 = —K20131 — qaizr + mqCo2a111 + TGA2CIIR

Cop = —4m%cop + %(alchllR + ai17C111 — Q11RCI13R — A111C131—

13RC11R — a1310111)

(4.8)

donde k% = 72 +¢? y K? = 972 +¢>. Para obtener este sistema se agruparon los
coeficientes de modos de Fourier similares. Este es el modelo tipo-Lorenz para
este sistema isotérmico doble difusivo en el caso en que ¢ se mantiene finito.
Si consideramos el limite 0 — oo las primeras cinco ecuaciones diferenciales

de (4.8) se reducen a las relaciones algebraicas
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anr = 12 (Rsbir — Rycuir)
aly = +%(Rsb11[ — Rycug)
A13R = %(Rsbl?)]% - RfclsR)
a3y = %(335131 - RfC131)
age = 0 (4.9)

Las diez ecuaciones restantes en (4.8) se tranforman en el sistema de ecua-

ciones diferenciales

611R
Z')111'
bisr
6131

boz

C11R
Ciir
C13R
C131

Co2

2
—7k*bi1ir — qanir + 7Tqbo2(a13R - G11R)
2
—7k*b111 — qai1s + wqboz(a1sr — aq1r)
2
—7K*bi3p — qaizr + mqbo2a11r
2
—7K"bi3; — qaisr + mqboaains
P L YO b b b
—4m T0p2 + 7(0111{ 11R + @1170117 — A11R013R — G1170131 —
a13rbiir — CL1315111)
2
—k“c11r — qai1r + Tqco2(@13R — G11R)
2
—k“ci11 — qain + mqcoa(aisr — aqny)
2
—K*ci13r — qaizg + Tqco2a11R
2
—K%ci3r — qasr + mqcpzanir
4 2 ,/Tq
—47m%coy + —(@11rC11R + Q117C11T — Q11RCI3R — G111C13] —

2
A13RC11IR — @131C111) (4.10)

Como se ha tomado el limite en que o tiende a infinito, entonces en (4.10) y

(4.9) ¢ = 7, y en consecuencia k* = 272, y K = 1072, Para un manejo mas

facil de las ecuaciones anteriores haremos la siguiente asignacion
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¥ = (bugr,biir, bisr, bisr, ciir, 111, €13k, €131, boz, Coz)

= (yl,y2,y37y4,y5,y6>y7,y&y9>ylo)- (4-11)

Podemos entonces escribir las ecuaciones (4.10) en forma compacta como

j=Lij+ N(¥), (4.12)

donde L es una matriz 10 X 10 que contiene la parte lineal del sistema de
ecuaciones, cuya forma es

D A 0
L=|1B Dy 0
0 0 D3

con 0 la matriz nula de 2 x 2, y las otras matrices 4 x 4

—2m%r — % 0 0 0
0 -2 — % 0 0
Dy = 2 R
0 0 —10m*r — 3¢ 0
0 0 0 —107%7 — &
2o o0 00 % 0 0 0
0 & 0 o0 0o & 0o 0
0 0 % 9 0 0 & 9
0o 0 0 MU o o0 0 -
—on?r — 1 0 0 0
0 —on?r — T 0 0
D, = 2 Ry
0 0 =107 — 35 0
0 0 0 —10m%7 — &
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y por ultimo la matriz 2 x 2

— 43T 0
Da —
’ ( 0 —4772>

N es un vector formado con la parte no-lineal de (4.10)

§(Rsys — Rypyr) — L (Rsy1 — Ryys)
S (Reys — Rypys) — L (Rsy2 — Ryye)
L(Rgn — Ryys)
@(Rsyz - Rfye')
H(Rsys — Ryyr) — B (Rsyr — Ryys)
(Rsys — Ryys) — ym (Rsy2 — Ryys)
L2 (Rayr — R £Ys)
yw (Rsy2 — Ryys)
Y(Rsyy — Ryys) + (Rsy2 Ryys) — _(Rsyl Ryys)—
Y (Rsy2 — Ryys) — 55 (Reys — Ryyr) — 2 (Reys — Ryys)
LI ( Ry — Rfy5) + e (RsyQ — Ryys)—
o (Rsys — Ryyr) — 2O(RSZM — Ryys)

s 2k
[en] )

sl

1
?J

o|o o

(4.12) es nuestro modelo tipo-Lorenz escrito en forma compacta para el caso
limite % — 0. En la siguiente secciéon estudiamos algunas propiedades del

mismo.

4.2. Algunas Propiedades Simples del Modelo

El estudio completo del modelo construido, no lo haremos en esta tesis,
pero si queremos exponer algunas de sus propiedades. Las que comentaremos
son: como extraer ondas viajeras, como encontrar el famoso modelo de Lorenz
a partir del que hemos construido, esto lo haremos para el modelo (4.8). Por

ultimo veremos que el modelo (4.12) es disipativo.
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4.2.1. Ondas Viajeras

Por construccion el sistema (4.12) describe correctamente el comporta-
miento en el umbral de las inestabilidades desde el estado conductivo. EL
estado estacionario se obtiene al considerar d/dt = 0. Las ondas viajeras

(OV) deben obtenerse al considerar

E(t) = (ana(t), ass(t), bua (1), bis(t), c1a(t), crs(t)) = g™ (4.13)

es decir, a1 (t) = ap1e™t, étc. Y ademas los coeficientes aga, bge, co2 deben ser

independientes del tiempo.

(ao2(t), boz, co2) = (Goz, 602, Co2) (4.14)

Para constatar esto, simplemente sustituya (4.13) y (4.14) en (4.1) y vera

que se ¥, ng y ny tendran la forma funcional de ondas viajeras.

De sustituir (4.13), (4.14) y ¢ = 7 (ya que recordemos que en el limite
o — 00, tenemos ¢ = 7) en (4.9)y (4.10), las ecuaciones diferenciales (4.10)
se transforman en un conjunto de ecuaciones algebraicas con el cambio de

variable

(bllR7 biir, bisr, bisr, Ci1R, C1i1, C13R, €131, boz, 002) =T

donde

r = (xlv X2,T3,T4,Ts5,Te, L7, T8, X9, '7:10)'
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1
fi = wize — 2ntra, — §(R3x1 Ryxs) + mag| O(R xg — Ryxqr) —
1
i(Rsxl — Rf$5)] =0
1
fo = —wizi — 21T, — E(R Ty — Ryxg) + mg| O(R xy — Ryxg) —

1
§(R5(L’2 — Rfl‘ﬁ)] =0

1
f3 = Wi1T4 — 107727'$3 — 1—O(RS£E3 — fo7) -+ gwg(RsiCl — fog,) =0
1
fi = —wizs — 107272, — E(Rsm — Ryxs) + gl'g(RSZEQ — Ryzg) =0

1
—(RS.CC:J, — Rf&?7) —

1
f5 = W1Tg — 271'25(}5 — §<RSQ?1 — Rf$5) + 7.1310[10

1
§(R8£L‘1 — Rf$5)] =0
1
fﬁ = —W1xy5 — 27T2$6 — 5<Rsx2 Rfl’ﬁ) -+ 7Tl’10[ (R Ty — Rfl’g)
1
§(RSZ’2 — fog)] =0

1 T
f7 = wW1rg — 107T2ZL'7 — —(RSI3 — Rfl‘7) -+ §I10(R$JZ1 — Rfl’5) = O

10
fs = —wizr — 107%z8 — %(Rsm — Ryxg) + gi[flo(RsQ?Q — Rxg) =0
fo = —4dnlray+ 72T[$1 5 3(Rsa:1 — Ryxs) + T2 T (Rsxy — Ryxg) —
1o (Rora = Ryar) = %(Rsm - Ryas)] =0
fio = —4n’z0+ ;T[% 5 "(Ryxy — Ryxs) + e— (Rsxo — Ryxg) —
10<R x3 — Ryxqr) — 10(R g — Ryxg)] =0 (4.15)

Asi debemos resolver el sistema algebraico f;(z1,...,210) = 0 con 1 <
J < 10 para los coeficientes y para las frecuencia w; en funciéon del ntimero
de Rayleigh, es decir dado un R, fijo en el intervalo R, € (R, o0) para
algin Ry (R; > R} = R, +4n°(1 4 7)) se encuentra el resto de los nueve
valores de los coeﬁ(:lentes, (uno es dado arbitrariamente) y w; son las diez
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incognitas.

4.2.2. Modelo de Lorenz

Una pregunta que nos podemos hacer es si el sistema de Lorenz [19] esta

implicito en el sistema de ecuaciones (4.8). La respuesta es si, bajo algunas

consideraciones. Primero, debemos hacer ng = 0, a11; = ag2 = c117 = 0y

a3 = c13 = 0+ 0i. Asi las ecuaciones (4.8) se reducen a

a11p =
CliR =

Cop =

qo Ry

—O0aiir — 12 C11R

2
—k“ciirqainr — Tqco2a11R

™q
2
—4m oy + 5 (A1RC1IR

(4.16)

(4.17)
(4.18)

Segundo, hacemos los cambios de variable x = a11r, ¥y = c11r ¥ 2 = co2 en
(4.19), (4.20) y (4.21) con lo cual tenemos

i
y

z

= —k*ygqr — mqzx
= —4mz+ %Q:y

(4.19)

(4.20)
(4.21)

Finalmente, las ecuaciones (4.19), (4.20) y (4.21) toman las forma de las

ecuaciones de Lorenz si hacemos el cambio de variable

mq

T
V2k?

Y = —W—ryZ = —rmz

V2

(4.22)

donde r = Z—zRf. Asi al sustituir (4.22) en (4.19), (4.20) y (4.21) tenemos

X =6(X-Y)
Y=rX-XZ-Y
7 =XY —bZ

68

(4.23)



~ 2 .
donde 6 = &, k> =¢* + 7% b= % y recordemos que r lo definimos como
2
-
T = LA Rf.

4.2.3. Sistema Disipativo

Una pregunta natural que nos podemos hacer es si el sistema(4.12) es
disipativo, es decir, los volumenes en el espacio fase se contraeran bajo el
flujo? Para responder tal pregunta veremos como evoluciona un voltimen
en el espacio fase, encerrado por la superficie S(t), cuyos puntos, podemos
pensar, son condiciones iniciales para las trayectorias. Si tenemos un volimen
de condiciones iniciales V', tenemos que su derivada con respecto al tiempo

[19] viene dada por

V= / V- fdv. (4.24)
v
Hemos escrito el modelo simplemente como §7(t) = f(#), y en (4.24), f es el

lado derecho de (4.12). Primero calcularemos la divergencia del sistema de

ecuaciones (4.12) al cual llamaremos f

> 35113 35111 86133 86131 5602

V . =
L= Obun " O Gben | O | b
Ociig ~ 0¢inip  Océisg . OCizr  Ocoe _
acllR (96111 30131% 5’0131 3002
= —(27K* + 2k* + 27K? + 2K? + 471 + 47%) (4.25)
= V- f=—(2rk* + 2k* + 27K? + 2K? + 4n’7 + 47?) (4.26)

Por lo que V - f < 0, y de hecho es constante una vez que se fijan los

parametros por lo cual de (4.24) tenemos que
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V = —(27k2 + 2k% + 27 K2 + 2K2 + An’r + An2)V

V(t) =V (0)exp —(27k* + 2k* + 27K? + 2K? + 4n°7 +47%)t  (4.27)

Entonces el volumen en el espacio fase se reduce muy rapido. Por lo tan-
to si comenzamos con un enorme bloque solido de condiciones iniciales, se
ird reduciendo a un limitado conjunto de volumen cero. Todas las trayec-
torias que comienzan en el bloque acaban en algin lugar de este conjunto

limitado. Por lo tanto el sistema de ecuaciones (4.12) es un sistema disipativo.

La contraccion del voliimen impone fuertes restricciones sobre las posi-
bles soluciones del conjunto de ecuaciones (4.12). Una de ellas es que no
hay soluciones cuasi-periddicas para el conjuto de ecuaciones (4.12), pues si
existiera una solucién cuasi-periodica, dicha solucion tenderia a la superficie
de un toro y ese toro seria invariante bajo el flujo. Por lo tanto el voliimen
dentro del toro seria constante en el tiempo. Pero esto contradice el resulta-
do (4.27). Por lo tanto no hay soluciones cuasi-periodicas para el conjunto
de ecuaciones (4.12). Otra restriccion es que el sistema no tiene puntos fijos

repulsores o orbitas cerrradas repulsoras.

Pues si suponemos que se tiene un repulsor con una superficie cerrada de
condiciones iniciales cercanas en el espacio fase. (especificamente tomamos
una pequena esfera alrededor del punto fijo o un tubo delgado alrededor
de una orbita cerrada). Un pequeno tiempo después la superficie tendera a
expandirse asi como las correspondientes trayectorias se iran lejos. (es decir
son expulsadas), entonces el volumen dentro de la superficie se incrementara,
lo cual contradice el resultado (4.27). Por lo tanto todos los puntos fijos del
conjunto de ecuaciones (4.12) deberan ser sumideros o sillas y las orbitas

cerradas (si existen) deberan ser estables o sillas.
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Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo se realizd6 una revision de las inestabilidades en Con-
veccion Isotérmica Doble Difusiva. Del analisis de estabilidad lineal de las
ecuaciones de movimiento se sabe que el sistema presenta una inestabilidad
estacionaria y una oscilatoria. El punto donde estas dos inestabilidades co-
lapsan se llama punto de codimensiéon-2. Para analizar la dindmica entorno a
cada una de las inestabilidades, asi como entorno al punto de codimension-2

se utilizo el formalismo de ecuaciones de amplitud.

En el caso de la inestabilidad estacionaria y el punto de codimension-2, se
expuso la dindmica de manera muy descriptiva con base en las correspondien-
tes ecuaciones de amplitud, pero sin entrar en los detalles de su derivacion.
Para la inestabilidad estacionaria hay un punto llamado tricritico R donde
se da un cambio de una bifurcaciéon supercritica a una subcritica. De la ecua-
ci6on de amplitud a quinto orden se predice que en la region R < R, < RP®
el sistema presenta un ciclo de histéresis y la amplitud cambia de ser propor-

1/2 4

cional a €'/? a ser proporcional a e'/4.

En el caso del punto de codimension-2 se menciona la apariciéon de un

ciclo limite en su vecindad que aparece o desaparece de acuerdo a los valores
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de los pardmetros p; y 2. En el espacio de parametros (Ry, Ry) se expuso

doénde ocurrira esto.

Una particularidad de este sistema es la posibilidad de estudiar la dina-
mica en la vecindad del punto de codimension-2 pues es bien distingible del
tricritico. Esta peculiaridad no existe, al menos a temperatura ambiente, en

otros sistemas que tienen estos dos puntos.

En el caso de la rama oscilatoria, la ecuaciéon de amplitud a tercer orden
predice la presencia de ondas estacionarias con amplitud del orden €/? ade-
més predice la presencia de ondas viajeras solo sobre la rama oscilatoria, por
lo cual se calcul6 la ecuacion de amplitud a quinto orden, la cual predice la
existencia de ondas viajeras no solo sobre la rama, ademés de predecir que a
diferencia de la rama estacionaria aqui no se presenta un ciclo de histéresis.
Este calculo no se habia realizado antes.

También se construyo el modelo de Lorenz para el sistema que estamos
trabajando (Conveccion Isotérmica Doble Difusiva) con ayuda de los resul-
tados obtenidos de teoria de perturbaciones sobre una vecindad de la rama
oscilatoria. Dicho modelo por construccion describe correctamente la dinami-
ca del sistema cerca de la bifurcacion y ademas permite explorar la dinamica
del sistema en regiones alejadas de la rama de bifurcaciéon. Verificamos que
el modelo es un sistema disipativo en el espacio fase lo cual trae como con-
secuencia que todos los puntos fijos de dicho sistema deberan ser sumideros

o sillas y las orbitas cerradas que existan deberan ser estables o sillas.

Como trabajo futuro estamos interesados en estudiar la cinematica de la
mezcla y transporte de particulas pasivas con ayuda del modelo de Lorenz

que hemos construido.
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Apéndice A
Ecuaciones de movimiento

Para describir el movimiento de un fluido existen dos puntos de vista:
la descripcion lagrangiana la cual consiste en seguir a cada particula fluida
en su movimiento. Si conocemos las fuerzas que actuan sobre cada particula
de fluido podemos entonces resolver para las coordenadas y velocidades de
cada particula en funciéon del tiempo. La segunda forma asigna a cada punto
del espacio y en cada instante un valor para las propiedades o magnitudes
fluidas sin importar la particula fluida que en dicho instante ocupa ese punto.
Esta es la descripcion Euleriana, la cual no esta ligada a las particulas fluidas
sino a los puntos del espacio ocupados por el fluido. En esta descripcion el
valor de una propiedad en un punto y en un instante determinado es el de
la particula fluida que ocupa dicho punto en ese instante. En nuestro caso
adoptamos la descripcion euleriana por lo cual la derivada %—f ya no repre-
senta toda la variacion por unidad de tiempo de una determinada propiedad
del fluido X siguiendo a la particula. En general, si se desea saber como cam-
bia una cantidad escalar X en el tiempo siguiendo al fluido, entonces debe
considerarse

DX 0X
=T L (BV)X Al
o = g T V) (A1)

La derivada anterior se conoce como derivada hidrodindmica o derivada
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total o derivada material y ¥ es la velocidad del fluido la cual en este caso
es un campo de velocidades. El primer término representa la variacion de la
propiedad X en un punto fijo del espacio por lo cual se le denomina derivada
local, el segundo término representa la variacion de la propiedad asociada
al cambio de posicion de la particula de fluido, y se le denomina derivada

convectiva.

Las ecuaciones que rigen la mecénica de fluidos se obtienen de aplicar los
principios de conservacion de la mecanica y la termodinamica a un fluido. Las
tres ecuaciones fundamentales para fluidos son: la ecuacion de continuidad,
la ecuacion de Navier-Stokes, y la ecuacion de la conservacion de la energia.
La ecuacion de Navier-Stokes se lee

07
ot

—_

1 .
+ (0.V)7 = —;Vp + vV + - F (A.2)

s

El lado izquierdo puede verse como v = nE;, donde @ es la aceleracion y m
la masa de la particula y el lado derecho representa la fuerza total actuando
sobre un elemento de fluido. Esta fuerza se compone de tres interacciones:
el primer término corresponde a la presion, el segundo término a la viscosi-

dad(friccion) y el dltimo a la fuerza externa.

Notemos que la presion es una variable que solo aparece en una de las
ecuaciones de movimento asi que en principio se requeriria una ecuacién de
estado para completar el conjunto de ecuaciones. Pero como tenemos un sis-
tema bi-dimensional, fue posible eliminar la presiéon de esquema, y prescindir

de una ecuacion de estado.

En nuestro caso, como el sistema se considera casi incompresible, de he-
cho se aplica la aproximacion de Boussinesq, la ecuacion de la energia se hace

redundante (ver [1]).

Como en nuestro caso nuestro sistema consiste de dos substancias que se

difunde en un liquido debemos agregar una ecuaciéon de difusiéon para cada
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substancia. Las ecuaciones de difusion son:

0C;
ot

+ (0.V)Cy = D,V*C,
acC
i T (EV)C; = DyVICy

Donde Dy y Dy son los coeficientes de difusion para la substancia lenta

y para la substancia rapida respectivamente.
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Apéndice B

Nomenclatura

U

Concentracion de la sustancia que se difunde rapidamente
Concentracion de la sustancia que se difunde lentamente
Concentracion de la sustancia que se difunde rapidamente
Concentracion de la sustancia que se difunde lentamente
Aceleracion de la gravedad

Presion

Niumero de Rayleigh para la sustancia rapida

Nuimero de Rayleigh para la sustancia lenta

Velocidad del fluido

Letras Griegas

< 209

Derivada de la densidad con respecto a Cy  gr—'l

Derivada de la densidad con respecto a Cy  gr—1l

Coeficiente de viscosidad gr/mseg

w1/ po Viscosidad cinemética cm?/seg
Densidad del fluido gr/em?
Densidad del solvente gr/cm?
Ntimero modificado de Schmidt Adimensional
D,/D; Namero de Lewis Adimensional
Funcioén de corriente cm?/seqg

76

gr/l

gr/l

cm?/seg
cm?/seg
cm/seg?
grm/seg*
Adimensional
Adimensional

cm/seg?
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