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Resumen

En esta tesis nos o
upamos del estudio de la 
onve

ión isotérmi
a doble

difusiva, espe
i�
amente:

(A) Se deriva la e
ua
ión de amplitud a quinto orden a lo largo de la rama

os
ilatoria para poder determinar si la bifur
a
ión de ondas viajeras es ha
ia

adelante o ha
ia atrás. Este 
ál
ulo no se había realizado antes para este

sistema.

(B) Se bosqueja la deriva
ión de las e
ua
iones de amplitud a lo largo de la

rama esta
ionaria y en la ve
indad del punto de 
odimensión dos, y se ha
e

una revisión de la dinámi
a que estas e
ua
iones predi
en en esas regiones

del espa
io de parámetros.

(C) Se 
onstruye por vez primera para este sistema, un 
onjunto de e
ua
io-

nes tipo Lorenz, y se analizan algunas de sus propiedades.



Capítulo 1

Introdu

ión

La 
onve

ión natural es el movimiento que se produ
e en un �uido 
uan-

do la parte superior del mismo es más densa que la parte inferior, di
ho movi-

miento se genera debido a que está 
on�gura
ión es poten
ialmente inestable,

y el �uido tenderá a revertir esta situa
ión en algún momento, produ
iéndose

un 
ambio del estado de reposo al de movimiento. Este fenómeno juega un

papel 
entral en pro
esos físi
os que o
urren en la naturaleza tales 
omo la


ir
ula
ión de la atmósfera (ya que el pro
eso que origina la 
onve

ión en la

atmósfera genera fenómenos fundamentales en la expli
a
ión de los vientos,


i
lones, et
.), en las pla
as té
toni
as las 
uales determinan el movimiento

de los 
ontinentes ó en la 
ir
ula
ión de los o
éanos. En el 
ontexto de as-

trofísi
a la 
onve

ión juega un papel 
entral en la transferen
ia de 
alor y

materia en el interior de las estrellas.

La dinámi
a bási
a de estos grandes �ujos 
onve
tivos puede ser estudiada

experimentalmente en un laboratorio 
on dimensiones mu
ho mas pequeñas.

No estoy a�rmando que en un sistema 
onve
tivo en un laboratorio se pueda

estudiar lo que o
urre exa
tamente a es
alas mu
ho mayores 
omo en los

sistemas que a
abamos de men
ionar, pero sí su dinámi
a bási
a. Estudiar

o expli
ar teorí
amente los fenómenos observados en tales experimentos de
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laboratorio, asi 
omo ha
er predi

iones, no es en lo absoluto, una tarea sen-


illa.

Las observa
iones de la forma
ión de patrones 
onve
tivos datan desde

los trabajos de Weber (1855) y Thompson (1882), pero fue el �si
o Bénard

(1900) quien realizó las primeras investiga
iones sistemati
as de 
onve

ión

en 
apas de �uidos. Desde enton
es la literatura sobre estudios de 
onve

ión

de �uidos ha 
re
ido 
onstantemente y a
tualmente es muy amplia.

Uno de los fenómenos más estudiados es el de 
onve

ión térmi
a, el 
ual


onsiste en una 
apa de �uido que se 
alienta desde su base (si está en un


ontenedor, se 
alienta la base del 
ontenedor) y se enfría en su parte supe-

rior, por lo 
ual se impone un gradiente verti
al de temperatura, debido a

este gradiente de temperatura, existirá 
ondu

ión de 
alor a través del �uido

en reposo desde la base (mas 
aliente) del 
ontenedor hasta la parte superior

del mismo. La densidad del �uido ρ disminuye al aumentar la temperatura,

enton
es se tendrá �uido menos denso 
er
a de la base del 
ontenedor y �uido

más denso en la parte superior, esta es una situa
ión de inestabilidad en la

que, dependiendo del gradiente verti
al de temperatura, habrá una transi
ión

del estado de reposo a un estado de movimiento (
onve
tivo).

Otro de los fenómenos estudiados es el de 
onve

ión doble difusiva, el


ual 
omenzó 
omo una apli
a
ión a la o
eanografía y ahora tiene apli
a
io-

nes en otras áreas 
omo geofísi
a, ingeniería quími
a, astrofísi
a y metalurgia.

Los sistemas doble difusivos son 
ara
terizados por la presen
ia de dos 
om-

ponentes que se difunden en forma diferente, por lo 
ual produ
en efe
tos

opuestos en la distribu
ión verti
al de la densidad del sistema. Las propie-

dades más 
omunmente usados en este tipo de sistemas son: 
alor y salinidad.

Esta tesis se 
entra en el estudio de la dinámi
a de 
onve

ión isotérmi
a

doble difusiva en una 
elda Hele-Shaw, la 
ual se de�ne en el 
apítulo 2.
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Cabe men
ionar que este trabajo fue motivado por los experimentos realiza-

dos por Predte
hensky et. al. [16℄ [17℄. En la 
elda donde se realizarón estos

experimentos se satisfa
e perfe
tamente la 
ondi
ión de frontera de imper-

meabilidad, lo que no o
urre en el 
aso termosalino donde hay 
ondu

ión

de 
alor a través de las paredes laterales del 
ontenedor. Por otra parte, la

geometría Hele-Shaw permite un análisis dos dimensional del sistema asi 
o-

mo algunas simpli�
a
iones teóri
as. Se dará una des
rip
ión del sistema en

el 
apítulo 2, también se presentan las e
ua
iones de movimiento así 
omo el

análisis de estabilidad lineal. Una ri
a variedad de fenómenos de bifur
a
ión

o
urre en sistemas doble difusivos, utilizando el formalismo de e
ua
iones de

amplitud, en el 
apítulo 3, se derivan di
has e
ua
iones para las bifur
a
io-

nes esta
ionaria, os
ilatoria y de 
odimensión-2, y se expone la fenomenología

predi
ha por estas e
ua
iones 
er
a del umbral de estas inestabilidades donde

el formalismo es válido. En el 
apítulo 4, se 
ontruye un sistema de e
ua
io-

nes tipo Lorenz, que permite el estudio 
ualitativo del sistema mas allá del

umbral de las inestabilidades. Finalmente, en el 
apítulo 5 se dan las 
on
lu-

siones, y perspe
tivas de trabajo futuro.
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Capítulo 2

Des
rip
ión del Sistema

Estudiaremos la 
onve

ión de un �uido isotérmi
o en una 
elda Hele-

Shaw, la 
ual es una 
elda re
tangular (de altura d, an
ho w y longitud L)

muy delgada 
omo podemos ver en la �gura (2), en la 
ual se 
olo
a el �uido.

Una 
on
entra
ión Cf0 
on 
oe�
iente de difusión Df que se difunde más rá-

pidamente se impone en la parte superior de la 
elda (donde la 
on
entra
ión

que se difunde lentamente es 
ero) y una 
on
entra
ión Cs0 
on 
oe�
iente

de difusión Ds que se difunde más lentamente se 
olo
a en la base de la 
elda

(donde la 
on
entra
ión que se difunde rápidamente es 
ero), así las 
on
en-

tra
iónes impuestas en la base y en la parte superior de la 
elda 
onstituyen

los parámetros experimentales.

En los experimentos realizados por Predte
hensky se utilizarón membra-

nas porosas en la 
ima y en la base de la 
elda para sostener las 
on
entra
io-

nes en los bordes de tal manera que dejaban pasar las 
on
entra
iones pero

no dejaban salir el �uido. La super�
ie exterior de 
ada menbrana estába en


onta
to 
on un depósito 
ontinuamente refres
ado 
on el �n de que estuvie-

ran bien de�nidas las 
on
entra
iones impuestas. Los detalles experimentales

pueden verse en [16℄ y [17℄.

Las diferentes dimensiones de la 
elda y las diferentes 
on
entra
iones que

utilizó Predt
hensky en sus experimentos se muestran en la siguiente tabla,

8



L

d

w

C

C f0

s0

Figura 2.1: Geometría de la 
elda Hele-Shaw

donde ω y d son respe
tivamente el espesor y la altura de la 
elda.

Celda d(mm)
L
d

ω
d

rapida/lenta τ = Ds/Df

A 3 20 0.254 NaCl/ Gli
ol de propileno 0.63

B 6 10 0.25 HCl/ Gli
ol de Propileno 0.31

C 1 10 0.127 NaCl/ Gli
erol 0.62

D 3 20 0.069 NaCl/ Gli
erol 0.62

Tabla 2.1: Dimensiones de las 
eldas y solutos usados en los experimentos.

Las dos 
on
entra
iones aumentan la densidad del solvente. El gradien-

te de densidad para la 
on
entra
ión que se difunde lentamente (desde la

base del 
ontenedor) a
túa 
omo estabilizador, mientras que el gradiente de

densidad para la 
on
entra
ión que se difunde rápidamente (desde la parte

superior de la 
elda) a
túa 
omo desestabilizador, por lo 
ual el sistema esta


ara
terizado por la 
ompeten
ia entre el efe
to estabilizador de la substan-


ia que se difunde lentamente y el efe
to desestabilizador de la substan
ia

que se difunde rápidamente.

El estado del sistema en el que sólo se están difundiendo las sustan
ias se
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Figura 2.2: Comportamiento lineal de las 
on
entra
iones en el estado 
on-

du
tivo.


ono
e 
omo el estado de reposo o 
ondu
tivo, asi tenemos que di
ho estado

esta 
ara
terizado por:

El 
ampo de velo
idad del �uido es 
ero: ~v = ~0.

Las 
on
entra
iones C
(c)
s y C

(c)
f dependen linealmente de la 
oordenada

verti
al en este 
aso elegimos z 
omo la 
oordenada verti
al:

C
(c)

s = Cs0

(

1 − z

d

)

(2.1)

C
(c)
f = Cf0

(

z

d

)

(2.2)

Si el estado 
ondu
tivo presenta una pequeña perturba
ión, está de
aerá

o 
re
erá dependiendo de los parámetros del sistema. Si de
re
e el sistema

permane
erá en estado de reposo por el 
ontrario si 
re
e, tendrá una tran-

si
ión del estado de reposo a algún otro estado de movimiento, por lo 
ual

es
ribimos 
onvenientemente la velo
idad y las 
on
entra
iones 
omo una su-
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perposi
ión del estado 
ondu
tivo más una pequeña perturba
ión de di
ho

estado, en el 
aso de las 
on
entra
iones tendríamos

Cs(x, y, z, t) = Cs
(c)(z) + ns(x, y, z, t) (2.3)

Cf (x, y, z, t) = Cf
(c)(z) + nf (x, y, z, t), (2.4)

ns(x, y, z, t) y nf (x, y, z, t) representan pequeñas perturba
iones del esta-

do 
ondu
tivo del sistema. Y para la velo
idad ~v = ~0 + ~v. En la siguiente

se

ión mostramos las e
ua
iones que des
riben la evolu
ión de las perturba-


iones.

2.1. E
ua
iones de Movimiento

Debido a que el sistema que se está analizando 
onsiste de un �uido en

un 
ampo gravita
ional bajo la a

ión de dos 
on
entra
iones las e
ua
iones

de movimiento del �uido son:

E
ua
ión de Continuidad o Conserva
ión de la Masa:

∂ρ

∂t
+ ∇ · (ρ~v) = 0 (2.5)

E
ua
ión de Navier-Stokes o E
ua
ión de Movimiento para un Fluido Vis
oso:

ρ[
∂~v

∂t
+ (~v · ∇)~v] = −∇p + µ∇2

~v + ~F
ext

(2.6)

E
ua
iones de Difusión o Segunda Ley de Fi
k:
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∂Cs

∂t
+ (~v · ∇)Cs = Ds∇2

Cs (2.7)

∂Cf

∂t
+ (~v · ∇)Cf = Df∇2

Cf (2.8)

ρ es la densidad del �uido, ρ0 es la densidad del solvente puro, p es la presión,

~g es la a
elera
ión gravita
ional y µ es el 
oe�
iente de vis
osidad.

Debido a que en nuestro sistema las varia
iones de las 
on
entra
iones no

son muy grandes apli
aremos a las e
ua
iones de movimiento la aproxima-


ión de Boussinesq [6℄, la 
ual nos di
e que:

�Si las varia
iones de las 
on
entra
iones no son muy grandes enton
es

podemos tratar a la densidad ρ 
omo 
onstante en las e
ua
iones de movi-

miento ex
epto en el término de la fuerza externa.�

En nuestro 
aso la úni
a fuerza externa que a
túa en nuestro sistema es

la gravedad y debido a la presen
ia de las dos substan
ias, la densidad se ve

in
rementada en ∆ρ sobre su valor en el estado 
ondu
tivo por lo 
ual tene-

mos ∆ρ = ρ(Cs, Cf ) − ρ(Cc
s , C

c
f ), asi la fuerza de �ota
ión que un elemento

diferen
ial de volúmen de �uido experimenta está dada por ~F = ẑg∆ρ. Co-

mo la varia
ión de las 
on
entra
iones no es muy grande podemos expander

ρ(Cs, Cf ) en serie de Taylor alrededor de ρ(Cc
s , C

c
f ):

ρ(Cs, Cf ) = ρ(Cc
s , C

c
f ) +

(

∂ρ

∂Cs

)

ns +

(

∂ρ

∂Cf

)

nf + O(n2) (2.9)

de�nimos los 
oe�
ientes de expansión 
omo:

αs =
1

ρ0

(

∂ρ

∂Cs

)

y αf =
1

ρ0

(

∂ρ

∂Cf

)
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Los 
oe�
ientes αs y αf representan el aumento relativo en densidad debido

al in
remento de las substan
ias Cs y Cf .

Sustituyendo en la e
ua
ión (2.9) tenemos

∆ρ = ρ− ρ(Cc
s , C

c
f ) = αsρ0ns + αfρ0ns + . . .

Por lo 
ual podemos expresar la fuerza de �ota
ión 
omo:

~F = gẑρ0(αsns + αfnf ). (2.10)

Al apli
ar la aproxima
ión de Boussinesq tenemos que la e
ua
ión de 
onti-

nuidad se redu
e a

∇ · ~v = 0 (2.11)

Notemos que si w/d << 1, el sistema puede 
onsiderarse dos dimensional,

y en la e
ua
ión de Navier-Stokes el término ν∇2
~v, de a
uerdo a la llamada

aproxima
ión de Hele-Shaw, puede ser reemplazado por (para una exposi
ión

en detalle de esta aproxima
ión, vea [14℄):

ν∇2
~v → −12ν

ω2
~v. (2.12)

Debido a que estamos 
onsiderando al sistema 2-dimensional, podemos

introdu
ir la fun
ión de 
orriente ψ(x, z, t) de�nida 
omo:

vx =
∂ψ

∂z
, (2.13)
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vz = −∂ψ
∂x

. (2.14)

Por lo 
ual tenemos ~v = (∂zψ, 0,−∂xψ) la 
ual lleva toda la informa
ión

sobre el �ujo del �uido. Con la introdu

ión de ψ la e
ua
ión de 
ontinuidad

(2.11) se satisfa
e automáti
amente.

∇ · ~v =
∂

∂x

∂ψ

∂z
− ∂

∂z

∂ψ

∂x
= 0

Enton
es, las e
ua
iones de movimiento son fundamentalmente tres: la

e
ua
ión de Navier-Stokes y dos de difusión (aunque en prin
ipio ne
esita-

ríamos también una e
ua
ión de estado para determinar p). Estas e
ua
iones

determinan la evolu
ión espa
io-temporal de las desvia
iones (ψ, ns, nf ) del

estado 
ondu
tivo.

∂~v

∂t
+ (~v · ∇)~v = − 1

ρ0

∇p+ ν∇2
~v +

~gρ

ρ0

(2.15)

∂Cs

∂t
+ (~v · ∇)Cs = Ds∇2

Cs (2.16)

∂Cf

∂t
+ (~v · ∇)Cf = Df∇2

Cf (2.17)

Re
ordemos que la fuerza de �ota
ión en magnitud es igual al peso del

�uido desalojado, por lo 
ual podemos sustituir la fuerza externa por menos

la fuerza de �ota
ión (2.10) y 
onsiderando (2.12) la e
ua
ión de Navier-

Stokes toma la forma:

∂~v

∂t
+ (~v · ∇)~v = − 1

ρ0

∇p− 12ν~v

ω2
− gẑ(αsns + αfnf ) (2.18)
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Observemos que la presión es una variable que solo apare
e en una de las

e
ua
iones de movimiento: en la de Navier-Stokes y de he
ho solo un término

es el que depende de la presión, podemos eliminar la presión 
omo variable (y

enton
es no ne
esitar una e
ua
ión de estado) apli
ando el rota
ional a di
ha

e
ua
ión ya que el rota
ional de un gradiante es siempre 
ero (∇×(∇p) = 0).

Por lo 
ual apli
amos el rota
ional a 
ada término de la e
ua
ión (2.18), de

este modo:

∇× ~v =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

î ĵ k̂

∂x ∂y ∂z

∂zψ 0 −∂xψ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= ĵ

(

∂
2
ψ

∂x2
+
∂

2
ψ

∂z2

)

= ĵ∇2
ψ

Para el segundo término tenemos:

∇× (~v · ∇~v) = ~v · ∇(∇× ~v) − (∇× ~v).∇~v = (vx∂x + vz∂z)ĵ∇2
ψ

= ĵ(∂zψ∂x∇2
ψ − ∂xψ∂z∇2

ψ) = −J(ψ,∇2
ψ)ĵ

J(f, g) es el operador diferen
ial de Poisson de�nido 
omo:

J(f, g) = ∂xf∂zg − ∂zf∂xg. (2.19)

Para el ter
er término tenemos:

∇×
(

12ν

ω2
~v

)

=
12ν

ω2
ĵ∇2

ψ

15



En 
uanto al último término tenemos:

∇× gẑ(αsns + αfnf ) = g

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

î ĵ k̂

∂x ∂y ∂z

0 0 αsns + αfnf

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∇× gẑ(αsns + αfnf ) = g[̂i∂y(αsns + αfnf ) − ĵ∂x(αsns + αfnf )]

Pero re
ordemos que estamos 
onsiderando que el sistema es dos dimensional

y enton
es todas las fun
iones dependen sólo de x y de z, pero no de y, por

lo 
ual ∂y(αsns + αfnf ) = 0, y enton
es tenemos.

∇× gẑ(αsns + αfnf ) = −g∂x(αsns + αfnf )ĵ

De sustituir todo lo anterior en la e
ua
ión de Navier-Stokes se obtiene:

∂t∇2
ψ − J(ψ,∇2

ψ) = −12ν

ω2
∇2
ψ + g∂x(αsns + αfnf ) (2.20)

Para no tener que 
onsiderar en 
ada 
ál
ulo las dimensiones de las 
an-

tidades �si
as 
on las que estamos trabajando, 
onviene adimensionar las

e
ua
iones. El movimiento 
onve
tivo se realiza en la dire

ión x, z pero es

en la dire

ión z donde se tiene los gradientes de 
on
entra
ión, los 
uales

provo
an el movimiento, por lo tanto adimensionaremos las variables espa-


iales 
on d. La 
on
entra
ión de la substan
ia lenta la adimensionaremos


on Cs0, la rápida 
on −Cf0 donde el signo menos es usado por 
onven
ión

ya que las 
on
entra
iones tienen un efe
to estabilizador y desestabilizador

respe
tivamente. La fun
ión de 
orriente la adimensionamos en términos de

Df . Debido a que Df > Ds, el tiempo 
ara
terísti
o para la substan
ia que se

16



difunde más rápido tf = d2

Df
es menor que el tiempo 
ara
terísti
o 
orrespon-

diente a la espe
ie que se difunde lentamente ts = d2

Ds
en 
uanto a medi
ión

del tiempo es mejor 
omparar 
on intérvalos de tiempo mas pequeños, por lo


ual usamos el tiempo 
ara
terísti
o menor tf para adimensionar el tiempo

en las e
ua
iones de movimiento. Es de
ir, adimesionalizaremos las e
ua
io-

nes del la forma siguiente

t̂ =
Df

d2
t, ~̂r =

~r

d
, ~̂v =

d

Df

~v, n̂s =
ns

Cs0

, n̂f = − nf

Cf0

, ψ̂ =
ψ

Df

.

(2.21)

Las 
antidades 
on gorrito son las 
antidades adimensionales. Así que los

operadores se es
riben 
omo

∂

∂x
→ 1

d

∂

∂x̂
,

∂

∂t
→ Df

d2

∂

∂t̂
, ∇ → 1

d
∇̂ (2.22)

Primero adimensionaremos la e
ua
ión de Navier-Stokes para lo 
ual susti-

tuiremos (2.21) y (2.22) en 2.18, obteniendo:

1

σ
[∂̂t∇̂2

ψ̂ − Ĵ(ψ̂, ∇̂2
ψ̂)] = −∇̂2

ψ̂ +Rs∂̂xn̂s −Rf ∂̂xn̂f (2.23)

Donde hemos introdu
ido las de�ni
iones del número modi�
ado de S
hmidt

σ y los números de Rayleigh para la sustan
ia lenta (Rs) y para la sustan
ia

rápida (Rf )

σ =
12νd2

ω2Df

(2.24)

Rs =
αscs0gdω

2

12νDf

(2.25)

Rf =
αfcf0gdω

2

12νDf

(2.26)
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Rs y Rf son los parámetros experimentales del sistema, puesto que son pro-

por
ionales a las 
on
entra
iones Cs0 y Cf0 que son las 
antidades que se

pueden variar en el experimento.

Para el 
aso de las e
ua
iones de difusión re
ordemos que es
ribimos las


on
entra
iones 
omo la suma del estado de 
ondu

ión más una perturba-


ión, teniendo eso en mente y sustituyendo (2.21) y (2.22) en (2.16) y (2.17)

obtenemos:

∂tn̂s + ∂xψ̂ − τ∇̂2
n̂s = Ĵ(ψ̂, n̂s),

∂tn̂f + ∂xψ̂ − ∇̂2
n̂f = Ĵ(ψ̂, n̂f )

En la primera e
ua
ión hemos introdu
ido el número de Lewis τ el 
ual es

la razón entre los 
oe�
ientes de difusión Ds y Df , es de
ir τ = Ds/Df .

Después de quitar los �gorritos� en todos los términos de las tres e
ua
iones:

la de Navier-Stokes y las dos de difusión obtenemos:

1

σ
[∂t∇2

ψ − J(ψ,∇2
ψ)] = −∇2

ψ +Rs∂xns −Rf∂xnf (2.27)

∂tns + ∂xψ − τ∇2
ns = J(ψ, ns) (2.28)

∂tnf + ∂xψ −∇2
nf = J(ψ, nf ) (2.29)

El sistema anterior de e
ua
iones son las e
ua
iones adimensionales, que

des
riben el estado de 
onve

ión en la aproxima
ión de Bossinesq. Di
ho

sistema esta espe
i�
ado por 
uatro parámetros: Los números de Rayleigh

para la substan
ia lenta Rs y para la substa
ia rápida Rf , el número modi�-


ado de S
hmidt y el número de Lewis. Aunque montado un experimento, los

numeros de Lewis y S
hmidt quedan �jos, y son los números de Rayleigh los

que se pueden variar, 
onstituyéndose así en los parámetros experimentales.

Expresamos las e
ua
iones de movimiento en forma matri
ial.
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[M∂t + L]~ξ = N(~ξ, ~ξ). (2.30)

Hemos es
rito los términos lineales del lado izquierdo de la e
ua
ión y del

lado dere
ho los términos no lineales, e introdu
ido los operadores matri
iales

M = diag(
1

σ
∇2
, 1, 1)

L =







∇2 −Rs∂x Rf∂x

∂x −τ∇2 0

∂x 0 −∇2






,

junto 
on el operador no lineal

N(~ξ, ~ξ) =







1
σ
J(ψ,∇2

ψ)

J(ψ, ns)

J(ψ, nf )







donde el 
ampo ve
torial ~ξ tiene por 
omponentes a la fun
ión de 
orriente,

y a las desvia
iones de las 
on
entra
iones del per�l 
ondu
tivo, esto es

~ξ(x, z, t) =







ψ(x, z, t)

ns(x, z, t)

nf (x, z, t)






,

De la tabla de dimensiones de la 
eldas Hele-Shaw, usadas en los experimen-

tos de Predte
hensky, se pueden tomar los valores de las variables de las que

depende σ, asi se obtiene la siguiente tabla de los valores de σ
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Celda ν(cm2
seg

−1) Df (cm
2
s
−1) σ

A 0.01 1 · 51 ∗ 10−5 8 · 79 ∗ 105

B 0.01 3 · 07 ∗ 10−5 35 · 17 ∗ 105

C 0.01 1 · 51 ∗ 10−5 1 · 98 ∗ 105

D 0.01 1 · 51 ∗ 10−5 17 · 88 ∗ 105

Tabla 2.2: Valores que toma σ asi 
omo Df y ν en 
ada una de las 
eldas de

la tabla 2.1.

Los valores de σ son del orden 105 por lo que trabajaremos en el límite

en el que
1
σ
tiende a 
ero. De este modo la forma matri
ial de las e
ua
iones

se simpli�
a un po
o:













0 0 0

0 ∂t 0

0 0 ∂t






+







∇2 −Rs∂x Rf∂x

∂x −τ∇2 0

∂x 0 −∇2



















ψ

ns

nf






=







0

J(ψ, ns)

J(ψ, nf )







Debido a que las 
on
entra
iones son �jas en la base z = 0 y en la 
ima

z = 1 de la 
elda Hele-Shaw, las perturba
iones de las 
on
entra
iones deben

anularse en di
hos puntos (base y 
ima de la 
elda). También supondremos

que la velo
idad se anula en z = 0, 1, por lo 
ual nuestras 
ondi
iones de

frontera son:

ns = nf = ψ = 0 en z = 0, 1. (2.31)

Asumiremos periodi
idad (del 
ampo ~ξ(x, z, t)) en la dire

ión x, esto es

una suposi
ión razonable si la razón L/d es grande. El valor típi
o en los ex-

perimentos de Predte
hensky fue L/d = 20. Ya que tenemos las e
ua
iones de

movimiento, la primera pregunta que queremos 
ontestar es: en que regiones

del espa
io de parámetros el sistema es estable ó inestable? Contestaremos

esta pregunta en la siguiente se

ión.
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2.2. Análisis de Estabilidad Lineal

El propósito de la teoría de estabilidad lineal es estudiar 
uando un es-

tado dado, en este 
aso el estado 
ondu
tivo ~ξc = (0, C
(c)
s , C

(c)
f ) es inestable

ante la presen
ia de pequeñas perturba
iones ~ξ(x, z, t), es de
ir 
uando las

perturba
iones 
re
en y originan un 
ambio en el estado de movimiento del

sistema. Asi el análisis de estabilidad lineal da las 
ondi
iones bajo las 
uales

el sistema experimentará transi
iones a otro estado de movimiento. Mate-

máti
amente, si las perturba
iones son pequeñas, éstas deberán satisfa
er las

e
ua
iones linearizadas de movimiento [M∂t + L]~ξ = 0 y las 
ondi
iones de

frontera. La solu
ión que satisfa
e estas e
ua
iones linearizadas, junto 
on

las 
ondi
iones de frontera es la parte real de:

~ξ =







i(ARe
−iqx − ALe

iqx)

(BRe
−iqx + BLe

iqx)

(CRe
−iqx + CLe

iqx)






e

λt sin(πz) (2.32)

Donde la evolu
ión temporal se asumió de la forma exp(λt) 
on λ =

λr + iω0. Cuando se tiene que la razón de 
re
imiento es mayor que 
ero

λr > 0 para un valor de q, la perturba
ión 
re
erá hasta que las nolinea-

ridades sean signi�
ativas. En ese 
aso se di
e que ese modo de Fourier es

linealmente inestable. Si λr = 0 se di
e que el modo es neutralmente inestable

por último si λr < 0 se di
e que el modo es asimptóti
amente ó linealmente

estable. Una pequeña perturba
ión del estado 
ondu
tivo generalmente ex-


ita todo los modos, en 
onse
uen
ia diremos que el sistema es inestable si

λr > 0 al menos para un modo. Si λr ≤ 0 para todos los modos, enton
es

diremos que el sistema es linealmente estable. Si ω0 6= 0 y λr = 0, se tendrá

una inestabilidad os
ilatoria para todo el 
onjunto de modos. Por último si

ω = 0 y λr = 0 se tendrá una estabilidad esta
ionaria.
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De sustituir 2.32 en el sistema de e
ua
iones lineales (sin 
onsiderar el

límite en ql que
1
σ
→ 0) resulta un sistema de e
ua
iones para los 
oe�
ientes

AR, BR, CR y otro (bási
amente el mismo sistema) para los 
oe�
ientes de

ondas viajeras a la izquierda. El sistema para AR, BR, CR es:







(λ
σ

+ 1)k2 −qRs qRf

q λ + τk
2 0

q 0 λ + k
2













AR

BR

CR






=







0

0

0







Donde k
2 = π

2 + q
2. Existirá una solu
ión no trivial si y sólo si el determi-

nante de la matriz se anula, es de
ir si:

λ

σ
+ 1 =

q
2

k2
(

Rf

λ + k2
− Rs

λ + τk2
) (2.33)

Notemos que la rela
ión de dispersión (2.33), es una e
ua
ión 
úbi
a para λ,

que es
ribimos λ
3 − a2λ

2 + a1λ − a0 = 0, 
on 
oe�
ientes reales a0, a1 y a2,

el número 
ríti
o de Rayleigh R
(ss)
fc que 
orresponde al modo esta
ionario, es

de
ir 
uando λ = 0, es de
ir 
uando a0 = 0, lo 
ual impli
a

R
(ss)
fc =

k
4

q2
+

Rs

τ
(2.34)

Para que se tenga inestabilidad os
ilatoria λ = ±iω0, los 
oe�
ientes de la

rela
ión de dispersión deben de satisfa
er a0 = a2a1 y a1 = ω
2
0. Con estas

dos 
ondi
iones se obtienen el valor 
ríti
o del número de Rayleigh R
osc
fc y la

fre
uen
ia de la inestabilidad os
ilatoria

R
osc
fc =

k
2
τ + σ

k2 + σ
Rs +

k
4

q2σ
(1 + τ)(τk

2 + σ) (2.35)
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ω
2
0 = τk

2(k2 + σ) + σk
2 +

q
2
σ

k2
(Rs − R

osc
f )

que puede también es
ribirse 
omo

ω
2
0 = −τ

2
k

4 +
q
2
σ

k2 + σ
(1 − τ)Rs

Despejando Rs de esta última e
ua
ión, se obtiene Rs 
omo fun
ión de ω, y

por ende R
(osc)
fc 
omo fun
ión de ω0 también. Espe
i�
amente

Rs =
(k2 + σ)(k4

τ
2 + ω

2
0)

q2σ(1 − τ)
(2.36)

R
(osc)
fc =

(k2
τ + σ)(k4 + ω

2
0)

q2σ(1 − τ)
(2.37)

Estas dos últimas expresiones se usarán ampliamente en el siguiente 
apítulo

al dedu
ir las e
ua
iones de amplitud en la rama os
ilatoria. La diferen
ia

entre el número 
ríti
o de Rayleigh de la rama esta
ionaria y el de la rama

os
ilatoria lo expresamos 
omo:

R
(ss)
fc − R

(osc)
fc =

σ + k
2(τ + 1)

σq2τ
ω

2
0 (2.38)

El número de onda mínimo qc en el 
ual la inestabilidad esta
ionaria o
urre se

obtiene en
ontrando la raíz de ∂R
(s)
f /∂q = 0 y resulta ser qc = π. En 
ambio

para la inestabilidad os
ilatoria, qc es igual a π si y sólo si se toma el límite


uando σ
−1 tiende a 
ero, de lo 
ontrario debe evaluarse numéri
amente para


ada valor dado de Rs. En la grá�
a 2.3 se muestra (2.34) y (2.35) en fun
ión

de q

Asi 
onsiderando σ
−1, la rela
ión de dispersión se modi�
a a λ

2 + bλ+ c = 0.

Bajo esta 
onsidera
ión el número 
ríti
o de Rayleigh 
orrespondiente al mo-
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Figura 2.3: La 
urva solida 
orresponde a la inestabilidad esta
ionaria para

la 
ual qc = π y la 
urva punteada 
orresponde a la inestabilidad os
ilatoria

para la 
ual qc = π + δq 
on δq del orden de 10−5. Consideramos Rs = 42,35,

σ = 1,23 × 105 y τ = 0,63.

do esta
ionario (λ = 0) o
urre 
uando c = 0, que impli
a:

R
ss
fc = 4π2 +

Rs

τ

La inestabilidad os
ilatoria λ = ±iω0 o
urre si y sólo si el 
oe�
iente de λ,

en la rela
ión de dispersión se anula, es de
ir b = 0, 
ondi
ión que nos pro-

por
iona el valor 
ríti
o del número de Rayleigh R
osc
fc :

R
osc
fc = Rs + 4π2(1 + τ)

y la fre
uen
ia ω0 se obtiene del 
oe�
iente c, expli
itamente ω0 =
√

c, es de
ir
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ω
2
0 = −4π4

τ
2 + π

2(1 − τ)Rs (2.39)

El punto donde las dos inestabilidades 
olisionan (Rss
fc = R

osc
fc ) se 
ono
e 
o-

mo el punto de 
odimensión-2 (p
d), en este 
aso ambos 
oe�
ientes en la

rela
ión de dispersión (b y c) tienden a 
ero simultaneamente, de ahí el nom-

bre �
odimensión-2�. En el espa
io de parámetros la lo
aliza
ión del punto

de 
odimensón-2 está dada por:

R
c2
s =

4π2
τ

2

1 − τ
(2.40)

R
c2
f =

4π2

1 − τ
, (2.41)

En este punto la fre
uen
ia se anula (pues c = 0), 
omo puede veri�
arse

fá
ilmente sustituyendo R
c2
s en (2.39).

Experimentalmente lo que se ha
e para analizar la estabilidad del siste-

ma es �jar un valor de la 
on
entra
ión en la base Cs0 (o equivalentemente

Rs) e ir in
rementando 
uasi-estáti
amente el valor de la 
on
entra
ión en

la 
ima Cf0 (o equivalentemente, el valor de Rf ) y observar si en 
ada pe-

queño in
remento el sistema es estable o no. El análisis de estabilidad lineal

nos di
e que si Rs < R
(c2)
s , el estado de 
ondu

ión perderá estabilidad en

una bifur
a
ión esta
ionaria 
uando Rf al
anza el valor R
ss
fc. Por otro lado si

Rs > R
(c2)
s , el estado de 
ondu

ión perderá estabilidad en una bifur
a
ión

os
ilatoria 
uando Rf al
anza el valor R
osc
fc . El resultado del análisis de es-

tabilidad lineal para la 
onve

ión isotérmi
a doble difusiva se resume en la

�gura 2.4. Con esto 
on
luimos este 
apítulo. En el siguiente analizaremos la

dinámi
a del sistema en las inmedia
iones del umbral de las inestabilidades

R
(ss)
fc , R

(osc)
fc y R

c2
s .
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R

R0

f

s

Figura 2.4: Diagrama de estabilidad lineal, 
omo fun
ión de los números

de Rayleigh Rs y Rf . La �gura divide el plano (Rs, Rf ) en dos regiones

una estable y una inestable. El diagrama esta 
ompuesto de dos re
tas de

diferente pendiente, la re
ta de mayor pendiente es la 
orrespondiente a la

rama esta
ionaria y la re
ta de menor pendiente es la 
orrespondiente a la

rama os
ilatoria, el punto de interse

ión de ambas re
tas es el punto de


odimensión-2 donde las dos inestabilidades 
ompiten.
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Capítulo 3

Dinámi
a No-lineal Débil

Como men
ionamos en el 
apítulo anterior, el pro
edimiento usual pa-

ra determinar el umbral de 
onve

ión 
onsiste en dos pasos. Primero, se

�ja una 
on
entra
ión de la sustan
ia que se difunde lentamente desde la

base del 
ontenedor, es de
ir, se �ja Rs. Puesto que el gradiente de 
on-


entra
ión resultante es estabilizador, el sistema se mantendrá en el estado


ondu
tivo. Despues se �ja una 
on
entra
ión de la sustan
ia que se difunde

rápidamente en la parte superior de la 
elda 
omo el gradiante 
orrespon-

diente es desastibilizador, si di
ha 
on
entra
ión se in
rementa po
o a po
o,

es de
ir se in
rementa el valor del parámetro Rf las perturba
iones pequeñas

que siempre están presentes en 
ualquier experimento, 
re
erán o de
re
erán

dependiendo del valor de Rf . Si la perturba
ión de
ae enton
es el sistema

regresa al estado 
ondu
tivo, de lo 
ontrario, el sistema 
ambiará del esta-

do 
ondu
tivo a otro estado (de movimiento). Para determinar el umbral

de 
onve

ión se realizó el análisis de estabilidad lineal, el 
ual presentamos

en el 
apítulo anterior. Di
ho análisis nos propor
iona el diagrama 2.4 de

estabilidad del sistema , el 
ual nos muestra que arriba de un valor 
ríti
o

Rfc, todas las perturba
iones pequeñas 
re
erán y habrá una transi
ión de

estados de movimiento. Los puntos en el espa
io de parámetros donde surgen

nuevas solu
iones se les llama puntos de bifur
a
ión. En este 
aso existen tres
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bifur
a
iones que surgen del estado 
ondu
tivo: la bifur
a
ión esta
ionaria, la

osilatoria y el punto donde estas dos inestabilidades se en
uentran, el punto

de 
odimensión-2. Cual bifur
a
ión apare
erá dependerá de la lo
aliza
ión

del sistema en el espa
io de parámetros (Rs, Rf ). Más aún, pueden apare
er

nuevas solu
iones a medida que se in
remente Rf .

Si se resolvieran las e
ua
iones de movimiento 
ompletas, es de
ir in
lu-

yendo la parte nolineal junto 
on las 
ondi
iones de frontera, y una 
ondi
ión

ini
ial apropiada, se tendría una des
rip
ión 
ompleta de la dinámi
a de la


onve

ión isotérmi
a doble difusiva en 
ualquier región del espa
io de pa-

rámetros. Pero 
omo sabemos, en
ontrar solu
iones exa
tas a las e
ua
iones

hidrodinámi
as en la inmensa mayoría de los 
asos es simplemente imposible.

Sin embargo, en prin
ipio, uno puede resolver las e
ua
iones del sistema por

medio de los métodos numéri
os, lo 
ual tampo
o es muy sen
illo ni inme-

diato, además sin un análisis previo de lo que uno podría esperar en
ontrar,

uno ini
iaría las simula
iones numéri
as pra
ti
amente a 
iegas. Hay un 
a-

mino analíti
o, largo, pero a

esible, que nos ayuda a 
ono
er la dinámi
a

del sistema, e in
luso puede servir de guía a las simula
iones numéri
as, al

menos, en la ven
indad de las ramas de bifur
a
ión, ya sea la esta
ionaria,

o la os
ilatoria, o bien en su interse

ión. Este 
amino es el de los métodos

perturbativos. En nuestro 
aso, ya tenemos solu
ión del estado 
ondu
tivo (es

de
ir, el �uido en reposo) y la solu
ión en el umbral de la inestabilidad que

esta dada por la solu
ión (2.32) que propusimos para realizar el análisis de

estabilidad lineal. Lo que no 
ono
emos en di
ha solu
ión son las amplitu-

des, AR y AL, que experimentalmente se observa que varían lentamente en

el tiempo hasta que adquieren un valor �jo. De modo que en este sistema se

tienen dos es
alas de tiempo, un tiempo �rápido�, la de las os
ila
iones ex-

presadas por exp (iω0t) que apare
e en (2.32), y uno lento, la de la amplitud.

Así, si estamos interesados en bus
ar una solu
ión aproximada en la ven
i-

dad del umbral de inestabilidad, debemos tomar en 
uenta el he
ho de que

existen más de una es
ala de tiempo. Se sabe que la teoría de perturba
iones
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regulares falla en problemas 
on más de una es
ala temporal. En la siguiente

se

ión, se espondrá un ejemplo donde esta teoría falla y 
ómo se 
orrige


on la teoría de perturba
iones de tiempos múltiples. Con este ejemplo no

pretendemos realizar una exposi
ión detallada de esta teoría matemáti
a, só-

lo dar una visión bási
a y panorámi
a de la misma. Si se quiere revisar los

detalles de la teoría, referimos al le
tor a estudios formales que se en
uen-

tran por ejemplo, en la tesis do
toral de D. Williams [22℄, o en el trabajo de

Dangelmayr et al [10℄, o en algunos libros de texto avanzado [15℄.

3.1. Formalismo de E
ua
iones de Amplitud

Ejempli�
aremos esta teoría 
on os
iladores débilmente no lineales, los


uales tienen aso
iada una e
ua
ión de la forma

d
2
x

dt2
+ x + ǫf(x, ẋ) = 0, (3.1)

donde ǫ ≪ 1 y f(x, ẋ) es una fun
ión suave (de sus argumentos ). Dos de los

ejemplos 
lási
os son la e
ua
ión de Van der Pol dẋ/dt + x + ǫ(x2 − 1)ẋ =

0, y la e
ua
ión de Du�ng dẋ/dt + x + ǫx
3 = 0. Cuando ǫ = 0, ambas

e
ua
iones se redu
en a la e
ua
ión del os
ilador armóni
o 
uya solu
ión es

muy bien 
ono
ida. Por lo 
ual se esperaría que la solu
ión de (3.1) fuera muy

pare
ida a la solu
ión del os
ilador armóni
o simple (ya que ǫ ≪ 1). De la

teoría de perturba
iones regulares 
omo una primera aproxima
ión bus
amos

solu
iones de (3.1) de la forma

x(t, ǫ) = x0(t) + ǫx1(t) + ǫ
2
x2(t) + ... (3.2)

Se supone que los primeros términos de la expresión anterior son los de

mayor peso en el 
omportamiento de la solu
ión. Un ejemplo donde se apli
a

la teoría de perturba
iones regulares y no fun
iona, es el os
ilador débilmente

amortiguado [19℄
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d
2
x

dt2
+ 2ǫ

dx

dt
+ x = 0, (3.3)


on 
ondi
iones ini
iales x(0) = 0 y ẋ(0) = 1, la solu
ión exa
ta es

x(t, ǫ) =
1√

1 − ǫ2
e
−ǫt

sin[
√

1 − ǫ2t] = A(ǫt)sin[
√

1 − ǫ2t] (3.4)

Ahora en
ontremos la solu
ión aproximada de (3.3) 
on ayuda de teo-

ría de perturba
iones regulares. De sustituir (3.2) en (3.3) y de agrupar los


oe�
ientes de las diferentes poten
ias de ǫ se tiene

[

d
2
x0

dt2
+ x0

]

+

[

d
2
x1

dt2
+ 2

dx0

dt
+ x1

]

ǫ + O(ǫ2) = 0. (3.5)

Como la expresión anterior es válida para todo ǫ ≪ 1, 
ada 
oe�
iente

debe anularse, 
omo 
onse
uen
ia se obtienen una serie de e
ua
iones diferen-


iales a diferentes ordenes en el parámetro de pequeñez ǫ. De (3.5) podemos

ver que la e
ua
ión a orden 
ero en ǫ es

d
2
x0

dt2
+ x0 = 0,


uya solu
ión está dada por

x0(t) = sin(t). (3.6)

De (3.5) vemos que la e
ua
ión a orden uno en ǫ es

d
2
x1

dt2
+ x1 = −2

dx0

dt
,

sustituyendo (3.6) en la e
ua
ión anterior obtenemos

d
2
x1

dt2
+ x1 = −2cos(t). (3.7)
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Figura 3.1: Grá�
a de la solu
ión exa
ta de 3.3 y la solu
ión que arroja la

teoría de perturba
iones para ǫ = 0,1.

Notemos que el lado dere
ho 
onsta de un solo término, el 
ual produ
irá

resonan
ia. Usando las 
ondi
iones ini
iales, la solu
ión de esta última e
ua-


ión es x1(t) = −tsin(t) que 
re
e 
uando t 
re
e. Enton
es la solu
ión que

arroja la teoría de perturba
iones está dada por

x(t, ǫ) = sin(t) − ǫtsin(t) +O(ǫ2), (3.8)

di
ha solu
ión sólo se aproxima bien a la solu
ión exa
ta 
omo podemos ver

en la grá�
a 3.1 para tiempos muy pequeños, y se aleja notablemente de

la solu
ión exa
ta para tiempos mayores, así, la solu
ión dada por teoría

de perturba
iones regulares es basi
amente in
orre
ta, pero veamos porque

no lo es. Primero, notemos que la solu
ión exa
ta (3.4) exhibe dos es
alas

de tiempo, la primera 
onsiste de un tiempo rápido t que es de orden uno

para la os
ila
ión sinosoidal, la segunda 
onsiste de un tiempo lento sobre el
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ual la amplitud varía. Otro he
ho a notar es que, la fre
uen
ia de os
ila
ión

de la solu
ión exa
ta ω =
√

1 − ǫ2 se aproxima a ω = 1 − 1
2
ǫ
2, en 
ambio

la fre
uen
ia dada por la solu
ión aproximada (3.8) es ω = 1. Para tiempos

grandes este error en la fre
uen
ia afe
ta fuertemente la solu
ión aproximada,

por estas razones, la teoría de perturba
iones regulares no trabaja bien en el

os
ilador debilmente amortiguado.

La teoría de tiempos multiples trata de 
onsiderar las dos es
alas de

tiempo introdu
iendo dos tiempos, un tiempo rápido el 
ual llamaremos τ =

t, y un tiempo lento T = ǫt, los 
uales son tratados 
omo si fueran variables

independientes (en este trabajo no intentaremos justi�
ar di
ha suposi
ión).

Con la introdu

ión de estos dos tiempos el operador derivada del tiempo

toma la forma

d

dt
=

∂

∂τ
+ ǫ

∂

∂T
(3.9)

Con esto en mente, bus
amos solu
iones de la forma

x(t, ǫ) = x0(τ, T ) + ǫx1(τ, T ) +O(ǫ2). (3.10)

De sustituir la expresión anterior en (3.3), y agrupar los términos en las

poten
ias de ǫ, obtenemos una serie de e
ua
iones diferen
iales a diferentes

ordenes en ǫ. A orden 
ero se tiene la e
ua
ión diferen
ial

∂
2
x0

∂τ 2
+ x0 = 0, (3.11)


uya solu
ión es

x0 = Asin(τ) +Bcos(τ). (3.12)

A orden uno la e
ua
ión a resolver es

∂
2
x1

∂τ 2
+ x1 = −2

∂
2
x0

∂τT
− 2

∂x0

∂τ
, (3.13)
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Figura 3.2: Grá�
a de la solu
ión exa
ta de 3.3 y la solu
ión que arroja la

teoría de tiempos múltiples para ǫ = 0,1.

al sustituir (3.12) en la e
ua
ión anterior obtenemos

∂
2
x1

∂τ 2
+ x1 = −2(A′ + A)cos(τ) + 2(B′ +B)sin(τ), (3.14)

donde la prima denota la derivada 
on respe
to a T . Notemos que el la-

do dere
ho de la expresión anterior produ
e resonan
ia, es de
ir tenemos

el mismo problema que 
uando usamos teoría de perturba
iones regulares.

Para eliminar este problema forzaremos a los 
oe�
ientes de los términos re-

sonantes a anularse, dando por resultado dos e
ua
iones de amplitud para

los 
oe�
ientes A y B, las 
uales tienen por solu
ión A(T ) = A(0) exp−T y

B(T ) = B(0) exp−T . Si utilizamos las 
ondi
iones ini
iales, obtenemos

x = e
−T
sin(τ) +O(ǫ). (3.15)

Que es la solu
ión predi
ha por la teoría de tiempos múltiples, y que se
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a
er
a mu
ho a la solu
ión exa
ta 
omo lo podemos ver en la grá�
a 3.2. Si

se esta interesado en tratar de tratar de remediar el error en la fre
uen
ia se

debe introdu
ir un tiempo super-lento ℑ = ǫ
2
t. Para nuestro ejemplo ya no

lo haremos pues (3.15) ya no das una buena aproxima
ión 
omo lo podemos

ver en ??. En las siguientes se

iones apli
aremos teoría de tiempos múltiples

al sistema de e
ua
iones 
on el que estamos trabajando.

3.2. Rama os
ilatoria

Como hemos visto, para Rs > R
c2
s , el estado 
ondu
tivo pierde estabilidad

al al
anzar la rama R
osc
fc . En este 
apítulo dedu
iremos las e
ua
iones de

amplitud en la rama os
ilatoria. Veremos que esta bifur
a
ión os
ilatoria o

de Hopf, produ
e dos 
lases de solu
iones no triviales, solu
iones de ondas

viajeras y esta
ionarias. Asi para derivar las e
ua
iones de amplitud dentro

de la rama os
ilatoria, utilizaremos la teoría de perturba
iones de tiempos

múltiples por lo 
ual usaremos las siguientes expansiones

~ξ =
∑

n=0

η
n~ξn (3.16)

Rf = R
osc
fc +

∑

n=1

η
n
Rfn (3.17)

λ = ω0 +
∑

n=1

η
n
pn. (3.18)

DondeRosc
fc = Rs+4π2(τ+1) y η es el parámetro de pequeñez. Para simpli�
ar

el 
ál
ulo, introdu
iremos t′ = λt por lo que

∂

∂t
= λ

∂

∂t′
= (ω0 + ηp1 + η

2
p2 + η

3
p3 + ...)

∂

∂t′
(3.19)

= ω0
∂

∂t′
+ η

∂

∂t1

+ η
2 ∂

∂t2

+ η
3 ∂

∂t3

+ η
4 ∂

∂t4

+ ... (3.20)
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Introdu
iendo estas expansiones en las e
ua
iones de movimiento (2.30) se

tiene una serie de e
ua
iones de distinto orden en el parámetro de pequeñez

η. Agrupando términos de primer orden 
on respe
to al parámetro η se tiene

el siguiente sistema

∇2
ψ1 −Rs

∂ηs1

∂x
+ +R

(osc)
fc

∂ηf1

∂x
= 0 (3.21)

ω0
∂ηs1

∂t′
+
∂ψ1

∂x
− τ∇2

ηs1 = 0 (3.22)

ω0
∂ηf1

∂t′
+
∂ψ1

∂x
−∇2

ηf1 = 0 (3.23)

Conviene introdu
ir el operador

L̂0 =







∇2 −Rs∂x R
ss
fc∂x

∂x −τ∇2 0

∂x 0 −∇2






(3.24)

y 
omo 
onsiderando que σ tiende a in�nito, la matriz M es de la forma

M̂ =







0 0 0

0 1 0

0 0 1






(3.25)

y si denotamos ω0M̂∂t′ + L̂0 = £̂0, enton
es las e
ua
iones (3.21), (3.22) y

(3.23) se es
riben en forma 
ompa
ta:

£̂0
~ξ1 = ~0. (3.26)

La solu
ión de la e
ua
ión anterior esta dada por la 
ombina
ión de dos ondas

viajeras, una ha
ia la dere
ha y otra ha
ia la izquierda, y es obviamente, la

solu
ión que usamos para el análisis de estabilidad lineal:

35



~ξ1 = Re













iAR

− πAR

iω0+τ2π2

− πAR

iω0+2π2






exp (it′ − iπx) +







−iAL

− πAL

iω0+τ2π2

− πAL

iω0+2π2






exp (it′ + iπx)






sin(πz)

(3.27)

aunque aquí ya se es
ribieron los valores de los 
oe�
ientes BR, CR, BL, y

CL en terminos de las amplitudes AR y AL, y 
omo σ se 
onsidera in�nita,

enton
es q = π. Agrupando términos de orden 2 en el parámetro η se tiene

el siguiente sistema de e
ua
iones

£̂0
~ξ2 = ~F2(~ξ1, ~ξ1) =







−R1
∂ηf1

∂x

−p1
∂ηs1

∂t′
+ J(ψ1, ηs1)

−p1
∂ηf1

∂t′
+ J(ψ1, ηf1)






. (3.28)

Re
ordemos que £̂0 = ω0M̂∂t′ +L̂0. Debemos resolver la e
ua
ión (3.28), esto

es, debemos en
ontrar ~ξ2, en 
ierta forma, el operador £̂0 debe invertirse. El

teorema de Stakgold-Fredholm [18℄ que estable
e que �£̂0
~ξ = ~F tiene solu
ión

si y solo si el ve
tor ~ξ† solu
ión de la e
ua
ión adjunta £̂
†
0
~ξ
† = 0, es ortogonal

a ~F , es de
ir si (~F , ~ξ†) = 0�. Donde entenderemos que (~a,~b) (donde ~a y ~b son

ve
tores n-dimensionales) es el produ
to es
alar de�nido 
omo

(~a,~b) =

∫ n
∑

j=0

ajbjdx1...dxn.

£̂
†
0 es el operador adjunto o dual de £̂0. El operador £̂0 no es Hermitiano

(o autoadjunto), así que la integrabilidad de las e
ua
iones a segundo orden

involu
ra la solu
ión de la e
ua
ión adjunta £
†
0
~ξ
† = 0, la 
ual es explí
ita-

mente

£
†
0
~ξ
† =







∇2 −∂x −∂x

Rs∂x −τ∇2 − ω∂t′ 0

−Rss
fc∂x 0 −∇2 − ω∂t′







~ξ
† = ~0, (3.29)
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y la solu
ión de la e
ua
ión dual £̂
†
0
~ξ
† = 0

~ξ
† = Re













iA
†
R

B
†
R

C
†
R






exp (it′ − iπx) +







−iA†
L

B
†
L

C
†
L






exp (it′ + iqx)






sin(πz)

(3.30)

donde los 
oe�
ientes B
†
R, C

†
R, B

†
L, y C

†
L son

B
†
R = − πRSA

†
R

−ω0i+ τ2π2

C
†
R =

πR
(osc)
fc A

†
R

−ω0i+ 2π2
(3.31)


on expresiones 
asi idénti
as para B
†
L, y C

†
L, solo hay que 
ambiar el subín-

di
e R por L. Re
uerdese que 
on σ in�nita k2 = π
2+q2 = 2π2. Sustituyendo

(3.27) en la e
ua
ión (3.28) se obtiene explí
itamente ~F2, y podemos 
al
ular

en produ
to

(~F2,
~ξ
†) =

∫ ∫ ∫

{(~F2)
∗
1(
~ξ
†
1) + (~F2)

∗
2(
~ξ
†
2) + (~F2)

∗
3(
~ξ
†
3)}dxdzdt. (3.32)

Al ha
er el 
ál
ulo anterior es importante tener en 
uenta la ortogonalidad del


onjunto de fun
iones {sin (mπz)n}, asi 
omo de los 
onjuntos {exp (iπnx)}
y {exp (it′m)} se tiene que para que (~F2,

~ξ
†) = 0 se 
umpla, se requiere que

p1 y R1 de (3.28) sean ambos 
eros. Y la solu
ión de £̂0
~ξ2 = F2(ξ1, ξ1), debe

tener la forma siguiente

~ξ2 =
1

2







0

B2

C2






exp (2it′) sin(πz)+

1

2







0

B
∗
2

C
∗
2






exp (−2it′) sin(πz)+

1

2







0

B̃2

C̃2






sin(πz)

(3.33)
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Para en
ontrar los 
oe�
ientes se sustituye el ve
tor anterior ~ξ2 en £̂0
~ξ2 = ~F2

obteniéndose

B2 = − π
3
ARAL

2(iω0 + 2π2τ)2
C2 = − π

3
ARAL

2(iω0 + 2π2τ)2

B̃2 = −π
3(|AR|2 + |AL|2)
2(ω2

0 + 4π4τ 2)
C̃2 = −π

3(|AR|2 + |AL|2)
2(ω2

0 + 4π4)

Con estos 
oe�
ientes, se tiene 
ompleta la solu
ión a segundo orden. A ter
er

orden, la e
ua
ión a resolver es £̂0
~ξ3 = F3, es de
ir

£̂0
~ξ3 = ~F3(~ξ1, ~ξ1) =







−R2
∂nf1

∂x

−p2
∂ns1

∂t′
+ J(ψ1, ns2)

−p2
∂nf1

∂t′
+ J(ψ1, nf2)






. (3.34)

Para obtener las e
ua
iones de amplitud, re
ordamos que

∂

∂t′
= (ω0 + η

2
p2 + ...)

∂

∂t′
=

∂

∂t0

+ η
2 ∂

∂t2

+ ...,

donde hemos ya tenido en 
uenta que p1 = 0. t2 es un tiempo lento, y asu-

mimos que a ter
er orden, AR = AR(t2) y AL = AL(t2). La 
ondi
ión de

integrabilidad a orden 3: (~F3,
~ξ
†) = 0 nos 
ondu
e, despúes de un 
ál
ulo

dire
to pero tedioso a la expresión

(

Rfcf

g
− Rsg

f

)

∂AR

∂t2

= R2fAR +
π

4

4
AR|AL|2

(

RSg

f 2
− Rfcf

g2

)

+
π

4

4
AR

(

|AR|2 + |AL|2
)

(

−Rfcf

|g|2 +
RSg

|f |2
)

= 0 (3.35)

donde f = iω + 2τπ2, g = iω + 2π2. Se tiene también una e
ua
ión idénti
a

a esta solo que inter
ambiando los subíndi
es R y L. Re
ordamos que AR
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depende de t2, pero no de t0, enton
es η
2
∂/∂t2 se reemplaza por ∂/∂t. A este

orden tres, también se tiene que Rf = Rfc + η
2
R2. De�niendo la distan
ia

relativa a Rfc 
omo ǫ = (Rf −Rfc)/Rfc, y reemplazando ηAR por AR y ηAL

por AL (es de
ir, las amplitudes se 
onsideran pequeñas), 
on todo esto, si

multipli
amos la e
ua
ión anterior (3.35) por η3 (y la e
ua
ión gemela de

esta, que se obtiene inter
ambiando los subíndi
es R y L), se obtienen e
ua-


iones de evolu
ión para las amplitude AR y AL, las asi llamadas e
ua
iones

de amplitud

τ
osc
0 ȦR = ǫ(1 + ic0)AR − (K|AR|2 +M |AL|2)AR (3.36)

τ
osc
0 ȦL = ǫ(1 + ic0)AL − (K|AL|2 +M |AR|2)AL (3.37)

donde

ǫ = (Rf −R
osc
fc )/Rosc

fc

τ
osc
0 =

4

R
osc
fc

c0 = −2π2
τ

ω0

K =
iπ

4

2ω0R
osc
fc

M =
2π6(1 + τ)(ω2

0 + 4π4
τ)

R
osc
fc (ω2

0 + 4π4)(ω2
0 + 4π4τ 2)

− iπ
4(ω4

0 − 16π8
τ

2)

R
osc
fc ω0(ω2

0 + 4π4)(ω2
0 + 4π4τ 2)

Estas son las e
ua
iones de amplitud para la rama os
ilatoria.
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Nótese que la parte real del 
oe�
iente K se anula a lo largo de la rama

os
ilatoria, y puede veri�
arse que esto o
urre para todo valor de σ y no sólo

en el límite en que σ−1 = 0. La parte real de M es siempre positiva.

Podemos es
ribir AR y AL en su forma polar AR = R exp (iφR) y AL =

L exp (iφL), y sustituirlas en (3.36) y (3.37), y despúes de separar las partes

reales e imaginarias se obtiene el siguiente sistema de e
ua
iones

τ
osc
0 Ṙ = ǫR−MrL

2
R (3.38)

τ
osc
0 L̇ = ǫL−MrR

2
L (3.39)

τ
osc
0 φ̇R = ǫc0 −KiR

2 −MiL
2

(3.40)

τ
osc
0 φ̇L = ǫc0 −KiL

2 −MiR
2

(3.41)

Nos interesamos en el 
omportamiento de las magnitudes de las amplitu-

des AR y AL, en parti
ular en sus puntos �jos. Las e
ua
iones (3.38) y (3.39)

tiene dos puntos �jos, a saber: (R,L) = (0, 0), el 
ual representa el estado


ondu
tivo. En el 
aso ǫ > 0, 
uando las amplitudes AR = AL, se tienen

ondas esta
ionarias, en este 
aso el punto �jo es (R,L) = (
√

ǫ
Mr
,
√

ǫ
Mr

), que

tiene sentido si Mr > 0, el 
ual es nuestro 
aso. Si R = 0 y L 6= 0 se tienen

ondas viajeras, viajando a la izquierda. Si L = 0 y R 6= 0 se tienen ondas

viajeras, viajando a la dere
ha. Para este último 
aso, tenemos τ0Ṙ = ǫR,

por lo 
ual no hay puntos �jos no-triviales para ondas viajeras a la dere
ha

(lo mismo sería para las viajeras a la izquierda). Si ǫ = 0, R(t) permane
e


onstante, y sólo en ese 
aso hay ondas viajeras. Así las ondas viajeras sólo

existen en ǫ = 0, es de
ir, sólo existen exa
tamente sobre la rama os
ilato-

ria, lo 
ual no es lo observado por Predte
hensky. A orden tres, la teoría de

perturba
iones da una predi

ión in
orre
ta sobre las ondas viajeras. Para

determinar la estabilidad de las ondas viajeras a la dere
ha (o a la izquierda),

debemos 
onsiderar la e
ua
ión de amplitud de tal onda hasta quinto orden,

digamos de la que viajan a la dere
ha (AR 6= 0 y AL = 0)

40



τ0ȦR = ǫ(1 + ic0)AR − (K|AR|2 +N |AR|4)AR (3.42)

Así que debemos 
al
ular el 
oe�
iente N de la e
ua
ión anterior. Si es
ribi-

mos AR en forma polar, la e
ua
ión para la magnitud de la amplitud R, será

τ0Ṙ = ǫR−NrR
4, y existirán los puntos �jos R2 =

√

ǫ/Nr arriba del umbral

R
(osc)
fc 
on tal de que la parte real de N sea positiva. Para ha
er este 
ál
ulo

para ondas viajeras a la dere
ha, bastará 
onsiderar AR 6= 0 y ha
er AL = 0.

Y deberemos 
al
ular explí
itamente ~ξ3, para poder 
al
ular ~F4(~ξ1, ~ξ2, ~ξ3) y


on este ve
tor, 
al
ular el 
ampo ve
torial ~ξ4, que permitirá el 
ál
ulo de

~F5(~ξ1, ~ξ2, ~ξ3, ~ξ4), y �nalmente (~F5,
~ξ
†) = 0 nos 
ondu
irá a la e
ua
ión (3.42).

En el laborioso 
ál
ulo utilizamos el software de Mathemati
a. La e
ua
ión

de amplitud a quinto orden nos permite ver lo que la e
ua
ión a ter
er orden

no podía prede
ir, el he
ho de que no sólo hay ondas viajeras sobre la rama

os
ilatoria (ǫ = 0). Para ǫ > 0 el punto �jo 
orrespondiente a ondas viaje-

ras a la dere
ha es (R,L = 0) = ([ǫ/Nr]
1/4
, 0), para las ondas viajeras a la

izquierda es (R = 0, L) = (0, [ǫ/Nr]
1/4). Asi para ambos 
asos, la amplitud

se in
rementa 
omo ǫ1/4, pero nun
a 
omo ǫ1/2 arriba de Rosc
fc . El 
oe�
iente

N = Nr + iNi es

Nr =
(1 − τ)π8

384(4π4 + ω2)2G(τ, ω)

(

11600π8
P0(τ) + 4π4

P2(τ)ω
2 + 125P4(τ)ω

4
)

Ni = − π
10(1 − τ)

192ω(4π4 + ω2)2G(τ, ω)

(

80π8
Q0(τ) + 4π4

Q2(τ)ω
2 +Q4(τ)ω

4
)

(3.43)

donde
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P0(τ) = τ
2(1 + τ)

P2(τ) = 149 + 197τ + 197τ 2 + 149τ 3

P4(τ) = 125(1 + τ)

Q0(τ) = τ
2(144 + 133τ + 144τ 2)

Q2(τ) = 144 + 137τ + 936τ 2 + 137τ 3 + 144τ 4

Q4(τ) = 144 + 113τ + 144τ 2
(3.44)

Como puede verse de (3.43), la parte real de N es siempre positiva, lo que

garantiza una bifur
a
ión ha
ia adelante de las ondas viajeras a la dere
ha.

Para las que viajan a la izquierda se tiene un resultado idénti
o. El diagrama

de bifur
a
ión 
orrespondiente se muestra en la �gura 3.3.

3.3. Rama Esta
ionaria

Como hemos notado de la se

ión anterior, las e
ua
iones de amplitud

son modelos matemáti
os que des
riben pequeñas varia
iones temporales de

las variables originales que 
ara
terizan 
ualquier sistema 
er
a de los valores


ríti
os. En esta se

ión bosquejaremos la deriva
ión de la e
ua
ión de am-

plitud 
er
a del umbral de la inestabilidad esta
ionaria. Asi desarrollaremos

los 
ampos (ψ, ns, nf ) el número de Rayleigh Rf (que es el que se varía en el

experimento) en términos del parámetro de pequeñez η de la siguiente forma

Rf = R
ss
fc + ηR

ss
1 + η

2
R

ss
2 + η

3
R

ss
3 + ..., (3.45)

~ξ = η~ξ2 + η
3~ξ3 + ..., (3.46)

y basados en la experien
ia de la se

ión anterior, reemplazamos ∂t por

η
2
∂T , ademas supondremos que la amplitud depende solo del tiempo len-

to A = A(T ). De sustituir las expansiones en las e
ua
iones de movimiento
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Figura 3.3: Diagrama de bifur
a
ión de las ondas viajeras �OV� (linea 
on-

tinua) y de las ondas esta
ionarias �OE� (linea punteada), el diagrama se

obtuvo para τ = 0,63 
on RS =100.0> R
c2
s donde R

(c2)
s es el punto de


odimensión-2. Ambos tipos de ondas son estables para ǫ > 0. Para ǫ < 0, se

tiene el estado 
ondu
tivo. Dependiendo de la amplitud de la perturba
ión

ini
ial, y que tan 
er
a se en
uentre de la rama de �OV� ó �OE�, el sistema

terminará presentando uno u otro tipo de ondas.

en
ontramos una serie de problemas lineales a diferentes ordenes en η. A

orden η se obtiene el sistema de e
ua
iones:

£0
~ξ1 ≡







∇2 −Rs∂x R
ss
fc∂x

∂x −τ∇2 0

∂x 0 −∇2







~ξ1 = ~0, (3.47)

el 
ual tiene por solu
ión
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~ξ1 =
1

2
sin(πz)







i(Ae(−iπx) − A
∗
e
(iπx))

− 1
2πτ

(Ae(−iπx) + A
∗
e
(iπx))

− 1
2π

(Ae(−iπx) + A
∗
e
(iπx))






. (3.48)

La e
ua
ión a orden dos en η es

£0
~ξ2 =







−Rss
1 ∂xnf1

J(ψ1, ns1)

J(ψ1, nf1)






≡ ~F2(x, z). (3.49)

Debido a que el operador £0 no es Hermitiano (o autoadjunto), la integrabi-

lidad de las e
ua
iones a segundo orden involu
ra la solu
ión de la e
ua
ión

adjunta £
†
0
~ξ
† = 0, la 
ual es

£
†
0
~ξ
†
1 =







∇2 −∂x −∂x

Rs∂x −τ∇2 0

−Rss
fc∂x 0 −∇2







~ξ
†
1 = ~0, (3.50)


uya solu
ión es

~ξ
†
1 =

1

2







i

− Rs

2πτ
Rss

fc

2π






A

† exp (−iπx) sin πz + c.c. (3.51)

la 
ondi
ión de integrabilidad (~F2,
~ξ
†) = 0 impli
a Rss

1 = 0, bajo esta 
ondi-


ión la solu
ión de la e
ua
ión (3.49) es

~ξ2 =







0

− |A|2

16πτ2

− |A|2

16π






sin(2πx). (3.52)

A orden η3 tenemos
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£0
~ξ3 =







−Rss
2 ∂xnf1

−∂Tns1 + J(ψ1, ns2) + J(ψ2, ns1)

−∂Tnf1 + J(ψ1, nf2) + J(ψ2, nf1)






≡ ~F3(x, z). (3.53)

Y de la 
ondi
ión de integrabilidad a este orden (~F3,
~ξ
†) = 0, nos da la

e
ua
ión de amplitud

τ0
dA

dt
= ǫA− g3A|A|2, (3.54)

donde ǫ = (Rfc −R
ss
fc)/R

ss
fc es la distan
ia relativa a la rama esta
ionaria

τ0 = − 1

2π2R
ss
fc

(

Rs

τ 2
−R

ss
fc

)

g3 = − 1

16Rss
fc

(

Rs

τ 3
−R

ss
fc

)

. (3.55)

La solu
ión de esta e
ua
ión diferen
ial nos da informa
ión sobre la dinámi
a

de nuestro sistema en la rama esta
ionaria. Es
ribiremos A en su forma polar,

A = Aeiθ, que sustituimos en la e
ua
ión (3.54) y obtenemos

τ0
dA
dt

= ǫA− g3AA2
. (3.56)

Y resulta que θ = 
onstante. Los puntos A = Ã que satisfa
en dA/dt = 0,

son puntos �jos de la e
ua
ión (3.56). Estos puntos �jos son:

Ã = 0 y Ã =

√

ǫ

g3

(3.57)

Notemos que si introdu
imos el 
ambio de variable A2 = B(t) la e
ua
ión

(3.56) adquiere la forma dB/dt = aB + bB
2, es de
ir, toma la forma de una

e
ua
ión de Bernoulli, la 
ual tiene por solu
ión:
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A2 = B(t) =
ǫB(0)e

( 2ǫt
τ0

)

B(0)g3(e
( 2ǫt

τ0
) − 1) + ǫ

(3.58)

Para el punto �jo Ã =
√

ǫ
g3

, tenemos dos 
asos: el primero se da 
uando

g3 > 0 y el otro se da 
uando g3 < 0.

Caso I: g3 > 0.

En la región ǫ < 0 
uando t → ∞, se tiene B(t) → 0. En 
ambio si ǫ > 0,


uando t→ ∞, tenemos B(t) → ǫ/g3.

Para determinar la estabilidad del punto �jo no trivial, analizaremos el 
om-

portamiento de una pequeña perturba
ión alrededor de tal punto Ã =
√

ǫ
g3

,

en la región ǫ > 0 (re
uerde que estamos en el 
aso g3 > 0). Asi, sustituyendo

A = Ã + δA, en la e
ua
ión (3.56) tenemos

τ0∂t(Ã + δA) = ǫ(Ã + A) − g3(Ã + δA)3

τ0∂t(Ã + δA) = ǫÃ + ǫA− g3(Ã3 + δA3 + 3ÃδA2 + 3Ã2
δA) (3.59)

Como Ã es punto �jo, y la perturba
ión δA es pequeña despre
iaremos

los términos de orden mayor o igual a O(δA2), enton
es la e
ua
ión (3.59)

queda 
omo

τ0∂t(δA) = ǫ(δA) − 3g3Ã2(δA)

Sustituyendo Ã = ±
√

ǫ
g3

, la e
ua
ión anterior se 
onvierte en

τ0∂tδA = −2ǫδA,


uya solu
ión es
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δA = (δA)0e
−2(ǫ/τ0)t

(3.60)

Cuando t→ ∞ la perturba
ión de
re
erá, por lo 
ual Ã = ±
√

ǫ
g3

es estable.

Quisimos presentar este análisis para este 
aso, 
on el �n de ilustrar el pro-


edimiento de analisis de estabilidad de puntos �jos, análisis que no hi
imos

para la rama os
ilatoria, pero que es similar al he
ho aquí.

Un análisis análogo nos di
e que Ã = 0, es estable para ǫ < 0 (las

perturba
iones regresan al estado 
ondu
tivo) e inestable para ǫ > 0, de modo

que, para ǫ > 0, una pequeña perturba
ión aleja al sistema del reposo y lo

lleva a un estado de movimiento 
onve
tivo 
on amplitud

√

ǫ
g3

. Resumiendo,


uando g3 > 0 el sistema presenta una bifur
a
ión super
ríti
a. El diagrama

de bifur
a
ión 
orrespondiente se muestra en la �gura 3.4.

Caso II.g3 < 0

En este 
aso el punto �jo Ã = ±
√

ǫ
g3

esta de�nido sólo para ǫ < 0, es

de
ir debajo del umbral de la inestabilidad esta
ionaria, o equivalentemente


uando Rf < R
ss
fc, puede veri�
arse fa
ilmente que este punto �jo no trivial,

es inestable, y que el punto �jo Ã = 0 es estable para ǫ < 0 e inestable

para ǫ > 0. Enton
es se tiene una bifur
a
ión sub
ríti
a. El diagrama de

bifur
a
ión 
orrespondiente se muestra en la �gura 3.5.

El punto donde se da el 
ambio de una bifur
a
ión super
ríti
a (g3 > 0)

a una bifur
a
ión sub
ríti
a (g3 < 0) es 
ono
ido 
omo punto tri
ríti
o y se

determina resolviendo g3 = 0 para RS

R
tp
s =

4π2
τ

3

1 − τ 2
.

Notemos que para Rs < R
tcp
s la e
ua
ión de amplitud (3.54) nos di
e que

al in
rementar el valor de Rf , el movimiento 
onve
tivo ini
iará 
uando Rf

al
an
e el valor de Rss
fc. La amplitud de la fun
ión de 
orriente será A ∼ ǫ

1/2.

Sin embargo, para Rs > R
tp
s la e
ua
ión de amplitud a ter
er orden (3.54)
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ε

A

0

Figura 3.4: Diagrama de bifur
a
ión super
ríti
a, para el 
aso g3 > 0, se

muestra la grá�
a de los puntos �jos Ã 
omo fun
ión de ǫ, para ǫ > 0,

Ã = ±
√

ǫ
g3

y para ǫ > 0, Ã, la linea punteada representa la inestabilidad del

punto �jo Ã = 0 para ǫ > 0.
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ε

A

Figura 3.5: Diagrama de bifur
a
ión sub
ríti
a, para el 
aso g3 < 0, se mues-

tra la grá�
a de los puntos �jos Ã 
omo fun
ión de ǫ, las 
urvas punteadas

representan la inestabilidad de los puntos �jos Ã = ±
√

ǫ
g3

y Ã = 0 en las

regiones ǫ < 0 y ǫ > 0 respe
tivamente. Para la región ǫ < 0 el punto �jo

Ã = 0 es inestable y su estabilidad esta representada por una línea 
ontinua.
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ε

Α

Figura 3.6: Grá�
a de la amplitud 
omo fun
ión de ǫ, 
onstruida a partir de

la e
ua
ión de amplitud a quinto orden.

predi
e que 
uando Rf al
anza el valor de Rfc (es de
ir para ǫ > 0) no hay

una amplitud estable, ni siquiera Ã = 0 es estable, es de
ir, a ter
er orden la

e
ua
ión de amplitud no puede prede
ir nada. Para 
orregir esta situa
ión se

requiere la in
lusión de un término a quinto orden, el 
ual arroja la e
ua
ión

τ0
dA
dt

= ǫA− g3A3 − g5A5
, (3.61)

El 
ál
ulo ya se ha realizado [2℄, y ya no lo presentaremos aquí, pero si

expondremos la dinámi
a que se predi
e en la rama esta
ionaria. Debido a

in
lusión del 
oe�
iente quínti
o, la 
urva en la �gura 3.5 se revierte, y la

predi

ión a quinto orden nos da la �gura 3.6 
on una rama estable para

ǫ > 0. De (3.61) vemos que los puntos �jos satisfa
en:

ǫ− g3A2 − g5A4 = 0

De la expresión anterior tenemos que los puntos �jos son Ã = 0 y

Ã
2 = − g3

2g5

+
1

2

√

(

g3

g5

)2

+
4ǫ

g5

. (3.62)
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En la �gura 3.6 se presenta la grá�
a de los puntos �jos. Lo que basi
a-

mente nos di
e esta grá�
a es que para Rs > R
tc
s existe un 
i
lo de histéresis,

es de
ir que 
uando se in
rementa el valor de Rf la 
onve

ión ini
iará hasta

que Rf tome el valor de Rss
fc, para Rf > R

ss
fc (es de
ir ǫ > 0) la amplitud de

la fun
ión de 
orriente saltará de 
ero a un valor �nito igual a 2Atp y 
onti-

nuará 
re
iendo 
uando Rf 
rez
a. Si ahora disminuimos Rf , la 
onve

ión

no terminará 
uando Rf tome el valor Rss
fc, es de
ir, no termina en ǫ = 0, el

movimiento 
onve
tivo 
ontinuará hasta que ǫ = ǫ
tp
< 0, donde la amplitud

saltará de Atp a 
ero. El valor de Atp y ǫtp estan dados por:

Atp = ±
√

− g3

2g5

, (3.63)

ǫ
tp =

R
tp
f −Rfc

Rfc

= − g
2
3

4g5

(3.64)

En el espa
io de parámetros, la 
onve

ión ini
iará 
uando al in
rementar

Rf desde 
ero, Rf �toque� la rama esta
ionaria R
ss
fc. Al disminuir Rf , la


onve

ión no terminará 
uando Rf �toque� a Rss
fc si no hasta que al
an
e la


urva sub
ríti
a, esto lo podemos ver en la �gura 3.7 . El valor explí
ito de

g5 es

g5 =
1

R
ss
fc

[

g3

8
+

3

640

(

Rs

τ
−R

ss
fc

)

− 11g2
3

120π2

]

(3.65)

Como ǫ = −g2
3/4g5 < 0, g5 debe ser positivo, y en efe
to lo es. En parti
ular,

en el punto tri
ríti
o

g5 =
3(1 − τ

2)

640τ 2
.

Así para Rs < R
tp
s la amplitud A ∼ ǫ

1/2 y para Rs > R
tp
s , A ∼ ǫ

1/4.
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OSCILATORIA
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REGION INESTABLE

R
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f

s

ESTACIONARIA

RAMA

PUNTO

TRICRITICO

LINEA

SUBCRITICA

REGION ESTABLE

Figura 3.7: Para Rs > R
tc
s , si Rf se in
rementa desde 
ero, el sistema per-

mane
e en su estado 
ondu
tivo hasta que to
a a la rama esta
ionaria y su

amplitud 
re
e 
omo ǫ
1/4, si Rf de
re
e, el sistema �brin
a� del estado 
on-

ve
tivo al 
ondu
tivo 
uando Rf to
a la linea sub
ríti
a. Para Rs < R
tc
s , no

se presenta este fénomeno de histéresis y la amplitud es del orden ǫ
1/2

3.4. Punto de Codimensión-2

Como men
ionamos anteriormente el punto donde las inestabilidades es-

ta
ionarias y os
ilatorias 
olapsan se llama punto de 
odimension-2. En la

ve
indad de este punto hay una 
ompeten
ia entre estas dos inestabilidades.

Asi 
er
a de di
ho punto, los dos eigenvalores del problema lineal son 
ero y

el estado 
ondu
tivo se vuelve inestable en 
ontra de los modos esta
ionario y

os
ilatorio. Esta se

ión se da por 
ompletez del trabajo, y pretendemos sólo

exponer en términos generales, la dinámi
a que se presenta en la ve
indad de

este punto, bosquejando muy brevemente la deriva
ión de la 
orrespondiente

e
ua
ión de amplitud, la que sólo la es
ribiremos. Los detalles formales de los

puntos de 
odimensión-2 se dan en libros de texto avanzados, por ejemplo

en el libro de J. Gu
kenheimer y P. Holmes [11℄, o bien en el artí
ulo de

P.H Coullet y E.A. Spiegel [7℄, algunas de las apli
a
iones en forma
ión de

patrones en diversos sistemas no-lineales se en
uentra en �Pattern Formation
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Outside of Equilibrium � [8℄. Una presenta
ión matemáti
a se en
uentra en el

trabajo de G. Dangelmayr, E. Knoblo
h �The Takens-Bogdanov bifur
ation

with O(2)-symetry �

En la ve
indad de este punto la dinámi
a es des
rita por el sistema de e
ua-


iones

Ȧ = B

Ḃ = µ1A + µ2B + f(A, B), (3.66)

donde f(A, B) es una fun
ión no lineal de A y Ȧ = B. Si 
onsideramos el


aso σ
−1 → 0 la rela
ión de dispersión (2.33) adquiere la forma

λ
2 +

(

2π2(1 + τ) +
Rs − Rf

2

)

λ + 4π4
τ + π

2(Rs − τRf ) = 0.

La 
ual es un polinomio 
uadráti
o λ
2 + a1λ + a0, donde a1 = 2π2(1 + τ) +

1
2
(Rs − Rf ) y a0 = 4π4

τ + π
2(Rs − τRf ).

Como vimos en el análisis de estabilidad lineal, se tiene una inestabilidad

os
ilatoria 
uando a1 = 0 y a0 > 0, pero a1 = 0 ⇔ R
osc
fc = Rs +4π2(1+ τ). Y

se tiene una inestabilidad esta
ionaria 
uando a0 = 0 y a1 > 0, Esto o
urre

en R
ss
fc = Rs

τ
+ 4π2. Enton
es el punto �bi-
ríti
o� se da para a1 = a0 = 0 y

sus 
oordenadas en el espa
io de parámetros son:

R
c2
s =

4π2
τ

1 − τ
y R

c2
f =

4π2

1 − τ

y el polinomio λ
2 +a1λ+a0 = 0, tiene una raíz doble en λ = 0, y lo podemos

es
ribir 
omo

λ
2 − µ2λ − µ1 = λ

2 +
1

2
(Rosc

f − Rf )λ + π
2
τ(Rss

fc − Rf ) = 0
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Si es
ribimos

1

2
~ξ =







A(t)

As(t)

Af (t)






exp (−iπx) sin πz + c.c.,

Donde As y Af son fun
iones de A(t). De a
uerdo a [10℄ y [11℄, A(t) debe

satisfa
er la e
ua
ión diferen
ial Ä−µ2Ȧ−µ1A+ f(A, Ȧ) = 0 donde f tiene

la forma

f = f1A|A|2 + f2B|A|2 + f3A
2
B

∗ + f4A|B|2 + f5A
∗
B

2 + f6B|B|2 + ... (3.67)


on B = Ȧ. También se expande ~ξ en serie de poten
ias de A y B

~ξ =
1

2

(

~ξ1A + ~φ1B +
∑

i,j,k,l

~ξijklA
i
B

j
A

∗k
B

∗l + c.c

)

. (3.68)

Insertando las e
ua
iones (3.67) y (3.68) en las e
ua
iones de movimiento

(2.30) e igualando las diferentes poten
ias de las amplitudes se obtiene una

se
uen
ia de problemas que pueden ser resueltos orden por orden. A primer

orden ~ξ1 
ontinua siendo 
omo (3.48) y ~φ1 esta dado por

~φ1 =
1

4π2







0
1
τ2

1






exp (−iπx) sin πz, (3.69)

Los 
oe�
ientes de f(A, B) apare
en en las e
ua
iones de ter
er orden, y

estos son
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f1 =
π

4

4
(3.70)

f2 = f3 = −π
2

8

1 + τ

τ
(3.71)

f4 = f5 = −1 + τ
2

16τ 2
(3.72)

f6 = 0 (3.73)

El 
omportamiento de la e
ua
ión (3.66) en la ve
indad del punto de


odimensión-2 µ1 = µ2 = 0) puede ser 
lasi�
ado en el plano (µ1, µ2) 
omo

se puede ver en la �gura 3.8. En µ2 = 0 se tiene una bifur
a
ión Hopf, en

µ1 = 0 se tiene una bifur
a
ión esta
ionaria. Los 
uadrates I (µ1, µ2 > 0) y IV

(µ1 > 0, µ2 < 0) tienen un punto �jo inestable el 
ual 
orresponde al estado


ondu
tivo. En el 
uadrante III (µ1, µ2 < 0) el estado 
ondu
tivo es estable

y los puntos �jos (B = 0, |A|2 = −µ1/f1) son inestables. Cuando µ1 < 0, la

estabilidad de (B, A) = (0, 0) depende del valor de µ2. Comenzando 
on el


uadrante III, mientras µ2 pasa através de 
ero, se en
uentra una bifur
a
ión

super
ríti
a Hopf y una 
onve

ión os
ilatoria es posible. Mientras µ2 se

in
rementa, el tamaño del 
i
lo límite 
re
e hasta que al
anza el punto �jo

inestable en el valor µ2c donde desapare
e. Este valor de µ2c es (ver referen
ias

[10℄ y [11℄)

µ2c = −f2µ1

5f1

= − 1 + τ

10τπ2
µ1 ≡ −α(τ)µ1. (3.74)

En el plano (Rs, Rf ) la e
ua
ión anterior 
orresponde a una línea Lc

lo
alizada por arriba de R
osc
fc , pero por abajo de R

ss
fc para Rs > R

c2
s . Espe
í-

�
amente, la e
ua
ión Lc esta dada por

Rf = Rs

1 + 2απ
2

1 + 2απ2τ
+

4π2(1 + τ + 2απ
2
τ)

1 + 2απ2τ
(3.75)

Antes de terminar este 
apítulo, quisieramos 
omentar, que en el 
aso

termosalino y en otros sistemas 
omo el de mez
las binarias, el punto de
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L µ

µ

1

2

Figura 3.8: Comportamiento esquemáti
o de la e
ua
ión de amplitud alre-

dedor del punto de 
odimensión-2, el espa
io (µ1, µ2) es dividido en 
uatro

regiones 
on diferentes 
omportamientos 
ara
terísti
os. Los puntos rellenos

representan puntos �jos estable, y puntos abiertos representan puntos �jos

inestables, los otros puntos representan puntos �jos inestables. Una bifur
a-


ión Hopf esta lo
alizada en µ2 = 0 y una bifur
a
ión esta
ionaria en µ1 = 0.

Los 
uadrantes I (µ1, µ2 > 0) y IV (µ1 > 0, µ2 < 0) tienen un punto �-

jo inestable el 
ual 
orresponde al estado 
ondu
tivo. En el 
uadrante III

(µ1, µ2 < 0) el estado 
ondu
tivo es estable y los puntos �jos inestables. El


i
lo límite en el 
uadrante II desapare
e en la línea L donde el periodo de

os
ila
ión diverge.
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odimensión-2 y el tri
ríti
o están demasiado juntos en el espa
io de paráme-

tros (al menos a temperatura ambiente), y pra
ti
amente son indistinguibles.

Aquí, 
omo el número de Lewis 0 < τ < 1, la distan
ia de separa
ión entre

estos puntos puede ser su�
ientemente grande 
omo para poderse explorar

experimental y numeri
amente la dinámi
a en la ve
indad del punto de 
o-

dimensión dos. La distan
ia entre estos dos puntos esta dada por

R
c2
s − R

tc
s =

4π2
τ

2

1 − τ 2
(3.76)
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Capítulo 4

Modelo Tipo Lorenz

Como hemos visto en el 
apítulo tres, al apli
ar la teoría de tiempos múlti-

ples a las e
ua
iones de movimiento, obtenemos las e
ua
iones de amplitud las


uales des
riben el 
omportamiento del sistema en una ve
indad del umbral

de las inestabilidades esta
ionaria, os
ilatoria, y del punto de 
odimensión-2.

Pero si estamos interesados en el 
omportamiento del sistema no sólo en una

ve
indad de las ramas de bifur
a
ión, es de
ir, si deseamos estudiar la dinámi-


a del sistema en una región mas grande del espa
io de parámetros (Rs, Rf ),

debemos bus
ar otras alternativas. Uno puede es
ribir un 
ódigo que resuel-

va las e
ua
iones de movimiento (2.30), y esto puede ser 
ostoso en varios

sentidos, y 
ómo hemos men
ionado, 
on po
a dire

ión de dónde bus
ar en

el espa
io de parámetros. O bien, uno puede 
onstruir modelos, más simples,

y que pueden ser guía para determinar valores de los parámetros donde se

puede en
ontrar dinámi
a interesante del sistema, y ya más alejados del um-

bral de las inestabilidades. El método para la 
ontru

ión de estos modelos

es, en es
en
ia una trun
a
ión de una serie en fun
iones ortogonales en la

que se expande la solu
ión, y se en
uentran e
ua
iones diferen
iales para las

amplitudes de los diferentes modos. Estos métodos se asemejan a los métodos

espe
trales (ME) usados para resolver e
ua
iones diferen
iales par
iales [5℄.

Sin embargo, a diferen
ia de los ME, aquí se eligen sólo los modos que se
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generan por la apli
a
ión de la teoría de perturba
iones de tiempos múltiples

usada en el 
apítulo anterior. Conse
uentemente, las e
ua
iones modales (las

de los 
oe�
ientes de las expansiones) poseen un límite asintóti
o bien de�-

nido al aproximarse al umbral de las diversas inestabilidades, que des
ribe


orre
tamente la dinámi
a ahí. Lo que se ha en
ontrado en el uso de estos

modelos, es que si se 
onservan los modos que determinan el 
omportamiento

en el umbral de la bifur
a
iones que un sistema presenta, enton
es el modelo

provee resultados 
ualitativamente buenos (al 
ompararse 
on experimentos

a resultados numéri
os 
ompletos de las e
ua
iones de movimiento) aun para

valores de los parámetros alejados de sus valores donde hay bifur
a
iones.

Estos modelos se 
ono
en 
omo modelos espe
trales de bajo orden o modelos

tipo-Lorenz. Este último nombre proviene de la popularidad del modelo de

Lorenz 
on el que fre
uentemente se dis
ute el fenómeno de 
aos en los libros

de texto [19℄ de dinámi
a no-lineal. También se les llega a llamar modelos

minimales porque son los mejores sistemas (de bajo orden) que 
apturan el


omportamiento lo
al de la dinámi
a del sistema 
er
a del los umbrales.

Estos modelos tipo-Lorenz han sido apli
ados a problemas de 
onve

ión

en mez
la binarias [13℄, [9℄, así 
omo a algunos problemas de 
onve

ión doble

difusiva termosalina [12℄. Por ser relativamente sen
illos de manejar, también

han sido usados en el estudio de los fenómenos de transporte [4℄.

En el presente 
apítulo 
onstruiremos, hasta donde sabemos, por vez pri-

mera, el modelo espe
tral de bajo orden o modelo tipo-Lorenz para el sistema

de 
onve

ión isotérmi
a doble difusiva en una geometría Hele-Shaw. Ade-

más analizaremos de manera general algunas propiedades de este modelo,

que esperamos usar en el futuro para estudiar en transporte de partí
ulas

pasivas en este sistema.
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4.1. Constru

ión del Modelo

Para 
onstruir el modelo, utilizamos el método espe
tral de bajo orden

que 
onsiste en expander los 
ampos ψ, ns y nf en términos de fun
iones

ortogonales en x y z 
on 
oe�
ientes dependientes de t. Dadas las 
ondi-


iones de frontera que tenemos, las fun
iones ortogonales que usamos son

polinomios trigonométri
os. Sustituyendo las expansiones en las e
ua
iones

de movimiento del sistema se obtiene un 
onjunto de e
ua
iones diferen
iales

ordinarias para los 
oe�
ientes de la expansión. Los modos generados por la

teoría de perturba
iones de tiempos múltiples a lo largo de la rama os
ilatoria

se listan en la tabla 4.1. Los modos generados 
er
a de la rama esta
ionaria

son los mismo que apare
en en esta lista, ex
epto que los modos sin (2πz)

y sin (4πz) que en la fun
ión de 
orriente no apare
en. De los modos de la

tabla 4.1, elegimos los que 
ontribuyen a las e
ua
iones de amplitud a quin-

to orden, es de
ir, aquellos que 
ontribuyen a la 
ondi
ión de integrabilidad

(~F5(~ξ1, ~ξ2, ~ξ3, ~ξ4), ~ξ
†)=0. Este es el pro
edimiento usado para derivar el 
ele-

brado modelo de Lorenz, pero en los libros de texto, no expli
an 
ómo se

eligen los modos retenidos, que en el 
aso del modelo de Lorenz, son otros a

los expuestos aquí. Bajo estas 
onsidera
iones, las expansiones de ψ, ns y nf

para 
onstruir el modelo serán

n = 1 n = 2 n = 3 n = 4

ψ e
iqx sin (πz) � e

iqx sin (3πz) e
2iqx sin (2πz),e2iqx sin (4πz), sin (2πz),sin (4πz)

ns e
iqx sin (πz) sin (2πz) e

iqx sin (3πz) e
2iqx sin (2πz),e2iqx sin (4πz),sin (4πz)

nf e
iqx sin (πz) sin (2πz) e

iqx sin (3πz) e
2iqx sin (2πz),e2iqx sin (4πz),sin (4πz)

Tabla 4.1: Modos generados por teoría de perturba
iones a 
uarto orden en

la amplitud.
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ψ(x, z, t) =
i

2
(a11e

−iqx − a
∗
11e

iqx) sen (πz) +
i

2
(a13e

−iqx−

a
∗
13e

iqx) sen (3πz) + a02 sen (2πz)
(4.1)

ns(x, z, t) =
1

2
(b11e

−iqx − b
∗
11e

iqx) sen (πz) +
1

2
(b13e

−iqx−

b
∗
13e

iqx) sen (3πz) + b02 sen (2πz)
(4.2)

nf (x, z, t) =
1

2
(c11e−iqx− c

∗
11e

iqx) sen (πz) +
1

2
(c13e

−iqx−

c
∗
13e

iqx) sen (3πz) + c02 sen (2πz)
(4.3)

donde todos los 
oe�
ientes son 
omplejos ex
epto a02, b02 y c02 que son

reales. Re
ordemos, del 
apítulo 2, que nuestro sistema es des
rito por las

e
ua
iones

∇2
ψ −Rs∂xns +Rf∂xnf =

1

σ
[∂t∇2

ψ − J(ψ,∇2
ψ)] (4.4)

∂tns + ∂xψ − τ∇2
ns = J(ψ, ns) (4.5)

∂tnf + ∂xψ −∇2
nf = J(ψ, nf ) (4.6)

Donde J(a, b) es el operador diferen
ial de Poisson de a y b de�nido 
omo

J(a, b) = ∂xa∂zb − ∂xb∂ya. Al sustituir las expansiones de las fun
iones ψ,

ns y nf en las e
ua
iones de movimiento, despre
iando los términos que no


orresponden a la aproxima
ión del modelo espe
tral hasta orden 
uarto, y

es
ribir los 
oe�
ientes 
omplejos en la forma

a11 = a11R + ia11I a13 = a13R + ia13I

b11 = b11R + ib11I b13 = b13R + ib13I (4.7)

c11 = c11R + ic11I c13 = c13R + ic13I
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obtenemos

ȧ11R = −σa11R +
qσ

k2
(Rsb11R −Rfc11R) +

πqa02

k2
[(4π2 −K

2)a13I − (4π2 − k
2)a11I ]

ȧ11I = −σa11I +
qσ

k2
(Rsb11I −Rfc11I) +

πqa02

k2
[(4π2 − k

2)a11R − (4π2 −K
2)a13R]

ȧ13R = −σa13R +
qσ

K2
(Rsb13R −Rfc13R) +

πq

K2
(4π2 − k

2)a02a11I

ȧ13I = −σa13I +
qσ

K2
(Rsb13I −Rfc13I) −

πq

K2
(4π2 − k

2)a02a11R

ȧ02 = −σa02 +
q

8π
(K2 − k

2)[a11Ra13I − a11Ia13R]

ḃ11R = −τk2
b11R − qa11R + πqb02(a13R − a11R) + πqa02(b13I − b11I)

ḃ11I = −τk2
b11I − qa11I + πqb02(a13I − a11I) + πqa02(b13R − b11R)

ḃ13R = −τK2
b13R − qa13R + πqb02a11R − πqa02b11I

ḃ13I = −τK2
b13I − qa13I + πqb02a11I + πqa02b11R

ḃ02 = −4π2
τb02 +

πq

2
(a11Rb11R + a11Ib11I − a11Rb13R − a11Ib13I−

a13Rb11R − a13Ib11I)

ċ11R = −k2
c11R − qa11R + πqc02(a13R − a11R) + πqa02(c11I − c13I)

ċ11I = −k2
c11I − qa11I + πqc02(a13I − a11I) + πqa02(c13R − c11R)

ċ13R = −K2
c13R − qa13R + πqc02a11R − πqa02c11I

ċ13I = −K2
c13I − qa13I + πqc02a11I + πqa02c11R

ċ02 = −4π2
c02 +

πq

2
(a11Rc11R + a11Ic11I − a11Rc13R − a11Ic13I−

a13Rc11R − a13Ic11I)

(4.8)

donde k2 = π
2+q2 yK2 = 9π2+q2. Para obtener este sistema se agruparon los


oe�
ientes de modos de Fourier similares. Este es el modelo tipo-Lorenz para

este sistema isotérmi
o doble difusivo en el 
aso en que σ se mantiene �nito.

Si 
onsideramos el limite σ → ∞ las primeras 
in
o e
ua
iones diferen
iales

de (4.8) se redu
en a las rela
iones algebrai
as
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a11R =
q

k2
(Rsb11R −Rfc11R)

a11I = +
q

k2
(Rsb11I −Rfc11I)

a13R =
q

K2
(Rsb13R −Rfc13R)

a13I =
q

K2
(Rsb13I −Rfc13I)

a02 = 0 (4.9)

Las diez e
ua
iones restantes en (4.8) se tranforman en el sistema de e
ua-


iones diferen
iales

ḃ11R = −τk2
b11R − qa11R + πqb02(a13R − a11R)

ḃ11I = −τk2
b11I − qa11I + πqb02(a13I − a11I)

ḃ13R = −τK2
b13R − qa13R + πqb02a11R

ḃ13I = −τK2
b13I − qa13I + πqb02a11I

ḃ02 = −4π2
τb02 +

πq

2
(a11Rb11R + a11Ib11I − a11Rb13R − a11Ib13I −

a13Rb11R − a13Ib11I)

ċ11R = −k2
c11R − qa11R + πqc02(a13R − a11R)

ċ11I = −k2
c11I − qa11I + πqc02(a13I − a11I)

ċ13R = −K2
c13R − qa13R + πqc02a11R

ċ13I = −K2
c13I − qa13I + πqc02a11I

ċ02 = −4π2
c02 +

πq

2
(a11Rc11R + a11Ic11I − a11Rc13R − a11Ic13I −

a13Rc11R − a13Ic11I) (4.10)

Como se ha tomado el límite en que σ tiende a in�nito, enton
es en (4.10) y

(4.9) q = π, y en 
onse
uen
ia k2 = 2π2, y K = 10π2. Para un manejo mas

fá
il de las e
ua
iones anteriores haremos la siguiente asigna
ión
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~y = (b11R, b11I , b13R, b13I , c11R, c11I , c13R, c13I , b02, c02)

= (y1, y2, y3, y4, y5, y6, y7, y8, y9, y10). (4.11)

Podemos enton
es es
ribir las e
ua
iones (4.10) en forma 
ompa
ta 
omo

~̇y = L~y + ~N(~y), (4.12)

donde L es una matriz 10 × 10 que 
ontiene la parte lineal del sistema de

e
ua
iones, 
uya forma es

L =







D1 A 0

B D2 0

0 0 D3








on 0 la matriz nula de 2 × 2, y las otras matri
es 4 × 4

D1 =











−2π2
τ − Rs

2
0 0 0

0 −2π2
τ − Rs

2
0 0

0 0 −10π2
τ − Rs

10
0

0 0 0 −10π2
τ − Rs

10











A =











Rf

2
0 0 0

0
Rf

2
0 0

0 0
Rf

10
0

0 0 0
Rf

10











B =











−Rs

2
0 0 0

0 −Rs

2
0 0

0 0 −Rs

10
0

0 0 0 −Rs

10











D2 =











−2π2
τ − Rf

2
0 0 0

0 −2π2
τ − Rf

2
0 0

0 0 −10π2
τ − Rf

10
0

0 0 0 −10π2
τ − Rf

10










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y por último la matriz 2 × 2

D3 =

(

−4π2
τ 0

0 −4π2

)

N es un ve
tor formado 
on la parte no-lineal de (4.10)

~N(~y) = π



















































y9

10
(Rsy3 − Rfy7) − y9

2
(Rsy1 − Rfy5)

y9

10
(Rsy4 − Rfy8) − y9

2
(Rsy2 − Rfy6)

y9

2
(Rsy1 − Rfy5)

y9

2
(Rsy2 − Rfy6)

y10

10
(Rsy3 − Rfy7) − y10

2
(Rsy1 − Rfy5)

y10

10
(Rsy4 − Rfy8) − y10

2
(Rsy2 − Rfy6)

y10

2
(Rsy1 − Rfy5)

y10

2
(Rsy2 − Rfy6)

y1

4
(Rsy1 − Rfy5) + y2

4
(Rsy2 − Rfy6) − y3

4
(Rsy1 − Rfy5)−

y4

4
(Rsy2 − Rfy6) − y1

20
(Rsy3 − Rfy7) − y2

20
(Rsy4 − Rfy8)

y5−y7

4
(Rsy1 − Rfy5) + y6−y8

4
(Rsy2 − Rfy6)−

y5

20
(Rsy3 − Rfy7) − y6

20
(Rsy4 − Rfy8)



















































(4.12) es nuestro modelo tipo-Lorenz es
rito en forma 
ompa
ta para el 
aso

límite
1
σ
→ 0. En la siguiente se

ión estudiamos algunas propiedades del

mismo.

4.2. Algunas Propiedades Simples del Modelo

El estudio 
ompleto del modelo 
onstruido, no lo haremos en esta tesis,

pero si queremos exponer algunas de sus propiedades. Las que 
omentaremos

son: 
ómo extraer ondas viajeras, 
ómo en
ontrar el famoso modelo de Lorenz

a partir del que hemos 
onstruido, esto lo haremos para el modelo (4.8). Por

último veremos que el modelo (4.12) es disipativo.
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4.2.1. Ondas Viajeras

Por 
onstru

ión el sistema (4.12) des
ribe 
orre
tamente el 
omporta-

miento en el umbral de las inestabilidades desde el estado 
ondu
tivo. EL

estado esta
ionario se obtiene al 
onsiderar d/dt ≡ 0. Las ondas viajeras

(OV) deben obtenerse al 
onsiderar

~ξ(t) = (a11(t), a13(t), b11(t), b13(t), c11(t), c13(t)) = ξ̂e
iω1t

(4.13)

es de
ir, a11(t) = â11e
iωt, ét
. Y además los 
oe�
ientes a02, b02, c02 deben ser

independientes del tiempo.

(a02(t), b02, c02) = (â02, b̂02, ĉ02) (4.14)

Para 
onstatar esto, simplemente sustituya (4.13) y (4.14) en (4.1) y verá

que se ψ, ns y nf tendrán la forma fun
ional de ondas viajeras.

De sustituir (4.13), (4.14) y q = π (ya que re
ordemos que en el limite

σ → ∞, tenemos q = π) en (4.9)y (4.10), las e
ua
iones diferen
iales (4.10)

se transforman en un 
onjunto de e
ua
iones algebrái
as 
on el 
ambio de

variable

( ˆb11R,
ˆb11I ,

ˆb13R,
ˆb13I , ˆc11R, ˆc11I , ˆc13R, ˆc13I , b̂02, ĉ02) = ~x

donde

~x = (x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, x9, x10).
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f1 = ω1x2 − 2π2
τx1 −

1

2
(Rsx1 −Rfx5) + πx9[

1

10
(Rsx3 −Rfx7) −

1

2
(Rsx1 −Rfx5)] = 0

f2 = −ω1x1 − 2π2
τx2 −

1

2
(Rsx2 −Rfx6) + πx9[

1

10
(Rsx4 −Rfx8) −

1

2
(Rsx2 −Rfx6)] = 0

f3 = ω1x4 − 10π2
τx3 −

1

10
(Rsx3 −Rfx7) +

π

2
x9(Rsx1 −Rfx5) = 0

f4 = −ω1x3 − 10π2
τx4 −

1

10
(Rsx4 −Rfx8) +

π

2
x9(Rsx2 −Rfx6) = 0

f5 = ω1x6 − 2π2
x5 −

1

2
(Rsx1 −Rfx5) + πx10[

1

10
(Rsx3 −Rfx7) −

1

2
(Rsx1 −Rfx5)] = 0

f6 = −ω1x5 − 2π2
x6 −

1

2
(Rsx2 −Rfx6) + πx10[

1

10
(Rsx4 −Rfx8) −

1

2
(Rsx2 −Rfx6)] = 0

f7 = ω1x8 − 10π2
x7 −

1

10
(Rsx3 −Rfx7) +

π

2
x10(Rsx1 −Rfx5) = 0

f8 = −ω1x7 − 10π2
x8 −

1

10
(Rsx4 −Rfx8) +

π

2
x10(Rsx2 −Rfx6) = 0

f9 = −4π2
τx9 +

π

2
[
x1 − x3

2
(Rsx1 −Rfx5) +

x2 − x4

2
(Rsx2 −Rfx6) −

x1

10
(Rsx3 −Rfx7) −

x2

10
(Rsx4 −Rfx8)] = 0

f10 = −4π2
x10 +

π

2
[
x5 − x7

2
(Rsx1 −Rfx5) +

x6 − x8

2
(Rsx2 −Rfx6) −

x5

10
(Rsx3 −Rfx7) −

x6

10
(Rsx4 −Rfx8)] = 0 (4.15)

Asi debemos resolver el sistema algebrai
o fj(x1, ..., x10) = 0 
on 1 ≪
j ≪ 10 para los 
oe�
ientes y para las fre
uen
ia w1 en fun
ión del número

de Rayleigh, es de
ir dado un Rs �jo en el intervalo Rs ∈ (Rc2
s ,∞) para

algún Rf (Rf ≫ R
osc
fc = Rs + 4π2(1 + τ)) se en
uentra el resto de los nueve

valores de los 
oe�
ientes, (uno es dado arbitrariamente) y w1 son las diez
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in
ognitas.

4.2.2. Modelo de Lorenz

Una pregunta que nos podemos ha
er es si el sistema de Lorenz [19℄ está

implí
ito en el sistema de e
ua
iones (4.8). La respuesta es sí, bajo algunas


onsidera
iones. Primero, debemos ha
er ns = 0, a11I = a02 = c11I = 0 y

a13 = c13 = 0 + 0i. Así las e
ua
iones (4.8) se redu
en a

ȧ11R = −σa11R − qσRf

k2
c11R (4.16)

ċ11R = −k2
c11Rqa11R − πqc02a11R (4.17)

ċ02 = −4π2
c02 +

πq

2
a11Rc11R (4.18)

Segundo, ha
emos los 
ambios de variable x = a11R, y = c11R y z = c02 en

(4.19), (4.20) y (4.21) 
on lo 
ual tenemos

ẋ = −σx− qσRf

k2
y (4.19)

ẏ = −k2
yqx− πqzx (4.20)

ż = −4π2
z +

πq

2
xy (4.21)

Finalmente, las e
ua
iones (4.19), (4.20) y (4.21) toman las forma de las

e
ua
iones de Lorenz si ha
emos el 
ambio de variable

X =
πq√
2k2

x Y = − πr√
2
yZ = −rπz T = k

2
t (4.22)

donde r = q2

k4Rf . Así al sustituir (4.22) en (4.19), (4.20) y (4.21) tenemos

Ẋ = σ̃(X − Y )

Ẏ = rX −XZ − Y

Ż = XY − b̃Z

(4.23)
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donde σ̃ = σ
k2 , k

2 = q
2 + π

2, b̃ = 4π2

k2 y re
ordemos que r lo de�nimos 
omo

r = q2

k4 Rf .

4.2.3. Sistema Disipativo

Una pregunta natural que nos podemos ha
er es si el sistema(4.12) es

disipativo, es de
ir, los volumenes en el espa
io fase se 
ontraerán bajo el

�ujo? Para responder tal pregunta veremos 
omo evolu
iona un volúmen

en el espa
io fase, en
errado por la super�
ie S(t), 
uyos puntos, podemos

pensar, son 
ondi
iones ini
iales para las traye
torias. Si tenemos un volúmen

de 
ondi
iones ini
iales V , tenemos que su derivada 
on respe
to al tiempo

[19℄ viene dada por

V̇ =

∫

V

∇ · ~fdV. (4.24)

Hemos es
rito el modelo simplemente 
omo ~̇y(t) = f(~y), y en (4.24), ~f es el

lado dere
ho de (4.12). Primero 
al
ularemos la divergen
ia del sistema de

e
ua
iones (4.12) al 
ual llamaremos ~f

∇ · ~f =
∂ḃ11R

∂b11R

+
∂ḃ11I

∂b11I

+
∂ḃ13R

∂b13R

+
∂ḃ13I

∂b13I

+
∂ḃ02

∂b02

+

∂ċ11R

∂c11R

+
∂ċ11I

∂c11I

+
∂ċ13R

∂c13R

+
∂ċ13I

∂c13I

+
∂ċ02

∂c02

=

= −(2τk
2 + 2k2 + 2τK

2 + 2K2 + 4π2
τ + 4π2) (4.25)

⇒ ∇ · ~f = −(2τk
2 + 2k2 + 2τK

2 + 2K2 + 4π2
τ + 4π2) (4.26)

Por lo que ∇ · ~f < 0, y de he
ho es 
onstante una vez que se �jan los

parámetros por lo 
ual de (4.24) tenemos que
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V̇ = −(2τk
2 + 2k2 + 2τK

2 + 2K2 + 4π2
τ + 4π2)V

V (t) = V (0) exp−(2τk
2 + 2k2 + 2τK

2 + 2K2 + 4π2
τ + 4π2)t (4.27)

Enton
es el volumen en el espa
io fase se redu
e muy rápido. Por lo tan-

to si 
omenzamos 
on un enorme bloque sólido de 
ondi
iones ini
iales, se

irá redu
iendo a un limitado 
onjunto de volúmen 
ero. Todas las traye
-

torias que 
omienzan en el bloque a
aban en algún lugar de este 
onjunto

limitado. Por lo tanto el sistema de e
ua
iones (4.12) es un sistema disipativo.

La 
ontra

ión del volúmen impone fuertes restri

iones sobre las posi-

bles solu
iones del 
onjunto de e
ua
iones (4.12). Una de ellas es que no

hay solu
iones 
uasi-periódi
as para el 
onjuto de e
ua
iones (4.12), pues si

existiera una solu
ión 
uasi-periodi
a, di
ha solu
ión tenderia a la super�
ie

de un toro y ese toro sería invariante bajo el �ujo. Por lo tanto el volúmen

dentro del toro sería 
onstante en el tiempo. Pero esto 
ontradi
e el resulta-

do (4.27). Por lo tanto no hay solu
iones 
uasi-periódi
as para el 
onjunto

de e
ua
iones (4.12). Otra restri

ión es que el sistema no tiene puntos �jos

repulsores o órbitas 
errradas repulsoras.

Pues si suponemos que se tiene un repulsor 
on una super�
ie 
errada de


ondi
iones ini
iales 
er
anas en el espa
io fase. (espe
i�
amente tomamos

una pequeña esfera alrededor del punto �jo o un tubo delgado alrededor

de una órbita 
errada). Un pequeño tiempo después la super�
ie tenderá a

expandirse asi 
omo las 
orrespondientes traye
torias se irán lejos. (es de
ir

son expulsadas), enton
es el volumen dentro de la super�
ie se in
rementará,

lo 
ual 
ontradi
e el resultado (4.27). Por lo tanto todos los puntos �jos del


onjunto de e
ua
iones (4.12) deberán ser sumideros o sillas y las órbitas


erradas (si existen) deberán ser estables o sillas.
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Capítulo 5

Con
lusiones

En este trabajo se realizó una revisión de las inestabilidades en Con-

ve

ión Isotérmi
a Doble Difusiva. Del análisis de estabilidad lineal de las

e
ua
iones de movimiento se sabe que el sistema presenta una inestabilidad

esta
ionaria y una os
ilatoria. El punto donde estas dos inestabilidades 
o-

lapsan se llama punto de 
odimensión-2. Para analizar la dinámi
a entorno a


ada una de las inestabilidades, asi 
omo entorno al punto de 
odimensión-2

se utilizó el formalismo de e
ua
iones de amplitud.

En el 
aso de la inestabilidad esta
ionaria y el punto de 
odimensión-2, se

expuso la dinámi
a de manera muy des
riptiva 
on base en las 
orrespondien-

tes e
ua
iones de amplitud, pero sin entrar en los detalles de su deriva
ión.

Para la inestabilidad esta
ionaria hay un punto llamado tri
ríti
o R
tc
s donde

se da un 
ambio de una bifur
a
ión super
ríti
a a una sub
ríti
a. De la e
ua-


ión de amplitud a quinto orden se predi
e que en la región R
tc
s < Rs < R

pc2
s

el sistema presenta un 
i
lo de histéresis y la amplitud 
ambia de ser propor-


ional a ǫ
1/2 a ser propor
ional a ǫ

1/4.

En el 
aso del punto de 
odimensión-2 se men
iona la apari
ión de un


i
lo límite en su ve
indad que apare
e o desapare
e de a
uerdo a los valores
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de los parámetros µ1 y µ2. En el espa
io de parámetros (Rs, Rf ) se expuso

dónde o
urrirá esto.

Una parti
ularidad de este sistema es la posibilidad de estudiar la diná-

mi
a en la ve
indad del punto de 
odimensión-2 pues es bien distingible del

tri
ríti
o. Esta pe
uliaridad no existe, al menos a temperatura ambiente, en

otros sistemas que tienen estos dos puntos.

En el 
aso de la rama os
ilatoria, la e
ua
ión de amplitud a ter
er orden

predi
e la presen
ia de ondas esta
ionarias 
on amplitud del orden ǫ
1/2 ade-

más predi
e la presen
ia de ondas viajeras sólo sobre la rama os
ilatoria, por

lo 
ual se 
al
uló la e
ua
ión de amplitud a quinto orden, la 
ual predi
e la

existen
ia de ondas viajeras no sólo sobre la rama, además de prede
ir que a

diferen
ia de la rama esta
ionaria aqui no se presenta un 
i
lo de histéresis.

Este 
ál
ulo no se había realizado antes.

También se 
onstruyó el modelo de Lorenz para el sistema que estamos

trabajando (Conve

ión Isotérmi
a Doble Difusiva) 
on ayuda de los resul-

tados obtenidos de teoría de perturba
iones sobre una ve
indad de la rama

os
ilatoria. Di
ho modelo por 
onstru

ión des
ribe 
orre
tamente la dinámi-


a del sistema 
er
a de la bifur
a
ión y además permite explorar la dinámi
a

del sistema en regiones alejadas de la rama de bifur
a
ión. Veri�
amos que

el modelo es un sistema disipativo en el espa
io fase lo 
ual trae 
omo 
on-

se
uen
ia que todos los puntos �jos de di
ho sistema deberán ser sumideros

o sillas y las orbitas 
erradas que existan deberán ser estables o sillas.

Como trabajo futuro estamos interesados en estudiar la 
inemáti
a de la

mez
la y transporte de partí
ulas pasivas 
on ayuda del modelo de Lorenz

que hemos 
onstruido.
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Apéndi
e A

E
ua
iones de movimiento

Para des
ribir el movimiento de un �uido existen dos puntos de vista:

la des
rip
ión lagrangiana la 
ual 
onsiste en seguir a 
ada partí
ula �uida

en su movimiento. Si 
ono
emos las fuerzas que a
tuan sobre 
ada partí
ula

de �uido podemos enton
es resolver para las 
oordenadas y velo
idades de


ada partí
ula en fun
ión del tiempo. La segunda forma asigna a 
ada punto

del espa
io y en 
ada instante un valor para las propiedades o magnitudes

�uidas sin importar la partí
ula �uida que en di
ho instante o
upa ese punto.

Ésta es la des
rip
ión Euleriana, la 
ual no esta ligada a las partí
ulas �uidas

sino a los puntos del espa
io o
upados por el �uido. En esta des
rip
ión el

valor de una propiedad en un punto y en un instante determinado es el de

la partí
ula �uida que o
upa di
ho punto en ese instante. En nuestro 
aso

adoptamos la des
rip
ión euleriana por lo 
ual la derivada
∂X
∂t

ya no repre-

senta toda la varia
ión por unidad de tiempo de una determinada propiedad

del �uido X siguiendo a la partí
ula. En general, si se desea saber 
omo 
am-

bia una 
antidad es
alar X en el tiempo siguiendo al �uido, enton
es debe


onsiderarse

DX

Dt
=

∂X

∂t
+ (~v.∇)X (A.1)

La derivada anterior se 
ono
e 
omo derivada hidrodinámi
a o derivada
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total o derivada material y ~v es la velo
idad del �uido la 
ual en este 
aso

es un 
ampo de velo
idades. El primer término representa la varia
ión de la

propiedad X en un punto �jo del espa
io por lo 
ual se le denomina derivada

lo
al, el segundo término representa la varia
ión de la propiedad aso
iada

al 
ambio de posi
ión de la partí
ula de �uido, y se le denomina derivada


onve
tiva.

Las e
ua
iones que rigen la me
áni
a de �uidos se obtienen de apli
ar los

prin
ipios de 
onserva
ión de la me
áni
a y la termodinámi
a a un �uido. Las

tres e
ua
iones fundamentales para �uidos son: la e
ua
ión de 
ontinuidad,

la e
ua
ión de Navier-Stokes, y la e
ua
ión de la 
onserva
ión de la energía.

La e
ua
ión de Navier-Stokes se lee

∂~v

∂t
+ (~v.∇)~v = −1

ρ
∇p + ν∇2

~v +
1

ρ

~F (A.2)

El lado izquierdo puede verse 
omo ~v =
~F
m
, donde ~a es la a
elera
ion y m

la masa de la partí
ula y el lado dere
ho representa la fuerza total a
tuando

sobre un elemento de �uido. Esta fuerza se 
ompone de tres intera

iones:

el primer término 
orresponde a la presión, el segundo término a la vis
osi-

dad(fri

ión) y el último a la fuerza externa.

Notemos que la presión es una variable que solo apare
e en una de las

e
ua
iones de movimento así que en prin
ipio se requeriría una e
ua
ión de

estado para 
ompletar el 
onjunto de e
ua
iones. Pero 
omo tenemos un sis-

tema bi-dimensional, fue posible eliminar la presión de esquema, y pres
indir

de una e
ua
ión de estado.

En nuestro 
aso, 
omo el sistema se 
onsidera 
asi in
ompresible, de he-


ho se apli
a la aproxima
ión de Boussinesq, la e
ua
ión de la energía se ha
e

redundante (ver [1℄).

Como en nuestro 
aso nuestro sistema 
onsiste de dos substan
ias que se

difunde en un liquido debemos agregar una e
ua
ión de difusión para 
ada
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substan
ia. Las e
ua
iones de difusión son:

∂Cs

∂t
+ (~v.∇)Cs = Ds∇2

Cs

∂Cf

∂t
+ (~v.∇)Cf = Df∇2

Cf

Donde Ds y Df son los 
oe�
ientes de difusión para la substan
ia lenta

y para la substan
ia rápida respe
tivamente.
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Apéndi
e B

Nomen
latura

Cf = Con
entra
ión de la sustan
ia que se difunde rápidamente gr/l

Cs = Con
entra
ión de la sustan
ia que se difunde lentamente gr/l

Df = Con
entra
ión de la sustan
ia que se difunde rápidamente cm
2
/seg

Ds = Con
entra
ión de la sustan
ia que se difunde lentamente cm
2
/seg

~g = A
elera
ión de la gravedad cm/seg
2

p = Presión grm/seg
2

Rf = Número de Rayleigh para la sustan
ia rápida Adimensional

Rs = Número de Rayleigh para la sustan
ia lenta Adimensional

~v = Velo
idad del �uido cm/seg
2

Letras Griegas

αf = Derivada de la densidad 
on respe
to a Cf gr
−1
l

αs = Derivada de la densidad 
on respe
to a Cs gr
−1
l

µ = Coe�
iente de vis
osidad gr/mseg

ν = µ/ρ0 Vis
osidad 
inemáti
a cm
2
/seg

ρ = Densidad del �uido gr/cm
3

ρ0 = Densidad del solvente gr/cm
3

σ = Número modi�
ado de S
hmidt Adimensional

τ = Ds/Df Número de Lewis Adimensional

ψ = Fun
ión de 
orriente cm
2
/seg
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