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Capítulo 1

Introduión

Los osilatones son soluiones no-singulares y asintótiamente planas a las

euaiones aopladas de Einstein-Klein-Gordon para un ampo esalar real Φ

dotado de un potenial V (Φ) donde, tanto la métria omo el ampo esalar

son periódiamente dependientes del tiempo. La dependenia temporal de

estas soluiones es la que permite que no se presenten singularidades. Estas

soluiones fueron presentadas en un trabajo pionero por Seidel y Suen [1℄. Es

importante señalar que estamos manejando ampos esalares �reales�, pues

éste es muy diferente al aso de los ampos esalares �omplejos� para los

uales las soluiones a las euaiones de EKG son las llamadas �Estrellas de

Bosones�, que han sido estudiadas por varios autores [2℄.

Los osilatones tienen una gran importania tanto en Astrofísia omo en

Cosmología, debido a que los ampos esalares reales han sido propuestos

omo andidatos a ser materia obsura en el universo. Se ha mostrado que

un potenial de tipo oseno hiperbólio desribe muy bien todas las propie-

dades onoidas de la materia obsura fría en esalas osmológias [3℄.

En un estudio numério muy ompleto realizado reientemente sobre las pro-

piedades de los osilatones donde se utilizó el potenial uadrátio V (Φ) =
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1
2
Φ2 para el ampo esalar, se enontró que los osilatones pueden ser lasi-

�ados omo estables (S-branh) e inestables (U-branh). Los S-osilatones

son realmente estables bajo pequeñas perturbaiones, pero uando la pertur-

baión es muy fuerte los S-osilatones normalmente emigran a otros estados

estables. Por otro lado los U-osilatones son intrínseamente inestables, pues

si sus masas dereen éstos emigran a una rama estable (S-branh), pero si

sus masas aumentan inluso en pequeñas antidades éstos olapsan a agu-

jeros negros. Los osilatones estables también pueden olapsar a un agujero

negro si se les adhiere su�iente masa[6℄.

Los poteniales esalares más ompliados que el uadrátio en el estudio de

los osilatones tendrían más parámetros y podrían agregarse propiedades adi-

ionales a los osilatones. El ejemplo más simple sería el potenial uártio,

que ya ha sido estudiado en el ontexto osmológio [4℄ para ampos esalares

omplejos, y también en el estudio de estrellas de bosones, donde la inlu-

sión del término uártio para un ampo esalar intenso, hae a la estrella

bosónia más grande y masiva que uando sólo se tiene el término uadrátio.

El propósito de este trabajo es estudiar las araterístias de las on�gu-

raiones de equilibrio de los osilatones esférios utilizando el potenial de

orden uarto. También se pretende que este trabajo sea una doumentaión

del ódigo númerio on el que se resuelve el sistema de euaiones aopla-

das de EKG, pues se dará una expliaión más detallada de la onstruión

del mismo. Una de las araterístias de estudios previos, es la retenión de

1 ó 2 modos máximo en el potenial esalar. Esto puede deberse a lo ex-

esivamente largo y omplejo que puede ser la obtenión de las euaiones

para los oe�ientes de las expansiones del ampo esalar y de las funio-

nes métrias. Tales euaiones se obtienen al sustituir las expansiones en las

euaiones de ampo e igualar oe�ientes de modos de Fourier similares. Por

ejemplo, en [7℄, se utilizó la aproximaión mas simple para el ampo esalar

Φ(t, r) = σ(r) cos (ωt) y reteniendo dos términos en las funiones métrias.
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En [12℄, se usó un Jmax = 2 así sólo se trabajoon dos términos para el ampo

esalar. En el apítulo 3 de este trabajo, se expone en detalle omo inluir

en prinipio, una antidad arbitraria de términos.

Lo que básiamente se alula es la masa rítia y la freuenia fundamental

para diversos valores del parámetro Λ que aompaña al término uártio del

potenial, en funión del valor entral del ampo esalar. En la tesis no se

evoluionan las euaiones de ampo, pero se provee del indispensable dato

iniial para su evoluión.
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Capítulo 2

Euaiones de

Einstein-Klein-Gordon

En la primera seión de este apítulo, esribiremos las euaiones de

ampo del sistema de Einstein-Klein-Gordon (EKG) on simetría esféria y

mostraremos omo se han minimizado las no-linealidades [5℄ para permitir la

inlusión de modos de Fourier más altos.

2.1. Problema de Valor Propio para Con�gu-

raiones de Equilibrio

La aión que desribe a nuestro sistema está dado por

I =

∫

d
4
x
√−g

(

R

16πG
− 1

2
g

αβΦ;αΦ;β − V (Φ)

)

(2.1)

donde R es el esalar de Rii, gµν es la métria del espaio tiempo, g su

determinante, Φ el ampo esalar y V (Φ) el potenial de autointeraión. La

variaión de esta aión on respeto al ampo esalar ondue a la eua-
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ión de Klein-Gordon. La variaión on respeto a la métria, ondue a las

euaiones de Einstein on materia Gµν = 8πGTµν , y el tensor de energía

momento resulta ser

Tαβ = Φ;αΦ;β − 1

2
gαβ[Φ;λΦ;λ + 2V (Φ)], (2.2)

donde la derivada ovariante para el vetor A
α esta dada por,

A
α
;β =

∂A
α

∂xβ
+ Γα

κβA
κ

Sabemos que la derivada ovariante de una funión esalar es igual a su deri-

vada parial orrespondiente, es deir, Φ;α = Φ,α. Así que podemos reesribir

la euaión (2.2) simplemente ambiando el punto y oma, por una oma.

En lo que sigue, vamos a alular explíitamente, las omponentes de los

tensores Tµν , Rµν , y el esalar de Rii R (y por ende Gµν), en el aso esfé-

riamente simétrio, para el ual la métria es de la forma

ds
2 = gαβdx

α
dx

β = −B(t, r)dt
2 + A(t, r)dr

2 + r
2(dθ

2 + sin
2
θdϕ

2) (2.3)

Las omponentes no nulas del tensor (2.2) son:
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−T
0
0 =

1

2
[B−1Φ̇2 + A

−1Φ
′2 + 2V (Φ)], (2.4)

T01 = Φ̇Φ
′

, (2.5)

T
1
1 =

1

2
[A−1Φ

′2 + B
−1Φ̇2 − 2V (Φ)] (2.6)

T
2
2 =

1

2
[B−1Φ̇2 − A

−1Φ
′2 − 2V (Φ)], (2.7)

T
3
3 =

1

2
[B−1Φ̇2 − A

−1Φ
′2 − 2V (Φ)], (2.8)

donde por notaión γ̇ = ∂γ
∂t

y γ
′

= ∂γ
∂r
. Podemos identi�ar entones a las

omponentes sobrevivientes del Tensor Momento-Energía de la siguiente for-

ma; −T
0
0 = ρΦ la densidad de energía, T01 = PΦ la densidad de momento,

T
1
1 = pr la presión radial y T

2
2 = p⊥ la presión angular. Para alular el

Tensor de Einstein

Gαβ = Rαβ − 1

2
gαβR. (2.9)

requerimos tanto de Rαβ, el Tensor de Rii

Rαβ = ∂ρΓ
ρ
βα − ∂βΓρ

ρα + Γρ
ρλΓ

λ
βα − Γρ

βλΓ
λ
ρα, (2.10)

omo del Esalar de Rii

R = g
αβ

Rαβ = g
αβ[∂ρΓ

ρ
βα − ∂βΓρ

ρα + Γρ
ρλΓ

λ
βα − Γρ

βλΓ
λ
ρα], (2.11)
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donde los Γ′
s son los símbolos de Christo�el, y están dados por

Γλ
αβ =

1

2
g

λρ[gρα,β + gρβ,α − gαβ,ρ].

Al alular los símbolos de Christo�el para la métria que estamos usando,

nos damos uenta que los elementos distintos de ero son:

Γt
αβ =











1

2
B−1Ḃ 1

2
B−1B

′

0 0
1

2
B−1B

′
1

2
B−1Ȧ 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0











Γr
αβ =











1

2
A−1B

′
1

2
A−1Ȧ 0 0

1

2
A−1Ȧ 1

2
A−1A

′

0 0

0 0 −rA−1 0

0 0 0 −rA−1 sin2(θ)











Γθ
αβ =











0 0 0 0

0 0 1

r
0

0 1

r
0 0

0 0 0 − sin(θ) cos(θ)











Γϕ
αβ =











0 0 0 0

0 0 0 1

r

0 0 0 cot(θ)

0 1

r
cot(θ) 0











Que al sustituir diretamente en (2.10), nos dan las omponentes del Tensor

de Rii, las no nulas son:
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R00 =
1

4rA2B

[

2rABB
′′ − rBA

′

B
′ − 2rABÄ + rBȦ

2 + rAȦḂ +

4ABB
′ − rAB

′2
]

(2.12)

R01 =
Ȧ

rA
(2.13)

R11 =
1

4rAB2

[

2rABÄ − rAȦḂ − 2rABB
′′

+ rAB
′2 + rBA

′

B
′

+

4B2
A

′ − rBȦ
2
]

(2.14)

R22 =
1

2A2B

[

− 2AB + rBA
′

+ 2A2
B − rAB

′
]

(2.15)

R33 =
1

2A2B

[

− 2AB + 2AB cos2(θ) + rA
′

B − rA
′

B cos2 +2A2
B −

2A2
B cos2(θ) − rAB

′

+ rAB
′

cos2(θ)
]

(2.16)

Y explíitamente, el Esalar de Rii es

R =
1

2A2r2B2

[

− 2r2
ABB

′′

+ r
2
BA

′

B
′

+ 2r2
ABÄ − r

2
BȦ

2 − r
2
AȦḂ −

4rABB
′

+ r
2
AB

′2 + 4rB2
A

′ − 4AB
2 + 4A2

B
2
]

(2.17)

Con estas antidades ya aluladas, por medio de las euaiones (2.12-2.16)

y (2.17) enontramos que las omponentes del Tensor de Einsten (2.9) son
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G00 =
B

r2A2

[

rA
′ − A + A

2
]

(2.18)

G01 =
Ȧ

rA
(2.19)

G11 =
1

Br2

[

rB
′

+ B − AB
]

(2.20)

G22 =
r

4A2B2

[

− 2B2
A

′

+ 2ABB
′

+ 2rABB
′′ − rBA

′

B
′ − 2rABÄ +

rBȦ
2 + rAȦḂ − rAB

′2
]

(2.21)

G33 =
r

4A2B2

[

− 2rB2
A

′

+ 2rB2
A

′

cos2(θ) + 2rABB
′ − 2rABB

′

cos2(θ) +

2r2
ABB

′′ − 2r2
ABB

′′

cos2(θ) − r
2
BA

′

B
′

+ r
2
BA

′

B
′

cos2(θ) −
r
2
AB

′2 + r
2
AB

′2 cos2(θ) − 2r2
ABÄ + 2r2

ABÄ cos2(θ) + r
2
BȦ

2 −
r
2
ȦB cos2(θ) + r

2
AȦḂ − r

2
AȦḂ cos2(θ)

]

(2.22)

donde por simetría se tiene que G01 = G10, y el resto de las omponentes del

tensor son ero. Por otro lado, sabemos que las euaiones de Einstein on

materia se expresan de la forma

Gαβ = κ0Tαβ, (2.23)

donde κ0 = 8πG. Sustituyendo las omponentes del Tensor Energía-Momento

(2.4-2.6) y las omponentes del tensor de Einstein (2.18-2.20) en la euaión

(2.23) se llega a

A
′

=
κ0rA

2

[

AB
−1Φ̇2 + Φ

′2 + 2AV (Φ)
]

− A

r
(A − 1), (2.24)

Ȧ = κ0rΦ̇Φ
′

, (2.25)

B
′

=
κ0rB

2

[

Φ
′2 + AB

−1Φ̇2 − 2AV (Φ)
]

+
B

r
(A − 1), (2.26)
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que es el sistema de euaiones de Einstein. De la onservaión del Tensor

Energía-Momento

T
αβ
;β = (Φ;αΦ;β − 1

2
g

αβ[Φ;λΦ;λ + 2V (Φ)]);β = 0,

= Φα(2Φ − dV

dΦ
) = 0, (2.27)

identi�amos la euaión de Klein-Gordon para un ampo esalar Φ

2Φ − dV

dΦ
= 0, (2.28)

donde 2 = ∇β∇β es el operador d'Alambertiano.

¾Cómo esribimos esta euaión en términos de A y B?

Para una métria general el operador d'Alambertiano es de la forma:

2Φ = ∇β∇βΦ = ∇βΦ,β = Φ,β
;β. (2.29)

Ahora, si tomamos en uenta que

A
µ
;µ =

1√−g

∂

∂xµ
(
√−gA

µ), (2.30)

podemos expresar el d'Alambertiano de la funión Φ para una métria general

de la siguiente forma
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2Φ =
1√−g

∂

∂xβ
(
√−gg

αβ ∂Φ

∂xα
). (2.31)

Sustituyendo (2.31) en (2.28) se obtiene

1√−g

∂

∂xβ
(
√−gg

αβ ∂Φ

∂xα
) − dV

dΦ
= 0. (2.32)

Así tenemos que la euaión de Klein-Gordon (KG) para el ampo esalar Φ

se expresa omo:

Φ
′′

+ Φ
′

(2

r
− A

′

2A
+

B
′

2B

)

− A
dV

dΦ
=

A

B

[

Φ̈ + Φ̇
(

Ȧ

2A
− Ḃ

2B

)]

. (2.33)

Con lo que, �nalmente, el sistema de euaiones EKG que vamos a resolver

es:

A
′

=
κ0rA

2

[

AB
−1Φ̇2 + Φ

′2 + 2AV (Φ)
]

− A

r
(A − 1),

Ȧ = κ0rΦ̇Φ
′

,

B
′

=
κ0rB

2

[

Φ
′2 + AB

−1Φ̇2 − 2AV (Φ)
]

+
B

r
(A − 1),

A

B

[

Φ̈ + Φ̇
(

Ȧ

2A
− Ḃ

2B

)

]

= Φ
′′

+ Φ
′

(2

r
− A

′

2A
+

B
′

2B

)

− dV

dΦ
.

El sistema de euaiones EKG que obtuvimos es válido para ualquier po-

tenial. Como menionamos en la introduión, nosotros utilizaremos un po-

tenial de orden uarto dado por,
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V (Φ) = m
2
Φ

[Φ2

2
+ Λκ0

Φ4

4

]

. (2.34)

Con el propósito de disminuir un poo la no-linealidad del sistema de eua-

iones anterior, se hae la siguiente de�niión [5℄

C(t, r) =
A(t, r)

B(t, r)
, (2.35)

Introduiendo la nueva variable en el sistema de euaiones anterior obtene-

mos

Ȧ = κ0rAΦ̇Φ
′

A
′

=
Aκ0r

2

[

CΦ̇2 + Φ
′2 + 2Am

2
Φ

(Φ2

2
+ Λκ0

Φ4

4

)]

+
A

r
(1 − A) (2.36)

C
′

=
2C

r

[

1 + A
(

κ0r
2
m

2
Φ

[Φ2

2
+ Λκ0

Φ4

4

]

− 1
)]

CΦ̈ = −ĊΦ̇

2
+ Φ

′′

+
(2

r
− C

′

2C

)

Φ
′ − Am

2
Φ[Φ + Λκ0Φ

3],

reordando que ˙= ∂
∂t

y ′ = ∂
∂r
.

Para propósitos numérios, realizamos los siguientes ambios de variables x =

mΦr (por lo que
∂
∂r

= mΦ
∂
∂x
), C → CΩ−1 donde Ω = ω/mΦ y Φ → √

κ0Φ, de

tal forma que al introduir estos ambios en el sistema de euaiones (2.36)

se enuentra
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Ȧ = xAΦ̇Φ
′

(2.37)

A
′

=
xA

2

[CΦ̇2

ω2
+ Φ

′2 + 2A
(Φ2

2
+ Λ

Φ4

4

)]

+
A

x
(1 − A) (2.38)

C
′

=
2C

x

[

1 + A
(

x
2
[Φ2

2
+ Λ

Φ4

4

]

− 1
)]

(2.39)

Φ
′′

=
CΦ̈

ω2
+

ĊΦ̇

2ω2
− Φ

′

x
+

Φ
′

A

x

(

x
2
[Φ2

2
+ Λ

Φ4

4

]

− 1
)

+

A(Φ + ΛΦ3), (2.40)

donde ha desapareido κ0, y en los términos donde apareen derivadas tem-

porales, se tiene la freuenia en el denominador de tal forma que después

de tomar la derivada on respeto a t no apareerá en las euaiones la fre-

uenia ω, así que ésta no neesita ser un input en el ódigo. En la siguinte

seión daremos las ondiiones de frontera de las euaiones (2.37-2.40).

2.2. Condiiones de Frontera

Las soluiones que busamos son de la forma:

Φ(t, x) =
Jmax
∑

j=1

Φ2j−1(x) cos((2j − 1)ωt) (2.41)

A(t, x) =
Jmax
∑

j=0

A2j(x) cos(2jωt) (2.42)

C(t, x) =
Jmax
∑

j=0

C2j(x) cos(2jωt) (2.43)

Donde sólo los oe�ientes impares de la expansión del ampo esalar y los
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oe�ientes pares de las expansiones de las funiones métrias son requeridos.

Para las ondiiones de frontera se toma en uenta que las funiones A(t, x),

B(t, x) y Φ(t, x) deben ser no-singulares y asintótiamente planas.

Tomemos el aso uando x → 0. De la euaión (2.38)

A
′

=
xA

2

[CΦ̇2

ω2
+ Φ

′2 + 2A
(Φ2

2
+ Λ

Φ4

4

)]

+
A

x
(1 − A)

vemos que en el primer término no se presentan problemas pues éste tiende

a ero, mientras que para el segúndo término se pediría que

A(t, x) →
x→0

1

o al menos (1−A) ≈ x para |x| << 1, para que éste fuera �nito. Así que de

la expresión (2.42) se tiene que

A0(x = 0) = 1 A2(x = 0) = A4(x = 0) = · · · = 0 (2.44)

Analiemos ahora la euaión (2.38)

C
′

=
2C

x

[

1 + A
(

x
2
[Φ2

2
+ Λ

Φ4

4

]

− 1
)]

uando x → 0 se tiene que C
′

= 2C
x

[1 − A] pero omo A(t, x) →
x→0

1, entones

C
′

es �nita.

16



Ahora para

Φ
′′

=
CΦ̈

ω2
+

ĊΦ̇

2ω2
− Φ

′

x
+

Φ
′

A

x

(

x
2
[Φ2

2
+ Λ

Φ4

4

]

− 1
)

+ A(Φ + ΛΦ3)

uando x → 0 y A(t, x) →
x→0

1 se llega a

Φ
′′

=
CΦ̈

ω2
+

ĊΦ̇

2ω2
− 2

Φ
′

x
+ (Φ + ΛΦ3)

entones, para que Φ
′′

sea �nita se pide que Φ
′

(t, x = 0) = Ψ(t, x = 0) = 0,

y de la derivada espaial de la expresión (2.41) se obtiene que

Φ
′

j(x = 0) = Ψj(x = 0) = 0. (2.45)

Para que Φ(t, x), A(t, x) y C(t, x) umplan on ser asintótiamente planas

deben satisfaer lo siguiente

• Φ debe anularse en el in�nito, de esta forma y según la expresión (2.41)

todos los oe�ientes de esa expansión deben anularse

φj(x → ∞) = 0; (2.46)

• Nuevamente, de la expresión (2.42), para que A(t, x → ∞) = 1 se

satisfaga, todos los oe�ientes que multipliquen a la funión oseno deben

anularse, sino fuera así A osilaría en el in�nito. De modo que
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A0(x → ∞) = 1 Aj(x → ∞) = 0 ∀j ≥ 1 (2.47)

• De las propiedades anterior para A y omo B(t, x) = A(t,x)
C(t,x)

→
x→∞

1

de aquí que C(t, x) →
x→∞

1, pero reordemos el ambio de variable que se hizo

anteriormente C(t, x) → C(t,x)
Ω2 , así pues, se pide que C(t, x = ∞) = Ω2 y de

la expresión (2.43) se obtiene que

C0(x → ∞) = Ω2
Cj(x → ∞) = 0 ∀j ≥ 1 (2.48)

Como podemos observar del análisis anterior, no se obtuvo ningún valor para

Φ(t, x = 0) y C(t, x = 0), así pues, se tendrán que proponer los valores de

éstas de tal forma que se satisfagan las ondiiones de frontera para x → ∞.

Este es el tipo de problema onoido omo problema de valor propio on dos

puntos de frontera, uya soluión se obtiene utilizando el así llamado Método

del Disparo, que veremos en la primera seión del siguiente apítulo.
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Capítulo 3

Algoritmos Numérios

3.1. Generalidades del Método del Disparo No-

lineal

Haremos una desripión de omo funiona el �Método del Disparo No-lineal�,

pues nos basaremos en este método para poder enontrar los valores más

apropiados para Φ(t, x = 0) y C(t, x = 0), de tal manera que se satisfagan

las ondiiones de frontera en el in�nito.

Comenzaremos on un ejemplo simple para alarar las ideas del proedi-

miento. Consideremos el siguiente problema no-lineal de segundo orden on

valores a la frontera

y
′′

= f(x, y, y
′), a ≤ x ≤ b, y(a) = α, y(b) = β, (3.1)

entones, utilizaremos las soluiones de una suesión de problemas de valor

iniial de la forma
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y
′′

= f(x, y, y
′

), a ≤ x ≤ b, y(a) = α, y
′

(a) = t, (3.2)

on un parámetro t, para aproximar la soluión al problema de valor de

frontera. Esogemos el parámetro t = tk de manera que se umpla que

ĺım
k→∞

y(b, tk) = β, (3.3)

on y(x, tk) la soluión al problema de valor iniial (3.2) on t = tk y y(x) la

soluión al problema de valor de frontera (3.1).

El nombre del método es por analogía on el tiro o disparo de objetos ontra

un blano �jo. Comenzamos on un parámetro t0 que determina la elevaión

a la ual se dispara el objeto desde un punto (a, α) y a lo largo de la urva

desrita por la soluión al problema de valores iniiales

y
′′

= f(x, y, y
′

), a ≤ x ≤ b, y(a) = α, y
′

(b) = t0.

Si y(b, t0) no está lo su�ientemente era a β, entones se toman otros va-

lores t1, t2,· · · , para orregir la aproximaión y así suesivamente hasta que

y(b, tk) esté lo su�ientemente era de β tal omo se muestra el la �gura (3.1).

Así pues, debemos determinar el valor de t el ual umpla on

y(b, t) − β = 0. (3.4)
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Figura 3.1: Se realizan los �disparos� neesarios de manera que y(b, tk) = β

Esto es un problema de alular las raies de una funión. Se uentan on

varios métodos para resolver este tipo de problemas. Para este problema

ilustrativo, se utiliza el �Método de Newton�, en el que se requiere un valor

iniial t0, pues la iteraión on la que se alulará tk es de la forma,

tk = tk−1 −
y(b, tk−1) − β

dy
dt

(b, tk−1)
(3.5)

entones debemos onoer el valor de
dy
dt

(b, tk−1), pero no onoemos una for-

ma explíita de y(b, t); sólo tenemos los valores y(b, t0), y(b, t1), y(b, t2),· · · ,
y(b, tk−1).
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Reesribiendo el problema de valor iniial (3.2), enfatizando que la soluión

depende tanto de x omo de t,

y
′′

(x, t) = f(x, y(x, t), y
′

(x, t)) a ≤ x ≤ b, y(a, t) = α, y
′

(a, t) = t(3.6)

Como estamos interesados en
dy
dt

(b, t) para t = tk−1, entones tomemos la

derivada parial de (3.6) on respeto a t

∂y
′′

∂t
(x, t) =

∂f

∂y
(x, y(x, t), y

′

(x, t))
∂y

∂t
(x, t) +

∂f

∂y
′
(x, y(x, t), y

′

(x, t))
∂y

′

∂t
(x, t)(3.7)

para a ≤ x ≤ b. De las ondiiones iniiales de (3.6) se tiene

∂y

∂t
(a, t) = 0 y

∂y
′

∂t
(a, t) = 1. (3.8)

Sea z(x, t) = ∂y
∂t

(x, t), y suponiendo que el orden de difereniaión de x y t

se puede invertir, la euaión (3.7) junto on las ondiiones iniiales (3.8) se

onvierten en un problema de valores iniiales de la forma

z
′′

=
∂f

∂y
(x, y, y

′

)z +
∂f

∂y
′
(x, y, y

′

)z
′

, a ≤ x ≤ b, z(a, t) = 0, z
′

(a, t) = 1.(3.9)

Entones, el Método de Newton requiere resolver dos problemas de valores

iniiales para ada iteraión: (3.6) y (3.9), los uales se pueden resolver on

ualquier integrador omo los métodos de Runge Kutta. Así obtendremos tk

por medio de
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tk = tk−1 −
y(b, tk−1) − β

z(b, tk−1)
. (3.10)

La apliaión del método del disparo a nuestro problema se omplia

muho más porque tenemos un onjunto de nvar euaiones difereniales que

deben satisfaer las ondiiones de frontera antes menionadas, y se ajustan

algunos valores en r = 0, de tal manera que se umplan las ondiiones de

frontera en �in�nito�. Esto ondue a la soluión de sistemas de euaiones no-

lineales. Y la ompliaión viene del heho de la no existenia de un método

general �bueno� para resolver sistemas de euaiones no-lineales. El método

que utilizamos es el de Newton-Raphson, que es muy e�iente si se da un

buen valor iniial, que se �adivina�. Eso resulta en momentos en un proeso

altamente tedioso. El método ya no lo expliaremos aquí, pero una exposiión

resumida se puede enontrar en [10℄.

Dado un valor de Jmax, el número de euaiones que se deben resolver

sería nvar = 4Jmax + 2. Cómo menionamos, el número Jmax utilizado o-

múnmente es 2, para lo ual se tendrían 10 euaiones. Hay una manera de

reduir esta antidad, si utilizamos la ondiión algebraia Ȧ = xAΦ̇Φ′, po-

demos onservar la euaión para A0 y alular algebraiamente los valores

de A2, A4, ..., de heho, se alulan resolviendo un sistema matriial lineal.

De esta manera nvar = 3Jmax + 2. Adiionalmente, el número de variables

a ajustar por el método del disparo, se redue. Y esto es valioso por lo men-

ionado en el párrafo anterior.

Como ya menionamos anteriormente, tomaremos la idea de este método

para poder dar valores a oe�ientes en el punto iniial x = 0 de tal forma

que se satisfagan las ondiiones de frontera de éstas funiones en el punto

�nal. La parte del ódigo on el ual se obtienen estos valores se presenta a

ontinuaión

while( x2 <= xmax){
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newt(v,N2,&hek,shoot);

if (hek) {

printf("shoot failed, bad initial guess\n");

}

else {

printvs(x2,v);

}

x2 += dex;

}

load(x1,v,y);

for(i=1;i<=N;i++) A[i℄=0.0;

A[0℄=y[1℄;

imprimir(0.0,y);

for(x2= DELTA; x2<= xmax; x2 += DELTA){

h1=1.0e-5; hmin=0.0;

odeint(y,nvar,x1,x2,EPS1,h1,hmin,&nok,&nbad,derivs,rkqs);

matriz(x2,y);

imprimir(x2,y);

x1=x2;

}

mass_freq(xmax,y);

Se proponen los primeros valores de los elementos Cj(0) para j = 0, 2, 4, ...

y φj(0) para j = 3, 5, ..., y on ayuda de �newt� (en la ual esta implíta la

funión �shoot� del disparo no-lineal) se obtienen los valores más adeuados

para dihos elementos para que se satisfagan las ondiiones de frontera en x2

(para el ual se da un valor iniial), se usan esos valores de ~v = (C0, ..., φ3, ...)

para volverlos a a ajustar para que se satisfagan las ondiiones de frontera en

x2 = x2 + dex, hasta alanzar el valor de xmax que es nuestro �in�nito�. En

load(x1, v, y) se �argan� las ondiiones iniiales (on los valores ajustados de
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~v) para que se integren las euaiones para ~y = (A0, C0, C2, ..., φ1, φ3, ..., ξ1, ..),

donde ξj = φ
′
j. Es importante señalar que el valor que proponemos para

φ1(0), no se ajusta, permanee onstante durante toda la ejeuión de nuestro

ódigo, y funge omo la variable independiente de la ual dependerán, la masa

de nuestro sistema y la freuenia fundamental.

3.2. Cálulo de los Términos No-lineales

Como menionamos en el apítulo dos, las soluiones que busamos son

Φ(t, x) =
Jmax
∑

j=1

Φ2j−1(x) cos((2j − 1)ωt) (3.11)

A(t, x) =
Jmax
∑

j=0

A2j(x) cos(2jωt) (3.12)

C(t, x) =
Jmax
∑

j=0

C2j(x) cos(2jωt) (3.13)

Entones al sustituir estas soluiones y sus derivadas tanto temporales omo

espaiales en el sistema de euaiones (2.38-2.40) obtenemos produtos de

términos omo: A(t, x)C(t, x), C
′

(t, x)Φ
′

(t, x), A(t, x)2, Φ
′

(t, x)Φ̇(t, x), por

menionar algunos. Así tendremos euaiones para los oe�ientes de las ex-

pansiones de los ampos, por ejemplo, las euaiones para Cj serán

dCk

dx
=

2

x
Ck + x < CAΦ2

>k +
Γx

2
< CAΦ4

>k −2

x
< AC >k (3.14)

donde < CAΦ2
>k son los oe�ientes de la expansión de la funión pro-

duto C(x, t), A(x, t) y Φ(x, t). Para el aso de Jmax = 1 alular dihos
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produtos no nos llevará tanto tiempo, pero para el aso Jmax ≥ 2 realizar

los álulos diretamente se vuelven muy largos. Es por eso que, para sim-

pli�ar dihos álulos utilizaremos algunas identidades trigonométrias y el

Teorema de Convoluión, el ual nos die que si tenemos dos funiones de

la forma f =
∑Jmax

j=0 fj cos(jωt) y g =
∑Jmax

p=0 gp cos(pωt) entones la funión

produto P (x, t) = f(x, t)g(x, t) se expande omo

P = (fg) =
Jmax
∑

l=0

Pjcos(lωt), (3.15)

donde los oe�ientes de la expansión están dados por

P0 = f0g0 +
1

2

Jmax
∑

j=1

figj (3.16)

Pk =
1

2

∑

|j−p|=k

fjgp +
1

2

∑

j+p=k

fjgp (3.17)

Este resultado, provee de un algoritmo direto para la obtenión de los oe-

�ientes del lado dereho de las euaiones omo (3.14). Haiendo uso del

teorema, por ejemplo la siguiente funión usada en el ódigo

void nonlinear(double a[℄,double [℄, double pr[℄)

{

extern int nnn;

int j,p,k;

double sum1,sum2;

for(k=0;k<=nnn;k++){

for(j=0,sum1=0.0,sum2=0.0;j<= nnn;j++){
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for(p=0;p<= nnn;p++){

if(abs(j-p)==k) sum1 += a[j℄*[p℄;

if((j+p)==k) sum2 += a[j℄*[p℄;

}

}

pr[k℄= 0.5*sum1 + 0.5*sum2;

}

}

nos permite alular los oe�ientes prk del produto de funiones f =
∑Jmax

k ak cos(kωt) y g =
∑Jmax

l cl cos(lωt), en terminos de ak, ck que en

la prátia pueden ser A2j, C2j,φ2j−1 o φ
′

2j−1.

Las funiones �phi2d� y �phidot2� del ódigo, nos permiten alular los oe-

�ientes de la expansión de las funiones Φ̈(t, x) y Φ̈(t, x)2 respetivamente,

void phi2d(double phi[℄, double phidd[℄)

{

extern nnn;

int j;

phidd[0℄=0.0;

for(j=1;j<=nnn;j++)

phidd[j℄= -j*j*phi[j℄;

}

void phidot2(double phi[℄, double t[℄)

{

extern nnn;

int j,p,k;

double sum1,sum2;
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for(j=1,sum1=0.0;j<=nnn;j++) sum1 += j*j*phi[j℄*phi[j℄;

t[0℄= 0.5*sum1;

for(k=1;k<=nnn;k++){

for(j=1,sum1=0.0,sum2=0.0;j<=nnn;j++){

for(p=1;p<= nnn;p++){

if(abs(j-p)==k) sum1 += j*p*phi[j℄*phi[p℄;

if( (j+p)== k ) sum2 += j*p*phi[j℄*phi[p℄;

}

}

t[k℄= 0.5*sum1 - 0.5*sum2;

}

}

Entones, utilizando las funiones anteriores es omo alularemos el lado

dereho de las euaiones (2.38-2.40) y así resolviendo este sistema es omo

enontraremos los valores de A0(x), C2j(x) y φ2j−1(x).

3.3. Restriión Algebraia

Hasta ahora hemos ilustrado la forma en que resolveremos el sistema de

euaiones (2.38-2.40) y por medio del ual enontraremos los valores para

la primer omponente A0(x) de la funión A(t, x) y los oe�ientes de las

funiones C(t, x) y Φ(t, x). Pero aún nos resta saber omo enontraremos los

valores de las omponentes A2j(x) ∀j > 0.

Retomemos la restriión
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Ȧ = xAΦ̇Ψ (3.18)

on Ψ(t, x) = Φ
′

(t, x). De aquí, dados los oe�ientes A0 y φ1, φ3, ..., ψ1, ψ3, ...,

queremos despejar los valores de A2, A4, .... Con este �n, sustituimos las ex-

pansiones

A(t, x) =
Jmax
∑

k=0

A2k cos(2kωt) (3.19)

Φ(t, x) =
Jmax
∑

p=1

φ2p−1 cos((2p− 1)ωt) (3.20)

Ψ(t, x) =
Jmax
∑

l=1

ψ2l−1 cos((2l − 1)ωt), (3.21)

en la restriión (3.18)

−2ω
Jmax
∑

k=1

kA2k sin(2kωt) = −xω
Jmax
∑

j=0

Jmax
∑

l,p=1

(2p− 1)A2jφ2p−1ψ2l−1 cos(2jωt)

sin((2p− 1)ωt) cos((2l − 1)ωt) (3.22)

Multipliaremos por el fator − 1
ω
y usaremos algunas identidades trigonomé-

trias en la expresión (3.22)
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Jmax
∑

k=1

2kA2k sin(2kωt) =
x

2

Jmax
∑

j=0

Jmax
∑

p,l=1

(2p− 1)A2jφ2p−1ψ2l−1[cos((|2j − 2l + 1|)ωt)

+ cos((2j + 2l − 1)ωt)] sin((2p− 1)ωt)

=
x

4

Jmax
∑

j=0

(2p− 1)A2jφ2p−1ψ2l−1[sin((2p− 1 − |2j − 2l + 1|)ωt)

+ sin((2p− 1 + |2j − 2l + 1|)ωt)
+ sin((2p− 1 − 2j − 2l + 1)ωt) + sin((2p− 1 + 2j + 2l − 1)ωt)]

donde 2p − 1 ≥ 1 pues p = 1, 2, ..., Jmax, y omo j, l = 1, 2, ..., Jmax de aquí

que |2j − 2l + 1| > 1 y entones 2p − 1 + |2j − 2l + 1| > 0 y también

2p− 1 + 2j + 2l − 1 > 0.

Multipliando la expresión anterior por sin(2nωt) on n > 0 e integrado de

0 a T = 2π
ω
. Integrando primero el lado izquierdo y reordando que sin(jωt)

es una base orgonal,

Jmax
∑

k=1

2kA2k

∫ 2π
ω

0

sin(2kωt) sin(2nωt)dt =
Jmax
∑

k=1

2kA2kδ2n,2k

(π

ω

)

= 2nA2n

(π

ω

)

Entones se tiene que
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2nA2n

(

π

ω

)

=
x

4

Jmax
∑

j=0

Jmax
∑

p,l=1

(2p− 1)A2jφ2p−1ψ2l−1

[

∫ 2π
ω

0

sin((2p− 1 − |2(j − l) + 1|)ωt)

sin(2nωt)dt+

∫ 2π
ω

0

sin((2p− 1 + |2j − 2l + 1|)ωt) sin(2nωt)dt+

∫ 2π
ω

0

sin(2(p− j − l)ωt) sin(2nωt)dt+

∫ 2π
ω

0

sin(2(p+ j + l − 1)ωt)

sin(2nωt)dt
]

=
x

4

Jmax
∑

j=0

Jmax
∑

p,l=1

(2p− 1)A2jφ2p−1ψ2l−1

[

φ

ω
δ2n,2p−1+|2(j−l)+1| +

π

ω
δ2n,2(p+j+l−1)

+

∫ 2π
ω

0

sin((2p− 1 − |2(j − l) + 1|)ωt) sin(2nωt)dt+

∫ 2π
ω

0

sin(2(p− j − l)ωt) sin(2nωt)dt
]

(3.23)

Sea la integral de la forma

∫ 2π
ω

0

sin(ξp,j,lωt) sin(2nωt)dt (3.24)

si ξp,j,l > 0, entones la integral es

∫ 2π
ω

0

sin(ξp,j,lωt) sin(2nωt)dt = δξp,j,l,2n

(

π

ω

)

(3.25)

pero si ξp,j,l < 0, la integral (3.24) será
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∫ 2π
ω

0

sin(ξp,j,lωt) sin(2nωt))dt = −
∫ 2π

ω

0

sin(|ξp,j,l|ωt) sin(2nωt)dt

= −δ|ξp,j,l|,2n

(

π

ω

)

(3.26)

Así que si ξp,j,l = 2p − 1 − |2j − 2l + 1| > 0 la integral (3.25) será distinta

de ero si δ2p−1−|2j−2l+1|,2n e igual a
π
ω
. Si ξp,j,l = 2p − 1 − |2j − 2l + 1| < 0

la integral (3.26) será distinta de ero si δ2p−1−|2j−2l+1|,−2n e igual a −π
ω
. Se

sigue el mismo análisis para ξp,j,l = 2(p− j − l).

De auerdo on el resultado anterior, de la euaión (3.23) se sigue,

π

ω
2nA2n =

x

4

[

∑

2p−1+|2j−2l+1|=2n

(2p− 1)A2jφ2p−1ψ2l−1 +

∑

2(p+j+l−1)=2n

(2p− 1)A2jφ2p−1ψ2l−1 ±

∑

2p−1−|2(j−l)+1|=±2n

(2p− 1)A2jφ2p−1ψ2l−1 ±

∑

2p−2(j+l)=±2n

(2p− 1)A2jφ2p−1ψ2l−1

]π

ω
(3.27)

Estamos busando una expresión de la ual podamos obtener los valores de

A2, A4,· · · , uando A0 es onoido. Entones expresemos la euaión (3.27)

de la siguiente forma,
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2nA2n =
x

4
(Sj=0 + Sj 6=0)

=
x

4
[±

∑

2p−1−|1−2l|=±2n

(2p− 1)φ2p−1ψ2l−1 +

∑

2p−1+|1−2l|=2n

(2p− 1)φ2p−1ψ2l−1 ±

∑

2(p−l)=±2n

(2p− 1)φ2p−1ψ2l−1 +

∑

2(p+l−1)=2n

(2p− 1)φ2p−1ψ2l−1]A0 +
x

4
Sj 6=0 (3.28)

on

Sj 6=0 = ±
∑

2p−1−|2(j−l)+1|=±2n

(2p− 1)A2jφ2p−1ψ2l−1 +

∑

2p−1+|2j−2l+1|=2n

(2p− 1)A2jφ2p−1ψ2l−1

±
∑

2p−2(j+l)=±2n

(2p− 1)A2jφ2p−1ψ2l−1 +

∑

p+j+l−1=n

(2p− 1)A2jφ2p−1ψ2l−1 (3.29)

Tenemos que l = 1, 2, 3, · · · , Jmax, entones 2l > 1 y |1 − 2l| = 2l − 1, así

que 2p − 1 − |1 − 2l| = 2p − 1 − 2l + 1 = 2(p − l), tomando enuenta este

resultado en la expresión (3.28)
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2nA2n =
x

4
[±

∑

p−l=±n

(2p− 1)φ2p−1ψ2l−1 +
∑

p+l−1=n

(2p− 1)φ2p−1ψ2l−1

±
∑

p−l=±n

(2l − 1)φ2p−1ψ2l−1 +
∑

p+l−1=n

(2p− 1)φ2p−1ψ2l−1]A0

+
x

4
Sj 6=0

=
x

2
[±

∑

p−l=±n

Λpl +
∑

p+l−1=n

Λpl]A0 +
x

4
Sj 6=0

x

4
Sj 6=0 − 2nA2n = −x

2
[±

∑

p−l=±n

Λpl +
∑

p+l−1=n

Λpl]A0

= Bn (3.30)

donde

Sj 6=0 = ±
∑

2p−1−|2(j−l)+1|=±2n

ΛplA2j +
∑

2p−1+|2(j−l)+1|=2n

ΛplA2j ±

∑

2p−2(j+l)=±2n

ΛplA2j +
∑

p+j+l−1=k

ΛplA2j (3.31)

donde hemos usado la notaión Λpl = (2p− 1)φ2p−1ψ2l−1 y 1 ≤ n, l ≤ Jmax y

1 ≤ p, l ≤ jmax, para simpli�ar las expresiones.

Por ejemplo, sustituyendo n = 1 en el lado dereho de la euaión (3.30) on

1 ≤ p, l ≤ Jmax

34



B1 = −x
2
[±

∑

p−l=±1

Λpl +
∑

p+l−1=1

Λpl]A0

= −x
2
[Λ21 + Λ32 + Λ43 + · · · + ΛJmax(Jmax−1)

−Λ12 − Λ23 − Λ34 − · · · − Λ(Jmax−1)Jmax
+ Λ11]A0 (3.32)

Sustituyendo n = 1 y los valores de j en el lado dereho de la euaión (3.30)

x

4
Sj 6=0 − 2A2 =

x

4
[±

∑

2p−1−|3−2l|=±2

ΛplA2 +
∑

2p−1+|3−2l|=2

ΛplA2

±
∑

2p−2(1+l)=±2

ΛplA2 +
∑

p+l=1

Λpl] − 2A2 +

x

4
[±

∑

2p−1−|5−2l|=±2

ΛplA4 +
∑

2p−1+|5−2l|=2

ΛplA4

±
∑

2p−2(2+l)=±2

ΛplA4 +
∑

p+l+1=1

ΛplA4]

x

4
[±

∑

2p−1−|7−2l|=±2

ΛplA6 +
∑

2p−1+|7−2l|=2

ΛplA6

±
∑

2p−2(3+l)=±2

ΛplA6 +
∑

p+l+2=1

ΛplA6] + · · · +

x

4
[±

∑

2p−1−|2Jmax−2l+1|=±2

ΛplA2Jmax
+

∑

2p−1+|2Jmax−2l+1|=2

±

∑

2p−2(Jmax+l)=±2

ΛplA2Jmax
+

∑

p+Jmax+l−1=1

ΛplA2Jmax
] (3.33)

Ahora tomemos el aso n = 2, el lado dereho de la euaión (3.30) nos queda

omo

B2 = −x
2
[±

∑

p−l=±2

Λpl +
∑

p+l−1=2

Λpl]A0 (3.34)
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on 1 ≤ p, l ≤ Jmax. Desarrollando el lado izquierdo de la euaión,

x

4
Sj 6=0 − 4A4 =

x

4

[

±
∑

2p−1−|3−2l|=±4

Λpl +
∑

2p−1+|3−2l|=4

Λpl ±

∑

2p−2(1+l)=±4

Λpl +
∑

p+l=2

Λpl]A2 +

x

4

[

±
∑

2p−1−|5−2l|=±4

Λpl +
∑

2p−1+|5−2l|=4

Λpl ±

∑

2p−2(2+l)=±4

Λpl +
∑

p+l+1=2

Λpl]A4 − 4A4 + · · · +

x

4

[

±
∑

2p−1−|2Jmax−2l+1|=±4

Λpl +
∑

2p−1+|2Jmax−2l+1|=4

Λpl

±
∑

2p−2(Jmax+l)=±4

Λpl +
∑

p+Jmax+l−1=2

]

AJmax
(3.35)

Si seguimos sustituyendo el valor de n = 2, 3, · · · , Jmax en la euaión (3.30)

y de auerdo on (3.33) y (3.35) se observa que el lado izquierdo de (3.30) se

puede expresar omo

x

4
Sj 6=0 − 2nA2n =

Jmax
∑

j=1

CnjA2j (3.36)

on n = 1, 2, · · · , Jmax. De aquí que (3.30) se puede expresar de la siguiente

forma matriial,

C ~A = ~B. (3.37)

donde
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Cnj =
x

4

[

±
∑

2p−1−|2j−2l+1|=±2n

Λpl +
∑

2p−1+|2j−2l+1|=2n

Λpl ±

∑

p−(j+l)=±n

Λpl +
∑

p+j+l−1=n

Λpl] − 2jδnj,

Bn = −x
2
A0

[

±
∑

p−l=±n

Λpl +
∑

p+l−1=n

Λpl],

Λpl = (2p− 1)φ2p−1ψ2l−1.

Así pues, solo debemos invertir la matriz C de (3.37) para despejar ~A y al-

ular algebraiamente sus omponentes A2, A4,· · · , AJmax
.

Para invertir la matriz C se utiliza el método de desomposiión LU. Este

método onsiste en esribir la matriz C omo el produto de dos matries

C = LU (3.38)

donde L es una matriz triangular inferior (elementos diferentes de ero solo

en la diagonal y abajo de la diagonal) y U es una matriz triangular superior

(elementos diferentes de ero solo en la diagonal y arriba de la diagonal).

Entones usando la desomposiión (3.38) en la euaión matriial (3.37)

C ~A = (LU) · ~A = L(U ~A) = ~B (3.39)

Resolveremos la euaión (3.39) en dos pasos. Primero
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L~y = ~b

y después se resuelve

U~x = ~y

para enontrar ~x. La ventaja de utilizar esta desonposiión se debe a que es

más senillo resolver un sistema de euaiones triangular [10℄.

Como hemos menionado antes, la importania de utilizar la restriión al-

gebraia (2.37) para obtener el valor de los oe�ientes A2(x), · · · , AJmax
(x)

es debido a que es más senillo resolver algebraiamente una euaión ma-

triial de la forma (3.37), que resolver un sistema de euaiones difereniales

más numeroso. Es deir, que si no utilizáramos esta forma para enontrar

los valores de dihos oe�ientes, la otra manera sería aumentar el número

de euaiones difereniales en el sistema que estamos utilizando para obtener

los valores de los oe�ientes A0(x), C2j(x) y φ2j−1(x), entones al momento

de resolver diho sistema se invertiría más tiempo y esfuerzo.
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Capítulo 4

Resultados Numérios

Los resultados numérios que se presentan a ontinuaión fueron alulados

usando Jmax = 2, aunque hiimos orridas on Jmax mayores, y en las on-

lusiones haemos omentarios al respeto.

Para Jmax = 2, se deben ajustar los valores de C0, C2, C4 y φ3. El ódigo

provee el valor de la disrepania entre el valor obtenido de esas antidades

en xmax, y el valor que deberían tener en el in�nito. En la siguiente tabla

se muestran algunos valores de estas disrepanias obtenidas al alular los

oe�ientes C0(0), C2(0), C4(0) y φ3(0).

Λ =0.0 Λ =1.0 Λ =2.0

C0(0) 5.394823e-04 5.587557e-04 5.899836e-04

C2(0) 3.696409e-08 2.054654e-08 5.684341e-07

C4(0) 5.587952e-06 1.279695e-05 1.474446e-05

φ3(0) 4.324136e-08 6.960440e-08 1.176114e-07

En las grá�as (4.1) y (4.2) mostramos los resultados numérios obtenidos

para las funiones métrias gxx = A(t, x) y gtt = A(t,x)
C(t,x)

donde el cos(2jωt) = 1

(ωt = 0 ó ωt = 2nπ), en estas grá�as podemos observar la no-singularidad
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Figura 4.1: En esta grá�a se muestran los valores otbenidos para la funión

métria gxx para valores de Λ = 0,0 (�), Λ = 1,0(· · · ) y Λ = 2,0 (-) on φ1(0) =

0,30 y cos(2jωt) = 1.

de las funiones y que tienden a ser asintótiamente planas.

Como ya se había diho, la densidad de energía ρΦ del ampo esalar Φ la

obtenemos por medio de la euaión (2.4). En (4.3) se gra�a ρΦ para dos

tiempos.

Para alular la masa utilizamos la siguiente expresión,

MΦ =
m

2
Pl

mΦ

ĺım
x→∞

x

2
[1 − A

−1(t, x)]
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Figura 4.2: En esta grá�a se muestran los valores otbenidos para la funión

métria gtt para valores de Λ = 0,0 (�), Λ = 1,0(· · · ) y Λ = 2,0 (-) on φ1(0) = 0,30

y cos(2jωt) = 1.

pues nuestra métria es asintótiamente plana y estátia (en el in�nito), en el

sentido que on�namos los oe�ientes métrios del osilaton en una región

�nita. Entones, la masa vista por un observador desde el in�nito se puede

alular por medio de esta expresión.

La grá�a (4.4) ontiene los valores de las masas (MΦ) obtenidas on distin-

tos valores de Λ. Al aumentar el valor de la omponenete φ1(0) del ampo

esalar Φ(t, x) el valor de la masa también va aumentando hasta llegar al

valor de φ1c(0) on el que se obtiene el valor más grande para MΦ, y después

de éste la masa omienza a disminuir.

En la grá�a (4.5) se presentan los resultados obtenidos para las freuenias
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Figura 4.3: Se muestra la densidad de energía del ampo esalar para los tiempos

ωt = 0 y ωt = π/2 (en unidades m2
Φm

2
Pl/4π).
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Figura 4.4: Se gra�a MΦ para los siguientes valores: Λ = 0,0 (�) donde

φ1c(0) = 0,481 y Mc = 0,6055093(m2
Pl/mΦ);Λ = 1,0(· · · ) obteniendo φ1c(0) = 0,48

y Mc = 0,6949076(m2
Pl/mφ) y para Λ = 2,0(-) obteniendo φ1c(0) = 0,425 y

Mc = 0,7790653(m2
Pl/mΦ).
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Figura 4.5: Presentamos ΩΦ para los siguientes valores Λ = 0,0(�), Λ = 1,0 (· · · )
y Λ = 2,0 (-). El valor de la freuenia disminuye uando el valor de φ1(0) aumenta.

De igual forma se tiene freuenias menores para Λ′s mayores.

(ΩΦ) utilizando algunos valores de Λ. Tal omo se esperaba, el valor de la

freuenia disminuye al paso que el valor de φ1(0) aumenta.

En la grá�a (4.6) se apreia omo disminuye el valor de φ1c(0) onforme el

valor de Λ aumenta.

El integrador que usamos es uno de paso variable, que respeta una to-

lerania dada. Pero on el �n de veri�ar onvergenia, algunas orridas las

hiimos on Runge Kutta de orden 2 (RK2), y dada la soluión a un paso h

que llamamos yh y otras orridas a pasos yh/2 y yh/4, la prueba de onver-

genia onsiste en determinar si el valor absoluto de
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Figura 4.6: El valor de φ1c(0) disminuye al aumentar el valor de Λ. Para Λ = 0,0 se

obtiene φ1c(0) = 0,481; Λ = 0,5 on φ1c(0) = 0,4805; Λ = 1,0 on φ1c(0) = 0,479;

Λ = 1,5 on φ1c(0) = 0,46 y Λ = 2,0 on φ1c(0) = 0,425.
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yh − yh/2

yh/2 − yh/4

adquiere el valor de 4 [11℄. La grá�a (4.7) muestra que este es el aso,

indiando onvergenia. Los valores de la masa y la freuenia obtenidos on

RK2 y el integrador de paso variable son exatamente los mismos.
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Figura 4.7: Se muestra las grá�as del Fator de Convergenia (4) para las omponentes

A0, C0 y Φ1 de las funiones métrias y el ampo esalar real respetivamente. Utilizamos

el integrador Runge Kutta de Orden 2 (RK2). Estas grá�as se obtuvieron para Λ = 0,0,

φ1(0) = 0,2.
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Capítulo 5

Conlusiones

En este trabajo se explió la forma en ómo se obtiene y se soluiona el sis-

tema de euaiones aopladas de Einstein-Klein-Gordon (EKG) on simetría

esféria. La soluión de las on�guraiones de equilibrio se proponen omo

una serie de funiones oseno, pero generalmente se truna para Jmax = 1, 2

[7℄,[12℄, aquí expliamos on detalle omo haerlo para el aso general (es de-

ir, para ualquier valor de Jmax), que ya se trabajó en [5℄ para el potenial

uadrátio, y los resultados presentados ahí fueron hehos on Jmax = 3.

Aunque los resultados reportados en el apítulo anterior fueron hehos on

Jmax = 2, también se realizaron varias orridas para Jmax = 4 y Jmax = 6.

Con base en éstas, observamos que la diferenia entre las masas MΦ ob-

tenidas para Jmax = 2 y Jmax = 4, es |MJmax=2 − MJmax=4| ≈ 1e − 04,

mientras que |MJmax=4 − MJmax=6| ≈ 1e − 05. Para φ1c(0) la diferenia es

|φ1cJmax=2
− φ1cJmax=4

| ≈ 1e − 03 y lo mismo para |φ1cJmax=2
− φ1cJmax=6

| ≈
1e − 03.

En las grá�as expuestas en el apítulo anterior se pueden apreiar los si-

guientes resultados: La masa MΦ aumenta su valor al ir aumentando el valor

de φ1(0) hasta alanzar su valor máximo MΦc para un φ1c(0), donde el valor

48



de la masa rítia va aumentando onforme el valor de φ1c(0) disminuye. Al

ir aumentando el valor de Λ se observa que el valor de φ1c(0) disminuye,

para Λ′
s < 1, el valor de φ1c(0) disminuye muy poo, pero para Λ′

s > 1 la

diferenia es muy notoria. El valor de la freuenia ΩΦ deree uando φ1

ree y al aumentar el valor de Λ.

Las soluiones enontradas en este trabajo, pueden servir omo dato iniial de

un ódigo de evoluión. El siguiente paso sería realizar el ódigo de evoluión

para los osilatones on potenial uártio, para ompletar el estudio. A la

vez, me permitiría ontinuar aprendiendo a utilizar la valiosa herramienta de

los métodos numérios apliados a Cosmología y Astrofísia.

El ódigo estará disponible para todos aquellos que deseen utilizarlo.
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Apéndie A

Teorema de Convoluión

Sea f(t, x) =
∑Jmax

j=0 fj(x) cos(jωt) y g(t, x) =
∑Jmax

k=0 gk(x) cos(kωt) dos fun-

iones uadro-integrables, entones

(fg) = P =
Jmax
∑

l=0

Pl cos(lωt)

donde

P0 =
1

2

Jmax
∑

j=1

fjgj + f0g0

Pk =
1

2

Jmax
∑

|j−p|=k

fjgp +
1

2

Jmax
∑

j+p=k

fjgp

para k ≥ 1.
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Demostraión

Sea el produto de las funiones f(t, x) y g(t, x)

fg =
Jmax
∑

j=0

fj cos(jωt)
Jmax
∑

p=0

gp cos(pωt)

=
Jmax
∑

j,p=0

fjgp cos(jωt) cos(pωt)

=
Jmax
∑

l=0

Pl cos(lωt) = P

Sustituyendo cos(A) cos(B) = 1
2
[cos(A + B) + cos(|A − B|)] en la euaión

anterior

Jmax
∑

l=0

Pl cos(lωt) =
1

2

Jmax
∑

j,p=0

fjgp[cos((j + p)ωt) + cos((|j − p|)ωt)] (A.1)

Multipliquemos la expresión (A.1) por cos(kωt)

Jmax
∑

l=0

Pl cos(lωt) cos(kωt) =
1

2

Jmax
∑

j,p=0

fjgp[cos((j + p)ωt) + cos(|j − p|ωt)] cos(kωt)

Reordando que cos(kωt) es una base ortogonal on k = 0, 1, 2, · · · , integre-
mos la euaión anterior de 0 a

2π
ω
.

51



Jmax
∑

l=0

∫ 2π
ω

0

Pl cos(lωt) cos(kωt)dt =
1

2

Jmax
∑

j,p=0

[

∫ 2π
ω

0

fjgp cos((j + p)ωt) cos(kωt)dt +

∫ 2π
ω

0

fjgp cos(|j − p|ωt) cos(kωt)dt

]

Jmax
∑

l=0

Plδlk
2π

ω
=

1

2

Jmax
∑

j,p=0

fjgpδ(j+p)k
2π

ω
+

1

2

Jmax
∑

j,p=0

fjgpδ|j−p|k
2π

ω

Pk =
1

2

Jmax
∑

j+p=k

fjgp +
1

2

Jmax
∑

|j−p|=k

fjgp (A.2)

Sustituyendo k = 0 en la expresión (A.2) llegamos a

P0 =
1

2
f0g0 +

1

2
f0g0 +

1

2

Jmax
∑

|j−p|=k

fjgp

= f0g0 +
1

2

Jmax
∑

j=1

fjgj (A.3)

Pk =
1

2

Jmax
∑

j+p=k

fjgp +
1

2

Jmax
∑

|j−p|=k

fjgp (A.4)

para 1 ≤ k ≤ Jmax.
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Apéndie B

Conservaión del Tensor

Energía-Momento

Ahora demostraremos que la onservaón del Tensor Energía-Momento se

puede expresar de la siguiente forma,

T
αβ
;β = 0

= φ
,α

(

2φ − dV

dφ

)

Demostraión

El tensor de Energía-Momento T
αβ está dado por

T
αβ = Φ;αΦ;β − 1

2
g

αβ[Φ;λ
φ;λ + 2V (Φ)]

Apliando la derivada ovariante al tensor
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T
αβ
;β = (Φ;αΦ;β − 1

2
g

αβ[Φ;λΦ;λ + 2V (Φ)]);β

= (Φ;αΦ;β);β − 1

2
g

αβ[Φ;λΦ;λ + 2V (Φ)];β − 1

2
g

αβ
;β [Φ;λΦ;λ + 2V (Φ)]

Pero sabemos que g
αβ
;β = 0, entones

T
αβ
;β = Φ;α

;βΦ;β + Φ;αΦ;β
;β − 1

2
g

αβ[Φ;λ
;βΦ;λ + Φ;λΦ;λ;β + 2

dV (Φ)

dΦ
Φ;β]

= g
αγΦ;γ;βΦ;β + Φ;αΦ;β

;β − 1

2
g

αβ[gλγΦ;γ;βgλγΦ
;γ + Φ;γΦ;γ;β + 2

dV

dΦ
gαβΦ;α]

= g
αβΦ;β;θΦ

;θ + Φ;αΦ;β
;β − 1

2
g

αβ[Φ;γ;βΦ;γ + Φ;γΦ;γ;β] − dV

dΦ
Φ;α

= g
αβΦ;β;γΦ

;γ + Φ;αΦ;β
;β − g

αβΦ;γΦ;γ;β − dV

dΦ
Φ;α

(B.1)

Veamos que Φ;β;γ = Φ;γ;β. Reordemos que para una funión esalar se umple

que Φ;β = Φ,β,

Φ;β;γ = Φ,β;γ

= Φ,β,γ − Γk
βγΦ,k

= Φ,γ,β − Γk
γβΦ,k

= Φ;γ;β (B.2)

pues Φ,β,γ = Φ,γ,β y los símbolos de Christo�el son simétriso Γk
βγ = Γk

γβ.

Entones según (B.2) de (B.1) se sigue que
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T
αβ
;β = Φ;αΦ;β

;β − dV

dΦ
Φ;α

= Φ,α
g

αβΦ;α;β − dV

dΦ
Φ,α

= Φα∇α∇βΦ − dV

dΦ
Φα

T
αβ
;β = Φ,α

(

2Φ − dV

dΦ

)

on 2 = g
αβ∇α∇β.
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