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Capitulo 1

Introducciéon

Los oscilatones son soluciones no-singulares y asintoticamente planas a las
ecuaciones acopladas de Einstein-Klein-Gordon para un campo escalar real ®
dotado de un potencial V(®) donde, tanto la métrica como el campo escalar
son periddicamente dependientes del tiempo. La dependencia temporal de
estas soluciones es la que permite que no se presenten singularidades. Estas
soluciones fueron presentadas en un trabajo pionero por Seidel y Suen [1]. Es
importante senalar que estamos manejando campos escalares “reales”, pues
éste es muy diferente al caso de los campos escalares “complejos” para los
cuales las soluciones a las ecuaciones de EKG son las llamadas “Estrellas de

Bosones”, que han sido estudiadas por varios autores [2].

Los oscilatones tienen una gran importancia tanto en Astrofisica como en
Cosmologia, debido a que los campos escalares reales han sido propuestos
como candidatos a ser materia obscura en el universo. Se ha mostrado que
un potencial de tipo coseno hiperbolico describe muy bien todas las propie-

dades conocidas de la materia obscura fria en escalas cosmologicas [3].

En un estudio numérico muy completo realizado recientemente sobre las pro-

piedades de los oscilatones donde se utilizo el potencial cuadrético V(®) =



%@2 para el campo escalar, se encontré que los oscilatones pueden ser clasi-
ficados como estables (S-branch) e inestables (U-branch). Los S-oscilatones
son realmente estables bajo pequenas perturbaciones, pero cuando la pertur-
bacién es muy fuerte los S-oscilatones normalmente emigran a otros estados
estables. Por otro lado los U-oscilatones son intrinsecamente inestables, pues
si sus masas decrecen éstos emigran a una rama estable (S-branch), pero si
sus masas aumentan incluso en pequenas cantidades éstos colapsan a agu-
jeros negros. Los oscilatones estables también pueden colapsar a un agujero

negro si se les adhiere suficiente masal6.

Los potenciales escalares mas complicados que el cuadratico en el estudio de
los oscilatones tendrian mas parametros y podrian agregarse propiedades adi-
cionales a los oscilatones. El ejemplo mas simple seria el potencial cuartico,
que ya ha sido estudiado en el contexto cosmoldgico [4] para campos escalares
complejos, y también en el estudio de estrellas de bosones, donde la inclu-
sion del término cuartico para un campo escalar intenso, hace a la estrella

bosonica mas grande y masiva que cuando so6lo se tiene el término cuadrético.

El proposito de este trabajo es estudiar las caracteristicas de las configu-
raciones de equilibrio de los oscilatones esféricos utilizando el potencial de
orden cuarto. También se pretende que este trabajo sea una documentacion
del codigo niimerico con el que se resuelve el sistema de ecuaciones acopla-
das de EKG, pues se dard una explicaciéon méas detallada de la construccion
del mismo. Una de las caracteristicas de estudios previos, es la retencién de
1 6 2 modos méaximo en el potencial escalar. Esto puede deberse a lo ex-
cesivamente largo y complejo que puede ser la obtencion de las ecuaciones
para los coeficientes de las expansiones del campo escalar y de las funcio-
nes métricas. Tales ecuaciones se obtienen al sustituir las expansiones en las
ecuaciones de campo e igualar coeficientes de modos de Fourier similares. Por
ejemplo, en [7], se utilizo la aproximacion mas simple para el campo escalar

®(t,r) = o(r) cos (wt) y reteniendo dos términos en las funciones métricas.



En [12], se usé un J,,,, = 2 asi solo se trabajocon dos términos para el campo
escalar. En el capitulo 3 de este trabajo, se expone en detalle como incluir

en principio, una cantidad arbitraria de términos.

Lo que bésicamente se calcula es la masa critica y la frecuencia fundamental
para diversos valores del parametro A que acompana al término cuartico del
potencial, en funcién del valor central del campo escalar. En la tesis no se
evolucionan las ecuaciones de campo, pero se provee del indispensable dato

inicial para su evolucion.



Capitulo 2

Ecuaciones de

Einstein-Klein-Gordon

En la primera seccion de este capitulo, escribiremos las ecuaciones de
campo del sistema de Einstein-Klein-Gordon (EKG) con simetria esférica y
mostraremos como se han minimizado las no-linealidades [5] para permitir la

inclusiéon de modos de Fourier mas altos.

2.1. Problema de Valor Propio para Configu-

raciones de Equilibrio

La acciéon que describe a nuestro sistema estd dado por

R 1

I= /d4x\/—_g (@ -3 B, .5 — V(q>)) (2.1)

donde R es el escalar de Ricci, g, es la métrica del espacio tiempo, g su
determinante, ® el campo escalar y V' (®) el potencial de autointeraccion. La

variacion de esta acciéon con respecto al campo escalar conduce a la ecua-
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cion de Klein-Gordon. La variacion con respecto a la métrica, conduce a las
ecuaciones de Einstein con materia G, = 87GT),,, y el tensor de energia

momento resulta ser

1 .
Top=P.0P5 — §gaﬁ[‘1”A‘P;A + 2V ()], (2.2)

donde la derivada covariante para el vector A“ esta dada por,

(0% aAa « K

Sabemos que la derivada covariante de una funcién escalar es igual a su deri-
vada parcial correspondiente, es decir, ., = ® . Asi que podemos reescribir

la ecuacion (2.2) simplemente cambiando el punto y coma, por una coma.

En lo que sigue, vamos a calcular explicitamente, las componentes de los

tensores 7T),,, R, y el escalar de Ricci R (y por ende G,,), en el caso esfé-

ricamente simétrico, para el cual la métrica es de la forma
ds? = gagda®da’® = —B(t,r)dt* + A(t,r)dr? + r*(d0* + sin®*0dp?)  (2.3)

Las componentes no nulas del tensor (2.2) son:



1

S . Q[B*1¢>2+A*1<I>'2+2V(CI>)], (2.4)

Ty = 99, (2.5)

T} = %[A‘lcp'? + B719? — 2V(®)] (2.6)

2 = %[B‘ICBQ — A7 —2v(®))], (2.7)

T = %[Blcb? — AT —2V(@), (2.8)

donde por notaciéon 4y = g—z vy = g—;’. Podemos identificar entonces a las

componentes sobrevivientes del Tensor Momento-Energia de la siguiente for-
ma; —T9 = pg la densidad de energia, Ty; = Psp la densidad de momento,
T! = p, la presion radial y T3 = p, la presion angular. Para calcular el

Tensor de Einstein

1
Gap = Rap — 59ap . (2.9)

requerimos tanto de R,g, el Tensor de Ricci
Rap = 0,1, — 0gl%, + 10,5, — T5, T, (2.10)

como del Escalar de Ricci

R=g**Ro5 = g* [0, — 9T, + rgkrga - rgkrga], (2.11)



donde los I"s son los simbolos de Christoffel, y estdn dados por
A 1 Ap
Las = 59719008 + Gpsa = Gas.

Al calcular los simbolos de Christoffel para la métrica que estamos usando,

nos damos cuenta que los elementos distintos de cero son:

iB='B 1B~'B" 0 0 1A-1B" 1A7'A 0
- IB7'B" IB7'A 0 0 .| sAtA fatAt o
of 0 0 0 0 of 0 0 —rA-

0 0 00 0 0 0

00 0 0 00 0 0

o _ |00 0 S U 1
b 0 Lo 0 of 00 0 cot(d

0 0 0 —sin(f)cos(d) 0 L cot(h) 0

Que al sustituir directamente en (2.10), nos dan las componentes del Tensor

de Ricci, las no nulas son:



R22

R33

1 " / / . . . .
———[2rABB" —rBA'B — 2rABA+rBA* + rAAB +

4rA%B

4ABB —rAB"”] (2.12)

A

— 2.1

rA (2.13)
1 . .. 1" ’ ’or

——|2rABA —rAAB — 2rABB AB? +rBAB

AR [2r ' r r +r + 7 +

AB*A' — rBA?] (2.14)
1 / 2 /

m[—QABJrrBA +2A’B —rAB'| (2.15)

AR [ —2AB +2ABcos*(0) + rA B — rA Bcos® +24°B —

2A°Bcos?(f) —rAB +rAB cos*(6)] (2.16)

Y explicitamente, el Escalar de Ricci es

R:

1 2 " 2 "’ 2 Y\ 2 12 2 i T
4rABB' +1?AB”? + 4rB*A’' — 4AB* + 4A*B?] (2.17)

Con estas cantidades ya calculadas, por medio de las ecuaciones (2.12-2.16)

y (2.17) encontramos que las componentes del Tensor de Einsten (2.9) son
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B

aplrA — AT A (2.18)
TAA (2.19)
BLT? [rB + B~ AB] (2.20)
@ | —2B°A' + 2ABB' +2rABB" — rBA'B' — 2rABA +

rBA* + rAAB — r AB”] (2.21)
s [~ 2rBPA + 2B2A o (0) + 2r ABB' — 2r ABB' cos’(0) +

2r2ABB" — 2r*ABB" cos*(#) — r?BA' B + r2BA B cos?(0) —
r2AB™? 4+ 12AB™? cos?(f) — 2rABA + 2r2 ABA cos*(0) + r*BA? —
r?AB cos®(0) + r*AAB — r?AAB cos?(0)] (2.22)

donde por simetria se tiene que Gg; = Gy, y el resto de las componentes del

tensor son cero. Por otro lado, sabemos que las ecuaciones de Einstein con

materia se expresan de la forma

Gaﬁ == 'KQOTa,B; (223)

donde kg = 87(G. Sustituyendo las componentes del Tensor Energia-Momento

(2.4-2.6) y las componentes del tensor de Einstein (2.18-2.20) en la ecuacion
(2.23) se llega a

, KkorA 1 / A
A = SS[ABTR 107 1 24V(@)] - (A1), (224)
PR (2.25)
o HO;’B [@/2 L ABL$? _ 2AV((I>)} + E(A —1), (2.26)
T
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que es el sistema de ecuaciones de Einstein. De la conservaciéon del Tensor
Energia-Momento

oy 1 -
10— (@009~ Liade, v -0,

= (00— —) =0, (2.27)

av
¢ — —=0 2.28
d@ ) ( )
donde O = VAV es el operador d’Alambertiano.
., Como escribimos esta ecuacion en términos de A y B?
Para una métrica general el operador d’Alambertiano es de la forma:
0% = VV® = Vo7 = &7, (2.29)

Ahora, si tomamos en cuenta que

w_ 1 0 1
Al = \/—_—g%(\/—_gfl ), (2.30)

podemos expresar el d’Alambertiano de la funcion ® para una métrica general

de la siguiente forma

12



b
=

)

0¢ = ai(\/—g ). (2.31)

Sustituyendo (2.31) en (2.28) se obtiene

1 av

ai(\/_gaﬁaxa) 5= (2.32)

Asi tenemos que la ecuacion de Klein-Gordon (KG) para el campo escalar @

Se expresa COINo:

V(P A By Al Aeea(A- D)) ew)

Con lo que, finalmente, el sistema de ecuaciones EKG que vamos a resolver

es:
! . ! A
A = “O;A [AB™'$? 4 &2 4+ 24V(d)] — =(A - 1),
T
A = korod,
B = “O;B (@2 + AB™'$? — 24V/(®)] + Bia—v,
T
A.. ./A B A B dv
slove(-gp) = @ o (0 iE) -G

El sistema de ecuaciones EKG que obtuvimos es valido para cualquier po-
tencial. Como mencionamos en la introduccion, nosotros utilizaremos un po-

tencial de orden cuarto dado por,

13



P2 P
V() =m [7 + AROZ}. (2.34)

Con el proposito de disminuir un poco la no-linealidad del sistema de ecua-

ciones anterior, se hace la siguiente definicion [5]

O(t,r) = , (2.35)

Introduciendo la nueva variable en el sistema de ecuaciones anterior obtene-

mos

A = KkorAdd
2 4
A= A6 0 s 2amd (L 4 Awe )] + 21— 4) (230
2 4
¢ = 20 Ay [T+ A2 ] - 1))
B C(I) 1 2 Cl o 2 3
Cd -5+ +(;—%)q> Amg[® + Aro®?],

recordando que "= % =2,

Para propositos numéricos, realizamos los siguientes cambios de variables z =
mer (por lo que % = mq>a%), C — CQ tdonde Q =w/mgy ® — \/ro®, de
tal forma que al introducir estos cambios en el sistema de ecuaciones (2.36)

se encuentra
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T ADD’ (2.37)
%[(’:;)2 +<1>'2+2A(®2 +A(D4)] %(1—/1) (2.38)
25 1+ Az [(1;2 + AZ} —1)] (2.39)
%+§—ﬁ—%+i—A(I2[%2+A%4} -1)+

A(D + AD?), (2.40)

donde ha desaparecido kg, y en los términos donde aparecen derivadas tem-

porales, se tiene la frecuencia en el denominador de tal forma que después

de tomar la derivada con respecto a t no aparecera en las ecuaciones la fre-

cuencia w, asi que ésta no necesita ser un nput en el codigo. En la siguinte

seccion daremos las condiciones de frontera de las ecuaciones (2.37-2.40).

2.2. Condiciones de Frontera

Las soluciones que buscamos son de la forma:

Jmaa?

O(t,z) = Z%] 1(z) cos((25 — 1wt) (2.41)
Jmax

Alt,z) = ZAQJ cos(2jwt) (2.42)
Jmﬂ.iv

C(t,z) = ZCQJ cos(2jwt) (2.43)

Donde solo los coeficientes impares de la expansion del campo escalar y los

15



coeficientes pares de las expansiones de las funciones métricas son requeridos.

Para las condiciones de frontera se toma en cuenta que las funciones A(t, x),

B(t,z) y ®(t,x) deben ser no-singulares y asintéticamente planas.
Tomemos el caso cuando z — 0. De la ecuacion (2.38)

: »? o
+<I>2+2A(7+AZ)} +

. zA CP? A
:7[w2 (1-4)

X

A

vemos que en el primer término no se presentan problemas pues éste tiende

a cero, mientras que para el segiindo término se pediria que

A(t,z) — 1

x—0

o al menos (1 — A) = x para |z| << 1, para que éste fuera finito. Asi que de

la expresion (2.42) se tiene que
Analicemos ahora la ecuacion (2.38)
., 2C P2 Pt

¢ == [1+A(x2[7+/\4}—1)}

cuando z — 0 se tiene que C" = 2£[1 — A] pero como A(t, z) - 1, entonces
xr—

C’ es finita.

16



Ahora para

. Ch Ch @ @A

b2 o4
o = Bl

(#*[5- + A = 1) + A(® + A2Y)

w? 2w? T T

cuando x — 0y A(t, z) - 1 se llega a

., Cd Cd P
P = — 4+ — —2— O+ AP?
w? + 2w? T +(2+ )

entonces, para que ®" sea finita se pide que ®'(¢t,2 = 0) = U(t,z = 0) = 0,

y de la derivada espacial de la expresion (2.41) se obtiene que
(r=0)="¥;(x=0)=0. (2.45)

Para que ®(¢,x), A(t,z) y C(t,z) cumplan con ser asintéticamente planas
deben satisfacer lo siguiente

e O debe anularse en el infinito, de esta forma y segin la expresion (2.41)
todos los coeficientes de esa expansion deben anularse

¢j(z — 00) = 0; (2.46)

e Nuevamente, de la expresion (2.42), para que A(t,xz — o0) = 1 se
satisfaga, todos los coeficientes que multipliquen a la funcién coseno deben
anularse, sino fuera asi A oscilaria en el infinito. De modo que

17



Ag(z — 00) = Aj(z —00)=0 Vj>1 (2.47)

% 1
T—00

e De las propiedades anterior para A y como B(t,z) =

de aqui que C(t,z) — 1, pero recordemos el cambio de variable que se hizo

T—00
C(t,z)
02

la expresion (2.43) se obtiene que

anteriormente C(t,z) — , asi pues, se pide que C(t,z = o00) = Q% y de

Co(z — o0) = O? Ci(x > 00)=0 Vj>1 (2.48)

Como podemos observar del analisis anterior, no se obtuvo ningtn valor para
O(t,xr = 0) y C(t,z = 0), asi pues, se tendran que proponer los valores de
éstas de tal forma que se satisfagan las condiciones de frontera para r — oo.
Este es el tipo de problema conocido como problema de valor propio con dos
puntos de frontera, cuya solucion se obtiene utilizando el asi llamado Método

del Disparo, que veremos en la primera seccion del siguiente capitulo.

18



Capitulo 3

Algoritmos Numeéricos

3.1. Generalidades del Método del Disparo No-

lineal

Haremos una descripcion de como funciona el “Método del Disparo No-lineal”,
pues nos basaremos en este método para poder encontrar los valores mas
apropiados para ®(t,x = 0) y C(t,x = 0), de tal manera que se satisfagan

las condiciones de frontera en el infinito.

Comenzaremos con un ejemplo simple para aclarar las ideas del procedi-
miento. Consideremos el siguiente problema no-lineal de segundo orden con

valores a la frontera
y = f(z,y,9), a<z<b, y(a) =, y(b) =45, (3.1)

entonces, utilizaremos las soluciones de una sucesion de problemas de valor

inicial de la forma

19



con un parametro t, para aproximar la soluciéon al problema de valor de

frontera. Escogemos el parametro t = t;, de manera que se cumpla que
lim y(b, tx) = B3, (3.3)
k—oo

con y(z,tx) la solucion al problema de valor inicial (3.2) con t =t y y(x) la

solucién al problema de valor de frontera (3.1).

El nombre del método es por analogia con el tiro o disparo de objetos contra
un blanco fijo. Comenzamos con un parametro t, que determina la elevacion
a la cual se dispara el objeto desde un punto (a,a) y a lo largo de la curva

descrita por la solucion al problema de valores iniciales

"

v = flz,y,y), a<z<b yla)=a, yb) ="t

Si y(b,tp) no esta lo suficientemente cerca a (3, entonces se toman otros va-
lores 4, ta,- - -, para corregir la aproximacién y asi sucesivamente hasta que

y(b, tx) esté lo suficientemente cerca de [ tal como se muestra el la figura (3.1).

Asi pues, debemos determinar el valor de t el cual cumpla con
y(b,t) — 3 =0. (3.4)

20



ybta) —+ yxita)
vty - y(xta)
o y(xty)
Yol - yxto)
a -+
i i x
a b

Figura 3.1: Se realizan los “disparos” necesarios de manera que y(b, ty) = (3

Esto es un problema de calcular las raices de una funcion. Se cuentan con
varios métodos para resolver este tipo de problemas. Para este problema
ilustrativo, se utiliza el “Método de Newton”, en el que se requiere un valor

inicial ¢y, pues la iteracion con la que se calculara t; es de la forma,

y(b7 tk—l) - ﬁ

%(b, ) (3.5)

by =11 —

entonces debemos conocer el valor de %(b, ti—1), pero no conocemos una for-
ma explicita de y(b,t); sélo tenemos los valores y(b,to), y(b,t1), y(b,t2), - -,
y(ba tkfl)-

21



Reescribiendo el problema de valor inicial (3.2), enfatizando que la solucion

depende tanto de x como de t,

1

Yy (I,t) :f(xay(xvt>’y’(l‘7t>> a<z<b, y(aat) =, y/(a’at) :t(3'6)

Como estamos interesados en %(b, t) para t = t;_1, entonces tomemos la

derivada parcial de (3.6) con respecto a t

!/

oy 0 , 0 0 ) 0
X ot) = a—‘;(% 1), () 1) + 8—j<x,y<x,t>, J @.1) 2, 1§3.7)

para a < x < b. De las condiciones iniciales de (3.6) se tiene

!/

oy B oy B
E(% t)=0 1y E(a, t)=1. (3.8)

Sea z(z,t) = %(w,t), y suponiendo que el orden de diferenciacion de x y ¢
se puede invertir, la ecuacion (3.7) junto con las condiciones iniciales (3.8) se

convierten en un problema de valores iniciales de la forma

1 8f / af ! ! !
- < < pu— e .
< ay(‘r7y7y)z+ ay/(x7y7y)za a7 > b7 Z(Cb,t) 0, Z(a,t) 1(3 9)

Entonces, el Método de Newton requiere resolver dos problemas de valores
iniciales para cada iteracion: (3.6) y (3.9), los cuales se pueden resolver con
cualquier integrador como los métodos de Runge Kutta. Asi obtendremos

por medio de

22



y(b7 Z(:k:—l) - ﬁ

00,1 (3.10)

gy =11 —

La aplicacion del método del disparo a nuestro problema se complica
mucho més porque tenemos un conjunto de nvar ecuaciones diferenciales que
deben satisfacer las condiciones de frontera antes mencionadas, y se ajustan
algunos valores en r = 0, de tal manera que se cumplan las condiciones de
frontera en “infinito”. Esto conduce a la soluciéon de sistemas de ecuaciones no-
lineales. Y la complicacion viene del hecho de la no existencia de un método
general “bueno” para resolver sistemas de ecuaciones no-lineales. El método
que utilizamos es el de Newton-Raphson, que es muy eficiente si se da un
buen valor inicial, que se “adivina”. Eso resulta en momentos en un proceso
altamente tedioso. El método ya no lo explicaremos aqui, pero una exposicion

resumida se puede encontrar en [10].

Dado un valor de J,,4., €l nimero de ecuaciones que se deben resolver
serfa nvar = 4J,,.. + 2. COmo mencionamos, el nimero J,,,, utilizado co-
munmente es 2, para lo cual se tendrian 10 ecuaiones. Hay una manera de
reducir esta cantidad, si utilizamos la condicion algebraica A = 2ADP', po-
demos conservar la ecuacion para Ag y calcular algebraicamente los valores
de A,, Ay, ..., de hecho, se calculan resolviendo un sistema matricial lineal.
De esta manera nvar = 3.J,,4. + 2. Adicionalmente, el niimero de variables
a ajustar por el método del disparo, se reduce. Y esto es valioso por lo men-

cionado en el parrafo anterior.

Como ya mencionamos anteriormente, tomaremos la idea de este método
para poder dar valores a coeficientes en el punto inicial x = 0 de tal forma
que se satisfagan las condiciones de frontera de éstas funciones en el punto
final. La parte del codigo con el cual se obtienen estos valores se presenta a

continuaciéon

while( x2 <= xmax){
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newt (v,N2,&check,shoot) ;
if (check) {
printf ("shoot failed, bad initial guess\n");
}
else {
printvs(x2,v);
}
x2 += dex;

+
load(x1l,v,y);

for(i=1;i<=N;i++) A[i]=0.0;
Af0]=y[1];
imprimir(0.0,y);
for(x2= DELTA; x2<= xmax; x2 += DELTA){
hi1=1.0e-5; hmin=0.0;
odeint (y,nvar,x1,x2,EPS1,h1,hmin, &nok,&nbad,derivs,rkqgs) ;
matriz(x2,y);
imprimir(x2,y);
x1=x2;
}

mass_freq(xmax,y) ;

Se proponen los primeros valores de los elementos C;(0) para j = 0,2,4, ...
y ¢;(0) para j = 3,5,..., y con ayuda de “newt” (en la cual esta implita la
funcion “shoot” del disparo no-lineal) se obtienen los valores mas adecuados
para dichos elementos para que se satisfagan las condiciones de frontera en x2
(para el cual se da un valor inicial), se usan esos valores de 7 = (Cy, ..., ¢3, ...)
para volverlos a a ajustar para que se satisfagan las condiciones de frontera en
r2 = x2 + dex, hasta alcanzar el valor de xmax que es nuestro “infinito”. En

load(x1,v,y) se “cargan” las condiciones iniciales (con los valores ajustados de
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U) para que se integren las ecuaciones para ¢ = (Ao, Co, Ca, ..., $1, @3, ..., &1, -,
donde §; = gb;. Es importante senalar que el valor que proponemos para
¢1(0), no se ajusta, permanece constante durante toda la ejecucion de nuestro
codigo, y funge como la variable independiente de la cual dependeran, la masa

de nuestro sistema y la frecuencia fundamental.

3.2. CAlculo de los Términos No-lineales

Como mencionamos en el capitulo dos, las soluciones que buscamos son

Jmu,z

O(t,x) = Z@zj 1(z) cos((2] — 1)wt) (3.11)
Jmam

Alt,z) = ZAQJ cos(2jwt) (3.12)
Jmal‘

C(t,z) = ZCQJ cos(2jwt) (3.13)

Entonces al sustituir estas soluciones y sus derivadas tanto temporales como
espaciales en el sistema de ecuaciones (2.38-2.40) obtenemos productos de
términos como: A(t, z)C(t,z), C'(t,z)® (t,z), At,z)?, ®'(t,x)®(t,z), por
mencionar algunos. Asi tendremos ecuaciones para los coeficientes de las ex-

pansiones de los campos, por ejemplo, las ecuaciones para C; seran

d 2 T 2
& = —Ck +z < CA(I)2 >k —F—QJ < OACI)4 > —— < AC >L (314)
dx T 2 x

donde < CA®? >, son los coeficientes de la expansion de la funcion pro-
ducto C(z,t), A(z,t) y ®(x,t). Para el caso de Jpa = 1 calcular dichos
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productos no nos llevara tanto tiempo, pero para el caso J,,.. > 2 realizar
los célculos directamente se vuelven muy largos. Es por eso que, para sim-
plificar dichos célculos utilizaremos algunas identidades trigonométricas y el
Teorema de Convolucién, el cual nos dice que si tenemos dos funciones de
la forma f = Zj’:"gx ficos(jwt) y g = Z;:g‘"” gp cos(pwt) entonces la funcion
producto P(z,t) = f(x,t)g(x,t) se expande como

Jmaz

P=(fg) = Z Pjcos(lwt), (3.15)
1=0

donde los coeficientes de la expansion estan dados por

Jmax
1
Py = fogo+§ z; fi9; (3.16)
]:
1 1
B, = 2 Z fjgp+§ Z figp (3.17)
|l7—pl=k j+p=k

Este resultado, provee de un algoritmo directo para la obtencién de los coe-
ficientes del lado derecho de las ecuaciones como (3.14). Haciendo uso del

teorema, por ejemplo la siguiente funcion usada en el codigo

void nonlinear(double a[],double c[], double pr[])
{

extern int nnn;
int j,p.k;

double suml,sum2;

for (k=0;k<=nnn;k++){
for(j=0,sum1=0.0,sum2=0.0; j<= nnn;j++){

26



for(p=0;p<= nnn;p++){
if (abs(j-p)==k) suml += al[jl*c[p]l;
if ((j+p)==k) sum2 += a[jl*c[p]l;

}
pr[k]= 0.5%suml + O.5%sum2;
}

nos permite calcular los coeficientes pry del producto de funciones f =
Sy qy cos(kwt) v g = 27 ¢ cos(lwt), en terminos de ag, ¢ que en

2 . /
la prictica pueden ser Agj, Coj,¢2j-1 0 ¢g; 1.

Las funciones “phi2d” y “phidot2” del cédigo, nos permiten calcular los coe-

ficientes de la expansion de las funciones ®(t,x) y ®(t,x)? respectivamente,

void phi2d(double phil[], double phidd[])

{
extern nnn;
int j;
phidd[0]=0.0;
for(j=1;j<=nnn;j++)
phidd[jl= -j*j*phil[j];
+

void phidot2(double phi[], double t[])
{

extern nnn;
int j,p.k;

double suml,sum2;
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for(j=1,sum1=0.0;j<=nnn; j++) suml += j*j*phil[jl*phil[j];
t[0]= 0.5%suml;

for (k=1;k<=nnn;k++){
for(j=1,sum1=0.0,sum2=0.0; j<=nnn;j++){
for(p=1;p<= nnn;p++){
if (abs(j-p)==k) suml += j*pxphi[j]*phi[p];
if( (j+p)== k ) sum2 += j*p*phil[j]*philp];

}
t[k]= 0.5%suml - 0.5%sum?2;

Entonces, utilizando las funciones anteriores es como calcularemos el lado
derecho de las ecuaciones (2.38-2.40) y asi resolviendo este sistema es como

encontraremos los valores de Ag(x), Cy;(x) y paj-1(x).

3.3. Restriccion Algebraica

Hasta ahora hemos ilustrado la forma en que resolveremos el sistema de
ecuaciones (2.38-2.40) y por medio del cual encontraremos los valores para
la primer componente Ag(x) de la funcion A(t,z) y los coeficientes de las
funciones C(t,z) y ®(t, ). Pero ain nos resta saber como encontraremos los

valores de las componentes Ay;(z) V5 > 0.

Retomemos la restriccion
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A=zAdV (3.18)

con U(t,z) = ®'(¢,z). De aqui, dados los coeficientes Ay y ¢y, Ps, ..., V1, s, ...,
queremos despejar los valores de As, Ay, .... Con este fin, sustituimos las ex-

pansiones

Jmaac

Alt,z) = ) Ay cos(2kwt) (3.19)

J’rnaz

O(t,x) = D doprcos((2p — Lwt) (3.20)

Jmaz

U(t,x) = > thyicos((2 — Lwt), (3.21)

=1

en la restriccion (3.18)

Jm(w: Jmam Jmaac
—2w Z kAgysin(2kwt) = —zw Z Z (2p — 1) Asjop_119—1 cos(2jwt)

k=1 j=0 1p=1
sin((2p — 1)wt) cos((20 — 1)wt) (3.22)

Multiplicaremos por el factor —% y usaremos algunas identidades trigonomé-
tricas en la expresion (3.22)
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Jmaz Jmaz Jmaa:

> 2k Ay, sin(2kwt) = g > (20— 1) Agjdop-1thu—afcos((|2) — 21 + 1])wt)
k=1 j=0 p,l=1
+cos((27 + 21 — 1)wt)] sin((2p — 1)wt)

Jmaz

- 2 3 (2p — 1) Agjdop_ 1t [sin((2p — 1 — |2j — 21 + 1|)wt)
=0

+sin((2p — 1+ |25 — 20 + 1|)wt)
+sin((2p — 1 —2j — 2l + 1)wt) +sin((2p — 1 + 25 + 21 — 1)wt)]

donde 2p —1 > 1 pues p = 1,2, ..., Jnae, y como 5,1 = 1,2, ..., e de aqui
que |2j — 20 + 1| > 1 y entonces 2p — 1 4 |25 — 2l + 1| > 0 y también
2p—1+4+25+20—-1>0.

Multiplicando la expresion anterior por sin(2nwt) con n > 0 e integrado de
OaTl = %’T Integrando primero el lado izquierdo y recordando que sin(jwt)

es una base orgonal,

27 Jmaz

> 2k Ay, / " sin(2kwt) sin(2nwt)dt = > jzkA%(sgn,Qk(g)
k=1 0 k=1
s

Entonces se tiene que
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Jma.’z: Jma.’z 2

%&45): %2:2]%_n&m%mmd/”aM@%4—p@—n+mm)

j=0 p,i=1 0

sin(2nwt)dt + / i sin((2p — 1 4 |25 — 21 + 1])wt) sin(2nwt)dt +
0

27 27

[

sin(2nwt) dt}

sin(2(p — j — l)wt) sin(2nwt)dt + / . sin(2(p+j + 1 — 1)wt)
0

Jmaz Jmaz

x 10} s
= 7 Z Z (2p — 1)Agjpop_1v211 [;52n,2p71+\2(j7l)+1| + ;52n,2(p+j+lfl)

Jj=0 p,l=1
2w

+ / sin((2p — 1 — 20 — 1) + 1|)wt) sin(2nwt)dt +

27

/0 " sin(2(p — j — wt) sin(2nwt)di] (3.23)

Sea la integral de la forma

2m

/ : sin(§, jwt) sin(2nwt)dt (3.24)
0

si §pj; > 0, entonces la integral es

27
w

sin(p,jwt) sin(2nwt)dt = d¢, , 2n (I) (3.25)
0 SO W

pero si &, ;; < 0, la integral (3.24) sera

31



27 27

/w sin(&p,;wt) sin(2nwt))dt = —/u sin(|€p, ;1 |wt) sin(2nwt)dt
0 0

= —0lg, ;42 <£> (3-26)

Ast que si &y, = 2p — 1 — |25 — 21+ 1| > 0 la integral (3.25) sera distinta
de cero si 52p—1—\2j—2l+1|,2n e igual a 5 Si fpd"l = 2p —1- ’2] — 20 + 1‘ <0
la integral (3.26) sera distinta de cero si dg;_1_|2j_2141,—20 € igual a —Z. Se

sigue el mismo analisis para &, ;; = 2(p —j — 1).

De acuerdo con el resultado anterior, de la ecuacion (3.23) se sigue,

7 x
;27114271 = Z[ Z (2p — 1)Azjpop_1921-1 +

2p—1+4|2j—21+1|=2n

Z (2p — 1) Agjhap 111 £

2(p+j+i—1)=2n

> (2p — 1) Agjpap 19por1

2p—1—|2(j—0)+1|=%x2n

Z (2p — 1)A2j¢2p71w2l71] t

w
2p—2(j+l)=%2n

(3.27)

Estamos buscando una expresion de la cual podamos obtener los valores de
Ay, Ay, -+, cuando Ag es conocido. Entonces expresemos la ecuacion (3.27)

de la siguiente forma,
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2nAs, = —(Sj=0 + Sjz0)
= [+ Z (2p — V)pop 1921 +
2p—1—|1-2l|==%2n
Z (2p — 1)dop_1¥—1 =
2p—1+|1-2l|=2n

Z (2p — 1)pop_1¥—1 +

2(p—l)==£2n

> - Déytaldo+ TSim (3:28)

2(p+l—1)=2n

>R R

con

Sjz0 = % > (2p — 1) Agjdap—1921-1 +
2p—1—|2(j—1)+1|=£2n

> (2p — 1) A2jpap—1921-1

2p—1+|2j—21+1|=2n

+ Z (2p — 1) Agjdop—_1¥—1 +

2p—2(j+l)=%2n

Z (2p — 1) Agjdap—121—1 (3.29)

p+j+i—1=n

Tenemos que | = 1,2,3,- -, Jyae, €ntonces 21 > 1y |1 —2[| = 2] — 1, asi
que 2p —1—1[1—=2]| =2p—1—-2l+1=2(p—1), tomando encuenta este

resultado en la expresion (3.28)
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T
2nAs, = Z[i (2]0—1)(252;)711#21714‘ Z (2p — 1)pop_1¥21—1
p— p+Hl—1=n
Z (20 = 1)pap—1991—1 + Z (2p — 1)pop_1¢2-1] Ao
=+ p+Hl—1=n
T z
= SlE DMt > Apl Ao + 7 Sjzo
p—Il=*xn p+Hl—1=n
T z
Z j¢0—27’LA2n = —§[Z|: Z Apl+ Z Apl]AO
p—l==*n p+Hl—1=n
= B, (3.30)
donde
Sj;éO = =+ Z AplA2j+ Z AplAij:
2p—1—[2(j—1)+1|=+2n 2p—1+[2(j—1)+1|=2n
> Midsi D> Ay (3.31)
2p—2(j+1)=+2n pjtHl—1=k

donde hemos usado la notacion Ay = (2p — 1)pop_ 11y 1 <yl < Jpaw ¥
1 < p,l < jmaz, para simplificar las expresiones.

Por ejemplo, sustituyendo n = 1 en el lado derecho de la ecuacion (3.30) con
1 S p?l S Jmaa:
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B = —g[i S At D A4y

p—l==+1 prl—1=1
x
= —5[/\21 + Az +Auz 4+ A ae—1)
—Nig = Aoz — Ay — - = Apu—1)mae + M11] Ao (3.32)

Sustituyendo n = 1 y los valores de j en el lado derecho de la ecuacion (3.30)

X X
Z A0 — 2A2 = Z[It Z AplA2 + Z APZA2

2p—1—|3—21|==%2 2p—1+]3—21|=2

+ ) AgAt Y Ay —24,+

2p—2(1+1)==2 p+I=1

x

e S MA D> AA
2p—1—|5—21|=+2 2p—1+4|5—21|=2

) AgArt ) AyAY

2p—2(2+1)=+2 pH+1=1

Xz

e ) V. P S N W/ P
2p—1—|7—21|=42 2p—14|7—21|=2

£ > Apds+ Y ApAg+---+

2p—2(3+1)=+2 pHl+2=1

x

1T > ApiA2gya, + > +
2p—1—|2Tmas—2l+1|=+2 2p—1+ |2 —20+1]=2
Z AplA2Jmaa:+ Z AplAZJmaar:I (333>

2p—2(=]7naw+l)::t2 p+Jmaz+l_1:1

Ahora tomemos el caso n = 2, el lado derecho de la ecuacion (3.30) nos queda

como

15’2:—%[1 S oMt > A4 (3.34)

p—l==%2 pH—1=2
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con 1 < p,l < Jpae- Desarrollando el lado izquierdo de la ecuacion,

x x
TS -4 = Tl ) WS N WiE
2p—1—[3—21|=+4 2p—1+[3—21|=4
> Awt D Ml
2p—2(1+1)=+4 pH=2
x
I DI VA DI
2p—1—|5—21|=+4 2p—1+[5—21|=4
S At ) AgA A4+
2p—2(2+1) =4 pHA1=2
x
Y oae Y m
2p—1—(2Jpmaz —2l+1|=%4 2p—1+|2Jmaz—20+1|=4
:I: Z Apl + Z :|AJmaz (3'35)
2p—2(Jmaz+1)=+4 p+JImas+Hl—1=2
Si seguimos sustituyendo el valor de n = 2,3, -+ | Jq, en la ecuacion (3.30)

y de acuerdo con (3.33) y (3.35) se observa que el lado izquierdo de (3.30) se
puede expresar como

J"’LCL.’AU

x
Z 40 271,142” = Z anAQj (336)

j=1
conn =12 Jyu.. Deaqui que (3.30) se puede expresar de la siguiente

forma matricial,

o
N
I
o]

(3.37)

donde
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an = %[:l: Z Apl+ Z Apl:l:

2p—1—[2j—20+1|=%2n 2p—1+[2j—20+1|=2n
E Apl + E Apl] — 2j(5n],
()= p+jtl—1=n
Bn = __AO E Apl + E Apl
p—l=+tn p+Hl—1=n

Ay = (2p—1)pop_1tu—1.

Ast pues, solo debemos invertir la matriz C de (3.37) para despejar Ay cal-

cular algebraicamente sus componentes As, Ay,---, Ay ..

Para invertir la matriz C se utiliza el método de descomposicion LU. Este

método consiste en escribir la matriz C como el producto de dos matrices

C=LU (3.38)

donde L es una matriz triangular inferior (elementos diferentes de cero solo
en la diagonal y abajo de la diagonal) y U es una matriz triangular superior
(elementos diferentes de cero solo en la diagonal y arriba de la diagonal).

Entonces usando la descomposicion (3.38) en la ecuacion matricial (3.37)

CA=(LU)-A=L(UA) =B (3.39)

Resolveremos la ecuacion (3.39) en dos pasos. Primero
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y después se resuelve

para encontrar 7. La ventaja de utilizar esta desconposicion se debe a que es

mas sencillo resolver un sistema de ecuaciones triangular [10].

Como hemos mencionado antes, la importancia de utilizar la restriccion al-
gebraica (2.37) para obtener el valor de los coeficientes As(x),---, Ay, .. (7)
es debido a que es mas sencillo resolver algebraicamente una ecuaciéon ma-
tricial de la forma (3.37), que resolver un sistema de ecuaciones diferenciales
mas numeroso. Es decir, que si no utilizaramos esta forma para encontrar
los valores de dichos coeficientes, la otra manera seria aumentar el nimero
de ecuaciones diferenciales en el sistema que estamos utilizando para obtener
los valores de los coeficientes Ay(z), Cs;(z) y ¢2j-1(x), entonces al momento

de resolver dicho sistema se invertiria més tiempo y esfuerzo.
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Capitulo 4

Resultados Numeéricos

Los resultados numéricos que se presentan a continuaciéon fueron calculados
usando J,,q; = 2, aunque hicimos corridas con J,,,, mayores, y en las con-

clusiones hacemos comentarios al respecto.

Para J,.. = 2, se deben ajustar los valores de Cy,Cy, Cy v ¢3. El codigo
provee el valor de la discrepancia entre el valor obtenido de esas cantidades
en rmax, y el valor que deberfan tener en el infinito. En la siguiente tabla

se muestran algunos valores de estas discrepancias obtenidas al calcular los

coeficientes Cy(0), C5(0), C4(0) v ¢3(0).

A =0.0 A=1.0 A =20
Co(0) | 5.394823e-04 | 5.587557e-04 | 5.899836e-04
C5(0) | 3.696409e-08 | 2.054654e-08 | 5.684341e-07
C4(0)
(0)

2.587952e-06 | 1.279695e-05 | 1.474446e-05
4.324136e-08 | 6.960440e-08 | 1.176114e-07

En las graficas (4.1) y (4.2) mostramos los resultados numéricos obtenidos
para las funciones métricas g,, = A(t,z) y gy = %’3 donde el cos(2jwt) = 1

(wt =0 6 wt = 2nm), en estas graficas podemos observar la no-singularidad
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Figura 4.1: En esta grafica se muestran los valores otbenidos para la funcién
métrica g, para valores de A = 0,0 (—), A=1,0(---) y A =2,0 (-) con ¢1(0) =
0,30 y cos(2jwt) = 1.

de las funciones y que tienden a ser asintéticamente planas.

Como ya se habia dicho, la densidad de energia pgp del campo escalar ® la
obtenemos por medio de la ecuacion (2.4). En (4.3) se grafica ps para dos

tiempos.

Para calcular la masa utilizamos la siguiente expresion,
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Figura 4.2: En esta grafica se muestran los valores otbenidos para la funcién
métrica gy para valoresde A = 0,0 (—), A =1,0(---) y A = 2,0 (-) con ¢1(0) = 0,30
y cos(2jwt) = 1.

pues nuestra métrica es asintoticamente plana y estética (en el infinito), en el
sentido que confinamos los coeficientes métricos del oscilaton en una region
finita. Entonces, la masa vista por un observador desde el infinito se puede

calcular por medio de esta expresion.

La gréfica (4.4) contiene los valores de las masas (Mg) obtenidas con distin-
tos valores de A. Al aumentar el valor de la componenete ¢;(0) del campo
escalar ®(¢,z) el valor de la masa también va aumentando hasta llegar al
valor de ¢1.(0) con el que se obtiene el valor méas grande para Mg, y después

de éste la masa comienza a disminuir.

En la grafica (4.5) se presentan los resultados obtenidos para las frecuencias
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Figura 4.3: Se muestra la densidad de energia del campo escalar para los tiempos

wt =0y wt=7/2 (en unidades mim%,/4r).
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Figura 4.4: Se grafica Mg para los siguientes valores: A = 0,0 (—) donde
$1.(0) = 0,481 y M, = 0,6055093(m%,/ma);A = 1,0(- - - ) obteniendo ¢1.(0) = 0,48
y M. = 0,6949076(m%,;/my) v para A = 2,0(-) obteniendo ¢1.(0) = 0,425 y
M, = 0,7790653(m%,;/ma).
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Figura 4.5: Presentamos Q¢ para los siguientes valores A = 0,0(—), A=1,0 (---)
y A = 2,0 (-). El valor de la frecuencia disminuye cuando el valor de ¢1(0) aumenta.

De igual forma se tiene frecuencias menores para A’'s mayores.

(Qq) utilizando algunos valores de A. Tal como se esperaba, el valor de la

frecuencia disminuye al paso que el valor de ¢;(0) aumenta.

En la grafica (4.6) se aprecia como disminuye el valor de ¢;.(0) conforme el

valor de A aumenta.

El integrador que usamos es uno de paso variable, que respeta una to-
lerancia dada. Pero con el fin de verificar convergencia, algunas corridas las
hicimos con Runge Kutta de orden 2 (RK2), y dada la solucién a un paso h
que llamamos y,, y otras corridas a pasos yn/2 ¥y Yn/4, la prueba de conver-

gencia consiste en determinar si el valor absoluto de
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Figura 4.6: El valor de ¢1.(0) disminuye al aumentar el valor de A. Para A = 0,0 se
obtiene ¢1.(0) = 0,481; A = 0,5 con ¢1.(0) = 0,4805; A = 1,0 con ¢1.(0) = 0,479;
A =15 con ¢1.(0) = 0,46 y A = 2,0 con ¢1.(0) = 0,425.
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Yn — Yn/2
Yn/2 — Yn/4

adquiere el valor de 4 [11]|. La grafica (4.7) muestra que este es el caso,
indicando convergencia. Los valores de la masa y la frecuencia obtenidos con

RK2 y el integrador de paso variable son exactamente los mismos.
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Figura 4.7: Se muestra las graficas del Factor de Convergencia (4) para las componentes
Ap, Cy y @1 de las funciones métricas y el campo escalar real respectivamente. Utilizamos
el integrador Runge Kutta de Orden 2 (RK2). Estas gréficas se obtuvieron para A = 0,0,
$1(0) = 0,2.
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Capitulo 5
Conclusiones

En este trabajo se explico la forma en como se obtiene y se soluciona el sis-
tema de ecuaciones acopladas de Einstein-Klein-Gordon (EKG) con simetria
esférica. La solucion de las configuraciones de equilibrio se proponen como
una serie de funciones coseno, pero generalmente se trunca para Jp,., = 1,2
[7],[12], aqui explicamos con detalle como hacerlo para el caso general (es de-
cir, para cualquier valor de J,,..), que ya se trabajo en [5] para el potencial

cuadréatico, y los resultados presentados ahi fueron hechos con J,,, = 3.

Aunque los resultados reportados en el capitulo anterior fueron hechos con
Jmaz = 2, también se realizaron varias corridas para Jyee = 4V Jmee = 6.
Con base en éstas, observamos que la diferencia entre las masas Mg ob-
tenidas para Jpee = 2V Jpar = 4, €8 |My, .m0 — My, 4| = le — 04,
mientras que |My, 4 — M, . —¢| = le — 05. Para ¢1.(0) la diferencia es

’¢10anax:2 - ¢10Jmax:4| ~ 16 - 03 y 10 mismo para |¢10Jmaac:2 - (bchmaa::G’ ~

le — 03.

En las graficas expuestas en el capitulo anterior se pueden apreciar los si-
guientes resultados: La masa Mg aumenta su valor al ir aumentando el valor

de ¢1(0) hasta alcanzar su valor maximo Mg, para un ¢;.(0), donde el valor
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de la masa critica va aumentando conforme el valor de ¢.(0) disminuye. Al
ir aumentando el valor de A se observa que el valor de ¢1.(0) disminuye,
para A's < 1, el valor de ¢1.(0) disminuye muy poco, pero para A’s > 1 la
diferencia es muy notoria. El valor de la frecuencia {2 decrece cuando ¢

crece y al aumentar el valor de A.

Las soluciones encontradas en este trabajo, pueden servir como dato inicial de
un codigo de evolucion. El siguiente paso seria realizar el codigo de evolucion
para los oscilatones con potencial cuartico, para completar el estudio. A la
vez, me permitiria continuar aprendiendo a utilizar la valiosa herramienta de

los métodos numeéricos aplicados a Cosmologia y Astrofisica.

El codigo estaré disponible para todos aquellos que deseen utilizarlo.
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Apéndice A
Teorema de Convolucion
Sea f(t,7) = X772 fi(x) cos(jwt) v g(t,z) = S0 gu() cos(kwt) dos fun-

ciones cuadro-integrables, entonces

Jmaz

(fg) =P =" Pcos(lwt)

=0

donde
1 Jmaz
=3 Z f395 + Jogo
j=1
1 Jmaz 1 J’maz
Pe=35 Z fige + 5 Z figp
|i—pl=Fk J+p=Fk
para k > 1.
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Demostracion

Sea el producto de las funciones f(t,z) y g(t, x)

Jma;c Jma;c

fg = > ficos(jwt) > gy cos(pwt)
7=0 p=0

J’rnax

= ) figpcos(jwt) cos(pwt)
Jsp=0
J’anlz

Z P, cos(lwt) = P

Sustituyendo cos(A) cos(B) = 1[cos(A + B) + cos(|A — B|)] en la ecuacion

anterior

Jmaac Jmax

Z P, cos(lwt) _1 Z figplcos((j + p)wt) +cos((|j — p)wt)]  (A.1)

]PO

Multipliquemos la expresion (A.1) por cos(kwt)

Jmaz Jmaz

Z P, cos(lwt) cos(kwt) = 1 Z figplcos((7 + p)wt) + cos(|j — p|lwt)] cos(kwt)

1=0 ]pO

Recordando que cos(kwt) es una base ortogonal con k = 0,1,2,- -, integre-

mos la ecuaciéon anterior de 0 a 27”
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Imax 2m

Z /ow P, cos(lwt) cos(kwt)dt = = Z / figp cos((7 + p)wt) cos(kwt)dt +

1=0 JP 0

/w figpcos(|j — plwt) Cos(kwt)dt]

Jmaz Jmaz Jmaz

Z Pl5ll~c— = 5 Z Fi9p0¢-+p)k + Z igp0;- plk_

Jma’z‘

JP 0 ]p 0
Jmaz Jmaz

P = 35 Z figp + Z fi9p (A.2)
J+P k |] —p|=k

Sustituyendo k£ = 0 en la expresion (A.2) llegamos a

Jmaz

B = —f090+ f090+— Z figp
|J pl=k

Jmaz

= fogo + 5 Z £39; (A.3)

Jmaa? Jmaz

P = 5 Z figp + Z figp (A4)

J+p k |J pl=k

para 1 < k < Ju-
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Apéndice B

Comnservacion del Tensor

Energia-Momento

Ahora demostraremos que la conservacon del Tensor Energia-Momento se

puede expresar de la siguiente forma,

o _
Ty =0
av
do

Demostraciéon

El tensor de Energia-Momento T est4 dado por
_— 1 .
T = o — §g°‘5 (@2 ¢y + 2V (D)]
Aplicando la derivada covariante al tensor
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amg L ;
T = (2007 — Sg [0, +2V(®)]);s

— 1 osra: 1 agrx.
= (¥ q)ﬂ);ﬁ - 59 B[CDJ\(D;A + 2V (®)].5 — 59;55[(1))\@;)\ + 2V (®)]

Pero sabemos que g%ﬁ = 0, entonces

B o 1 : . av(®
T;%ﬁ = (I);gq)ﬁ + qyaq);g - 5 aﬁ[q);gq);/\ + qy\q);)\;ﬁ +2 dED >CI);B]
ay B s gy ! aB[ Ay Y ] av o
= gDy pdP" + O — 29 (977 P50y @7+ PP + 2E9a6¢ ]
: o 1 . . av .
= gaﬁq);ﬂ;@q)’e + qyaq);g o 59%[@;7%@’7 + PP, 5] — d_q)q)’a
: e : av .
= 9P, 07 + (I)’aq);g — gD, 5 — d_(bq)’a (B.1)

Veamos que @.5., = ®.,.3. Recordemos que para una funcién escalar se cumple

que ¢,5 = P g,

Py = Ppy
= g, I},
= O, 5-T80,
= Dyp (B.2)

pues ® 5., = &, 5 y los simbolos de Christoffel son simétricso ng =TIk,

Entonces segin (B.2) de (B.1) se sigue que
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av

(R
= q)’agaﬁq);a;ﬁ_%qya
av .
= 9V, Vpd - —®
of a _av
To =@ (D@ d<1>>

con O = ¢V, V.
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