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Capitulo 1

Introduccion

Un conjunto de enteros positivos S es un conjunto de Sidon si las sumas de cualesquiera dos
elementos de S son distintas. Por ejemplo, el conjunto de las potencias de 2 es un conjunto de
Sidon infinito. Estos conjuntos aparecieron en los anos 30 en el contexto del andlisis armoénico
gracias al trabajo de Simon Sidon (ver [7]), quien llamé la atencién de Paul Erdés sobre estos

conjuntos y desde entonces han sido de particular interés en teoria de nimeros y combinatoria.

Estamos interesados en la cardinalidad del mayor conjunto de Sidon contenido en el intervalo
[1, z]. Para un conjunto S de enteros positivos, la funcién de conteo del conjunto S es S(z) :=
#S N[1,x]. Se sabe que si S es un conjunto de Sidon, S(x) ~ y/z. Una buena referencia sobre

este y otros resultados sobre conjuntos de Sidon es [5].

Utilizando el algoritmo avaro (greedy algorithm) podemos construir un conjunto de Sidon
con funcién de conteo > 2. Este resultado se puede mejorar. I. Ruzsa construyé un conjunto
de Sidon con funcién de conteo 221+ mientras z tiende al infinito ! en [6]. Su construccién
se basa en el hecho de que los niimeros primos son un conjunto de Sidon multiplicativo para los
enteros; el conjunto de sus logaritmos es un conjunto de Sidon aditivo de nimeros reales y un
redondeo apropiado de ellos da un conjunto de Sidon de enteros. En este trabajo, siguiendo las
ideas de la construccion de Ruzsa, construiremos un conjunto de Sidon con la misma funcién de
conteo. Consideramos los argumentos de los primos gaussianos (los primos en Z[i]) no reales.
Esta sucesion es acotada, lo que simplifica la construccién. Algunas cotas técnicas que aparecen
en el articulo de Ruzsa se demuestran de manera geométrica. Hemos conservado la notacion
de Ruzsa para facilitar la comparacion con el argumento original. En el capitulo siguiente

introducimos los enteros gaussianos y algunas de sus propiedades. En el tercer capitulo damos

Lo(1) es una funcién que tiende a 0 cuando x tiende al infinito.
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una cota superior para S(z) debida a Erdés y Turdn en [2]. En el capitulo 4, discutimos la
construccién de un conjunto de Sidon para el caso finito, a fin de motivar la construccién
para el caso infinito y en el capitulo restante explicamos la construccién del conjunto de Sidon
infinito. Esta construccion esta completamente basada en las ideas de Ruzsa y nuestro trabajo

es una pequena variante de su idea.

A pesar de su apariencia abstracta y obscura, el problema de la construccion de conjuntos de
Sidon es importante en las aplicaciones. Los conjuntos de Sidon fueron bautizados en ingenieria
con el nombre de reglas de Golomb. Una regla de Golomb es una regla con marcas de manera
que las distancias entre dos marcas son distintas. El conjunto de distancias de un extremo de
la regla a las marcas es un conjunto de Sidon. Las reglas de Golomb se utilizan en problemas

relacionados con transferencia de senales [1].

En general, no se sabe mucho de conjuntos de Sidon infinitos. El problema de encontrar
un subconjunto infinito grande de Z tal que las sumas de cada tres elementos sean distintas
(donde por grande entendemos que tiene una funcién de conteo mayor que la que se obtiene
con el algoritmo avaro) permanece abierto. Las mejores cotas que se conocen se deben a Ben
Green [3].

Utilizamos la notacién usual y escribimos |y| para el mayor entero menor o igual que y y

{y} = y—|y] vy seguimos la notacién de Landau, escribiendo f(z) = o(g(x)) si % — 0 cuando
x— o0y f(z) =0(g(x)) st lim,_ % < +400. Tambien utilizaremos el simbolo de Legendre

<%> donde p es primo como

0, a=0 modp
a
(—) =< +1, a=2* mod p para algin z € Z/pZ

—1, en otro caso.



Capitulo 2

Los enteros gaussianos

Los enteros gaussianos son el conjunto

Z[i| ={2€C:z=a+1ibabeZ}

llamados asi en honor de K.F. Gauss. En este capitulo hablaremos de las propiedades basicas,

entre ellas la nociéon de primalidad y la factorizacion tnica.

2.1. Propiedades basicas

Este conjunto hereda las operaciones de suma y producto de C. Al igual que en los enteros
usuales, el cociente de dos enteros gaussianos no es necesariamente un entero gaussiano, como

muestra el ejemplo siguiente

3+20 3+20 1+60 -9 20

-6/ 1-6i 1+6i 37 37

Tiene sentido entonces la definicién siguiente.

Definicién 2.1.1. Sean a + bi y ¢+ di enteros gaussianos. Decimos que a + bi divide a ¢ + di

st existe un entero gaussiano e + fi tal que

c+di = (a+bi)(e+ fi).



6 CAPITULO 2. LOS ENTEROS GAUSSIANOS

Cuando a+bi y ¢+ di son enteros ordinarios, se trata de la divisibilidad usual. Para los enteros,
el teorema fundamental de la aritmética nos dice que cualquier entero se escribe de manera
esencialmente tnica como producto de niimeros primos. Por esencialmente unica entendemos
dos cosas: salvo permutaciones y salvo factores +1. Los niimeros +1 son los unicos enteros que
tienen inversos multiplicativos. Al escribir un entero N como el producto de primos py, po, . . . Pg,
vemos que también podemos escribirlo como (—py)ps ... (—p;) . .. pr. Estas dos descomposiciones
las consideramos como equivalentes. Para poder enunciar un teorema de factorizacion tinica en
los enteros gaussianos necesitamos describir a los primos pero también a aquellos elementos con

inverso multiplicativo. Estos elementos se llaman unidades.

Describiremos a las unidades en Z[i|. Para esto introducimos la nocién de norma.

Definicién 2.1.2. Sea x + yi un entero gaussiano. Decimos que la norma de x + yi es x° + y>

y lo denotamos por

N(z +iy) = 2* +y*.

La definicion de norma es simplemente el cuadrado del valor absoluto usual en C.

Lema 2.1.3. Sean «, 3 enteros gaussianos. La norma satisface

i) N(a) =0 <= a=0;
i) N(af) = N(a)N(f).

Demostracion. Trivial a partir de la observacién anterior. O

Una consecuencia de este lema es que el producto de enteros gaussianos distintos de cero es

distinto de cero.

Ahora estamos listos para caracterizar las unidades.

Lema 2.1.4. Las unidades de Z[i] son 1,—1,i,—i

Demostracion. Sea a + bi una unidad. Esto es, existe ¢ + di tal que

(a -+ bi)(c + di) = 1.
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Tomando norma de ambos lados y usando la propiedad iz) del lema anterior,

(a® + b)) (A +d*) = 1.

De aqui obtenemos
ac+V=+d* =1,

pero a, b, ¢, d son enteros. A partir de aqui es facil verificar que las tinicas soluciones son las que
se proponen.

]

Una consecuencia tutil es el hecho de que un entero gaussiano « es una unidad si y solamente

sl su norma es 1.

2.2. Los primos gaussianos

De manera andaloga a lo que sucede en los enteros, decimos que un entero gaussiano es primo
si no puede escribirse como producto de dos enteros gaussianos tales que ninguno de ellos sea

una unidad.

Observemos que si v € Z[i] es tal que N(7) es un nimero primo, entonces v mismo debe
ser un primo en los enteros gaussianos de acuerdo a la definicién. Si no lo fuera, existirian «, (3

enteros gaussianos tales que

y por tanto

pero esto es imposible si N(7) es primo y ninguno de «, 3 es una unidad.

El siguiente teorema, cuya demostracion puede encontrarse en muchos libros de teoria de

nimeros, nos sera util para caracterizar los primos gaussianos.

Teorema 2.2.1. Sea p un primo de la forma 4m + 1. Existen enteros unicos u,v tales que

p=u?+v% Ademds, u yv siu > |v| > 0.
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Tenemos una descripcion completa de los primos gaussianos en el siguiente teorema.

Teorema 2.2.2. Clasificacion de los primos gaussianos: Los primos gaussianos, son,

hasta unidades, de uno de estos tipos

i) 141 es un primo gaussiano.
ii) Sea p un primo ordinario. Si p =3 mod 4 entonces p es un primo gaussiano.

iit) Sea p un primo ordinario tal que p = 1 mod 4. Escribimos p como la suma de dos

cuadrados, p = u® 4+ v2. Entonces u + vi es un primo gaussiano.

Demostracion. Primero veamos que todos los nimeros de la lista anterior son primos gaussia-
nos. De acuerdo a una observacion previa, es inmediato que 1+ ¢ es primo pues su norma es 2.
Veamos qué pasa con los nimeros del tipo iz). Sea p un primo ordinario tal que p =3 mod 4.
Supongamos que p se puede escribir como (a + bi)(c+ di), donde ninguno de los factores es una

unidad. Entonces, tomando normas,

p? = (a® + 03 (* + d?).

Para que esta ecuacién tenga soluciones enteras no triviales, necesariamente tiene que pasar

que

A+ =p, F+d=p,

lo cual es imposible porque si reducimos ambas ecuaciones modulo 4, el lado izquierdo es 0, 1, 2.
Entonces p no puede ser factorizado en los enteros gaussianos. Para los primos del tipo i),
utilizamos el teorema (2.2.1). Falta probar que todo primo gaussiano es de alguno de estos tres

tipos. Para probar esto, utilizaremos el lema siguiente.

Lema 2.2.3. Sea a = a + bi € Z]i].

a) Si 2 divide a N(«), entonces 1 + 1 divide a .

b) Sea p un primo del tipo ii). Supongamos que p divide a N(«) dentro de los enteros

ordinarios. Entonces p divide a « dentro de los enteros gaussianos.
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c) Sea u+vi un primo gaussiano del tipo iii) y sea u—vi su conjugado (dentro de los nimeros
complejos). Si p divide a N(«) dentro de los enteros ordinarios, entonces al menos uno

de u+ vi y u — vi divide a « dentro de los enteros gaussianos.

Demostracién. Empecemos con a). Como 2 divide a N(a) = a® + b?, entonces a, b tienen la

misma paridad. Esto nos dice que a+b y —a+ b son ambos pares también, de donde el cociente

a+bi (a+0b)+ (—a+b)i

141 2

es un entero gaussiano. Entonces « es divisible por 1 + i. Para la parte b), si p divide a a y a

b, entonces no hay nada que probar. Supongamos que no. Esto nos dice que

a’>=—b* mod p,

de donde, calculando el simbolo de Legendre,

que es una contradiccion. Luego entonces, p divide a a y a b.
Para el caso ¢), tenemos que
N(a) =a®+b* = pK

donde K > 1 es un entero. Tenemos que probar que alguno de los dos ntimeros

(au + bv) + (—av + bu)i o (au — bv) + (av + bu)i (2.1)
P p

son enteros gaussianos. Para esto, observemos que
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(au + bv)(au — bv) = a*u® — b*v* = a*u® — b*(p — u?) = (a® + b*)u® — pb* = pKu® — pb*

de aqui deducimos que al menos uno de au + bv y av + bu es multiplo de p. Una cuenta similar
nos dice que

(—av + bu)(av + bu) = pKu* — pb?,

de donde al menos uno de —av + bu y av + bu es multiplo de p. Tenemos entonces cuatro casos

a considerar

1. au+ bv y —av + bu son miltiplos de p.
2. au + bv y av + bu son miltiplos de p.
3. au — bv y —av + bu son multiplos de p.

4. au — bv y av + bu son miultiplos de p.

El caso 1 es trivial pues implica que el primer cociente que escribimos en (2.1) es entero. De la
misma manera, el segundo cociente que escribimos es entero en el caso 4. Para los casos 2 y 3,
debemos trabajar un poco més. Consideremos el caso 2. (el caso 3. es andlogo). Tenemos que

p divide tanto a au + bv como a av + bu, de donde p divide a
(au + bv)b — (av + bu) = (b* — a*)v

de donde, como p no divide a v (pues p = u? + v?), tenemos que p divide a b* — a®. Como p
divide también a a® + b? por hipétesis, es facil checar que p divide a a y a by por tanto ambos

nimeros en (2.1) son enteros. O

Regresando al teorema original, supongamos que « es un primo gaussiano. Como N («) # 1,
existe al menos un primo p que divide a N(«). Si p = 2, la parte a) del lema anterior nos dice
que 1+ divide a a. Como « es primo, entonces es igual (salvo unidades) a 1+, de donde « es
un primo del primer tipo. Para el caso en que p =3 mod 4, la parte b) del lema anterior nos
dice que p divide a «, asi que a es un primo del tipo i) hasta unidades. Por iltimo, si p = 1
mod 4 escribimos p de la forma p = u? + v? y entonces « es divisible por u + iv o por u — iv.

Esto nos dice que a es un primo del tercer tipo y concluye la prueba de nuestro teorema.
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2.3. Factorizacion uUnica de los enteros gaussianos

Para probar el teorema fundamental de la aritmética, utilizamos una propiedad muy im-
portante de los niimeros primos: si un numero primo divide a un producto, entonces divide a
uno de los factores. Esto se sigue de la propiedad de la division euclideana de los enteros: Si a
y b son enteros, podemos encontrar enteros tnicos q y r tales que a = bg + r para 0 < r < b.
En los enteros gaussianos, no es evidente que se pueda efectuar la division entre dos de ellos y

obtener un residuo mads chico. Probaremos que efectivamente esto pasa en el siguiente lema.

Lema 2.3.1. Sean o y 5 € Z[i| tales que § # 0. Ezisten v y p € Z[i] tales que

a=[0y+p

con N(p) < N().

Demostracion. En esta prueba es muy til pensar geométricamente y proceder algebraicamente.

Consideremos el nimero complejo % Veamos a este nimero complejo dentro de un cuadrado

de la reticula L := Z x iZ. Sea v € L el vértice de este cuadrado mas cercano a % Como la

se encuentra en el centro del cuadrado y en dicho caso

&

distancia de % a 7 es maxima cuando 5

V2

la distancia es 3%, tenemos que

de donde se sigue que

N(o— ) < 5N (9)

Escogiendo a p como a — (37 se concluye el resultado. O

El siguiente lema también esta basado en una propiedad de los enteros.

Lema 2.3.2. Sean o, (3 enteros gaussianos. Sea So g el conjunto

{z€eC:z=auz+ Py,z,y € L}

y sea 0 € Sy el elemento de norma minima positiva. Entonces § divide a o y 3.
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Demostracion. Dividiendo « entre d obtenemos que

a=90y+p

para 7, p como en el lema anterior. Sean a,b € Z tales que 0 = aa + b3. Entonces,

p=a—0y=a(l—ay)—byp

de donde p € S, 3 pero N(p) < N(9), de donde se sigue que p = 0. O

El siguiente lema nos dice que los primos gaussianos se comportan de manera parecida a

los primos usuales.

Lema 2.3.3. Sea m un primo gaussiano, sean o, 3 enteros gaussianos tales que m divide a «f3.
Entonces m divide a al menos uno de o o 3. En general, si m divide a un producto cias ... oy

entonces w divide a al menos uno de los o;, 1 =1,... k.

Demostracion. Utilizaremos el lema anterior con « y w. Sea 0 tal que

0 =ax+ b

con N(9) de norma minima y positiva en S, . Como 0 divide a o y 7, y 7 es primo, entonces
0 es una unidad o una unidad por 7. Si 6 = um, con v una unidad, entonces m también divide

a « y hemos terminado. Supongamos entonces que ¢ es una unidad. Consideremos

00 = aaf + b 3.

De aqui se sigue que 7 divide a 03 y por ser ¢ unidad, entonces 7 divide a 3. Esto termina la

primera parte del lema. La segunda parte es directa utilizando induccion matematica. O]

Estamos listos para demostrar el teorema de factorizaciéon tnica para los enteros gaussianos.

Para poder dar una formulacion precisa, introducimos la nocién de normalizacion.

Definicién 2.3.4. Sea z = x + yi € C. Decimos que z estd normalizado st x > 0,y > 0.
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Multiplicando por unidades (que corresponden a rotaciones de 7 alrededor del origen) po-

demos normalizar a cualquier entero gaussiano.

Teorema 2.3.5. Sea o € Z[i| distinto de cero. Entonces o puede escribirse de la forma

Q= UmTTy ... Tk

donde u es una unidad y 7; son primos gaussianos normalizados parat =1, ... k. Esta descom-

posicion es unica salvo permutaciones.

Demostracion. Probaremos por contradiccion que cualquier entero gaussiano tiene una fac-
torizacién en primos. Sea « un entero gaussiano de norma minima que no se factoriza como
producto de primos. Notemos que « no puede ser unidad ni primo. Entonces existen dos enteros

gaussianos 3y v, ninguno de ellos unidad, tales que

a = (.

Entonces,

N(a) = N(B)N(7),
Pero N(/3), N(y) son ambos mayores que 1. Se sigue que N(3), N(v) < N(«), contradiciendo

la minimalidad de «.

Ahora procederemos también por contradiccién para probar que la factorizacion es tnica.
Sea o un entero gaussiano de norma minima con dos factorizaciones en primos normalizados

!/

O = Uy ... T = VT ... T,

donde u y v son unidades. Es claro que a no puede ser unidad. Entonces £ > 1 en la primera
factorizacién. De aqui se sigue que m; divide al producto vm] ... 7.. Entonces m divide a uno

de los factores, por el lema anterior. Sin pérdida de generalidad, m; divide a 7], entonces
/
T = Wy,

donde w es una unidad. Pero como escogimos a los primos normalizados, entonces w debe ser
igual a 1. Cancelando 7; en ambas factorizaciones, tenemos que + es un entero gaussiano con
dos factorizaciones distintas en primos normalizados y de norma menor que N(«), contradi-

ciendo la minimalidad de «a. Esto concluye la prueba del teorema. O]
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Capitulo 3

La cardinalidad de un conjunto de
Sidon

En este capitulo mostraremos algunos resultados sobre la cardinalidad de un conjunto de
Sidon.

Sea § C [1,n] un conjunto de Sidon y S(n) su funcién de conteo. Mostramos primero una
cota trivial para S(n).

Lema 3.0.6. S(n) < v/2n

Demostracién. Escribimos s = S(n). Las sumas de dos elementos de S son a lo més s* y
todas las sumas de dos elementos de S estan en el intervalo [1,2n] de donde se obtiene la
desigualdad. O]

El siguiente teorema da una mejor estimacién para S(n). Este teorema aparecié por primera
vez en [2] y la prueba fue mejorada en [4]. En la siguiente seccién daremos la demostracién de

Lindstrém de un teorema de Erdds y Turén sobre el tamano de S(n).

Teorema 3.0.7. (Erdds-Turdn 1941) Con la notacion anterior,

S(n) <n?4ni+ 1.

Demostracion. Sea S = {s1,82,...8n} con 1 < 51 < 59 < ... < S, un conjunto de Sidon

contenido en [1,n]. Consideramos la suma
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donde k es un parametro que vamos a determinar mas tarde. En 7" aparecen

k(k+1)

N=m-1)+m-2)+...+(m—k)=mk— i

diferencias distintas, entonces se tiene que

N? N2
T21+2+...N>727.

Por otro lado, T" es una suma telescopica y después de las cancelaciones nos queda

nk(k + 1)

T = (Sm — 51) + Q(Sm_l — SQ) + ...+ k<5m—k+1 — Sk) < 5 ,

de donde

n(k+1) _k(k+1)2{:) n(k:+1)+k:+1
K " 2 k P

Utilizando el hecho de que

1
\/1+x:1+§x—|—0(x2)

(por la férmula de Taylor alrededor de 0), se tiene

14— )|+ ——<Vn+ -+ +——

1 E+1 vnoo o k+1
me ( k) > ok 2

de donde se obtiene la estimacion buscada tomando £ = Ln%J



Capitulo 4

Conjuntos de Sidon finitos

En este capitulo mostraremos como obtener conjuntos de Sidon finitos. El primer intento
natural, como mencionamos antes, es considerar el algoritmo avaro. Definimos a; = 1 y para
k > 1 tomamos a; de manera que a, ¢ {a; +a; — a1 < 4,51 < k — 1}. Inmediatamente
observamos que a; < (k —1)3 4+ 1 ya que tenemos a lo mds (k — 1)? elecciones prohibidas para
{i,j,1} y entonces con esta construccién obtenemos un conjunto de Sidon de tamano ~ ns
contenido en el conjunto {1,2,...,n}. La construccién de un conjunto de Sidon finito mediante

el algoritmo avaro se extiende al caso infinito.

El teorema fundamental de la aritmética nos ayuda a mejorar el exponente de n.

Teorema 4.0.8. El conjunto

2n [ n _
X = {xp €eN:z, = Lognlong , < 2logn’ ppmmo}

V21 clementos para n suficientemente grande.
10g3/2n

es un conjunto de Sidon con ~

Demostracion. Veamos primero que este conjunto es un conjunto de Sidon. Para ver esto,

supongamos que se tienen p,q,r, s con {p,q} # {r, s} tales que

Tp+ Ty =T+ Ts.

Sin pérdida de generalidad, pg > rs. Como z, + x, — z, — x5 = 0,

2n | (pq> {anogp}+ {inogq} {inogr} {inogS}
og(— | = — — )
logn & rs logn logn logn logn

17
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Utilizando el hecho de que, para nimeros reales x, y, z, w se tiene la desigualdad

{z} +{y} — {2z} —{w}l <2, (4.1)

obtenemos
2
] g@ <2
logn rs
de donde
|
U]
n rs
Como
— 1 1 l
logzﬂ = log <1+pq TS) > log (l—i-—) > — > oen
rs TS rs 2rs n

donde la primera desigualdad se sigue de que pg > rs, la segunda desigualdad se sigue de
log(1 + ) > § para z < 2y la tercera desigualdad se sigue de la definiciéon de 7 y s, se
obtiene una contradiccion con la desigualdad anterior. La cardinalidad de X es consecuencia

del teorema de los niimeros primos. O]

El redondeo de los logaritmos de los primos depende de n. Asi que no es posible utilizar este
argumento para construir un conjunto de Sidon infinito. Ruzsa se inspir6 en esta construccién
y eliminé la dependencia de n. Introducimos otra construcciéon de un conjunto de Sidon finito

para motivar nuestra variante de la construccion de Ruzsa.

Sea P el conjunto de los niimeros primos congruentes a 1 médulo 4. Para p € P, escribimos
p=a’>+b* = (a+bi)(a— bi). La descomposicién de p como suma de dos cuadrados es tinica
y por tanto su factorizacién en Z[i] también lo es salvo unidades (£1,+i). Sea p, = a + bi
tal que p = p,p,, con p, tal que a > —b > 0. ' Escribamos % = €?™% con ¢, un nimero en
[0,1). Denotamos con |z| el valor absoluto del nimero complejo z y con arg z su argumento,
tomando aquel valor del argumento que esta en [0, 27). La sucesion (¢, ),ep €s un conjunto de
Sidon mdédulo 2, pues si tenemos ¢, + ¢4 = ¢, + @5, esto implicaria que p,040rps = PpPqLrPs

lo cual es imposible si {p, ¢} # {r, s}. Se tiene el siguiente teorema.

'Esto es valido porque z es primo gaussiano si y solamente si iz, £z, 4%, £% también lo son. Escogemos
uno de ellos con esta propiedad.
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Teorema 4.0.9. El conjunto

n
C:= {CPEN:cp: |ng,|,p €P, pS%},

Vn
4log

es un conjunto de Sidon contenido en {1,2...n} con ~ — elementos.

Demostracion. Supongamos que tenemos cuatro elementos en nuestro conjunto tales que

Cp+ Cq = Cr +Cs

con {p,q} # {r,s} y pq > rs. Consideramos

n(¢p + &g — Or — &s) = {ngp} + {ngy} — {ner} — {nes} (4.2)
Observemos que
p_pp_q . PrPs _ ‘1 . pppqp_rp_s _ ‘1 . 627ri(¢>p+¢q*¢r*¢s) < 27T|¢p + (bq o (257" o ¢S| < 4_7T
PpPq  PrPs PpPqPrPs N on

donde la primera desigualdad es inmediata de la interpretacién geométrica® y la segunda de-

sigualdad se sigue de (4.1) y (4.2). Por otra parte,

ﬁpﬁq o PrPs _ ﬁpﬁqprps B ﬁrﬁspppq > 1 > E
PpPq  PrPs PpPqPrPs ~W/pgrs —on
De las desigualdades anteriores se tiene
16 4w
—<
no-on

que es una contradiccion. El teorema de los niimeros primos en progresiones aritméticas nos da

la cardinalidad de C. ]

2La longitud de la cuerda que une a 1y €% es menor o igual que 6, la longitud del arco que subtiende.
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CAPITULO 4. CONJUNTOS DE SIDON FINITOS



Capitulo 5

La construccion

Para « € [1,2) consideramos el conjunto
{ap, e R : pe P}

Sea 3 > 1 el nimero real que satisface

y K, > 2 el entero que satisface

2(Kp_2) < pﬁ < Q(Kp_1)2‘

Consideramos el conjunto

Px={peP:K,=K}

Para p € Pk sea

= [2%%ag, | Z(SPW—Z‘

con 0;, € {0,1}. Estos numeros, cuando p varfa sobre P, son el ingrediente principal para

nuestro conjunto de Sidon. Cortamos este nimero en Ay, Ay, ..., Ak, bloques de manera que

21
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y por tanto tenemos

i2

Ap< > 28 =¥ (5.1)

j=(i—1)2+1

Reacomodemos estos bloques. De manera informal, ponemos los bloques 1 a K, donde el primer
bloque corresponde al primer digito; el segundo bloque, a los siguientes cuatro digitos; el tercer
bloque, a los siguientes nueve y asi sucesivamente hasta los tltimos K? digitos (de derecha
a izquierda) y dejamos tres espacios entre bloques consecutivos. Ponemos un 1 en el segundo
espacio de derecha a izquierda del K —ésimo bloque. Este 1 es el digito principal de nuestro
nuevo numero y nos da informacion precisa sobre su tamano. Por ejemplo, supongamos que
obtuvimos el nimero 10101010111010 al redondear alguno de los a¢,. Al cortarlo se obtienen

los bloques

Ay =1,Ay =0101, A3 = 010111010

y después de agregar los tres ceros y el 1 nos queda

1001011101000001010001

donde los niimeros en negritas corresponden a los digitos que insertamos entre bloques conse-

— 9KZ+3Kp+2

cutivos. Formalmente, si escribimos t,, : , tenemos el nimero

KP
a, == Z AiPQ(i—1)2+3z’ +t,,
i=1

., 2 2
Sea A, := Upep{a,}. Por la eleccién de K, como 25352 < ¢ < 2K F3KeH3 ghgervamos
que a, = pPtoM  Veamos cudl es la razén de introducir los bloques de ceros. Consideramos la

siguiente identidad en nimeros binarios
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1000011 + 100010 = 111011 4 101010

donde los cuatro nimeros tienen en la misma posiciéon al digito 0 que escribimos como en
negritas. Al sumar estos nimeros, observemos que el 0 previene de ’llevar’ unos a los otros
bloques, de manera que en cierto sentido los bloques 1000, 100, 111, 101 correspondientes a los
ultimos cuatro digitos de cada nimero (de derecha a izquierda) contribuyen a la suma en cada
lado de la ecuacion de manera independiente que los nimeros que estan al otro lado del 0. De
acuerdo con este argumento, deberiamos tener que 1000+ 100 = 111+ 101 y 11+ 10 = 11410
lo cual es cierto. El hecho de que la suma sea independiente por bloques nos ayuda a contar el

numero de veces que la ecuacién x 4+ y = z + w tiene soluciones en A,,.

Definicién 5.0.10. Consideramos el conjunto A,, para una eleccion fija de cv. Sean ay, aq, a,, as €
A, conp,q,r, s € P tales que
ap, + a, = a, + as (5.2)

con

a, > a, > as > aq. (5.3)

Decimos que la cuadrupla (p,q,r,s) € P* es una cuadrupla mala.

La desigualdad (5.3) es una consecuencia de (5.2): si decimos que a, es max{a,, a,, a,, as},
entonces a, necesariamente es el menor de ellos y hasta un cambio de variable podemos decir

que a, > ag.

Si tenemos una cuadrupla mala podemos remover el a; correspondiente al mayor elemento
de esta cuadrupla. Haciendo esto para todas las cuadruplas malas, los restantes elementos de

A, forman un conjunto de Sidon. Nos interesa estimar entonces el niimero de cuadruplas malas.

La manera en que se construyen los elementos de A, ayuda a contar el niimero de cuadruplas

malas.
Lema 5.0.11. (p,q,7,s) es una cuadrupla mala si y solamente si Ny, + Ay = Ny + Ay para
todo i yt, +1t, =1, +t,.

Demostracion. Supongamos que las condiciones (5.2) y (5.3) se cumplen (el regreso es inmediato

de la definicién de los a;). Supongamos entonces que

ap, + aq = a, + a,.
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Como
Kp
2 1)2..3,
2Kp+3Kp+2 > E Ain(Z 1)%+431

i=1

analogamente para ¢, r, s, la contribucioén de t,,¢,, t,, ts es independiente de los digitos restantes

de ay, a4, a,, as respectivamente. Entonces

ty+t, =t, +t..

De (5.3), se sigue que existen K y L tales que K, = K, = Ky K, = Ky =L con K > L. Atn

tenemos que decir algo sobre

K L K L
Z Aip2(i—1)2+3i i ZAti(i—lP—Hﬁi _ ZAiTQ(i—l)usi i Z AZ,SQ(z‘—1)2+3,z'7
i=1 i=1 i=1 =1

pero como
i +3(i+1) ZAiPQ(jfl)er?)j

j=1

y andlogamente para ¢, r, s vemos que para ¢ < L,

D (Agp o Dgq)2U I = B (A, o Age) 207U,

j=1 7j=1

Como los términos en paréntesis no afectan a la otra parte de la suma ya que su suma total es

< 221 — 92 por (5.1), tenemos que

Aip + Aiq - Ai’r + Ais~

Como para 7 > L se tiene que A;,, A;s = 0, se sigue la afirmacion.

]

En la demostracién del lema anterior, probamos un resultado 1til en términos de los t,’s.

Esto nos ayudard a contar el nimero de cuadruplas malas. Para el lema siguiente, recordemos
2
que my, = {21{ ozqﬁpJ
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Lema 5.0.12. Tenemos que

mp + Mg = My + M.

Demostracion. La primera afirmacion se sigue del lema anterior. La segunda afirmacion es
inmediata por la identidad correspondiente a los bloques que también se probd en el lema

anterior. O

Buscamos condiciones necesarias sobre las cuadruplas malas (p,q,r,s). Para el siguiente

lema, utilizamos el hecho que ¢, + ¢, = ¢pq.

Lema 5.0.13. Si (p,q,r,s) es una cuadrupla mala, con K y L como antes, entonces

b — bsg] < 4-27F (5.4)
(K =1+ (L —1)*> B(L* - 5), (5.5)
(K—1+(L-1)* > B(L-1)> (5.6)

Demostracién. Sean p,, pq, pr, ps 10s primos gaussianos con valores absolutos /p, \/q, NRVE

respectivamente. Como e*™% = %, tenemos
J

PoPr _ PsPq| _ | PpPsPrPq — PrPapPpPs| 1
PpPr PsPq PpPqPrPs —/pars

Por otro lado,

PPy P
PpPq  PrPs

— 627Ti(¢p+¢’q) _ 62”i(¢r+¢s)

= ‘1_€2ﬂi(¢p+¢qi¢ri¢s) < 27T’¢p+¢q_¢r_¢s| < 8‘¢p+¢q_¢r_¢;

De la definicion de los m; y la desigualdad del triangulo, se tiene

_72
a|ppr — bsg| < |agy, —my| + |apg — my| + |agr — m,| + |aps —m,| <4 -2 L= (5.7)

Como a > 1, combinando las desigualdades anteriores obtenemos
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1
\/pqrs

<32.27°F

lo que implica

(K=1)24+(L—1)?
B

oL =5 < \V/pars < 2

La tercera desigualdad buscada se sigue de esta para L suficientemente grande. O]

Para p,p,; dados, contaremos los pares (p,r) tales que (5.4) se cumpla. A cada z € Z[i] con
2z =a+iby a,b € Z le asociamos el punto de coordenadas enteras (a, b) € R?. Decimos entonces

que (a,b) es un punto de coordenadas enteras.

Lema 5.0.14. Sea zy € R?. Sea C el circulo con centro zy y radio R. El nimero n de puntos de
coordenadas enteras en un sector circular de C de angulo 6 que corresponden a los elementos
de Z[i] {wy,ws...w,} tal que para i = 1,...n, w; = p,.p,, para algunos p;,r; € Pk es menor
que OR? + 1.

Demostracion. Consideramos el segmento que une z; y un punto w;. Observemos que este
segmento no contiene un tercer punto w;, de ser asi, tendriamos que el argumento de w; es

igual al argumento de w; y por tanto

Gp, — Or, = ¢pj - gbrj‘

pero {¢p,, ¢r,} # {®p;» &, } a partir de nuestra observacion previa de que el conjunto de ar-
gumentos de los primos gaussianos es un conjunto de Sidon. Entonces es posible enumerar los
puntos en sentido trigonométrico. Ahora consideramos los tridngulos con vértices zg, w; v w; 1
para: =1,...n — 1. Este es un conjunto de tridngulos ajenos y el area total cubierta por ellos
es menor que el drea del sector circular, que esta dada por gRQ. Como todos los triangulos
tienen puntos de coordenadas enteras como vértices, tenemos que el drea de cada triangulo es

al menos % y como tenemos n — 1 tridngulos obtenemos

n—1 0
< —R?
2 — 92

de donde se sigue la desigualdad buscada para n.
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Consideremos el conjunto

AKL = {p7T€PKaQ)S€PL7p7éTaq7é8:(p7Q7T>S> €s mala}

y sea |Agr| == Agr. En el lema siguiente obtendremos una estimacion para el nimero de

cuadruplas malas.

Lema 5.0.15. El niumero de cuadruplas malas es

A < 2P0

Demostracion. Para q,s dados, basta contar el nimero de pares (p,r) con p,r como arriba tal

2(K—1)2
que se tenga la desigualdad del lema anterior. Como pr < 2~ %  tenemos que la norma de los

) (K—1)2 (K—1)2
puntos de coordenadas enteras que nos interesan es menor que 2= 7 . Hacemos R =2 7

72 . . .
y 0 = 4-27% y consideramos valores de z, correspondientes a enteros gaussianos de la forma

prpp con p,r € Pk . Tenemos, por el lema anterior, que para ¢,s dados, el nimero de pares

r) que nos interesan es a lo méas 2%(K71)27L2+2 +1K 2%(K71)27L2+2 ues
(p,7) p

(K—1+(L—-1)* > B(L*-5) <
(K—1)7 > (B—1)L*-53 <

%(K—D? > %(ﬁ—l)ﬁ—lo
> L*—10

2(L-1)?

por la eleccién de (3, para L suficientemente grande. Como tenemos 27 posibilidades para

los pares (g, s), se sigue que

App < 2%((K71)2+(L71)2)7L2’

lo que concluye la prueba. O

5.1. El argumento probabilistico

Hasta este momento, el parametro o no ha sido relevante para los lemas que hemos probado.

La cota que obtuvimos para el nimero de cuadruplas malas no es muy buena para valores
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pequenos de L. Utilizaremos el pardametro o para solucionar este problema.

Lema 5.1.1. Sea (p, q,7,s) una cuadrupla mala. Entonces

my =m, mod QKL% (5.8)

Demostracion. Sabemos que A, +A;, = A+ A Para L <7 < K se tiene que A, = Ay =0,
por tanto, A;, = A;,. Recordando la construccién de los bloques A;, y A;, de los digitos de
m, y m, se tiene que los digitos correspondientes en la expansién binaria de estos dos nimeros

coinciden a partir de la posicién L + 1 (de derecha a izquierda). ]

Sea 1 la medida de Lebesgue sobre R. Veremos como evadir las cuadruplas malas con una

eleccion apropiada de a.

Lema 5.1.2. Sea K > L dado y p,r € Pk tal que existe al menos un par q,s € Py, y un « tal
que (5.2). Entonces

pf{o € [1,2) : (5.8) se cumple} < 2K

Demostracion. Recordemos que || — |y| = |z —y| +0 6 —1. Tenemos entonces que

PKQO[(% — gb,,)J =0,1 mod 28"

— 9K?-L?

Ponemos M : y N = LQKZ (¢p — ¢r)|. La congruencia anterior se traduce en aN =

M@ + z, donde @ es un entero y « € (—1,1). Fijando @, los a que se pueden escribir de esta

manera estan entonces contenidos en un intervalo de tamano % Por otra parte, @ < % +1

pues a < 2. Entonces

2 N
p{a € [1,2) : (5.8) se cumple} < N(l + M)

Basta probar que N > M. Por (5.7) se tiene que

¢p_¢r (bs_(bq +O(27L2>~

Como
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1

ﬁqps B ﬁqu

L2
- >2 7,
PaPs

_ Ly Paps|
}925[1 ¢s‘22771 PaPs 27

donde la tltima desigualdad se sigue de ¢°, s? < 2&=1° Tenemos entonces que

2
N> o5
y por tanto
N> 2855 S
Luego, %(1 + %) < %% = %, lo que concluye la prueba. O

Esta nueva cota es buena en el sentido que no demasiados a’s contribuyen a completar cuadru-
plas malas para un par p,r dado cuando L es pequeno. Por otro lado, nuestra cota anterior para
el nimero de cuadruplas malas no es buena cuando L es pequeno, pero es muy buena cuando L
estd cerca de K. Este hecho nos sugiere que debemos combinar ambas cotas de alguna manera

para que en promedio se compensen. Sea

TKL<a):#{p7Q7T7S:pvrepKarasvePL7p7éT7Q7ésa'p+aq:ar+a8}‘

Lema 5.1.3. Para L < K tenemos

2
/ TKL(CY)dO[ < 2%((K—1)2+(L_1)2)_K2'
1

Demostracion. Escribimos m = p{a € [1,2) : (5.2) se cumple}. Como m = 0 cuando (5.4) no

se cumple y < 2L*=K* an otro caso, sumando sobre los posibles valores de p, ¢, 7, s se obtiene
2 2 2
/ TKL(Oé)dOé < 2L K AKL7
1
de donde se sigue la desigualdad buscada sustituyendo la cota para Agp. O]

Definimos Tk (a) := #{p,q,r,s : p,r € Pk, (5.2) y (5.3) se cumplen}. De la definicién es
inmediato que Tx (o) = >, f Trr(a).
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Lema 5.1.4. Se tiene la estimacion siguiente

2
/ T (a)da < 25K-D*—2K
1

Demostracidn. Como Trr(a) # 0 es posible solamente si (K — 1)* 4+ (L — 1)* > 3(L — 1),

haciendo como L el conjunto de tales L,

2 2 2 2
/ Tk(a)da = Z / Tir(a)da = Z/ Trr(a)da < 9f (K-1)?-K? Z 22(L51> < 2¢
1 1

L<K Lec’l1 LeL

20K —1)> 2 (2
=T K 51 —ﬁ_l(K—l)Z—KQ_(ﬁ—1>K2—ﬁ Le

de donde se obtiene que el coeficiente principal de la expresién anterior es

2 1
= 1=,
f—1 p
por la eleccién de 3. Ademds, el coeficiente lineal es —% =—-2— % < —2. Se tiene entonces
que
1 2
C<—=(K—-1)-2K,
p
lo que concluye la prueba. O

Teorema 5.1.5. (Ruzsa, 1998) Existe un conjunto de Sidon infinito S tal que la funcion de

conteo S(x) satisface
S(LC) — x%—i—o(l)

cuando x — 400 para f = /2 + 1.
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Demostracion. De la estimacion anterior, obtenemos

2
Y o G / Ty (o)da <y 27K,
1 K

K

de donde se sigue
2 —(L(K-1)2-K
/ ZTK(a)2 (5 Jdow < +00.
I K

Sea f(a) = >k {Z;K(a)%_%(K_l)Q_K. Como ff fla)da < 400, para casi todo «a, f(«a) es
finito, i.e. Tk (a) < 28H-D"=K

uno de estos a. Sea 7 (x) la cantidad de nimeros primos menores que x que son congruentes

para K suficientemente grande (dependiendo de «). Tomamos

a 1 médulo 4. La cardinalidad de Pg esta dada por el teorema de Dirichlet

(K-1)2
(K—1)2 (K—2)2 B

|PK|:7T1<2 8 )-71'1(2 8

)~ 2(K — 1)231log 2

|Prc|
e

elemento mas chico de las cuadruplas malas, lo que nos queda tiene cardinalidad mayor que
| Pk |
2

entonces, para K suficientemente grande, Tk (a) < Esto significa que si omitimos el

. Si denotamos con Q)i el conjunto de los elementos restantes y tomamos S como la unién

de los conjuntos Qk, entonces S es un conjunto de Sidon.

K—1)243(K—1)+2 < 2(K+1)2

Sea S(z) la funcién de conteo de S. Como a, < 2! para K =

{ % — ZJ, el conjunto @ consiste de enteros menores que x, de donde se sigue que S(z) >
7T1(2%(K71)2) — 25°M Como también tenemos
(K—1)243(K—1)+1 = 2K2

ap > 2

tomando K = Lq /ﬁ% — 1J , el conjunto Qk tiene elementos mayores que z y entonces S(z) <

12 1
1K Lto( . . .
m (2857 ) = 257°W De estas estimaciones se sigue el teorema.
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