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Caṕıtulo 1

Introducción

Un conjunto de enteros positivos S es un conjunto de Sidon si las sumas de cualesquiera dos

elementos de S son distintas. Por ejemplo, el conjunto de las potencias de 2 es un conjunto de

Sidon infinito. Estos conjuntos aparecieron en los años 30 en el contexto del análisis armónico

gracias al trabajo de Simon Sidon (ver [7]), quien llamó la atención de Paul Erdős sobre estos

conjuntos y desde entonces han sido de particular interés en teoŕıa de números y combinatoria.

Estamos interesados en la cardinalidad del mayor conjunto de Sidon contenido en el intervalo

[1, x]. Para un conjunto S de enteros positivos, la función de conteo del conjunto S es S(x) :=

#S ∩ [1, x]. Se sabe que si S es un conjunto de Sidon, S(x) ∼ √
x. Una buena referencia sobre

este y otros resultados sobre conjuntos de Sidon es [5].

Utilizando el algoritmo avaro (greedy algorithm) podemos construir un conjunto de Sidon

con función de conteo � x
1
3 . Este resultado se puede mejorar. I. Ruzsa construyó un conjunto

de Sidon con función de conteo x
√

2−1+o(1), mientras x tiende al infinito 1 en [6]. Su construcción

se basa en el hecho de que los números primos son un conjunto de Sidon multiplicativo para los

enteros; el conjunto de sus logaritmos es un conjunto de Sidon aditivo de números reales y un

redondeo apropiado de ellos da un conjunto de Sidon de enteros. En este trabajo, siguiendo las

ideas de la construcción de Ruzsa, construiremos un conjunto de Sidon con la misma función de

conteo. Consideramos los argumentos de los primos gaussianos (los primos en Z[i]) no reales.

Esta sucesión es acotada, lo que simplifica la construcción. Algunas cotas técnicas que aparecen

en el art́ıculo de Ruzsa se demuestran de manera geométrica. Hemos conservado la notación

de Ruzsa para facilitar la comparación con el argumento original. En el caṕıtulo siguiente

introducimos los enteros gaussianos y algunas de sus propiedades. En el tercer caṕıtulo damos

1o(1) es una función que tiende a 0 cuando x tiende al infinito.
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2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

una cota superior para S(x) debida a Erdős y Turán en [2]. En el caṕıtulo 4, discutimos la

construcción de un conjunto de Sidon para el caso finito, a fin de motivar la construcción

para el caso infinito y en el caṕıtulo restante explicamos la construcción del conjunto de Sidon

infinito. Esta construcción está completamente basada en las ideas de Ruzsa y nuestro trabajo

es una pequeña variante de su idea.

A pesar de su apariencia abstracta y obscura, el problema de la construcción de conjuntos de

Sidon es importante en las aplicaciones. Los conjuntos de Sidon fueron bautizados en ingenieŕıa

con el nombre de reglas de Golomb. Una regla de Golomb es una regla con marcas de manera

que las distancias entre dos marcas son distintas. El conjunto de distancias de un extremo de

la regla a las marcas es un conjunto de Sidon. Las reglas de Golomb se utilizan en problemas

relacionados con transferencia de señales [1].

En general, no se sabe mucho de conjuntos de Sidon infinitos. El problema de encontrar

un subconjunto infinito grande de Z tal que las sumas de cada tres elementos sean distintas

(donde por grande entendemos que tiene una función de conteo mayor que la que se obtiene

con el algoritmo avaro) permanece abierto. Las mejores cotas que se conocen se deben a Ben

Green [3].

Utilizamos la notación usual y escribimos �y� para el mayor entero menor o igual que y y

{y} = y−�y� y seguimos la notación de Landau, escribiendo f(x) = o(g(x)) si f(x)
g(x)

→ 0 cuando

x → ∞ y f(x) = O(g(x)) si ĺımx→∞
f(x)
g(x)

< +∞. Tambien utilizaremos el śımbolo de Legendre(
a
p

)
donde p es primo como

(a

p

)
=

⎧⎪⎨
⎪⎩

0, a ≡ 0 mod p

+1, a ≡ x2 mod p para algún x ∈ Z/pZ

−1, en otro caso.



Caṕıtulo 2

Los enteros gaussianos

Los enteros gaussianos son el conjunto

Z[i] := {z ∈ C : z = a + ib, a, b ∈ Z}

llamados aśı en honor de K.F. Gauss. En este caṕıtulo hablaremos de las propiedades básicas,

entre ellas la noción de primalidad y la factorización única.

2.1. Propiedades básicas

Este conjunto hereda las operaciones de suma y producto de C. Al igual que en los enteros

usuales, el cociente de dos enteros gaussianos no es necesariamente un entero gaussiano, como

muestra el ejemplo siguiente

3 + 2i

1 − 6i
=

3 + 2i

1 − 6i
· 1 + 6i

1 + 6i
=

−9

37
+

20i

37
.

Tiene sentido entonces la definición siguiente.

Definición 2.1.1. Sean a + bi y c + di enteros gaussianos. Decimos que a + bi divide a c + di

si existe un entero gaussiano e + fi tal que

c + di = (a + bi)(e + fi).

5



6 CAPÍTULO 2. LOS ENTEROS GAUSSIANOS

Cuando a+bi y c+di son enteros ordinarios, se trata de la divisibilidad usual. Para los enteros,

el teorema fundamental de la aritmética nos dice que cualquier entero se escribe de manera

esencialmente única como producto de números primos. Por esencialmente única entendemos

dos cosas: salvo permutaciones y salvo factores ±1. Los números ±1 son los únicos enteros que

tienen inversos multiplicativos. Al escribir un entero N como el producto de primos p1, p2, . . . pk,

vemos que también podemos escribirlo como (−p1)p2 . . . (−pi) . . . pk. Estas dos descomposiciones

las consideramos como equivalentes. Para poder enunciar un teorema de factorización única en

los enteros gaussianos necesitamos describir a los primos pero también a aquellos elementos con

inverso multiplicativo. Estos elementos se llaman unidades.

Describiremos a las unidades en Z[i]. Para esto introducimos la noción de norma.

Definición 2.1.2. Sea x + yi un entero gaussiano. Decimos que la norma de x + yi es x2 + y2

y lo denotamos por

N(x + iy) = x2 + y2.

La definición de norma es simplemente el cuadrado del valor absoluto usual en C.

Lema 2.1.3. Sean α, β enteros gaussianos. La norma satisface

i) N(α) = 0 ⇐⇒ α = 0;

ii) N(αβ) = N(α)N(β).

Demostración. Trivial a partir de la observación anterior.

Una consecuencia de este lema es que el producto de enteros gaussianos distintos de cero es

distinto de cero.

Ahora estamos listos para caracterizar las unidades.

Lema 2.1.4. Las unidades de Z[i] son 1,−1, i,−i

Demostración. Sea a + bi una unidad. Esto es, existe c + di tal que

(a + bi)(c + di) = 1.



2.2. LOS PRIMOS GAUSSIANOS 7

Tomando norma de ambos lados y usando la propiedad ii) del lema anterior,

(a2 + b2)(c2 + d2) = 1.

De aqúı obtenemos

a2 + b2 = c2 + d2 = 1,

pero a, b, c, d son enteros. A partir de aqúı es fácil verificar que las únicas soluciones son las que

se proponen.

Una consecuencia útil es el hecho de que un entero gaussiano α es una unidad si y solamente

si su norma es 1.

2.2. Los primos gaussianos

De manera análoga a lo que sucede en los enteros, decimos que un entero gaussiano es primo

si no puede escribirse como producto de dos enteros gaussianos tales que ninguno de ellos sea

una unidad.

Observemos que si γ ∈ Z[i] es tal que N(γ) es un número primo, entonces γ mismo debe

ser un primo en los enteros gaussianos de acuerdo a la definición. Si no lo fuera, existiŕıan α, β

enteros gaussianos tales que

γ = αβ,

y por tanto

N(γ) = N(α)N(β),

pero esto es imposible si N(γ) es primo y ninguno de α, β es una unidad.

El siguiente teorema, cuya demostración puede encontrarse en muchos libros de teoŕıa de

números, nos será útil para caracterizar los primos gaussianos.

Teorema 2.2.1. Sea p un primo de la forma 4m + 1. Existen enteros únicos u, v tales que

p = u2 + v2. Además, u y v si u > |v| > 0.



8 CAPÍTULO 2. LOS ENTEROS GAUSSIANOS

Tenemos una descripción completa de los primos gaussianos en el siguiente teorema.

Teorema 2.2.2. Clasificación de los primos gaussianos: Los primos gaussianos, son,

hasta unidades, de uno de estos tipos

i) 1 + i es un primo gaussiano.

ii) Sea p un primo ordinario. Si p ≡ 3 mod 4 entonces p es un primo gaussiano.

iii) Sea p un primo ordinario tal que p ≡ 1 mod 4. Escribimos p como la suma de dos

cuadrados, p = u2 + v2. Entonces u + vi es un primo gaussiano.

Demostración. Primero veamos que todos los números de la lista anterior son primos gaussia-

nos. De acuerdo a una observación previa, es inmediato que 1 + i es primo pues su norma es 2.

Veamos qué pasa con los números del tipo ii). Sea p un primo ordinario tal que p ≡ 3 mod 4.

Supongamos que p se puede escribir como (a+ bi)(c+di), donde ninguno de los factores es una

unidad. Entonces, tomando normas,

p2 = (a2 + b2)(c2 + d2).

Para que esta ecuación tenga soluciones enteras no triviales, necesariamente tiene que pasar

que

a2 + b2 = p, c2 + d2 = p,

lo cual es imposible porque si reducimos ambas ecuaciones módulo 4, el lado izquierdo es 0, 1, 2.

Entonces p no puede ser factorizado en los enteros gaussianos. Para los primos del tipo iii),

utilizamos el teorema (2.2.1). Falta probar que todo primo gaussiano es de alguno de estos tres

tipos. Para probar esto, utilizaremos el lema siguiente.

Lema 2.2.3. Sea α = a + bi ∈ Z[i].

a) Si 2 divide a N(α), entonces 1 + i divide a α.

b) Sea p un primo del tipo ii). Supongamos que p divide a N(α) dentro de los enteros

ordinarios. Entonces p divide a α dentro de los enteros gaussianos.
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c) Sea u+vi un primo gaussiano del tipo iii) y sea u−vi su conjugado (dentro de los números

complejos). Si p divide a N(α) dentro de los enteros ordinarios, entonces al menos uno

de u + vi y u − vi divide a α dentro de los enteros gaussianos.

Demostración. Empecemos con a). Como 2 divide a N(α) = a2 + b2, entonces a, b tienen la

misma paridad. Esto nos dice que a+ b y −a+ b son ambos pares también, de donde el cociente

a + bi

1 + i
=

(a + b) + (−a + b)i

2

es un entero gaussiano. Entonces α es divisible por 1 + i. Para la parte b), si p divide a a y a

b, entonces no hay nada que probar. Supongamos que no. Esto nos dice que

a2 ≡ −b2 mod p,

de donde, calculando el śımbolo de Legendre,

(a

p

)2

=
(a2

p

)
=

(−b2

p

)
=

(−1

p

)( b

p

)2

.

Como p ≡ 3 mod 4, tenemos que
(

−1
p

)
= −1 y de aqúı

(a

p

)2

= −
( b

p

)2

,

que es una contradicción. Luego entonces, p divide a a y a b.

Para el caso c), tenemos que

N(α) = a2 + b2 = pK

donde K ≥ 1 es un entero. Tenemos que probar que alguno de los dos números

(au + bv) + (−av + bu)i

p
o

(au − bv) + (av + bu)i

p
(2.1)

son enteros gaussianos. Para esto, observemos que
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(au + bv)(au − bv) = a2u2 − b2v2 = a2u2 − b2(p − u2) = (a2 + b2)u2 − pb2 = pKu2 − pb2

de aqúı deducimos que al menos uno de au + bv y av + bu es múltiplo de p. Una cuenta similar

nos dice que

(−av + bu)(av + bu) = pKu2 − pb2,

de donde al menos uno de −av + bu y av + bu es múltiplo de p. Tenemos entonces cuatro casos

a considerar

1. au + bv y −av + bu son múltiplos de p.

2. au + bv y av + bu son múltiplos de p.

3. au − bv y −av + bu son múltiplos de p.

4. au − bv y av + bu son múltiplos de p.

El caso 1 es trivial pues implica que el primer cociente que escribimos en (2.1) es entero. De la

misma manera, el segundo cociente que escribimos es entero en el caso 4. Para los casos 2 y 3,

debemos trabajar un poco más. Consideremos el caso 2. (el caso 3. es análogo). Tenemos que

p divide tanto a au + bv como a av + bu, de donde p divide a

(au + bv)b − (av + bu) = (b2 − a2)v

de donde, como p no divide a v (pues p = u2 + v2), tenemos que p divide a b2 − a2. Como p

divide también a a2 + b2 por hipótesis, es fácil checar que p divide a a y a b y por tanto ambos

números en (2.1) son enteros.

Regresando al teorema original, supongamos que α es un primo gaussiano. Como N(α) �= 1,

existe al menos un primo p que divide a N(α). Si p = 2, la parte a) del lema anterior nos dice

que 1+ i divide a α. Como α es primo, entonces es igual (salvo unidades) a 1+ i, de donde α es

un primo del primer tipo. Para el caso en que p ≡ 3 mod 4, la parte b) del lema anterior nos

dice que p divide a α, aśı que α es un primo del tipo ii) hasta unidades. Por último, si p ≡ 1

mod 4 escribimos p de la forma p = u2 + v2 y entonces α es divisible por u + iv o por u − iv.

Esto nos dice que α es un primo del tercer tipo y concluye la prueba de nuestro teorema.
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2.3. Factorización única de los enteros gaussianos

Para probar el teorema fundamental de la aritmética, utilizamos una propiedad muy im-

portante de los números primos: si un número primo divide a un producto, entonces divide a

uno de los factores. Esto se sigue de la propiedad de la división euclideana de los enteros: Si a

y b son enteros, podemos encontrar enteros únicos q y r tales que a = bq + r para 0 ≤ r < b.

En los enteros gaussianos, no es evidente que se pueda efectuar la división entre dos de ellos y

obtener un residuo más chico. Probaremos que efectivamente esto pasa en el siguiente lema.

Lema 2.3.1. Sean α y β ∈ Z[i] tales que β �= 0. Existen γ y ρ ∈ Z[i] tales que

α = βγ + ρ

con N(ρ) < N(β).

Demostración. En esta prueba es muy útil pensar geométricamente y proceder algebraicamente.

Consideremos el número complejo α
β
. Veamos a este número complejo dentro de un cuadrado

de la ret́ıcula L := Z × iZ. Sea γ ∈ L el vértice de este cuadrado más cercano a α
β
. Como la

distancia de α
β

a γ es máxima cuando α
β

se encuentra en el centro del cuadrado y en dicho caso

la distancia es
√

2
2

, tenemos que

N
(α

β
− γ

)
≤ 1

2

de donde se sigue que

N(α − βγ) ≤ 1

2
N(β).

Escogiendo a ρ como α − βγ se concluye el resultado.

El siguiente lema también está basado en una propiedad de los enteros.

Lema 2.3.2. Sean α, β enteros gaussianos. Sea Sα,β el conjunto

{z ∈ C : z = αx + βy, x, y ∈ Z}

y sea δ ∈ Sα,β el elemento de norma mı́nima positiva. Entonces δ divide a α y β.
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Demostración. Dividiendo α entre δ obtenemos que

α = δγ + ρ

para γ, ρ como en el lema anterior. Sean a, b ∈ Z tales que δ = aα + bβ. Entonces,

ρ = α − δγ = α(1 − aγ) − bγβ

de donde ρ ∈ Sα,β pero N(ρ) < N(δ), de donde se sigue que ρ = 0.

El siguiente lema nos dice que los primos gaussianos se comportan de manera parecida a

los primos usuales.

Lema 2.3.3. Sea π un primo gaussiano, sean α, β enteros gaussianos tales que π divide a αβ.

Entonces π divide a al menos uno de α o β. En general, si π divide a un producto α1α2 . . . αk

entonces π divide a al menos uno de los αi, i = 1, . . . , k.

Demostración. Utilizaremos el lema anterior con α y π. Sea δ tal que

δ = aα + bπ

con N(δ) de norma mı́nima y positiva en Sα,π. Como δ divide a α y π, y π es primo, entonces

δ es una unidad o una unidad por π. Si δ = uπ, con u una unidad, entonces π también divide

a α y hemos terminado. Supongamos entonces que δ es una unidad. Consideremos

δβ = aαβ + bπβ.

De aqúı se sigue que π divide a δβ y por ser δ unidad, entonces π divide a β. Esto termina la

primera parte del lema. La segunda parte es directa utilizando inducción matemática.

Estamos listos para demostrar el teorema de factorización única para los enteros gaussianos.

Para poder dar una formulación precisa, introducimos la noción de normalización.

Definición 2.3.4. Sea z = x + yi ∈ C. Decimos que z está normalizado si x > 0, y ≥ 0.
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Multiplicando por unidades (que corresponden a rotaciones de π
2

alrededor del origen) po-

demos normalizar a cualquier entero gaussiano.

Teorema 2.3.5. Sea α ∈ Z[i] distinto de cero. Entonces α puede escribirse de la forma

α = uπ1π2 . . . πk

donde u es una unidad y πi son primos gaussianos normalizados para i = 1, . . . k. Esta descom-

posición es única salvo permutaciones.

Demostración. Probaremos por contradicción que cualquier entero gaussiano tiene una fac-

torización en primos. Sea α un entero gaussiano de norma mı́nima que no se factoriza como

producto de primos. Notemos que α no puede ser unidad ni primo. Entonces existen dos enteros

gaussianos β y γ, ninguno de ellos unidad, tales que

α = βγ.

Entonces,

N(α) = N(β)N(γ),

Pero N(β), N(γ) son ambos mayores que 1. Se sigue que N(β), N(γ) < N(α), contradiciendo

la minimalidad de α.

Ahora procederemos también por contradicción para probar que la factorización es única.

Sea α un entero gaussiano de norma mı́nima con dos factorizaciones en primos normalizados

α = uπ1 . . . πk = vπ′
1 . . . π′

s,

donde u y v son unidades. Es claro que α no puede ser unidad. Entonces k ≥ 1 en la primera

factorización. De aqúı se sigue que π1 divide al producto vπ′
1 . . . π′

s. Entonces π1 divide a uno

de los factores, por el lema anterior. Sin pérdida de generalidad, π1 divide a π′
1, entonces

π1 = wπ′
1,

donde w es una unidad. Pero como escogimos a los primos normalizados, entonces w debe ser

igual a 1. Cancelando π1 en ambas factorizaciones, tenemos que α
π1

es un entero gaussiano con

dos factorizaciones distintas en primos normalizados y de norma menor que N(α), contradi-

ciendo la minimalidad de α. Esto concluye la prueba del teorema.
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Caṕıtulo 3

La cardinalidad de un conjunto de
Sidon

En este caṕıtulo mostraremos algunos resultados sobre la cardinalidad de un conjunto de

Sidon.

Sea S ⊂ [1, n] un conjunto de Sidon y S(n) su función de conteo. Mostramos primero una

cota trivial para S(n).

Lema 3.0.6. S(n) ≤ √
2n

Demostración. Escribimos s = S(n). Las sumas de dos elementos de S son a lo más s2 y

todas las sumas de dos elementos de S están en el intervalo [1, 2n] de donde se obtiene la

desigualdad.

El siguiente teorema da una mejor estimación para S(n). Este teorema apareció por primera

vez en [2] y la prueba fue mejorada en [4]. En la siguiente sección daremos la demostración de

Lindström de un teorema de Erdős y Turán sobre el tamaño de S(n).

Teorema 3.0.7. (Erdős-Turán 1941) Con la notación anterior,

S(n) ≤ n
1
2 + n

1
4 + 1.

Demostración. Sea S = {s1, s2, . . . sm} con 1 ≤ s1 < s2 < . . . < sm un conjunto de Sidon

contenido en [1, n]. Consideramos la suma

T :=
∑

0<j−i<k

(sj − si)

15
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donde k es un parámetro que vamos a determinar más tarde. En T aparecen

N := (m − 1) + (m − 2) + . . . + (m − k) = mk − k(k + 1)

2

diferencias distintas, entonces se tiene que

T ≥ 1 + 2 + . . . N >
N2

2
≥ N2

2
.

Por otro lado, T es una suma telescópica y después de las cancelaciones nos queda

T = (sm − s1) + 2(sm−1 − s2) + . . . + k(sm−k+1 − sk) <
nk(k + 1)

2
,

de donde

n(k + 1)

k
>

(
m − k(k + 1)

2

)2

⇐⇒
√

n(k + 1)

k
+

k + 1

2
> m.

Utilizando el hecho de que

√
1 + x = 1 +

1

2
x + O(x2)

(por la fórmula de Taylor alrededor de 0), se tiene

m <

√(
1 +

1

k

)
+

k + 1

2
<

√
n +

√
n

2k
+

k + 1

2

de donde se obtiene la estimación buscada tomando k = �n 1
4 �.



Caṕıtulo 4

Conjuntos de Sidon finitos

En este caṕıtulo mostraremos como obtener conjuntos de Sidon finitos. El primer intento

natural, como mencionamos antes, es considerar el algoritmo avaro. Definimos a1 = 1 y para

k > 1 tomamos ak de manera que ak /∈ {ai + aj − al|1 ≤ i, j, l ≤ k − 1}. Inmediatamente

observamos que ak ≤ (k − 1)3 + 1 ya que tenemos a lo más (k − 1)3 elecciones prohibidas para

{i, j, l} y entonces con esta construcción obtenemos un conjunto de Sidon de tamaño ∼ n
1
3

contenido en el conjunto {1, 2, . . . , n}. La construcción de un conjunto de Sidon finito mediante

el algoritmo avaro se extiende al caso infinito.

El teorema fundamental de la aritmética nos ayuda a mejorar el exponente de n.

Teorema 4.0.8. El conjunto

X :=

{
xp ∈ N : xp =

⌊
2n

log n
log p

⌋
, p ≤

√
n

2 log n
, p primo

}

es un conjunto de Sidon con ∼
√

2n

log3/2 n
elementos para n suficientemente grande.

Demostración. Veamos primero que este conjunto es un conjunto de Sidon. Para ver esto,

supongamos que se tienen p, q, r, s con {p, q} �= {r, s} tales que

xp + xq = xr + xs.

Sin pérdida de generalidad, pq > rs. Como xp + xq − xr − xs = 0,

2n

log n
log

(pq

rs

)
=

{2n log p

log n

}
+

{2n log q

log n

}
−

{2n log r

log n

}
−

{2n log s

log n

}
.

17
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Utilizando el hecho de que, para números reales x, y, z, w se tiene la desigualdad

|{x} + {y} − {z} − {w}| ≤ 2, (4.1)

obtenemos

2n

log n
log

pq

rs
≤ 2

de donde
log n

n
≥ log

pq

rs
.

Como

log
pq

rs
= log

(
1 +

pq − rs

rs

)
≥ log

(
1 +

1

rs

)
≥ 1

2rs
>

log n

n

donde la primera desigualdad se sigue de que pq > rs, la segunda desigualdad se sigue de

log(1 + x) ≥ x
2

para x < 2 y la tercera desigualdad se sigue de la definición de r y s, se

obtiene una contradicción con la desigualdad anterior. La cardinalidad de X es consecuencia

del teorema de los números primos.

El redondeo de los logaritmos de los primos depende de n. Aśı que no es posible utilizar este

argumento para construir un conjunto de Sidon infinito. Ruzsa se inspiró en esta construcción

y eliminó la dependencia de n. Introducimos otra construcción de un conjunto de Sidon finito

para motivar nuestra variante de la construcción de Ruzsa.

Sea P el conjunto de los números primos congruentes a 1 módulo 4. Para p ∈ P, escribimos

p = a2 + b2 = (a + bi)(a − bi). La descomposición de p como suma de dos cuadrados es única

y por tanto su factorización en Z[i] también lo es salvo unidades (±1,±i). Sea ρp = a + bi

tal que p = ρpρ̄p, con ρ̄p tal que a > −b > 0. 1 Escribamos ρ̄p

ρp
= e2πiφp con φp un número en

[0, 1). Denotamos con |z| el valor absoluto del número complejo z y con arg z su argumento,

tomando aquel valor del argumento que está en [0, 2π). La sucesión (φp)p∈P es un conjunto de

Sidon módulo 2π, pues si tenemos φp + φq = φr + φs, esto implicaŕıa que ρ̄pρ̄qρrρs = ρpρqρ̄rρ̄s

lo cual es imposible si {p, q} �= {r, s}. Se tiene el siguiente teorema.

1Esto es válido porque z es primo gaussiano si y solamente si ±iz,±z,±iz,±z también lo son. Escogemos
uno de ellos con esta propiedad.
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Teorema 4.0.9. El conjunto

C :=
{

cp ∈ N : cp = �nφp�, p ∈ P, p ≤
√

n

4

}
,

es un conjunto de Sidon contenido en {1, 2 . . . n} con ∼
√

n
4 log n

elementos.

Demostración. Supongamos que tenemos cuatro elementos en nuestro conjunto tales que

cp + cq = cr + cs

con {p, q} �= {r, s} y pq > rs. Consideramos

n(φp + φq − φr − φs) = {nφp} + {nφq} − {nφr} − {nφs} (4.2)

Observemos que

∣∣∣ ρ̄pρ̄q

ρpρq

− ρ̄rρ̄s

ρrρs

∣∣∣ =
∣∣∣1 − ρpρqρ̄rρ̄s

ρ̄pρ̄qρrρs

∣∣∣ =
∣∣∣1 − e2πi(φp+φq−φr−φs)

∣∣∣ ≤ 2π|φp + φq − φr − φs| ≤ 4π

n

donde la primera desigualdad es inmediata de la interpretación geométrica2 y la segunda de-

sigualdad se sigue de (4.1) y (4.2). Por otra parte,

∣∣∣ ρ̄pρ̄q

ρpρq

− ρ̄rρ̄s

ρrρs

∣∣∣ =
∣∣∣ ρ̄pρ̄qρrρs − ρ̄rρ̄sρpρq

ρpρqρrρs

∣∣∣ ≥ 1√
pqrs

≥ 16

n
.

De las desigualdades anteriores se tiene

16

n
≤ 4π

n
,

que es una contradicción. El teorema de los números primos en progresiones aritméticas nos da

la cardinalidad de C.

2La longitud de la cuerda que une a 1 y eiθ es menor o igual que θ, la longitud del arco que subtiende.
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Caṕıtulo 5

La construcción

Para α ∈ [1, 2) consideramos el conjunto

{αφp ∈ R : p ∈ P}.

Sea β > 1 el número real que satisface

2

β − 1
− 1 =

1

β
.

y Kp > 2 el entero que satisface

2(Kp−2)2 < pβ < 2(Kp−1)2 .

Consideramos el conjunto

PK = {p ∈ P : Kp = K}.
Para p ∈ PK sea

mp :=
⌊
2K2

αφp

⌋
=

K2∑
i=1

δip2
K2−i

con δip ∈ {0, 1}. Estos números, cuando p vaŕıa sobre P, son el ingrediente principal para

nuestro conjunto de Sidon. Cortamos este número en Δ1p, Δ2p, . . . , ΔKp bloques de manera que

21
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Δip =
i2∑

j=(i−1)2+1

δjp2
i2−j,

y por tanto tenemos

Δip ≤
i2∑

j=(i−1)2+1

2i2−j = 22i − 1. (5.1)

Reacomodemos estos bloques. De manera informal, ponemos los bloques 1 a K, donde el primer

bloque corresponde al primer d́ıgito; el segundo bloque, a los siguientes cuatro d́ıgitos; el tercer

bloque, a los siguientes nueve y aśı sucesivamente hasta los últimos K2 d́ıgitos (de derecha

a izquierda) y dejamos tres espacios entre bloques consecutivos. Ponemos un 1 en el segundo

espacio de derecha a izquierda del K−ésimo bloque. Este 1 es el d́ıgito principal de nuestro

nuevo número y nos da información precisa sobre su tamaño. Por ejemplo, supongamos que

obtuvimos el número 10101010111010 al redondear alguno de los αφp. Al cortarlo se obtienen

los bloques

Δ1 = 1, Δ2 = 0101, Δ3 = 010111010

y después de agregar los tres ceros y el 1 nos queda

1001011101000001010001

donde los números en negritas corresponden a los d́ıgitos que insertamos entre bloques conse-

cutivos. Formalmente, si escribimos tp := 2K2
p+3Kp+2, tenemos el número

ap :=

Kp∑
i=1

Δip2
(i−1)2+3i + tp.

Sea Aα := ∪p∈P{ap}. Por la elección de K, como 2K2
p+3Kp+2 < ap < 2K2

p+3Kp+3 observamos

que ap = pβ+o(1). Veamos cuál es la razón de introducir los bloques de ceros. Consideramos la

siguiente identidad en números binarios
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1000011 + 100010 = 111011 + 101010

donde los cuatro números tienen en la misma posición al d́ıgito 0 que escribimos como en

negritas. Al sumar estos números, observemos que el 0 previene de ’llevar’ unos a los otros

bloques, de manera que en cierto sentido los bloques 1000, 100, 111, 101 correspondientes a los

últimos cuatro d́ıgitos de cada número (de derecha a izquierda) contribuyen a la suma en cada

lado de la ecuación de manera independiente que los números que están al otro lado del 0. De

acuerdo con este argumento, debeŕıamos tener que 1000 + 100 = 111 + 101 y 11 + 10 = 11 + 10

lo cual es cierto. El hecho de que la suma sea independiente por bloques nos ayuda a contar el

número de veces que la ecuación x + y = z + w tiene soluciones en Aα.

Definición 5.0.10. Consideramos el conjunto Aα, para una elección fija de α. Sean ap, aq, ar, as ∈
Aα con p, q, r, s ∈ P tales que

ap + aq = ar + as (5.2)

con

ap > ar ≥ as > aq. (5.3)

Decimos que la cuadrupla (p, q, r, s) ∈ P
4 es una cuadrupla mala.

La desigualdad (5.3) es una consecuencia de (5.2): si decimos que ap es máx{ap, aq, ar, as},
entonces aq necesariamente es el menor de ellos y hasta un cambio de variable podemos decir

que ar ≥ as.

Si tenemos una cuadrupla mala podemos remover el ai correspondiente al mayor elemento

de esta cuadrupla. Haciendo esto para todas las cuadruplas malas, los restantes elementos de

Aα forman un conjunto de Sidon. Nos interesa estimar entonces el número de cuadruplas malas.

La manera en que se construyen los elementos de Aα ayuda a contar el número de cuadruplas

malas.

Lema 5.0.11. (p, q, r, s) es una cuadrupla mala si y solamente si Δip + Δiq = Δir + Δis para

todo i y tp + tq = tr + ts.

Demostración. Supongamos que las condiciones (5.2) y (5.3) se cumplen (el regreso es inmediato

de la definición de los ai). Supongamos entonces que

ap + aq = ar + as.
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Como

2K2
p+3Kp+2 >

Kp∑
i=1

Δip2
(i−1)2+3i

análogamente para q, r, s, la contribución de tp, tq, tr, ts es independiente de los d́ıgitos restantes

de ap, aq, ar, as respectivamente. Entonces

tp + tq = tr + ts.

De (5.3), se sigue que existen K y L tales que Kp = Kr = K y Kq = Ks = L con K ≥ L. Aún

tenemos que decir algo sobre

K∑
i=1

Δip2
(i−1)2+3i +

L∑
i=1

Δiq2
(i−1)2+3i =

K∑
i=1

Δir2
(i−1)2+3i +

L∑
i=1

Δis2
(i−1)2+3i,

pero como

2i2+3(i+1) >
i∑

j=1

Δip2
(j−1)2+3j

y análogamente para q, r, s vemos que para i < L,

i∑
j=1

(Δjp + Δjq)2
(j−1)2+3j =

i∑
j=1

(Δjr + Δjs)2
(j−1)2+3j.

Como los términos en paréntesis no afectan a la otra parte de la suma ya que su suma total es

≤ 22j+1 − 2 por (5.1), tenemos que

Δip + Δiq = Δir + Δis.

Como para i > L se tiene que Δiq, Δis = 0, se sigue la afirmación.

En la demostración del lema anterior, probamos un resultado útil en términos de los tp’s.

Esto nos ayudará a contar el número de cuadruplas malas. Para el lema siguiente, recordemos

que mp =
⌊
2K2

αφp

⌋
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Lema 5.0.12. Tenemos que

mp + mq = mr + ms.

Demostración. La primera afirmación se sigue del lema anterior. La segunda afirmación es

inmediata por la identidad correspondiente a los bloques que también se probó en el lema

anterior.

Buscamos condiciones necesarias sobre las cuadruplas malas (p, q, r, s). Para el siguiente

lema, utilizamos el hecho que φp + φq = φpq.

Lema 5.0.13. Si (p, q, r, s) es una cuadrupla mala, con K y L como antes, entonces

|φpr − φsq| < 4 · 2−L2

, (5.4)

(K − 1)2 + (L − 1)2 > β(L2 − 5), (5.5)

(K − 1)2 + (L − 1)2 > β(L − 1)2. (5.6)

Demostración. Sean ρp, ρq, ρr, ρs los primos gaussianos con valores absolutos
√

p,
√

q,
√

r,
√

s

respectivamente. Como e2πiφj =
ρ̄j

ρj
, tenemos

∣∣∣ρpρr

ρpρr

− ρsρq

ρsρq

∣∣∣ =
∣∣∣ρpρsρrρq − ρrρqρpρs

ρpρqρrρs

∣∣∣ ≥ 1√
pqrs

.

Por otro lado,

∣∣∣ ρ̄pρ̄q

ρpρq

− ρ̄rρ̄s

ρrρs

∣∣∣ =
∣∣∣e2πi(φp+φq)−e2πi(φr+φs)

∣∣∣ =
∣∣∣1−e2πi(φp+φq−φr−φs)

∣∣∣ ≤ 2π|φp+φq−φr−φs| < 8|φp+φq−φr−φs

De la definición de los mi y la desigualdad del triángulo, se tiene

α|φpr − φsq| < |αφp − mp| + |αφq − mq| + |αφr − mr| + |αφs − ms| < 4 · 2−L2

. (5.7)

Como α ≥ 1, combinando las desigualdades anteriores obtenemos
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1√
pqrs

< 32 · 2−L2

,

lo que implica

2L2−5 <
√

pqrs < 2
(K−1)2+(L−1)2

β .

La tercera desigualdad buscada se sigue de esta para L suficientemente grande.

Para ρqρs dados, contaremos los pares (p, r) tales que (5.4) se cumpla. A cada z ∈ Z[i] con

z = a+ib y a, b ∈ Z le asociamos el punto de coordenadas enteras (a, b) ∈ R
2. Decimos entonces

que (a, b) es un punto de coordenadas enteras.

Lema 5.0.14. Sea z0 ∈ R
2. Sea C el ćırculo con centro z0 y radio R. El número n de puntos de

coordenadas enteras en un sector circular de C de ángulo θ que corresponden a los elementos

de Z[i] {w1, w2 . . . wn} tal que para i = 1, . . . n, wi = ρpi
ρ̄ri

para algunos pi, ri ∈ PK es menor

que θR2 + 1.

Demostración. Consideramos el segmento que une z0 y un punto wi. Observemos que este

segmento no contiene un tercer punto wj, de ser aśı, tendŕıamos que el argumento de wi es

igual al argumento de wj y por tanto

φpi
− φri

= φpj
− φrj

.

pero {φpi
, φri

} �= {φpj
, φrj

} a partir de nuestra observación previa de que el conjunto de ar-

gumentos de los primos gaussianos es un conjunto de Sidon. Entonces es posible enumerar los

puntos en sentido trigonométrico. Ahora consideramos los triángulos con vértices z0, wi y wi+1

para i = 1, . . . n− 1. Este es un conjunto de triángulos ajenos y el área total cubierta por ellos

es menor que el área del sector circular, que está dada por θ
2
R2. Como todos los triángulos

tienen puntos de coordenadas enteras como vértices, tenemos que el área de cada triángulo es

al menos 1
2

y como tenemos n − 1 triángulos obtenemos

n − 1

2
≤ θ

2
R2,

de donde se sigue la desigualdad buscada para n.
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Consideremos el conjunto

AKL := {p, r ∈ PK , q, s ∈ PL, p �= r, q �= s : (p, q, r, s) es mala}
y sea |AKL| := AKL. En el lema siguiente obtendremos una estimación para el número de

cuadruplas malas.

Lema 5.0.15. El número de cuadruplas malas es

AKL � 2
2
β

((K−1)2+(L−1)2)−L2

.

Demostración. Para q, s dados, basta contar el número de pares (p, r) con p, r como arriba tal

que se tenga la desigualdad del lema anterior. Como pr < 2
2(K−1)2

β tenemos que la norma de los

puntos de coordenadas enteras que nos interesan es menor que 2
(K−1)2

β . Hacemos R = 2
(K−1)2

β

y θ = 4 · 2−L2
y consideramos valores de z0 correspondientes a enteros gaussianos de la forma

ρrρp con p, r ∈ PK . Tenemos, por el lema anterior, que para q, s dados, el número de pares

(p, r) que nos interesan es a lo más 2
2
β

(K−1)2−L2+2 + 1 � 2
2
β

(K−1)2−L2+2 pues

(K − 1)2 + (L − 1)2 > β(L2 − 5) ⇐⇒
(K − 1)2 > (β − 1)L2 − 5β ⇐⇒

2

β
(K − 1)2 >

2

β
(β − 1)L2 − 10

� L2 − 10

por la elección de β, para L suficientemente grande. Como tenemos 2
2
β

(L−1)2 posibilidades para

los pares (q, s), se sigue que

AKL � 2
2
β

((K−1)2+(L−1)2)−L2

,

lo que concluye la prueba.

5.1. El argumento probabiĺıstico

Hasta este momento, el parámetro α no ha sido relevante para los lemas que hemos probado.

La cota que obtuvimos para el número de cuadruplas malas no es muy buena para valores
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pequeños de L. Utilizaremos el parámetro α para solucionar este problema.

Lema 5.1.1. Sea (p, q, r, s) una cuadrupla mala. Entonces

mp ≡ mr mod 2K2−L2

. (5.8)

Demostración. Sabemos que Δip+Δiq = Δir +Δis. Para L < i < K se tiene que Δiq = Δis = 0,

por tanto, Δip = Δir. Recordando la construcción de los bloques Δip y Δir de los d́ıgitos de

mp y mr se tiene que los d́ıgitos correspondientes en la expansión binaria de estos dos números

coinciden a partir de la posición L + 1 (de derecha a izquierda).

Sea μ la medida de Lebesgue sobre R. Veremos como evadir las cuadruplas malas con una

elección apropiada de α.

Lema 5.1.2. Sea K > L dado y p, r ∈ PK tal que existe al menos un par q, s ∈ PL y un α tal

que (5.2). Entonces

μ{α ∈ [1, 2) : (5.8) se cumple} � 2L2−K2

.

Demostración. Recordemos que �x� − �y� = �x − y� + 0 ó −1. Tenemos entonces que

⌊
2K2

α(φp − φr)
⌋
≡ 0, 1 mod 2K2−L2

.

Ponemos M := 2K2−L2
y N :=

⌊
2K2

(φp − φr)
⌋
. La congruencia anterior se traduce en αN =

MQ + x, donde Q es un entero y x ∈ (−1, 1). Fijando Q, los α que se pueden escribir de esta

manera están entonces contenidos en un intervalo de tamaño 2
N

. Por otra parte, Q < 2N
M

+ 1

pues α < 2. Entonces

μ{α ∈ [1, 2) : (5.8) se cumple} � 2

N

(
1 +

N

M

)
.

Basta probar que N � M . Por (5.7) se tiene que

∣∣∣φp − φr

∣∣∣ =
∣∣∣φs − φq

∣∣∣ + O(2−L2

).

Como
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∣∣φq − φs

∣∣ ≥ 1

2π

∣∣∣1 − ρ̄qρs

ρqρ̄s

∣∣∣ =
1

2π

∣∣∣ ρ̄qρs − ρ̄sρq

ρqρ̄s

∣∣∣ � 2−
L2

β ,

donde la última desigualdad se sigue de qβ, sβ < 2(L−1)2 . Tenemos entonces que

N � 2K2−L2

β ,

y por tanto

N � 2K2− 1
β

L2

> M.

Luego, 2
N

(
1 + N

M

) � 1
N

N
M

= 1
M

, lo que concluye la prueba.

Esta nueva cota es buena en el sentido que no demasiados α’s contribuyen a completar cuadru-

plas malas para un par p, r dado cuando L es pequeño. Por otro lado, nuestra cota anterior para

el número de cuadruplas malas no es buena cuando L es pequeño, pero es muy buena cuando L

está cerca de K. Este hecho nos sugiere que debemos combinar ambas cotas de alguna manera

para que en promedio se compensen. Sea

TKL(α) = #{p, q, r, s : p, r ∈ PK , r, s,∈ PL, p �= r, q �= s ap + aq = ar + as}.

Lema 5.1.3. Para L ≤ K tenemos

∫ 2

1

TKL(α)dα � 2
2
β

((K−1)2+(L−1)2)−K2

.

Demostración. Escribimos m = μ{α ∈ [1, 2) : (5.2) se cumple}. Como m = 0 cuando (5.4) no

se cumple y � 2L2−K2
en otro caso, sumando sobre los posibles valores de p, q, r, s se obtiene

∫ 2

1

TKL(α)dα � 2L2−K2

AKL,

de donde se sigue la desigualdad buscada sustituyendo la cota para AKL.

Definimos TK(α) := #{p, q, r, s : p, r ∈ PK , (5.2) y (5.3) se cumplen}. De la definición es

inmediato que TK(α) =
∑

L≥K TKL(α).
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Lema 5.1.4. Se tiene la estimación siguiente

∫ 2

1

TK(α)dα � 2
1
β

(K−1)2−2K .

Demostración. Como TKL(α) �= 0 es posible solamente si (K − 1)2 + (L − 1)2 > β(L − 1)2,

haciendo como L el conjunto de tales L,

∫ 2

1

TK(α)dα =
∑
L≤K

∫ 2

1

TKL(α)dα =
∑
L∈L

∫ 2

1

TKL(α)dα � 2
2
β

(K−1)2−K2 ∑
L∈L

2
2(L−1)2

β � 2C

donde

C =
2(K − 1)2

β
−K2 +

2(K − 1)2

β(β − 1)
=

2

β − 1
(K−1)2−K2 =

(
2

β − 1
− 1

)
K2− 4

β − 1
K +

2

β − 1

de donde se obtiene que el coeficiente principal de la expresión anterior es

2

β − 1
− 1 =

1

β
,

por la elección de β. Además, el coeficiente lineal es − 4
β−1

= −2 − 2
β

< −2. Se tiene entonces

que

C <
1

β
(K − 1)2 − 2K,

lo que concluye la prueba.

Teorema 5.1.5. (Ruzsa, 1998) Existe un conjunto de Sidon infinito S tal que la función de

conteo S(x) satisface

S(x) = x
1
β

+o(1)

cuando x → +∞ para β =
√

2 + 1.
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Demostración. De la estimación anterior, obtenemos

∑
K

2−( 1
β

(K−1)2−K)

∫ 2

1

TK(α)dα �
∑
K

2−K ,

de donde se sigue

∫ 2

1

∑
K

TK(α)2−( 1
β

(K−1)2−K)dα < +∞.

Sea f(α) =
∑

K TK(α)2−
1
β

(K−1)2−K . Como
∫ 2

1
f(α)dα < +∞, para casi todo α, f(α) es

finito, i.e. TK(α) � 2
1
β

(K−1)2−K para K suficientemente grande (dependiendo de α). Tomamos

uno de estos α. Sea π1(x) la cantidad de números primos menores que x que son congruentes

a 1 módulo 4. La cardinalidad de PK está dada por el teorema de Dirichlet

|PK | = π1

(
2

(K−1)2

β
) − π1

(
2

(K−2)2

β
) ∼ 2

(K−1)2

β

2(K − 1)2β log 2

entonces, para K suficientemente grande, TK(α) < |PK |
2

. Esto significa que si omitimos el

elemento más chico de las cuadruplas malas, lo que nos queda tiene cardinalidad mayor que
|PK |

2
. Si denotamos con QK el conjunto de los elementos restantes y tomamos S como la unión

de los conjuntos QK , entonces S es un conjunto de Sidon.

Sea S(x) la función de conteo de S. Como ap < 2(K−1)2+3(K−1)+2 < 2(K+1)2 para K =⌊√
log x
log 2

− 2
⌋
, el conjunto QK consiste de enteros menores que x, de donde se sigue que S(x) ≥

π1(2
1
β

(K−1)2) = x
1
β

+o(1). Como también tenemos

ap > 2(K−1)2+3(K−1)+1 > 2K2

tomando K =
⌊√

log x
log 2

− 1
⌋
, el conjunto QK tiene elementos mayores que x y entonces S(x) ≤

π1(2
1
β

K2

) = x
1
β

+o(1). De estas estimaciones se sigue el teorema.
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