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Capitulo 1

Introduccion

Las teorias de norma han sido una piedra angular de la fisica de particulas
durante varias decadas, debido a su gran éxito en la descripcién de fenémenos
fisicos, en el régimen perturbativo de la fuerza de interaccién. Sin embargo,
cuando los metddos perturbativos no son aplicables, el calculo de soluciones
exactas de las teorias de norma se convierte en una tarea realmente compli-
cada. Fenomenos tales como el confinamiento y la generacion dinamica de
masas no surgen en la teoria de perturbaciones y su explicacion es posible
solamente en el dominio no perturbativo de la fisica.

1.1. Generacion de Masa en Cromodinamica
Cuantica (QCD) :

QCD es una teoria de norma que exhibe la faceta perturbativa y la no
perturbativa. Fué propuesta como una teoria para entender la estructura de
los hadrones en términos de los grados de libertad mas fundamentales, es
decir, quarks y gluones.

1. QCD perturbativa: Su validez se limita a aquellos regimenes de al-
tas energias en los que la constante de acoplamiento agcp, tenga un
valor pequeno. El enfoque de QCD perturbativo se basa en la Libertad
Asintotica que significa que a cortas distancias, los quarks y los glu-
ones son practicamente libres [1]. QCD predice este comportamiento
que fué descubierto por David Politzer, Frank Wilczek y David Gross



y gracias al cual les fué concedido el Premio Nobel de Fisica del ano
2004.

QCD no perturbativa: QCD es no perturbativa para energias del
orden de las masas de los hadrones y menores, donde el valor del
acoplamiento tiene un valor suficientemente elevado como para anu-
lar los desarrollos perturbativos.Tal como hemos mencionado antes, el
confinamiento y la generacion dinamica de masas son dos fenémenos
inherentemente no perturbativos en la naturaleza.

= Confinamiento: Los objetos de color como los quarks y los glu-
ones no son estados que se hayan observado pues los estados fisicos
corresponden a estados sin color. El potencial entre los quarks
estacionarios crece linealmente con la distancia y por lo tanto se
requiere una cantidad infinita de energia para separar dos quarks
[2].

» Rompimiento Dindmico de la Simetria Quiral o la Gen-
eracion de las Masas: A pesar de que en QCD quiral no existe
ninguna escala de masa, esta se genera mediante la dindmica fuerte
de QCD. La generacién dinamica de masas es responsable de dar
grandes masas constituyentes a los quarks dentro de los hadrones.
Para el estudio de QCD no perturbativa, hay varios metdédos.
Brevemente discutiremos los mas relevantes para nosotros.

QCD en la red: Consiste en la utilizacién de poderosas computado-
ras para simular la dindmica de QCD en un espacio-tiempo discretizado
en los nodos de un reticulo. Esto introduce una escala natural 1/a de
momentos ultravioletas, donde a es la distancia entre dos puntos ve-
cinos de la red. Recuperamos QCD continua cuando hacemos a — 0.
Debemos tomar en cuenta ademas que momentos mayores del orden de
aproximadamente 1/a no pueden ser representados en la red, y que el
valor de a debe ser suficientemente pequeno, comparado con las distan-
cias relevantes del problema. La otra escala natural seran claramente
las dimensiones de la misma red, sin embargo el volumen de la red esta
limitado por la velocidad y memoria de la computadora que se use.

Ecuaciones de Schwinger-Dyson (SDE): Debido a que la red tiene
un volumen finito y la separaciéon entre dos puntos cercanos de la red



tambiés es finita, es necesaria una extrapolacion para conectar estos re-
sultados con QCD continua. Por ejemplo las masas de los quarks ligeros
son muy dificiles de tratar con QCD debido a que la longitud de on-
da de Compton asociada a éstas, es muy grande, logrando exceder las
dimensiones de la red. Un método complementario para investigar los
aspectos no perturbativos de QCD son las Ecuaciones de Schwinger-
Dyson (SDE) [3, 4]. Estas ecuaciones son un conjunto de ecuaciones no
lineales acopladas, que contienen la informacién completa de la teoria
cuantica de campos de la que son derivadas. A diferencia del metddo
de la red, estas ecuaciones nos permiten un estudio continuo de las
teorias de norma y no hay ningun problema para incorporar el limite
no masivo. Por otro lado, los resultados obtenidos mediante la red,
son exactos, en tanto que con las ecuaciones de Schwinger-Dyson, se
tienen que hacer varias suposiciones para truncar la torre infinita de
ecuaciones acopladas. De manera que ambos metédos se complemen-
tan mutuamente. Abundaremos mas acerca de estas ecuaciones en un
capitulo posterior.

El d&mbito no perturbativo de QCD se vuelve ain mas interesante en la
presencia de altas temperaturas y densidades nucleares. Hace muchos anos,
QCD no perturbativa en la red sugirié la existencia de una fase desconfinada
de quarks y gluones que ha sido llamada la fase del plasma quark gluon, a
una temperatura superior de 150 MeV. La evidencia de esta posibilidad ha
sido observada en colisiones de iones pesados. Ademas de la transicion de
fase de confinamiento-desconfinamiento, también se espera que para un valor
de la temperatura se logre restaurar la simetria quiral. Este aspecto puede
verse en el diagrama de fase 1.1 de QCD.

El eje horizontal es la densidad neta barionica (densidad de protones y
antineutrones menos la densidad de los antibariones). Bajo las condiciones
usuales, no hay mucha antimateria, y la densidad barionica es justamente
la densidad de protones y neutrones. La densidad del agua corresponde a la
densidad barionica igual a 1 representada por el punto negro en la esquina
inferior izquierda del diagrama. En el eje vertical esta la temperatura medida
en MeV. 100 MeV corresponden a una temperatura de alrededor de 1.2 x
102K o bien 100000 veces la temperatura del centro del sol.

El rango de densidades y temperaturas donde esta fase confinada prevalece
esta mostrada en la parte luminosa localizada en la parte inferior izquierda
del diagrama de fase. Sin embargo, si la temperatura o la densidad o am-
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Figura 1.1: Diagrama de transiciéon de fase

bos se incrementan el confinamiento desaparece eventualmente, y los quarks
y los gluones se liberan. Esto es el desconfinamiento de hadrones que
da origen al plasma de quark gluon. Al mismo tiempo que se desconfinan, la
masa de los quarks ligeros (u y d) baja desde alrededor de 300 MeV a un-
os cuantos MeV (~ 5 MeV), decimos entonces que ocurrié una transiciéon
de fase quiral. En el diagrama de fase, la fase desconfinada o quiral ocu-
pa la regién sombreada en naranja. El desconfinamiento a altas densidades
se cree que sucede en el interior de las estrellas de neutrones. Las mismas
transiciones por calentamiento nuclear se logra en el Colisionador Relativista
de ITones pesados (RHIC) en el Laboratorio Nacional de Brookhaven (BNL),
Estados Unidos, El Gran Colisionador de Hadrones (LHC), Suiza, y la Insta-
lacién para la Investigacion de Antiprotones e Iones (FAIR), Alemania. Los
detalles exactos de los diagramas de fase de materia nuclear son desconoci-
dos, y todas las caracteristicas qualitativas son predecidas mediante QCD.
Esta es la razon por la cual los diagramas de fase de materia nuclear son lla-
mados los diagramas de fase de QCD. El conocimiento actual sugiere que la
transicion de hadrones al plasma de quark gluon y la transicién quiral ocurre
a una temperatura de 150 MeV, y esta representada por la regiéon en color



amarillo. Esta situacién puede convertirse en una situacién atin mas com-
pleja si hay campos magnéticos externos, una situaciéon presente en muchas
objetos astrofisicos y colisiones de iones pesados.

1.2. Generacion de Masa en Electrodinamica
Cuéantica (QED) :

El estudio cuantitativo de la generacién dindamica de masa de los quarks
ligeros, la aparicién del espectro hadronico asi como el estudio de la tem-
peratura finita son tareas muy dificiles, de manera que mucha energia esta
siendo canalizada a desarrollar esta linea de investigacién. Es bien sabido que
en QED perturbativa aun a todos los ordenes de resumacion de los diagramas
de Feynman falla para generar masa fermionica si iniciamos con una masa
desnuda nula en el lagrangiano. Sin embargo los fermiones pueden adquirir
masa dindmicamente es decir mediante interacciones por medio de efectos no
perturbativos sin la necesidad de una masa desnuda no cero [5], [6]. DMG
sucede si el acoplamiento electromagnético o, es superior a un valor critico
a. >~ 1. Lo cual nos provee un mecanismo simple pero estructuralmente simi-
lar al existente en QCD para investigar los metodos no perturbativos como las
ecuaciones de Schwinger-Dyson (SD). El valor actual de a,, >~ 1/137 clara-
mente lejano a la unidad. Sin embargo podemos esperar que en colisiones de
iones pesados donde cientos de protones estan juntos en pequenas regiones
del espacio, el acoplamiento efectivo de QED puede ser aw ~ 100 x 1/137 ~ 1,
permitiendo la posibilidad de ver esta transicion de fase aiin en QED. Por otro
lado, QED es fisicamente mas relevante en la presencia de campos magnéticos
externos intensos los cuales catalizan la generacién dindmica de masas atn
para los valores débiles de ., [7], [8], [9] [10], [11]. De hecho sabemos que
la masa generada dindmicamente es proporcional a veB. Este fenémeno es
llamado catalisis magnética. Este fenomeno naturalmente se afecta en la
presencia de temperatura finita, [9], [10], [11], y en casos extremos esta in-
fluencia puede ser sustancial. Como hemos mencionado con anterioridad, las
situaciones fisicas de gran interés donde tales condiciones pueden estar pre-
sentes, son objetos Astrofisicos, el universo temprano y colisiones de iones
pesados, como las que ocurren en el Colisionador Relativista de Iones Pesa-
dos (RHIC) y en el Gran Colisionador de Hadrones (LHC). En esta trabajo
de tesis estamos interesados en el estudio de la generacion dindmica de masas



para fermiones a temperatura finita en la presencia de un campo magnético
a través de las ecuaciones de Schwinger-Dyson, y lo hemos organizado de la
siguiente manera:

= En el capitulo dos, estudiaremos la dinamica de los fermiones en pres-
encia de un campo magnético externo.

= En el capitulo 3, realizaremos una revisiéon detallada de la generacién
dindmica de masa (catdlisis magnética) en QED en la presencia de un
campo magnético externo uniforme.

= En el capitulo 4, estudiaremos la generacién dinamica de masas en QED
en precencia de temperatura finita.

= En el capitulo 5, combinaremos los dos ingredientes, es decir, tem-
peratura finita y campo magnético externo uniforme para estudiar la
ecuacién de SD del propagador del fermion para la funcién de masa
fermionica.

= En el capitulo 6, daremos las discusiones y conclusiones.

= Finalmente, presentamos el apéndice, dedicado a mostrar las técnicas
numericas y las formulas de integraciéon que hemos usado.presentamos
las discusiones y conclusiones.



Capitulo 2

Fermiones en Campos
Magnéticos

En este capitulo, discutiremos el formalismo del estudio de la dinamica
de los fermiones en presencia de un campo magnético externo. Iniciaremos
discutiendo la dindmica de las particulas clasicas cargadas en presencia de
campos magnéticos externos y procederemos a complicar el problema paso a
paso.

2.1. Particula Clasica No Relativista

El movimiento de una particula con carga —e ' moviéndose en campos

electromagnéticos, esta descrito por la fuerza de Lorentz
p=—e(E(r,t) + v(r) x B(r,t)),

donde los vectores r, v, p, E y B son respectivamente los vectores de posicion,
velocidad, momento lineal de la particula, y finalmente los campos eléctrico
y magnético. Hemos representado la derivada con respecto al tiempo con el
punto. Si ahora consideramos el caso de una carga puntual no relativista en
presencia de un campo magnético inicamente (E = 0), tenemos que la fuerza
de Lorentz toma la siguiente forma

mv =—ev x B, (2.1)

'El electrén tiene carga —e.
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donde m es la masa de la particula. Consideramos a la velocidad y al campo
magnético orientados de la siguiente manera

v =i+ v,j+ vk, B=-Bk.

Entonces, las componentes vectoriales de la fuerza de Lorentz son:

(vxB), = —Buy,,
(vxB), = Bu,,
(vxB), = 0.

Sustituyendo estas expresiones en (2.1) obtenemos el siguiente conjunto de
ecuaciones

mv, = eBuy,
mv, = —eBu,
mv, = 0. (2.2)

Del conjunto de ecuaciones (2.2) podemos ver que no hay fuerza en la direc-
cién del campo magnético. Si tomamos su segunda derivada, es facil ver que
obtenemos las siguientes expresiones

eB\? eB\>
b () =0, w4+ (Z2) 0,=0. 2.3
v+<m>v 0 vy+(m) v, =0 (2.3)

Podemos escoger las condiciones iniciales de manera tal que la solucion sea:

w() =vsen (52 )0 o0 =veos (7)1

m m

De estas ultimas ecuaciones podemos ver facilmente que la solucion para las
coordenadas es

vm eB
xz(t) = ——g o (E) t+ 29,
y(t) = em sen (ﬁ) t+ yo -
eB m

Estas ecuaciones paramétricas describen un circulo con centro en (zq,yo)
y radio r = vm/eB, la cual sélo necesita de condiciones iniciales para ser

11



determinada. A la cantidad wg = eB/m se le llama frecuencia de ciclotrén
y sus unidades son de s~!. Llamamos a r el radio de Larmor o de giro y este
depende solamente del momento de la particula. Podemos ver entonces que
todas las particulas (no relativistas) con el mismo e/m tienen la misma wp
y que a distintas energias la particula tiene r distintos. La extensién al caso
relativista es relativamente simple, como veremos en la siguiente seccion.

2.2. Particula Clasica Relativista

Sabemos que en relatividad especial el momento lineal esta dado por

=

p=myv con 7:(1—112)_

donde m es la masa en reposo de la particula y v = |v|. Si resolvemos
la ecuacién (2.1) con los mismos razonamientos que usamos anteriormente
llegamos a las siguientes expresiones

b = eBu,
my
. eBuy,
Uy = — e
v, = 0. (2.4)

Este conjunto de ecuaciones que hemos obtenido para el caso relativista son
iguales (salvo por un factor multiplicativo) al conjunto de ecuaciones (2.2) que
obtuvimos para el caso relativista, por lo que sus soluciones son formalmente
iguales y para condiciones iniciales similares estan dadas por

eB
v:(t) = wvsen <—> t,
my

mry
vmry e
) = — )¢
z(t) eB > (mv) MR
) vmey eB ‘4 (2.5)
= sen [ —
Y B ~ Yo

12



Podemos entonces concluir que la dindmica de una particula en este campo
magnético puede calcularse de manera no relativista ya que el inico cam-
bio radica en su masa, la cudl es mas grande por el factor relativista ~. El
siguiente paso consistira en tomar en cuenta los efectos cuanticos.

2.3. Ecuacién de Schrodinger

La descripcién de una particula cargada en un campo magnético en el for-
malismo de la mecanica cuantica requiere la resolucién de la ecuacion de
Schrodinger para el siguiente Hamiltoniano obtenido a travez de la sustitu-
cién minima

H = (p+eA)” .

2m
Elegimos el potencial escalar A de manera que el campo magnético asociado
este en la direccién negativa de k. Una de las posibles elecciones que ademas

satisface la norma de Landau donde 0"A,, = 0 seré:
A =—xBj,

de donde, el operador Hamiltoniano en términos de las componentes del
momento es ) )
5 L1p 1 N

H=—"+—(p,—eBx =

2mom + am P S om

Nuestro siguiente paso sera resolver la ecuacion de Schrodinger independiente

del tiempo,

(2.6)

~

Hi(z,y,2) = EY(z,y,2) .
Comenzaremos por recordar la relaciéon candnica [z;, p;] = d;;, razén de la

cual se deriva que solo el conmutador [FAI , =] # 0. Entonces, vamos a proponer
una solucion ¢ (x,y, z) tal que

» La funcién ¥ (x,y, z) sea el producto de dos funciones,

= Proponemos que una de las funciones sea la solucion de la particula
libre en las coordenadas y y z y la otra serd una funcién y(x) que nos
describa el movimiento en la coordenada x

13



U(x,y,z) = WPy tap)y () | (2.7)
Sustituyendo la ecuacién (2.7) en el Hamiltoniano dado por (2.6), obtenemos
1 d? 1

Sl 1 p:
2mdx?  2m

2
(py — eBx)” + o

—FE| x(x)=0, (2.8)

donde ha quedado de manifiesto la utilidad de la eleccién que realizamos para
(x,y, z). Usemos ahora los cambios de variable

— py BB
T=r—-"==x—1x y wp = —,
eB m

entonces la ecuacién (2.8) se simplifica de la siguiente manera

1 & mwy o, P

S Y —FE|x(Zx)=0 2.9
omdz® 2 © ' 2m x(@) =0, (29)
donde wp es la frecuencia ciclotrénica definida anteriormente. USGQIIlOS ahora
un nuevo cambio de variable donde § = \/mwp Ty k* = — (% — 2F) =
2n + 1 y notemos que al sustituir en (2.9), obtenemos
e 2 2\ (=
d—éﬂx(lﬁ) = (& = k)x(T) (2.10)
con una energia asociada de la forma
1 P’
E,=(n+=<|wp+ donde n=0,1,2---. (2.11)
2 2m

Los n, son los llamados niveles de Landau. Notemos que para éstos, habra una
degeneracion, puesto que diferentes valores permitidos para p, corresponden
al mismo valor de energia.

La ecuacién (2.10) corresponde a un oscilador arménico unidimensional,
con eigenfunciones normalizadas dadas por

(eB)}

o

1
2 2
YnlZ) = I(n,Z) = ( ) e~z H,(vVeBz), (2.12)
donde podemos reconocer a los polinomios de Hermite asociados H,,(£) con
¢ una variable adimensional, y estan dados por
dn

H,(¢) = (-1)6—52@6—52 .

14



Entonces hemos obtenido la solucion de la ecuacién de Schrodinger que nos
provee de una base para expandir cualquier estado fisico del sistema en la
presencia de un campo magnético uniforme. Obviamente el siguiente paso
sera combinar el tratamiento relativista con el tratamiento de la mecanica
cuantica. Esto nos lleva a la pregunta acerca del espin de la particula, siendo
el caso mas simple cuando es cero.

2.4. Ecuacion de Klein Gordon

La ecuacion de Schrodinger no es invariante bajo las transformaciones de
Lorentz, pues contiene derivadas de primer orden con respecto al tiempo y
de segundo orden con respecto a las coordenadas. La ecuacion relativista que
describe las particulas de espin cero es la Klein Gordon, de la cual quere-
mos particularmente obtener la solucién de esta ecuacién en presencia de un
campo magnético de fondo.

Partiendo de la férmula para la energia relativista E? —p2 —m? =0 y
sustituyendo las variables cldsicas por sus respectivos operadores cudnticos
donde

0
E— Za , p— —tV,
podemos formular la siguiente expresion
> +V2—m? Y7, t) =0 (2.13)
o —m r — .
ot? ’

o de manera equivalente por
(O% + m*p(7t) =0 . (2.14)
La expresion (2.14) es la forma més usual de la ecuacién de Klein Gordon.

Para incorporar los efectos del campo magnético aplicamos la sustitucién
minima 0, — d,, — ieA,, como en la seccién anterior

(@8“ + m2)¢ — ((% —ieA,) (0" —ieA") + m2)@/1

0
= (D2 + 2z'exBa— + e*r’B? + mQ)@b =0.(2.15)
)

15



Buscamos soluciones de la forma ¢ (r,t) = e~ EiHirsvt== £ (1) donde la fun-
cién f(x) satisface

d2
(E* —m? + i e’ B*2%) f(7) =0, (2.16)
T
notemos que hemos utilizado el cambio de variable & = x — f—]g , para facilitar
los calculos. De la relacién (2.16) y usando la foma explicita de la funcién
1 (r,t), obtenemos la siguiente expresion que debe satisfacer f(x),

2

<E2 —m? —p2+ % — (eBx +py)2> flz)=0. (2.17)

Tratamos ahora de relacionar la ecuacion anterior con un oscilador armonico.

. _ E2_ 2_ 2
Para cumplir ahora con esta tarea, sea £ = VeB Z, v sea k* = b
2n + 1 entonces obtemos que :

d

—5f(@) = (€ - k) f(7). (2.18)
dg
De manera que su energia asociada esta dada por
1
E? =m® + p? + 2eB(n + 3 (2.19)

y cuyas eigenfunciones correspondientes son

fa(@)xn(@) = 1(n,p,z) = (?)i \/21n_mH" <\/e_B (93 - %)) e 52 (- 25)’
(2.20)

lo cual completa el estudio de la ecuacion de Klein Gordon para particulas es-
calares cargadas en la presencia de campos magnéticos externos. Es necesario
recalcar, para futuras referencias :

s El efecto relativista modifica la relacién entre la energia, la masa y el
momento de la particula, lo cudl podemos ver por simple comparacion
de las ecuaciones (2.11), (2.19).

» Notemos para particulas relativistas m o veB, cuando tomando el
resto de las cantidades como constante. Esta relacién persiste para la
masa dinamicamente generada en la presencia de un campo magnético
intenso, como lo veremos en el siguiente capitulo. Enfocaremos ahora
nuestra atencién a los fermiones cargados, los cuales son el objeto de
estudio de esta tesis.

16



2.5. Ecuacion de Dirac

En este capitulo estudiaremos el comportamiento de los fermiones, es
decir, de las particulas cargadas con espin 1/2 en presencia de un campo
magnético uniforme. Esta seccion y la siguiente estan basadas en el trabajo
original realizado por Ma. de Jesis Anguiano en su tesis de maestria [12] y
en su articulo publicado en el 2007 [13].

Como los fermiones satisfacen la ecuacion de Dirac, entonces necesitamos
resolver dicha ecuacién cuando un campo magnético esta presente. Por lo
tanto, iniciemos con

(iv"0, + ey A, —m)p =0. (2.21)
Si recordamos que A, = (0,0,2B,0) ? y ¢ la escribimos como
Va
VB

tenemos las siguientes ecuaciones por resolver
.0 o . .0 0
<203§ - 01% + 109 (za—y + eBx) — m> Yy = awB
0 0 0 0
.o o . . 0 Br) — _ 9
( Z038t+018x 109 (Zay +e x) m) YR aZwA ,

donde o; son las matrices de Pauli. Basados en nuestra experiencia anterior,
proponemos una solucion de la forma

U(@,y, 2,t) — e PHIPTER (1) |

Usamos el cambio de variable z = = — p, /eB empleado con anterioridad. Es
facil ver ahora que las derivadas involucradas en nuestro calculo toman la

24, = A> = —A, = —aB
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siguiente forma

0
0y — 10, — exB — T eBT
0
Oy + 10y + exB — — 4+ eBZ
0T
31; — —F .

Ademas si escribimos a 14 v ¥ en términos de sus componentes

i o
¢A = ¢B = ;
vy vy

tenemos entonces el siguiente conjunto de ecuaciones

0
(= myuit -~ (5 - eBe) vt = ipof

(g + (gn+eBr )l = —ipf
0
Byl - (5 - ) v = —ip.of

(B —m)yd + (% + er) YE = ipzwf .

En forma compacta, podemos escribir este sistema como

0 _ .
(EF m)wf’lB — <£ — eBx) wé’QB = j:zpzwf’lA

0
(EFm)pys + <% + eBa_c) o = Eipasy

Estas ecuaciones nos conducen al hecho que

E? =m?+2eBn+p? .

(2.22)

(2.23)

(2.24)

Notemos que hay solo una ligera modificacién de la ecuacién en (2.24) con
respecto a la dada por (2.19). Tenemos entonces que las soluciones de la
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ecuacion de Dirac para energia positiva son

0
Yf = Npe illBnlt-pw) :
—V2neBI(n,p,x)
(IEn] +m)I(n —1,p,z)
(|En| +m)I(n,p,x)
—V2neBI(n —1,p, z)
WP = Nye iBnlt=r,y) , (2.25)
—ip.I(n,p,x)
0

mientras que para las soluciones de energia negativa son :

V2neBI(n,—p,x)

P = N,e'lEnlizpy) ’
0
sz[(n - 17 D, I)
szI<n7 —D, ﬂf)
0
WY = N,ellEnlt=r,y) , (2.26)
(IEn] +m)I(n, —p, x))
V2neBI(n —1,—p,x)
donde
|E.| = /2eBn+m2+p?, (2.27)

19



1

W = : (2.28)
V2IE|([Ea] +m)
eB\'* 1 P
I - (&2 Hy(VeB(z— 2
) = () Za(B(+-35))
—eB D \2

x ez @R (2.29)
y I(n = —1,p,z) = 0 . Una vez que hemos encontrado las soluciones de la

ecuacion de Dirac, podemos empezar con la definicion de la simetria quiral,
y condensado (1)) para relacionarla con el campo magnético y la masa
fermionica.

2.6. Condensado (1))

Iniciamos este capitulo definiendo el concepto del condensado (17)). Para
ello, es necesario notar que cuando no hay campos magnéticos presentes,
la ecuacién de Dirac dada en la ecuacién (2.21), puede ser derivada del la-
grangiano dado por

L= P10 — ) (2.30)
Las transformaciones quirales se definen como ¢/ = ¢7"¢, donde la matriz
7°, estd dada por la expresién 77 = i7°y142y3, que satisface las siguientes
relaciones:

(PP =1, (M'=1y {y}=0. (2.31)

Entonces podemos ver de manera facil que la primer parte del Lagrangiano
en (2.30) es invariante ante transformaciones quirales, sin embargo el térmi-
no masivo no lo es. De esta manera concluimos que la existencia de masa
provoca el rompimiento de la simetria quiral.

Ahora analicemos la relacion que guarda el condensado fermiénico con el
campo magnético y el valor de la masa. Como es obvio, se define el con-
desado fermiénico como el valor de expectacion en el vacio de un operador
escalar compuesto ¢n). Si los fermiones tienen una masa desnuda igual a
cero, el condensado es un parametro de orden cuyo valor finito corresponde
a un rompimiento dindmico de la simetria quiral. Para fermiones masivos el
condensado tiene una parte no dinamica, la cudl presentamos en esta seccién.
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Iniciemos el calculo del condensado 1), expandiendo el campo fermiénico

en su descomposicion de Fourier en términos de la base completa de soluciones
PNy |
dada por {¢; "} :

ZZ | = [ (wtnpil +Hnppel)

donde i = 1,2 a menos que trabajemos en el nivel més bajo de Landau (LLL),
precisamente esto queremos recalcar usando la notacién primada. Por otro
lado p y p. son variables continuas del momento y la suma sobre n corre
sobre todos los niveles de Landau. Los operadores a; y b; son los operadores
de aniquilacién asociados a las particulas y antiparticulas respectivamente,
que satisfacen las siguientes relaciones de anticonmutacion :

{ai<n7p7p2>7a;‘<n/7p/7plz)} = {bi(n7p7pz)7b}(nlvplaplz)}
= 030 d(p— p)o(p. —pL),  (2:32)

y ademas

(Olal(n, 1/, p)ai(n, p,p:)|0) = 0, (2.33)
(Olal (', p', pL)bl (n,p,p:)[0) = 0,
<O’bz( 7p7pz)a’i<n7papz)’0> = 0.

El tinico término que es diferente de cero es (0[b;(n/, o/, p.)b! (n, p, p.)|0), cuan-
do aplicamos este resultado a la ecuacién (2.32), obtenemos

() {%)Z [av [an.favorvizes]. s

De donde podemos ver con claridad que la contribucién al condensado esta da-
da tnicamente de las soluciones negativas (asociadas con las antiparticulas),
de la ecuacién de Dirac en presencia de un campo magnético uniforme. El
siguiente paso en el calculo del condensado sera utilizar explicitamente las
soluciones encontradas en la seccién anterior en la ecuacién (2.26), de donde
podemos deducir que
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2B IP(n, —p,z) + P(n — 1, —p,2) (—(\Enr +m)? +p§)

TN N
vren = 2By (m 1 1B]) ’

y de manera andloga :

I*(n, —p, ) <pg — (| En] + m)2) +2eBnI*(n—1,—p, )

_NwN —
2 2|Ep|(m + |Ex|)

Tenemos entonces finalmente que el valor del condensado dado en la ecuacién
(2.34) se escribe como

() = (%)Z | an(Pp)+ P 1)
« /_oodpz L (2.35)

s A/mZ+p+2neB

Para simplificar la expresion anterior sera 1til tener en cuenta las siguientes
relaciones

[= Pn—1,-p,x)dp=0 si n=0,

ffooo [2(”—1ap7$)dp=63 si n#0,
% IP(n,p,z)dp=eB i Von.

Por lo tanto tenemos que

_ —meB [ 1 iy 1
@ = G (e Y verrees)
o m?2 + p? — \/m?+p2 + 2ne
Introduciendo nuevamente un corte ultravioleta A tenemos :

A—i-\/mQ—i—AQ} B meB%‘ln{A—l—\/ﬂﬁ—i—AQ—i—QneB}

— —meB

WW - (27’(’)2

meB1 1+ 1+ x meB7§‘1 1++v1+2x,
=— n — n|———
212 VZo 2 VT '

1
n[ m 2 — m?2 4+ 2neB

(2.36)

n=1
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2 2 .,
donde zy = 55 y x, = \/%22"63 . De la ecuacién (2.36) encontramos

que el valor del condensado va a cero cuando la masa también lo hace. A
pesar de que la suma sobre los niveles de Landau diverge, las contribuciones
individuales convergen cuando n es grande, pues en este caso la contribucién
del segundo término al condesado se anula. En la aproximacion del nivel mas
bajo de Landau tenemos que

() =

_meB [1 + m] . (2.37)

272 /Lo
Notemos que cuando A? > m? 6 bien zy < 1, podemos realizar la siguiente
expansion

1+v1+2x 1 €T
de donde
_ meB . A?

Como hemos visto el condensado fermidnico esta intimamente conectado con
la masa fermionica. De hecho el condensado tiende a cero cuando la masa va
a cero y su magnitud, y es favorecido por la presencia del campo magnético.
La masa fermionica y el condensado son los puntos claves de estudio en esta
tesis, razon por la que abundaremos mas en este tema. Nos enfocaremos
ahora en la masa fermionica y la manera en que puede ser obtenida a través
de su propagador, lo cudl estudiaremos en la siguiente seccion.

2.7. Propagador del Fermion

Al buscar una solucién a la ecuacion de Dirac para una particula con carga
e, en un campo electromagnético, el propagador aparece de manera natural.
Intentaremos encontrar la solucion a esta ecuacion utilizando el metddo de
Green. Como hemos visto la ecuaciéon de Dirac para un electrén en un campo
electromagnético esta dado por la ecuacién (2.21), la cudl nos indica que

(iv"0, + ey Ay —m)p =0.

Resolveremos esta ecuacién buscando primero la solucién de la ecuacion dic-
tada por la expresion :
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(iv"0 — m)Gr(z,y) = 8*(z —y) , (2.40)

donde hemos usado la notaciéon Gg(x,y) para representar al propagador fer-
mionico en el espacio de coordenadas. Para llevarlo a una expresién mas
familiar en el espacio de momentos solo necesitaremos tomar su transfor-
mada de Fourier. Una vez obtenida Gr podemos escribir la solucion de la
ecuacién (2.21) como

b(z) = dolz) — ¢ / DyCr(z, g1 A" (y) (2.41)

donde vy(x) es la funcién de onda del electrén en la ausencia del campo
electromagnético. Como podemos ver, el miembro derecho queda también
en términos de la funcién v. Para resolver la ecuacién (2.40) transformamos
Gr(x,y) al espacio de momentos, es decir :

1 .
Grlr.y) = oy [ Selphe e, (2.42)

(2m)
donde Sr(p) es el propagador fermiénico en el espacio de momentos. Susti-
tuyendo el valor del propagador fermidnico en (2.40) obtenemos

(g [ W= mISe e ey = g [y, @y

donde es claro que hemos utilizado una representacién conveniente para la
funcién delta en el espacio de momentos en el segundo miembro de la expre-
sién, la cudl nos ayudara a reconocer de manera sencilla la condicién

(¥ —m)Sr(p) =1, (2.44)

es decir,
1
Sr(p) = me :

La masa del fermién se puede definir como la posicion del polo en la expresion
del propagador. Una vez que hemos entendido la relacién existente entre
el condensado quiral y el propagador fermionico con el valor de la masa,
estamos interesados ahora en intentar explicar los mecanismos que derivan
en la generacién dindmica de este pardmetro. Esto nos lleva a la discusién de
las ecuaciones de Schwinger Dyson (SD), las cudles son el objeto de estudio
del siguiente capitulo.

(2.45)
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Capitulo 3

Ecuaciones de Schwinger Dyson
y Catalisis Magnética

Las ecuaciones de Schwinger-Dyson (SD), son llamadas asi en honor a Ju-
lian Schwinger y Freeman Dyson [3, 4] y son las ecuaciones que nos permiten
estudiar el rompimiento dinamico de la simetria quiral, es decir, la generacion
de masa para fermiones en las teorias de campo. Las ecuaciones de SD son
un conjunto de ecuaciones integrales acopladas que relacionan las ecuaciones
de Green de una teoria cuantica de campos. En general una teoria de campos
puede considerarse resuelta una vez que se conocen todas sus funciones de
Green, debido a esto la teoria se puede representar mediante un sistema de
ecuaciones de SD que tenga por solucion a estas funciones.

3.1. Ecuaciones de Schwinger Dyson (SD)

Las ecuaciones de SD pueden ser derivadas formalmente a partir de las
integrales de trayectoria de Feynman. Sin embargo, lo que obtenemos con
este formalismo es una columna infinita de ecuaciones integrales acopladas.
En consecuencia el sistema debe de ser truncado. El método de truncamien-
to tipico es el célculo perturbativo, y solo puede emplearse cuando existe un
parametro suficientemente pequeno para realizar dicha expansion. En este
caso el parametro es presisamente la constante de acoplamiento «, sin em-
bargo podemos encontrarnos con situaciones donde no se cumpla que o < 1.
Entonces, es necesario buscar otro método para truncarlas, dichos métodos
se llaman no perturbativos. Los cédlculos no perturbativos muestran efectos
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muy importantes que quedan fuera de la teoria de perturbacién como la
generacion dinamica de masas para los fermiones fundamentales y el confi-
namiento de quarks y gluones en QCD. Nosotros estamos particularmente
interesados en la generacion dinamica de masas pues sabemos que aproxi-
madamente el noventa y nueve por ciento de la masa de la materia ordinaria
es de origen dinamico. Para ello veamos la manera en que los propagadores del
fermion y del fotén se modifican a través de autointeracciones. Por ejemplo,
un electrén puede emitir y reabsorber fotones en varias maneras como vere-
mos en figuras posteriores. Iniciemos por ver la representacion diagramatica
del propagador completo que muestra la figura (3.1).

— @

Figura 3.1: El propagador completo

Este propagador se expresa mediante una serie infinita de correciones, que
clasificamos en tres : las correcciones al propagador fermionico, las correc-
ciones al propagagor foténico y las correcciones correspondientes al vértice.
El proceso de autointeracciones genera tres series infinitas. Dichas series se
encuentran esquematicamente representadas por las figuras (3.2), (3.3), y
(3.4) respectivamente.

Figura 3.2: Correcciones al propagador fermiénico.

Utilizamos un circulo relleno sobre el propagador fermiénico, para repre-
sentar la suma de todas las interacciones que pueden afectar al fermién en
su propagacion. Sucede lo mismo para el propagador completo del fotéon y el
vértice completo del fermion que también poseen dichos circulos rellenos a
diferencia de los propagadores desnudos que no lo tienen.
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Figura 3.3: Correcciones al propagador del foton.

Figura 3.4: Correcciones al vértice.

Las series anteriormente mencionadas se pueden dibujar en una forma
compacta como se exhibe en la figura (3.5). Debemos observar que en el
tercer diagrama, uno de los vértices no lleva un circulo relleno, porque de
ponerlo estariamos contando doble. Esta ecuaciéon que representamos con
diagramas es llamada la ecuaciéon de Schwinger Dyson para el propagador
del fermién y corresponde a la ecuacion

Sr(p) = Sp(p) + Sz(p)X(p)Sk(p) | (3.1)

donde S%(p) = ]/_1 — como vimos en la seccién anterior y Y(p) representa

la autoenergia.
P—q

Y q

Figura 3.5: El propagador completo.
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Si multiplicamos la ecuacién anterior a la derecha por Sy~ '(p) obtenemos

1= Sp(p)Sk~(p) + SE(P)(p) , (3.2)

y a continuacién multiplicamos a la ecuacién (3.2) por S% ' (p) por la izquier-
da, para obtener la expresion

S0 (p) = e (p) + S(p) - (3.3)

Es claro finalmente que podemos reescribir al propagador completo inverso
en una forma mucho mas simple de manejar, es decir de la siguiente manera

Sr™(p) = S5 (n) = 2(0) (3.4)
cuyo diagrama asociado esta representado en la figura (3.6).
p—q
-1 -1
- @—> = > —
p p q

Figura 3.6: El propagador completo inverso.

En el resto de esta tesis, usaremos la aproximaciéon donde solo tomare-
mos en cuenta la suma de todas las interacciones que afectan al propagador
fermionico. Dicha aproximacion se llama, aproximacion arcoiris.

3.2. Aproximacién Arcoiris

Una vez introducida la ecuacién de Schwinger Dyson (SD), para el propa-
gador fermionico, la siguiente tarea sera intentar obtener su solucién. La
aproximacién arcoiris esta representada por el diagrama (3.7).

Pp—q
-1 -1

p p q

Figura 3.7: Aproximacién arcoiris al propagador completo inverso.
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Procederemos ahora, a obtener la solucién en forma analitica y nimerica
de la ecuacién de SD, para el propagador fermionico en la aproximacién
arcoiris. La cudl esta asociada con el diagrama (3.7). Ahora utilizaremos las
expresiones explicitas del propagador completo, del propagador desnudo, y
del progador del fotén desnudo, para reescribir la ecuacién (3.4) como

—iSpH(p) = —i %1(1?)—/ Tq (—iey")[iSr(@)](—iey”)(—iA), (p — q)) -

(2m)*
(3.5)
Recordamos que preferimos escribir el propagador completo en la forma
. v— M(p)
Spt(p) = T 3.6

El propagador desnudo se obtiene de tomar la funcién de renormalizacion
F(p) = 1 y reemplazar la funcién de masa M (p) por el valor de la masa
desnuda m. Por otro lado, el propagador del fotén a nivel arbol en una
norma covariante arbitraria & es

(r—0)ulp —a)
(p—q)? - 8D

ADL(p—q) = —qu)? G + (1)

Ademas notemos que

F(p) (¢+ M(q))F(p)

(=M ~  @-M(q) 59
Por lo tanto, tomando la traza de la ecuacién (3.5) nos da
M) @ M@FW)
1) = i+ (/d 1 s g™
y =9 —a) 1
{g’w +E-1) (p—q)? D (p—q)?" (39)

Aplicando ahora las propiedades de la métrica obtenemos que

M(p) ie’(3+8&) [ 4 M(QF(q) 1
o) " / S by vy RN

Fip) " (20!

y procedemos ahora a aplicar una rotacion de Wick para evitar los polos en
la expresién anterior, de manera que ¢ — iqy v en consecuencia ¢> — —g>
)

29



y d*q — id*q. Entonces tenemos que nuestra expresién (3.10) cambia de la
siguiente forma

Mp) _ - eB+E [u M@Flg 1

— q .
F(p) (2m)* ¢+ M?(q) (p — q)°
Es claro que la ecuacion anterior require el uso de nuevas coordenadas para

llevarla a una expresién mas tratable. Con esta finalidad, usemos la repre-
sentacién para los vectores

(3.11)

¢ = (gcost, gsinisin b cos ¢, gsin ) sin O sin ¢, g sin ¢ cos )
p' = (p,0,0,0), (3.12)

de donde d*q = ¢*dgsin® di) sin OdAd¢p, con las restricciones angulares 0 <
0,0 <m 0<¢<2my0<q< oo Al sustituir estos resultados en (3.11)
observamos que

M (p) e2(3 + &)ar

M o 22 TSR 3 dg sin? M(g)F (q) !
Fp) T @y / TSy NP () (o — 0)?

donde hemos podido realizar las integraciones sobre 6 y ¢ debido al hecho
que no hay ninguna dependencia en el kernel sobre estos dangulos. Veamos
ahora que es posible realizar la integral

(3.13)

1 T
2 2 2 2 2
n-d = + — — . 3.14

Podemos ahora hacer uso de la funcién h(zx), definida por

r st x<l1

h@):{ (3.15)

1 siz>1

o equivalentemente

h@%:;1+x—ﬂ—mD, (3.16)

lo cudl implica que se satisface la siguiente igualdad

2

P’ +q —p*— ¢ =2p? {h(]%)} : (3.17)
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Entonces al reemplazar nuestros célculos en (3.13), obtenemos

% —m+%/q3dqq—z%{h(gﬂ . (3.18)

Podemos ahora dividir dicha integral en dos términos, haciendo uso de la
segunda definicién de la funcién h(z) expresada en (3.15) dandonos como
resultado

Mp) -, ¢34+ / 2 M@F() (q)

F(p) 167> ¢ + M?(q) \ p?
B+E >, 5 M(g)F(q)
1672 /pz d @+ M?(q) (3.19)

La relacién expresada en (3.19), es la ecuacién de SD para el propagador del
fermion en la aproximacion arcoiris. Tiene la enorme ventaja de que es sol-
uble utilizando metédos analiticos y numéricos, como veremos a continuacion.

3.3. Generacion Dinamica de Masas

Es importante mencionar que la ecuacién (3.5) contiene otra expresién
independiente para F'(p), que se obtiene al multiplicar por §y tomar su traza.
Lo cual nos indica que F(p) = 1 en la norma de Landau. De manera que ésta
serd una buena aproximacién para normas en el vecindario de la norma de
Landau. Si definimos el valor de la magnitud de la interaccién o = % y
linealizamos la ecuacién (3.19) obtenemos que

M(p)=m + % L% /0p2 dq* M (q) + /p:@ dq* ]\4(](2q)] . (3.20)

Podemos ahora llamar p? = x v ¢ = y para hacer més claros nuestros célcu-
los, y derivar la ecuacién resultante haciendo uso del teorema fundamental

del cdlculo, el cudl nos indica que - [ N(y) = N(z), tenemos entonces que

M (z) = #jé)% /0 dyM(y) . (3.21)
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Multiplicando la ecuacién (3.21) por 22 y diferenciando una vez mas, obten-
emos

3
2*M" () + 2z M’ (x) + wM(x) =0. (3.22)
7
Es bien sabido que la solucién mas general de la ecuacién (3.22) es de la
forma M (z) = x~°, lo cudl impone que

a(3+¢)

2
s°— s+
A7

—0. (3.23)

T

Llamenos ahora a, = i

de la forma

Tenemos entonces que las soluciones para s son

1 1 a
——_ 4 /1==. 24
51,2 2 2 Q. <3 )

De manera que la solucion general sera
M(z) = Cia™ + Chz™*2 | (3.25)

con (1, Cy constantes a determinar mediante condiciones de frontera. Debe-
mos mencionar que si el valor del acoplamiento es mayor al valor del acopla-
mento critico, entonces la solucion se escribe como

M(z) = Oz~ 278" 4 Cyg—ataT (3.26)
conrt = aﬁ — 1y 7 esreal. Es claro ahora la razon por la que hemos llamado
critico a este valor a = «., pues para valores menores a él, nuestra solucién
es real, en tanto que para valores mayores, nuestra solucién serd compleja.
Por lo tanto, cuando variamos el valor de « la solucién para la funciéon de
masa sufre una transicion del plano real al complejo.

» En la figura (3.8) mostramos la variacion de la masa con respecto al
valor del acoplamiento. De esta grafica, es claro que cuando el valor de
«a aumenta, el valor de la masa generada ambién lo hace.

= En esta figura, ademads, exhibimos la existencia de un valor critico para
el acoplamiento, es decir un valor bajo del cudl la funcién de masa es
igual a cero. Dicho valor encontrado nimericamente es el mismo que

fué encontrado de manera analitica y estd dado por a, = 3—15
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Comportamiento del propagador fermionico

10 .t
R
R
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o

Figura 3.8: Comportamiento de la masa generada variando el valor de « en
la norma de Feynman.

Dado que los campos magnéticos externos modifican las propiedades de
propagaciéon de las particulas y catalizan la generacion dindamica de masas
para cualquier valor del acoplamiento, sera muy interesante realizar un estu-
dio detallado de sus efectos. A esta tarea estan dedicadas las dos siguientes
secciones de este capitulo.

3.4. Catalisis Magnética

Como hemos visto, en electrodinamica cuantica se dé la generacion dinami-
ca de masas (DMG), solamente si el acoplamiento electromagnético supera
cierto valor critico. Sin embargo, la presencia de un campo magnético nos
proporciona un cambio drastico, siendo posible generar masas fermionicas
para cualquier valor del acoplamiento (catélisis magnética), y ha sido exten-
samente estudiado cuando el campo presente es intenso [7], [8], [9], [10], [11].
En este caso, el nivel mas bajo de Landau (LLL), es suficiente para describir
el fenomeno. Con esta consideracién el andlisis se simplifica de manera con-
siderable. Fisicamente, para campos magnéticos intensos, los niveles de Lan-
dau estan considerablemente separados, lo cual hace energéticamente poco
favorable para las particulas virtuales acceder a otros niveles distintos a LLL.
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En esta seccion estudiamos el rompimiento dindmico de simetria en la
presencia de campos magnéticos externos, usando las ecuaciones de Schwinger
Dyson, en (QED). Para ello, iniciemos tomando ahora la ecuacién para la
funcién de masa, deducida por Lee y Leung [10], que en la norma de Feyn-
man ¢ = 1 y en la aproximacién del nivel mas bajo de Landau, senala que la
funcién de masa obedece la siguiente relacion:

~ e%(4e d'g e M(p, —q,)
M(p,) = e(4 B)/ G @ =g+ P, —a) (3.27)

Es preciso notar que hemos definido

PO qu
q —F
a 2eB

. = Vi,*+4¢?. (3.28)

Donde el subindice ; se refiere a las componentes transversas u = 1,2, en tan-
to que el subindice || se refiere a las componentes longitudinales ;1 = 0, 3. Dada
la ecuacién (3.27), podemos observar que el encontrar una solucién andlitica
para ella serd una tarea complicada, razén por la cudl tendremos que usar
una aproximacion. Escogemos la escala de masa fermidnica en el infrarojo,
por razones que quedaran mas claras posteriormente, en esta aproximacion

. pu=0,1,23.

~ 2 d4q e_qi M(qu)
M(0) ~ €2(4eB) / (m)i 47 (eB)iZ + V) (3.29)

Esperamos que M (qH) disminuya cuando q2 aumenta, de manera que la

ecuacién (3.29) estd dominada por las contrlbu(:lones de ¢ qH pequenos. Sera en-

tonces razonable aproximar M (g, ) en el integrando por M (0) = mx1 (aprox-
imacién de masa constante), donde m es la masa dindmica y 1 es la matriz
unidad. Tenemos entonces que

dig e il 1
1 v ¢*(4eB 3.30
e (de )/ Gr) G2 2eB)G2+m? (3:30)

eB) [ dq g2 !
a 4772 (e / 7, / q“q JrqH (2€B)qu2+m2

,e 71 In((2eB)q% /m?)
— (eB)/O dq; (2cB); 2 i — 3 )

3 |
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Figura 3.9: Variando el campo magnético a =

1

1 en la norma de Feynman.
7

donde o = e? /4. La solucién de esta ecuacién tiene la forma

m ~ aVeBe "V (3.31)
donde a, b son constantes de orden uno [10]. El comportamiento no pertur-
bativo de la ecuacién (3.31) es evidente. De acuerdo a la expresion anterior la
contribuciéon dominante de la integral corresponde a la region (ZeB)cjf ~ m?.

Pero dado que ¢, es pequeno, nuestra afirmacion requiere que m < VeB que
a su vez requiere que o < 1. Es decir, que la solucién que encontramos para
la masa dindmica, es vélido solo en el régimen de acoplamiento débil de QED.
A continuacién, intentaremos resolver la ecuacién (3.27) sin usar la aproxi-
macién de masa constante, mediante metodos numéricos, y analizaremos su
concordancia con los resultados analiticos previos, donde utilizamos dicha
aproximacién. El tratamiento numérico que llevaremos a cabo de la ecuacién
(3.27) consistird en no usar la aproximacién de masa constante y separar las
contribuciones transversales y las longitudinales de la siguiente manera :

d*q, d*q, el M(p, —q,)
(27T)4 Cj 2 (pl\ - q\|)2 + MQ(pH - q\l) ’

M(pH) o~ 62(4|eB|)/ (3.32)

35



Cambiando el valor del acoplamiento, eB=1

+
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Figura 3.10: La masa M (0) para varios valores de a en la norma de Feynman

o de manera equivalente por
a2

_@eB)) [ . M(p, —q,) e L
M(p”) - (2m)t /d Bl (p, —q,)*+M(p, —q,) /d 1. q,%+ q4.* '
(3.33)

tenemos que la ultima

Usando coordenadas polares donde d?q* = ¢, dg, df
de las integrales en (3.33) se convierte en

d*q - - /dQ/ dq 7
/ qu2_|_ QJ_ R NP 2+ QJ_

_ 2/d9 (e (0, )). (3.34)

Donde la funcién T esta definida por I'(«, x) f * 72~ le=7dr. Sustituyendo
este resultados en la expresién (3.33) tenemos

_€(2eB) [ ,. M(p, —q,) LI
M(pH) ~(2r)® /d 9, (pl\ _ q\|)2 +M2(pn — qu) IT'(0, g

Usemos ahora que ¢, = ¢,/v2eB, y denominemos 3 = 1/v/2eB, de man-
era que tengamos una expresion para la masa dinamicamente generada co-

ﬁ). (3.35)
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Campo Magnetico, o=1/4n
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Figura 3.11: La masa M (0) variando el valor del campo magnético « en la
norma de Feynman.

mo funciéon de las variables sin gorrito, para ello notemos que dudcjudéu =
ﬁ2q“dqud9”. Entonces podemos escribir

¢2(2eB) M(p, —q,) H
M(p,) =~ /5261 dg, 0 mver 17 1(0,¢25%) .
I (27)? Tk Thendl (pn _ qH)z +M2(pH _ qH> 1

(3.36)
Haciendo un cambio de variable de manera que p, — ¢, = ¢, obtenemos que

M(p,) ~ JTP/q'dqdelfy—]Eﬁ(g)e(plwmf(O, v, - 0262 . (3.37)

Desarrollando los términos cuadraticos y separando nuestra ecuacion como
producto de dos integrales, tenemos :

e? M(q
M(p,) ~ W/q'dq'dz—i-—% (3.38)

21 jcos 0)3? ~ ~
% /dele(p|+q 2qu 0)p F(O, (pﬁ + q2 - 2quCOS 9)252) )

Usando la ecuacién (3.38) como nuestro kernel, procedemos a hacer un andli-
sis numérico, sobre la reaccion de la masa dindmicamente generada, con re-
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Comparando con la expresion de Leung et. al.
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Figura 3.12: Esta grafica nos muestra la equivalencia de nuestros resultados
con los obtenidos por Leung et. al. [10].

specto al factor de acoplamiento y la magnitud del campo magnético. Acon-
tinuacion, presentamos los resultados obtenidos, resumiendolos de la siguiente
manera :

» En la figura (3.9), presentamos la variacién de la funcién de masa M (p),
contra el valor del momento p. De esta figura, podemos observar clara-
mente, que cuando el valor del campo magnético aumenta, también lo
hace el valor de la masa.

» La figura (3.10), nos muestra el cambio del valor de la masa generada,
como funcién del valor de acoplamiento a. De esta grafica, vemos que
conforme aumenta el valor de la magnitud de la interaccién, aumenta
el valor de la masa generada dindmicamente.

» En la (3.11), mostramos la relacién existente entre la masa fermiénica
generada, cuando variamos el campo magnético, demostrando que este
ultimo, logra la generacién de masa para cualquier valor del acoplamien-
to y que conforme el campo es mayor, la masa generada también au-
menta.
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» Finalmente, en la grafica (3.12), illustramos la equivalencia de nue-
stros resultados, con los previamente obtenidos de manera andlitica
por Leung y sus colaboradores ([10]), expresados en la ecuacién (3.31),
mostrando que la curva se ajusta perfectamente a nuestros datos.

De esta manera, la validez de nuestros resultados queda corroborada. En el
siguiente capitulo realizaremos un estudio detallado de la manera en la cual la
masa fermionica generada se ve afectada en la presencia de temperatura finita
y como se modifica su valor ante las posibles variaciones del acoplamiento.
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Capitulo 4

Fermiones a Temperatura
Finita.

En el dltimo capitulo, hemos estudiado en detalle, el fenémeno de la gen-
eracién dinamica de masas, en presencia y ausencia de un campo magnético
uniforme externo. En la ausencia de éste, es bien sabido que los fermiones
adquieren masa cuando el acoplamiento electromagnético supera un valor
critico a... El efecto de un campo magnético, es hacer que este valor critico se
asemeje a cero, es decir, a, — 0. Tenemos entonces que la catélisis magnética,
se d4 aun para valores pequenos del acoplamiento electromagnético, hacien-
dolo un fenémeno aiin mas interesante. Por otro lado, la presencia de un bano
térmico es otro ingrediente de interés, por ejemplo, en objetos astrofisicos y
en experimentos de iones pesados. En este capitulo revisaremos el trabajo
realizado en la referencia ([14]) acerca de la generacién dindmica de masa a
temperatura finita

4.1. Generacion Dinamica de Masas en QED
a Temperatura Finita

En un fondo térmico, se espera criticalidad en la temperatura, es decir,
se espera desencadenar la generacion de masa por debajo de cierta temper-
atura y restaurar la simetria quiral si superamos este valor. En esta seccién
de la tesis haremos el estudio en QED en la aproximacién arcoiris a tem-
peratura finita, estudiando la ecuacién de SD correspondiente, representado
por la figura (3.7), en este caso, tomaremos solo la frecuencia de Matsubara
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mas dominante, debido a que estamos considerando altas temperaturas. En-
tonces, la teoria se asemeja a la correspondiente en Electrodinamica cuantica
en 2 + 1 dimensiones (QED3) a temperatura cero [15]. Con el objetivo de
mostrar esta semejanza tomaremos o’ = o1 y T como pardmetros inde-
pendientes, asociados al acoplamiento y a la temperatura respectivamente.
La tnica diferencia notable es la dependencia de la masa respecto a la tem-
peratura. De hecho, si mantenemos la temperatura constante, el incremento
del valor del acoplamiento mas alla de un cierto valor critico, hace que los
fermiones adquieran masa. Por el contrario, el aumento de la temperatura,
lograra eventualmente la restauracién de la simetria quiral. Otro hecho a no-
tar, es que cuando incrementamos el valor del acoplamiento, el valor critico
de la temperatura se multiplica por el mismo factor, este dato sera mostrado
de forma analitica en esta misma seccién. Debemos enfatizar que la existencia
de criticalidad para el acoplamiento esta en contraste con el comportamiento
de QE D3 a temperatura cero, donde si hay una generacion de masas, para
un valor del acoplamiento, cualquier alteracion en su valor generara el mismo
fenémeno. Para comenzar nuestro estudio tomemos la expresién de la funcion
de masa en el espacio Euclidiano *

i3+ [, M@ 1
uir = =5 e g O

Hemos definido &, como el pardmetro covariante de norma. En este capitulo
hemos modificado la notacion, de forma que usaremos letras mayusculas para
representar los tetra vectores, esta notacién serd 1util en el estudio de la DMG
a temperatura finita. Trabajando en la aproximacion arcoiris, ignorando las
funciones que no dependen de M en el propagador fermionico y utilizando la
formulacion de tiempo imaginario de la teoria térmica de campos, tomando
Q = (iw,,q), P = (iw,p) donde w,, = 2n+ )7 T y w = (2m + 1)x T son
frecuencias fermidnicas discretas, T es la temperatura y n,m son nimeros
enteros. En este formalismo, obtenemos:

Mmm>=91@TZ/ﬂm (12)

272
M (w, |ql) 1
[w?, + @ + M*(Q)] [(w, —w)? + [p —q|?]

'En este trabajo, no hemos derivado las ecuaciones de Schwinger Dyson sino que hemos
tomado la expresién 6 de [14].
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Una solucién trivial de esta ecuacién es M (w, |p|) = 0, que corresponde a la
solucion perturbativa. Sin embargo estamos interesados en una soluciéon no
trivial. Con ese objetivo, tomaremos en cuenta los siguientes puntos :

= Consideramos solo la contribuciéon de la frecuencia mas baja de Mat-
subara, es decir, n,m = 0. Esta aproximacién es muy buena, cuando
tenemos altas temperaturas. Por lo tanto, wy = 1"y w, —w = 0.

= De acuerdo al punto anterior, tenemos entonces que la funciéon de masa
M(w,|p|) = M(nT,p), y M(wy, |a]) — M(xT, q).

» Como mencionamos anteriormente, usamos a7’ = o y T como variables
independientes, para mostrar la relacién con QEDs [15].

Ahora utilizamos estos puntos en la ecuacién para la funcién de masa obte-
niendo

3+ ¢&a’ 5 M(nT,q) 1
M(nT,p) = o /d q[7r2T2 TP APGT g I —aP ) (4.3)

Haciendo uso de que en coordenas esféricas d*q = ¢*dq sin 0d0d¢ ,

B+&a’ [ @ M(7T,q) i dfsind
M(nT,p) = ——— dgq Py 2 2 2 1 2
™ o T+ ¢+ M*(rT,q) Jo P*+¢* —2pgcost

finalmente si hacemos x = cosf, tenemos que

(3+§)a’/°° ¢*M (7T, q) /1 dx
M(rT,p) =~ [ 4 4.4
(nT-p) ™ o UPT? 4 @ 1 M2(nT, q) _1p2+q2—2pqx( )

Dado que no poseemos artificios matematicos simples para resolver la ecuacion
(4.4), intentaremos convertir la ecuacién integral en un conjunto de ecua-
ciones no lineales, las cudles trataremos de resolver mediante un programa
numérico del cual hablaremos en detalle mas adelante.

4.2. Estudio Analitico

Con el objeto de hacer un estudio analitico de algunas de las propiedades
del kernel obtenido en la ecuacién (4.4), notemos que podemos simplificar
esta ecuacion como
B+’ 7y, ML)

p e +q>+ M?*(7T, q)

q+p
qg—0p

M(xT, p) = m‘ ’ . (45)
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Ahora utilicemos la aproximacion

In

q+p 2q
s p' Zotg-1)+ Loty o). (4.6)

Esta es una buena aproximacién cuando p < gy p > q. Usemos también que
si la masa generada es pequena entonces podemos despreciar la contribucion
de M*(7T,q) en el denominador. Bajo estas simplificaciones tenemos que

M(xT,p) = 23 +8)a” /OOO quT’?Q (9(q —-p)+ quz@(p - Q)> - (47)

s w272 4

Utilizando #'T" como un corte infrarojo, la ecuacién anterior sufre la siguiente
modificacién

M(xT,p) 3+§ (/ M”T‘] /dM<7;2T‘~’)). (4.8)

Podemos ahora analizar como se comporta esta ecuacién particularmente
para valores asintoticos del momento, para esto la convertiremos en una
ecuacion diferencial de segundo orden, con sus dos condiciones de frontera
correspondientes. La primera viene de observar que de acuerdo a (4.8) cuando
p — oo, la funcién de masa va a cero, es decir,

M(xT,p) = Olp—oo . (4.9)

Para obtener la segunda condicién de frontera, derivamos la ecuacién (4.8),
usando el teorema fundamental del cdlculo nuevamentente, para obtener

dM(ﬂ'T,p) —4(34+¢&a’ 1 /
M(nT, 4.1
= - 7/ dgM (7T q) . (4.10)
de donde p
3 _
p d—p(M(ﬂT,p)) = 0|p:ﬂ, : (4.11)

Reacomodando términos en la ecuacién (4.10) y derivando una vez mas,
obtenemos que

d [deM(wT, p)] N 434 &)o' M (7T, p)

— =0. 4.12
dp dp s ( )
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Tenemos entonces, que nuestra ecuacion diferencial de segundo orden es

@ 43+ &)a’

e (M(?TT, p)>p3 + 3% (M(WT, p))p2 + - M(xT,p) . (4.13)

La solucién de esta ecuacion es

/! !/
M(xT. p) 83+ ¢)a {01J2(4 B+ a ) B 02Y2<4 (3—1—6)04’)} 7
mp mp ™
(4.14)
donde J(z) y Y(z) son las funciones de Bessel de primer y segundo orden
respectivamente, y estan definidas por

Jn(I) _ % " e—i('nm‘—:vsin’r)dT7
Ya(r) — Jo(x) cos(am) — (—=1)*J(ax) ‘ (4.15)

sin(a)

Notemos que la primera condicién de frontera (4.9) se satisface si co = 0.
Dado que J(1,/p) — 1/p cuando p — oo, podemos entonces concluir que
M(nT,p) — z% en este limite. Més adelante comprobaremos este resultado
nimericamente también. Vamos ahora a realizar un anélisis que nos permite
obtener resultados concretos acerca de la criticalidad en la temperatura. Para
ello recordemos la segunda condicién de frontera dada en (4.11), notemos
que esta relacion nos permite establecer una ecuacién para el acoplamiento
dictada por

Jo(4a) — alJy(4a) — J3(4a)] =0, (4.16)
donde

a=+/(3+&o/n2T. (4.17)

Veamos ahora que si a es una constante, esto implica que o’ y T" son propor-
cionales, de manera que si incrementamos el valor del acoplamiento también
se incrementa el valor de la temperatura y exactamente con el mismo factor.
La primera soluciéon no trivial, nos indica que a = 0.958 con una temperatura
T. = 0.02636 en la norma de Landau, y con o/ = 1/4r. Este valor difiere
solo en un diez por ciento del valor T, = 0.0379 que obtuvimos de forma
numerica.

Nos preocupa ahora el hecho de la dependencia de nuestros resultados con
respecto a la norma que hemos utilizado. Sin embargo, no esperamos dicha
independencia debido a algunas razones que mencionaremos a continuacion:
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» Asumimos desde un principio que F(p) = 1, y los estudios a temper-
atura cero, indican que la inclusién de F'(p) juega un papel importante
en la restauracion de la invarianza de norma [16].

= La aproximacion arcoiris no respeta las identidades de Ward-Green-
Takahashi (WGT), ni las transformaciones de Landau-Khalatnikov-
Fradkin (LKF), y ambas son consecuencias de la invarianza de norma.
La dependencia que existe entre la eleccién de la norma y la temper-
atura critica T, es mostrada explicitamente en las graficas (4.2), (4.3)
y cuyos datos provienen de nuestros resultados numéricos. Como otra
comprobacion analitica de la informacién expresada en (4.17), nimeri-
camente hemos encontrado la dependencia de T, de la norma utilizada.
De hecho el valor para la temperatura critica en cualquier norma se
calcula en base a la norma de Landau,

3+¢)
3

Por otra parte, los resultados numéricos que hemos obtenido con el uso del
kernel (4.4) se muestran en la siguiente seccién.

4.3. Analisis Numérico

= En la figura (4.1) dibujamos la funcién de masa M (7T, p) para o’ = ﬁ
y varios valores de T, en la norma de Landau. De esta grafica, es facil
ver que cuando la temperatura se incrementa, la masa generada decrece
rapidamente.

= Pudimos corroborar en base a nuestros resultados numeéricos, que la
funcién de masa decrece como 1/p? en la regién asintética del momento.
Lo cual esta acorde a la prediccion analitica.

= Veamos tambien que la masa generada, que es el centro de nuestro in-
terés, puede ser aproximada por M (0), pues para momentos pequenos,
pues, en este caso, M (7T, p) es casi constante.
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Funcion de Masa en la norma de Landau
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Figura 4.1: La funcién de masa para varios valores de temperaturay o’ =

en la norma de Landau.

Masa generada vs temperatura, en la norma de Landau
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Figura 4.2: Masa generada para varios valores de temperatura y o’ =
la norma de Landau.
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Comparativo entre normas

0.1} ' T .
S * .
= . g
001t Norma de Landau : &
Norma de Feynman . ’;
0.001 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.01 002 0.03 004 0.05 0.06
T

Figura 4.3: Masa generada en la norma de Landau y de Feynman para o’ =
1
E.

» En la gréfica (4.2), mostramos el valor de la masa generada como fun-
cion de la temperatura, es claro ahora la existencia de una temperatura
critica cuyo valor es de T, ~ 0.037915, y arriba de la cudl ya no ex-
iste una generacién dinamica de masa. Es importante recalcar, que este
valor coincide con el encontrado previamente en la referencia [14].

» El la figura (4.3) mostramos la dependencia de la masa con respecto
a la temperatura, en la norma de Landau y en la norma de Feynman.
Como es claro en la figura, la eleccion de la norma afecta el valor de

la temperatura critica. Dicha dependencia fué explicada en la seccion
anterior

En los tltimos dos capitulos, hemos realizado un estudio detallado de las mod-
ificaciones que sufre la funcién de masa en presencia de un campo magnético
uniforme de fondo y en presencia de temperatura finita. Pudiendo constatar,
el papel inverso que realizan, pues el campo magnético favorece la DMG, en
tanto que la temperatura logra eventualmente la restauracién de la simetria
quiral. El siguiente paso en nuestro estudio, sera naturalemente el analisis de
la DMG en presencia de ambos factores simultaneamente.
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Capitulo 5

Fermiones en Campos
Magnéticos a Temperatura
Finita.

En este capitulo, estudiaremos el rompimiento dindmico de la simetria
quiral en un campo magnético externo uniforme, a una temperatura distinta
de cero. Notemos que en principio, el resolver la ecuacion para determinar
el valor de la masa, al considerar ambos ingredientes, implica un alto grado
de dificultad. Para una jerarquia arbitraria del valor del campo magnético
VeB, v temperatura 7', necesitamos evaluar simultdneamente, las sumas so-
bre las frecuencias de Matsubara y sobre los niveles de Landau. Sin embar-
go, nuestros programas computacionales actuales, no son capaces de realizar
las dos sumas al mismo tiempo. Por lo tanto, nos restringiremos a tomar
los términos mas dominantes en estas sumas, esperando obtener resultados
cualitativamente correctos. La DGM en la presencia simultanea de estos dos
ingredientes ha sido estudiada en la referencia [10]. En este articulo, utilizarén
la aproximaciéon de masa constante, para poder realizar la suma sobre las fre-
cuencias de Matsubara. Sin embargo, nosotros queremos ir mas alla de esta
aproximacién, y realizar el estudio de la dependencia de la funcién de masa
con respecto al momento. Una de las razones para hacerlo, es que la aprox-
imacién de masa constante, no es capaz de capturar la fisica correcta, para
valores intermedios y grandes del momento, por lo cual falla para hacer la
conexion entre la teoria perturbativa y no perturbativa, pues pierde el poder
de predecir algunas cantidades no perturbativas, tales como el condensado
quiral.

48



5.1. La Funcion de Masa

En esta seccién, veremos el papel que juega la existencia simultanea del
campo magnético y la temperatura finita sobre la DMG. Recordemos que
el efecto de la temperatura es intentar restaurar la simetria quiral, en tanto
que el campo magnético cataliza su rompimiento. Entonces, la interaccién de
estos efectos diametralmente opuestos, daran como consecuencia una fisica
interesante. Partimos nuevamente de la expresién (3.27), cuya expresion cor-
respondiente es

dg e i1 M(p, —q,)
M(p,) ~ 62(4€B>/ - - :
! 2m)* ¢ (p, —q,)*+M*(p, —q,)
donde ¢, = (g0, 93) ¥ ¢, = (¢1,¢2), son las componentes del momento, en la

direccion paralela y transversal al campo magnético y, como hemos menciona-
do anteriormente, g3 = ¢q3/v2eB. Tomando en cuenta la relacién existente
entre la carga del fermién y el acoplamiento, dada por e? = 4ra, es claro que
podemos reescribir la ecuacién anterior como

d*qdq, el M(p, —q,)

@2m)* @+ (p, —q)* +M(p, —q,)
Notemos que esta expresion no contiene informacion explicita acerca de la
temperatura, la cudl serd introducida mas adelante. Observemos ahora que

es posible integrar la parte transversal de la ecuacién (5.1), de la siguiente
manera :

~92 52

R G_qJ- e’} . . 27 . G_qi— QQ R

[#igrg =), vt ), g e, 62
I L Il €

M(p,) =~ (167T)aeB/ (5.1)

., . (e 9] — —
donde la funcién I' esta definida por (e, z) = [ t* ‘e 'dt. Tenemos en-
tonces que al reemplazar el resultado anterior en la ecuacién (5.1), podemos
expresar la funcién de masa, como se describe a continuacién

~ Yop [ g M)
M(p,) = 2 B/d q”(pH —q,)*+M(p, —q,)

Ahora, procedemos a uniformizar la expresién, usando la definicion dada en
(3.28), y hacemos un cambio de variable dado por p,—4q, =4, para obtener

~ ¢ 2~ M(q,) (p, —G,)?/2eB (p, —q,)?
Vin) =55 [ oGy ra) F<O’|QT) (5.4)

IT(0,4%) . (5.3)

49



Por otro lado, la introduccién de la temperatura finita, y la escritura explicita
del tetramomento, nos indican, que debemos hacer el siguiente cambio

Pq, s
| & ‘T;/ ) 59)

donde G, = (wm —wn)* + (p3 — ¢3)%, Wi = 2m + V7T y w, = (2n + 17T
Tenemos entonces que nuestra funcién de masa esta dada por

a T ~ M (w,, Gs)
M wn7 =~ — d - -
(tn, p) = V2eB ) “Buw + g+ M2 (wn, Gs)

() 2 0 (o ol 00

E
*P 2eB 2eB

Ahora bien, si tomamos solamente la contribucion de la frecuencia mas baja
de Matsubara, es decir, n, m = 0, tenemos entonces finalmente

« R M (7T, g
M (7T, ps) ~ =T / dgs 5 ~( 32) =
T Jo (7T)" + Gs + M2(nT, G3)

< Exp [—(p32;g3)2} r(o, (ps = Ga)” 32;53)2) . (5.7)

Notemos la dependencia explicita de la funcién de masa con respecto al
momento, la cudl intentaremos mantener hasta el final. La ecuacién (5.7)
sera el kernel que utilizaremos para realizar nuestro analisis numérico y cuyos
resultados seran dados en la siguiente seccion.

5.2. Resultados Numérico

Resolviendo la ecuacién (5.7), hemos encontrado las siguientes relaciones
entre la masa dinamicamente generada (DMG), y los pardmetros asociados
con el de campo magnético, acoplamiento y la temperatura. Dichos resulta-
dos estan expresados en forma de graficas de las cuales debemos hacer las
siguientes anotaciones.

» Enlafigura (5.1), hemos graficado el valor de la funcién de masa cuando
variamos el valor del campo magnético, manteniendo el resto de los
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parametros constantes. Como era de esperarse, el efecto del campo
magnético es contribuir a la generacién dindmica de masa. Otro dato
a mencionar sobre esta grafica, es la aparicion de una joroba poco
antes del lugar geémetrico que representa el valor de la masa, y que se
encuentra justo en la interseccién de las curvas con la linea recta, cuyo
origen no esta en la superposicion lineal de los afectos asociados con la
temperatura y el campo magnético. En este punto, es relevante recalcar
que como un primer intento hemos utilizado el limite del nivel mas
bajo de Landau y la frecuencia mas baja de Matsubara. Sin embargo,
dependiendo de la jerarquia de las escalas involucradas, en principio,
necesitamos realizar la suma sobre las frecuencias de Matsubara 6 bien
sobre los niveles de Landau. Es prematuro afirmar si la joroba se debe
al comportamiento opuesto de la temperatura y del campo magnético
o si proviene de la aproximacion que hemos utilizado.

Cambiando el Campo Magnetico, oo=1/4r, T=0.02

0.4
0.35 | |
o3 eB=0.005 ~--~-~ |
eB=0.05 -
0.25 eB=1 - i
a eB=5
3 """"""" eB=20 |
= eB=50

-------------- . linea recta +

0.05 | e

L b Y N L

1e-05 0.0001 0.001 0.01 0.1 1 10 100 1000

Figura 5.1: La funcién de masa M(p) para varios valores del campo magnético
con o = 1/4m y T = 0.02 en la norma de Feynman.

» En la figura (5.2), podemos observar claramente, como cambia la fun-
cién de masa cuando cambiamos el valor del campo magnético.
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Campo Magnetico y Temperatura, T=0.02,a=1/47n

M(0)

8 10

0.01
eB

Figura 5.2: Esta grafica muestra la variacién del valor de la masa generada

cuando cambiamos el valor del campo magnético.

Campo Magnetico y Temperatura, T=0.053765,eB=1

0.1 ¢ .

M(0)

0.01 ‘ ‘ ‘ ‘
01 0 01 02 03 04 05
(04

Figura 5.3: Esta grafica muestra la variacién del valor de la masa generada

cuando cambiamos el valor del acoplamiento.

De esta forma, podemos concluir que el aumento del valor de la magni-
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tud del campo magnético favorece al incremento de la masa dinamica-
mente generada y que existe un valor critico para el campo magnético.
Este resultado es contrario al caso cuando la temperatura es cero, donde
cualquier valor del campo magnético, es suficiente para generar masa
en forma dinamica. Notemos ademas que

T=eB=0 —  « finito
T=0,eB#0 — a —0
T#0,eB#0 —  a. finito

Campo Magnetico y Temperatura

0.1 .

M(0)

0.01

0.03 0.04 0.05

T

Figura 5.4: Esta grafica nos muestra la criticalidad de la temperatura

0.01 0.02 0.06

» La figura (5.3), refleja el comportamiento del valor de la masa, cuando
aumenta el acoplamiento. De esta manera si el valor del acoplamiento
aumenta también lo hace el valor de la masa generada. Sin embar-
go, de esta ilustracion es facil ver la existencia de un valor critico del
acoplamiento abajo del cudl ya no tenemos la generacion de masa fer-
mionica.

» En la figura (5.4), notamos que cuando el valor de la temperatura se
incrementa, el valor de la masa decrece. De esta ilustracién podemos
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ver la existencia de un valor critico de temperatura arriba del cuél ya no
hay (DMG). Comprobamos de esta manera que el aumento progresivo
de la temperatura logra la restauracién de la simetria quiral.

En conclusioén, las figuras anteriores nos indican la existencia de una crit-
icalidad en el campo magnético, acoplamiento y temperatura. En un lado
de estos valores criticos, los fermiones adquieren masa a traves de autoint-
eracciones, y del otro lado de estos valores, las autointeracciones no generan
la suficiente fuerza en el kernel de las ecuaciones de SD, para producir este
fenémeno. De estas graficas podemos observar facilmente el papel opuesto
que juega el campo magnético y la temperatura en la generacion dindmica
de masas.

5.3. Comparando con Resultados Anteriores

En esta seccién, intentaremos confirmar que no solo hemos capturado
la dependencia correcta de la funciéon de masa, respecto al momento, en la
presencia de campo magnético y temperatura finita, sino que también hemos
mejorado los anteriores resultados conocidos en la literatura.

= De la referencia [10], tomamos la ecuacion
M?(0) + 7°T? ~ o/ V27eB | (5.8)

que refleja una relaciéon analitica entre la masa, la temperatura y el
campo magnético. De la expresion anterior, podemos deducir que si
tomamos eB = 1y o = 1/4x, entonces cuando T' — 0 tenemos que
M(0) — 0.44. Ademas, en esta misma ecuacién podemos calcular el val-
or de la temperatura critica, que en este caso, esta dada por T, ~ 0.14.
Como hemos mencionado antes, este resultado fué obtenido usando la
aproximacién de masa constante. Al realizar un ajuste de la grafica que
nosotros hemos obtenido en forma numérica, y realizando un ajuste a
la misma, encontramos una expresiéon muy similar a la dada en (5.8),
dada por

M?(0) + am®T? ~ ba'V2reB, (5.9)

donde a = 0.7982, b = 0.1139. De esta expresion y tomando los mis-
mos valores anterioremente citados para eB y o', encontramos que si
T — 0 entonces M (0) — 0.15 y que el valor de la temperatura critica
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es T. ~ 0.0537. Dicho comportamiento esta representado en la gréafica
en 3D, dada en la figura (5.5). Donde mostramos de manera clara el
comportamiento opuesto del campo magnético, (que favorece a la gen-
eracién dindmica de masas), y la temperatura que logra eventualmente
restablecer la simetria quiral.

Campo Magnetico y Temperatura

Figura 5.5: Esta grafica muestra el comportamiento de la masa dinami-
camente generada con respecto al valor de la temperatura y al campo
magnético, con o = 1/4r fijo.

La misma grafica también nos proporciona informacion acera de los
puntos criticos para estos paramétros. De la ecuacién (5.8) es claro
que para acoplamientos débiles, (o < 1) y altas temperaturas (7' >
veB) no hay una solucién real para M?(0). Los limites corresponden
al comportamiento perturbativo de la funciéon de masa.

Podemos también, realizar un ajuste numérico a nuestros datos, con la
siguiente parametrizacion

a
+b|,
J/—T?/T2 1 1

con a = —0.7564, b = 1.3228, ¢ = 1.0544.

M(0) ~ ca Exp (5.10)
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Campo Magnetico y Temperatura

0.1 ' |
i,
®,
~—~ ’,‘%"
s %
= 5
Datos numericos . 3
Nuestro ajuste (5.9) H
Nuestro ajuste (5.10) e H
s ‘ ‘ ‘ . 2
0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06

T

Figura 5.6: Esta grafica muestra la véalidez de nuestros resultados en el régi-
men perturbativo y no perturbativo, para eB =1y o/ = 1/4m.

En la figura (5.6), podemos ver que ambos ajustes describen exacta-
mente los resultados numéricos. No esperamos que la aproximaciéon de
masa constante, capture la fisica del régimen cinematico perturvativo.
Sin embargo, si esperamos que nuestros resultados sean validos en el
dominio perturvativo y no perturbativo, pues nuestro analisis captura
correctamente la dependencia de la funcion de masa, respecto al mo-

mento en la region correspondiente a momentos intermedios y grandes.

= Debemos recalcar, que el resultado de los puntos anteriores, es nuestra
capacidad de calcular el condensado quiral. El trabajo de Leung et
al. no puede hacer este calculo. Para argumentar nuestra afirmacion,
recordemos que hemos mencionado anteriormente, que la funcién de
masa esta directamente relacionada con el condensado quiral, de hecho

en la referencia [16], se d4 una expresién general para la misma, dada
por

<w>=4p2fT“’2 cuando  p— o (5.11)

Como es bien sabido, el valor del condensado quiral es una constante (no
depende de p). Notemos ahora, que si usamos la aproximaciéon de masa
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constante, y la sustituimos en la expresiéon (5.11), obtendremos una
dependencia incorrecta del condensado quiral, respecto del momento.
Por otra parte, nuestros resultados numéricos, nos permiten facilmente
el calculo del condensado quiral, y podemos mostrar de manera explici-
ta, su independencia del momento. Con esta finalidad, veamos que la
siguiente tabla,

P | M(P) | () |
99.99 | 6.3228x107° | 0.0842
446.6835 | 3.1603x 107 | 0.0840
999.9999 | 6.3031x10~° | 0.0840

que fué realizada en la norma de Feynmann, para eB =1, o/ = 1/4ny
T = 0.005, tomando varios valores del momento y su funcién de masa
correspondiente, y de la cual podemos observar, que el valor del conden-
sado quiral para momentos suficientemente grandes es una constante.
Podemos ademés, mostrar la dependencia del valor de esta constante,
con respecto al campo magnético y a la temperatura, como se muestra
en las siguiente tablas.

Para un valor fijo de 7' = 0.02, a = 1/47, tenemos

B [ (¥y)

0.5 | 0.0375
1 0.0777
0.4144

de esta tabla, podemos concluir que el aumento del campo magnético
contribuye al aumento del condensado quiral

Podemos también calcular que si fijamos eB = 1, &« = 1 /4, obtenemos

T @y |
0.0005 | 0.0840
0.03 0.0691
0.05 0.0301

esta tabla exhibe el comportamiento esperado, es decir, cuando aumen-
tamos la temperatura, el valor del condensado quiral disminuye.
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Condensado Quiral, T=.07190

1
“an"--m-u.

S 01F
o &

- b

001 ‘ | ‘ ‘ ‘
10 12 14 16 - |
eB

Figura 5.7: Esta grafica muestra la variacion del valor del condensado respecto
al valor del campo magnético. Hemos hecho un ajuste con una linea recta,
para valores de a=-0.4555 y b=0.0566.

Condensado Quiral
0.1

0.08

0.06 :

Cond

0.04 ’

0.02 + :

0.05

0.03 0.04

T

0 0.01  0.02 0.06

Figura 5.8: Esta grafica muestra el comportamiento del condensado cuando
variamos el valor de la temperatura, para un valor fijo de eB=1.
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Condensado Quiral
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cond 0.6 |
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Figura 5.9: Esta grafica nos muestra de manera simultanea el comportamiento
del condensado ante el cambio de campo magnético y temperatura.

En las figuras (5.7) y (5.8), mostramos la manera en que se modifi-
ca el valor del condensado, ante el cambio en la magnitud del campo
magnético y de la temperatura respectivamente. Exhibiendo el com-
portamiento esperado, es decir, el condensado esta favorecido por el
campo magnético, pero su valor disminuye cuando la temperatura lo
hace. Este andlis puede verse de manera simultdnea, en la figura (5.9),
en esta grafica, podemos ver adems que el valor del condensado es lin-
eal con el campo magnético para algunos valores de éste, asi como los
valores criticos de ambos pardametros. De la figura (5.10), podemos leer
los valores del campo magnético y la temperatura, para los cuales el
valor del condensado es cero.

= Es importante mencionar, que hemos podido corroborar con nuestro
analisis, la relacién existente entre el valor de la temperatura y el campo
magnético. De hecho queremos analizar la veracidad de la ecuacion
encontrada por Leung et. al en [10], que al pie de la letra nos indica

que
a
1.~ —V2meB. (5.12)
7r

Para ello, mostramos la figura (5.11), la cudl ha sido realizada tomando
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el valor del acoplamiento, y campo magnético como una constante y
calculando el valor de la temperatura critica.

Condensado Quiral
0.075

0.07

0.065 |

Tc

0.06

0.055 |

0.05 : ‘ : :
0 2 4 6 8 10
eB
Figura 5.10: Esta grafica muestra la curva de criticalidad entre el campo
magnético y la temperatura.

En esta grafica exhibimos el lugar geométrico donde se dé la gen-
eracion dinamica de masas y la regién donde se da la simetria quiral.
La ecuacién (5.12), indica que T, = 0 para eB = 0, pero sabemos que
este resultado no es correcto y nuestros resultados numéricos exhiben
que T, ~ 0.05. Por lo tanto, necesitaremos un nuevo fit. Realizando
un ajuste a nuestros datos obtenemos la siguiente expresion para la
temperatura critica, dada por

T, ~ 0.0505333 + 0.0066V 2meB . (5.13)

Notemos que el primer valor de la constante, es aproximadamente igual
a la temperatura critica que ha sido encontrada, en nuestro previo
analisis de generacién dinamica de masas en presencia unicamente de
temperatura, y cuyo analisis fué realizado en el capitulo 4.
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Campo Magnetico y Temperatura

0.1
0.09 r
0.08
0.07
0.06
0.05 [/ Generacion de Masa Dinamica -
0.04
0.03
0.02

Simetria Quiral

Tc

0 2 4 6 8 10 12 14 16
eB
Figura 5.11: Esta grafica muestra la variacion de la temperatura critica cuan-

do cambiamos el valor del campo magnético, y estd dada por la ecuacién
T.=a-+bVv2meB, con a = 0.0505 y b = 0.0066.

Este resultado es totalmente congruente, pues sabemos que aun si el
campo magnético se apaga, existe una temperatura critica que restaura
la simetria quiral.

De esta manera concluimos el estudio del rompimiento de simetria quiral en
un campo externo a traves de las ecuaciones de Schwinger Dyson.
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Capitulo 6

Discusiones y Conclusiones

El propdsito general de esta tesis, es el estudio de la generacion dinamica
de masas. Para ello, hemos tenido que estudiar la relacién existente entre la
masa fermionica, el propagador del fermién y el condensado quiral, asi como
entender el rol fundamental que juegan las ecuaciones de Schwinger Dyson
para entender el rompimiento dinamico de la simetria quiral. En particular
estamos interesados en el estudio de la DGM en la presencia de

1. Campo magnético.
2. Temperatura finita.

3. Campos magnéticos y temperatura finita.

Los primeros dos casos han sido ampliamente estudiados en las referencias
dadas en [7-11], y mediante nuestro analisis numérico realizado con el sofware
de Mathematica 6.0, hemos sido capaces de reproducir los resultados mas
importantes conocidos en la literatura. Por ejemplo, en el caso de la DMG en
presencia de un campo magnético externo, y basandonos en [10], encontramos
los siguientes resultados en la norma de Feynman

= El campo magnético cataliza la generacion dinamica de masas, y el
aumento de la magnitud del acoplamiento provoca también el incre-
mento de la masa generada. En este caso, no existen valores criticos
para ninguno de estos parametros.

» Comprobamos niimericamente, que la funcién de masa decae como 1/p?
cuando p — oo, y la proporcionalidad de la masa con respecto a vVeB,
sin la necesidad de utilizar la aproximacion de masa constante.
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En el caso de la DMG a temperatura finita, y basados en el articulo dado en la
referencia [14], hemos sido capaces de fundamentar las siguientes conclusiones

= El incremento de la temperatura, tiene el efecto de que eventualmente
lograra restaurar la simetria quiral, ademas obtuvimos un valor para
dicha temperatura critica, muy cercano al valor tedrico esperado, en la
norma de Landau y en la norma de Feynman.

= Comprobamos los valores obtenidos en [14], para la funcién de masa
en la norma de Landau, oteniendo una gran similitud con los mismos,
y realizamos el mismo analisis en la norma de Feynman.

» También pudimos comprobar numéricamente, que la funcién de masa
efectivamente decae como 1/p?.

Finalmente, el caso tres, donde estan presentes tanto el campo magnético
como la temperatura, ha sido el menos explorado en la literatura. Nosotros,
hemos sido capaces de realizar contribuciones interesantes y hacer nuevas
prediciones en el régimen perturbativo, donde los resultados dados en [10]
fallan. Las conclusiones mas relevantes, en este caso son que

= Pudimos constatar que el papel que juegan el campo magnético y la
temperatura es completamente opuesto, puesto que el campo magnético
cataliza la DGM, y la temperatura restaura la simetria quiral, para
un valor suficientemente alto. Ademads, tenemos que el aumento de la
magnitud del acoplamiento logra elevar el valor de la masa generada.

= Comprobamos que existen valores criticos para el campo magnético, la
temperatura y el acoplamiento, como lo habia predicho Leung et al.
Pero, con nuestros datos, hicimos un ajuste, encontrando una relacion
analitica que describe correctamente la relacién entre estos parametros
criticos, aun si apagamos el campo magnético. Encontramos ademaés
que el comportamiento de la masa con respecto a la temperatura, sat-
isface la escala de Miransky.

= Pudimos encontrar una igualdad analitica entre la masa, el campo
magnético y el acoplamiento, y de cuya grafica correspondiente, pueden
verse facilmente cada uno de los valores criticos.
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= Nuestra contribuciéon mas relevante, proviene de que no hemos utiliza-
do la aproximacién de masa constante, en nuestros algoritmos numéri-
cos, esto nos permite hacer calculos en el régimen perturbativo y no
perturbativo. De esta manera, a diferencia del articulo de Leung et
al, nosotros hemos sido capaces de encontrar el valor del condensado
quiral y realizar un estudio cuidadoso de su comportamiento al variar
los pardmetros de campo magntico y temperatura.

A partir del trabajo realizado en esta tesis, han surgido nuevas metas que
intentaremos realizar en el futuro. La méds importante de ellas consistird en
mejorar nuestras aproximaciones, y para ellos nos veremos forzados a realizar
la suma sobre las frecuencias de Matsubara 6 bien la suma sobre los niveles
de Landau. Sin embargo, estamos convencidos de que al menos de manera
cualitativa nuestros resultados para el caso de la generacién dinamica de
masas a temperatura finita en presencia de campos magnéticos, son correctos,
y nos marcan la pauta a seguir, en trabajos posteriores.
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Apéndice A

Cuadraturas y Progamas
numericos

En este capitulo, haremos una breve descripcion de los elementos usa-
dos en el analisis numérico. Iniciaremos con una explicacién de la cuadratu-
ra Gaussiana, debido a su importancia en la obtencion de los resultados
numéricos. Mostraremos ademas, los programas numéricos desarrollados en
el sofwarwe mathematica 6.0.

A.1. Cuadratura Gaussiana

En anélisis numérico, una cuadratura, es una aproximacion a la integral
definida de una funcién, la cudl se hace mediante una suma ponderada de
los valores de la funcién en puntos especificos del dominio de integracion.
Elegimos la cuadratura Gaussiana sobre el resto de las cuadraturas, debido a
que nos proporciona el menor ntimero de iteraciones, con las cuéles logramos
minimizar el error de nuestro calculo numérico. Una cuadratura Gaussiana
de n puntos, denominada asi por Carl Friedrich Gauss, aproxima el valor de
una integral como una combinacién lineal del integrando evaluado en éptimas
abscisas que denotaremos por x;. Decimos que las abscisas son 6ptimas en el
sentido de que la formula de la cuadratura es exacta para todos los polinomios
de grado 2n — 1. Veamos que la expresion

b n
[ e xS w ) (A1)
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tiene 2n pardmetros libres a determinar, correspondientes a z; y w;, donde
w; se refiere al peso asociado a cada una de las funciones correspondientes.
El método de la cuadratura Gaussiana de n puntos consiste en seleccionar los
nodos 1, Ty, ..., x, en el intervalo [a,b] y los pesos wy, ws, ..., w, de manera
que minimicen el error E,(f), definido como

[ s = 3wl + Ei(h). (A2

Para entender mejor a la cuadratura Gaussiana veamos un par de ejemplos.

A.2. Cuadratura Gaussiana de Dos Puntos

La cuadratura Gaussiana de dos puntos, es una extension de la regla del
trapecio donde los argumentos de la funcién son variables desconocidas x1,
y x9. Entonces, se aproxima la integral de la siguiente manera

I= / f(z)dz =~ e f(x1) + caf (x2) . (A.3)

Hay cuatro variables x1, 22, ¢1, ¢ a determinar. El metédo consiste en asumir
que la féormula da un resultado exacto mediante la integraciéon de un poli-
nomio de orden 3, f(z) = ag + a1z + azx* + azz®. Entonces

b b
I'= / f(x)dr = / (ap + a1z + azz® + azx®)dx . (A.4)

Por lo tanto, la férmula nos dice que

I = /f(x)dmzclf(an)ﬂLsz(b)

2 3 2 3
= Cl<CLO + a1 + asx” + asxq ) -+ CQ(CLO + a1T9 + asT2” + asxTo )

bQ—aQ b3_a3 b4—a4
= ao(b—a)+a1( 5 )+a2< 3 )—i—ag( 1 )

= ag(cy + ¢2) + ar(cimy + coxo) + ag(crx? + coxo?) + as(crar® + coxs®) .

De la expresion anterior podemos obtener cuatro ecuaciones

2 2
b —a
b—a=c+c 5 = C1%1 + C2Z2,
b3 —a? bt — a*
2 2 3 3
3 =11 + Ccxe” 1 =C171” + a2’ , (A.5)
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cuyas soluciones correspondientemente son

b—a
1 = )

2
b—a

Cy = )
B b—a _L +b~|—a
o= 2 3 5
b—a 1 b+a
- — , A.
o (2 )(3)+ : (A6)

Tenemos entonces que

[:b;af<b;a<_%)+b-;a)+b;af(b;a(%>+b;a>(m>

y dado que escogemos tan solo dos puntos, esta cuadratura la llamamos
cuadratura Gaussiana de dos puntos. Podemos establecer formulas para cuadrat-
uras Gaussianas de ordenes mayores, siguiendo el mismo método. Por ejem-
plo:

/f@ﬂxzqﬂmﬂwﬁ®ﬁ+@ﬂ%) (AS)

es la llamada férmula Gaussiana de tres puntos y los argumentos de la fun-
cién x1, x9, x3, son determinados asumiendo que la férmula proporciona un
resultado exacto para el polinomio de grado cinco dado por

b
2 2 2 2
/ ag + a1 + aTo” + azr3” + asry” + asTs”.
a

De manera general la féormula de la cuadratura Gaussiana de n puntos se
aproxima mediante la integral

b
/ flz)dr = c1 f(x1) + caf (x2) + ... + o1 f(Tn-1) + cnf () . (A.9)

Una vez que hemos entendido el concepto de cuadratura, podemos proceder
ahora al estudio del metédo mediante el cual hemos propuesto una solucién
numerica de las ecuaciones de Schwinger Dyson.
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A.3. Solucion Numérica de las Ecuaciones de
Schwinger Dyson (SD)

En esta seccién, explicaremos el método general que hemos implementado
en el algoritmo numérico que esquematiza el comportamiento de la generacion
dindmica de masas (DMG). Para ello, veamos que las expresiones dadas en
las ecuaciones (3.38), (4.4), y (5.7), corresponden a las funciones de masa en
presencia de

= Campo magnético.
» Temperatura finita.
= Campo magnético y temperatura finita.

En todos estos casos, la funcion de masa tiene la forma general

M(p) = / Kk, M(R); p, M(p)) di (A.10)

con K, una funciéon determinada por la teoria que estemos estudiando. En
nuestro caso, QED determina esta funcién de manera tnica. Dado que no
podemos hacer una integral nimerica en un intervelo infinito, buscamos una
aproximacién tal que podamos elegir un ky,., suficentemente grande y un
kmin suficientemente pequeno, de manera que en forma aproximada sea valido
sustituir la ecuacién anterior por

Mp)= | K(kM(k);p, M(p))dk. (A.11)

kmin

Podemos aproximar la integral mediante una suma, utilizando el método de
rectangulos o la regla de Simpson. Ademas, podemos usar el método de la
cuadratura Gaussiana, por la economia que representa respecto al nimero
de iteraciones y la exactitud de su aproximacion.

M(p) = 3 K (ks M(ks); p, M(p))u;, (A.12)

i=1

con k;, w; dadas por la cuadratura elegida. Ahora bien, las ecuaciones an-
teriores son infinitas y dependen del valor de p para su solucién. Asi que lo
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que haremos sera considerar una malla de los diferentes valores del momento
externo, y cuyo j-ésimo punto queda determinado por

N
M(p;) = K(ki, M(k;); pj, M(p;))w:, (A.13)
i=1
6 usando una notacién mas compacta,
N
i=1

donde 7,7 = 1,2, ..., N. De manera que tenemos un sistema de N ecuaciones
con N incognitas M;, esquematizado por

N
M, = Z K (k;, M;; ky, My)w;

i=1

N
M, = Z K (k;, M;; ko, Mo)w;

i=1

N
My = ZK(kiaMi;kNaMN)wi-

i=1

Como hemos dicho, la forma exacta del sistema que tenemos involucra una
integracion en el intervalo [0,00), pero hemos dado el razonamiento para
que que este integracién sea sobre el intervalo [Kmin, kmax|, con el problema
natural de elegir a ki, v Fuax , de forma adecuada para que nuestra aprox-
imacion sea suficientemente buena. Sabiendo que cuando p — oo entonces
M(p) ~ 1/p?, en particular para valores mayores que 10°, el integrando es
tan pequeno que puede considerarse que no contribuye en la integracion. Por,
otro lado, hemos visto que la funciéon de masa es practicamente una constante
para valores pequenos del momento p, lo cual tiene por consecuencia, que la
contribucion al valor de la integral correspondiente a la region en el infrarojo,
es despreciable. Por lo tanto, una posible eleccion de estos limites esta dada
por kmin = 1073 ¥ knax = 103, para el intervalo de integracién. En nece-
sario mencionar que estos limites pueden variar dependiendo del kernel, y la
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eleccion correcta para ellos, tendra que ser encontrada mediante un anélisis
numeérico.

Ahora, es necesario elegir una particion del espacio sobre el cual integraremos,
y debido a la forma de la funcién de masa es natural que en la regién donde el
momento es pequeno, y la funcion de masa es practicamente una constante,
no necesitamos que la cuadratura gaussiana asigne un gran nimero de nodos,
contrario a lo que requerimos en la region para momentos grandes. Elegimos
entonces una malla de modo que nos proporcione m puntos en cada déca-
da. Para la cudl la cuadratura gausiana asigne el valor de los nodos y sus
pesos correspondientes. Es claro que entre mayor sea el nimero de puntos
por década mejor serd nuestra aproximacion, y este valor debe determinarse
mediante pruebas numéricas de manera independiente para cada problema.
Para la solucion numérica de esta clase de ecuaciones usamos el paquete de
mathematica 6.0.

A.4. Programas Numéricos

En esta seccion mostramos los programa con los que fuerén realizadas
todas las gréaficas correspondientes. Para la generacion dindmica de masas en
presencia de un campo magnético, cuyos resultados estan en el capitulo tres,
usamos el kernel dado en (3.38)

e? M(g
M(p,) ~ W/q,dq,qu—]sz@ (A.15)

21 jcos 0)3? ~ ~
% /dee(p|+q QPHq 0)p 1—\(0’ (pﬁ + q2 o 2quCOS 9)252) )

Este kernel fué introducido en la siguiente rutina del paquete de Mathemat-
ica 6.0.

Clear|p, g, z]
nnodos = 128;
m = 20;
xmax = 103;
Xmin = 1075;
A\ = ﬂ@l;
tole = T0‘3;
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na = 64;
cont = 0; 1ter—OT 0;a=0.1;

!47ra! _
A= (2m)3 ;B = ,/2(180)

(*Inicia el programa*)
(*defino los pesos para ambas integrales*)

pesosq = GaussianQuadratureWeights [nnodos, Log [ﬁx] ,

el

pesosx = GaussianQuadratureWeights[na, 0, 27];

Do|paq]i] = pesosq][i, 1]], {7, 1, nnodos};
Do[ppqli] = pesosq([i, 2], {¢, 1, nnodos}];
Do[pax[i] = pesosx([i, 1]], {i, 1, na}};
Do|ppx[i] = pesosx([i, 2]}, {i, 1, na}];
(*Esta es la condicion inicial*)
Dojcr[i] = 0.6, {7, 1, nnodos}|;

paso[l] = xmlnel (1 e?);

(*Esta es la condicion m1c1a1*)

Dolq[i] = paso[paq[i]], {i, 1, nnodos}];
Do[p[j] = paso[paq]j]], {7, 1, nnodos}];
(*primera integral*)

fun[q., p-,x] = e(?*+7'~2rCxle) B Gammea [0, (p? + ¢* — 2pqCos[z]) B ;

Dolrli, j] = Sum|fun|g[i], p[], pax[l]]ppx[l], {I, 1, na}],

{j,1,nnodos}, {i, 1, nnodos}|;

func[q-,p_,cond_ | = A %;

(*aqui se redefine el kernel como el producto de las dos funciones*)

ker[i_, j| = funcg[i], p[3], cr[é]]r[z, j1;

(*aqui se hace la integral dos*)

(*Print[{Iteracion, Error}|*)

While[cont < 1,

Do[rfun(j] = Sum(ker[i, j]ppqlé], {i, 1, nnodos}], {3, 1, nnodos};

error = Max [Table [err[j] = Abs [—m_—“m] {j,1 nnodos}]]
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iter+=1,

(*Print|[{iter, error}]; *)

Ifferror > tole, Do|cr[j] = rfun[j], {j, 1, nnodos}], cont+=1; ]|
absres = Table[{p|j], rfun[j]}, {4, 1, nnodos}];
ListLogLinearPlot[absres, PlotStyle — RGBColor(1, 0, 2],
PlotRange — All, Joined — True]

Para la genaracién dindmica de masas a temperatura finita hemos utilizado
el kernel dado en la expresion (4.4)

3+&a’ [ @M (7T, q ! dx
M<7TT’p):< ) / dq 272 2( 2) / 2 2 :
T 0 w2 T? 4+ ¢*> + M?*(nT,q) J_1 P> +¢* —2pqz

Que al ser implementado en el siguiente cédigo nos da la informacién con-
tenida en las graficas del capitulo cuatro.

nnodos = 128;
m = 20;
xmax = 103;
xmin = 1073,
A= ﬂ@l;
tole = TO“";
na = 512;
cont = 0;iter = 0; T = 0.025;
1

pesosq = GaussianQuadratureWeights [nnodos, Log [m] ,

s [t

pesosx = GaussianQuadratureWeights[na, —1, 1];

Dolpaq[i] = pesosq[[i, 1], {i, 1, nnodos};
Do[ppq[i] = pesosq([i, 2]], {7, 1, nnodos}];
Do[pax]i] = pesosx{[i, 1]], {7, 1, na}];
Do[ppx([i] = pesosx[[i, 2], {i, 1, na}};
Dojcr[i] = 0.6, {7, 1, nnodos}|;

paso[l] = xmine' (1 — ™) ;

g[i-] = paso[paq(i]];

pli-] = paso[paq[j]];
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funfp-, 4, %] = g
Do[r[i, j] = Sum([fun[paso[paq([j]], paso[paq[i]], pax[l]]ppx[l],
{l,1,na}|, {j, 1, nnodos}, {i, 1,nnodos}]
3cony
func[q_, cond_| = %mgm;

gerli-, j-] = func[paso[paq(i]], cr[é]}r[z, jl;

While[cont < 1,
Do[rfun[j] = Sum(ker[i, j]ppqi], {7, 1, nnodos}], {3, 1, nnodos}];

error = Max [Table [err[i] = Abs [ﬂg]g]_crhl] ,{7,1, nnodos}]] ;
iter+=1;

Print|{iter, error}]

Ifferror > tole, Do[cr[j] = rfun [j], {4, 1, nnodos}], cont+=1;]]
absres = Table[{paso[paq[j]], rfun[j]}, {J, 1, nnodos}];
ListLogLinearPlot[absres, PlotStyle — RGBColor(1, 0, 2],
PlotRange — All, Joined — True]

Finalmente para el estudio de la generacion dinamica de masas en presencia
de campo magnético y temperatura finita, hemos usado el kernel dictado por
la expresién (5.7)

Q o M (7T, g
M(’NTa pd) = _T/ dq3 2 ~< q32) ~
™ Jo (7T)" + G5 + M*(xT, g3)

< Exp [7@32;53)2] r <o, 7(1932;]53)2) .

el cual se introduce en la rutina

m = 20;
pmin = 1075;
pmax = 103;

n = (Log[10, pmax] — Log[10, pmin|)m + 1;
lambda = Leell%;

y = pmin;

alfa = 1;

Temp = .02;
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eB=1;

Do[h = pminExp|(j — 1)lambda](Exp[lambda] — 1); p[j] = N[y];
y=y+h7{j71,n} ]

Dolstrip[j] = (p[j + 1] — p[j — 1])/2, {j,2,n — 1}]

strip[1] = (p[2] — p[1])/2;

strip[n] = (p[n] — p[n — 1])/2;

Dol
kerli, j] =
: - alfa M(i] (pli]—rli))?
It [Z # 0 S G Tompy ol MG EXP [ 2B ]
Gamma [0, Q@%{ﬂﬁ] ,
il — erGamma stripls)?

s Mm( 24 N[EulerG: ]+Log[ L ) GiLm)

™ (nTemp)2+p[j]2+M][j]? 1 LNy,

{z, L,n}];

Do[kernint[j] = Sum/[ker|[i, j]strip[i], {i, 1,n}], {4, 1, n}];
ecuaciones = Table[M[j] == kernint[j], {7, 1, n}];

condini = Table[{M[i], 0.2}, {3, 1, n}];

res = FindRoot[ecuaciones, condini, MaxIterations — 1000];
Do[M[i] = M[i]/ .res, {i, 1,n}];

TablaM = Table[{p[i], M[i]}, {i,1,n}];
ListLogLinearPlot[TablaM, PlotRange — All]

obteniendose como resultado las graficas mostradas en el capitulo cinco.
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