UNIVERSIDAD MICHOACANA DE
SAN NICOLAS DE HIDALGO

INSTITUTO DE FiSICA Y MATEMATICAS

PERTURBACIONES EN MEMBRANAS GRUESAS

TESIS PARA OBTENER EL GRADO DE

MAESTRO EN CIENCIAS EN EL AREA DE FiISICA

PRESENTA

DAGOBERTO MALAGON MOREJON

ASESOR

DR. ALFREDO HERRERA AGUILAR

CO-ASESOR

2 .
DR. ULISES NUCAMENDI GOMEZ

Morelia. Michoac 'an Acosto 2009



Indice general

1. Introduccion 1
2. Ecuaciones de campo 9
2.1. Deduccion de las ecuaciones de campo . . . . . . . . ... .. 9
2.2. Modelos con membranas gruesas . . . . . . ... ... ... .. 14
3. Elementos de la teoria de perturbaciones 17
3.1. Deduccién de las ecuaciones para las perturbaciones . . . . . . 17
3.2. Transformaciones de norma . . . . . . . ... .. ... .... 21

4. Perturbaciones en membranas gruesas para una métrica no

factorizable 25
4.1. Eleccién de lanorma . . . . . . . . .. 26
4.1.1. Ecuacion de Schrodinger . . . . . .. ... 33

5. Conclusiones 37



A. Cantidades geométricas utiles

40



Agradecimientos

Un agradecimiento especial a mis asesores, Dr. Alfredo Herrera Aguilar y
Dr. Ulises Nucamendi Gémez, por el gran apoyo recibido a lo largo de la

maestria.

Al Consejo Nacional de Ciencia y Tecnologia(CONACYT) y la Universidad
Michoacana de San Nicolds de Hidalgo(UMSNH) por haberme brindado una

beca de tesista.

Agradezco a todo el personal docente y administrativo del Instituto de Fisica

y Matematicas perteneciente a la UMSNH.

Agradezco a los colegas Arturo Avelino, Nandinii Barbosa y Refugio Rigel

por las tutiles criticas y sugerencias realizadas a la tesis.

Un inmenso agradecimiento a mis padres por la comprensién y confianza que

siempre me han brindado.



Capitulo 1

Introduccion

La cuestion natural acerca de la dimensionalidad de nuestro universo sur-
gio poco después de creada la Teoria General de la Relatividad. Los primeros
pasos en el desarrollo de teorias de la gravedad en dimensiones mayores que
4 comenzaron con los articulos de Kaluza y Klein [1], [2]. La esencia de la
idea primordial de Kaluza consiste en que la gravedad pentadimensional es
equivalente a la gravedad cuadridimensional de Einstein acoplada al electro-
magnetismo de Maxwell y a un campo escalar. A continuacién mencionamos
algunas ventajas y desventajas de la teoria de Kaluza—Klein. Las ventajas

SOI:

- Las ecuaciones de Einstein en cinco dimensiones se pueden reducir a la
forma que adoptan las ecuaciones de la gravedad cuadridimensional acoplada

a los campos electromagnético y escalar.

- A partir de las ecuaciones para las geodésicas en un espacio tiempo



de cinco dimensiones, se pueden obtener las ecuaciones de movimiento de

particulas cargadas inmersas en los campos electromagnético y gravitacional.

- Si uno supone que todas las cantidades en la teoria de Kaluza—Klein no
dependen de la quinta dimensién, entonces ésta cambia bajo transformaciones

de coordenadas de la siguiente manera:
z” =2° + f(at), w=0,1,2,3.

Esta transformacion de coordenadas conduce a las transformaciones de norma

usuales en la teoria electromagnética de Maxwell.
Algunas de las desventajas son las siguientes:
- . Por qué no se puede observar la quinta dimensién en nuestro Universo?

- No es posible dar una interpretacién fisica natural a la componente g5

de la métrica.

- La ecuaciéon de campo del campo escalar proporciona una relacién res-
trictiva entre el escalar de curvatura R y el invariante F),, """ del campo

electromagnético.

En virtud de estas desventajas, se han considerado teorias multidimen-
sionales de Kaluza-Klein. Una de las cuestiones mas importantes en este con-
texto es la pregunta acerca del caracter inobservable de las dimensiones extra
y de que las cantidades cuadridimensionales no dependan de las dimensiones

adicionales.

El enfoque mas general para resolver este problema consiste en obtener

soluciones a las ecuaciones multidimensionales de Einstein que produzcan lon-



gitudes (medidas) del espacio tiempo cuadridimensional de érdenes de mag-
nitud mucho mayores que las longitudes medidas en las dimensiones extra.
Asimismo, es necesario que la métrica cuadridimensional de las ecuaciones

obtenidas no dependa de las dimensiones adicionales.

De este modo, algunas de las caracteristicas peculiares de las teorias mul-

tidimensionales de Kaluza-Klein son [3, 4, 5]:

1) Se debe cumplir cierta condicién de periodicidad con respecto a las

coordenadas extra.
2) Las dimensiones extra forman cierta variedad compacta M.

3) Las magnitudes de la variedad M son muy pequenas en comparacion

con las longitudes del espacio tiempo [6].

En las ultimas décadas, la idea de que nuestro espacio tiempo posee mas
de cuatro dimensiones se ha vuelto popular nuevamente. Fuertemente moti-
vada por la Teoria de Cuerdas la cual en casi todas sus versiones es natural-
mente y/o consistente formulada en mas de 4 dimensiones. Al igual que las
teorias de Kaluza-Klein surge la pregunta legitima: ;por qué las propiedades
fisicas de las dimensiones extra difieren tanto de las observadas en el espa-
cio tiempo de cuatro dimensiones?. Actualmente las principales propuestas
para tratar de responder la pregunta son: el mecanismo de compactificacion

espontanea y el modelo de los mundos membrana.

En el caso de las dimensiones adicionales compactas, se supone que éstas
son muy pequenas. A mediados de los anos setenta se introdujo un enfo-

que moderno hacia el problema del caracter inobservable de las dimensiones
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Figura 1.1: M* representa el espacio-tiempo tetradimensional , M9~ es una

variedad compacta y R es la longitud caracteristica que describe a M4,

extra compactificadas [7]-[8]. Por otro lado, en un espacio tiempo de d di-
mensiones es posible considerar que la gravedad esta acoplada a la materia.
Para compactificar, se busca una solucion especial de la siguiente forma:
M?* = M* x M4*, donde M* es un espacio tiempo cuadridimensional y
M=% es un espacio compacto de las dimensiones extra, ademés, las varie-
dades M* y M?* son espacios de curvatura constante, en la figura 1.1 se

muestra una representacion esquematica de este tipo de modelos.

Existen varios mecanismos de compactificacion espontanea en la literatu-
ra (véanse, por ejemplo, [9]-[10]).

Otro enfoque, de caracter mas fenomenolégico sobre el problema del
caracter inobservable de las dimensiones adicionales es el llamado escenario
del mundo membrana. Este enfoque es muy diferente del mecanismo tradi-
cional de compactificacién e inclusive permite que las dimensiones extra no

sean compactas.

De acuerdo con este enfoque, las particulas correspondientes a interaccio-

nes electromagnéticas, débiles y fuertes son confinadas a ciertas hipersuper-
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Figura 1.2: La materia descrita por el Modelo Estandar estd confinada a la

membrana, sélo la gravedad puede escapar al bulto.

ficies (membranas) que, a su vez, estan inmersas en un espacio multidimen-
sional denominado “bulto”. Solamente la gravedad y cierta materia exética

pueden propagarse en el bulto, como es ilustrado en la figura 1.2.

En este marco se supone que nuestro Universo es uno de esos entes mem-
brana. Esta idea fue formulada fenomenolégicamente por primera vez en los

trabajos [11]-[12] y posteriormente fue desarrollada en la teorfa de cuerdas.

En el marco del escenario de los mundos membrana, las restricciones en las
medidas de las dimensiones extra se tornan mas débiles. Esto sucede debido
a que las particulas del Modelo Estandar se propagan sélo en tres dimen-
siones espaciales. Ademas, la ley de de la gravitacién universal de Newton
no esta en contradicciéon con la existencia de las dimensiones extra segun los

experimentos gravitatorios realizados hasta el momento.

A pesar de que varias ideas fueron presentadas durante los afios ochenta

y principios de los noventa [13, 14], uno de los hechos més sobresalientes que



activaron los estudios relacionados con modelos membrana fue el desarrollo
alcanzado en la teoria de supercuerdas y la teoria M a mediados de los anos
noventa, especialmente el descubrimiento de las soluciones de “D-branas”
[15]. Segun esta terminologia moderna, nuestro universo constituye una tri-
brana que evoluciona en un espacio tiempo con mas de cuatro dimensiones.
Una valiosa contribucién al desarrollo de este modelo fue realizada en los
articulos [16]-[17] siguiendo una vieja idea de Antoniadis [18]. Estos autores
consideraron una geometria del bulto plana de 4 + d dimensiones donde las
d dimensiones extra son compactas de radio R. En este esquema, la masa
de Planck cuadridimensional Mp; y la definida en 4 4 d dimensiones M f,,,4,

estan conectadas por la siguiente relacion:
2 ar24d pd
MPl - fundR

y la gravitacion difiere de la ley de Newton sélo a distancias menores que
R. Puesto que la ley de Newton ha sido comprobada experimentalmente a
distancias submilimétricas, entonces R puede ser del orden de un milimetro

O Imenos.

En los articulos de [19]-[20] se consideré un modelo en el que nuestro Uni-
verso se expande como una membrana tridimensional en un espacio tiempo
pentadimensional y se mostrd que en ese marco se puede resolver el problema

de la jerarquia de masas.

Posteriormente, siguiendo esta linea de razonamiento, en los trabajos [21]-
[22] Randall y Sundrum consideraron métricas pentadimensionales con cur-

vatura en las que se introduce un factor de deformacién que contiene, a su
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vez, un parametro k del orden de la masa de Planck fundamental. El mo-
delo esta dado por gravedad acoplada a una constante cosmolégica en cinco
dimensiones con la adicién de una o dos membranas delgadas cuadridimen-
sionales (funciones delta a lo largo de la quinta dimensién) que poseen su
lagrangiano de materia y su energia de vacio respectivos. En este sistema,
la relacion entre la masa de Planck cuadridimensional Mp; y la fundamental

M, esta dada por:

3 3
M]le — % (1 - e*2kT‘Cﬂ”) ~ ‘Z\Z*’

donde r. es el radio de compactificacion. De este modo, la escala de energias
de los fenémenos fisicos en la membrana se fija por el pardmetro del factor
de deformacién k. Este mecanismo permite generar masas del orden de TeVs

a partir de la masa de Planck fundamental ~ 10'¢ TeVs si kr, ~ 12.

En los ultimos anos se han considerado varios problemas fisicos con la
ayuda de mundos membrana en cinco o mas dimensiones, especialmente to-
mando como base el modelo de Randall-Sundrum y algunas de sus extensio-
nes. En varias de estas investigaciones se ha considerado que la membrana
es infinitamente delgada y, a pesar de ello, varios resultados interesantes han
sido obtenidos [23, 24, 25, 26].

Sin embargo, desde un punto vista mas realistico, las membranas deben
tener un ancho. Por otro lado, es 16gico pensar que si la teoria de los mundos
membrana es el limite de bajas energias de una teoria mas general, esta
ultima debe tener una escala minima de longitud(energia). De este modo,

la introduccién del grueso de las membranas produce nuevas posibilidades,
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algunas de las cuales son las siguientes:

m Describe modelos mas realisticos de mundos membrana.

= Existen soluciones que permiten suavizar las singularidades originadas

por las funciones delta de Dirac que describen las membranas delgadas.

s A diferencia del modelo de Randall-Sundrum admite la inclusién de

una clase méas amplia de materia en el bulto.

En el presente trabajo de tesis proponemos un modelo consistente en gra-
vedad pentadimensional acoplada a un campo escalar para modelar una mem-
brana gruesa. En el segundo Capitulo, se decucen las ecuaciones de campo
partiendo de un principio variacional y se obtiene la forma de dichas ecuacio-
nes para el caso particular de una métrica no factorizable en 5D que preserva
la simetria de Poincaré en 4 dimensiones. En el Capitulo 3, obtenemos las
ecuaciones de las perturbaciones para una métrica arbitraria en el marco
de membranas gruesas, ademas se estudia de manera general la libertad de
norma del modelo. En el Capitulo 4 demostramos que es posible escojer la
norma axial, transversa y sin traza para el sector donde el campo escalar
no fluctia. En la segunda mitad de este Capitulo estudiaremos el espectro
de las perturbaciones gravitacionales. En particular, analizaremos la relacién
existente entre la localizacién de la gravedad, la existencia de un salto en
el espectro de masas de las excitaciones gravitacionales y la regularidad del

escalar de curvatura en 5D.



Capitulo 2

Ecuaciones de campo

2.1. Deduccion de las ecuaciones de campo

Para modelar nuestra membrana gruesa tomaremos un modelo consisten-
te en la accion para la gravedad pentadimensional minimamente acoplada a

un campo escalar real [27, 28, 29]

S [ oVl |1 - 5907 - Vo) 1)

donde ¢ es la métrica en 5D y Rj; es el escalar de curvatura dado por la

contraccion del tensor de Ricci Ry = g*” R,,,. El tensor de Ricci R, esta dado

por:

Ry =0\, — 9,10, + T\, =I5, 19, v =0,1,235 (2.2)
A lo largo de este trabajo los subindices griegos «, ... = 0, 1, 2, 3, 5; mientras
que los subindices latinos k, [, m.... = 0, 1, 2, 3. En este modelo ¢ es un campo
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escalar real y V(¢) su potencial de autointeraccién. Ademds usaremos la
siguiente notacién (Ve¢)? = ¢V ,6V,¢ y d°z = d*zdy, donde y describe la
5! dimensién.

Para obtener las ecuaciones de campo de nuestro modelo variamos la accién
respecto a la métrica y al campo escalar como en las Refs. [30, 31, 32]. Para

ello separemos S5 en la accion de Einstein-Hilbert Sgy v la accién del campo

escalar Sy
S5 = Sgu + 55,
donde
Sgw = i/de\/HRE,, (2.3)
y

S, = [ o/l |5 (Vo + Ve (2.4

Primeramente variemos S5 con respecto a la métrica g. Consideremos que

d0g" y sus derivadas covariantes se anulan en la frontera de la variedad
555 - 5SEH ‘|‘ 5S¢

A partir de (2.3) y (2.4) tenemos

1
OSwn = 7 /d% 5/ 191Rs + /[gloFs| (2.5)

1 1
o5, == [ v/l (550 + vie) ) + VT (3707 )| 20)
Expandiendo 0 R5 se obtiene
ORs = g""0R,, + R,,09".

10



Sustituyendo la relacién anterior en la ecuacién (2.5) y usando la identi-

dad +/]g| = —%\/|g|gu,,5g“”, la accién de Einstein-Hilbert se reduce a:

1 1 1
6Spr = Z/d% (RW — 5%%) V1glég" + Z/dsx 919" O Ry (2.7)

Calculemos ¢g"”6R,,,. Para ello, primeramente variemos (2.2) respecto a la

métrica

0Ry = O\OT, — 0,00, + 6L0\I0, + T0\01, — 615, T, — 17,017,

o oVt pA B

donde (5Fl’)y es la variacién de los simbolos de Christoffel respecto a la métrica.
Sabemos que los simbolos de Christoffel no se transforman como tensores de-
bido a que al aplicarles una transformacion de coordenadas, surge un término
inhomogéneo que contiene segundas derivadas, pero dicho término no depen-
de de la métrica; sin embargo, la variacion de los simbolos de Christoffel
respecto a la métrica si se transforma como tensor. Usando el argumento
anteriormente planteado y la definiciéon de derivada covariante, podemos ex-

presar 012, de una manera mds compacta
0R,, = V0T, — V,00),. (2.8)
Definamos el vector
JN = g"ery, — g"hory,.
Entonces
g OR,, = V\J.

Esto nos permite escribir el segundo sumando de (2.7) como

1 1
Z/d‘r’x lglg" OR,, = Z/d5$\/|g|V>\J’\. (2.9)

11



En virtud del teorema de Gauss podemos transformar la integral de volumen
del término que contiene la divergencia de J en una integral sobre la fron-
tera de dicho vector. Para obtener el valor de la integral sobre la frontera,

expresemos 07, en términos de la variacién de la métrica
o 1 oA Ao
(51—‘“” = 59 (au(sgw\ + auégu)\ - a)\ég/u/) - 59 F)\uw

donde I'y,,, = g,\aFij.
Nuevamente usando la definicién de derivada covariante obtenemos el si-

guiente resultado
ag 1 (e}
5P,uu = 59 (vuagmx + vu5g;wc - Vaéguu) .

Esto nos dice que J es lineal en V,0g,, y con la condicién de que V g"” = 0
es nula en la frontera, tenemos que el miembro derecho de (2.9) es cero debido
al teorema de Gauss. De esta manera tenemos que 6Sgy toma el siguiente

aspecto
1 1
0SSy = Z/d‘r’a: (RW — égWRg,) V0glégh”. (2.10)

Ahora pasemos al cédlculo de la variacién de la accion del campo escalar

respecto a la métrica. Notemos que
8(V)* = 0g"'V .6V ,0.
Luego, 654 queda como sigue

55, = = [ /o |99 - g (3007 +v0))|. )

12



Ahora, de (2.10) y (2.11) tenemos que
1 1
(555 = /d5$m5gw/ |:Z (Rw/ — §gHVR5>
1
5 (V¥ = (507074 vi) ). 212

Entonces las ecuaciones de Einstein adoptan la forma

1
R, — §gm,R5 =T, (2.13)

donde

T =2 |9,0%0 — 0 (3P 4+ V@) 210

Ahora obtengamos la ecuacion de campo resultante de variar S5 respecto
al campo escalar. Denotemos tal variacién por 5. Asumiremos que qu es nula
en la frontera de la variedad. Como las 1inicas cantidades que dependen de ¢

son (V¢)? y V(¢) obtenemos lo siguiente

. 1. .

5=~ [ o/l | 53707 + 5000
Variando cada término en la igualdad anterior tenemos

. . dV -
5= [ oVl | #9090 + Gdo

Usando la regla de Leibniz en el primer sumando de la relacién anterior,

obtenemos

655 = — / &z+/g] [VHL“ — 66(V,V ) + %54 , (2.15)

donde hemos definido el vector L* = &zﬁV“gb.

En virtud del teorema de Gauss y de la anulacion de ) ¢ en la frontera tenemos

13



que el primer sumando de (2.15) es nulo. Esto tiene como consecuencia que

la ecuacién de campo resultante sea

oV

m[QE 5

(2.16)

Esta relacion es conocida como ecuacién de Klein-Gordon. Aqui hemos usado
que el operador de d’Alembert en 5D esta definido de la siguiente manera:

06G) — 9"V,

2.2. Modelos con membranas gruesas

En nuestro trabajo usaremos la siguiente manera alternativa para las

ecuaciones de campo

Ry, =T, (2.17)
ov
O0® ¢ = —— 2.1

donde ﬁu, =Ty — %gu,,T y T = g"T,,. En este trabajo llamaremos a ﬁu,

tensor de energia momento reducido. Usando (2.14) obtenemos:

2
T/u/ =2 vu¢vu¢ + gguuv(qb) : (219)

La membrana gruesa serda modelada por un ansatz que preserva la invarianza

de Poincaré en 4 dimensiones [27, 28, 29, 33, 34, 35, 36]:
ds? = Wy, da™da" + dy?, (2.20)

tal que 7,,, es la métrica cuatridimensional de Minkowski y e24W) es el factor

de deformacion!.

'En Inglés “warp factor”.
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Consideraremos un modelo simple donde el campo escalar ¢ sélo dependa
de la coordenada extra y.

Para hallar las ecuaciones de campo, primeramente calculemos el tensor de

Ricci:
Ry = —*M A" + 4A™) 0, (2.21)
Ry =0, (2.22)
Rss = —4(A" + A”), (2.23)

aqui la () denota derivada respecto a y.

Por otra parte, el tensor de energia momento reducido toma el siguiente

aspecto
~ 2
Trn = gnmne%(y)‘/(gf)), (2.24)
Ts = 0, (2.25)
~ 2
Tss = ¢ + =V (). (2.26)

3
Ademas, el operador de d’Alembert 5D aplicado sobre ¢ adopta la siguiente

forma

O® g = ¢’ + 44’ (2.27)
De aqui tenemos que las ecuaciones de campo estan dadas por

2

A = —§¢'2, (2.28)
A7 %[%qﬁa—\/(qﬁ)}, (2.29)
&+ AP A — ?;_Z- (2.30)

15



Aunque hemos obtenido 3 ecuaciones de campo, es de destacar que sélo
2 son independientes. Esto se puede mostrar si derivamos (2.29) respecto a y
y usamos (2.30), obtenemos (2.28). Este resultado era de esperar si tenemos
en cuenta las identidades de Bianchi.

El sistema de ecuaciones (2.28), (2.29) y (2.30) es no lineal, lo que ha-
ce que en general sea dificil encontrar soluciones exactas para tal sistema.
En la literatura se han obtenido varias soluciones exactas [27, 29, 34, 35] y

numéricas [34] para estas ecuaciones de campo fijando distintos potenciales

V(o).

16



Capitulo 3

Elementos de la teoria de

perturbaciones

3.1. Deduccion de las ecuaciones para las per-

turbaciones

En este capitulo estudiaremos las perturbaciones de la métrica y el campo
escalar para un modelo con acoplamiento minimo entre el campo escalar y

la gravedad.

Para ello consideremos dos variedades de cinco dimensiones [37, 38, 39].

Tomemos una primera variedad M, la cual denominaremos variedad de refe-

! con una métrica asociada g, y otra variedad M () que denomina-

remos variedad perturbada y tiene asociada una métrica g,(f;) :

rencia

ITambién denominada variedad de fondo.

17



Supongamos que la métrica perturbada gfﬁ) se desvia respecto a la métrica

de referencia g, en una pequena perturbacion dg,, = H,,, en otras palabras
g;(ﬁ/) :guu+Huu; ’H;w’<< \gw\, (31)

donde H,, en general depende de las coordenadas 4D y de la coordenada
extra. En lo que sigue, s6lo consideraremos términos hasta primer orden en

H,, y sus derivadas. Ahora, si tenemos en cuenta que
(p) ,av __ gv
I 9() = O
entonces obtenemos
gg]”) = g — H". (3.2)
En la igualdad anterior hemos denotado dg"” = —H". Esto tiene como

consecuencia que

H* — Haﬁgaugb’u.

Los simbolos de Christoffel calculados a partir de g& ") se pueden escribir
como los calculados con la métrica de fondo mas una variacién debida a la
perturbacion, esto es F,(fl,))‘ = Fi‘w + 6Ff;y. Usando la definicién de los simbolos

de Christoffel y las expresiones (3.1) y (3.2), tenemos que

g ]' g (oa
org, = 59 MOuHyx + 0,H,y — O\H ) — H Dy

que es equivalente a la expresion obtenida en el Capitulo 2, pero sustituyendo
0w pOr H,p. Luego, esto implica que la perturbacion de los simbolos de

Christoffel se pueda expresar de la siguiente manera covariante
1
oI, = égm (VuHyo +V,Huo —VoH,), (3.3)

18



donde V,, es el operador derivada covariante respecto a la métrica de fondo.
Anélogamente el tensor de Ricci asociado a g,(ﬁ) se separa en una contribu-
cién aportada por la variedad de fondo, la cual denotaremos por R, y una

pequena perturbacién, o sea

R®) =R, +6R,,.

[z

Siguiendo el mismo procedimiento realizado en el Capitulo 2, tenemos que

de (2.8) podemos expresar 6 R, de la forma
OR, = VAOT), — V007, (3.4)
Finalmente usando (3.3), tenemos
6R,, = % VAV, Hy, + VY, Hy, — V*V3H,, — V,V, (¢°"Hag)] . (3.5)

En nuestro caso, la materia esta constituida por un campo escalar ¢ aco-
plado minimamente a la gravedad; como perturbamos la métrica, en principio
el campo escalar también debe fluctuar. Luego, tenemos que perturbar el ten-
sor de energia momento y la ecuacién de Klein-Gordon respecto a la métrica
y al campo escalar. Al igual que la métrica, el campo escalar sobre M ®)
queda dividido en el campo escalar de fondo ¢ y una pequena perturbacién
0¢

o) = ¢+ ¢, 09| <|¢]. (3.6)

Por consistencia tenemos que
T® =T, + 0T,
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donde Tuv es el tensor de energia momento reducido para el fondo y 5TW es
la perturbacién. Usando (3.1), (3.6) y (2.19) y considerando sélo los términos

de primer orden en H,, y d¢ tenemos que

- 4 4
0T}, = 4V (,0V )00 + gw,égb 96 —|— HWV(gb) (3.7)
De esta manera tenemos que las ecuaciones de Einstein perturbadas [33]

adquieren la siguiente forma

% VAV, Hy, + V*V,H,, — V*V,\H,, —V,V, ( Hag)| =

4

4
AV uOV,)06 + gw&zs vy SHLV(©0). (38)

d¢

A continuacién pasemos al anédlisis de la ecuacién de Klein-Gordon. Para
ello variemos (2.18) respecto a la métrica y al campo escalar. Al igual que el

caso anterior, sélo consideraremos términos de primer orden en H,, y d¢. Si

tenemos en cuenta, (3.2), (3.6) y I'%)* = =T, + 0T}, obtenemos
82
97V V06 = 0T, — H, 0,0 = 00,

Ademés, si consideramos (3.3), tiene lugar la siguiente identidad
1 _
g*OTe NV ot = ¢ g"' VoV, Hyx — gAaVa¢VAH.

De esta manera, la ecuacién de Klein-Gordon perturbada es [33]:

82

gV, N, oo—H"V NV, 0—-V'H aVO‘qﬁJr V (Hun")Ve =
H H a(bz

=709 (3.9)
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3.2. Transformaciones de norma

Nuestro modelo, al igual que la Teoria General de la Relatividad es una
teoria covariante, por lo que las ecuaciones de la teoria se escriben en térmi-
nos de igualdades tensoriales. En otras palabras, las ecuaciones de campo
pueden ser escritas equivalentemente en un sistema de coordenadas z* o en
otro arbitrario z* difeomorfo al primero. Esta equivalencia entre los distintos
sistemas coordenados puede ser interpretado como una libertad de norma de
la teorfa. Para analizar este tltimo punto asumamos al igual que en las Refs.

(37, 38, 39], una transformacién infinitesimal de coordenadas dada por:

T =2t + & (x); ISERSQEg (3.10)

donde &* es un vector infinitesimal arbitrario y x = (2%, 2, 22, 23, y). Veamos

como se transforman los tensores bajo (3.10). Sabemos que en general un
tensor () se transforma bajo una cambio de coordenada x — z, de la siguiente

manera

Para estudiar las transformaciones de norma comparemos Q(x) con Q(x).
Con el objetivo de hacer mas comprensible el andlisis empezaremos estu-
diando un campo escalar 9. En este caso la ley de transformacion es trivial:
Y(z) = J(z). Ahora, de la definicién (3.10) obtenemos las siguientes relacio-
nes

ozt )
— " z —
T = 0L+ 0,8, 0, , (3.11)
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n
ggy — 5t — 9,En. (3.12)

Desarrollemos 9J(Z) en serie de Taylor respecto a ¢ hasta primer orden
- - dU
W z) =7 — “
(@) =9 + <3fo‘) ‘5:0g ’

si tenemos en cuenta (3.11), (3.12) y sélo consideramos términos hasta primer

orden en &, se obtiene que

I(z) = I(x) + E200.
Esto tiene como consecuencia la siguiente relacion
V() = 0(x) — X0 0.
La féormula anterior se puede escribir equivalentemente de la siguiente forma
Y(z) = J(x) — LD,

donde LU = £%0,0 y hemos denotado L¢¥) como derivada de Lie del esca-
lar ¥ respecto al vector €. Veamos cémo se transforma un campo vectorial
bajo una transformacién de norma. Sea W* un campo vectorial, la ley de

transformacién para tal objeto es:

oTH

.
w <x)_3x”

WY (z).

Usando la relacién (3.11), podemos escribir la expresién anterior de la si-

guiente manera

WH(z) = WH(x) + WY (2)0,6"(x),
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analogamente al caso del campo escalar se tiene que
— — ow"
W (%) = T
() =T"(x) + ( o )

Si consideramos solo términos de primer orden de pequenez en £, obtenemos

5‘0&
=0

la siguiente relacion:
W () = WH(x) + WY0,E" — €79, WH.

Nuevamente podemos reconocer en la igualdad anterior la derivada de Lie

del vector W* respecto a &, la cual esta dada por:
LWH =E"0,WH —WYD,E".

Siguiendo el mismo procedimiento de los dos casos anteriormente estudia-
dos, se puede demostrar que un tensor () de rango mayor que uno, bajo

transformaciones de norma, toma el siguiente aspecto [38, 39]:

Q(r) = Qx) — LQ(x). (3.13)

En el caso de la métrica, la expresion para la derivada de Lie se simplifica
notablemente:

Efglw = VN§V + vvfu‘ (314)

La identidad (3.13) nos muestra que una teoria covariante que involucre
cantidades tensoriales () puede ser escrita de manera equivalente en términos
de los campos Q(z) o de los campos Q(x).

Nuestra préxima tarea es conocer cémo se afecta dg,, cuando cambia-

mos la norma. Para ello, analicemos la transformacién de gfff,) bajo (3.10).
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Aplicando (3.13) para el caso de la métrica perturbada, obtenemos
g (@) = g (x) = Leg) ().

Ahora, si tenemos en cuenta (3.1) y consideramos sélo términos hasta primer

orden en dg,, y &, la expresién anterior se transforma en:

gg;j)(‘r) - g,uu(x) + 5guu(x) - Eﬁguu(x)‘

Entonces, esto tiene como consecuencia la siguiente identidad

0G5 (%) = 09 (%) = LGy (). (3.15)

En la igualdad anterior hemos usado que 69, () = §,(fy) () = g ().

Finalmente, recordando (3.14), podemos expresar (3.15) de una manera

més operativa [37, 38, 39]:

0G4 (%) = 09 (1) = V& (1) = V., 8, (2). (3.16)

En general, si tenemos un tensor arbitrario Q) definido sobre la variedad
M® que se desvia en una pequena cantidad 5@ respecto a un tensor @
asociado a la variedad de fondo M, se puede demostrar de manera analoga

al caso de la métrica, la siguiente igualdad

6Q(x) = 6Q(x) — LeQ(x).
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Capitulo 4

Perturbaciones en membranas
gruesas para una métrica no

factorizable

En este Capitulo retomaremos el tema de las perturbaciones en teorias
con campos escalares estudiadas en el Capitulo anterior. Con este motivo

consideremos el elemento de linea de fondo (2.20), definido por:
ds* = Wy, de™dz" + dy?.

Las ecuaciones del fondo asociadas a tal elemento estén dadas por (2.28),

(2.29) y (2.30).
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4.1. Eleccion de la norma

Ahora, tomemos la siguiente métrica sobre la variedad perturbada M ®)
ds? = (W, + Hypp ) da™da” + Hpsda™dy + (1 + Hys) dy®. (4.1)

De manera general, las ecuaciones de campo perturbadas estan dadas por
(3.8) ¥ (3.9). Resolver dicho sistema de ecuaciones ain para el caso de (4.1) es
una tarea complicada, debido al acoplamiento entre las distintas componentes
de H,, y 0¢. Una manera de simplificar el problema es fijar una norma
particular e interpretar los resultados en dicha norma. Al igual que en las
Refs. [27, 29, 33, 34, 35, 40, 41], elijamos un sistema coordenado Gaussiano

normal®, el cual estd dado por las 5 condiciones siguientes:
Hs, = 0.

Ahora, demostremos que al menos para nuestro caso siempre es posible es-
cojer esta norma. Del Capitulo anterior, sabemos que una transformacién
infinitesimal de coordenadas 2" = z* + " induce sobre H,, un cambio dado
por

Hy(2) = Hy(2) = V&0 (7) = Vo8,(2),
en nuestro caso z* = (2™, y). Usando la métrica de fondo (2.20) y los simbolos

de Christoffel asociados a ella, obtenemos:
Hss(x) = Hss(x) — 20585(x), (4.2)

Hin(7) = Hsm() = 056m (%) — Omés(x) + 24°6(2), (4.3)

ITambién conocido como norma axial.
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ﬁmn(x) = Hmn(x) - amgn(x) - 8n€m($) - 2A/77mn€2A§5(x)7 (44)
nuevamente la (') denota derivada respecto a y.

En el nuevo sistema coordenado x#, impongamos que Hs, = 0. Esto nos

guia al siguiente sistema de ecuaciones
20585(7) = Hss(), (4.5)

O5&m (1) + 05 (x) — 2A'E,.(2) = Hs,p(x). (4.6)

La solucion del sistema anterior se puede hallar de manera directa y esta dada

por:

(™ y) = %/Hg)g,(a:m,y)dy + 5’5(:5’”), (4.7)

En(x™y) = 62A/62AH5n(xm,y)dy — (4.8)

—e4 / e 740, 65(a™, y)dy + *AE, (a™),

donde &(:pm) y én(xm) son funciones arbitrarias que no dependen de la coor-

denada extra y.

Por otra parte, en consecuencia de la covarianza del modelo, podemos
asegurar que en los dos sistemas coordenados z# y z# = x# + £* se cumplen
las ecuaciones de campo. Luego, las relaciones (4.7) y (4.8) expresan que
dado un sistema coordenado z* con una métrica perturbada (4.1) podemos
hallar un nuevo sistema z* = x* + &* donde ﬁSu = 0. Esto implica que en el

nuevo sistema z* la métrica perturbada adopte una forma més simple:

ds2 = ("D + Hypy) d2™dz" + d”. (4.9)
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Sea H,py = e24@h,,. reescribiendo (4.9) en términos de la perturbacién R
tenemos

ds® = 'Y (1, + hign ) dz™dZ™ + d. (4.10)

Utilizando la férmula (3.5) y el elemento de linea (2.20), la perturbacién del

tensor de Ricci a primer orden en la norma axial, se reduce a [27, 41]

1 _ 1 B
ORyn = —e“(§8§ + 2405 + A" + 4A) hpy — 55(4);%”

1 e 1 ) ] )

_577mn€2AA a@(nklhkl) - Enkl(amanhkl - amakhnl - anakhml)v (41]—)
1 _

5R55 = —5(8; + 2A’8g)nklhkl, (412)

O R = %n’“’ay(akﬁml — Ohia), (4.13)

donde hemos usado el operador de d’Alembert en 4D definido por: OW =
7 9;0;. Ademds, las componentes del tensor de energfa momento a primer

orden estan dadas por:

(W
0l n = 3¢ <77mn 9 0o + hmnV(gb)) : (4.16)

La variacién del operador de d’Alembert en 5D aplicado sobre ¢ toma la

forma:
3(09¢) = (66)" + e DM o6 + %¢’6y(nm"ﬁmn) +44°0g).  (417)
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Ahora, consideremos el caso mas simple en el que la fluctuacién d¢ alrededor
del campo escalar de fondo ¢ es nula. Bajo esta suposicién y usando las
ecuaciones del fondo (2.28), (2.29) y (2.30), las ecuaciones de Einstein a

primer orden adoptan la forma:

1 1

1 . - _
_GQA(§8§ + 2A,ag)hmn _ §D(4)hmn _ 577mn62AA/ag(77klhkl) . (418)
1 _ - _
_§nkl<amanhkl - amalchnl - anakhml) - 07
1 _
_5(85 + 2A/8@)77klhkl =0, (4.19)
1 - _
51" 05Okt — Omhaa) = 0. (4.20)

La ecuacién de Klein-Gordon perturbada se reduce a [41]:
1 mny
§¢/8g(77 hmn) = 0. (4.21)
Resolviendo simultdneamente las ecuaciones (4.19) y (4.21) obtenemos que:
h=n"hy = c(@"), (4.22)

donde ¢(z") es una funcién arbitraria que no depende de la coordenada extra

y. Por otra parte, si sustituimos el resultado anterior en (4.20), se tiene que
O Py = Ay (Z™) + Opnc(Z™). (4.23)

Nuevamente, d,,(z") es una funcién que sélo dependen de las coordenadas
4D. A diferencia de ¢(z") esta nueva funcién no es arbitraria, esto es conse-
cuencia de que al calcular la “traza” de (4.18) respecto a ™" se obtiene una

condicién adicional para d,,,(z") dada por
aldl(:f”) = 0.
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Ahora, de (4.7) y (4.8) observamos que atun tenemos libertad para elegir
las funciones &(xm) y én(xm), en otras palabras, podemos escojer un nuevo
sistema coordenado ## = z#+€" (), tal que en este nuevo sistema se preserve
la norma axial ﬁBu = 0. De esta manera el vector ¢ adquiere el siguiente

aspecto [41]

€m = eZA(Q) (_/dg€2A(y)am€5(f) + €m(i‘)) , €5 = €5<i')7 (424)

donde las funciones ¢, and €5 son independientes de la coordenada y. Si

tomamos en cuenta (4.4) y la definicién f]mn = ¢*},,,, las componentes

cuadridimensionales de fzmn se reducen a:
B = Parin — Omén, — O + 2 / dije 29 9,,0,85 — 20 A’ (§)é5. (4.25)

De la estructura de las ecuaciones de campo perturbadas, vemos que es con-
veniente escojer la norma transversa y sin “traza”. En otras palabras, tene-
mos que encontrar funciones ¢, y €5 de tal manera que h = nm”ﬁmn =0y
d'hy, = 0. De (4.22), (4.23) v (4.25), la condicién transversa y sin “traza” es

de la siguiente forma
c(z") —20'¢, + 2 / diye 240We; — 8A'e5 = 0, (4.26)

di(Z™) +0pc(7") —0' )6, — 0, 0'¢1+-2 / dije 240, (0We5) —24'0é5 = 0. (4.27)

Ahora, escojamos €5 = 0. Esta eleccién reduce el sistema de ecuaciones
(4.26) y (4.27) a:
1
D(4)ék =d + §8kc, (428)
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1
e = 3¢ (4.29)

Las ecuaciones anteriores se pueden reexpresar de la siguiente manera

' By, = dy, (4.30)
1
e = 5e, (4.31)

donde Fj, = 0,€, — Oxé;. Estas ecuaciones son invariantes bajo el cambio de
norma dado por
€x = €k + OkX,
d), = dy,
d =c+20'0,x,
donde y es una funcién arbitraria que depende de las coordenadas 4D, lo
cual no es inesperado si tenemos en cuenta la similitud del sistema (4.30)

y (4.31) con las ecuaciones de Maxwell en la norma de Lorentz. Luego, el

sistema (4.30) y (4.31) es equivalente a

OFy, = d. (4.32)

1
e = 50’. (4.33)

Puesto que la funcion y es arbitraria, entonces la elejimos convenientemente
de la siguiente manera

1
8lalX = —§C.
Esto implica que el sistema (4.32) y (4.33) es equivalente a
o), = d, (434)

31



d'e; = 0. (4.35)

El sistema anterior es estructuralmente equivalente a las ecuaciones de Max-
well inhomogéneas con una cuadricorriente dada por Ji, = d;. bajo la norma
de Lorentz. Sabemos que las ecuaciones de Maxwell tienen soluciéon para una
cuadricorriente arbitraria. Luego, esto implica que la condicion transversa y
sin “traza” es compatible para el sistema (4.18), (4.19), (4.20) y (4.21), el

cual se reduce a una tnica ecuacién dada por [27, 34, 41]:
(02 + 440y g, + 0Dy, = 0. (4.36)

Ahora comparemos esta ltima ecuacion con la ecuacién de onda de un campo
escalar arbitrario @ libre y no masivo; para el caso de la métrica (2.20) dicha

ecuacion estd dada por
003 = (95 + 440, + > 0W) g = 0.

De aqui que en la norma axial, transversa y sin “traza”, las perturbaciones de
la métrica se comporten como un campo escalar libre no masivo que obedece
la ecuacién de onda en 5D. Ademads, como era de esperar én la relacion

(4.36), existe una solucién que describe el ”gravitén” cuadridimensional, el

cual estd dado por [27, 35, 36]

ipT
thn = Cmnep 3

donde p* = —m? = 0 y C; es constante.
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4.1.1. Ecuacién de Schrodinger

Con el objetivo de facilitar el andlisis de (4.36) introduzcamos la variable
2 definida como dz = e~“dy, este cambio de variables transforma la métrica
de fondo a una conformemente plana. Luego, (4.36) reescrita en la variable

z se transforma en [27, 29, 34, 35, 36, 46|
(82 4+ 34,0, + OD) Ry, = 0, (4.37)

__dA
donde A, = <~
Adoptemos el siguiente ansatz hy,, = eP%e 3420, (2), esto hace que

(4.37) se transforme en una ecuacién del tipo Schrodinger
[ag — Vsch(z) + mQ]\If =0, (438)

donde hemos suprimido los subindices mn para hacer méas breve la notacién;

ademas, Vi, es el andlogo del potencial mecanico cuantico y esta dado por

3 9
‘/sch(z) = §Azz + Z(Az)2 (439)

En este trabajo la norma para las fluctuaciones serd la norma convencional

usada en Mecdnica Cudntica [27, 29]

|| W||= /|\I/|2dz. (4.40)
Por otro lado, si definimos el operador [27, 29, 34, 35, 47]

Q=-0.+ 4.,
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el operador adjunto asociado es
3
QN =0, + A,
2
Luego, (4.38) se puede expresar como
QIQ)Y = m*w.

Se puede demostrar de manera analoga al problema del oscilador arménico en
Mecénica Cudntica que Q'Q es un operador hermitico semidefinido positivo;
entonces no existen modos con “energia” negativa, lo cual es necesario para

la estabilidad del fondo gravitacional.

El espectro de la “funcién de onda” W, esta determinado por el “potencial
mecanico cuantico” Vi, (2) v a la vez dicho potencial estd dado en términos
de A, por tanto, las soluciones de fondo determinan el espectro de W. Ahora,
como se muestra en [27, 28, 29, 34, 35, 36, 40], la funcién de onda del modo

cero toma la siguiente forma
Wo(2) = 24, (4.41)

Ademas de (4.40) tenemos que la condicién para tener gravedad cuadridi-

mensional localizada es que Wy(z) sea normalizable; en otras palabras

/dz|\Ifo|2 < 0.

En lo que resta del Capitulo nos proponemos estudiar algunas caracteristicas

generales relacionadas con el espectro de las fluctuaciones gravitacionales.
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El espectro de (4.38) se ha estudiado para distintos modelos de membranas

gruesas.?

En [27, 29, 34] se estudian modelos donde la gravedad cuadridimensional
esta localizada, el escalar de Ricci en 5D es regular, pero no hay salto en
el espectro de masas de las fluctuaciones, lo cual no es deseable si queremos

tener una teoria de campos efectiva bien definida.

Por otra parte, también existen modelos [28, 35, 36, 46] donde la gravedad
cuadridimensional se localiza, hay un salto en el espectro de masas, pero el

escalar de curvatura en 5D es singular en la frontera de la variedad.

Luego, esto sugiere el analisis en el marco de las membranas gruesas de

la relacion entre los siguientes aspectos:

1. Localizacion de la gravedad cuadridimensional en el mundo membrana

5D.
2. Suavidad del escalar de Ricci en 5D.

3. Existencia de un salto en el espectro de masas de las excitaciones gra-

vitacionales.

El escalar de Ricci en términos de la variable z toma el siguiente aspecto
R = 4(20°A + 3(0,A)%)e™ 4. (4.42)

Si tenemos en cuenta (4.39), (4.41) y (4.42) se puede observar una ligadura

2Lo que es equivalente a distintos potenciales de autointeracciéon V().

35



entre las cantidades R, Vi, v Wy, la cual se reduce a

3

R (4.43)

V:sch =

La igualdad anterior impide que se puedan satisfacer simultdneamente los 3
requisitos planteados; veamos como esto ocurre. Primeramente para que el
modo cero sea localizado, V., debe ser tipo pozo de potencial con el minimo
global menor que cero. Sin perder generalidad consideremos que —oc0 < z <

00. Ahora, analicemos todos los casos posibles.

a) Supongamos que se cumplen los puntos 1 y 2. Al estar el modo cero
localizado, entonces se tiene que ¥y — 0 cuando z — oo. Por otra
parte tenemos que R — # 0 cuando z — oo, entonces de (4.43) se
concluye que Vi, — 0. En otras palabras no hay salto en el espectro

de masas.

b) Si 1y 3 son ciertos, entonces, ¥y — 0 cuando z — ooy Vi, — Ve >0
cuando z — =00, entonces al menos cuando z — oo se tiene que

R — o0, lo que hace el escalar de Ricci en 5D singular.

c) Si 2y 3 son ciertos, en este caso Vi, — V4 > 0 cuando z — +oo y R —
# oo en z infinito, luego, esto implica que Vg — # 0 cuando z — oco. En

este caso no logramos localizacion de la gravedad cuadridimensional.

De esta manera se demuestra que en este tipo de modelos es imposible satis-

facer simultaneamente los 3 requisitos.
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Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo se consideraron membranas gruesas generadas en el sis-
tema de gravedad pentadimensional minimamente acoplada a un campo es-
calar real que depende sélo de la quinta dimension, al igual que el factor de

deformacion de la métrica.

Posteriormente se estudiaron las perturbaciones de la métrica en la norma
axial, transnversa y sin traza para el sector en el que las fluctuaciones del
campo escalar son nulas. En este marco se demostro la consistencia de la
eleccion de dicha norma.

Se analizé la relacion existente entre los siguientes aspectos en mebranas
gruesas:

- Localizacion de la gravedad cuadridimensional en el mundo membrana

oD.

- Suavidad del escalar de Ricci en 5D.
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- Existencia de un salto en el espectro de masas de las excitaciones gra-

vitacionales.

Como resultado, se obtuvo que en el marco de las configuraciones consi-
deradas, si se desea localizar la gravedad 4D en las membranas anchas y se
exige que el escalar de curvatura se comporte de manera regular, entonces
el potencial mecanico cuantico tiende a cero asintéticamente y, por lo tanto,
no hay salto en el espectro de masas de las excitaciones de Kaluza—Klein del

campo gravitatorio.

Por otro lado, si se requiere que la gravedad 4D se localice en las membra-
nas anchas y se exige que haya un salto en el espectro de masas de los modos
axiales, transversos y sin traza de las fluctuaciones de la métrica, es decir,
que el potencial mecanico cudntico tienda asintoticamente a valores finitos
mayores que cero, entoces el escalar de curvatura necesariamente desarrolla

singularidades en las fronteras de la variedad pentadimensional.
Cabe senalar que este es un resultado original de este trabajo.

Por otro lado, en el futuro cercano se tiene planeado desarrollar la presente

investigacion a lo largo de las siguientes lineas:

- Analisis de la dinamica de las perturbaciones en el caso en el que las
fluctuaciones del campo escalar son distintas de cero, haciendo uso del for-

malismo de fluctuaciones cosmoldgicas en mundos membrana [42], [43].

- Estudio del problema de las correcciones a la ley de Newton para el
caso en el que las fluctuaciones del campo escalar son distintas de cero en las

membranas gruesas.
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- Analisis detallado de la localizacion de la gravedad cuadridimensional
en membranas gruesas cuando las fluctuaciones del campo escalar no son

triviales.
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Apéndice A

Cantidades geométricas ttiles

Dada la siguiente métrica

ds® = eQA(y)nmnda:mdx" + dy?,
los simbolos de Christoffel asociados estan dados por
F;k =0, Fi/j = —A/nij€2A,
i Al y _
I, =A%, T4,=0,
ri,=0, I =0.

Ademas, las componentes del tensor de Ricci en 5D toman el siguiente as-
pecto

Rmn — _€2A(A// + 4Al2)77mm

(A1)
RmS O, (AQ)
Ry = —4(A" + A”), (A.3)
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donde A" = %‘. Por otra parte el escalar de curvatura en 5D es
R = —4(5(A")* +2A").

Si hacemos el cambio de variables dz = e “4dy la nueva métrica es con-

formemente plana y estd dada por
ds? = 24() (nmnda:mda:” + sz) ,
Finalmente, el escalar de Ricci asociado es

R = 4(20%A + 3(0.A)*)e 24, (A.4)
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