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Caṕıtulo 1

Introducción

La cuestión natural acerca de la dimensionalidad de nuestro universo sur-

gio poco después de creada la Teoŕıa General de la Relatividad. Los primeros

pasos en el desarrollo de teoŕıas de la gravedad en dimensiones mayores que

4 comenzaron con los art́ıculos de Kaluza y Klein [1], [2]. La esencia de la

idea primordial de Kaluza consiste en que la gravedad pentadimensional es

equivalente a la gravedad cuadridimensional de Einstein acoplada al electro-

magnetismo de Maxwell y a un campo escalar. A continuación mencionamos

algunas ventajas y desventajas de la teoŕıa de Kaluza–Klein. Las ventajas

son:

- Las ecuaciones de Einstein en cinco dimensiones se pueden reducir a la

forma que adoptan las ecuaciones de la gravedad cuadridimensional acoplada

a los campos electromagnético y escalar.

- A partir de las ecuaciones para las geodésicas en un espacio tiempo
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de cinco dimensiones, se pueden obtener las ecuaciones de movimiento de

part́ıculas cargadas inmersas en los campos electromagnético y gravitacional.

- Si uno supone que todas las cantidades en la teoŕıa de Kaluza–Klein no

dependen de la quinta dimensión, entonces ésta cambia bajo transformaciones

de coordenadas de la siguiente manera:

x5′ = x5 + f(xμ), μ = 0, 1, 2, 3.

Esta transformación de coordenadas conduce a las transformaciones de norma

usuales en la teoŕıa electromagnética de Maxwell.

Algunas de las desventajas son las siguientes:

- ¿Por qué no se puede observar la quinta dimensión en nuestro Universo?

- No es posible dar una interpretación f́ısica natural a la componente g55

de la métrica.

- La ecuación de campo del campo escalar proporciona una relación res-

trictiva entre el escalar de curvatura R y el invariante FμνF
μν del campo

electromagnético.

En virtud de estas desventajas, se han considerado teoŕıas multidimen-

sionales de Kaluza-Klein. Una de las cuestiones más importantes en este con-

texto es la pregunta acerca del carácter inobservable de las dimensiones extra

y de que las cantidades cuadridimensionales no dependan de las dimensiones

adicionales.

El enfoque más general para resolver este problema consiste en obtener

soluciones a las ecuaciones multidimensionales de Einstein que produzcan lon-
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gitudes (medidas) del espacio tiempo cuadridimensional de órdenes de mag-

nitud mucho mayores que las longitudes medidas en las dimensiones extra.

Asimismo, es necesario que la métrica cuadridimensional de las ecuaciones

obtenidas no dependa de las dimensiones adicionales.

De este modo, algunas de las caracteŕısticas peculiares de las teoŕıas mul-

tidimensionales de Kaluza-Klein son [3, 4, 5]:

1) Se debe cumplir cierta condición de periodicidad con respecto a las

coordenadas extra.

2) Las dimensiones extra forman cierta variedad compacta M .

3) Las magnitudes de la variedad M son muy pequeñas en comparación

con las longitudes del espacio tiempo [6].

En las últimas décadas, la idea de que nuestro espacio tiempo posee más

de cuatro dimensiones se ha vuelto popular nuevamente. Fuertemente moti-

vada por la Teoŕıa de Cuerdas la cual en casi todas sus versiones es natural-

mente y/o consistente formulada en más de 4 dimensiones. Al igual que las

teoŕıas de Kaluza-Klein surge la pregunta leǵıtima: ¿por qué las propiedades

f́ısicas de las dimensiones extra difieren tanto de las observadas en el espa-

cio tiempo de cuatro dimensiones?. Actualmente las principales propuestas

para tratar de responder la pregunta son: el mecanismo de compactificación

espontánea y el modelo de los mundos membrana.

En el caso de las dimensiones adicionales compactas, se supone que éstas

son muy pequeñas. A mediados de los años setenta se introdujo un enfo-

que moderno hacia el problema del carácter inobservable de las dimensiones
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Figura 1.1: M4 representa el espacio-tiempo tetradimensional , Md−4 es una

variedad compacta y R es la longitud caracteŕıstica que describe a Md−4.

extra compactificadas [7]–[8]. Por otro lado, en un espacio tiempo de d di-

mensiones es posible considerar que la gravedad está acoplada a la materia.

Para compactificar, se busca una solución especial de la siguiente forma:

Md = M4 × Md−4, donde M4 es un espacio tiempo cuadridimensional y

Md−4 es un espacio compacto de las dimensiones extra, además, las varie-

dades M4 y Md−4 son espacios de curvatura constante, en la figura 1.1 se

muestra una representación esquemática de este tipo de modelos.

Existen varios mecanismos de compactificación espontánea en la literatu-

ra (véanse, por ejemplo, [9]–[10]).

Otro enfoque, de caracter más fenomenológico sobre el problema del

carácter inobservable de las dimensiones adicionales es el llamado escenario

del mundo membrana. Este enfoque es muy diferente del mecanismo tradi-

cional de compactificación e inclusive permite que las dimensiones extra no

sean compactas.

De acuerdo con este enfoque, las part́ıculas correspondientes a interaccio-

nes electromagnéticas, débiles y fuertes son confinadas a ciertas hipersuper-
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Figura 1.2: La materia descrita por el Modelo Estándar está confinada a la

membrana, sólo la gravedad puede escapar al bulto.

ficies (membranas) que, a su vez, están inmersas en un espacio multidimen-

sional denominado “bulto”. Solamente la gravedad y cierta materia exótica

pueden propagarse en el bulto, como es ilustrado en la figura 1.2.

En este marco se supone que nuestro Universo es uno de esos entes mem-

brana. Esta idea fue formulada fenomenológicamente por primera vez en los

trabajos [11]–[12] y posteriormente fue desarrollada en la teoŕıa de cuerdas.

En el marco del escenario de los mundos membrana, las restricciones en las

medidas de las dimensiones extra se tornan más débiles. Esto sucede debido

a que las part́ıculas del Modelo Estandar se propagan sólo en tres dimen-

siones espaciales. Además, la ley de de la gravitación universal de Newton

no está en contradicción con la existencia de las dimensiones extra según los

experimentos gravitatorios realizados hasta el momento.

A pesar de que varias ideas fueron presentadas durante los años ochenta

y principios de los noventa [13, 14], uno de los hechos más sobresalientes que
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activaron los estudios relacionados con modelos membrana fue el desarrollo

alcanzado en la teoŕıa de supercuerdas y la teoŕıa M a mediados de los años

noventa, especialmente el descubrimiento de las soluciones de “D–branas”

[15]. Según esta terminoloǵıa moderna, nuestro universo constituye una tri-

brana que evoluciona en un espacio tiempo con más de cuatro dimensiones.

Una valiosa contribución al desarrollo de este modelo fue realizada en los

art́ıculos [16]–[17] siguiendo una vieja idea de Antoniadis [18]. Estos autores

consideraron una geometŕıa del bulto plana de 4 + d dimensiones donde las

d dimensiones extra son compactas de radio R. En este esquema, la masa

de Planck cuadridimensional MPl y la definida en 4 + d dimensiones Mfund,

están conectadas por la siguiente relación:

M2
Pl = M2+d

fundR
d

y la gravitación difiere de la ley de Newton sólo a distancias menores que

R. Puesto que la ley de Newton ha sido comprobada experimentalmente a

distancias submilimétricas, entonces R puede ser del orden de un miĺımetro

o menos.

En los art́ıculos de [19]–[20] se consideró un modelo en el que nuestro Uni-

verso se expande como una membrana tridimensional en un espacio tiempo

pentadimensional y se mostró que en ese marco se puede resolver el problema

de la jerarqúıa de masas.

Posteriormente, siguiendo esta ĺınea de razonamiento, en los trabajos [21]–

[22] Randall y Sundrum consideraron métricas pentadimensionales con cur-

vatura en las que se introduce un factor de deformación que contiene, a su
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vez, un parámetro k del orden de la masa de Planck fundamental. El mo-

delo está dado por gravedad acoplada a una constante cosmológica en cinco

dimensiones con la adición de una o dos membranas delgadas cuadridimen-

sionales (funciones delta a lo largo de la quinta dimensión) que poseen su

lagrangiano de materia y su enerǵıa de vaćıo respectivos. En este sistema,

la relación entre la masa de Planck cuadridimensional MPl y la fundamental

M� está dada por:

M2
Pl =

M3
�

k

(
1 − e−2krcπ

) ∼ M3
�

k
,

donde rc es el radio de compactificación. De este modo, la escala de enerǵıas

de los fenómenos f́ısicos en la membrana se fija por el parámetro del factor

de deformación k. Este mecanismo permite generar masas del orden de TeVs

a partir de la masa de Planck fundamental ∼ 1016 TeVs si krc ∼ 12.

En los últimos años se han considerado varios problemas f́ısicos con la

ayuda de mundos membrana en cinco o más dimensiones, especialmente to-

mando como base el modelo de Randall-Sundrum y algunas de sus extensio-

nes. En varias de estas investigaciones se ha considerado que la membrana

es infinitamente delgada y, a pesar de ello, varios resultados interesantes han

sido obtenidos [23, 24, 25, 26].

Sin embargo, desde un punto vista más reaĺıstico, las membranas deben

tener un ancho. Por otro lado, es lógico pensar que śı la teoŕıa de los mundos

membrana es el ĺımite de bajas enerǵıas de una teoŕıa más general, esta

última debe tener una escala mı́nima de longitud(enerǵıa). De este modo,

la introducción del grueso de las membranas produce nuevas posibilidades,
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algunas de las cuales son las siguientes:

Describe modelos mas reaĺısticos de mundos membrana.

Existen soluciones que permiten suavizar las singularidades originadas

por las funciones delta de Dirac que describen las membranas delgadas.

A diferencia del modelo de Randall-Sundrum admite la inclusión de

una clase más amplia de materia en el bulto.

En el presente trabajo de tesis proponemos un modelo consistente en gra-

vedad pentadimensional acoplada a un campo escalar para modelar una mem-

brana gruesa. En el segundo Caṕıtulo, se decucen las ecuaciones de campo

partiendo de un principio variacional y se obtiene la forma de dichas ecuacio-

nes para el caso particular de una métrica no factorizable en 5D que preserva

la simetŕıa de Poincaré en 4 dimensiones. En el Caṕıtulo 3, obtenemos las

ecuaciones de las perturbaciones para una métrica arbitraria en el marco

de membranas gruesas, además se estudia de manera general la libertad de

norma del modelo. En el Caṕıtulo 4 demostramos que es posible escojer la

norma axial, transversa y sin traza para el sector donde el campo escalar

no fluctúa. En la segunda mitad de este Caṕıtulo estudiaremos el espectro

de las perturbaciones gravitacionales. En particular, analizaremos la relación

existente entre la localización de la gravedad, la existencia de un salto en

el espectro de masas de las excitaciones gravitacionales y la regularidad del

escalar de curvatura en 5D.

8



Caṕıtulo 2

Ecuaciones de campo

2.1. Deducción de las ecuaciones de campo

Para modelar nuestra membrana gruesa tomaremos un modelo consisten-

te en la acción para la gravedad pentadimensional mı́nimamente acoplada a

un campo escalar real [27, 28, 29]

S5 =

∫
d5x

√
|g|

[
1

4
R5 − 1

2
(∇φ)2 − V (φ)

]
, (2.1)

donde g es la métrica en 5D y R5 es el escalar de curvatura dado por la

contracción del tensor de Ricci R5 = gμνRμν . El tensor de Ricci Rμν está dado

por:

Rμν = ∂λΓ
λ
μν − ∂νΓ

λ
μλ + Γλ

σλΓ
σ
μν − Γλ

σνΓ
σ
μλ, μ, ν = 0, 1, 2, 3, 5. (2.2)

A lo largo de este trabajo los sub́ındices griegos α, β... = 0, 1, 2, 3, 5; mientras

que los sub́ındices latinos k, l, m.... = 0, 1, 2, 3. En este modelo φ es un campo
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escalar real y V (φ) su potencial de autointeracción. Además usaremos la

siguiente notación (∇φ)2 = gμν∇μφ∇νφ y d5x = d4xdy, donde y describe la

5ta dimensión.

Para obtener las ecuaciones de campo de nuestro modelo variamos la acción

respecto a la métrica y al campo escalar como en las Refs. [30, 31, 32]. Para

ello separemos S5 en la acción de Einstein-Hilbert SEH y la acción del campo

escalar Sφ

S5 = SEH + Sφ,

donde

SEH =
1

4

∫
d5x

√
|g|R5, (2.3)

y

Sφ = −
∫

d5x
√

|g|
[
1

2
(∇φ)2 + V (φ)

]
. (2.4)

Primeramente variemos S5 con respecto a la métrica g. Consideremos que

δgμν y sus derivadas covariantes se anulan en la frontera de la variedad

δS5 = δSEH + δSφ.

A partir de (2.3) y (2.4) tenemos

δSEH =
1

4

∫
d5x

[
δ
√
|g|R5 +

√
|g|δR5

]
, (2.5)

y

δSφ = −
∫

d5x

[
δ
√
|g|

(
1

2
(∇φ)2 + V (φ)

)
+

√
|g|

(
1

2
δ(∇φ)2

)]
. (2.6)

Expandiendo δR5 se obtiene

δR5 = gμνδRμν + Rμνδg
μν .
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Sustituyendo la relación anterior en la ecuación (2.5) y usando la identi-

dad δ
√|g| = −1

2

√|g|gμνδg
μν , la acción de Einstein-Hilbert se reduce a:

δSEH =
1

4

∫
d5x

(
Rμν − 1

2
gμνR5

) √
|g|δgμν +

1

4

∫
d5x

√
|g|gμνδRμν . (2.7)

Calculemos gμνδRμν . Para ello, primeramente variemos (2.2) respecto a la

métrica

δRμν = ∂λδΓ
λ
μν − ∂νδΓ

λ
μλ + δΓλ

σλΓ
σ
μν + Γλ

σλδΓ
σ
μν − δΓλ

σνΓ
σ
μλ − Γλ

σνδΓ
σ
μλ,

donde δΓλ
μν es la variación de los śımbolos de Christoffel respecto a la métrica.

Sabemos que los śımbolos de Christoffel no se transforman como tensores de-

bido a que al aplicarles una transformación de coordenadas, surge un término

inhomogéneo que contiene segundas derivadas, pero dicho término no depen-

de de la métrica; sin embargo, la variación de los śımbolos de Christoffel

respecto a la métrica śı se transforma como tensor. Usando el argumento

anteriormente planteado y la definición de derivada covariante, podemos ex-

presar δRμν de una manera más compacta

δRμν = ∇λδΓ
λ
μν −∇νδΓ

λ
μλ. (2.8)

Definamos el vector

Jλ = gμνδΓλ
μν − gμλδΓν

νμ.

Entonces

gμνδRμν = ∇λJ
λ.

Esto nos permite escribir el segundo sumando de (2.7) como

1

4

∫
d5x

√
|g|gμνδRμν =

1

4

∫
d5x

√
|g|∇λJ

λ. (2.9)
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En virtud del teorema de Gauss podemos transformar la integral de volumen

del término que contiene la divergencia de J en una integral sobre la fron-

tera de dicho vector. Para obtener el valor de la integral sobre la frontera,

expresemos δΓσ
μν en términos de la variación de la métrica

δΓσ
μν =

1

2
gσλ (∂μδgνλ + ∂νδgμλ − ∂λδgμν) − δgλσΓλμν ,

donde Γλμν = gλαΓα
μν .

Nuevamente usando la definición de derivada covariante obtenemos el si-

guiente resultado

δΓσ
μν =

1

2
gσα (∇μδgνα + ∇νδgμα −∇αδgμν) .

Esto nos dice que J es lineal en ∇σδgμν y con la condición de que ∇λg
μν = 0

es nula en la frontera, tenemos que el miembro derecho de (2.9) es cero debido

al teorema de Gauss. De esta manera tenemos que δSEH toma el siguiente

aspecto

δSEH =
1

4

∫
d5x

(
Rμν − 1

2
gμνR5

) √
|g|δgμν . (2.10)

Ahora pasemos al cálculo de la variación de la acción del campo escalar

respecto a la métrica. Notemos que

δ(∇φ)2 = δgμν∇μφ∇νφ.

Luego, δSφ queda como sigue

δSφ = −1

2

∫
d5x

√
|g|δgμν

[
∇μ∇νφ − gμν

(
1

2
(∇φ)2 + V (φ)

)]
. (2.11)
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Ahora, de (2.10) y (2.11) tenemos que

δS5 =

∫
d5x

√
|g|δgμν

[
1

4

(
Rμν − 1

2
gμνR5

)
−1

2

(
∇μ∇νφ − gμν

(
1

2
(∇φ)2 + V (φ)

))]
. (2.12)

Entonces las ecuaciones de Einstein adoptan la forma

Rμν − 1

2
gμνR5 = Tμν , (2.13)

donde

Tμν = 2

[
∇μφ∇νφ − gμν

(
1

2
(∇φ)2 + V (φ)

)]
. (2.14)

Ahora obtengamos la ecuación de campo resultante de variar S5 respecto

al campo escalar. Denotemos tal variación por δ̂. Asumiremos que δ̂φ es nula

en la frontera de la variedad. Como las únicas cantidades que dependen de φ

son (∇φ)2 y V (φ) obtenemos lo siguiente

δ̂S5 = −
∫

d5x
√

|g|
[
1

2
δ̂(∇φ)2 + δ̂(V (φ))

]
.

Variando cada término en la igualdad anterior tenemos

δ̂S5 = −
∫

d5x
√

|g|
[
gμν∇νφ∇μ(δ̂φ) +

dV

dφ
δ̂φ

]
.

Usando la regla de Leibniz en el primer sumando de la relación anterior,

obtenemos

δ̂S5 = −
∫

d5x
√

|g|
[
∇μL

μ − δ̂φ(∇μ∇μφ) +
dV

dφ
δ̂φ

]
, (2.15)

donde hemos definido el vector Lμ = δ̂φ∇μφ.

En virtud del teorema de Gauss y de la anulación de δ̂φ en la frontera tenemos
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que el primer sumando de (2.15) es nulo. Esto tiene como consecuencia que

la ecuación de campo resultante sea

�(5)φ =
∂V

∂φ
. (2.16)

Esta relación es conocida como ecuación de Klein-Gordon. Aqúı hemos usado

que el operador de d’Alembert en 5D está definido de la siguiente manera:

�(5) = gμν∇μ∇ν .

2.2. Modelos con membranas gruesas

En nuestro trabajo usaremos la siguiente manera alternativa para las

ecuaciones de campo

Rμν = T̃μν , (2.17)

�(5)φ =
∂V

∂φ
, (2.18)

donde T̃μν = Tμν − 1
3
gμνT y T = gμνTμν . En este trabajo llamaremos a T̃μν

tensor de enerǵıa momento reducido. Usando (2.14) obtenemos:

T̃μν = 2

[
∇μφ∇νφ +

2

3
gμνV (φ)

]
. (2.19)

La membrana gruesa será modelada por un ansatz que preserva la invarianza

de Poincaré en 4 dimensiones [27, 28, 29, 33, 34, 35, 36]:

ds2 = e2A(y)ηmndxmdxn + dy2, (2.20)

tal que ηmn es la métrica cuatridimensional de Minkowski y e2A(y) es el factor

de deformación1.
1En Inglés “warp factor”.
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Consideraremos un modelo simple donde el campo escalar φ sólo dependa

de la coordenada extra y.

Para hallar las ecuaciones de campo, primeramente calculemos el tensor de

Ricci:

Rmn = −e2A(A′′ + 4A′2)ηmn, (2.21)

Rm5 = 0, (2.22)

R55 = −4(A′′ + A′2), (2.23)

aqúı la (′) denota derivada respecto a y.

Por otra parte, el tensor de enerǵıa momento reducido toma el siguiente

aspecto

T̃mn =
2

3
ηmne2A(y)V (φ), (2.24)

T̃m5 = 0, (2.25)

T̃55 = φ′2 +
2

3
V (φ). (2.26)

Además, el operador de d’Alembert 5D aplicado sobre φ adopta la siguiente

forma

�(5)φ = φ′′ + 4A′φ′. (2.27)

De aqúı tenemos que las ecuaciones de campo están dadas por

A′′ = −2

3
φ′2, (2.28)

A′2 =
1

3

[
1

2
φ′2 − V (φ)

]
, (2.29)

φ′′ + 4φ′A′ =
∂V

∂φ
. (2.30)
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Aunque hemos obtenido 3 ecuaciones de campo, es de destacar que sólo

2 son independientes. Esto se puede mostrar si derivamos (2.29) respecto a y

y usamos (2.30), obtenemos (2.28). Este resultado era de esperar si tenemos

en cuenta las identidades de Bianchi.

El sistema de ecuaciones (2.28), (2.29) y (2.30) es no lineal, lo que ha-

ce que en general sea dif́ıcil encontrar soluciones exactas para tal sistema.

En la literatura se han obtenido varias soluciones exactas [27, 29, 34, 35] y

numéricas [34] para estas ecuaciones de campo fijando distintos potenciales

V (φ).
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Caṕıtulo 3

Elementos de la teoŕıa de

perturbaciones

3.1. Deducción de las ecuaciones para las per-

turbaciones

En este caṕıtulo estudiaremos las perturbaciones de la métrica y el campo

escalar para un modelo con acoplamiento mı́nimo entre el campo escalar y

la gravedad.

Para ello consideremos dos variedades de cinco dimensiones [37, 38, 39].

Tomemos una primera variedad M , la cual denominaremos variedad de refe-

rencia1 con una métrica asociada gμν , y otra variedad M (p), que denomina-

remos variedad perturbada y tiene asociada una métrica g
(p)
μν .

1También denominada variedad de fondo.
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Supongamos que la métrica perturbada g
(p)
μν se desv́ıa respecto a la métrica

de referencia gμν en una pequeña perturbación δgμν = Hμν , en otras palabras

g(p)
μν = gμν + Hμν ; |Hμν |� |gμν |, (3.1)

donde Hμν en general depende de las coordenadas 4D y de la coordenada

extra. En lo que sigue, sólo consideraremos términos hasta primer orden en

Hμν y sus derivadas. Ahora, si tenemos en cuenta que

g(p)
μαgαν

(p) = δν
μ,

entonces obtenemos

gμν
(p) = gμν − Hμν . (3.2)

En la igualdad anterior hemos denotado δgμν = −Hμν . Esto tiene como

consecuencia que

Hμν = Hαβgαμgβν .

Los śımbolos de Christoffel calculados a partir de gμν
(p) se pueden escribir

como los calculados con la métrica de fondo más una variación debida a la

perturbación, esto es Γ
(p)λ
μν = Γλ

μν +δΓλ
μν . Usando la definición de los śımbolos

de Christoffel y las expresiones (3.1) y (3.2), tenemos que

δΓσ
μν =

1

2
gσλ (∂μHνλ + ∂νHμλ − ∂λHμν) − HλσΓλμν ,

que es equivalente a la expresión obtenida en el Caṕıtulo 2, pero sustituyendo

δgμν por Hμν . Luego, esto implica que la perturbación de los śımbolos de

Christoffel se pueda expresar de la siguiente manera covariante

δΓσ
μν =

1

2
gσα (∇μHνα + ∇νHμα −∇αHμν) , (3.3)
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donde ∇μ es el operador derivada covariante respecto a la métrica de fondo.

Análogamente el tensor de Ricci asociado a g
(p)
μν se separa en una contribu-

ción aportada por la variedad de fondo, la cual denotaremos por Rμν , y una

pequeña perturbación, o sea

R(p)
μν = Rμν + δRμν .

Siguiendo el mismo procedimiento realizado en el Caṕıtulo 2, tenemos que

de (2.8) podemos expresar δRμν de la forma

δRμν = ∇λδΓ
λ
μν −∇νδΓ

λ
μλ. (3.4)

Finalmente usando (3.3), tenemos

δRμν =
1

2

[∇λ∇μHλν + ∇λ∇νHλμ −∇λ∇λHμν −∇μ∇ν

(
gαβHαβ

)]
. (3.5)

En nuestro caso, la materia está constituida por un campo escalar φ aco-

plado mı́nimamente a la gravedad; como perturbamos la métrica, en principio

el campo escalar también debe fluctuar. Luego, tenemos que perturbar el ten-

sor de enerǵıa momento y la ecuación de Klein-Gordon respecto a la métrica

y al campo escalar. Al igual que la métrica, el campo escalar sobre M (p)

queda dividido en el campo escalar de fondo φ y una pequeña perturbación

δφ

φ(p) = φ + δφ, |δφ| �|φ|. (3.6)

Por consistencia tenemos que

T̃ (p)
μν = T̃μν + δT̃μν ,
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donde T̃μν es el tensor de enerǵıa momento reducido para el fondo y δT̃μν es

la perturbación. Usando (3.1), (3.6) y (2.19) y considerando sólo los términos

de primer orden en Hμν y δφ tenemos que

δT̃μν = 4∇(μφ∇ν)δφ +
4

3
gμνδφ

∂V

∂φ
+

4

3
HμνV (φ). (3.7)

De esta manera tenemos que las ecuaciones de Einstein perturbadas [33]

adquieren la siguiente forma

1

2

[∇λ∇μHλν + ∇λ∇νHλμ −∇λ∇λHμν −∇μ∇ν

(
gαβHαβ

)]
=

4∇(μφ∇ν)δφ +
4

3
gμνδφ

∂V

∂φ
+

4

3
HμνV (φ). (3.8)

A continuación pasemos al análisis de la ecuación de Klein-Gordon. Para

ello variemos (2.18) respecto a la métrica y al campo escalar. Al igual que el

caso anterior, sólo consideraremos términos de primer orden en Hμν y δφ. Si

tenemos en cuenta, (3.2), (3.6) y Γ
(p)λ
μν = Γλ

μν + δΓλ
μν , obtenemos

gμν∇μ∇νδφ − gμνδΓα
μν∇αφ − Hμν∇μ∇νφ =

∂2V

∂φ2
δφ.

Además, si consideramos (3.3), tiene lugar la siguiente identidad

gμνδΓα
μν∇αφ = gλαgμν∇α∇μHνλ − 1

2
gλα∇αφ∇λH̄.

De esta manera, la ecuación de Klein-Gordon perturbada es [33]:

gμν∇μ∇νδφ−Hμν∇μ∇νφ−∇μHμα∇αφ+
1

2
∇α(Hμνη

μν)∇αφ =
∂2V

∂φ2
δφ. (3.9)
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3.2. Transformaciones de norma

Nuestro modelo, al igual que la Teoŕıa General de la Relatividad es una

teoŕıa covariante, por lo que las ecuaciones de la teoŕıa se escriben en térmi-

nos de igualdades tensoriales. En otras palabras, las ecuaciones de campo

pueden ser escritas equivalentemente en un sistema de coordenadas xμ o en

otro arbitrario x̄μ difeomorfo al primero. Esta equivalencia entre los distintos

sistemas coordenados puede ser interpretado como una libertad de norma de

la teoŕıa. Para analizar este último punto asumamos al igual que en las Refs.

[37, 38, 39], una transformación infinitesimal de coordenadas dada por:

x̄μ = xμ + ξμ(x); |ξμ|� |xμ|, (3.10)

donde ξμ es un vector infinitesimal arbitrario y x = (x0, x1, x2, x3, y). Veamos

cómo se transforman los tensores bajo (3.10). Sabemos que en general un

tensor Q se transforma bajo una cambio de coordenada x → x̄, de la siguiente

manera

Q
μ···
ν··· (x̄) =

∂x̄μ

∂xα
· · · ∂xβ

∂x̄ν
· · ·Qα

β (x) .

Para estudiar las transformaciones de norma comparemos Q(x) con Q(x).

Con el objetivo de hacer más comprensible el análisis empezaremos estu-

diando un campo escalar ϑ. En este caso la ley de transformación es trivial:

ϑ̄(x̄) = ϑ(x). Ahora, de la definición (3.10) obtenemos las siguientes relacio-

nes

∂x̄μ

∂xν
= δμ

ν + ∂νξ
μ, ∂ν =

∂

∂xν
, (3.11)
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∂xμ

∂x̄ν
= δμ

ν − ∂νξ
μ. (3.12)

Desarrollemos ϑ̄(x̄) en serie de Taylor respecto a ξ hasta primer orden

ϑ̄(x̄) = ϑ̄(x) +

(
∂ϑ̄

∂x̄α

)∣∣∣∣
ξ=0

ξα,

si tenemos en cuenta (3.11), (3.12) y sólo consideramos términos hasta primer

orden en ξ, se obtiene que

ϑ̄(x̄) = ϑ̄(x) + ξα∂αϑ.

Esto tiene como consecuencia la siguiente relación

ϑ̄(x) = ϑ(x) − ξα∂αϑ.

La fórmula anterior se puede escribir equivalentemente de la siguiente forma

ϑ̄(x) = ϑ(x) − Lξϑ,

donde Lξϑ = ξα∂αϑ y hemos denotado Lξϑ como derivada de Lie del esca-

lar ϑ respecto al vector ξ. Veamos cómo se transforma un campo vectorial

bajo una transformación de norma. Sea W μ un campo vectorial, la ley de

transformación para tal objeto es:

W
μ
(x̄) =

∂x̄μ

∂xν
W ν(x).

Usando la relación (3.11), podemos escribir la expresión anterior de la si-

guiente manera

W
μ
(x̄) = W μ(x) + W ν(x)∂νξ

μ(x),
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análogamente al caso del campo escalar se tiene que

W
μ
(x̄) = W

μ
(x) +

(
∂W

μ

∂x̄α

)∣∣∣∣∣
ξ=0

ξα.

Si consideramos sólo términos de primer orden de pequeñez en ξ, obtenemos

la siguiente relación:

W
μ
(x) = W μ(x) + W ν∂νξ

μ − ξν∂νW
μ.

Nuevamente podemos reconocer en la igualdad anterior la derivada de Lie

del vector W μ respecto a ξ, la cual está dada por:

LξW
μ = ξν∂νW

μ − W ν∂νξ
μ.

Siguiendo el mismo procedimiento de los dos casos anteriormente estudia-

dos, se puede demostrar que un tensor Q de rango mayor que uno, bajo

transformaciones de norma, toma el siguiente aspecto [38, 39]:

Q(x) = Q(x) − LξQ(x). (3.13)

En el caso de la métrica, la expresión para la derivada de Lie se simplifica

notablemente:

Lξgμν = ∇μξν + ∇νξμ. (3.14)

La identidad (3.13) nos muestra que una teoŕıa covariante que involucre

cantidades tensoriales Q puede ser escrita de manera equivalente en términos

de los campos Q(x) o de los campos Q(x).

Nuestra próxima tarea es conocer cómo se afecta δgμν cuando cambia-

mos la norma. Para ello, analicemos la transformación de g
(p)
μν bajo (3.10).
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Aplicando (3.13) para el caso de la métrica perturbada, obtenemos

g(p)
μν (x) = g(p)

μν (x) − Lξg
(p)
μν (x).

Ahora, si tenemos en cuenta (3.1) y consideramos sólo términos hasta primer

orden en δgμν y ξ, la expresión anterior se transforma en:

g(p)
μν (x) = gμν(x) + δgμν(x) − Lξgμν(x).

Entonces, esto tiene como consecuencia la siguiente identidad

δgμν(x) = δgμν(x) − Lξgμν(x). (3.15)

En la igualdad anterior hemos usado que δgμν(x) = g(p)
μν (x) − gμν(x).

Finalmente, recordando (3.14), podemos expresar (3.15) de una manera

más operativa [37, 38, 39]:

δgμν(x) = δgμν(x) −∇μξν(x) −∇νξμ(x). (3.16)

En general, si tenemos un tensor arbitrario Q(p) definido sobre la variedad

M (p) que se desv́ıa en una pequeña cantidad δQ respecto a un tensor Q

asociado a la variedad de fondo M , se puede demostrar de manera análoga

al caso de la métrica, la siguiente igualdad

δQ(x) = δQ(x) − LξQ(x).
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Caṕıtulo 4

Perturbaciones en membranas

gruesas para una métrica no

factorizable

En este Caṕıtulo retomaremos el tema de las perturbaciones en teoŕıas

con campos escalares estudiadas en el Caṕıtulo anterior. Con este motivo

consideremos el elemento de ĺınea de fondo (2.20), definido por:

ds2 = e2A(y)ηmndxmdxn + dy2.

Las ecuaciones del fondo asociadas a tal elemento están dadas por (2.28),

(2.29) y (2.30).
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4.1. Elección de la norma

Ahora, tomemos la siguiente métrica sobre la variedad perturbada M (p)

ds2
p =

(
e2A(y)ηmn + Hmn

)
dxmdxn + Hm5dxmdy + (1 + H55) dy2. (4.1)

De manera general, las ecuaciones de campo perturbadas están dadas por

(3.8) y (3.9). Resolver dicho sistema de ecuaciones aún para el caso de (4.1) es

una tarea complicada, debido al acoplamiento entre las distintas componentes

de Hμν y δφ. Una manera de simplificar el problema es fijar una norma

particular e interpretar los resultados en dicha norma. Al igual que en las

Refs. [27, 29, 33, 34, 35, 40, 41], elijamos un sistema coordenado Gaussiano

normal1, el cual está dado por las 5 condiciones siguientes:

H5μ = 0.

Ahora, demostremos que al menos para nuestro caso siempre es posible es-

cojer esta norma. Del Caṕıtulo anterior, sabemos que una transformación

infinitesimal de coordenadas x̄μ = xμ + ξμ induce sobre Hμν un cambio dado

por

Hμν(x) = Hμν(x) −∇μξν(x) −∇νξμ(x),

en nuestro caso xμ = (xm, y). Usando la métrica de fondo (2.20) y los śımbolos

de Christoffel asociados a ella, obtenemos:

H55(x) = H55(x) − 2∂5ξ5(x), (4.2)

H5m(x) = H5m(x) − ∂5ξm(x) − ∂mξ5(x) + 2A′ξm(x), (4.3)

1También conocido como norma axial.
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Hmn(x) = Hmn(x) − ∂mξn(x) − ∂nξm(x) − 2A′ηmne2Aξ5(x), (4.4)

nuevamente la (′) denota derivada respecto a y.

En el nuevo sistema coordenado xμ, impongamos que H5μ = 0. Esto nos

gúıa al siguiente sistema de ecuaciones

2∂5ξ5(x) = H55(x), (4.5)

∂5ξm(x) + ∂mξ5(x) − 2A′ξm(x) = H5m(x). (4.6)

La solución del sistema anterior se puede hallar de manera directa y está dada

por:

ξ5(x
m, y) =

1

2

∫
H55(x

m, y)dy + ξ̂5(x
m), (4.7)

ξn(xm, y) = e2A

∫
e−2AH5n(xm, y)dy − (4.8)

−e2A

∫
e−2A∂nξ5(x

m, y)dy + e2Aξ̂n(xm),

donde ξ̂5(x
m) y ξ̂n(xm) son funciones arbitrarias que no dependen de la coor-

denada extra y.

Por otra parte, en consecuencia de la covarianza del modelo, podemos

asegurar que en los dos sistemas coordenados xμ y x̄μ = xμ + ξμ se cumplen

las ecuaciones de campo. Luego, las relaciones (4.7) y (4.8) expresan que

dado un sistema coordenado xμ con una métrica perturbada (4.1) podemos

hallar un nuevo sistema x̄μ = xμ + ξμ donde H5μ = 0. Esto implica que en el

nuevo sistema x̄μ la métrica perturbada adopte una forma más simple:

ds2
p =

(
e2A(ȳ)ηmn + Hmn

)
dx̄mdx̄n + dȳ2. (4.9)
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Sea Hmn = e2A(ȳ)h̄mn, reescribiendo (4.9) en términos de la perturbación h̄mn,

tenemos

ds2 = e2A(ȳ)
(
ηmn + h̄mn

)
dx̄mdx̄n + dȳ2. (4.10)

Utilizando la fórmula (3.5) y el elemento de ĺınea (2.20), la perturbación del

tensor de Ricci a primer orden en la norma axial, se reduce a [27, 41]

δRmn = −e2A(
1

2
∂2

ȳ + 2A′∂ȳ + A′′ + 4A′2)h̄mn − 1

2
�(4)h̄mn

−1

2
ηmne2AA′∂ȳ(η

klh̄kl) − 1

2
ηkl(∂m∂nh̄kl − ∂m∂kh̄nl − ∂n∂kh̄ml), (4.11)

δR55 = −1

2
(∂2

ȳ + 2A′∂ȳ)η
klh̄kl, (4.12)

δRm5 =
1

2
ηkl∂ȳ(∂kh̄ml − ∂mh̄kl), (4.13)

donde hemos usado el operador de d’Alembert en 4D definido por: �(4) ≡
ηij∂i∂j. Además, las componentes del tensor de enerǵıa momento a primer

orden están dadas por:

δT55 = 4δφ′φ′ +
4

3

∂V

∂φ
δφ, (4.14)

δT5m = 2φ′∂mφ, (4.15)

δTmn =
4

3
e2A

(
ηmn

∂V

∂φ
δφ + h̄mnV (φ)

)
. (4.16)

La variación del operador de d’Alembert en 5D aplicado sobre φ toma la

forma:

δ(�(5)φ) = (δφ)′′ + e−2A�(4)δφ +
1

2
φ′∂ȳ(η

mnh̄mn) + 4A′(δφ)′. (4.17)
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Ahora, consideremos el caso más simple en el que la fluctuación δφ alrededor

del campo escalar de fondo φ es nula. Bajo esta suposición y usando las

ecuaciones del fondo (2.28), (2.29) y (2.30), las ecuaciones de Einstein a

primer orden adoptan la forma:

−e2A(
1

2
∂2

ȳ + 2A′∂ȳ)h̄mn − 1

2
�(4)h̄mn − 1

2
ηmne2AA′∂ȳ(η

klh̄kl) − (4.18)

−1

2
ηkl(∂m∂nh̄kl − ∂m∂kh̄nl − ∂n∂kh̄ml) = 0,

−1

2
(∂2

ȳ + 2A′∂ȳ)η
klh̄kl = 0, (4.19)

1

2
ηkl∂ȳ(∂kh̄ml − ∂mh̄kl) = 0. (4.20)

La ecuación de Klein–Gordon perturbada se reduce a [41]:

1

2
φ′∂ȳ(η

mnh̄mn) = 0. (4.21)

Resolviendo simultáneamente las ecuaciones (4.19) y (4.21) obtenemos que:

h̄ = ηklh̄kl = c(x̄n), (4.22)

donde c(x̄n) es una función arbitraria que no depende de la coordenada extra

ȳ. Por otra parte, si sustituimos el resultado anterior en (4.20), se tiene que

∂lh̄ml = dm(x̄n) + ∂mc(x̄n). (4.23)

Nuevamente, dm(x̄n) es una función que sólo dependen de las coordenadas

4D. A diferencia de c(x̄n) esta nueva función no es arbitraria, esto es conse-

cuencia de que al calcular la “traza” de (4.18) respecto a ηmn se obtiene una

condición adicional para dm(x̄n) dada por

∂ldl(x̄
n) = 0.
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Ahora, de (4.7) y (4.8) observamos que aún tenemos libertad para elegir

las funciones ξ̂5(x
m) y ξ̂n(xm), en otras palabras, podemos escojer un nuevo

sistema coordenado x̂μ = x̄μ+εμ(x̄), tal que en este nuevo sistema se preserve

la norma axial Ĥ5μ = 0. De esta manera el vector ε adquiere el siguiente

aspecto [41]

εm = e2A(ȳ)

(
−

∫
dȳe−2A(ȳ)∂mε̂5(x̄) + ε̂m(x̄)

)
, ε5 = ε̂5(x̄), (4.24)

donde las funciones ε̂m and ε̂5 son independientes de la coordenada y. Si

tomamos en cuenta (4.4) y la definición Ĥmn = e2Aĥmn, las componentes

cuadridimensionales de ĥmn se reducen a:

ĥmn = h̄mn − ∂mε̂n − ∂nε̂m + 2

∫
dȳe−2A(ȳ)∂m∂nε̂5 − 2ηmnA′(ȳ)ε̂5. (4.25)

De la estructura de las ecuaciones de campo perturbadas, vemos que es con-

veniente escojer la norma transversa y sin “traza”. En otras palabras, tene-

mos que encontrar funciones εn y ε5 de tal manera que ĥ = ηmnĥmn = 0 y

∂lĥlk = 0. De (4.22), (4.23) y (4.25), la condición transversa y sin “traza” es

de la siguiente forma

c(x̄n) − 2∂lε̂l + 2

∫
dȳe−2A�(4)ε̂5 − 8A′ε̂5 = 0, (4.26)

dk(x̄
n)+∂kc(x̄

n)−∂l∂lε̂k−∂k∂
lε̂l+2

∫
dȳe−2A∂k(�

(4)ε̂5)−2A′∂k ε̂5 = 0. (4.27)

Ahora, escojamos ε̂5 = 0. Esta elección reduce el sistema de ecuaciones

(4.26) y (4.27) a:

�(4)ε̂k = dk +
1

2
∂kc, (4.28)
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∂lε̂l =
1

2
c. (4.29)

Las ecuaciones anteriores se pueden reexpresar de la siguiente manera

∂lFlk = dk, (4.30)

∂lε̂l =
1

2
c, (4.31)

donde Flk = ∂lε̂k − ∂k ε̂l. Estas ecuaciones son invariantes bajo el cambio de

norma dado por

ε′k = ε̂k + ∂kχ,

d′
k = dk,

c′ = c + 2∂l∂lχ,

donde χ es una función arbitraria que depende de las coordenadas 4D, lo

cual no es inesperado si tenemos en cuenta la similitud del sistema (4.30)

y (4.31) con las ecuaciones de Maxwell en la norma de Lorentz. Luego, el

sistema (4.30) y (4.31) es equivalente a

∂lF ′
lk = d′

k, (4.32)

∂lε′l =
1

2
c′. (4.33)

Puesto que la función χ es arbitraria, entonces la elejimos convenientemente

de la siguiente manera

∂l∂lχ = −1

2
c.

Esto implica que el sistema (4.32) y (4.33) es equivalente a

∂lF ′
lk = d′

k, (4.34)
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∂lε′l = 0. (4.35)

El sistema anterior es estructuralmente equivalente a las ecuaciones de Max-

well inhomogéneas con una cuadricorriente dada por Jk = d′
k bajo la norma

de Lorentz. Sabemos que las ecuaciones de Maxwell tienen solución para una

cuadricorriente arbitraria. Luego, esto implica que la condición transversa y

sin “traza” es compatible para el sistema (4.18), (4.19), (4.20) y (4.21), el

cual se reduce a una única ecuación dada por [27, 34, 41]:

(∂2
ŷ + 4A′∂ŷ)ĥmn + e2A�(4)ĥmn = 0. (4.36)

Ahora comparemos esta última ecuación con la ecuación de onda de un campo

escalar arbitrario ϕ̂ libre y no masivo; para el caso de la métrica (2.20) dicha

ecuación está dada por

�(5)ϕ̂ =
(
∂2

ŷ + 4A′∂ŷ + e2A�(4)
)
ϕ̂ = 0.

De aqúı que en la norma axial, transversa y sin “traza”, las perturbaciones de

la métrica se comporten como un campo escalar libre no masivo que obedece

la ecuación de onda en 5D. Además, como era de esperar én la relación

(4.36), existe una solución que describe el ”gravitón” cuadridimensional, el

cual está dado por [27, 35, 36]

2ĥmn = Cmneipx̂,

donde p2 = −m2 = 0 y Cij es constante.
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4.1.1. Ecuación de Schrödinger

Con el objetivo de facilitar el análisis de (4.36) introduzcamos la variable

z definida como dz = e−Adŷ, este cambio de variables transforma la métrica

de fondo a una conformemente plana. Luego, (4.36) reescrita en la variable

z se transforma en [27, 29, 34, 35, 36, 46]

(∂2
z + 3Az∂z + �(4))ĥmn = 0, (4.37)

donde Az = dA
dz

.

Adoptemos el siguiente ansatz ĥmn = eipxe−3A/2Ψmn(z), esto hace que

(4.37) se transforme en una ecuación del tipo Schrödinger

[∂2
z − VSch(z) + m2]Ψ = 0, (4.38)

donde hemos suprimido los sub́ındices mn para hacer más breve la notación;

además, Vsch es el análogo del potencial mecánico cuántico y está dado por

Vsch(z) ≡ 3

2
Azz +

9

4
(Az)

2. (4.39)

En este trabajo la norma para las fluctuaciones será la norma convencional

usada en Mecánica Cuántica [27, 29]

||Ψ||=
∫

|Ψ|2dz. (4.40)

Por otro lado, si definimos el operador [27, 29, 34, 35, 47]

Q = −∂z +
3

2
Az,
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el operador adjunto asociado es

Q† = ∂z +
3

2
Az.

Luego, (4.38) se puede expresar como

(Q†Q)Ψ = m2Ψ.

Se puede demostrar de manera análoga al problema del oscilador armónico en

Mecánica Cuántica que Q†Q es un operador hermı́tico semidefinido positivo;

entonces no existen modos con “enerǵıa” negativa, lo cual es necesario para

la estabilidad del fondo gravitacional.

El espectro de la “función de onda” Ψ, está determinado por el “potencial

mecánico cuántico” Vsch(z) y a la vez dicho potencial está dado en términos

de A, por tanto, las soluciones de fondo determinan el espectro de Ψ. Ahora,

como se muestra en [27, 28, 29, 34, 35, 36, 40], la función de onda del modo

cero toma la siguiente forma

Ψ0(z) = e
3
2
A(z). (4.41)

Además de (4.40) tenemos que la condición para tener gravedad cuadridi-

mensional localizada es que Ψ0(z) sea normalizable; en otras palabras∫
dz|Ψ0|2 < ∞.

En lo que resta del Caṕıtulo nos proponemos estudiar algunas caracteŕısticas

generales relacionadas con el espectro de las fluctuaciones gravitacionales.
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El espectro de (4.38) se ha estudiado para distintos modelos de membranas

gruesas.2

En [27, 29, 34] se estudian modelos donde la gravedad cuadridimensional

está localizada, el escalar de Ricci en 5D es regular, pero no hay salto en

el espectro de masas de las fluctuaciones, lo cual no es deseable si queremos

tener una teoŕıa de campos efectiva bien definida.

Por otra parte, también existen modelos [28, 35, 36, 46] donde la gravedad

cuadridimensional se localiza, hay un salto en el espectro de masas, pero el

escalar de curvatura en 5D es singular en la frontera de la variedad.

Luego, esto sugiere el análisis en el marco de las membranas gruesas de

la relación entre los siguientes aspectos:

1. Localización de la gravedad cuadridimensional en el mundo membrana

5D.

2. Suavidad del escalar de Ricci en 5D.

3. Existencia de un salto en el espectro de masas de las excitaciones gra-

vitacionales.

El escalar de Ricci en términos de la variable z toma el siguiente aspecto

R = 4(2∂2
zA + 3(∂zA)2)e−2A. (4.42)

Si tenemos en cuenta (4.39), (4.41) y (4.42) se puede observar una ligadura

2Lo que es equivalente a distintos potenciales de autointeracción V (φ).
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entre las cantidades R, Vsch y Ψ0, la cual se reduce a

Vsch =
3

16
Ψ

4
3
0 R. (4.43)

La igualdad anterior impide que se puedan satisfacer simultáneamente los 3

requisitos planteados; veamos cómo esto ocurre. Primeramente para que el

modo cero sea localizado, Vsch debe ser tipo pozo de potencial con el mı́nimo

global menor que cero. Sin perder generalidad consideremos que −∞ < z <

∞. Ahora, analicemos todos los casos posibles.

a) Supongamos que se cumplen los puntos 1 y 2. Al estar el modo cero

localizado, entonces se tiene que Ψ0 → 0 cuando z → ∞. Por otra

parte tenemos que R → �= 0 cuando z → ∞, entonces de (4.43) se

concluye que Vsch → 0. En otras palabras no hay salto en el espectro

de masas.

b) Si 1 y 3 son ciertos, entonces, Ψ0 → 0 cuando z → ∞ y Vsch → V± > 0

cuando z → ±∞, entonces al menos cuando z → ∞ se tiene que

R → ∞, lo que hace el escalar de Ricci en 5D singular.

c) Si 2 y 3 son ciertos, en este caso Vsch → V± > 0 cuando z → ±∞ y R →
�= ∞ en z infinito, luego, esto implica que Ψ0 → �= 0 cuando z → ∞. En

este caso no logramos localización de la gravedad cuadridimensional.

De esta manera se demuestra que en este tipo de modelos es imposible satis-

facer simultáneamente los 3 requisitos.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

En este trabajo se consideraron membranas gruesas generadas en el sis-

tema de gravedad pentadimensional mı́nimamente acoplada a un campo es-

calar real que depende sólo de la quinta dimensión, al igual que el factor de

deformación de la métrica.

Posteriormente se estudiaron las perturbaciones de la métrica en la norma

axial, transnversa y sin traza para el sector en el que las fluctuaciones del

campo escalar son nulas. En este marco se demostró la consistencia de la

elección de dicha norma.

Se analizó la relación existente entre los siguientes aspectos en mebranas

gruesas:

· Localización de la gravedad cuadridimensional en el mundo membrana

5D.

· Suavidad del escalar de Ricci en 5D.
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· Existencia de un salto en el espectro de masas de las excitaciones gra-

vitacionales.

Como resultado, se obtuvo que en el marco de las configuraciones consi-

deradas, si se desea localizar la gravedad 4D en las membranas anchas y se

exige que el escalar de curvatura se comporte de manera regular, entonces

el potencial mecánico cuántico tiende a cero asintóticamente y, por lo tanto,

no hay salto en el espectro de masas de las excitaciones de Kaluza–Klein del

campo gravitatorio.

Por otro lado, si se requiere que la gravedad 4D se localice en las membra-

nas anchas y se exige que haya un salto en el espectro de masas de los modos

axiales, transversos y sin traza de las fluctuaciones de la métrica, es decir,

que el potencial mecánico cuántico tienda asintóticamente a valores finitos

mayores que cero, entoces el escalar de curvatura necesariamente desarrolla

singularidades en las fronteras de la variedad pentadimensional.

Cabe señalar que este es un resultado original de este trabajo.

Por otro lado, en el futuro cercano se tiene planeado desarrollar la presente

investigación a lo largo de las siguientes ĺıneas:

· Análisis de la dinámica de las perturbaciones en el caso en el que las

fluctuaciones del campo escalar son distintas de cero, haciendo uso del for-

malismo de fluctuaciones cosmológicas en mundos membrana [42], [43].

· Estudio del problema de las correcciones a la ley de Newton para el

caso en el que las fluctuaciones del campo escalar son distintas de cero en las

membranas gruesas.
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· Análisis detallado de la localización de la gravedad cuadridimensional

en membranas gruesas cuando las fluctuaciones del campo escalar no son

triviales.
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Apéndice A

Cantidades geométricas útiles

Dada la siguiente métrica

ds2 = e2A(y)ηmndxmdxn + dy2,

los śımbolos de Christoffel asociados están dados por

Γi
jk = 0, Γy

ij = −A′ηije
2A,

Γi
yj = A′δi

j, Γy
yj = 0,

Γi
yy = 0, Γy

yy = 0.

Además, las componentes del tensor de Ricci en 5D toman el siguiente as-

pecto

Rmn = −e2A(A′′ + 4A′2)ηmn, (A.1)

Rm5 = 0, (A.2)

R55 = −4(A′′ + A′2), (A.3)
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donde A′ = dA
dy

. Por otra parte el escalar de curvatura en 5D es

R = −4(5(A′)2 + 2A′′).

Si hacemos el cambio de variables dz = e−Ady la nueva métrica es con-

formemente plana y está dada por

ds2 = e2A(z)
(
ηmndxmdxn + dz2

)
,

Finalmente, el escalar de Ricci asociado es

R = 4(2∂2
zA + 3(∂zA)2)e−2A. (A.4)
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