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Capitulo 1

Introduccion

Muchos problemas en la naturaleza son modelados mateméaticamente mediante
ecuaciones diferenciales, por ejemplo en Mecénica Clésica la segunda ley de New-
ton da lugar a resolver una ecuacién diferencial, o bien en la Mecénica Cuéntica,
donde tenemos la ecuacién de Schrédinger. Para éstos y otros ejemplos, existen
soluciones que se obtienen de forma analitica, bajo ciertas suposiciones.

Sin embargo, es posible encontrarse con modelos mateméaticos cuyas ecuaciones
diferenciales no pueden resolverse de forma analitica. Para estos problemas, es
necesario buscar métodos alternativos de solucién. Es aqui donde los métodos
numéricos toman una gran relevancia para aproximar una solucién de estos
problemas.

Consideremos, por ejemplo, un sistema de un agujero negro supermasivo que
tiene una particula, tal como una estrella, orbitando alrededor de él. Si las
dimensiones de ambos son tales que el cociente entre la masa de la particula y el
objeto supermasivo es pequeno, podemos considerar en primera aproximacion
que la estrella sigue la trayectoria de una geodésica para una particula libre
alrededor del agujero negro. Ya que el campo gravitacional de la particula seria
mucho menor con respecto al campo generado por el objeto supermasivo.

Entonces en sistemas binario, agujero negro - estrella, la presencia de un obje-
to que se encuentra orbitando alrededor del agujero negro modifica el espacio
tiempo en el que se encuentra inmerso. Esto da lugar a la generacion de On-
das Gravitacionales, por lo que el sistema pierde energia por la radiacion de las
mismas, modificando asi la trayectoria de las particulas provocando que even-
tualmente la particula disminuya la distancia que existe entre ella y el objeto
supermasivo, produciendo asi que sea absorvida por él.

Estas correcciones de la métrica pueden ser calculadas en primera aproximacion
mediante la teoria de perturbaciones de agujeros negros. Existen diversos tra-
bajos sobre las técnicas empleadas para realizar estas aproximaciones, tal es el
caso de formalismo adoptado para los agujeros negros que no tiene rotacion,
en el trabajo debido a Regge- Wheeler-Zerilli [1, 2]. Mientras que del caso de
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los agujeros negros rotando, descritos por la métrica de Kerr, el formalismo es
debido a los trabajo de Teulosky [3]. Para calcular la correcién de la trayectoria
débida a la pérdida de energia por la emision de ondas gravitacionales en un
sistema binario, se debe al trabajo de Gralla-Wald [4].

El hecho de considerar a una particula orbitando alrededor del objeto super-
masivo, da lugar a un tensor de Energia Momento distributivo de tipo delta de
Dirac. Esto lleva a una ecuacién tipo onda con una fuente distributiva.

Una de las formas de estudiar este tipo de ecuaciones diferenciales, es cambian-
do el problema de Ecuaciones Diferenciales Parciales (EDP) original con un
problema en la formulacion débil. Esto se hace tomando una funcién de prueba
y se multiplica por la ecuacién diferencial del problema, después integramos por
partes y bajamos el orden de las derivadas involucradas en el problema original,
pero bajo una integracion.

Al mismo tiempo que esta nueva formulacién débil del problema original nos
abre las puertas para implementar el Método de Galerkin para resolver este
problema, puesto que esta formulacién se adapta de forma exacta para bus-
car una solucién en un conjunto con diferentes caracteristicas al conjunto de
funciones infinitamente diferenciables. Este método encuentra una la soluciéon
en un espacio de Hilbert X asegurando su unicidad. Después aproxima dicha
solucion en un subespacio de X de dimensién finita, digamos X,, C X. Aqui
X,, puede ser un espacio de polinomios (esto lleva a los métodos espectrales)
o un espacio de funciones que solamente son distintas de cero en una region
pequeiia (lo que lleva a los elementos finitos). El método de los elementos finitos
ha sido implementado en el problema de una particula orbitando alrededor de
un agujero negro supermasivo para calcular la radiaciéon emitida en forma de
ondas gravitacionales [5].

En este trabajo estudiamos dos tipos de problemas en una dimensiéon espacial:
eliptico e hiperbolico. Llevamos a su formulacion débil estos problemas, en donde
podremos encontrar una soluciéon en un espacio de Hilbert X, y aproximamos
a la solucion expandiéndola en términos de un conjunto de funciones lineales a
trozos y distintas de cero solamente en un subjconjunto pequeno del intervalo
de defincién, de donde el método toma el nombre de Elementos Finitos.

Es tarea importante comprobar si la solucién del método que se obtiene al usar
elementos finitos converge a la solucion exacta del problema débil y a que orden
lo hace. Entonces en este trabajo buscamos estimar y controlar el error de la
solucion del problema débil que se encuentra en X con respecto de la solucién
aproximada, la cual se encuentra en X,, C X. Elemento importante en el proceso
de la estimacion del error, es la introduccion de la interpolante de la solucién
en X para el problema débil. La interpolante es pieza clave y fundamental en la
demostracion de la convergencia y estimacion de los errores en nuestro método
numeérico.

En el Capitulo 2 de este trabajo de tesis nos ocupamos del problema eliptico
en una dimensién. Una vez definido de forma precisa junto con condiciones de
frontera tipo Dirichlet, procedemos a formular el problema débil correspondiente



al problema eliptico, en donde la solucion para esta formulacion se encuentra
en un espacio de Hilbert X. Vemos como el producto escalar queda definido
mediante los datos que componen el problema eliptico en su forma primitiva,
también la fuente del problema original nos ayuda a construir un funcional
lineal que posteriormente junto con el lema de Riesz [6] nos ayudara a mostrar
la existencia y unicidad de la solucién en el espacio de Hilbert. Mostramos
también que la solucion depende de forma continua de la fuente definida en el
problema, eliptico. En este capitulo mostramos que la formulacién del problema
débil es equivalente a un problema variacional, donde variamos un funcional
definido sobre los elementos de X llamado Energia del Sistema [7].

Una vez encontrada la solucién en el espacio de Hilbert, procedemos a em-
plear el Método de Galerkin para buscar una aproximacién a la solucién en un
subespacio de dimension finita, y que como ya hemos mencionado tenemos un
subespacio de funciones lineales a trozos. Calculamos y estimamos los errores
de la solucién exacta con respecto a la interpolante de la solucién, la cual nos
ayuda a acotar los errores de la solucién exacta que se encuentra sobre X y la
solucion aproximada que se encuentra sobre el subespacio de dimensién finita
X,

Al momento de realizar la expansién de la aproximacion de la solucion en un
subespacio de dimension finita X,,, vemos que para encontrar la solucién aproxi-
mada x € X,,, el problema se reduce a resolver un sistema de ecuaciones lineales
de la forma Ax = J, donde A es una matriz tridiagonal de dimensién n x n,
siendo n la dimensién de X,,. Cada uno de los elementos de esta matriz tiene
relacion directa con los datos del problema eliptico, asi como J es un vector de
dimension n. Puesto que la matriz A es tridiagonal, se puede invertir de manera
eficiente [8, 7].

Una vez calculado x € X,,, un vector de dimensién n, mostramos un ejemplo de
la implementacion del Método de Elementos Finitos y algunos resultados que
tratan de demostrar que las cotas para el error asi como el orden de convergencia
del método son los correctos.

En el Capitulo 3, tomamos un problema hiperbélico en una dimension espacial,
con condiciones iniciales y condiciones de Dirichlet en la frontera. Este problema
se formula de forma débil siguiendo la misma idea que para el caso eliptico. La
diferencia aqui, es que tenemos dos variables en donde se puede integrar, la
temporal ¢ y la espacial x.

Tomamos entonces una funcién de prueba que depende de x compatible con las
condiciones a la frontera, la multiplicamos con la ecuacién e integramos sobre
la dimension espacial en donde esta definido el problema.

Esto nos lleva a una formulacion débil del problema, donde la solucion u(t)
depende de la variable temporal y por lo cual u(t) € X, tal que u : [0,00) — X,
donde nuevamente X es un espacio de Hilbert. Definimos la Energia Total del
Sistema, mediante la cual podemos estimar la solucién con respecto del dato del
problema hiperbdlico. En particular, esta estimacién nos permite demostrar la
unicidad y la dependencia continua del la solucién repecto del dato.
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Procedemos mediante el Método de Galerkin, a discretizar el espacio de Hilbert
X, en un subespacio de dimensién finita X,, donde buscaremos la aproximacién
para la solucién al problema débil. Sobre esta discretizacion e inspirados en la
Energia Total de Sistema, podemos controlar el error de la solucién aproximada
encontrada en el subespacio de dimension finita X,, C X.

Escogiendo a X,, como un conjunto de funciones lineales a trozos y distintas
de cero en subcojunto pequeno del intervalo de definicion, podemos expander
un(t) € X,, en términos de la base para X,,. En este caso, la dependencia
temporal es asignada a los coeficientes de la expansion.

Asi implementando esta expansion en la formulacién débil del problema, se
reduce a un sistema del tipo M@ + Ax = J, donde M y A son matrices tridia-
gonales y positivas definidas. La matriz M es invertible y el problema se reduce
a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales, con su respectiva
condicion inicial. Este sistema se llama el problema semidiscreto.

Para resolver este problema, usamos un método implicito descrito en [7]. De-
mostramos primero la consistencia con el problema semidiscreto. A conti-nuacion,
usando una version discreta de la Energia del Sistema, mostramos la estabili-
dad y convergencia del método implicito. Por tdltimo encontramos que para
implementar este método para la integraciéon en el tiempo y asi encontrar una
aproximacion a la solucién del problema débil tenemos dos sistemas del tipo
Bx = b, donde B es una matriz tridiagonal de dimensién n x n, los cuales
funcionan de forma acoplada.

Finalmente, en las Conclusiones resumimos los resultados mas importantes
que se pueden apreciar en este trabajo de tesis, tales como la comprobacion de
los resultados tedricos de convergencia con los resultados numéricos para el caso
eliptico, y los resultados teéricos sobre la convergencia del método semidiscreto
y del método implicito para el caso del problema hiperbdlico.

En el apéndice mostramos algunos resultados técnicos los cuales eran dema-
siado extensos para presentarse en el contenido de trabajo de tesis, pero cuyos
resultados forman parte del desarrollo del trabajo mismo.



Capitulo 2

Problema Eliptico

En este capitulo, consideramos un problema eliptico lineal. Primero, se reescribe
el problema en su forma débil abstracto, el cual consiste de tener un espacio de
Hilbert X, junto con su producto escalar (-,-) definido sobre sus elementos, y
un funcional lineal f acotado sobre él. De tal forma que se pueda plantear con
ayuda del lema de Riesz la formulacion abstracta del problema débil. Es decir,
encontar una u € X tal que (u,v) = f(v) para toda v € X.

El método de Galerkin consiste basicamente en aproximar tal solucion v € X,
mediante una funcién que se encuentra en un subespacio de dimension finita,
X, C X. Consideramos que la formulacién débil del problema también es valida
sobre cualquier subespacio cerrado de X.

La eleccion del subespacio de dimension finita X,,, hace que el método de
Galerkin adopte diferentes nombres, por ejemplo los Métodos Espectralesy Méto-
dos de Elementos Finitos. La principal diferencia entre estos métodos radica en
que el primero aproxima la soluciéon mediante un conjunto de funciones que son
analiticas (polinomios) en todo el intervalo de definicién; mientras que el segun-
do, aproxima la solucién mediante un conjunto de funciones que son suaves por
trozos y diferentes de cero solamente en un subconjunto pequeno del dominio
de definicién.

Por esta razon, los Métodos Espectrales son referidos como Métodos de aproxi-
macién global, mientras que a los Elementos Finitos los reconocemos como méto-
dos de aproximacion local. Nosotros estaremos trabajando con los Elementos
Finitos y tomaremos como subconjunto de X funciones que son lineales por
trozos.

Demostraremos de manera analitica como con experimentos numéricos que este
método converge a la solucién exacta del problema cuando aumenta la resolu-
cion.
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2.1. Formulacién débil del problema eliptico en
una dimensién

Definimos en esta primera seccién el problema eliptico, junto con sus condiciones
de frontera. Una vez definido, lo llevamos hasta una formulacién débil, este
proceso nos da las herramientas para encontrar una solucién sobre un espacio
de Hilbert, donde el producto interno que estd definido sobre él, necesita de
algunos datos de la definicion del problema original, asi como un funcional lineal
acotado.

Aplicando el Lema de Riesz sobre él, encontramos que la solucién existe y es tni-
ca. Definimos la Energia del Sistema y vemos que el problema en su formulacién
débil es equivalente a un problema variacional.

Planteamos primero el siguiente problema eliptico en una dimensién, sobre el
intervalo I = [0,1] C R.

Definicién: 2.1.1 (Definicién del problema eliptico.) Sea I C R, tal que

I =10,1]. Y sean las funciones v y F, definidas sobre I de tal forma que tales
funciones son al menos clase C°(I),

v, F:ICR—=R, (2.1)
donde

~v(z) >0, Vx € I. (2.2)

Entonces tenemos que encontrar una u al menos clase C2(I), tal que satisface
la ecuacion diferencial

da?

- 2] ulo) = P, (23)

junto con las condiciones a la frontera

u(0) =u(1) =0. (2.4)
Dada una F ¢ C°(I), la solucion u del problema eliptico no tiene por que ser
continua sobre el intervalo de definicién. Para tratar de encontrar una solucion

a este tipo de problemas definimos un conjunto de funciones de prueba.

Definicién: 2.1.2 (Conjunto de funciones de prueba.) Sea C;°, conjun-
to de funciones ¢ de variable real sobre el intervalo I C R tal que

C5° = {6 € C™[0,1]]6(0) = 6(1) = 0} (2.5)

a este conjunto le llamamos conjunto de funciones de prueba.
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Ahora hacemos el producto de cualquier funciéon de prueba ¢ € Cp° con la
ecuacion diferencial (2.3) e integramos sobre el dominio de definicién

/ () U g 4 / ()Y (@)ulz)de = /0 @ F@dr. (26)

Podemos observar que

u\x X u\xr 2U x
£ (o) i)

de donde se obtiene facilmente

/¢ /0 dii) d;)d:c—/ol(zc(gb(x)dz(f))dz. (2.8)

Ahora veamos el segundo término de la derecha de la ecuacion (2.8),

b d(¢(x)du(z)/dx) _
/0 pi dz =0, (2.9)

T dx

ya que ¢ se anula en la frontera debido a que ¢ € C}°.

Por esta razén (2.8) se reduce a la expresion

! Pu(z) [ de(x) du(z)
_/0 9(x) dx? dx—/o dr dz 4, (2.10)

y por tanto (2.6) se puede escribir de la forma

‘ ! dole) dule) gy (1 () y(x)u(e)de = [ (x) F(x)da. (2.11)

dx

La ecuacion (2.11) nos da oportunidad de definir la formulacion débil del pro-
blema eliptico de manera formal de la siguiente manera:

Definicién: 2.1.3 (Formulacién Débil del Problema Eliptico.) Sea el pro-
blema eliptico dado en la definicion (2.1.1), entonces la formulacién débil del
problema consiste en encontrar una funcion u definida sobre I C R, tal que
satisface la ecuacion (2.11), V¢ € Cp°.

Podemos observar que la formulaciéon débil, requiere que la derivada de u y ¢
sean de cuadrado integrables, ésto motiva a la siguiente definicion:
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Definicién: 2.1.4 (Derivada débil.) Eziste la derivada de u € L*(I) en el
sentido débil, si podemos encontrar v € L*(I), tal que

1 1
/ v(x)op(x)dr = —/ w(z)d (x)dz, Yo € C°[0,1]. (2.12)
0 0

Entonces decimos que u' = v, en el sentido débil.

Ahora podemos definir el conjunto de funciones donde buscaremos las soluciones
como

Definicién: 2.1.5 (H') Sea H' el conjunto de funciones que son de cuadrado
integrables sobre el intervalo I C R, y que su derivada v’ existe en el sentido
débil, es decir,

H' := {u € L*(I)|Eziste ' € L*(I), en el séntido débil.}. (2.13)

El espacio H! es mas grande que el espacio C*(I) de funciones continuamente
diferenciables. Por ejemplo, contiene las funciones que son continuas y lineales
por trozos.

Si definimos el siguiente producto escalar sobre H?!,

(u, V)1 = (u,v) g2 + (', 0") 2, u,v € H, (2.14)

donde (u,v)r2 = fol uvdr < oo para u,v € L*(I), entonces H! es un espacio
de Hilbert, ver el apéndice.

Para buscar soluciones sobre un conjunto que sea compatible con las condiciones
de frontera, usaremos el siguiente lema.

Lema: 2.1.1 Sea u € Hl, entonces u posee un representante continuo en u €
co(I), y
lulloo < V2| ullgr, Yu e HY. (2.15)

Demostracion. Para ver una demostracién de este lema véase el apéndice

(A.0.5).

Ahora bien, podemos implementar las condiciones de frontera (2.4), las cuales
piden que la solucién se anule en x =0y x = 1.

Definicién: 2.1.6 (H!) Sea el conjunto de funciones de variable real definido
de la siguiente forma:

H} = {u e H"u(0) = u(1) = 0}. (2.16)

y que esta provisto del mismo producto escalar como en H'.
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Como consecuencia del Lema 2.1.1, H} es un subespacio cerrado de H', y por
lo tanto es completo.

Asi que si buscamos las soluciones en este cojunto H}, podemos definir una
operacion de producto interno usando (-, ) 1.

Regresando a nuestro problema eliptico, en su formulacion débil (2.11), podemos
definir de forma natural un producto interno similar a (-, ) g1.

Definicién: 2.1.7 (Producto Interno Q,(u,v)) Seanu,v € H}, entonces se

define Q~(-,-) tal que

Q.Y:H;xH;—MR:

1 1 2.17
(10) = Qy(00) 1= [ @' @pdo+ [ A(@)ola)o(a)ds, 210

Podemos ver que @, (u,v) es lineal en la primer entrada, si reemplazamos u por
u = uj + aug, con a € R, uy,uz € H} vemos que

Q+(u,v) = Qy(u1 + aug, v) = Q~(u1,v) + aQ(us2,v). (2.18)

De forma anéloga es lineal en la segunda entrada, reemplazando v por v =
vy + PBug tal que B € R, uy,us € H! obtenemos que

Q~(u,v) = Qy(u, v1 + Pr2) = Q4 (u, v1) + LQ~(u, v2). (2.19)

Por lo tanto Q,(-,-), es bilineal. Es facil observar que tiene la propiedad de la
simetria, Q~(u,v) = Q~(v,u), Vu,v € H}.
También podemos definir el siguiente funcional lineal.

Definicién: 2.1.8 (Lp(v)) Sean F € L? y ¢ € H! entonces podemos definir
Lg tal que

1
Lp:H! -=R:¢w Lp(¢):= /0 F(z)¢(x)dx. (2.20)

Podemos ver que Lp es lineal, Lp(vi + fva) = Lp(v1) + SLp(v2) para todo
v1,v9 € H! y todo 8 € R.

Definicién: 2.1.9 (Formulacién Débil del Problema Eliptico.) Decimos que
u € H} es solucion del problema eliptico en su formulacion débil si tenemos que

Q- (u,v) = Lrp(v), Yv € H.. (2.21)
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Observacién: 2.1.1 Podemos notar que si u € H2, es decir, en un conjunto
de funciones de variable real donde u”(x) se pueda formular en su forma débil,
entonces u(z) también seria solucion para la ecuacion diferencial (2.3) con las
condiciones de frontera dadas por (2.4).

2.1.1. Caso Particular con v(z) = 1.
Consideramos primero el caso en el que v es una constante y en particular

~v(z) =1, Yx € [0,1]. (2.22)

Con esto tenemos de forma inmediata que el producto interno

1 1 1 1
u) = | Wdd de = | W'¢'d dz = (b, u) o |
Q~ (¢, u) /quS x—i—/o ~yupdz /quS x—i—/o updr = (¢, u) gy

y entonces de forma inmediata se tiene que los dos productos internos Q- y
(-,+)z1 coinciden en su definicion.

Tomemos, por otra parte, el funcional lineal Lg, y busquemos una cota para el

< (/01 F(az)de>

1/2 1/2

(/01 ¢(x)2dx) (2.23)

= 1FllzllllL2.  (2:24)

Lr()] = / F(2)g()de

Usando que

ollL2 < |¢l|m, (2.25)

lo cual se puede ver directamente de la defincion de || - || g

1115, = lI$lIZ2 + 16122 > ISIIZ--

Y usando este resultado obtenemos que

[Le(O)] < [IF|2||¢l] - (2.26)

Por otra parte, exigiendo que la F' sea tal que ||F||z2 < C, tenemos que Lp es
acotado para toda ¢ € H!, y como Lp(-) es lineal tenemos que

Lp e (HY) . (2.27)

Donde (H!)* es el dual de H}.

Para mostrar la existencia y unicidad de la solucion, usaremos el Lema de Riesz,
que formulamos a continuacion:
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Teorema: 2.1.1 (Lema de Riesz) Sea X un espacio de Hilbert con producto
escalar definido por (-,-). Para cada T € X* existe una inica yr € X tal que
T(x) = (yr,z) para toda x € X. Por lo tanto ||T||x~ = ||yr||x-

Para ver la demostracion a este lema vase [6].

Tenemos todas las herramientas necesarias para aplicar el lema de Riesz a nues-
tro problema, ya que trabajamos sobre un espacio de Hilbert H}, donde tene-
mos el producto interno definido por Q4 (-, ), ademas del funcional lineal Lp(-).

Teorema: 2.1.2 (Aplicacién del Lema de Riesz) Para cada Ly € (H!)*
existe una tnica u € H! tal que Lr(¢) = Q~(u,¢) para toda ¢ € H}. Ademds
tenemos que ||ull gy = | LF|| ()=

Entonces el lema de Riesz, nos asegura la existencia y unicidad para el problema
eliptico en una dimension en la formulacién débil.

2.1.2. Caso de v(x) > 0.

Para tratar el caso de y(x) # 1 tomemos el producto Q(-,-) y procedemos
de la forma siguiente. Consideremos que - es una funcién que es acotada en el
intervalo [0, 1], i.e., que existen 0 < m < M tales que m < y(z) < M para todo
x € [0,1].

Tomando Q. (u,u), u € H} tenemos

1 1 1 1
Q~(u,u) = / o ()%dx +/ y(z)u(r)ide < / o ()% dx + M/ u(z)?dz.
0 0 0 0
(2.28)
Podemos ver que
Q- (u,uw) < max{1, M}||ul|3, Vu € HE. (2.29)

De forma similiar se obtiene que

Q- (u, ) > min{m, 1}||u||3, Yu € H}, (2.30)

de donde se sigue inmediatamente que existen M = méx{1, M}, m = min{m, 1},
tal que

m||u||§11 < Qy(u,u) < M||u||§{1, Vu € HL. (2.31)

Entonces ()., define un producto escalar sobre H} con norma inducida equiva-
lente a la norma usual en H}. Por el lema de Riesz existe un tnico u € H} tal
que Q~(u,¢) = Lp(¢) para todo ¢ € H!, entonces tenemos en particular
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mlfullm® < Q(usu) = L) < |||z lullm, (2.32)

de donde obtenemos que

1
ull g < —|[F|] 2. 2.33
lullzr < 1Pl (2.33)
Entonces, tenemos existencia, unicidad y dependencia continua de la solucién u
con respecto al dato F: Sean uy y us € H(} soluciones con dato Fy y Fy € L2,

respectivamente, entonces la linealidad del problema implica que us —uq es una
solucién débil con dato F» — Fy. Entonces, la estimacion (2.33) implica

1
lluz —uallgr < B2 = Fillre, (2.34)
lo que demuestra que u; converge a ug en H} si Fy converge a Fy en L2. En

particular, si F; = F5, obtenemos u; = us lo que implica la unicidad de las
soluciones.

2.1.3. Energia potencial total del sistema

Sea X un espacio de Hilbert, con producto interno definido por @,. Considere-
mos el siguiente problema de minimizacion:

= Encontrar u € X, tal que

| P(u) = min,ex F(v),| (2.35)

donde F(v) = Q- (v,v) — L(v).

Y consideremos ahora el problema débil de la forma:

= Encontrar u € X tal que

‘Qy(uw) = Lp(v), Vv € X. ‘ (2.36)

Entonces podemos mostrar que estos dos problemas son equivalentes, es decir,
que si u € X es solucién para el problema dado por (2.35) también lo es para
(2.36), y viceversa.

= (2.35) = (2.36): Tomemos u € X, solucion al problema (2.35), tomemos

v € X de forma arbitraria, y € € R. Formemos un nuevo elemento u+ev €
X.

Tenemos entonces que
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F(u) < F(u+ ev), (2.37)

considerando g(e) = F(u+ ev), tenemos que el problema se puede escribir
de la forma

9(0) < g(e), Ve € R. (2.38)

Esto implica que g tiene un minimo en € = 0 y por lo tanto que la derivada
de g respecto de € evaluada en cero es nula, es decir,

g'(0) = 0. (2.39)

Escribiendo de forma explicita g, tenemos

g(e) = %Qv(u +ev,u+ev) — Lp(u + ev)

. ) (2.40)
€
= §Qv(u7 ’U,) + EQV(U, U) + EQ’Y(Ua U) - LF(U) - GLF(U)a
esta expresion al ser derivada con respecto de € obtenemos
g'(€) = Qy(u,v) — Lp(v) + €Q(u,v). (2.41)
Entonces concluimos que ¢'(0) = 0 implica que
Q~(u,v) — Lp(v) = 0. (2.42)

Puesto que v € X era arbitrario, hemos mostrado que si u € X satisface
el problema variacional (2.35), también lo hace con (2.36).

= (2.36) = (2.35): Sea u € X una solucion para (2.36), tomemos una v €
X de forma arbitraria, y formemos w = v — u € X. Escribamos F(v)
substituyendo v = u + w,

F(v):F(u+w)zéQv(u—i—w,u—i—w)—L(u—i—w)

= 5Qu () + Qs 0, w) + 5@y (ww) — Dw) ~ Lw)  (2.43)

_ %Q.Y(u,u) — L(w)| + (@ (usw) — L(w)] + %Qw(w, w),

aqui debemos usar que Q(u,w) = L(w),Vw € X, ya que v € X es
solucion. Sabemos que Q- (w,w) < 0,Vw € X.Y reconociendo la igualdad
$Q~(u,u) — L(u) = F(u), tenemos que
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F(v) < F(u),Yv € X. (2.44)

Con esto hemos visto que u € X es solucién para ambas formulaciones del
problema.
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2.2. El Método de Galerkin

En esta seccién describimos el método de Galerkin, donde reemplazamos el espa-
cio de Hilbert X := H]} por un subespacio X,, de dimensién finita, y analizamos
su convergencia.

Recordamos primero la formulacién del problema débil:

Definicién: 2.2.1 (Problema débil Abstracto sobre X.) El problema dé-
bil consiste en encontrar una u € X, tal que para toda v € X
Q~(u,v) = Lp(v), (2.45)

donde Q~(-,-) es un producto escalar en X, y Ly es un operador lineal acotado
sobre X .

Para el problema original dado por la defincion (2.1.1), hemos visto que al
cambiar a la formulacién débil describimos un problema débil descrito por la
defincion (2.1.9).

Una vez establecido el problema débil en el que se va a trabajar procedemos a
buscar una aproximacién para la solucion al problema débil.

2.2.1. Discretizaciéon en el método de Galerkin.

Tomemos ahora subconjuntos de X, X,, C X, tal que X,, son subespacios de

dimensién finita ( dimX, < oo ). Entonces el problema débil discreto consiste
en encontrar u,, € X,, tal que

Q~(un, ¢n) = Lp(dn), Yon € X (2.46)

El lema de Riesz nos asegura que existe una tnica soluciéon discreta u,, € X,,.
La aplicacién a nuestro problema es directa.

Podemos entonces hacer una estimacion del error, suponiendo que v € X es la
solucion débil exacta

Q+(u,v) = Lp(v), Vv € X, (2.47)

y tomando ahora una solucion débil discreta dada por u,, € X,

Q+(un,v) = Lp(v), Vv € X,, C X. (2.48)

Apelando ahora a la bilinealidad de Q,(-,-), con v = ¢, € X,, tenemos que
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Esto nos dice que u — u,, el error de la soluciéon aproximada con respecto a
la solucién exacta, es ortogonal a X, bajo Q.. Ademas, que |[u — ¢n|lg, =
dist(u, X,,) = inf, cx, |u—vnllq,, para ver esto de forma mas clara, hacemos
referencia a la figura (2.1).

Figura 2.1: Figura donde se muestra que la solucién aproximada u,, mediante el
Método de Galerkin. u,, es la proyeccion ortogonal de u € X sobre X, de acuerdo
con la expresion (2.49). El error [|u — uy| g, es por definicién la distancia entre
uy Xn.

Ahora tratemos de encontrar una cota para la solucién numérica

1
||u_un||§{1 < TQ'V('UJ_UM'UJ_UH) =
m

[Q'y(u = Up, U — Up) + Q'y(u — Un, Pn)]

(2.50)
donde hemos usado la ortogonalidad del error a X,,, Q~(u —up, ¢) = 0. Defini-
mos ¢, = U, — Vn, donde claramente u,, v, € X,. Usando ahora la bilinealidad
de Q,(-,-) tenemos que

1
m

Q’Y(u_unvu_un)_FQ’Y(u_una ¢n) = Q’Y(u_una U—’Un) < ||U_un||Q.y||U_'Un||Q,Ya
(2.51)

donde se ha usado la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Haciendo uso de Q(u,u) <
M||ul|3., tenemos que

[t = unll, [lu = vnllg, < Mlu—unllm [lu—vnl[m. (2.52)

Y finalmente obtenemos que
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M
[lu — wn]| g §E||u—vn||H1,an€Xn. (2.53)

Entonces, el error entre la solucion discreta u,, y la solucion exacta u satisface

M
[lu — wn | §Ev1n§( [lu —vnl|fe- (2.54)

La parte de la derecha de la expresion (2.54) es independiente de la solucion
numérica. Es proporcional a la distancia entre u y el subespacio X,,. De manera
mas geométrica, significa que la solucion aproximada u,, en el subespacio de
dimension finita (que posteriormente serd el espacio de elementos finitos), X,,
es la proyeccién ortogonal de u € X sobre el espacio X,,, con respecto al producto
Q+(-,-). En particular, vemos que la solucién u,, € X, es el elemento de X,, que
mas se aproxima a la solucién exacta.

2.2.2. Elementos Finitos

Elegimos el subconjunto X,, de X = H}, i.e. el conjunto de elementos finitos

con el cual vamos a trabajar. En nuestro caso, para el problema eliptico que
hemos formulado, serd un conjunto de funciones lineales por trozos.

Consideramos el intervalo [0,1] C R y realizamos sobre él una particion {z;}
coni=0,...,n+ 1 del subconjunto de los reales de tal forma que

O=zp<z1<22<...<Tp <Tpy1=1. (2.55)

Tomemos una funciéon ¢ € H}, y evaluemos la funcién en cada uno de los puntos
de la particion {z;} de tal forma que

d(ry) =5, =1,...,n

$0 = ¢ny1 = 0. (2:56)

Entonces podemos formar una funciéon, N;(z), tal que al ser evaluada en z; es
igual a 1 y que sea igual a cero para cualquier otro punto de la particion.

Definamos N; € H} como una funcion que sea lineal a trozos, como se dice a
continuacion:

Sea Nj : I;_1 41 CR — R, tal que

I;?—jzl sizelj_q;
i
) _ Tjt1—T .
NJ (:E) = et . Fy S1x € Ij)j+1 (257)

0 ¢ It
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0 X1 T2 T3 X4 x; Tpn—1Tn 1

Figura 2.2: Figura que muestra los elementos finitos N;(z), j = 1,...,n, cen-
trado en el punto z; de la particién del intervalo [0, 1].

donde p; = ;41 —x;j, con j =1,...,n. Los subconjuntos I, g C R son I, 3 :=
[za, 28] C [0,1].

Entonces con la ayuda de estas funciones podemos aproximar una funciéon ¢ €
H!} de forma tinica, mediante una expansién en terminos de (2.57)

n+1 n
¢=> &iNj(x) = ¢;N;(x), (2.58)
j=0 j=1

donde hemos considerado de forma simple que Ny = N, 411 = 0.

Entonces X,, C H}, el conjunto de funciones lineales a trozos, forma un espacio
vectorial de dimensién n,

Xy = {ZaiNi(xﬂai ER,i—l,...,n}. (2.59)
i=1

2.2.3. Aproximacién por la interpolante.

Ahora bien, como habiamos visto, la norma H' del error discreto u,, —u estd aco-
tado por la distancia dist(u, X,,) = inf,, cx, [|[u—vnl/q, entre u y el subespacio
X,. En términos de las normas H',

M
[lu — wn|| g SEv%f( [lu—vp|| g (2.60)

Para estimar inf, cx, ||u — vn||g1, construimos la interpolante i, € X, de u,
definida por la funcién lineal por trozos que satisface

Un(z;) =u(z;), 7=0,...,n+1. (2.61)

Entonces, llegamos a la estimacion



2.2. EL METODO DE GALERKIN 21

Figura 2.3: Figura donde se ilustra el método para estimar el error u — u,,.

M .
[lu — wn|| g SEHU_U"HHI (2.62)

para la norma H' del error. A continuacién, acotamos la distancia entre u y
su interpolante, demostrando de esta manera que wu,, converge a u en el limite
n — oQ.

Para acotar esta distancia, nos basamos en el teorema del valor medio que nos
dice que si nos situamos en un fragmento de la discretizacion, I; j11 = [z}, ©j41]
existe un punto en I, digamos z,, tal que

3

uI(ZEO) — w, Pi = Tiy1l — Ty (2.63)
Pi

Pero como sabemos de la propiedad anterior ,(z;) = u(z;) y que @, es lineal
en el intervalo I; j11, concluimos que

W (z4) = “"(‘““)pf (@) o () v € L1 (2.64)

Podemos mostrar el siguiente lema que nos ayuda a estimar la diferencia entre
la derivada de la funcion u € X y la derivada de su interpolante u,, € X,.

Lema: 2.2.1 Seau € X, y sea U, € X,, la interpolante de u. Entonces tenemos
que

lu" =y lloo < Allu" oo, (2.65)
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.....

Demostracién. Situdndonos de nuevo en el intervalo I j 11, tenemos que

o (z) = /1 ' (2)dz + u'(x,), (2.66)

a,(z) = /I ) (z)dz + i), (). (2.67)

o

Donde z, es el punto proveniente del teorema del valor medio y x cualquier
punto en I; ;41. Entonces tomando la diferencia de ambas expresiones tenemos
que

V@) - @) = [ W) - ) ) - ) (268

donde usando el hecho de que u/(z,) = @, (x,), tenemos

/() — iy, ()] =

/ [ (=) — ()] da

< /z [u"(2) —all(z)|dz.  (2.69)

o

Tomemos en cuenta que i, se extrae de X,, y que éste esta formado por funciones
lineales a trozos por lo que su segunda derivada es igual a cero en todo punto
de I j+1, es decir, @) =0, Vo € I; j41. Por lo tanto

W) - @) < [ ) (2.70)

Apelando a que u € C?(I) en particular lo es para I; ;.1 y entonces u” €
C°(I;,j+1)- Esto implica que existe un punto z* € I; ;11 tal que v’/ (z*) > u”(2)
para todo z € I; j41. Por lo tanto obtenemos la expresion

W) — @) < W) [z <) n (2.71)

donde hemos usado el hecho de que |z — z,| < p; < h. Podemos deducir de
forma inmediata la desigualdad que es valida para todo = € I i1,

W (2) — (@) < mix u"(2)h, (2.72)

i <e<xjp
podemos apreciar que tenemos una desigualdad como ésta para cada I;j41 y
entonces podemos obtener la norma infinito, tomando el supremo de ambos

lados de la desigualdad
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(2.73)

v =gl < P flul -

|

De forma analoga podemos hacer una estimacién para la diferencia entre la
solucién u y la interpolante .

Lema: 2.2.2 Seau € X, y sea U, € X, la interpolante de u. Entonces tenemos
que

lu =l < h2||u"||oo. (2.74)
Demostracion. Tomando en cuenta que

u(z) = /I u'(2)dz + u(z;), (2.75)

J

a,(z) = /m A, (2)dz + tn (), (2.76)

J

donde usamos el hecho de que 4, (z;) = u(z;), obtenemos asi la diferencia

u(x) = tin ()] =

[ w6 - s

J

< /1 |u'(z) — 4l ()| dz.  (2.77)

J
Usando la estimacion (2.72) encontrada con anterioridad, tenemos que

lu(z) —an,(z)| < méx  [u’(x)|h (/1 dz> < max |u(2)|h?, (2.78)

IjSISI]‘+1 :EjS:ES:Ej+1
J

y de forma anéloga al caso anterior tenemos

lu = dnllow < B "l - (2.79)

Podemos encontrar las estimaciones correspondientes bajo la norma L2,

Lema: 2.2.3 Seau € X, y sea U, € X, la interpolante de u. Entonces tenemos
que
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h
Il = a2 < =l e, (2-80)

NG
donde || f)2. = [, |f(«)]?dz, f € LX(I).

Demostraciéon. Tomemos la norma L? elevada a la segunda potencia en los
puntos del intervalo I = [z, z,+1]

3 Tj41
o — a1 220 0,4 :/ |u'(x)—a;(x)|2dz+/£ |/ (x) — @y, () *d (2.81)
Zj

donde nuevamente £ € I; ;11 es el punto intermedio proveniente del teorema del
valor medio para cada subconjunto de (0, 1).

Tomamos el valor absoluto de w/(x) — @/, (x) y lo elevamos al cuadrado para
acotar la segunda integral de (2.81), donde conocemos que z > &,

2 x
< [ WPz - O = ulew = - )
3
(2.82)

donde hemos usado la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Entonces al realizar la
segunda integral de (2.81) tenemos que

|u/(z) — 3/ (z)]* = ‘/; u’(2)dz

Tit1 N ) ) Tjt1
[ W@ - @l < il [ @ o
¢ : o2 ¢ 2 (2.83)
Lj+1 —
= ||U||%2(g,zj+l)% < ||U||%2(g,mj+1)7-

En la primera integral de (2.81) considerando que z < ¢

/ “u ()i

() — ()] =

< /5 [ (2) Pz (€ — ) = ul2agen (€ - 2).

(2.84)
Entonces al acotar la primera integral econtramos que
¢ / ~1 2 2 ¢
[ @) — i @)de < ula, g [ (€~ oo
i T (2.85)

(S n?
= lule, 0= < lulia@,.05
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Asi al sumar las dos aproximaciones para las integrales encontramos que

. h h?
' = e, ) < o (Il 0+ Nl ny 0 } = 5 lulEage, o -
(2.86)
La afirmacién se obtiene de este resultado al sumar sobre los intervalos I ;11 y

tomar la raiz cuadrada.

(]

Lema: 2.2.4 Seau € X, y sea U, € X, la interpolante de u. Entonces tenemos
que

N h?
lu = dmllze < - llu”l 2 (2.87)

Demostracion. Para esto procedemos tomando de la definicién, la norma de
la diferencia entre la solucion y su interpolante sobre el intervalo I; j11, donde
usaremos nuevamente que en los nodos x; la solucion es igual a su interpolante.
Tenemos

Tj+1
0=l ey = [ (o) = o) P (2.59)

J

Tomemos ahora el integrando

Ju(@) — i (2)|* =

| W) - s

J

P l / ! (2) - ﬁ;<z>|dzr

< [ / ) - a;<z>|2dz] (x—2;), (2.89)

J

donde en el dltimo paso hemos usado la desigualdad de Cachy-Schwarz y hemos
integrado, asi vemos que podemos reescribir el resultado anterior como

u(@) — i (2)]* < 0" = @ llT2(r, 0,0 (& — 25). (2.90)

Ahora procedemos a implementar esta desigualdad en la ecuacion (2.88), e in-
tegramos

Tjt1
= e ) < I = ey [ (2= 23)de
x

, ; (2.91)

> 0" = @172, s 1)
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= M
o= dnlow < B2 o [ = s < 5 o] 22
AR

oo | llw" = anllze < llu"llz

Cuadro 2.1: Estimaciones de la diferencia entre la solucién y su interpolante.

Sumando sobre todos los intervalos obtenemos

N h? "
e = 72 < - [l = |17, (2.92)
y usando el resultado del lema (2.2.3)
h2
o= 2 < (2.93)

2.2.4. Convergencia del Método.

Ya que tenemos las estimaciones de la diferencia entre u € H}, y la interpolante
@y € X, tomamos a v, = @, en la estimacién bajo la norma en H', dada por
la desigualdad (2.54), tenemos que

M .
lu — wp || g2 < %HU—UHHHI. (2.94)

Aqui usamos las estimaciones del Cuadro (2.1), de donde encontramos que

lu =l Fr = llu = anl|Zz + 0" — a2 < B2[lu”|[Z2- (2.95)

Usando este resultado junto con (2.94) obtenemos una estimacion para la norma
del error en la norma H*, de la solucién con respecto a la solucién aproximada

M
= ll s < B " 2. (2.96)
m

=

[ = [ <

3

o bien

[ = tn ||z < Ch|u"|| 2, C = M, (2.97)
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Esto nos dice que la norma H' del error converge a cero por lo menos a érden
h.

Ahora vamos a ver si podemos obtener una mejor cota para la norma L? del
error.

Tomemos el error e = u — u, € X = H}, sabemos que

Q(e,vn) =0, Vv, € X,,. (2.98)

Ahora estimemos la norma sobre Ly de e € H}, |le| 1,, usando un argumento
de dualidad.

Entonces consideramos el siguiente problema dual auxiliar,

_¢N+’7¢: G,VJI € Ia (299)
$(0) = (1) =0, (2.100)
donde ¢ € H? es la solucién al problema dual auxiliar. La desigualdad (2.33)

implica que ||¢[|g1 < m~|e|[,2. Por lo tanto, [|¢”]|2 < M@l + |lellr2 <
(14 M/m)|le]| 2. Entonces,

8]l < collellz,- (2.101)

Por lo tanto, usando (2.99) en la norma L? del error

lell22 = (e,e)r2 = (e, —¢" +70) = Q (e, d). (2.102)

Ahora tomemos la interpolante IT,,¢ € X,, C H} y observamos que Q- (e, II,,¢) =
0. Usando este argumento de ortogonalidad y el hecho de que Q, (-, -) es bilineal
tenemos

lellZ> = Qy(e,¢ = n¢) < cillellr, |6 — Tl - (2.103)

Implementando en la desigualdad anterior la estimacién por la interpolante y
después el resultado (2.101), es decir,

lellZ> < crcahllel|m, 6]l 2 < cocrcahllelm, llell ., (2.104)

al dividir por ||e|| 2 obtenemos

[llellz2 < C'hlle]ln,. (2.105)

Usando la estimacion dada por (2.97), es decir,

lell#, < Chllu”|| Lz, (2.106)
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y la desigualdad (2.105), obtenemos

[lellz: < OC? [ .. (2.107)

Con este resultado podemos deducir que el error debido a la diferencia entre
la soluciéon exacta al problema débil v € X y la solucién aproximada u, € X,
converge a cero como h? bajo la norma L?(0,1).

Esto nos dice que si tomamos una resoluciéon para una distribucién uniforme

1)

de tamano p;’ = h para todo j = 1,...,n y después tomamos otra resolu-

J
. 2 - .
cion p§ ) = h/2, entonces esperamos obtener el siguiente factor de convergencia
definido por el cociente entre el error en la primera resoluciéon y el de la segunda

resolucion, es decir

leM gz b2

1@~ w2~ * (2.108)

A éste resultado se le llama factor de convergencia, y es el que esperamos re-
producir al momento de nuestra implementacién numérica.
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2.3. Implementacién del Método de Galerkin

Tenemos todos los elementos necesarios para aproximar u € H}, mediante una
expansion de los elementos de X,.

Asi necesitamos encontrar u,, € X,, tal que

Q+(tn, dn) = Lr(dn), Yén € Xn. (2.109)

Definimos entonces u,, € X,,, mediante una expansiéon en los elementos de X,

Un () = ijzvj(x), (2.110)

Pn() =Y biNi(), (2.111)
=1

tal que z;,b; € R. Aplicando estos elementos de X, a (2.109), y usando la bilin-
ealidad de Q- (-,-), asi como la linealidad de Lg(-) obtenemos como resultado

n

S D 2Qy(Nj N = Le(Ny) | by = 0. (2.112)

=1 \j=1

Como ésta debe ser valida para todo ¢, € X,,, debe serlo también para todo
b; € R, por lo tanto

> xAy = Le(Ny), (2.113)
j=1

donde hemos definido

1 1
A;j = Q4 (N;, N;) :/0 7(:E)Ni(:b)Nj(x)dx+/0 Ni(z)Nj(z)de.  (2.114)

Con el proposito de expresar de forma matricial (2.113) definimos el vector
columna v, tal que

vt = (21,29, .. ., ), (2.115)

tenemos que (2.113) se puede escribir como

A-v=, (2.116)
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donde J es el vector columna definido por

J' = (Lr(Ny),Lr(No),...,Lr(Ny,)). (2.117)

2.3.1. Calculo de la matriz A.

No necesitamos calcular cada uno de los n x n componentes de la matriz, esto
lo podemos apreciar de las propiedes de la matriz A:

= La matriz es simétrica, debido a que

= Vemos que A;; es distinta de cero, si y s6lo si, |i —j| < 1. Por lo tanto A;;
es una matriz tridiagonal.
El siguiente lema, nos ayuda a cacular los elementos de la matriz A.

Lema: 2.3.1 Sea g € C?(0,1) una funcion de x que es dos veces continuamente

diferenciable y sea 0 = z, < 1 < x2 < ... < x, = 1, una particion de [0, 1].
Entonces
Tj1 )
0 gla)dr = [g(z;) + g(@j41)] + O(p?), (2.119)
i
) Tiq1 5 )
Tj+1 — T 2
— o) —— ) de= —[3g(x;)+ g(z; + O , (2.120
A H(FE2E) do= 5 Botes) + alaen)] + 0(2), (2120

L[ (2T ) o= el + a(a)] + OGP, (212)

Pji—1 Tj—Tj-1
Ti 1
1 Tjt1 )
Tj+1 — T T —xy 2
— x de = —|g(x;)+g(x;r1)] + O(p7), (2.122
p] $j+1 _ IJ Ij-l—l _ IJ 12 [ ( ]) ( I+ )] ( ) ( )
z;
donde pj :=xj41 —; Yy p= mMax p;.
7=0,1...n

Demostraciéon. Ver el Apéndice (A.0.6). 0
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Elementos de la diagonal de A.

Comenzaremos primero con los elementos de la diagonal

Al’l_/o ’y(a:)Nl(a:)2dz—|—/0 N/ (x)*dz. (2.123)

Resolvamos para la primera de las dos integrales

! 2 zl -1\ s T — )\’
/ v(z)N,(z)*dz :/ ~(z) (7> dx +/ ~(x) <7> dz,
0 T Pl—1 x; Pl

(2.124)

usando (2.121) y (2.120) para la primera y segunda intergral respectivamente
tenemos

P

3 3(@) + (@)l + O0(0*)

| r@Nitere = Ao Brte) + () +

= i(pm + po)y(z) + 1—12 [p1—17(@1—1) + pry(Tis1)] + O(p*).
(2.125)

o bien,

/0 Y(z)N,(z)*dz = i(pm + po)y(z) + 1 (o117 (@1-1) + pry(zig1)] + O(p%).

12
(2.126)
La segunda integral es calculada de forma sencilla
1 £ d Li4+1 d
0 z—1 Pl—1 o P
y se tiene que
1
1 1
/ N (z)de = —— + —. (2.128)
0 pi—1 P

Tenemos que la aproximacion para los elementos de la diagonal a orden O(p?)
es

1 1
A= 17(1’1)(95“1 —x-1) + 19 r—1v(z1-1) + pry(z141)]
(2.129)
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El cual para particiones uniformes del intervalo donde p; = ;41 — 2; = p, con

l=1,...,n, se reduce a la siguiente expresion
2 2 3
Ay = 57(561)/’4‘ ’ +0(p°). (2.130)

Elementos fuera de la diagonal de A.

Procedemos a calcular los elementos fuera de la diagonal A; ;41 = A1,

1 1
Al :/0 7(:10)]\71(:10)Nl+1(:10)d:10—|—/O N (x)Ny, 4 (z)dz, (2.131)

para esto formamos los productos de N; y N/, que son distintos de cero.

Primero

1

Ni(z)Niya(z) = i =2

2 (@ — @)@ — ), (2.132)

la cual es distinta de cero solamente en I; ;4. Por otro lado tenemos

1
N{(z)Njq(2) = ———. 2.133
l( ) l+1( ) (zlJrl _IZ)Q ( )
Calculemos la integral
1 Tit1 _ —
/ 3(@)Ni(2) Nis: (@) da = / W TF LT gy, (2.134)
0 P Ti41 — T Tj41 — Ty
donde usaremos la aproximacion del lema (2.122) y obtenemos
! Pl-1
/ V(@) Ni(@) Ny (@)de = =07 (@) + (2] + O(p"). (2.135)
0
La segunda integral del elemento fuera de la diagonal es
1 1
d
/ A (2.136)
0 0 Pi-1
y por lo tanto
! 1
N/_|N/dz = ———. (2.137)
0 Pl—1

Entonces podemos escribir los elementos fuera de la diagonal sumando (2.135)
y (2.137)
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Aper = A = 2550 (o) +9()] = 55 +0(0°), 1=1,....n— 1.
2.138)

Para particiones uniformes p; = x;11 — x; = p, se puedes expresar de la forma

1
At = (@i + p/2)f — L0 (2.139)

En este trabajo de tesis tomaremos una distribucién uniforme por lo que pre-
sentamos a continuacion los elementos de la matriz tridiagonal:

2 2
Auzgﬂmm+;+0@%l:Luwm (2.140)
1
A1 = A = y( + P/Q)g ~ +0(p*), l=1,...,n—1,  (2.141)

A; j = 0,para todos los demas casos.  (2.142)

2.3.2. Aproximaciéon de Lp

Para hacer una aproximacion del elemento Lr(N;), con j = 1,...,n tenemos
que

Zj _ . Tj+1 . _
Lrev,) = / LTI pyyde + / L TE pyde,  (2.143)

p s i T -1 PR AN S
donde como sabemos p; = ;1 —x; con j = 1,...,n, es el tamano de la
discretizacion.
Ahora bien
1 * 1 [
Lr(N;) = / (@ -2, VF@)de + — [ (001 — 2)F(a)de. (2.144)
Pi—1J; Pj Jax;

Resolvemos la primera integral la derecha de la ecuacion (2.144), haciendo el
cambio de variable x = x; — w y obtenemos la integral

1
Pi—1

/Jw(;v —zj_1)F(x)dz = pj1—1 /Opjl(pj_l —w)F(z; —w)dw. (2.145)

Para la segunda integral del lado derecho de la ecuacion (2.144) hacemos z =
Z; + w para obtener
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1 [T+ 1 [P
— (xj41 —2)F(x)de = — (pj —w)F(z; +w)dw. (2.146)

Entonces al sustituir (2.145) y (2.146) en (2.144) tenemos

Lp(N;) = ! /Opjl(pj_l —w)F(z; —w)dw + L J(pj —w)F(z; + w)dw.

B Pi—1 Pi Jo
(2.147)

En este momento realizamos una expasion de Taylor de la funcién F' alrededor
de z;, de donde encontramos de forma simple que

F(z; £ w) = F(z;) £ F'(z;)w + %F”(xj)w2 +o- (2.148)

Sustituyendo esta aproximacion para F' en (2.147) e integrando, obtenemos

Lp(N;) = Fzy) 2 — 0=l | Bt Z 51 03 7 Biml pr(g 0y 4 O(p?). (2.149)

2 2 3
Para discretizaciones uniformes donde p; = p con j = 1,...,n, reducimos la
expresion anterior a
1 2
;LF(N]) ZF(CL'])-i-O(p ) (2150)

Observacion: 2.3.1 Una vez calculadas todas las aprozimaciones de los ele-
mentos de la matriz y el vector de la derecha, podemos ver después de algunos
cdlculos, que la j-ésima entrada del vector Av es

(A’U)j = (Ajml}m) = Aj_’jflvjil+Aj’j1}j—|—Aj_’j+1’Uj+l = Jj = LF(NJ) (2151)

Recordando que los elementos Aj_1 ; y Aj; de forma explicita son

1 9 2
Aj1j=~(zj1+ p/2)g -5t O(p*), Aj; = 3(5) + r O(p®). (2.152)

Podemos escribir (Av); = Lp(N;) de la siguiente forma
14 1 3 j—1 2 3 j
(@i +p/2)G — F O(p) | =" + | 3p(2) + O(p7) | v* +

(e 01208 = 3+ 00| 7 = Lol (2153)

S
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Si dividimos ambos lados de la ecuacion anterior entre p, y agrupamos en po-
tencias de p obtenemos

% [(xj—1 + p/2)0" " + dy(a))0? +y(z; + p/2)0" ] -
% [771 =207 + 07T + O(p%) = F;) + O(p?). (2.154)

El primer término de ésta ecuacion, cuando hacemos que p — 0, es un promedio
de y(x;)vj, mientras que el sequndo término de lado izquierdo de la ecuacion es
el operador diferencial de segundo orden discretizado que se usa en diferencias
finitas. Esta aprozimacion es consistente con el problema eliptico inicial.

2.3.3. Solucién al Sistema Av =J

Como vimos el problema de elementos finitos aplicado al problema eliptico nos
da como resultado un sistema de ecuaciones que se puede escribir de forma
matricial como

A-x=b, (2.155)

donde sabemos que A es una matriz cuadrada (n x n), tridiagonal y simétrica,
b es un vector de n dimensiones. Entonces el objetivo consiste en encontrar x
un vector de n dimensiones tal que satisfaga a (2.155).

La matriz tridiagonal luce de la siguiente forma,

ail a2
a21 a2 Aa23

az2 ass a34
(2.156)

ajj—1 Qi jj+1

Ann—1 Ann

Asi podemos formar la matriz aumentada

A = (A)b), (2.157)
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air a2 b1

a1 G2 G23 bo

azz a3z (34 b3
(2.158)

ajj—1 Qg5 541 bj

pn—1 Qnn bn

donde A € M, xnt1-

Con el fin de llevar a la matrix A a la matriz identidad, realizamos operaciones
con los renglones, las cuales basicamente son multiplicar por un escalar, sumar y
restar entre los renglones. Las operaciones que se realizan sobre A, esto cambia
las componentes b;, lo cual nos da la solucion al sistema (2.155).

De forma especifica: el Método de Thomas (ver, por ejemplo, [9]) consiste me-
diante operaciones de los renglones de la matriz aumentada, hacer ceros la di-
agonal inferior, para despues hacer ceros en la diagonal superior y por tltimo
normalizar los elementos de la diagonal.

Siguiendo el Método de Thomas diagonalizamos la matriz A, para esto definimos
un vector por cada renglén de la forma

T = (0, e ,aiyi,l, aiyi, ai7i+1, O, e ,O), (2159)

a su vez podemos tomar b; = J(N;) y asi cada renglén de la matriz aumentada
es

U; = (7%, b;). (2.160)

Entonces usando el método de eliminacion gaussiana podemos hacer cero los
elementos de la diagonal inferior usando la siguiente relacion entre los renglones
consecutivos

—

’172_’_1 :Ui-',-l —fiaiﬂyi, 1= 1,2,...771,—1. (2.161)
X

Al tomar la i-ésima componente para los vectores que componen (2.161) tenemos
que

= aj,,;=0parai=1,...,n—1

/ o ) a
B G = Qitli Ty

7
k3

L aip1, parai=1,...,n— 1, donde usamos a}; = a1;.
i

= Los elementos de la diagonal superior no sufren cambio alguno.
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= Las componentes del vector b se ven afectadas

b
/ K3 .
bi—i—l :bi+1 - faile)i, 121,2,...,71—1. (2162)
a’ .
1,1
Después de realizar este proceso desde ©+ = 1 hasta ¢ = n—1, ya que comenzamos
usando que aj; = a1, obtenemos una matriz que solamente tiene diagonal

superior y diagonal.

/

ailr a2 1
/ /
Qo @23 2
li /
O 0133 a34 3
: (2.163)
/ . /
0 aj; ajn b;
li /
0 a,., b,

Hasta este momento nos damos cuenta que la forma de encontrar la solucién es
muy sencilla, ya que tenemos

an T =0, (2.164)

de donde es facil obtener la solucién para z,,,

by,
= = (2.165)
a’nn
De forma general, para j =n —1,n—2,...,1 tenemos que
aj;T5 + @ 417541 = b}, (2.166)
y asi resolvemos para x;
Vo —a; 125
pj =L DI 1 p—2,. 1 (2.167)

aj;

Como vemos, el Método de Thomas termina en 2(n — 1) operaciones.

Existen dos problemas para métodos derivados de la eliminacién gaussiana, y
son

= la presencia de errores de redondeo,

= sistemas que son mal-condicionados.

A continuacion explicamos cuando un problema es bien-condicionad.
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2.3.4. Condicion del sistema

Un problema bien-condicionado es aquel en el que pequenos cambios en algiin
elemento del problema causa pequenos cambios en la solucién.

Un problema mal-condicionado es aquel en el que un pequeno cambio en alguno
de los elementos del problema causa grandes cambios en la solucion del proble-
ma. Es necesario comentar, que debido a que los problemas mal-condicionados
son demasiado sensibles a pequenos cambios en los elementos del problema tam-
bien son sensibles a errores de redondeo.

Podemos analizar la matriz A para saber la condicion del sistema de ecuaciones
(2.155). A continuacion describimos como podemos estimar el nimero condicio-
nante.

2.3.5. Numero condicionante
El nimero condicionante de un sistema es una medida de lo sensible que el

sistema puede ser a pequenos cambios en alguno de sus elementos. Consideremos
el sistema algebréico de ecuaciones lineales

A-x=h. (2.168)

Para esta ecuacion tenemos que gracias a la desigualdad de Schwarz,
bl < A lIx- (2.169)
Si modificamos un poco el problema original cambiando a b sumando un db,

esto causa un pequefio cambio en la solucion, que se puede expresar como x+0x,
y asi

A(x 4+ 0x) = b+ db. (2.170)

Es facil obtener, restando el sistema original,

Adx = ib. (2.171)

Resolviendo para dx tenemos

ox = A~ 16b. (2.172)

Aqui podemos estimar nuevamente con las normas y haciendo uso de la des-
igualdad de Schwarz

lox]| < A*[[|abl. (2.173)

Multiplicando (2.169) y (2.173) obtenemos
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o]l [l < [[A I/l A7 ob]]. (2.174)

Por ultimo dividimos la tltima desigualdad por ||b||[|x|| lo cual da como resul-
tado

16| 1, /I9b]l
< [IAIATH T (2.175)
[l Ib]]

de donde el nimero condicionante queda definido por

C(A) = ||A[ A7, (2.176)
Entonces podemos retomar esta definicion y escribir (2.175) como

o] bl
S < C(A) . 2177
Il = S ] (2.177)

Usando la norma espectral de A, ||A]l2 = p(A*A), para el calculo del numero
condicionante se puede encontrar

C(A) = @ (2.178)

donde el \;,q. €s el valor maximo de los eigenvalores de A y Apip €l menor (ver
[10, 11]).

2.3.6. Numero condicionante del caso eliptico

Para estimar el niimero condicionante para la matriz del problema eliptico, cal-
culemos sus eigenvalores. Recordemos que la matriz tridiagonal A est& descrita
de la siguiente forma:

2 2
A= gv(xl)p—i- p +0(p*),1=1,...,n, (2.179)

1
Apirr = Apprg = (o + P/2)g By +0(p*), l=1,...,n—1, (2.180)

A; j = 0, para todos los demas casos.  (2.181)

Donde p = 1/(n + 1) es el tamanio de la discretizacion del intervalo. Definimos
la resolucion de la discretizacion como

r=mn-+1. (2.182)
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Entonces, cuando » — oo tenemos que p — 0, por lo tanto las componentes de
la matriz se comportan de la siguiente forma:

2
Apg——,1=1,...,n, (2.183)
p
1
A1 =441, ———,0=1,...,.n—1, (2.184)
p
A; ; = 0, para todos los demas casos. (2.185)

Para calcular los eigenvalores de esta matriz, resolvemos la ecuacién

|A— | =0. (2.186)

Este problema es analogo a resolver el determinante de la matriz tridiagonal

T = %M, donde M esta dada por:

Ml’l:L,l:L...,n, (2.187)
Ml,l+1 :MlJrLl:—l, l:l,...,n—l, (2.188)
M; ; = 0, para todos los demas casos, (2.189)

donde L =2 — Ap.

Resolver (2.186) es lo mismo que calcular el determinante de M e igualarlo a
cero

M| =0. (2.190)

Lo cual da como resultado (ver [11])

L; = 2cos(j6), (2.191)

donde@:nﬂ—_gl,conjzl,...,n—l.

Sustituyendo L = 2 — A\p econtramos

A = % 1 — cos(j6)]. (2.192)

Por tal razon el nimero condicionante

C(A) = M, (2.193)

)\min

conforme la resolucién va aumentado, es decir, p — 0
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C(A) — oo, (2.194)

Ya que el A\par — 1y Apin — O.

Entonces para grandes resoluciones, es decir, cuando r — oo tenemos que el
nimero condicionante tiende a infinito. Por lo tanto, las perturbaciones sobre

% tienen un gran efecto sobre 1l de acuerdo con (2.177).

[E3I
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2.3.7. Ejemplo de la Implementacién Numérica

Con el fin de mostrar que el método numérico basado en Elementos Finitos
funciona de acuerdo a la teoria, a continuacién planteamos un problema eliptico,
y buscamos la aproximacion de la solucién. En ésta secciéon mostramos el factor
de convergencia asi como las estimaciones sobre la norma L?(0,1) hechas para
el error, asi como para la derivada del error.

Tomemos entonce el problema eliptico descrito por:

@) ul) = F) (2.195)

imponiendo las condiciones de frontera tipo Dirichlet

u(0) = u(1) =0, (2.196)
donde
y(x) =2+ 22, y(x) > 0¥z € [0,1], (2.197)
y F(z) dada por
F(z) = z(x — %)(CE -1) [(x —3)? - 1—21] . (2.198)

Para este problema sabemos que la soluciéon es

u(z) = z(x — %)(x —1), Vz €[0,1]. (2.199)

Para implementar el Método de Elementos Finitos y estar habilitados a construir
la matriz A, y el vector J, tomamos una particion de intervalo I = [0, 1] uniforme
en r fragmentos de la misma longitud. De aqui obtenemos que r = n+ 1, donde
n es el nimero de elementos finitos que se tendrén, y por lo tanto la dimension
del subespacio de H}, es de dimension n (dimX,, = n).

Es facil calcular || F|[ 20,1,

1
IF1172(0.1) =/0 |F()|2dz = 367/110880, (2.200)

por lo tanto obedece a ||F||z2¢,1) < C, donde C' € R.

Con todas los ingredientes disponibles podemos implementar el método numeéri-
co, y aproximar una solucién para el problema eliptico antes descrito. Y aprovechan-
do que conocemos la solucion exacta podemos monitorear el error, asi como el
error residual para ver si el método de Thomas con el cual resolveremos el
sistema Ax = J esta trabajando de forma adecuada.
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Entonces para la implementacion numérica, hemos discretizado de forma uni-
forme el intervalo [0, 1] dividiéndolo en = n + 1 partes iguales. Llamamos a 7,
la resolucion de la discretizacion. Tenemos entonces que p = 1/r y cada punto
de la discretizacion es x; = j/r, donde j =0,...,n+ 1.

Se pudo comprobar, que el error de redondeo se acumula cuando la resolucién
comienza a crecer. Para ver esto se calcularon la norma discreta (3 la cual esta
definida mediante

(2.201)

aqui Az es el tamano de la discretizacion, en nuestra implementacién numérica
es Ax = p.

De esta forma, mediante el método numeérico se obtiene una solucion numérica u”
a una resolucién r. El error se calcula usando la solucion exacta y diferenciando
con respecto a la solucién obtenida mediante el método numérico.

el =u; — u(x;), (2.202)
donde u(z;) con i =0,1,2...n,n+ 1, es la solucién exacta en cada uno de los
puntos de la discretizacion del intervalo [0, 1].

Calculamos la norma liz del error e para diferentes resoluciones. Haciendo
referencia a la Figura (2.4) podemos observar que el error decrece de forma
constante, pero despues de cierto punto el error comienza a crecer nuevamente.
Esto es el error de redondeo y coincide con la estimaciéon para el nimero condi-
cionante el cual crece cuando p — 0, y por lo tanto el método numérico se vuelve
mas sensible a los errores de redondeo.

En la Figura (2.4) se muestran las graficas correspodientes a datos en el codigo
numeérico del tipo float y del tipo double encontrando que para el dato tipo
float la norma del error empieza a crecer para 1,0e — 17, mientras que para
double el error se comienza a acumular de forma notable hasta 1,0e — 11.

Usando dos resoluciones, podemos calcular el parametro de convergencia punto
a punto conwv;, que esta dado por el cociente

el
conv; = —5-—. (2.203)

e.T‘

K3
Para que nuestro método sea consistente con la teoria desarrollada en la seccién
previa, este parametro en cada punto debe ser der orden de 4. A continuacién
muestro algunas graficas , ver Figura (2.5), donde se observa que satisface satis-
factoriamente dicha condicion. En ésta figura también se puede apreciar que al
rededor del cero de la solucion exacta, en x = 0,5, existe una dispersion en los
datos. Podemos graficar el error para una resolucién r y para el doble de la res-
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0.1 T

. float ——
. double -
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Figura 2.4: En esta grafica mostramos el error de redondeo que se acumula para
altas resoluciones. Mostramos dos graficas una para tipo float donde se muestra
que el error se acumula considerablemente para ordenes 1,0e — 07, mientras que
para double se observa para 1,0e — 11.

olucion. En la Figura (2.6) se observar dos errores y vemos que si aumentamos
la resolucion al doble, existe un factor 4 entre ambos.

Dependencia del error con la resolucién.

A continuacion mostramos los resultados graficos que se obtienen de los datos
adquiridos mediante el método numérico. Segin la teoria que se tiene en la
seccion precedente, tenemos que

el ~ k2. (2.204)

Se calcula para varias resoluciones la norma [? discreta y se grafica contra r,
en una escala log — log. Entonces botenemos una linea recta con pendiente
aproximadamente igual a -2. Lo cual concuerda con la teoria.

Los resutados numéricos se pueden observar en la Figura (2.7), donde se ha
graficado en escala log — log la norma discreta |[e|;2 ~contra la resolucién 7.
.

Dependencia de la derivada del error con la resolucion.

También se hace el calculo para la derivada discreta, mediante la expresion para
u € H! ya que en un subespacio de dimensién finita u se puede representar
mediante
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Figura 2.5: En esta grafica mostramos, que para diferentes resoluciones el
paradmetro de convergencia se apega de forma muy cercana a 4,0. En la figura se
muestras dos gréficas para la convergencia, podemos observar como al rededor
de z = 1/2, donde la solucion exacta se hace cero, la covergencia muestra una
ligera dispersion de los datos obtenidos. Sin embargo, el factor de convergencia
se acerca a 4,0 cuando aumenta la resolucion.

l=r
u(x) = Zuka(a:), (2.205)
1=0

asi la derivada viene dadda por

l=r
u'(x) = ZukN,’c(a:), (2.206)
1=0

de donde toma la forma explicita siguiente para una distribucién uniforme:

1 1 Ujp1 — Uj

/ j+1 J

W) = ui(—5) + e (5) = L (2207
ot T p

esta ecuacion es valida para x € I 11, donde j =0,1,...,n,n+1=r.

Asi pues, con esta aproximacion para la derivada, se compara con la derivada de

la solucién exacta, en los puntos medios entre cada intervalo de discretizaciéon
. S

del intervalo (0, 1), es decir, v/(z; + p/2).

Al observar la grafica en la Figura (2.8) tenemos que la pendiente de la gréfica
es aproximadamente igual —2. Este resultado se encuentra dentro de la cota
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Figura 2.6: Se muestran los errores para dos resoluciones. La resolucion 2 es el

doble de la resolucion 1, entre el error a resolucion 1y el error a resolucion 2
existe un factor de 4.

impuesta por la teoria, que predice una recta con pendiente, a lo més, igual —1.
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Figura 2.7: Aqui podemos observar que la grafica concuerda con la teoria, ya
que forma una recta a simple vista perfecta, cuya pendiente se aproxima a —2,0
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Figura 2.8: En este caso podemos observar que la pendiente de la recta para la
derivada es de nuevo aproximadamente —2,0.
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Capitulo 3

Problema Hiperboélico

En este capitulo trataremos un problema hiperbdlico tipo onda en una dime-
sién espacial. Una vez planteado el problema con sus respectivas condiciones
inciales y condiciones de frontera, que serdn del tipo Dirichlet, procedemos a la
formulacion débil del problema.

Mostramos mediante la defincion de la Energia del Sistema, la unicidad y la
dependencia continua respecto del dato que tiene que ver con la fuente del
problema hiperbélico y los datos inciales.

Procedemos a discretizar la parte espacial del problema débil y logramos mostrar
que el error estd controlado usando algunas estimaciones del Capitulo 2. Para
integrar la parte referente al tiempo, usamos un método implicito [7]. Nos ocu-
pamos de mostrar la consistencia y estabilidad del método.

3.1. Formulacién débil del problema.

Definicién: 3.1.1 (Problema Hiperbélico) Sea I = (0,1) C R. Considere-
mos ahora el caso en que tenemos una ecuacion diferencial parcial de segundo
orden, del tipo hiperbdlico definido de la siguiente manera

——T—i—V(x) u(t,z) = F(x), t>0,0 <z <1, (3.1)

donde la funcion V € C[0,1], tal que 0 <m < V(xz) < M para todo x € I.

Considermos las siguientes condiciones para u:

= u(t,0) =u(t,1) = 0, para todo t > 0, las cuales son condiciones de frontera
tipo Dirichlet,

= u(0,2) = uo(z), w(0,2) = vo(x), con x € I, como condiciones iniciales.

49
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Entonces buscaremos ahora la formulacion débil, al igual que en el caso eliptico,
multiplicamos por una funcién de prueba ¢ € C2°(I) y después integramos en el
intervalo de interés, donde después de eliminar los términos de frontera tenemos

1 1
/ ii(t, r)p(x)dx + / o' (t,2)d (z)dr+
0 0 (3.2)

1 1
/ V(z)u(t,z)p(x)de = / F(x)o(z)dz.
0 0
Con ayuda de esta formulacién débil del problema, podemos definir lo siguiente:

Definicién: 3.1.2 (Qv (u,v)) El producto escalar Qv (u,v) tal que Yu,v € H}
1 1
Qv (u,v) = / u'v'dw —|—/ V(x)uvdx. (3.3)
0 0
Definicién: 3.1.3 (Lr(v)) El funcional lineal Ly (v) tal que Yv € H}
1
Lp(v) = / Fudzx. (3.4)
0

Y por lo tanto la formulacion débil del problema hiperbdlico puede ser ahora
escrita en términos de Qv (-,-) y Lr(+)

Definicién: 3.1.4 (Problema Débil Hiperbélico) El problema débil hiper-
bolico consiste en encontrar una funcion

u: [0,00) — Hp, (3.5)

con u € C*([0,00), H}) , u € C*([0,00), L*(I)) tal que se cumpla

o

| (ii(t), 8) 12 + Qv (u(t), §) = Li(9), ¥t > 0,6 € C(1), (3.6)

y ademds u(0) = u, € HL, y u(0) = v, € L*(I).

La existencia de soluciones débiles u : [0,00) — H{} se pueden demostrar usando
la teoria de semigrupos (ver, por ejemplo, [12]) o usando el método de Galerkin
(ver, por ejemplo, [13]).

3.2. Estimacién de Energia Apriori

Definimos ahora la energia total del sistema
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E(t) = %/01 [122 +u + V(x)uﬂ dx, (3.7)

donde podemos apreciar que es igual a

1

B(t) = 5 [(a(t), u(t)) L. + Qv (u(t), u(t))]. (3.8)

Sea wu(t) una solucion débil del problema hiperbolico de la definicion (3.1.4).
Entonces tenemos

Q%Q:%Mmﬂ@hﬂ+waﬂm@»:LﬂMﬂL (3.9)

donde en la ultima desigualdad hemos usado (3.6)

Usando la desigualdad de Cauchy — Schwarz, en Lp(i(t)) = [, w(t)F(z)dz, y
usando que k - % =1, k # 0, tenemos que

0 . 1
S E(0) < Kllillze IF (@)l (3.10)

Usamos ahora que (a — b)? = a® + b* — 2ab > 0, obteniendo asi

9 k? <12 1 2 2 1 2
S E®) < Tl + 55 IFOI3: < REO + 55 IFOIR, (1)

siempre y cuando en la ultima desigualdad se tome en cuenta la definiciéon de
E(t).

Puesto que k es un nimero cualquiera, k # 0, podemos definirlo como k? = %,
entonces obtenemos que

E(t) -7 E(®) < JIIF@)Z, (3.12)
de donde podemos expresar esta desigualdad de la siguiente forma

4 [e*t/TE(t)} <

I —t/T 2
4 < T F @I, (313)

y finalmente integrando de 0 hasta un tiempo 7" > 0, obtenemos la condicién

mngﬁ@@+;ﬁame@ﬁ. (3.14)

A ésta condicion se le conoce como Estimacion de Energia Apriori. Y es de suma
importancia para nuestro problema ya que nos da una estimaciéon del error de
una solucién aproximada con respecto a una solucién exacta:
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Supongamos que v(t) € H} es solucién al problema débil que corresponde a la
ecuacion diferencial

v —0" +V(z)v = G(t,z), (3.15)

y que u(t) € H! es la soluciéon exacta al problema débil que corresponde a la
ecuacion diferencial

i —u' +V(z)u = F(t,x). (3.16)

Supongamos que F(t,x) — G(t,x) = e(t,z) y tomemos la diferencia de ambas
ecuaciones diferenciales, de donde obtenemos

é—e' +V(z)e=e(t,x), (3.17)

habiendo definido la funcion e(t) € H} como e(t) = u(t) —v(t) € H}.

Aplicando la estimacion de (3.14) obtenemos que

E© (T) < eT/T

T T t
Ee(0)+§/0 e_T||e(t)||2L2dt] , (3.18)

donde E°(T) es la energia correspondiente al error e(t) € H}.

Como podemos ver E€(0) se puede calcular con las condiciones iniciales impues-
tas en el problema. Esta estimacion (3.18) implica que para cada t € [0, T, u(t)
converge a v(t) si u(0) converge a v(0), 4(0) converge a v(0) y si € converge a
cero, en el sentido de las normas definidas por las expresiones anteriores. En-
tonces, la solucién depende de manera continua de los datos. En particular, si
e(t) = 0 para todo ¢t € [0,7] y u(0) = v(0), 4(0) = ©(0), entonces E¢(0) =0y
obtenemos

E°(T) <0. (3.19)
Pero sabemos que E(T') > 0, por lo tanto E¢(T) = 0 para todo T > 0, lo que

implica que u(t) = v(¢). Entonces tenemos unicidad de las soluciones.

3.3. El problema semidiscreto

Sea X,, C X un subespacio de dimension finita del espacio de Hilbert X = H}.
El problema débil discreto para el caso hiperbdélico consiste en encontrar u,, €
C?([0,0), X,,), tal que

(@ns@in(t)) 22 + Qv (dn, un(t)) = Lr(dn), Vén € Xn. (3.20)
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Y tal que u,(0) = tuopn € X, v5(0) = Vo, € Xy, donde upp ¥ vopn, aproximan el
dato inicial v y v, respectivamente.

Para el caso continuo teniamos

(¢7u(t))L2 + QV(¢7u(t)) - LF(d’)a V(b € H(} (321)

En particular para ¢ = ¢,, € X,, C X, obtenemos

(¢nu 'u(t))LQ + QV(¢na u(t)) = LF(¢n)' (3.22)

Tomando la diferencia entre (3.20) y (3.22) obtenemos

(¢n7 en(t))LQ + QV(¢n7 en(t)) = 07V¢n € Xnu (323)
donde se define el error
en(t) = u(t) — un(t). (3.24)
Podemos tomar e, (t) como la suma de su parte paralela y ortogonal a X,
en(t) = ell(t) + ex (1), (3.25)
de acuerdo con el producto definido por Qv

Qv (e (), ep (1)) = 0. (3.26)

Haciendo uso de ésta propiedad de ortogonalidad, podemos observar que

Qv (¢n, en(t) = Qv (dn, 5 (1) + el(t) = Qv (dn, el (1)), (3.27)

entonces la ecuacion (3.23) da como resultado

(6 En(t)) 2 + Qv (D, el (1) = 0,0, € X, (3.28)

Puesto que ¢,, € X,, podemos tomar a ¢,, = éu y por tanto la ecuacion anterior

resulta

(el én®) 2 + Qu el ell @) = 0. (3.29)

Ahora bien, inspirada por la Estimacion de Energia Apriori (3.14), podemos

definir la siguiente cantidad que controla la parte paralela del error elL

(érl(t)v éu (t))Lz + Qv (eu (t)v e‘rl(t)) ) (3'30)

N | =

en(t) :i=
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y derivando con respecto de t tenemos que

den (t)

7 (En(6), €))Lz + Qv (EN(t), en(t)) = (en(t), =&, ()2, (3.31)

donde se hace uso de la ecuacion (3.29). Ademas, tomando en cuenta que

1172 < 2en(t), (3.32)

y haciendo uso de la desigualdad de Cauchy-Schwarz en (3.31), tenemos que

dﬁn t . 2677, t),..
O < Ve @il < VO e, 3.3

Por altimo definamos

%NQ(t) = e, (1), (3.34)

entonce al derivar tenemos que

PO vty < YW yla, (3.35)

y eliminado N (t) de ambos lados de la desigualdad e integrando de 0 hasta un
cierto 7 > 0 tenemos que

N - NO) < o [ Ollovdr (3.36)

o bien

L[m .
N < NO)+ o [l Ol (3.37)
Ahora tomemos la parte ortogonal del error e, de la siguiente forma
et =(u—up)t =ut —ut =ut, (3.38)
por lo tanto deducimos que

e =it (3.39)

La magnitud de la parte ortogonal del error depende solamente de la elecciéon
de X, ¢ X = H..
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Figura 3.1: Figura donde se muestran la descomposicion del error e,, = eI,L +el.

Ahora procedemos a estimar [|ii||g,, usando los resultados del Capitulo 2
tenemos

i g = dista (@ Xa) < - fuf i = vally, (3.40)

donde usando la aproximaciéon por la interpolante de i tenemos

ity < Ch. (3.41)

Entonces tenemos que la expresion para la estimacion (3.37)

N(1) < N(0) 4+ Chr, C € R. (3.42)

Esto significa que si h — 0y el dato inicial discreto aproxima el dato inicial
exacto, de tal manera que N(0) — 0 cuando h — 0, entonces N(t) — 0, lo
que implica que la norma €,(t) que controla la parte paralela del error, con-
verge a cero. La parte ortogonal también converge a cero cuando 2 — 0 como
consecuencia de (3.39,3.41).
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3.4. Meétodo Implicito para la discretizacién Tem-
poral.

Ahora siguiendo el método de Galerkin, discretizamos el espacio H} en sube-
spacios X, de dimension finita n. Y tomamos representantes de ¢ y de u(t) en

cada subespacio, ¢, € X,, vy u,(t) € X,, respectivamente, para expanderlos en
una base {Nj}x=1, . de X,

On = Zkak, un(t) = le(t)Nl, (3.43)
k=1 =1

donde podemos notar que la dependencia de ¢ en la representacion de u, (t) esta
presente solamente en los coeficientes x;(t).

Por esta razon, la segunda derivada temporal de u,(t) se ve reflejada solamente
en los coeficientes 2;(t) de la siguiente forma

i(t) =Y &) (3.44)
=1

Por lo tanto al introducir (3.43) y (3.44) en (3.6) obtenemos

i (@1(t) M, + 1(t) Aue) = i, (3.45)
1=0

donde hemos definido las matrices M de tamafio n X n, tal que

My = (Ni,Ng)pz, Lk=1,2,...,n. (3.46)

La matriz A, queda especificada de forma anéloga por Qv (N;, Ni), mientras
que el vector J queda determinado por

(J') = (Lp(Ny), Lp(N2), ..., Lr(N,)). (3.47)
Asi, podemos expresar de forma matricial la misma condicién
Mi+ Ax = J. (3.48)

Definicién: 3.4.1 (Matriz definida positiva) Sea M una matriz real simétri-
ca de dimension n X n, entonces se dice que es definida positiva, si para todo
vector de dimension n, y distinto de cero x # 0, x € R™ tenemos que

' Mz > 0. (3.49)
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Entonces podemos mostrar que M es una matriz definida positiva, ya que para
todo u # 0, donde u =), 2;N;, podemos hacer la siguiente operacion

wWMu = inMiij Zwl Ni,Nj)p2zj = leNz,Zx] Vo2 = (u,u)pe,
v . (3.50)

y por lo tanto tenemos
u'Mu = |Jul|2: > 0. (3.51)

Usando que M es simétrica y definida positiva, sabemos que M es invertible.
Por lo tanto obtenemos

i=-M""Az+ M, (3.52)

la cual se reduce a un sistema de ecuaciones diferenciales, que con el dato inicial
de problema tenemos que existe una tnica solucién para u.

El método que usaremos para resolver el problema hiperbdlico sera implicito,
para esto recordemos que el sistema viene dado por

Mi+ Az = J (3.53)

con las condiciones iniciales dadas por

CL‘(O) = &o, CL‘(O) = To- (354)

Haciendo la transformacion siguiente

i—n=0, (3.55)

tenemos que el sistema original toma la siguiente forma

Mn+ Ax = J, (3.56)
con las condiciones iniciales
z(0) = &, n(0) = n,. (3.58)

Ahora, discretizamos el intervalo de tiempo [0, T, de tal forma que

O=to<t1 <ta<---<tny=T, (3.59)
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de donde tenemos que

ko =tp —tn_1,n=1,2,...,N. (3.60)

Empleamos el siguiente método implicito |7]

n+l _ . n
M (%) + oAz + (1 - a)Az" = aJ" ! + (1 —a)J",  (3.61)

xn+1 _ In
(") - e+ - =0, (3.62)

donde @ > 0 y v > 0, con las condiciones iniciales

2% =&, N° = To- (3.63)

Este método es incondicionalmente estable para «,y > 1/2, es decir, no existe
un factor de courant que relacione el tamano de la discretizacién temporal y la
discretizaciéon temporal para que el método sea estable. Es de segundo orden de
presicion si « =y = 1/2 [7], como demostramos a continuacion.

3.4.1. Consistencia
Tomemos la siguiente definicion de consistencia para un esquema de diferencias
finitas.[14]:

Supongamos que el esquema de diferencias finitas para el operador diferencial
Lv = F esta dado por Llup = G}, donde el subindice k se refiere a la dis-
cretizacion espacial y n se refiere a la discretizacion temporal.

Definicién: 3.4.2 El esquema de diferencias finitas Li}u = G} es consistente
puntalmente con la ecuacion diferencial parcial Lo = F en un punto (x,t) si
para todas las funciones suaves ¢ = ¢(x,t),

(Lo — P — [Lpo(kAx,nAt) — GE] — 0 (3.64)
conforme Ax, At — 0 y (kAx, (n+ 1)At) — (x,t).

Sea ¢ = v, una solucion para Lv = F, entonces al implementarla en (3.64)
tenemos

T = [Lpv(kAz,nAt) — G| — 0. (3.65)

A esta diferencia se le llama error de truncamiento.
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Definicién: 3.4.3 Se dice que el esquema de diferencias finitas Liu} = G},
tiene orden de presicion (p,q) a una ecuacion diferencial parcial Lo = F si

|77 = O(Aa?) + O(Ax?). (3.66)

Ya que el vector 7! es el vector 1) evaluado en el nivel de tiempo n+1, podemos
expander dicho vector alrededor del tiempo anterior,

A= )" )2+ OKD), (3.67)
y de aqui facilmente podemos ver que
n+1 n
77 - 77 7 N kn
= ()" )+ O(R2), (3.69)

Por otra parte, tenemos que

aAz™ 4 (1 — a)Az"™ = aA(z" T — ") + Az" =

2
QA(E) "k, + aA(;'v')"%" +O(k2) + Az™. (3.69)

Escribiendo el esquema dado por la ecuacion (3.61), tenemos

kn .
M | ()™ + (7‘7‘)”? +O(k2)| + Az™ + aA(2) "k, + O(K2) =
n+1 n n \n ak?z nn 3 n
o [JV =T 4+ T = akn ()" + 7(J) +O(k2) + J™. (3.70)

Entonces el esquema se puede reordenar como

M) + Az"™ — J"] + kn %(7‘7‘)” +aA(@)" — a())"| = 0(k2).  (3.71)

n

De aqui notamos que si a = %, tenemos

ky O
[Mn+ Az — J|" + 771& (M7 + Az™ — J|" = O(k2) (3.72)
y usando la expresion para el esquema de diferencias finitas dado por (3.56), se
sigue inmediatamente que el método es consistente, y ademés de orden de k2.
Si usamos « # 1/2 el sistema sigue siendo consistente pero a orden de presicion
kn, es decir, el sistema es mas eficiente con la eleccion ov = 1/2.
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Analogamente lo hacemos para

xn-{-l — " kn
= (@) @)+ OkY), (3.73)

por otra parte tenemos

T =t =y (0 =) =
Vha ()" +O(k7) + 1", (3.74)

por lo tanto podemos reescribir el esquema (3.62) como

(@) + @)+ O2) — ko) + O(R2) — " =
1

B a4 o |50 = 200" ] + O (3.75)

podemos usar en este punto la expresion (3.57), y la expresion anterior se reduce
a

b | 5@ = ("] = 002), (3.76)

ahora usamos la misma expresién y obtenemos

b |50 = 2| = 02 5.77)

es inmediato que si v = 1/2, el esquema es consistente y de orden k2. Nueva-
mente para otra eleccion de v # 1/2 el método sigue siendo consistente pero a
orden k™.

3.4.2. Estabilidad y Convergencia

3.62), mul-

Partiendo del esquema de diferencias finitas propuesto en (3.61) y (
) por ("t —

tiplicamos la ecuacién (3.61) por (z"! —z™)! y le ecuacion (3.62
n™)!M y reduciendo a una ecuacion tenemos:

YT =) M)+ (=) (" =) My
+a(z"™ — 2™ A"+ (1 — ) (2™ — 1)t Ax”
=a(z" ™ — ™)' T 4 (1 - @) (a2t — 2™) T (3.78)
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Definiendo @ = o — 1/2 y % = v — 1/2 podemos reescribir la ecuacion anterior
como

1 n n n n = n n n n
ST =) MO ) (T =) MO =)
1
+§($n+1 _ :En)tA(:En+1 4 :En) 4 55($n+1 _ IH)A(IEn+1 _ :En)
1 1
= (5 +a)(z" Tt — )ttt 4 (5 —a)(z" Tt — ™)t (3.79)

Podemos notar que

(" = ™) M ™) = (" M = () My (3.80)

y vemos que la expresion (3.79) se reduce a

E"— EM A" =3 + a2 -2 =
1 1
(5 +a) ("t — )ttt 4 (5 —a)(z" T — )t (3.81)

donde hemos definido

En+1 _ [(77"+1)tM7’]n+1 4 (J,‘n+1)tA,’En+1] , (382)

| —

y las normas que aparecen estén definidas mediante

" =013 = " =" " =) = (" =) M (" — ) (3.83)
"t — 2% = (@ — a2 — 2 a = (2" — 2" A" — 27)(3.84)

Sabiendo que M y A son positivas definidas, obtenemos de la ecuacion (3.81) la
siguiente desigualdad

1
En+1 —_ E™ S (% 4 d)(l‘n+l _ xn)tJn-i-l 4 (5 o d)(xn-i-l _ :E")tJn. (3.85)

Tomando en cuenta la definicion de E"T y que (2" 2" t1) 4 > a2 1|2,

tal que p4 € R es una constante 4 > 0 tenemos entonces que
B> a2, (3.86)

de aqui se sigue inmediatamente que
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1
lz"? < —EnT (3.87)
Ha
Por otra parte tenemos que
(@ T < Yl (3.88)

gracias a la desigualad de Cauchy-Schwarz, aqui tomamos un k& € R, tal que

k40

1
2L < T < Ll IR <

k> 1 k2
2

|:E"+1||2 + ||Jn+1||2 < 2uAk2En+l + ?||Jn+l||27 (3.89)

1
Tl

donde hemos usado en la ultima desigualdad a (3.87). Haciendo uso de éste
altimo resultado tenemos que

1

(2" — g™yt gt < I [E"H 4 EM] + K2 T, (3.90)
1

(z"t — 2"t " < T [E™T 4+ E™] + k2|72, (3.91)

usamos entonces éstas desigualdades en (3.85), para obtener

E™ (2uak® — 1) < E™ (2pak® + 1) + 2pak® (| T + (1 — )| J")?)

(3.92)
donde imponemos la condicién (2u4k? — 1) > 0 y se sigue entonces que
EMTY < AE" 4+ T (o J"TH? + (1= o)), (3.93)
donde hemos definido A y T' de la siguiente forma
Q/LAkz +1
= —— 3.94
SpakZ 1’ (3.94)
2[1,,4]{54
N=—. 3.95
2uak? —1 (3.95)

Finalmente, podemos usar de forma recursiva la desigualdad (3.93) y obtenemos
que
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EMT < AMTES ) AT (of ST 4 (1= o[ S (3.96)

Jj=0

Ahora supongamos que el intevalo temporal [0,7], en n partes iguales, por lo
que AT = T/n. Entonces por la estimacion final tenemos que en un tiempo
t = nAT

n—1
E" <A"E°+ ) AT (o TP+ (1 - o)l J ). (3.97)

=0

Inspirados en la expresion de Energia Apriori,

A" =TT, (3.98)
de donde es facil obtener que
A=e~. (3.99)

Implementando el valor de A en la estimacion para E" tenemos

n—1
E" <er B0+ Y e T T (af 7R 4 (1 - o) T ). (3.100)
7=0

. T
Factorizamos e+ y obtenemos

n—1
E"<er |E°+ > e TATIT (o J 2 + (1 — )| 77T )2) | . (3.101)

§=0
Aqui podemos notar que

T—ATj>0,¥j=0,1,....,n—1, (3.102)

por lo que la exponencial e~ 7 (T=AT)) og negativa en su argumento. Esta seria
una version discreta para al Energia Apriori dada en (3.14). Esto es bueno, ya
que con esta estimacién logramos mostrar la unicidad de la solucién asi como
la convergencia y depenencia continua del dato.

Ahora definamos, en base a la solucion exacta (x(t),n(t)) al sistema (3.56,3.57)
y la solucion numérica (z™,7™) dada por el esquema (3.61,3.62), los errores
siguientes
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An™ =q" —n(t"), (3.103)
Ax" =™ —x(t"), (3.104)

donde t"™ = nAt.

Tomemos las condiciones inciales que se usan para obtener la solucién numérica

n° =n(0) = o, (3.105)
x° = 2(0) = x,. (3.106)
Y por lo tanto tenemos que
An®=n°—n(t°) =0, (3.107)
Ax® =a° —x(t°) =0, (3.108)

donde hemos usado las condiciones inciales.

Ahora en base a la energia discreta para (Az, An), tenemos las siguiente energia
discreta

ER = _ [(Ag™)'MA" + (Az") AAz"] . (3.109)

DN | =

De donde tenemos claramente que

E% =0. (3.110)

Ahora, al implementar en (3.61) el siguiente cambio n™ — An™ y z" — Az",
tenemos

n+l _ . n
[M <H) +adz™ 4 (1 - a)A:L“"}

_ {M <77(t"“) - n(t")> ada(t) 4 (1 a)Az(tn)} (3.111)
=a(J" — T + (1 — ) (J™ = J(t™)).

Por lo tanto tenemos que como J es dato, hacemos que J" — J(t"), cuando
At — 0 entonces

AJ" = J" — J(t) — 0. (3.112)
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De aqui, la estimacion (3.101) se convierte en

n—1
Bx <er |3 e TATID (af AT )2 4 (1 — o) [AT"I)2) |, (3.113)
j=0
y cuando At — 0 tenemos
E% <0. (3.114)

Por lo tanto EX = 0. Y entonces An™ — 0y Az"™ — 0 cuando At — 0.

3.4.3. Solucién al método implicito

Ahora pasaremos a resolver el método implicito, con el esquema de diferencias
finitas mencionado con anterioridad en las ecuaciones (3.61) y (3.62). Asi, a
partir de estas relaciones obtenemos

ak, Az 4 AT — ok, TP = — k(1 — @) Ax™ + Mn" + k(1 — ) J(3.115)
" — k"t = 2™ k(1 — 4)1(8.116)

Podemos expresar estas relaciones de una forma mas compacta, en forma ma-

tricial
aky, A M Tt B akp, JnH N\
I —k,yI nntl 0 -
—k,(1—a)A M " kn(l —a)J™
( : i > < " > n ( . RRNTREL

Es necesario invertir la matriz que multiplica al vector del futuro de la izquierda,

(2w ) (5 i )=(or) o

de donde obtenemos un sistema de cuatro ecuaciones lineales de matrices

bk, XA+Y =1 (3.119)
aknZA+W =0 (3.120)
XM = kyyY =0 (3.121)
ZM — kyyW =1 (3.122)
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y al resolver obtenemos que

X Y\ [ kL LM
< zZ W ) = < L —ak,LA > (3.123)
de tal manera que

L=(avk2A+M)"". (3.124)

Entonces, al multiplicar por la matriz inversa tenemos que (3.117) se convierte
en

"N (T —kiyLA kLM z" .
nttt ) ~k,LA I—ak?’LA n"
kZyL(a ™ + (1 —a)Jm)
< kn L(aJ" 1 4 (1 — a)J") (3.125)

Ahora podemos multiplicar la expresion anterior por

( Lgl 2 > (3.126)

Lo cual da como resultado el siguiente sistema

L7tzm ™t N M+ (a—1)k27A knM ™ n
L~iyntl ) ™ —k,A M+ (y—1)ak?A n"
k2 (o™ + (1 — a)J")
( Fon (@™ 4 (1 — ) gy J3127)

Lo que hemos obtenido aqui es un sistema de ecuaciones del tipo
L v=1, (3.128)
y recordando la expresion para L~! = ayk2 A+ M, es una combinacion lineal de

matrices simétricas y tridiagonales. Usamos que las matrices A y M son matrices
simétricas y positivas definidas, podemos invertir el sistema de tal forma que

v=LJ. (3.129)

Ademés tenemos la ventaja que las matrices son tridiagonales, por lo que po-
dremos usar la eficiencia del Método de Thomas.



Capitulo 4

Conclusiones

Para el caso del problema eliptico en una dimensién, con condiciones de Dirichlet
en la frontera, se formué el problema débil abstracto. El cual nos perimiti6 en-
contra la solucién débil al problema, en un espacio de Hilbert X, cuya existencia
y unicidad esta respaldada por el Lema de Riesz.

Pudimos ver la equivalencia entre el problema débil abstraco, y un problema
variacional, que consiste en encontrar el minimo de un funcional definido sobre
X, al cual lamamos Energia Potencial del Sistema. Mostramos que si u € X
es solucién al problema débil abstracto, entonces también es un minimo de la
Energia Potencial del Sistema.

Logramos mostrar la dependencia continua del dato, ademés de una estimaciéon
que nos muestra la estabilidad de la solucion.

Para aproximar la solucién al problema débil, u € X, tomamos un subespacio
de dimensién finita X,, C X. Sobre éste subespacio formulamos el problema
débil discreto y aproximamos a v € X mediante u,, € X,,, y pudimos observar
que el error u — u, es ortogonal a X,,.

Ahora, al implementar los Elementos Finitos, construimos X, C X tal que
contiene funciones lineales por trozos y distintas de cero en un intervalo pequeno
del domino de definiciéon de X,,. Tomamos una interpolante de la solucién u € X,
iy, € Xp,, y mostramos que el error u—1i, bajo la norma L? es del orden de O(h?),
mientras que la derivada del error es del orden de O(h). Con estas estimaciones
pudimos mostrar que el error u — u,, converge a cero con orden O(h?).

Una vez que nos encontramos trabajando sobre X,,, usamos los elementos de su
base para generar a partir del problema débil un sistema de ecuaciones lineales
de la forma Az = J, y cuya solucién z € R"™ se resuelve de forma numeérica. Aqui
A es una matriz tridiagonal, simétrica y postiva definida de dimension n x n, y
J viene dado por el dato del problema eliptico.

Para resolver numéricamente este sistema se contruyé un co6digo numérico a
partir del Método de Thomas. Nos dimos cuenta que la solucion de este tipo

67
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de sistemas mediante la implementacion de algoritmos derivados de la elimi-
nacion gaussiana, como es el caso del Método de Thomas, presentan un error
de redondeo.

Ademas debe cuidarse que el sistema que se esta tratando esté bien condi-
cionado o mal condicionado. En nuestro caso logramos ver que al aumentar la
resolucién en la discretizacion espacial, 1o cual hace aumentar la dimension del
sistema a resolver, el nimero condicionante que determina la condicion del sis-
tema también aumenta, lo que hace que nuestro sistema sea mal condicionado
para resoluciones altas.

Sin embargo en el régimen donde el error de redondeo es despreciable y el sis-
tema es bien condicionado, pudimos comprobar las estimaciones del error que se
hicieron teéricamente bajo la norma L?(0, 1), tomando como una aproximacién
la norma discreta liz, donde Az es el tamano de la discretizacion el cual en nue-
stro caso al hacer la implementacién numeérica se escogié uniforme, por ejemlo
la norma /%, del vector v € R"~!

n
lulli, = | D lukl?Az.
1=1

Se comprob6 que la convergencia del método es de orden O(h?), y que ésta
mejora cuando la resolucién de la discretizacion espacial aumenta (cuidando
que el sistema esté bien condicionado).

Para el caso del problema hiperbélico, llevamos el problema original a una for-
mulacién débil tomando en cuenta la dimensién espacial. Definimos al Energia
del Sistema, y ésta nos ayuda a demostrar la unicidad de la solucién, asi como
la dependencia continua del dato y de las condiciones inciales de problema.

Hicimos la semidiscretizacién del problema usando el Método de Galerkin. En
este caso, el error ya no es ortogonal al subespacio de dimensién finita de X, X,,,
que se ha elegido para la aproximacién de la solucién. Sin embargo, separando
el error en una parte paralela y otra ortogonal al subespacio de dimension finita.
Se defini6 una norma que logra controlar la parte paralela de error, sin embar-
go, esta norma necesita de una cota para la parte ortogonal, usando algunos
resultado para el caso eliptico se mostré la parte ortogonal del error converge a
cero a orden O(h).

Esto nos ayud6 a completar la norma con la cual probamos de nuevo la depen-
dencia continua del dato y la convergencia.

Después de discretizar la parte espacial, y elegir X,, de nuevo como en él caso
eliptico, obtuvimos un sistema del tipo M &+ Ax = J, donde M y A son matrices
tridiagonales y ademas definidas positivas y simétricas, por lo cual el problema
se convierte en encontrar la solucién de un sistema & = —M Az + J, la cual
es Unica dadas las condiciones inciales del problema.

Para resolver este sistema, se uso un método implicito 7], para el cual se de-
mostro la consistencia, estabilidad y convergencia, haciendo uso de una versiéon
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discreta de la Energia del Sistema, tal y como se vi6 en el caso continuo.

Una vez mostradas las conclusiones de este trabajo, podemos decir, que el paso
siguiente seria comprobar los resultados tedricos mediante la implementacion
numeérica para el caso hiperbélico. Una vez hecho ésto, se podria implementar
al problema mas complejo tal y como el descrito anteriormente para el el sistema
binario agujero negro - estrella en la Introduccion de éste trabajo. Para este tipo
de problemas ya existen implementaciones del los Elementos Finitos.
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Apéndice A
Apéndices

En el Zer. Apéndice se demuestra que H', el conjunto de funciones tal que son
cuadrado integrables asi como sus derivadas en el sentido débil también lo son,
es completo.

En el 20. Apéndice se demuestra el Lema de Sovolev (2.1.1), que se usa en el
Capitulo 1 y que nos asegura que para cada funcion en H' se puede encontrar
un representante continuo.

En el Ser. Apéndice se demuestra el lema (2.3.1), el cual se usa para obtener

una aproximacion de los elementos matriciales que seran usados en el Capitulo
2 referente al Método de Galerkin aplicado al problema eliptico.

A.0.4. EIl Espacio de Hilbert H'.
Es la intencién de este apéndice mostrar que
H' := {u € L*0,1]|existe v’ € L?[0,1] en el sentido débil } (A1)

es un espacio de Hilbert, es decir, que es un espacio vectorial completo con el
producto definido por

(u, ) g1 = (u,v) 2 + (v, 0") 2, Yu,v € H. (A.2)
Podemos definir la norma en H' mediante el producto interno
_ 1/2 1/2
lullm = (w,w)yt = (ullfz + [l'[32) (A.3)
Para mostrar que H' es completo tomemos una sucesién de Cauchy en H',
{un}. Por lo tanto dado € > 0, existe una N € Z tal que ||u, — um||g < €

siempre que n,m > N. Usando la norma en H' dada por (A.3) tenemos que
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lun = umllzp = llun = uml[Z2 + Jug, — up,|[72, (A4)

de donde se obtiene de forma inmediata que

([tn = w22 + [Jug, — up|[Z2 < €, (A.5)

y por tanto que
[un — um||2 <, (A.6)
|Jul) —ul, |22 < e (A7)

De aqui se sigue directamente que u, y u/, son sucesiones de Cauchy en L2.
Como L? es completo, entonces

Uy — u € L2,
(A.8)

! 2
u, — v € L",

en L2, cuando n — oo.
Nos resta mostrar que v’ = v en el sentido débil.

Para ésto, sea ¢ € C2°(0, 1) y multiplicando por u/, e integrando de cero a uno
1 1
/ ul (z)p(x)dr = —/ un ()¢ (z)d. (A.9)
0 0
Tomemos la siguiente integral

< Ny, = ollz2 16l 22, (A.10)

/O [t () — ()] () d

donde hemos usado la desigualdad de Cauchy-Schwarsz. De aqui podemos ver
que como u!, — v si n — oo en L?, entonces

— 0,si n — o0, (A.11)

/O [y () — ()] () dz

de donde se sigue

/ u, (z)p(z)dr — / v(z)p(x)dx,si n — oo. (A.12)
0 0

De la misma manera, se demuestra que
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1 1
/ un(2)¢ (x)de — / w(x)¢' (x)dz, si n — oo, (A.13)
0 0
de donde finalmente obtenemos que

/01 v(z)p(x)de = — /01 ug' (z)dz. (A.14)

Esto demuestra que u es diferenciable en el sentido débil y que v’ = v.

A.0.5. Demostracion del Lema (2.1.1)

Lema: A.0.1 Sean I = (0,1) eR yu € HY(I), entonces u posee un represen-
tante u € C°(I). Ademds sabemos que

illco < V2|ulls, Yu € H. (A.15)

Demostracion.

Sea primero u € CY(I) N H'(I), definamos el promedio de u de la siguiente
forma

1
u= / u(z)dz. (A.16)
0
Estimemos éste promedio bajo la norma L?, de la siguiente forma

1
< [ Ju@)] - 1do < ul 2122 (A17)
0

donde se ha usado la desigual de Cauchy-Schwarz. Recordando que u € C*(I)N
HY(I), la estimacién anterior esta bien definida y tenemos finalmente

1
< [ u(@)] - 1do < e (A18)
0

Usando el Teorema del Valor Medio, tenemos que existe z, € I, tal que

u = u(z,). (A.19)
Para ver esto claramente definimos

F(z):= /Ow u(y)dy, (A.20)

y tenemos que
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F'(z) = u(z). (A.21)
Entonces, por el Teorema del Valor Medio, existe x, € I tal que

F1) - F(0)

: = F'(x,) = u(x,). (A.22)

Pero por la definicion de F(x) dada por (A.20), tenemos que

F(0)=0, F(1) = /0 u(y)dy = a. (A.23)

De aqui se sigue inmediatamente que (A.19).

Sea x € I, entonces

u(e) —a| = |u(z) —u(z,)| =

/ u’(y)dy\ < fomao 212 < [l 12 (A.24)

donde hemos usado la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Usando ahora la de-
sigualdad del tridngulo en la expresion anterior tenemos

u(@)] < fu(z) —al + |al < [lu'][L> + ull 2. (A.25)

A partir de ésta desigualdad podemos obtener

u(@)|* < [/l + llullfe + 20w |2 llull 2 < 2]ullF, (A.26)

de aqui tomamos el supremo en ambos lados de la desigualdad |u(z)[* < 2||ul|%;.,
y la raiz cuadrada para obtener

lulloe < V2lullz. (A.27)

Ahora, sea v € H(I). Dado que C*(I) N H(I) es denso en H(I) (ver, por
ejemplo, el Teorema 5.3.2 en [13]), existe una sucesion de Cauchy (u,) € C*(I)N
H(I), tal que u, — u € H' cuando n — oo.

Entonces usando (A.27) tenemos que

lun — tmlloo < \/§||un — U || - (A.28)

Por ser sucesién de Cauchy en H!, tenemos que |u, — wy| g1 — 0 cuando
n,m — oo. Entonces la desigualdad (A.28) implica que

[|wn — wmlloo — 0, n,m — o0. (A.29)
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Por lo tanto (u,) es una sucesion de Cauchy en el espacio completo (C°(1), || -
loo), entonces

u— e C). (A.30)

Entonces, ahora mostraremos que % es un representante de wu.

Como (u,) — u bajo la norma L?, esto implica que existe una subsucesion u,,,
tal que uy, (£) — u(z) para casi todo = € I. Entonces usando (A.30) tenemos
que

u(z) = u(x), para casitodo z € I, (A.31)

lo que demuestra que « es un representante de u.

Finalmente, tenemos que

unlloo < V2lunlm- (A.32)

Puesto que u, — @ en C°(I), y u, — u en H'(I), cuando n — oo, y debido a
la continuidad de la norma, esto implica que

llloe < V2lull 1, (A.33)

lo que concluye la demostracién del Lema.
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A.0.6. Demostracion al Lema (2.3.1)

Lema: A.0.2 Sea g € C?([0,1]) una funcion de x que es dos veces continua-
mente diferenciable y sea 0 = x, < 11 < 22 < ... < x, = 1, una particion de
[0,1]. Entonces

Ty
1 1
L[ g@dr= o)+ gl +0G), (430
J
v 2 1
= L1 7T - = : , 2
[ o) (B2 ) = Bt + ooy + O, (A3)

L[ (2T ) de= gyl + a(aa)l+ OGP, (A30)

Pj-1 Lj—Tj-1
Tj—1
Tj1
1 Tjt1 — T T — T 1 9
— x de = —[g(x;) +g(x;1)] + O , (A.37
o g( )j:j+1 E—— 13 19(25) + 9(xj1)] + O(p%), (A.37)
zj
donde pj :=xj41 —xj yp= 7%1211)( Py
Demostracion.

= Tomemos la integral dada por (A.34),

Tj+1

R / 2)dz = / g(w; + pyh)dh, (A.38)

donde se hace el cambio de variable o = z; 4 p;h.

De la misma forma tomamos la misma integral pero ahora con el cambio
de variable = x;41 — pjw, de donde obtenemos

Tit+1

L / 2)dr = / 9(@s41 — pyw)du, (A.39)

por lo tanto al promediar las integrales (A.38) y (A.39) tenemos

g(e)de = 1 / 9y + psh) + 9031 — pyh) b (A40)



7

Tomamos el integrando y desarrollamos en serie de Taylor

9(x; + pjh) = g(x;) + g'(z;)pih + O(p3), (A.41)

y por otro lado

9(xj41 — pih) = g(z541) — g’ (xj11)psh + O(p3)
= g(zjt1) — [g'(x) + g" (x;)ps] pih + O(p3), (A.42)

reagrupando los 6rdenes de h correspodientes tenemos

9(xj41 — pih) = g(xj41) — ¢'(z;)psh + O(pF). (A.43)

Finalmente la integral (A.40), al implementar las aproximaciones (A.41)
y (A.42) resulta

Tjt1

1
— g(x)dx =
Pj (@)

T

l9(z5) + g(zj11)] + O(p°). (A.44)

N | —

Ahora para resolver la integral (A.36) tenemos que

xj 9 1
1 — X
]/ 9() (45——3ﬁ—l—) de =:/f g(@j_1 + hpj_1)h?dh,  (A.45)
Pji—1 LTj— Tj—1 0
Tj1

donde hemos usado el cambio de variable x = ;1 + hp;j_1.

Usando la misma integral, pero con el cambio de variable x = z; — p;_jw
tenemos

: 7 9(@) (m)zdfc:/olg(%‘ —wpj—1)(1 —w)*dw. (A.46)

Pj—1 Tj—Tj—1
x

Jj—1

Entonces la integral (A.36) se puede escribir como la suma de (A.45) por
un factor o € R con (A.46) por un factor 5 € R, tal que a + 3 = 1.

Por lo tanto

Lj

1 / ( T — Tj—-1 )2
g(@) ( ——— ) d=
Pji—1 Tj— Tj-1

- (A.47)

1
_A[W%4+Mwﬁﬂﬂ%%4w4m—mﬂw



78

APENDICE A. APENDICES

donde tenemos que desarollar en serie de Taylor la parte derecha.

Entonces tenemos

g(xj1+hpi1) = g(@;-1)+g (x;-1)hpi—1+0(p*) = g(z;-1)+9'(z;)hp;—1+0(p?).
(A.48)

Y el otro término

9(x; — hpj—1) = g(x;) — g'(z;)hpj—1 + O(p?). (A.49)

Al implementar las aproximaciones en (A.47) tenemos
Ij

1 T —Tj—1 2
9@ — ) dz
Pj—-1 Lj— Tj-1

Jj—1

1
= /0 [ah?g(zj-1) + ag'(z;)h’pj—1 + B(1 — h)*g(x;) — By’ (x;)h(1 — h)*pj_1 + O(p®)] dh,
(A.50)

donde podemos apreciar que para eliminar término de orden O(p), hay
que elegir a y 3 de forma adecuada, tomando en cuenta que las integrales
que acompanan a dichos factores son

! 3 1 ! 2 1

Al sustituir estas integrales resulta

a f

Z_ 2 _ A.52

1 =0 (A.52)
ademaés de la ecuacién

a+pf=1 (A.53)

Al resolver para o y @ tenemos que o« = 1/4 y = 3/4. Podemos entoces
calcular la aproximacion para (A.50) de donde obtenemos

Lj

1 T — Tj—1 2
g@) | ——— ) d=
Pi-t, A (A.54)

Jj—1

= 1—129(%-1) + ig(scj) +0(p?).
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s La demostracion de (A.35) es similar a la de (A.36).

= Por dltimo demostremos (A.37), para esto tomemos la integral

Tyt

Tjp1 —T T — X 1 [%+
g(z) dx = —/ g(x)(xjp1 — x)(xr — xj)dx.
Tjp1 — Tj Tjr1 — Tj 03 ), J J
z;
(A.55)
Definimos a ¢ = L;””l y
hos
xz(p—k%,—lﬁhgl. (A.56)
La integral anterior se reescribe como
Tj41
gla) T ETH gy
Tj+1 — Lj Tj+1 — T
z;
L hp; hp; pi A 57
= —2/ 9(p +hp;/2)(wji1 — ¢ — )@ + 5 —w;)5rdh (A.57)
P J-1

1

1 2
— o /Ag@p + 1y /2) 2 (1= )1+ )ah.

Expandemos en esta integral g(¢ + hp;/2) = g(¢) + hp;g'(¢)/2 + O(p3),
también hacemos el producto notable (1 — h?) = (1 + h)(1 — h), y encon-
tramos que la integral se aproxima de la siguiente forma

Tjt1

Tigt1 —T T — X5
[ a0 iy
Tj+1 — L5 Tj41 — Ty

z; (A.58)
= Ro(e) [ =)+ 0) = Bate) + 00
Por tltimo usamos que
o) =g (B ) = Llatey) +alar] + OGP (459

Usando esta aproximacién en la tltima integral, obtenemos la afirmacion.

|
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