
UNIVERSIDADMICHOACAN DE

SAN NICOLÁS DE HIDALGO

INSTITUTO DE FÍSICA Y MATEMÁTICAS

“ELEMENTOS FINITOS PARA PROBLEMAS ELÍPTICOS E HIPERBÓLICOS

EN UNA DIMENSIÓN ESPACIAL”

TESIS

PARA OBTENER EL TÍTULO DE

MAESTRO EN CIENCIAS EN EL ÁREA DE FÍSICA

PRESENTA

JUAN PABLO CRUZ PÉREZ

ASESOR

DR. OLIVIER CHARLES ALBERT SARBACH

Tesis Karla
Texto escrito a máquina

Tesis Karla
Texto escrito a máquina

Tesis Karla
Texto escrito a máquina

Tesis Karla
Texto escrito a máquina

Tesis Karla
Texto escrito a máquina

Tesis Karla
Texto escrito a máquina

Tesis Karla
Texto escrito a máquina
Diciembre 2009

Tesis Karla
Texto escrito a máquina

Tesis Karla
Texto escrito a máquina

Tesis Karla
Texto escrito a máquina



������ �����	


�� ������	

��� 


�� �������� ������
� �

���� �����	
��
� ����	 ��	 ����	��
 �	������ �� ��
 �������
� � � � � �

������ �
�� �
�����	
� ��� γ(x) = 1� � � � � � � � � � � � � � � � � ��

������ �
�� �� γ(x) > 0� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

������ ������
 �������
	 ���
	 ��	 ������
 � � � � � � � � � � � � � ��

���� �	 ������ �� �
	�� �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �!

������ "�������#
��
� �� �	 ������ �� �
	�� ��� � � � � � � � � � � �!

������ �	������� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �$

������ %���&��
��
� ��� 	
 �������	
���� � � � � � � � � � � � � � �'

������ ���(�������
 ��	 ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �)

���� *��	�����
��
� ��	 ������ �� �
	�� �� � � � � � � � � � � � � � � �$

������ �+	��	� �� 	
 �
���# A� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �'

������ %���&��
��
� �� LF � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

������ ,�	���
� 
	 ,�����
 Av = J � � � � � � � � � � � � � � � � � �-

������ �������
� ��	 ������
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����-� ./���� ���������
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����)� .����� ���������
��� ��	 �
�� �	������ � � � � � � � � � � � �$

����!� �0���	� �� 	
 *��	�����
��
� .������
 � � � � � � � � � � ��


� �������� ���������
� ��

���� �����	
��
� ����	 ��	 ����	��
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �$

���� �����
��
� �� ������
 %������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � -'

���� �	 ����	��
 ������������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � -�

���� ������ *��	����� �
�
 	
 ��������#
��
� 1�����
	� � � � � � � � � -)

�



� ������ �����	


������ ���	
	���

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

������ �	���
�
��� � ���������

� � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

������ ����

�� �� ������ 
� �!

�� � � � � � � � � � � � � � � � � ��

�� ������	
���	 �


�� �����
��	 
�

"����� �� �	 �

� �� #
����� H1� � � � � � � � � � � � � � � � � � � $�

"����� %���	���

�� ��� &��� '�����( � � � � � � � � � � � � � � � $�

"����� %���	���

�� �� &��� '�����( � � � � � � � � � � � � � � � � $�

�
��
������� ��



�������� 	

���������	
�

������ ���	
��
� �� 

 �
���

��
 ��� ����

��� �
�������
����� ����
���
���
������ ���������

��� ��� �����
� �� �������
 �
����
 

 ������
 
�� �� ����
��� �
 
��
� 
 ����
��� ��
 ���
���� ���������

� � 	��� �� 

 �������
 �������
�
����� ������� 

 ���
���� �� ���� ������! "
�
 #���� � ����� �����
��� �$�����
��
������� %�� �� �	������ �� ����
 
�

&���
� 	
�� �����
� ������������!

��� ��	
���� �� ����	
� �������
��� ��� ����
�� �
��������� ���
� ���
������
���������

�� �� ������ ����
����� �� ����
 
�

&���
! "
�
 ����� ���	
��
�� ��
�����
��� 	���
� �#����� 

����
����� �� ��
�����! '� 
%�& ����� 
�� �#�����
���#����� ���
� ��
 ��
� ��
��
���
 �
�
 
���$��
� ��
 ��
����� �� �����
���	
��
�!

������������� ��� �����
�� �� ������
 �� �� 
������ ����� ������
���� %��
����� ��
 �
��&��

� �

 ���� ��
 �����


� ��	��
��� 

������� �� #
! �� 

�
����������� �� 
�	�� ��� �

�� %�� �
 �������� ����� 

 �
�
 �� 

 �
��&��

 � �

�	���� ������
���� �� ��%��(�� ������� ��������
� �� ������
 
���$��
����
%�� 

 �����


 ����� 

 ��
�������
 �� ��
 ����#���
 �
�
 ��
 �
��&��

 
�	��


������� ��
 
������ �����! )
 %�� �
 �
��� ��
���
����

 �� 

 �
��&��

 ���&

����� ����� ��� �������� 

 �
��� �����
�� ��� �
 �	���� ������
����!

'������� �� ������
� 	��
���� ������� ����� 	 �
������� 

 ��������
 �� �� �	���
�� %�� �� ��������
 ��	��
��� 

������� ��
 
������ ����� ����*�
 �
 ���
���
������ �� �
 %�� �� ��������
 �������! '��� �
 
��
� 
 

 �����
���� �� 
�	

��
 ��������������
� ��� 
� %�� �
 ������
 ������ �����&
 ��� 

 �
��
���� �� 

�
����
�� ����*�
��� 
�& 

 ��
�������
 �� 

� �
��&��

� ������
��� %�� �����
��

����� 

 �
��&��

 ��������
 

 ����
���
 %�� �$���� ����� �


 � �
 �	����
������
����� ����������� 
�& %�� ��
 
	������
 ��� #
!

'��
� ������������ �� 

 �#����
 ������ ��� �

��

�
� �� ������
 
���$��
����
����
��� 

 ����&
 �� ������	
������ �� 
������� ������! '$����� �������� ��
�
	
��� ��	�� 

� �#����
� ���
�
�
� �
�
 ��

��
� ���
� 
���$��
������� �

 �� �

�
�� �� ����

���� 
����
�� �
�
 
�� 
������� ������ %�� �� ����� ���
�����
�� �
 ��
	
�� ��	��� 
 �����	�������	������� +,� -.! ������
� %�� ��
 �
�� ��

/



� �������� 	
 ���
��������

��� ����	
�� �	�
�� 
����
�� 
	��
���� ��
 �� ���
��� 
	 �	

� 	� ��
������� 	�

	��
� � ��� �
����� 
	 �������� ���� ��
� �������
 �� ��

	���� 
	 �� �
��	���
��

���
� � �� ��

�
� 
	 	�	
��� ��
 �� 	������ 
	 ��
�� �
�����������	� 	� ��
����	�� ����
��� �	 
	�	 �� �
����� 
	 	
�����
��� ����

 � !	�!� 
	 �����
	
�
 � ��� ��
������ �
�����
� ��
	
	
�
 
	� ���	�� ���	
"
������� 
� ����
 � �� �	���
 
	  �	
��� #��	��� 
���
������� 
	 ���� 
	��� 
	
$�
���  ��� ��	�� � ��� 	������� ���� ��
� ��� ��� ��	��	 
���
��������

%�� 
	 ��� ��
��� 
	 	���
��
 	��	 ���� 
	 	�������	� 
��	
	�����	�� 	� �������"

� 	� �
���	�� 
	 ���������� ����
�������� ��
������ ����� �
������ ��� ��
�
���	�� 	� �� ��
�������� ������  ��� �	 !��	 �����
� ��� ������� 
	 �
�	��
� �	 ���������� ��
 �� 	������� 
��	
	����� 
	� �
���	��� 
	����� ���	�
���� ��

��
�	� � ������� 	� �

	� 
	 ��� 
	
���
�� �������
�
�� 	� 	� �
���	�� �
�������
�	
� ���� ��� ���	�
������

&� ����� ��	��� '�	 	��� ��	�� ��
�������� 
���� 
	� �
���	�� �
������ ���
��
	 ��� ��	
��� ��
� ����	�	���
 	� #���
� 
	 (��	
)�� ��
� 
	����	
 	��	
�
���	��� ��	��� '�	 	��� ��
�������� �	 �
���� 
	 ��
�� 	*���� ��
� ���"
��
 ��� �������� 	� �� �������� ��� 
��	
	��	� ��
���	
������� �� �������� 
	
�������	� ��+�����	��	 
��	
	������	��  ��	 ����
� 	���	��
� ��� �� ��������
	� �� 	������ 
	 ,���	
� X ��	��
��
� �� �����
�
� $	����� ��
�*��� 
��!�
�������� 	� �� ���	������ 
	 X 
	 
��	����� +����� 
������ Xn ⊂ X � &'��
Xn ��	
	 �	
 �� 	������ 
	 ���������� -	��� ��	�� � ��� ����
�� 	��	��
��	�.
� �� 	������ 
	 �������	� '�	 �����	��	 ��� 
�������� 
	 �	
� 	� ��� 
	����
�	'�	/� -�� '�	 ��	�� � ��� 	�	�	���� +�����.�  � ����
� 
	 ��� 	�	�	���� +�����
!� ��
� ����	�	���
� 	� 	� �
���	�� 
	 ��� ��
������ �
�����
� ��
	
	
�
 
	
�� ����	
� �	�
� ���	
������ ��
� �������
 �� 
�
������ 	����
� 	� ��
�� 
	
��
�� �
�����������	� �0��

 � 	��	 �
����� 	���
����� 
�� ����� 
	 �
���	��� 	� ��� 
��	����� 	�������1
�������� 	 ����
������� 2�	����� � �� ��
�������� 
���� 	���� �
���	���� 	� 
��
	
��

	��� 	�����
�
 ��� �������� 	� �� 	������ 
	 ,���	
� X � � ��
�*������
� �� �������� 	*���
���
��� 	� ��
����� 
	 �� �������� 
	 �������	� ���	��	� �
�
�3�� � 
�������� 
	 �	
� �����	��	 	� �� ������������ �	'�	/� 
	� ���	
����

	 
	+������ 
	 
��
	 	� ����
� ���� 	� ����
	 
	 ���������  �������

 � ��
	� ����
����	 ����
���
 �� �� �������� 
	� ����
� '�	 �	 ����	�	 �� ���

	�	�	���� +����� ����	
�	 � �� �������� 	*���� 
	� �
���	�� 
���� � � '�	 �

	�
�� !��	�  �����	� 	� 	��	 �
����� �������� 	�����
 � ����
���
 	� 	

�
 
	 ��
�������� 
	� �
���	�� 
���� '�	 �	 	���	��
� 	� X ��� 
	��	��� 
	 �� ��������
��
�*���
�� �� ���� �	 	���	��
� 	�Xn ⊂ X �  �	�	��� ����
����	 	� 	� �
��	��

	 �� 	��������� 
	� 	

�
� 	� �� ���
�
������ 
	 �� ���	
������	 
	 �� ��������
	� X ��
� 	� �
���	�� 
����� 2� ���	
������	 	� ��	3� ����	 � ���
��	���� 	� ��

	����
����� 
	 �� ����	
�	���� � 	��������� 
	 ��� 	

�
	� 	� ��	��
� ����
�
����
����

 � 	� �������� 	 
	 	��	 �
����� 
	 �	��� ��� �������� 
	� �
���	�� 	�������
	� ��� 
��	������ %�� �	3 
	+��
� 
	 ��
�� �
	���� ����� ��� ���
�����	� 
	
�
���	
� ���� ��
������� �
��	
	��� � ��
����
 	� �
���	�� 
���� ��

	����
�	��	



�

�� ������	� ��
���
�� �� ����� �� ����
��� ���� ���� ���	���
��� �� ��
������
�� �� ����
�� �� ������� X � ��	�� 
�	� �� �����
�� ��
���� ����� �������
	������� ��� ����� ��� 
�	����� �� ������	� ��
���
� �� �� ���	� ���	������
��	���� �� ������ ��� ������	� �������� ��� ����� � 
�������� �� ���
�����
������ ��� ���������	���� ����� 
�� �� ���� �� ����	 � ! ��� ������" � 	������
�� �#�����
�� � ���
���� �� �� ����
��� �� �� ����
�� �� �������� $�����	��
��	���� ��� �� ����
��� ������� �� ���	� 
���
��� �� �� ������ ������� �� ��
������	� ��
���
�� %� ���� 
��
���� 	�����	�� ��� �� ���	���
��� ��� ������	�
����� �� ����������� � �� ������	� �����
������ ����� �����	�� �� ���
�����
������� ����� ��� ���	����� �� X ���	��� 
���
�� ��� ������� �&!�

'�� ��( ��
������� �� ����
��� �� �� ����
�� �� �������� ���
���	�� � �	)
����� �� $����� �� *����+�� ���� ���
�� ��� ����#�	�
��� � �� ����
��� �� ��
�������
�� �� ��	������ ������ � ��� 
�	� �� ,�	�� 	��
������ ����	�� ��
�������
�� �� ���
����� �������� � ���(��� -��
���	�� � ����	�	�� ��� �������
�� �� ����
��� �#�
�� 
�� �����
�� � �� ������������ �� �� ����
���� �� 
��� ���
����� � �
���� ��� ������� �� �� ����
��� �#�
�� ��� �� ��
������ ����� X � ��
����
��� ����#�	��� ��� �� ��
������ ����� �� �������
�� �� ��	������ �����
Xn�

.� 	�	���� �� �����(�� �� �#������� �� �� ����#�	�
��� �� �� ����
��� �� ��
�������
�� �� ��	������ ����� Xn� ��	�� ��� ���� ��
������ �� ����
��� ����#�)
	��� x ∈ Xn� �� ������	� �� ����
� � �������� �� �����	� �� �
��
����� ��������
�� �� ���	� Ax = J � ����� A �� ��� 	����( ����������� �� ��	������ n × n�
������ n �� ��	������ �� Xn� -��� ��� �� ��� ���	����� �� ���� 	����( �����
����
��� ����
�� 
�� ��� ����� ��� ������	� ��
���
�� ��
 
�	� J �� �� ��
��� ��
��	������ n� /����� ��� �� 	����( A �� ������������ �� ����� �������� �� 	�����
��
����� �0� &!�

'�� ��( 
��
����� x ∈ Xn� �� ��
��� �� ��	������ n� 	�����	�� �� ���	��� ��
�� �	���	����
��� ��� $����� �� %��	����� 1������ � ������� ���������� ���
������ �� ��	������ ��� ��� 
���� ���� �� ����� ��
 
�	� �� ����� �� 
��������
��
��� 	����� ��� ��� 
����
����

%� ���������� 	� ��	�	�� �� ������	� ,��������
� �� ��� ��	������ ����
����

�� 
����
����� ���
����� � 
����
����� �� 2���
,��� �� �� ��������� %��� ������	�
�� ���	��� �� ���	� ����� ��������� �� 	��	� ���� ��� ���� �� 
��� ��
���
�� 3�
�������
�� ���
� �� ��� ����	�� ��� ��������� �� ����� �� ����� ��������� ��
��	����� t � �� ����
��� x�

4�	�	�� �����
�� ��� ���
��� �� ������ ��� ������� �� x 
�	������� 
�� ���

����
����� � �� ��������� �� 	�������
�	�� 
�� �� �
��
��� � �������	�� �����
�� ��	������ ����
��� �� ����� ���" ������� �� ������	��

%��� ��� ����� � ��� ���	���
��� ����� ��� ������	�� ����� �� ����
��� u(t)
������� �� �� �������� ��	����� � ��� �� 
��� u(t) ∈ X � ��� ��� u : [0,∞) �−→ X �
����� �����	���� X �� �� ����
�� �� �������� 2����	�� �� 
���
�� ����� ���

�������� 	������� �� 
��� ����	�� ����	�� �� ����
��� 
�� �����
�� ��� ���� ���
������	� ,��������
�� %� �����
����� ���� ����	�
��� ��� ���	��� ��	������ ��
���
���� � �� ��������
�� 
���
��� ��� �� ����
��� ����
�� ��� �����



� �������� 	
 ���
��������

���������	 ���
��
� �� ��
��� �� ������
�� � �
	���

��� �� �	���
� �� �
����

X � �� �� 	���	���
� �� �
���	
�� ��

� Xn ����� ��	������	 �� �����
���
��
���� �� 	����
�� �� �������� ���
�� ����� �	
� �
	���

���
�� � 
�	�
����	 �� ��
����� � !�
�� �� �
	
���� ������	 ���
����� �� ����� �� �� 	����
�� �����
����
�����
���� �� �� 	���	���
� �� �
���	
�� ��

� Xn ⊂ X �

�	���
���� � Xn ���� �� ���"��
� �� #���
���	 �
�����	 � 
����	 $ �
	

�
�	
�� ���� �� 	����"��
� ��%��&� ��� 
�
��'��� �� ����
�
��� ������	 ��������
un(t) ∈ Xn� �� 
���
��	 �� �� ��	� ���� Xn� �� �	
� ��	�� �� ���������
�

������� �	 �	
����� � ��	 �����
��
�	 �� �� �����	
���

(	 
�������
���� �	
� �����	
�� �� �� #�������
�� ���
� ��� ��������� 	�
������ � �� 	
	
��� ��� 

�� Mẍ + Ax = J � ����� M $ A 	�� ��
�
��	 
�
�
�)
������	 $ ��	


'�	 ����
��	� *� ��
�
� M �	 
�'��

��� $ �� �������� 	� ������
� �� 	
	
��� �� �����
���	 �
#�����
���	 ���
���
�	 �
�����	� ��� 	� ��	���

'�
����
�
�� 
�
�
��� �	
� 	
	
��� 	� ����� �� �������� 	��
�
	���
��

���� ��	��'�� �	
� ��������� �	���	 �� ��
��� 
��� �

� ��	��

� �� +,-� .�)
��	
����	 ��
���� �� ���	
	
���
� ��� �� �������� 	��
�
	���
�� ( ���

)����
���
�	���� ��� '��	
�� �
	���
� �� �� ����� � ��� �
	
���� ��	
����	 �� �	
��
�
)
��� $ ���'������
� ��� ��
��� 
��� �

�� ��� /�

�� �����
����	 %�� ����

�������
�� �	
� ��
��� ���� �� 
�
�����
�� �� �� 

���� $ �	 �����
��� ���
�����
���
�� � �� 	����
�� ��� �������� ���
� 
�����	 ��	 	
	
���	 ��� 

��
Bx = b� ����� B �	 ��� ��
�
� 
�
�
������ �� �
���	
�� n × n� ��	 �����	
#���
���� �� #���� ���������

0
������
�� �� ��	 ����������	� ��	��
��	 ��	 ��	��
���	 �1	 
����
��
�	
%�� 	� ������ �����
�� �� �	
� 
����"� �� 
�	
	� 
���	 ���� �� ���������
�� ��
��	 ��	��
���	 
���
��	 �� ���'������
� ��� ��	 ��	��
���	 �����
��	 ���� �� ��	�
�� �

��� $ ��	 ��	��
���	 
���
��	 	���� �� ���'������
� ��� ��
��� 	��
�
	���
�
$ ��� ��
��� 
���
�

� ���� �� ��	� ��� �������� 2
������
���

�� �� �����
�� ��	
����	 ������	 ��	��
���	 
���
��	 ��	 �����	 ���� ����)
	
��� ��
��	�	 ���� ���	��
��	� �� �� ���
��
�� �� 
����"� �� 
�	
	� ���� ��$�	
��	��
���	 #����� ���
� ��� ��	������� ��� 
����"� �
	���



�������� 	

�������� 	�
��
��

�� ���� ���	�
��
 ������������ 
� �������� ��	����� ������� �������
 �� ���������
�� �������� �� �
 ����� ����� ���������
 �� �
�� �������� �� ����� 
� ������� ��
������� X 
 �
��� ��� �
 ����
��� ������� (·, ·) ������� ����� �
� ���������
 �

� �
������� ������ f ������� ����� ��� �� ��� ����� �
� �� �
��� �������� ���
��
�� ��� ���� �� ����	 �� ����
������ ��������� ��� �������� ������ �� �����

�������� 
�� u ∈ X ��� �
� (u, v) = f(v) ���� ���� v ∈ X �

�� ������ �� �������� �������� � ��������� �� ����!���� ��� ���
���� u ∈ X 

�������� 
�� �
����� �
� �� ���
����� �� 
� �
�������� �� ��������� �����

Xn ⊂ X. "����������� �
� �� ����
������ ����� ��� �������� ������� �� # ����
����� �
���
��� �
�������� ������� �� X �

$� �������� ��� �
�������� �� ��������� ����� Xn
 %��� �
� �� ������ ��
�������� ������ ���������� �������
 ��� ������� ���
��
�
� ����������� �
��
�

�
� �� �������
� �����
�� $� ��������� ���������� ����� ����� ������� ������ ��
�
� �� ������� ����!��� �� ���
���� �������� 
� ����
��� �� �
������� �
� ���
����	����� &����������' �� ���� �� �����#��� �� ���������( �������� �
� �� ��)
�*
��
 ����!��� �� ���
���� �������� 
� ����
��� �� �
������� �
� ��� �
�#�� ���
���+�� � ���������� �� ���� ��������� �� 
� �
�����
��� ���
�,� ��� �������
�� ����������

��� ���� ��+��
 ��� -������ ����������� ��� ��������� ���� -������ �� ����!�*
������ )�����
 �������� �
� � ��� ��������� .������ ��� ����������� ���� ����*
��� �� ����!������� ������ /������� ��������� ���������� ��� ��� ���������
.������ � ��������� ���� �
�����
��� �� X �
������� �
� ��� �������� ���
���+���

������������� �� ������ ����	���� ���� ��� �!���������� �
������� �
� ����
������ ���#��)� � �� ���
���� �!���� ��� �������� �
���� �
����� �� �����
*
�����

0



� �������� 	
 �����
�� 
�������

���� �����	
��
� ����	 ��	 ����	��
 �	������ ��
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 �������
�

�������	 �� �	
� �
���
� 	������ �� �
������ ����
���� ���
� ��� 	�	 ����������	
�� �
��
�
�� ��� ��� �������� �� �������	 ��	
� ��� ��
�������� ������ �	
�
�
���	� ��	 �� ��	 ��

�����
�	 ��
� �����

�
 ��� 	������� 	��
� �� �	�����
�� �����

� ����� �� �
����
� ��
�
�� ��� �	
 ������� 	��
� ��� ����	�
� ��
��!���	 ��
�	 �� �� ��������� ��� �
������ �
�!����� �	� ���� �� ��������� ������
���
����

"�������� �� ���� �� ����	 	��
� ��� �����

���	 ��� �� 	������� �#�	
� $ �	 %��&
��� �������	 �� '��
!�� ��� (�	
��� $ ����	 ��� �� �
������ �� 	� ��
��������
����� �	 ���������
� � �� �
������ ��
���������

)���
����	 �
���
� �� 	�!����
� �
������ ����
��� �� ��� �����	���� 	��
� ��
��
�
���� I ≡ [0, 1] ⊂ R�

���������� 	
�
� ���������� 
�� �������� ��������
� 
�� I ⊂ R� ��
 ���

I ≡ [0, 1]� � ���� 
�� ��������� γ � F � �������� ����� I �� ��
 ����� ��� ��
��

��������� ��� �
 ����� �
��� Co(I)�

γ, F : I ⊂ R → R, *+�,-

�����

γ(x) > 0, ∀x ∈ I. *+�+-

�������� ������� ��� ��������� ��� u �
 ����� �
��� C2(I)� ��
 ��� ���������


� �������� ����������


[
− d2

dx2
+ γ(x)

]
u(x) = F (x), *+�.-

����� ��� 
�� ����������� � 
� ��������

u(0) = u(1) = 0. *+�/-

���� ��� F /∈ Co(I)� �� 	������� u ��� �
������ ����
��� �� 
���� ��
 ��� 	�

���
���� 	��
� �� ��
�
���� �� ���������� )�
� 

�
�
 �� �����

�
 ��� 	�������
� �	
� 
��� �� �
������	 �������	 �� ������
� �� ��������	 �� �
�����

���������� 	
�
	 ��������� 
� ��������� 
� ������
� 
�� C∞
p � �������

�� �� ��������� φ �� ������
� ���
 ����� �
 �������
� I ⊂ R ��
 ���

C∞
p := {φ ∈ C∞[0, 1]|φ(0) = φ(1) = 0} *+�0-

� ���� �������� 
� 

������ ������
� �� ��������	 �� �
�����



���� �����	
��
�����	 ��	 ����	��
�	������ �� ��
 �������
��

����� ����	�
 �� ���
���� 
� ��������� ������� 
� ������ φ ∈ C∞
p ��� ��

�������� 
���������� ����� � �������	�
 
���� �� 
�	���� 
� 
��������

−
∫ 1

0

φ(x)
d2u(x)

dx2
dx +

∫ 1

0

φ(x)γ(x)u(x)dx =

∫ 1

0

φ(x)F (x)dx. �����

��
�	�
 ��
����� ���

d

dx

(
φ(x)

du(x)

dx

)
=

dφ(x)

dx

du(x)

dx
+ φ(x)

d2u(x)

dx2
��� �


� 
��
� 
� ������� �!���	����

−
∫ 1

0

φ(x)
d2u(x)

dx2
dx =

∫ 1

0

dφ(x)

dx

du(x)

dx
dx −

∫ 1

0

d

dx

(
φ(x)

du(x)

dx

)
dx. ���"�

����� ���	�
 �� 
����
� �#�	��� 
� �� 
������ 
� �� �������� ���"�$

∫ 1

0

d(φ(x)du(x)/dx)

dx
dx = φ(x)

du(x)

dx

∣∣∣1
0

= 0, �����

%� ��� φ 
� ����� �� �� �������� 
���
� � ��� φ ∈ C∞
p �

��� �
�� ��&�� ���"� 
� ��
��� � �� �'���
���

−
∫ 1

0

φ(x)
d2u(x)

dx2
dx =

∫ 1

0

dφ(x)

dx

du(x)

dx
dx, ���()�

% ��� ����� ����� 
� ���
� �
������ 
� �� ���	�

∫ 1

0
dφ(x)

dx
du(x)

dx dx +
∫ 1

0
φ(x)γ(x)u(x)dx =

∫ 1

0
φ(x)F (x)dx. ���((�

*� �������� ���((� ��
 
� ��������
�
 
� 
����� �� ���	������� 
#��� 
�� ���+
���	� ��,����� 
� 	����� ���	�� 
� �� 
�������� 	�����-

���������� 	
�
� 
����������� ����� ��� �������� ��������
� ��� �� ����
	��
� �����
�� ���� �� �� ����
�
�� �������� �������� �� ���
����
�� ��	
� ���
���	��
� ����
��� �� ��������� ��� ����
�� u ����
�� ��	�� I ⊂ R� ��� ���
���
����� �� �����
�� ������� ∀φ ∈ C∞

p .

��
�	�
 ��
����� ��� �� ���	������� 
#���$ �������� ��� �� 
�����
� 
� u % φ

��� 
� ���
��
� ����������
$ #
�� 	����� � �� 
�������� 
��������-
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���������� 	
�
� 
�������� �����
� ������ �� 	�
���	� 	� u ∈ L2(I) �� ��

�����	
 	����� �� �
	��
� ���
��
�
 v ∈ L2(I)� ��� ���∫ 1

0

v(x)φ(x)dx = −
∫ 1

0

u(x)φ′(x)dx, ∀φ ∈ C∞
o [0, 1]. ������

���
���� 	����
� ��� u′ = v, �� �� �����	
 	�����

��	
� �	
��	� 
����
 �� �	�����	 
� �����	��� 
	�
� �����
��	� ��� �	����	���
�	�	

���������� 	
�
� 
H1� ��� H1 �� �
�����
 	� �����
��� ��� �
� 	� ���	
�	


�����
����� �
�
� �� ����
���
 I ⊂ R, � ��� �� 	�
���	� u′ ������ �� �� �����	


	����� �� 	���
�

H1 := {u ∈ L2(I)|������ u′ ∈ L2(I), �� �� �����	
 	�����}. ������

�� ������	 H1 �� ��� �
��
� ��� �� ������	 C1(I) 
� �����	��� �	�� ��������

���
���������� !	
 ������	" �	������ ��� �����	��� ��� �	� �	�� ���� # ��������
�	
 �
	$	��

%� 
�����	� �� ��������� �
	
���	 ������
 �	�
� H1"

(u, v)H1 := (u, v)L2 + (u′, v′)L2 , u, v ∈ H1, ����&�


	�
� (u, v)L2 :=
∫ 1

0 uvdx < ∞ ��
� u, v ∈ L2(I)" ���	���� H1 �� �� ������	

� '����
�" (�
 �� ��)�
����

!�
� �����
 �	����	��� �	�
� �� �	�����	 ��� ��� �	�������� �	� ��� �	�
���	���

� �
	���
�" ���
��	� �� ��������� �����

����� 	
�
� ��� u ∈ H1� ���
���� u �
��� �� 
��
��������� �
�����
 �� u ∈
Co(I), �

‖u‖∞ ≤
√

2‖u‖H1 , ∀u ∈ H1. ����*�

������������
 !�
� (�
 ��� 
��	��
���+� 
� ���� ���� ()��� �� ��)�
���
�����*��

��	
� ����" �	
��	� ����������
 ��� �	�
���	��� 
� �
	���
� ���&�" ��� ������
��
�� ��� �� �	����+� �� ����� �� x = 0 # x = 1.

���������� 	
�
� 
H1
o � ��� �� �
�����
 	� �����
��� 	� ��
����� 
��� 	����	


	� �� ��������� �

���

H1
o := {u ∈ H1|u(0) = u(1) = 0}. ����,�

� ��� ���� �

����
 	�� ����
 �

	���
 ������
 �
�
 �� H1�



���� �����	
��
�����	 ��	 ����	��
�	������ �� ��
 �������
���

���� ������	���
� ��
 ���� ������ H1
o �� 	� �	������
� ������� �� H1� � ���


� ����� �� ����
����

��� �	� �
 �	������ 
�� ��
	�
���� �� ���� ���	��� H1
o � ������� ����
� 	��

������
�� �� ����	��� 
������ 	����� (·, ·)H1 �

���������� � �	����� ����
��� �
���
��� �� �	 ����	
��
�� � �

 !����"� �������
����
� �� ����� ���	��
 	� ����	��� 
������ �
�

�� � (·, ·)H1 �

���������� 	
�
� 
�������� ������� Qγ(u, v)� ���� u, v ∈ H1
o � �������	 	�


���� Qγ(·, ·) ��� 
��

Qγ : H1
o × H1

o −→ R :

(u, v) �−→ Qγ(u, v) :=

∫ 1

0

φ′(x)v′(x)dx +

∫ 1

0

γ(x)φ(x)v(x)dx.
!���#"

$������ %�� �	� Qγ(u, v) �� 

���
 �� 
� ��
��� �������� �
 �����
�&���� u ���
u = u1 + αu2� ��� α ∈ R� u1, u2 ∈ H1

o %���� �	�

Qγ(u, v) = Qγ(u1 + αu2, v) = Qγ(u1, v) + αQγ(u2, v). !���'"

(� ����� ��)
��� �� 

���
 �� 
� ���	��� �������� �����
�&���� v ��� v =
v1 + βv2 ��
 �	� β ∈ R� u1, u2 ∈ H1

o ��������� �	�

Qγ(u, v) = Qγ(u, v1 + βv2) = Qγ(u, v1) + βQγ(u, v2). !���*"

$�� 
� ����� Qγ(·, ·)� �� ��������� +� �)�

 �����%�� �	� �
��� 
� ����
���� �� 
�
	�������� Qγ(u, v) = Qγ(v, u)� ∀u, v ∈ H1

o �

,���
 � ������� ����
� �
 �
�	
���� �	��
���
 

���
�

���������� 	
�
� 
LF (v)� ���� F ∈ L2 � φ ∈ H1
o ��������	 ��
���	 
�����

LF ��� 
��

LF : H1
o → R : φ �→ LF (φ) :=

∫ 1

0

F (x)φ(x)dx. !���-"

$������ %�� �	� LF �� 

���
� LF (v1 + βv2) = LF (v1) + βLF (v2) ���� ����
v1, v2 ∈ H1

o � ���� β ∈ R�

���������� 	
�
� 
����������� ����� ��� �������� ��� ����
� ������	 
��

u ∈ H1
o �	 	������� 
�� �������� �������� �� 	� ����������� 
���� 	� ������	 
��

Qγ(u, v) = LF (v), ∀v ∈ H1
o . !����"



�� �������� 	
 �����
�� 
�������

��������	
�� 
���� ������� ���	
 ��� �
 u ∈ H2
o � �� ���

� �� �� ��������

�� ����
���� �� �	

	��� 
�	� ����� u′′(x) �� ����	 ��
���	
 �� �� ��
�	 ���
��
�������� u(x) �	��
�� ��
�	 �����
�� �	
	 �	 ���	�
�� �
��
���
	� ����� ��� �	�
����
�
���� �� �
����
	 �	�	� ��
 ������

������ ���� ��	
��
��	 ��� γ(x) = 1�

������	
���� 

��	
� 	� ���� 	� 	� ��	 γ 	� ��� ��������	 � 	� 
�
������


γ(x) = 1, ∀x ∈ [0, 1]. ������

��� 	��� �	�	��� �	 ��
�� ���	����� ��	 	� 

������ ���	
��

Qγ(φ, u) =

∫ 1

0

u′φ′dx +

∫ 1

0

γuφdx =

∫ 1

0

u′φ′dx +

∫ 1

0

uφdx = (φ, u)H1 ,

� 	�����	� �	 ��
�� ���	����� �	 ��	�	 ��	 ��� ��� 

������� ���	
��� Qγ �
(·, ·)H1 �������	� 	� �� �	��������

���	���� 
�
 ��
� 
�
�	� 	� ��������� ���	�� LF � � �����	��� ��� ���� 
�
� 	�

|LF (φ)| =

∣∣∣∣
∫ 1

0

F (x)φ(x)dx

∣∣∣∣ ≤
(∫ 1

0

F (x)2dx

)1/2 (∫ 1

0

φ(x)2dx

)1/2

������

= ||F ||L2 ||φ||L2 . ������

������ ��	

||φ||L2 ≤ ||φ||H1 , ���� �

�� ���� �	 
�	�	 !	
 ��
	����	��	 �	 �� �	������ �	 ‖ · ‖H1

‖φ‖2
H1

= ‖φ‖2
L2 + ‖φ′‖2

L2 ≥ ‖φ‖2
L2.

" ������ 	��	 
	������� ���	�	��� ��	

|LF (φ)| ≤ ||F ||L2 ||φ||H1 . ����#�

$�
 ��
� 
�
�	� 	%�&�	��� ��	 �� F �	� ��� ��	 ||F ||L2 < C� �	�	��� ��	 LF 	�
������� 
�
� ���� φ ∈ H1

o � � ���� LF (·) 	� ���	�� �	�	��� ��	

LF ∈ (H1
o )∗. ����'�

(���	 (H1
o )∗ 	� 	� ��	� �	 H1

o �

$�
� ����
�
 �� 	%���	���� � �������� �	 �� ��������� ���
	��� 	� )	�� �	 *�	�+�
��	 ��
������� � ������������,



���� �����	
��
�����	 ��	 ����	��
�	������ �� ��
 �������
���

�������� �	
	
 ����� 
� ������ ��� X �� �����	
 �� �	
���� �
� ��
����


����
�� ����	�
 �
� (·, ·)� ���� ���� T ∈ X∗ ��	��� ��� ��	�� yT ∈ X ��
 ���

T (x) = (yT , x) ���� �
�� x ∈ X. �
� 

 ����
 ||T ||X∗ = ||yT ||X �

���� ��� �� 	�
��
������ � ��
� ��
� ���� ����

����
�� 
�	�� ��� �����
���
�� ���������� ���� ������� �� ��
� 	� ����� � �����

�� ������
��  � !�� 
����"�
�� ����� �� ������� 	� #�����
 H1

o � 	��	� 
����

�� �� ���	��
� ��
���� 	�$��	� ��� Qγ(·, ·)� �	�
�� 	�� %�������� ������ LF (·)�

�������� �	
	� ����������� 
�� ���� 
� ������ ���� ���� LF ∈ (H1
o )∗

��	��� ��� ��	�� u ∈ H1
o ��
 ��� LF (φ) = Qγ(u, φ) ���� �
�� φ ∈ H1

o . ������

�����
� ��� ‖u‖H1
o

= ‖LF ‖(H1
o)∗ .

&�
����� �� ��
� 	� ������ ��� ���'��� �� ��	�����	� � ��	�	��� ���� �� ������
�
��(�
��� �� ��� 	�
������ �� �� %��
������� 	)����

������ ���� �	 γ(x) > 0�

���� 
��
�� �� ���� 	� γ(x) 
= 1 
�
�
�� �� ���	��
� Qγ(·, ·)  �����	�
��
	� �� %��
� ��'����
�� *����	���
�� !�� γ �� ��� %������ !�� �� ���
�	� �� ��
��
������ [0, 1]� ����� !�� �+��
�� 0 < m < M 
���� !�� m < γ(x) < M ���� 
�	�
x ∈ [0, 1].

��
��	� Qγ(u, u)� u ∈ H1
o 
���
��

Qγ(u, u) =

∫ 1

0

u′(x)2dx +

∫ 1

0

γ(x)u(x)2dx ≤
∫ 1

0

u′(x)2dx + M

∫ 1

0

u(x)2dx.

,-�-./

��	�
�� ��� !��

Qγ(u, u) ≤ máx{1, M}‖u‖2
H1, ∀u ∈ H1

o . ,-�-0/

1� %��
� ��
����� �� ��
���� !��

Qγ(u, u) ≥ mı́n{m, 1}||u||2H1, ∀u ∈ H1
o , ,-��2/

	� 	��	� �� ��'�� ��
�	��
�
��
� !�� �+��
�� M̄ = máx{1, M}� m̄ = mı́n{m, 1}�

�� !��

m̄||u||2H1 ≤ Qγ(u, u) ≤ M̄ ||u||2H1 , ∀u ∈ H1
o . ,-���/

&�
����� Qγ 	�$�� �� ���	��
� ������� ����� H1
o ��� ���
� ��	���	� �!�����

���
� � �� ���
� ����� �� H1
o � ��� �� ��
� 	� ����� �+��
� �� 3���� u ∈ H1

o 
��
!�� Qγ(u, φ) = LF (φ) ���� 
�	� φ ∈ H1

o � ��
����� 
���
�� �� ���
������



�� �������� 	
 �����
�� 
�������

m̄||u||H1
2 ≤ Qγ(u, u) = LF (u) ≤ ||F ||L2 ||u||H1 , ������

�	 �
��	 
�
	�	�
� ��	

||u||H1 ≤ 1

m̄
||F ||L2 . ������

��

��	�� 
	�	�
� 	���
	����� �������� � �	�	��	���� �
�
���� �	 �� �
������ u
�
� �	��	�

 �� ��

 F � �	�� u1 � u2 ∈ H1

o �
����
�	� �
� ��

 F1 � F2 ∈ L2�
�	��	�
� ��	�
	� 	�

��	� �� ���	������ �	� ��
��	�� ������� ��	 u2−u1 	� ���
�
������ �!��� �
� ��

 F2 − F1� ��

��	�� �� 	�
������� ������ �������

||u2 − u1||H1 ≤ 1

m̄
‖F2 − F1‖L2, ������

�
 ��	 �	��	�
�� ��	 u1 �
� 	�"	 � u2 	� H1
o �� F1 �
� 	�"	 � F2 	� L2� ��

���
������� �� F1 = F2� 
�
	�	�
� u1 = u2 �
 ��	 ������� �� �������� �	 ���
�
����
�	��

������ ����	
� �
������� �
��� ��� �������

�	� X �� 	�����
 �	 #���	�
� �
� ��
���

 ��
	��
 �	$���
 �
� Qγ � %
����	�	&
�
� 	� ��"��	�
	 ��
��	�� �	 ������'������

���
�
��� u ∈ X � 
�� ��	

F (u) = mı́nv∈X F (v), ����(�

�
��	 F (v) = 1
2Qγ(v, v) − L(v).

) �
����	�	�
� �*
�� 	� ��
��	�� �!��� �	 �� +
����

���
�
��� u ∈ X 
�� ��	

Qγ(u, v) = LF (v), ∀v ∈ X. ����,�

��

��	� �
�	�
� �
�
��� ��	 	�

� �
� ��
��	��� �
� 	��� ��	�
	�� 	� �	����
��	 �� u ∈ X 	� �
������ ���� 	� ��
��	�� ���
 �
� ����(� 
����!� �
 	� ����
����,�� �  ��	 	����

����(� ⇒ ����,�� -
�	�
� u ∈ X � �
������ �� ��
��	�� ����(�� 

�	�
�
v ∈ X �	 +
��� ����
������ � ε ∈ R� .
��	�
� �� ��	 
 	�	�	�

 u+ εv ∈
X �

-	�	�
� 	�

��	� ��	



���� �����	
��
�����	 ��	 ����	��
�	������ �� ��
 �������
���

F (u) ≤ F (u + εv), ������

	
��
������
 g(ε) ≡ F (u+ εv), �����
� ��� �� ��
����� �� ����� ��	�
�
�
�� �� �
���

g(0) ≤ g(ε), ∀ε ∈ R. ������

���
 
���
	� ��� g �
��� �� ���
�
 �� ε = 0 � �
� �
 ����
 ��� �� ���
����
�� g �����	�
 �� ε �������� �� 	��
 �� ����� �� ��	
��

g′(0) = 0. ���� �

��	�
�
���
 �� �
��� �!���	
�� g� �����
�

g(ε) =
1

2
Qγ(u + εv, u + εv) − LF (u + εv)

=
1

2
Qγ(u, u) + εQγ(u, v) +

ε2

2
Qγ(v, v) − LF (u) − εLF (v),

���"#�

���� �!����
$� �� ��� ���
���� 	
� �����	�
 �� ε 
������
�

g′(ε) = Qγ(u, v) − LF (v) + εQγ(u, v). ���"��

���
�	�� 	
�	��
�
� ��� g′(0) = 0 
���
	� ���

Qγ(u, v) − LF (v) = 0. ���"��

%����
 ��� v ∈ X ��� ���
����

� &��
� �
�����
 ��� �
 u ∈ X ���
���	�
�� ��
����� ���
�	

��� ������� ����
'� �
 &�	� 	
� ����(��

����(� ⇒ ������) *�� u ∈ X ��� �
��	
$� ���� ����(�� �
���
� ��� v ∈
X �� �
��� ���
����
�� � �
����
� w = v − u ∈ X � ��	�
���
� F (v)
�����
������
 v = u + w�

F (v) = F (u + w) =
1

2
Qγ(u + w, u + w) − L(u + w)

=
1

2
Qγ(u, u) + Qγ(u, w) +

1

2
Qγ(w, w) − L(u) − L(w)

=

[
1

2
Qγ(u, u) − L(u)

]
+ [Qγ(u, w) − L(w)] +

1

2
Qγ(w, w),

���"��

���� �����
� ���� ��� Qγ(u, w) = L(w), ∀w ∈ X � �� ��� u ∈ X ��
�
��	
$�� *����
� ��� Qγ(w, w) ≤ 0, ∀w ∈ X � + ��	
�
	
���
 �� 
,������
1
2Qγ(u, u) − L(u) = F (u)� �����
� ���



�� �������� 	
 �����
�� 
�������

F (v) ≤ F (u), ∀v ∈ X. ������

�	
 ��
	 ���	� ���
	 ��� u ∈ X �� �	�����
 ���� ����� �	�������	
�� ���
��	������



���� �� ����	� 	� 
����
�� ��

���� �� ����	� 	
 ���

���

�� ���� ��		
�� ���	

�
��� �� ������ �� ����
�
�� ����� 
����������� �� �����
	
� �� �
���
� X := H1

o ��
 �� �������	
� Xn �� �
����
�� ��
��� � ����
�����
�� 	����
���	
��

 �	�
����� �

��
� �� !�
����	
�� ��� �
������ ���
�"

���������� 	
	
� �
������� ����� ��������� ����� �
� �� �������	 
��

�
� ����
��� �� �������	� ��	 u ∈ X� �	� ��� �	�	 ��
	 v ∈ X

Qγ(u, v) = LF (v), #$�%&'


��
� Qγ(·, ·) �� �� ���
���� ���	�	� �� X� � LF �� �� ����	
�� �
��	� 	���	
�

����� X�

(�
� �� �
������ �

�
��� ���� ��
 �� ����	
�� #$����'� )���� �
��� *�� ��
	���
�
 � �� !�
����	
�� ���
� ���	

�
��� �� �
������ ���
� ���	

�� ��
 ��
����	
�� #$���+'�

,�� ��� �������	
�� �� �
������ ���
� �� �� *�� �� �� � �
���-�
 �
�	������ �
���	�
 ��� ��
�.
��	
�� ��
� �� ����	
�� �� �
������ ���
��

������ �����	
�����
� 	� 	� ��
��� �	 ���	�����

/������ �)�
� ���	��-����� �� X � Xn ⊂ X � ��� *�� Xn ��� �������	
�� ��
�
����
�� ��
�� # dimXn < ∞ '� �����	�� �� �
������ ���
� �
�	
��� 	���
���
�� ��	���
�
 un ∈ Xn ��� *��

Qγ(un, φn) = LF (φn), ∀φn ∈ Xn. #$�%0'

�� ���� ��  
��� ��� �����
� *�� �.
��� ��� 1�
	� ����	
�� �
�	
��� un ∈ Xn�

2� ���
	�	
�� � �����
� �
������ �� �

�	���

(������ �����	�� )�	�
 ��� ���
��	
�� ��� �

�
� �����
���� *�� u ∈ X �� ��
�����
�� 
��
� ��	��	

Qγ(u, v) = LF (v), ∀v ∈ X, #$�%�'

� ������� �)�
� ��� �����
�� 
��
� 

�����	 ���� ��
 un ∈ Xn

Qγ(un, v) = LF (v), ∀v ∈ Xn ⊂ X. #$�%3'

4������� �)�
� � �� �
�
����
��� �� Qγ(·, ·)� 	�� v = φn ∈ Xn ������� *��

Qγ(u − un, φn) = 0, ∀φn ∈ Xn. #$�%+'



�� �������� 	
 �����
�� 
�������

���� ��� �	
� �
� u − un� �� ����� �� �� ���

	�� �����	���� 
�� �����
�� �
�� ���

	�� ���
��� �� ��������� � Xn ���� Qγ � ������� �
� ‖u − φn‖Qγ

=
dist(u, Xn) = ı́nfvn∈Xn

‖u − vn‖Qγ
� ���� ��� ���� �� ����� ��� 
����� ��
����

�������
	� � �� ����� ���	
�

X

X
n u

n

u

!	�
�� "��# !	�
�� ����� �� �
����� �
� �� ���

	�� �����	���� un ���	���� ��
$%���� �� &����'	�� un �� �� ���(�

	�� ��������� �� u ∈ X ����� X � �� �

����

�� �� ������	�� )"�*+,� �� ����� ‖u− un‖Qγ

�� ��� ��-�	
	�� �� �	����
	� �����
u ( Xn�

����� �������� �� ��
������ 
�� 
��� ���� �� ���

	�� �
�%�	
�

||u−un||2H1 ≤ 1

m̄
Qγ(u−un, u−un) =

1

m̄
[Qγ(u − un, u − un) + Qγ(u − un, φn)] ,

)"�./,

����� ����� 
���� �� ���������	��� ��� ����� � Xn� Qγ(u−un, φn) = 0� 0�-�	1
��� φn = un − vn� ����� 
��������� un, vn ∈ Xn. 2����� ����� �� �	�	����	���
�� Qγ(·, ·) ������� �
�

Qγ(u−un, u−un)+Qγ(u−un, φn) = Qγ(u−un, u−vn) ≤ ||u−un||Qγ
||u−vn||Qγ

,
)"�.�,

����� �� �� 
���� �� ���	�
����� �� 3�

�(1 
�4��5� 6�
	���� 
�� ��Qγ(u, u) ≤
M̄ ||u||2H1 � ������� �
�

||u − un||Qγ
||u − vn||Qγ

≤ M̄ ||u − un||H1 ||u − vn||H1 . )"�.",

7 -�������� ��������� �
�



���� �� ����	� 	� 
����
�� ��

||u − un||H1 ≤ M̄

m̄
||u − vn||H1 , ∀vn ∈ Xn. ������

	
��

��� �� ����� �
��� �� ����
��
 ���
���� un � �� ����
��
 ���
�� u �������
�

||u − un||H1 ≤ M̄

m̄
ı́nf

vn∈Xn

||u − vn||H1 . ������

�� ����� �� �� ����
�� �� �� ��������
 ������ �� �
����
���
�� �� �� ����
��


�� ��
�� 	� ������
��
�� � �� �����

�� �
��� u � �� ��!����
�� Xn� "� ��
���
�#� $��� ���
�� ��$
�%
� &�� �� ����
��
 ���������� un �
 �� ��!����
�� ��
����
���
 %
��� �&�� �����������
�� ���# �� ����
�� �� �����
��� %
������ Xn�
�� �� �����

��
 ����$�
�� �� u ∈ X ��!�� �� ����
�� Xn� 
�
 �����
�� �� �����
��
Qγ(·, ·)� 	
 �����
����� '���� &�� �� ����
��
 un ∈ Xn �� �� �����
�� �� Xn &��
�#� �� �������� � �� ����
��
 ���
���

������ �������	
 �����	


	��$���� �� ��!
�
(�
�� Xn �� X = H1
o � ���� �� 
�
(�
�� �� ��������� ��	���


�
 �� 
��� '���� � ���!�(��� 	
 
������ 
���� ���� �� ���!���� ��)���
� &��
����� ���������� ���# �
 
�
(�
�� �� ��

��
�� ��
����� ��� ���*���

+�
��������� �� �
���'��� [0, 1] ⊂ R � �����*���� ��!��  � �
� �����
��
 {xi}

�
 i = 0, . . . , n + 1 ��� ��!
�
(�
�� �� ��� ������ �� ��� ����� &��

0 = x0 < x1 < x2 < . . . < xn < xn+1 = 1. ������

,������ �
� ��

��
 φ ∈ H1
o � � �'������� �� ��

��
 �
 
��� �
� �� ��� ��
���

�� �� �����
��
 {xi} �� ��� ����� &��

φ(xj) = φj , j = 1, . . . , n

φ0 = φn+1 = 0.
����-�

	
��

�� ������� ������ �
� ��

��
� Nj(x)� ��� &�� �� ��� �'������ �
 xj ��
�$��� � 1 � &�� ��� �$��� � 
��� ���� 
���&���� ���� ��
�� �� �� �����
��
�

"�%
���� Nj ∈ H1
o 
��� �
� ��

��
 &�� ��� ��
��� � ���*��� 
��� �� ��
� �


�
��
��
��
.

/�� Nj : Ij−1,j+1 ⊂ R → R, ��� &��

Nj(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

x−xj−1

ρj−1
�� x ∈ Ij−1,j

xj+1−x
ρj

�� x ∈ Ij,j+1

0 x /∈ Ij−1,j+1.

����0�



�� �������� 	
 �����
�� 
�������

x1 x2 x3 x4 xj xn−1xn0 1

1

. . .. . .

������ ���� ������ ��	 
�	���� ��� 	�	
	���� ������ Nj(x)� j = 1, . . . , n� �	��
����� 	� 	� 
���� xj �	 �� 
�������� �	� ���	����� [0, 1]�

����	 ρj = xj+1 − xj � ��� j = 1, . . . , n� ��� ������ ����� Iα,β ⊂ R ��� Iα,β :=
[xα, xβ ] ⊂ [0, 1].

!�����	� ��� �� �"��� �	 	���� �������	� 
��	
�� �
��#�
�� ��� ������� φ ∈
H1

o �	 ���
� $����� 
	�����	 ��� 	#
������ 	� �	�
���� �	 %��&'(

φ =
n+1∑
j=0

φjNj(x) =
n∑

j=1

φjNj(x), %��&)(

����	 *	
�� ������	���� �	 ���
� ��

�	 ��	 N0 = Nn+1 = 0�

!�����	� Xn ⊂ H1
o � 	� ��� ���� �	 �������	� ���	��	� � ���+��� ���
� �� 	�
����

�	������� �	 ��
	����� n�

Xn :=

{
n∑

i=1

aiNi(x)|ai ∈ R, i = 1, . . . , n

}
. %��&,(

������ �����	
��	
� ��� �� 	������������

-*��� ��	�� ��
� *��.�
�� ������ �� ���
� H1 �	� 	���� �����	�� un−u 	��/ ����
���� 
�� �� ��������� dist(u, Xn) = ı́nfvn∈Xn

‖u− vn‖Qγ
	���	 u " 	� ���	�
����

Xn� !� �0�
���� �	 ��� ���
�� H1�

||u − un||H1 ≤ M̄

m̄
ı́nf

vn∈Xn

||u − vn||H1 . ������

��	� 
��
��	 ı́nfvn∈Xn
||u − vn||H1 � �����	�
��� �� ��������	��� ûn ∈ Xn �
 u�

�
��
�� ��	 �� ����
�� �
�
�� ��	 �	���� ��
 ���
����


ûn(xj) = u(xj), j = 0, . . . , n + 1. ������

������
�� ��
����� � �� 
��
���
��



���� �� ����	� 	� 
����
�� ��

X

X
n u

n

û
n

u

������ ���� ������ ����	 �	 ������� 	� 
����� 
��� 	���
�� 	� 	���� u − un�

||u − un||H1 ≤ M̄

m̄
||u − ûn||H1 ������


��� �� ���
� H1 �	� 	����� � ������������� �����
�� �� ��������� 	���	 u  
�� ���	�
�����	� �	
�������� �	 	��� 
��	�� !�	 un ���"	��	 � u 	� 	� �#
��	
n → ∞�

���� ������ 	��� ���������� ��� $���
�� 	� 	� ������� ��� 	���� ���
� !�	 ���
���	 !�	 �� ��� �����
�� 	� �� ����
	��� �	 �� �����	��%������ Ij,j+1 = [xj , xj+1]�
	&���	 �� 
���� 	� I� ����
�� xo� ��� !�	

u′(xo) =
u(xi+1) − u(xi)

ρi
, ρi = xi+1 − xi. ������

�	�� ��
� ��$	
�� �	 �� 
��
�	��� ���	���� ûn(xj) = u(xj)  !�	 ûn 	� ���	��
	� 	� ���	�"��� Ij,j+1� �������
�� !�	

u′(xo) =
ûn(xi+1) − ûn(xi)

ρi
= û′

n(x)∀x ∈ Ij,j+1. ����'�

���	
�� 
������ 	� �����	��	 �	
� !�	 ��� � ��� � 	���
�� �� ���	�	���� 	���	
�� �	��"��� �	 �� ������� u ∈ X  �� �	��"��� �	 �� ���	�
�����	 un ∈ Xn.

����� ����� ��� u ∈ X� 
 ��� ûn ∈ Xn �� 
����������� �� u� �������� �������

���

‖u′ − û′
n‖∞ ≤ h‖u′′‖∞, ����(�



�� �������� 	
 �����
�� 
�������

����� h := máx
j=1,...,n

ρj � ����� ‖f‖∞ = sup{|f(x)| : ∀x ∈ I}�

��������	
��
 �������	�	
 �� ����	 �� �
 �������
	 Ij,j+1� �����	
 ���

u′(x) =

∫ x

xo

u′′(z)dz + u′(xo), ������

û′
n(x) =

∫ x

xo

û′′
n(z)dz + û′

n(xo). ������

�	��� xo �
 �
 ����	 ��	�������� ��
 ��	���� ��
 ��
	� ����	 � x ���
�����
����	 �� Ii,i+1� ���	���
 �	����	 
� ���������� �� ����
 �����
�	��
 �����	

���

u′(x) − û′
n(x) =

∫ x

xo

[u′′(z) − û′′
n(z)] dz + u′(xo) − û′

n(xo), ���� �

�	��� �
���	 �
 !��!	 �� ��� u′(xo) = û′
n(xo)� �����	


|u′(x) − û′
n(x)| =

∣∣∣∣
∫ x

xo

[u′′(z) − û′′
n(z)]dz

∣∣∣∣ ≤
∫ x

xo

|u′′(z) − û′′
n(z)| dz. ����"�

#	���	
 �� ������ ��� ûn 
� ������ �� Xn � ��� $
�� �
�� �	����	 �	� �����	��


����
�
 � ��	%	
 �	� 
	 ��� 
� 
�&���� �������� �
 �&��
 � ���	 �� �	�	 ����	
�� Ij,j+1� �
 ������ û′′

n = 0, ∀x ∈ Ij,j+1. '	� 
	 ����	

|u′(x) − u′
n(x)| ≤

∫ x

xo

|u′′(z)|dz. ����(�

)��
���	 � ��� u ∈ C2(I) �� �������
�� 
	 �
 ���� Ij,j+1 � ���	���
 u′′ ∈
Co(Ij,j+1)� �
�	 ���
��� ��� ���
�� �� ����	 z∗ ∈ Ij,j+1 ��
 ��� u′′(z∗) ≥ u′′(z)
���� �	�	 z ∈ Ij,j+1� '	� 
	 ����	 	������	
 
� �����
�*�

|u′(x) − û′
n(x)| ≤ |u′′(z∗)|

∫ x

xo

dz ≤ |u′′(z∗)|h, ����+�

�	��� !��	
 �
��	 �
 !��!	 �� ��� |x − xo| ≤ ρi ≤ h� '	���	
 ������� ��
�	��� ��������� 
� ��
�&��
��� ��� �
 ��
��� ���� �	�	 x ∈ Ij,j+1�

|u′(x) − û′
n(x)| ≤ máx

xj≤x≤xj+1

|u′′(x)|h, ������

�	���	
 �������� ��� �����	
 ��� ��
�&��
��� �	�	 $
�� ���� ���� Ij,j+1 �
���	���
 �	���	
 	������ 
� �	��� ��,���	� �	����	 �
 
�����	 �� ���	


��	
 �� 
� ��
�&��
���



���� �� ����	� 	� 
����
�� ��

‖u′ − û′
n‖∞ ≤ h ‖u′′‖∞ . ������

�� 	
��
 
���
�
 �
���
� �
��� ��
 �����
���� �
�
 �
 ��	������
 ����� �

�
������ u � �
 ������
�
��� ûn�

����� ����� ��� u ∈ X� � ��� ûn ∈ Xn �� �	
���
��	
� �� u� �	

	��� 
�	��
�

���

‖u − ûn‖∞ ≤ h2‖u′′‖∞. ������

���	
���
���� �
�
��
 �� �����
 ���

u(x) =

∫ x

xj

u′(z)dz + u(xj), ������

û′
n(x) =

∫ x

xj

û′
n(z)dz + ûn(xj), ���� �

�
��� ��
�
� �� ����
 �� ��� ûn(xj) = u(xj)! 
"�����
� 
�# �
 ��	������


|u(x) − ûn(x)| =

∣∣∣∣∣
∫ x

xj

[u′(z) − û′
n(z)] dz

∣∣∣∣∣ ≤
∫ x

xj

|u′(z) − û′
n(z)| dz. ������

$�
��
 �
 �����
���� ������ ���
���
�
 �
� 
�����
���
�! �����
� ���

|u(x) − û′
n(x)| ≤ máx

xj≤x≤xj+1

|u′′(x)|h
(∫ x

xj

dz

)
≤ máx

xj≤x≤xj+1

|u′′(x)|h2, ����%�

� �� 	
��
 
���
�
 
� �
�
 
�����
� �����
�

‖u − ûn‖∞ ≤ h2 ‖u′′‖∞ . ����&�

'
���
� ���
���
� �
� �����
��
��� �
�����
�������� "
(
 �
 �
��
 L2�

����� ����� ��� u ∈ X� � ��� ûn ∈ Xn �� �	
���
��	
� �� u� �	

	��� 
�	��
�

���



�� �������� 	
 �����
�� 
�������

‖u′ − û′
n‖L2 ≤ h√

2
‖u′′‖L2 , ������

����� ‖f‖2
L2 =

∫ 1

0 |f(x)|2dx� f ∈ L2(I)�

��������	
��
 �	
�
	� 
� �	�
� L2 �
����� � 
� ������� �	������ �� 
	�
����	� ��
 �������
	 I = [xj , xj+1]�

‖u′− û′
n‖2

L2(xj ,xj+1)
=

∫ ξ

xj

|u′(x)− û′
n(x)|2dx+

∫ xj+1

ξ

|u′(x)− û′
n(x)|2dx ������

�	��� �����
���� ξ ∈ Ij,j+1 �� �
 ����	 �����
���	 ��	�������� ��
 ��	��
� ��

��
	� 
���	 ���� ���� ����	�����	 �� (0, 1)�

�	
�
	� �
 ��
	� ���	
��	 �� u′(x) − û′
n(x) � 
	 �
���
	� �
 �������	 ����

��	��� 
� ������� �������
 �� ������� �	��� �	�	��
	� ��� x > ξ�

|u′(x) − û′(x)|2 =

∣∣∣∣
∫ x

ξ

u′′(z)dz

∣∣∣∣
2

≤
∫ x

ξ

|u′′(z)|2dz(x − ξ) = ‖u‖L2(ξ,x)(x − ξ),

������

�	��� ��
	� ����	 
� �������
��� ��  �����!"��#��$� %��	���� �
 ���
�$�� 
�
������� �������
 �� ������ ����
	� ���

∫ xj+1

ξ

|u′(x) − û′
n(x)|2dx ≤ ‖u‖2

L2(ξ,xj+1)

∫ xj+1

ξ

(x − ξ)dx

= ‖u‖2
L2(ξ,xj+1)

(xj+1 − ξ)2

2
≤ ‖u‖2

L2(ξ,xj+1)

h2

2
.

����&�

%� 
� ���
��� �������
 �� ������ �	���������	 ��� x < ξ

|u′(x) − û′(x)|2 =

∣∣∣∣∣
∫ ξ

x

u′′(z)dz

∣∣∣∣∣ ≤
∫ x

ξ

|u′′(z)|2dz(ξ − x) = ‖u‖2
L2(ξ,x)(ξ − x).

������

%��	���� �
 ��	��� 
� ���
��� �������
 ��	����
	� ���

∫ ξ

xj

|u′(x) − û′
n(x)|2dx ≤ ‖u‖2

L2(xj,ξ)

∫ ξ

xj

(ξ − x)dx

= ‖u‖2
L2(xj,ξ)

(ξ − xj)
2

2
≤ ‖u‖2

L2(xj ,ξ)

h2

2
.

����'�



���� �� ����	� 	� 
����
�� ��

��� �� ��	�
 ��� ��� �

���	������� 
�
� ��� �����
���� ������
�	�� ���

‖u′ − û′
n‖2

L2(xj,xj+1) ≤
h2

2

{
‖u‖2

L2(xj ,ξ) + ‖u‖2
L2(ξ,xj+1)

}
=

h2

2
‖u‖2

L2(xj,xj+1).

������

�� ��
	����� �� ������� �� ���� 
�������� �� ��	�
 ���
� ��� ����
����� Ij,j+1  
��	�
 �� 
��! ����
����

����� ����� ��� u ∈ X� � ��� ûn ∈ Xn �� �	
���
��	
� �� u� �	

	��� 
�	��
�

���

‖u − ûn‖L2 ≤ h2

2
‖u′′‖L2 . ����"�

	��
��
������ #�
� ���� 

�����	�� ��	���� �� �� ���������$ �� ��
	� ��
�� ��%�
����� ���
� �� ��������  �� ����

������ ���
� �� ����
���� Ij,j+1$ �����
���
�	�� �����	���� ��� �� ��� ����� xj �� �������� �� ����� � �� ����

�������
&���	��

‖u − ûn‖2
L2(xj ,xj+1)

=

∫ xj+1

xj

|u(x) − ûn(x)|2dx. ������

&�	�	�� �'�
� �� �����
����

|u(x) − ûn(x)|2 =

∣∣∣∣∣
∫ x

xj

[u′(z) − û′
n(z)] dz

∣∣∣∣∣
2

≤
[∫ x

xj

|u′(z) − û′
n(z)|dz

]2

≤
[∫ xj+1

xj

|u′(z) − û′
n(z)|2dz

]
(x − xj), ����(�

����� �� �� )���	� 
��� '�	�� ����� �� ����������� �� *��' +,�'-�
!  '�	��
�����
���$ ��� ��	�� ��� 
���	�� 
����
���
 �� 
�������� ����
��
 ��	�

|u(x) − ûn(x)|2 ≤ ‖u′ − û′
n‖2

L2(xj ,xj+1)
(x − xj). ���(.�

�'�
� 

�����	�� � �	
��	����
 ���� ����������� �� �� �������� ������$ � ��+
���
�	��

‖u − ûn‖2
L2(xj ,xj+1)

≤ ‖u′ − û′
n‖2

L2(xj,xj+1)

∫ xj+1

xj

(x − xj)dx

=
h2

2
‖u′ − û′

n‖2
L2(xj,xj+1).

���(/�
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 �����
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�������

‖‖∞ ‖‖L2

‖u − ûn‖∞ ≤ h2 ‖u′′‖∞ ‖u − ûn‖L2 ≤ h2

2 ‖u′′‖L2

‖u′ − û′
n‖∞ ≤ h ‖u′′‖∞ ‖u′ − û′

n‖L2 ≤ h√
2
‖u′′‖L2

������ �	
� �
���������
 �� �� ���������� ����� �� 
������� � 
� ������������	

������� 
���� ����
 ��
 ���������
 ��������


‖u − ûn‖2
L2 ≤ h2

2
‖u′ − û′

n‖2
L2 , ��	���

� �
���� �� ��
������ ��� ���� ��	�	��

‖u − ûn‖L2 ≤ h2

2
‖u′′‖L2. ��	���

������ �����	
����
 ��� �������

 � !�� ������
 ��
 �
���������
 �� �� ���������� ����� u ∈ H1
o " � �� ������������

ûn ∈ Xn" ������
 � vn = ûn �� �� �
�������� ��#� �� ����� �� H1" ���� ���
�� ��
�$������ ��	%&�" ������
 !��

‖u − un‖H1 ≤ M̄

m̄
‖u − ûn‖H1 . ��	�&�

'!�( �
���
 ��
 �
���������
 ��� ������ ��	
�" �� ����� ����������
 !��

‖u − ûn‖2
H1 = ‖u − ûn‖2

L2 + ‖u′ − û′
n‖2

L2 ≤ h2‖u′′‖2
L2 . ��	�%�

)
���� �
�� ��
������ #���� ��� ��	�&� ��������
 ��� �
�������� ���� �� �����
��� ����� �� �� ����� H1" �� �� 
������� ��� ��
����� � �� 
������� ����*�����

‖u − un‖H1 ≤ M̄

m̄
‖u − ûn‖H1 ≤ h

M̄

m̄
‖u′′‖L2. ��	���

� ����

‖u − un‖H1 ≤ Ch‖u′′‖L2 , C = M̄
m̄ . ��	�+�



���� �� ����	� 	� 
����
�� ��

���� ��� �	
� �
� �� ����� H1 ��� ����� 
������� � 
��� ��� �� ����� � �����
h�

����� ����� � ��� �	 ������� ������� 
�� ����� 
��� ���� �� ����� L2 ���
������

������� �� ����� e = u − un ∈ X = H1
o � ������� �
�

Qγ(e, vn) = 0, ∀vn ∈ Xn. ����� 

����� ���	����� �� ����� ����� L2 �� e ∈ H1
o � ‖e‖L2

� 
����� 
� ���
�����
�� �
��	����

�����
�� 
���	������� �� �	�
	���� �������� �
�� �
!	�	���

− φ′′ + γφ = e, ∀x ∈ I, ����� 

φ(0) = φ(1) = 0, ���"## 

����� φ ∈ H2
o �� �� ���

	�� �� �������� �
�� �
!	�	��� $� ���	�
����� ���%% 

	���	
� �
� ‖φ‖H1 ≤ m̄−1‖e‖L2� &�� �� ������ ‖φ′′‖L2 ≤ M̄‖φ‖L2 + ‖e‖L2 ≤
(1 + M̄/m̄)‖e‖L2� �����
���

‖φ‖H2 ≤ co‖e‖L2
. ���"#" 

&�� �� ������ 
����� ����� �� �� ����� L2 ��� �����

‖e‖2
L2 = (e, e)L2 = (e,−φ′′ + γφ) = Qγ(e, φ). ���"#� 

����� ������� �� 	����������� Πnφ ∈ Xn ⊂ H1
o ' ���������� �
� Qγ(e, Πnφ) =

0� (����� ���� ���
����� �� ���������	��� ' �� ��
�� �� �
� Qγ(·, ·) �� �	�	����
�������

‖e‖2
L2 = Qγ(e, φ − Πnφ) ≤ c1‖e‖H1

‖φ − Πnφ‖H1
. ���"#% 

)������������ �� �� ���	�
����� �����	�� �� ���	��
	�� ��� �� 	����������� '
����
*� �� ���
����� ���"#" � �� ��
	��

‖e‖2
L2 ≤ c1c2h‖e‖H1

‖φ‖H2 ≤ coc1c2h‖e‖H1
‖e‖L2

, ���"#+ 

�� �	�	�	� ��� ‖e‖L2 ���������

‖e‖L2 ≤ C′h‖e‖H1
. ���"#, 

(����� �� ���	��
	�� ���� ��� ����� � �� ��
	��

‖e‖H1
≤ Ch‖u′′‖L2 , ���"#- 



�� �������� 	
 �����
�� 
�������

� �� ���	
������ ��
����� ���������

‖e‖L2 ≤ CC′h2‖u′′‖L2
. ��
����

��� ���� ��������� ������� �����	� ��� �� ����� ���	�� � �� �	������	� �����
�� �����	�� � ���� �� �������� �!�	� u ∈ X � �� �����	�� ���� 	���� un ∈ Xn

���"��
� � ���� ���� h2 ��#� �� ����� L2(0, 1)


$��� ��� �	�� ��� �	 ������� ��� �������	�� ���� ��� �	���	���	�� ��	�����

�� ����%� ρ
(1)
j = h ���� ���� j = 1, . . . , n � �����!� ������� ���� ������&

�	�� ρ
(2)
j = h/2� �������� ��������� ������� �� �	
�	���� ������ �� ���"��
���	�

��'�	�� ��� �� ���	���� ����� �� ����� �� �� ��	���� �������	�� � �� �� �� ��
����
�������	��� �� ���	�

‖e(1)‖L2

‖e(2)‖L2

=
h2

(h/2)2
= 4. ��
����

( !��� ��������� �� �� ����� ������ �� ��	
����	���� � �� �� ��� ��������� ��&
������	� �� ������� �� ������� 	����������	�� ���!�	��




���� �������	
���
	 ��� ��
��� �� �������	 ��

���� �������	
��
�	 ��� ��
��� �� ������
	

������� 	�
�� ��� ������	�� �����
���� �
�
 
������
� u ∈ H1
o � ��
�
�	� ��


���
����� 
� ��� ������	�� 
� Xn�

��� ������	
��� �����	�
� un ∈ Xn 	
� ���

Qγ(un, φn) = LF (φn), ∀φn ∈ Xn. �������

�������� ��	����� un ∈ Xn� ��
�
�	� ��
 ���
����� �� ��� ������	�� 
� Xn

un(x) =
n∑

j=1

xjNj(x), �������

φn(x) =

n∑
l=1

blNl(x), �������

	
� ��� xj , bl ∈ R� �����
�
� ��	�� ������	�� 
� Xn 
 �������� � ��
�
� �
  ����!
�
��


 
� Qγ(·, ·)� 
�� ���� �
 ����
��


 
� LF (·) � 	������ ���� �����	

�

n∑
l=1

⎛
⎝ n∑

j=1

xjQγ(Nj , Nl) − LF (Nl)

⎞
⎠ bl = 0. �������

"��� #�	
 
� � ��� $%��

 �
�
 	�
� φn ∈ Xn� 
� � ����� 	
� �#� �
�
 	�
�
bl ∈ R� ��� �� 	
�	�

n∑
j=1

xjAjl = LF (Nl), �����&�


��
� '���� 
����
�

Aij = Qγ(Ni, Nj) =

∫ 1

0

γ(x)Ni(x)Nj(x)dx +

∫ 1

0

N ′
i(x)N ′

j(x)dx. �����(�

"�� �� �������	� 
� ������
� 
� )���
 �
	����
� �����&� 
������� �� $��	��
������
 v� 	
� ���

vt = (x1, x2, . . . , xn), �����*�

	������ ��� �����&� �� ���
� ����� �� ����

A · v = J, �����+�



�� �������� 	
 �����
�� 
�������

����� J �� �� 	�
��� 
��
��� ������� ���

J t = (LF (N1), LF (N2), . . . , LF (Nn)). �������

������ ����	�
 �� �
 �
���� A�

�� ��
�������� 
��

��� 
��� 
�� �� ��� n × n 
���������� �� �� ������� ����
�� ������� ����
��� �� ��� ��������� �� �� ������ A�

�� ������ �� �������
�� ������ �  
�

Aij = Qγ(Ni, Nj) = Qγ(Nj , Ni) = Aji. �����!�

"����  
� Aij �� �������� �� 
���� �� # �$�� ��� |i− j| ≤ 1� %�� �� ����� Aij

�� 
�� ������ ������&�����

'� ��&
����� ����� ��� �#
�� � 
�

��� ��� ��������� �� �� ������ A�

����� ����	 ��� g ∈ C2(0, 1) ��� �����	� 
� x ��� �� 

� ����� �
�����������


������������ � ��� 0 = xo < x1 < x2 < . . . < xn = 1� ��� �������	� 
� [0, 1]�
���
����

1

ρj

xj+1∫
xj

g(x)dx =
1

2
[g(xj) + g(xj+1)] + O(ρ2), �����(�

1

ρj

xj+1∫
xj

g(x)

(
xj+1 − x

xj+1 − xj

)2

dx =
1

12
[3g(xj) + g(xj+1)] + O(ρ2), �������

1

ρj−1

xj∫
xj−1

g(x)

(
x − xj−1

xj − xj−1

)2

dx =
1

12
[3g(xj) + g(xj−1)] + O(ρ2), �������

1

ρj

xj+1∫
xj

g(x)
xj+1 − x

xj+1 − xj

x − xj

xj+1 − xj
dx =

1

12
[g(xj) + g(xj+1)] + O(ρ2), �������



�
� ρj := xj+1 − xj � ρ = máx
j=0,1...n

ρj �


����
������� "�� �� )�����
� �)���*��



���� �������	
���
	 ��� ��
��� �� �������	 ��

��������� 	� �
 	�
���
� 	� A


������	
���� �

��
� ��� ��� ��������� �� �	 �
	���	�

Al,l =

∫ 1

0

γ(x)Nl(x)2dx +

∫ 1

0

N ′
l (x)2dx. �������

������	��� �	
	 �	 �

��
	 �� �	� ��� 
����
	���

∫ 1

0

γ(x)Nl(x)2dx =

∫ xl

xl−1

γ(x)

(
x − xl−1

ρl−1

)2

dx +

∫ xl+1

xl

γ(x)

(
xl+1 − x

ρl

)2

dx,

�������

��	��� ������� � ������� �	
	 �	 �

��
	 � ������	 
���
�
	� 
������
�	�����
�������

∫ 1

0

γ(x)Nl(x)2dx =
ρl−1

12
[3γ(xl) + γ(xl−1)] +

ρl

12
[3γ(xl) + γ(xl+1)] + O(ρ2)

=
1

4
(ρl+1 + ρl)γ(xl) +

1

12
[ρl−1γ(xl−1) + ρlγ(xl+1)] + O(ρ3).

�������

� �
���

∫ 1

0

γ(x)Nl(x)2dx =
1

4
(ρl+1 + ρl)γ(xl) +

1

12
[ρl−1γ(xl−1) + ρlγ(xl+1)] + O(ρ3).

����� �

!	 ������	 
����
	� �� �	����	�	 �� "�
�	 ����
��	

∫ 1

0

N ′2
l (x)dx =

∫ xl

xl−1

dx

ρ2
l−1

+

∫ xl+1

xl

dx

ρ2
l

�����#�

� �� �
��� $��

∫ 1

0

N ′2
l (x)dx =

1

ρl−1
+

1

ρl
. �����%�

&������ $�� �	 	�
�'
�	�
(� �	
	 ��� ��������� �� �	 �
	���	� 	 �
��� O(ρ2)
��

Al,l =
1

4
γ(xl)(xl+1 − xl−1) +

1

12
[ρl−1γ(xl−1) + ρlγ(xl+1)]

+
1

ρl−1
+

1

ρl
+ O(ρ3), l = 1, . . . , n.

�����)�



�� �������� 	
 �����
�� 
�������

�� ���� ��	� ��	
����
�� �
���	��� ��� �

�	���� ��
�� ρl = xl+1 − xl = ρ� ��

l = 1, . . . , n� �� 	����� � �� ������

� ���	����


Al,l =
2

3
γ(xl)ρ +

2

ρ
+ O(ρ3). �������

��������� 	
��� 
� �� 
������� 
� A�

�	�������� � �������	 ��� �����

�� ���	� �� �� �����
�� Al,l+1 = Al+1,l�

Al,l+1 =

∫ 1

0

γ(x)Nl(x)Nl+1(x)dx +

∫ 1

0

N ′
l (x)N ′

l+1(x)dx, �������

��	� ��
� ��	����� ��� �	����
�� �� Nl � N ′
l � ��� ��
 ���
�

�� �� ��	��

�	���	�

Nl(x)Nl+1(x) =
1

(xl+1 − xj)2
(xl+1 − x)(x − xl), �������

�� ���� �� ���
�

� �� ��	� ������

� �
 Il,l+1� ��	 �
	� ���� 
�
����

N ′
l (x)N ′

l+1(x) = − 1

(xl+1 − xl)2
. �������

 ��������� �� �

��	��

∫ 1

0

γ(x)Nl(x)Nl+1(x)dx =

∫ xl+1

xl

γ(x)
xl+1 − x

xl+1 − xl

x − xl

xl+1 − xl
dx, �����!�

��
�� ���	���� �� ��	��������
 ��� ���� ������� � �"
�
����

∫ 1

0

γ(x)Nl(x)Nl+1(x)dx =
ρl−1

12
[γ(xl−1) + γ(xl)] + O(ρ3). �����#�

$� ����
�� �

��	�� ��� �����

� ���	� �� �� �����
�� ��

∫ 1

0

N ′
l−1N

′
ldx = −

∫ 1

0

dx

ρ2
l−1

, �����%�

� ��	 �� 
�

�

∫ 1

0

N ′
l−1N

′
ldx = − 1

ρl−1
. �����&�

�

�
��� ������� ���	�"�	 ��� �����

�� ���	� �� �� �����
�� ����
�� �����#�
� �����&�



���� �������	
���
	 ��� ��
��� �� �������	 ��

Al,l+1 = Al+1,l = ρl−1

12 [γ(xl−1) + γ(xl)] − 1
ρl−1

+ O(ρ3), l = 1, . . . , n − 1.

�������

�	
	 �	
�
�
���� ��
��
��� ρl = xl+1 − xl = ρ, �� ������ ���
��	
 �� �	 ��
�	

Al,l+1 = γ(xl + ρ/2)
ρ

6
− 1

ρ
+ O(ρ3). �������

�� ���� �
	�	�� �� ���
� ���	
���� ��	 �
��

���
�� ��
��
�� ��
 �� ��� �
��
����	��� 	 ����
��	�
�� ��� ��������� �� �	 �	�

 �

�
	!��	�"

Al,l =
2

3
γ(xl)ρ +

2

ρ
+ O(ρ3), l = 1, . . . , n, ����#$�

Al,l+1 = Al+1,l = γ(xl + ρ/2)
ρ

6
− 1

ρ
+ O(ρ3), l = 1, . . . , n − 1, ����#��

Ai,j = 0, �	
	 ����� ��� ���	� �	���� ����#��

������ �����	
��	
� �� LF

�	
	 %	��
 ��	 	�
��
�	�
�� ��� �������� LF (Nj)& ��� j = 1, . . . , n �������
���

1

ρ
LF (Nj) =

∫ xj

xj−1

x − xj−1

xj − xj−1
F (x)dx +

∫ xj+1

xj

xj+1 − x

xj+1 − xj
F (x)dx, ����#��

����� ���� �	����� ρj = xj−1 − xj ��� j = 1, . . . , n& �� �� �	�	'� �� �	
�
��
��
 	�
���

(%�
	 �
��

LF (Nj) =
1

ρj−1

∫ x

j

(x − xj−1)F (x)dx +
1

ρj

∫ xj+1

xj

(xj+1 − x)F (x)dx. ����##�

)����*���� �	 �

��
	 
���!
	� �	 ��
��%	 �� �	 ���	�
�� ����##�& %	�
���� ��
�	��
� �� *	

	��� x = xj − w + ��������� �	 
���!
	�

1

ρj−1

∫ x

j

(x − xj−1)F (x)dx =
1

ρj−1

∫ ρj−1

0

(ρj−1 − w)F (xj − w)dw. ����#,�

�	
	 �	 ��!���	 
���!
	� ��� �	�� ��
��%� �� �	 ���	�
�� ����##� %	����� x =
xj + w �	
	 ������




�� �������� 	
 �����
�� 
�������

1

ρj

∫ xj+1

xj

(xj+1 − x)F (x)dx =
1

ρj

∫ ρj

0

(ρj − w)F (xj + w)dw. �������

	
��

�� �� ��������� ������� � ������� �
 ������� ��
����

LF (Nj) =
1

ρj−1

∫ ρj−1

0

(ρj−1 − w)F (xj − w)dw +
1

ρj

∫ j

0

(ρj − w)F (xj + w)dw.

�������

	
 ���� ����
�� ���������� �
� �������
 �� ������ �� �� ��

��
 F ���������
�� xj  �� ��
�� �

�
������ �� ����� ������ !��

F (xj ± w) = F (xj) ± F ′(xj)w +
1

2
F ′′(xj)w

2 ± · · · . �����"�

#��������
�� ���� ��������
��
 ���� F �
 ������� � �
��$��
�� �%��
����

LF (Nj) = F (xj)
xj+1 − xj−1

2
+

xj+1 − xj−1

2

ρj − ρj−1

3
F ′(xj)+ O(ρ2). �����&�

'��� ���
������
��
�� �
������� ��
�� ρj = ρ 
�
 j = 1, . . . , n ����
���� ��
��������
 �
������ �

1

ρ
LF (Nj) = F (xj) + O(ρ2). �����(�

��������	
�� 
���� ��� ��� ����	��
�� �

�� ��� ���
������
��� 
� �
� ����

����
� 
� �� ������ � �� ����
� 
� �� 
������� �

��
� ��� 
���	�� 
� ���	�
�

����	�
�� �	� �� ������� �����
� 
�� ����
� Av ��

(Av)j = (Ajmvm) = Aj,j−1v
j−1 +Aj,jv

j +Aj,j+1v
j+1 = Jj = LF (Nj). �������

���
�
��

 �	� �
� �������
� Aj−1,j � Aj,j 
� �
��� ��������� �
�

Aj−1,j = γ(xj−1 + ρ/2)
ρ

6
− 1

ρ
+ O(ρ3), Aj,j =

2

3
ργ(xj) +

2

ρ
+ O(ρ3). �������

�

��
� ����� �� (Av)j = LF (Nj) 
� �� ���	����� �
���

[
γ(xj−1 + ρ/2)

ρ

6
− 1

ρ
+ O(ρ3)

]
vj−1 +

[
2

3
ργ(xj) + O(ρ3)

]
vj +[

γ(xj + ρ/2)
ρ

6
− 1

ρ
+ O(ρ3)

]
vj+1 = LF (Nj). �������



���� �������	
���
	 ��� ��
��� �� �������	 ��

�� ��������� ��	�� 
���� �� 
� ��
����� �������� ����� ρ� � ���
����� �� ���
������� �� ρ �	�������

1

6

[
γ(xj−1 + ρ/2)vj−1 + 4γ(xj)v

j + γ(xj + ρ/2)vj+1
]−

1

ρ2

[
vj−1 − 2vj + vj+1

]
+ O(ρ2) = F (xj) + O(ρ2). �������

�
 ������ ������� �� ���� ��
������ �
���� ������� �
� ρ → 0� �� 
� ��������
�� γ(xj)vj � �������� �
� �
 ���
��� ������� �� 
��� ���
����� �� 
� ��
����� ��
�
 �������� ����������
 �� ���
��� ����� ������������ �
� �� 
�� �� �����������
������� ���� ���� ������� �� ����������� ��� �
 ���	
��� �
!����� ������
�

������ �����	
� �� �	
���� Av = J
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A · x = b, �������

�
��� �����
� ��� A �� ��� ����
� �������� (n× n)� ��
�
� 
��� ! �
�"��
���
b �� �� ����
� �� n �
����

���� #��
���� �� 
�$��
�
 �
��
��� �� ���
����� x

�� ����
� �� n �
����

��� ��� ��� ���
��� � � ��������
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Ā = (A|b), �����(�
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 Ā ∈ Mn×n+1�

��� 
� �� 

 ��
��� � �� ������ A � �� ������ �

���
�
� �
�������� ��
������
�
��� ��� �
�����
�� ��� ����
� � �����
��
 ��� ����������� ��� �� 
������� ����� !
�
���� 
���
 ��� �
�����
�� "�� ��
������
� #�
 �
 �
������ ����
 A� 
��� ������
��� ������
��
� bj� �� ���� ��� 
� �� ������$� �� ����
�� ������	�

%
 &���� 
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�'���( 
� ������ �� ���	
� ��
�� ��� 
)
����� *+,	 �������
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-

����
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������
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���
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��� �� 
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��� 
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������� ���
���� ! ��� /�����
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�
�
���� 
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��������

0����
�
� 
������� �� ���	
� 
������������� �� ������ A� ���� 
��� 

������
�� �
���� ��� ��
� �
���$� 

 �� &����

	ri = (0, . . . , ai,i−1, ai,i, ai,i+1, 0, . . . , 0), �����+	

� �� �
� ��

��� ����� bj = J(Nj) ! ��' ��
� �
���$� 

 �� ������ ���
���
�

�

	vi = (	ri, bi). �����1	

2�����
� ����
� 
� �3��
� 
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���
 ��� �
�����
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�������

	v′i+1 = 	vi+1 − 	vi

a′
i,i

ai+1,i, i = 1, 2, . . . , n − 1. ������	

4� ����� �� �
���	
 ������
��
 ���� ��� �
����
� #�
 ������
� ������	 �
�
���
#�


a′
i+1,i = 0� ���� i = 1, . . . , n − 1.

a′
i+1,i = ai+1,i − aii

a′

i,i

ai+1,i� ���� i = 1, . . . , n− 1� 
��

 ������ a′
11 = a11.

"�� 
�
�
���� 

 �� 
������� ���
���� �� ��&�
� ������ �������
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��� ���	�
�
��� 
�� ������ b �� ��
 ������
��

b′i+1 = bi+1 − bi

a′
i,i

ai+1,i, i = 1, 2, . . . , n − 1. �������

���	��� 
� �������� ���� 	������ 
��
� i = 1 ����� i = n−1� ��  �� ����
�����
���

�  �� a′

11 = a11� �!��
���� �
� ������  �� ������
�� ���
� 
��"�
��
��	����� � 
��"�
���
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� � �

� � �
���

0 a′
nn b′n
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�������

#���� ���� ����
�� 
�� 
���� ���
��  �� �� ����� 
� �
��
���� �� ������$
 ��
��� ��
������ ��  �� ��
����

a′
nnxn = b′n, �����%�


� 
�

� �� �&��� �!��
�� �� ������$
 	��� xn�

xn =
b′n
a′

nn

. �����'�

�� ����� "�
����� 	��� j = n − 1, n− 2, . . . , 1 ��
����  ��

a′
jjxj + aj,j+1xj+1 = b′j , �������

� ��( ���������� 	��� xj

xj =
b′j − aj,j+1xj+1

a′
jj

, j = n − 1, n − 2, . . . , 1. �������

)��� ������ �� *���
� 
� +����� �����
� �
 2(n − 1) �	������
���

,-����
 
�� 	��!����� 	��� ����
�� 
�����
�� 
� �� �����
���$
 "������
�� �
��
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�

���

��������  �� ��
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�
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A · x = b. ��� &�"

���� 

�� 
������� �
�
��
 ��
 ������
 � 	� �

����	��� �
 '�()����

‖b‖ ≤ ‖A‖‖x‖. ��� &*"

'� ����+����
 �� ���� 
	 ����	
�� �������	 ��������� � b 
������ �� δb�
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��
�� ������ 
� 	� 
�	������ ��
 

 ��
�
 
,��

�� ���� x+δx�
- �
�

A(x + δx) = b + δb. ��� ./"

�
 0%��	 ���
�
�� �

����� 
	 
�
�
�� �������	�

Aδx = δb. ��� . "

1

�	2�
��� ���� δx �
�
��


δx = A
−1δb. ��� .�"

#��3 ���
��
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‖δx‖ ≤ ‖A−1‖‖δb‖. ��� .�"
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��� �� �������	 ��

‖b‖‖δx‖ ≤ ‖A‖‖x‖‖A−1‖‖δb‖. ������	


�� 
����� ��������� �� 
����� ����������� ��� ‖b‖‖x‖ �� ���� �� ���� ������
����

‖δx‖
‖x‖ ≤ ‖A‖‖A−1‖‖δb‖‖b‖ , ������	

�� ����� �� ������ ����	�	��
��� ����� ������� ���

C(A) := ‖A‖‖A−1‖. ����� 	

!������� ������� ������� ���� �������"� # �����$�� ������	 ����

‖δx‖
‖x‖ ≤ C(A)

‖δb‖
‖b‖ . ������	

%����� �� ����
 ��
����
� �� A& ‖A‖2 = ρ(A∗A)& ���� �� �'����� ��� �
����
������������� �� ����� ���������

C(A) =
λmax

λmin
, �����(	

����� �� λmax �� �� ����� �')��� �� ��� ������������ �� A # λmin �� ����� ����
*�+& ��,	�

������ ����	
 �
�
���
����� 
�� ���
 �������



��� ������� �� ������ ����	�	��
��� ���� �� �����- ��� ���$���� ��.�����& ����
������� ��� ������������� /��������� ��� �� �����- ����������� A ���' ��������
�� �� ��������� 0����1

Al,l =
2

3
γ(xl)ρ +

2

ρ
+ O(ρ3), l = 1, . . . , n, ������	

Al,l+1 = Al+1,l = γ(xl + ρ/2)
ρ

6
− 1

ρ
+ O(ρ3), l = 1, . . . , n − 1, ����(+	

Ai,j = 0, ���� ����� ��� ����� ������ ����(�	

2���� ρ = 1/(n + 1) �� �� ����3� �� �� ��������-���"� ��� ���������� 2�������
�� ��������"� �� �� ��������-���"� ����

r = n + 1. ����(�	



�� �������� 	
 �����
�� 
�������

�������	
 ����
� r → ∞ ������	 ��� ρ → 0
 ��� �� ����� ��	 ����������	 
�
�� ������ 	� ��������� 
� �� 	�������� ������

Al,l → 2

ρ
, l = 1, . . . , n, �������

Al,l+1 = Al+1,l → −1

ρ
, l = 1, . . . , n − 1, �������

Ai,j = 0, ���� ��
�	 ��	 
���	 ��	�	� �������

 ��� �������� ��	 �����!�����	 
� �	�� ������
 ��	��!���	 �� ������"�

|A − λI| = 0. �����#�

$	�� ���%���� �	 ��&���� � ��	��!�� �� 
����������� 
� �� ������ ���
�������
T = 1

ρM 
 
��
� M �	�& 
�
� ����

Ml,l = L, l = 1, . . . , n, �����'�

Ml,l+1 = Ml+1,l = −1, l = 1, . . . , n − 1, �������

Mi,j = 0, ���� ��
�	 ��	 
���	 ��	�	
 �����(�


��
� L = 2 − λρ�

)�	��!�� �����#� �	 �� ��	�� ��� �������� �� 
����������� 
� M � ��������� �
����

|M | = 0. ����(��

*� ���� 
� ���� ��	����
� �!�� +��,�

Lj = 2 cos(jθ), ����(��


��
� θ = πj
n+1 
 ��� j = 1, . . . , n − 1 �

-�	����.��
� L = 2 − λρ ���������	

λj =
2

ρ
[1 − cos(jθ)] . ����(��

 �� ��� ���"� �� �/���� ���
���������

C(A) =
λmax

λmin
, ����(��

�������� �� ��	�����"� !� �������
�
 �	 
����
 ρ → 0
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C(A) → ∞, �������

�	 
�� �
 λmax → 1 � λmin → 0�

�������� �	�	 ��	���� ����
�������� �� ������ ��	��� r → ∞ ������� 
�� �

������ ����	�	��
��� ������ 	 �������� ��� 
� �	���� 
	� �������	������ �����
‖δb‖
‖b‖ ������ �� ���� �	�
�� ��
�� ‖δx‖

‖x‖ � �� �
����� 
�� ��������
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	� � �� ���
��� � ������������ �������
�� �� �
����
� ���������
� �����
�� �� ��
���
����� 	� �� ��������� �� ���� ������� 
���
�
�� �� �����

	� �����
������ ��� ��
� ��� ����
������� ���
� �� ��

� L2(0, 1)  �� �� ��
�
�� �

�
� ��� ��
� ��
� �� 	�
���	� 	�� �

�
�

!�
�
�� ������� �� �
����
� �������� 	���
��� ��
"

[
− d2

dx2
+ (2 + x2)

]
u(x) = F (x), #��$%&'

�
������	� ��� ���	������� 	� �
����
� ���� (�
�� ���

u(0) = u(1) = 0, #��$%)'

	��	�

γ(x) ≡ 2 + x2, γ(x) > 0∀x ∈ [0, 1], #��$%*'

� F (x) 	�	� ��


F (x) ≡ x(x − 1

2
)(x − 1)

[
(x − 3)2 − 11

2

]
. #��$%+'

,�
� ���� �
����
� ����
�� ��� �� �������� ��

u(x) = x(x − 1

2
)(x − 1), ∀x ∈ [0, 1]. #��$%%'

,�
� �
���
����
 �� -���	� 	� ���
����� .������ � ����
  �������	�� � �����
��

�� 
��
�/ A� � �� �����
 J � ��
�
�� ��� ��
������ 	� ����
���� I = [0, 1] �����

�
�� r �
��
����� 	� �� 
��
� �������	� (� ���� ������
�� ��� r = n+1� 	��	�
n �� �� �0
�
� 	� ���
����� ������ ��� �� ���	
1�� � ��
 �� ����� �� 	�
������
	�� ���������� 	� H1

o � �� 	� 	�
������ n #dimXn = n'�

�� �1��� �������
 ‖F‖L2(0,1)�

‖F‖2
L2(0,1) =

∫ 1

0

|F (x)|2dx = 367/110880, #���22'

��
 �� ����� ���	��� � ‖F‖L2(0,1) < C� 	��	� C ∈ R.

��� ��	�� ��� ���
�	������ 	���������� ��	�
�� �
���
����
 �� 
���	� ��
�
�3
��� � ��
���
�
 ��� �������� ��
� �� �
����
� �������� ����� 	���
���� 4 ��
���� ��3
	� ��� ������
�� �� �������� ������ ��	�
�� 
�����
��
 �� �

�
� ��� ��
� ��
�

�
 
���	��� ��
� ��
 �� �� 
���	� 	� ! �
�� ��� �� ���� 
������
�
�� ��
�����
� Ax = J ���1 �
���5��	� 	� ��

� �	����	��
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��� �� �������	 ��

�������	 
��� 
� ��

���������� ��������� ����	 ��	��������� �� ����� ����
����� �
 �������
� [0, 1] ����������
� �� r = n + 1 
����	 ����
�	� �
�����	 � r�

� ��	�
����� �� 
� ��	������������ ������	 �������	 ��� ρ = 1/r � ���� 
����
�� 
� ��	����������� �	 xj = j/r� ����� j = 0, . . . , n + 1�

 � 
��� ���
��!��� ��� �
 ����� �� �������� 	� �����
� ������ 
� ��	�
�����
�������� � ������� "��� ��� �	�� 	� ��
��
���� 
� ����� ��	����� l2Δx


� ���
 �	��
��#���� ��������

‖u‖l2
Δx

=

√√√√ n∑
l=1

|uk|2Δx, $%�%&'(

���) Δx �	 �
 ����*� �� 
� ��	������������ �� ���	��� ��

���������� ��������
�	 Δx = ρ.

+� �	�� ������ �������� �
 ������ �������� 	� �!����� ��� 	�
����� �������� ur

� ��� ��	�
����� r� �
 ����� 	� ��
��
� �	���� 
� 	�
����� �,���� � �������������
��� ��	
���� � 
� 	�
����� �!������ �������� �
 ������ ���������

er
i = ur

i − u(xi), $%�%&%(

����� u(xi) ��� i = 0, 1, 2 . . . n, n + 1� �	 
� 	�
����� �,���� �� ���� ��� �� 
�	

����	 �� 
� ��	����������� ��
 �������
� [0, 1]�

-�
��
���	 
� ����� l2Δx
��
 ����� er 
��� ���������	 ��	�
������	� .�������

���������� � 
� ������ ��	
� 
�����	 �!	����� ��� �
 ����� ������� �� �����
���	������ 
��� ��	
��	 �� ������ 
���� �
 ����� �������� � ������ �����������
/	�� �	 �
 ����� �� �������� � �������� ��� 
� �	�������� 
��� �
 �0���� ������
�������� �
 ���
 ����� ������ ρ → 0� � 
�� 
� ����� �
 ������ �������� 	� ���
��
�1	 	��	�!
� � 
�	 ������	 �� ���������

�� 
� ������ ��	
� 	� ���	���� 
�	 ��1#��	 �����	
�������	 � ����	 �� �
 ������
�������� ��
 ��
� float � ��
 ��
� double ����������� ��� 
��� �
 ���� ��
�
float 
� ����� ��
 ����� ��
���� � ������ 
��� 1,0e − 17� �������	 ��� 
���
double �
 ����� 	� �������� � �����
�� �� ����� ����!
� ��	�� 1,0e − 11�

2	���� ��	 ��	�
������	� 
�����	 ��
��
�� �
 
��1����� �� ������������ 
����
� 
���� convi� ��� �	�1 ���� 
�� �
 ��������

convi =
er

i

e2r
i

. $%�%&�(

"��� ��� ���	��� ������ 	�� ���	�	����� ��� 
� ����)� ��	����

��� �� 
� 	������

������ �	�� 
��1����� �� ���� 
���� ��!� 	�� ��� ����� �� 4� 3 ������������
���	��� �
����	 ��1#��	 � ��� ������ ��	��� ����� 	� �!	���� ��� 	���	���� 	���	�
������������� ����� ���������� �� �	�� #���� ���!��� 	� 
���� �
������ ��� �

������� ��
 ���� �� 
� 	�
����� �,����� �� x = 0,5� �,�	�� ��� ��	
��	��� �� 
�	
����	� "�����	 ���#��� �
 ����� 
��� ��� ��	�
����� r � 
��� �
 ��!
� �� 
� ��	�
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���� ���
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 �
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 ������ 4 �
��� ������

����������� ��	 �
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 ��������� 
�� ����
����� ������� ��� �� �����
�
 �� 
�� �����
���������� �����
�� �
 �$���� 
��$����� ���%
 
� ����&� ��� �� ���
� �
 
�
����� 
 	������
��� ��
���� ���

‖er‖ ∼ h2. '���(�)

�� ��
��
� 	��� ������ ����
����
�� 
� 
���� l2 �������� ! �� ������ ��
��� r�
�
 �
� ����
� log − log� �
��
��� ����
���� �
� 
&
�� ����� ��
 	�
���
��
�	��"�������
�� ����
 � *2� +� ���
 ��
������ ��
 
� ����&��

+�� ��������� 
��$����� �� 	����
 �������� �
 
� ������ ��	��� ��
�� �� ,�
�������� �
 ����
� log − log 
� 
���� �������� ‖e‖l2

Δx
��
��� 
� ����
��� 
 r�

����������� �� 	� ��
����� ��	 �

�
 ��� 	� 
���	
�����

-����$
 �� ,��� �
 ��
��
� 	��� 
� �������� ��������� �����
�� 
� �"	���� 
 	���
u ∈ H1

o !� ��� �
 �
 �����	���� �� ����
�� 
 �
��� u �� 	���� ��	����
���
�����
��
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v j

������ ���� �� 	��� ������ 
�����
��� ��	 
��� ���	�	��	� �	��������	� 	�

���
	��� �	 ����	��	���� �	 �
	�� �	 ���
� 
�� �	����� � 4,0� �� �� ����� �	

�	����� ��� ������� 
��� �� ����	��	����� 
��	
�� � �	���� ��
� �� �	�	���
�	 x = 1/2� ����	 �� ������!� 	"���� �	 #��	 �	��� �� ���	��	���� 
�	���� ���
���	�� ���
	���!� �	 ��� ����� � �	������ ��� 	
 ����� 	� ������ �	 ����	��	����
�	 ��	��� � 4,0 ������ ��
	��� �� �	������!��

u(x) =

l=r∑
l=0

ukNk(x), $���%�&

��� �� �	������ ��	�	 ����� 
��

u′(x) =

l=r∑
l=0

ukN ′
k(x), $���%'&

�	 ����	 ��
� �� ���
� 	"
�(���� �����	��	 
��� ��� ������ ���!� ������
	�

u′(x) = uj(−1

ρ
) + uj+1(

1

ρ
) =

uj+1 − uj

ρ
, $���%)&

	��� 	�����!� 	� ������ 
��� x ∈ Ij,j+1� ����	 j = 0, 1, . . . , n, n + 1 = r.

*�( 
�	�� ��� 	��� �
��"�
���!� 
��� �� �	������� �	 ��

��� ��� �� �	������ �	
�� ������!� 	"����� 	� ��� 
����� 
	���� 	���	 ���� ���	����� �	 �����	��+���!�
�	� ���	����� (0, 1)� 	� �	���� u′(xj + ρ/2)�

*� � �	���� �� ������ 	� �� ������ ��	
� �	�	
�� ��	 �� 
	���	��	 �	 �� ������
	� �
��"�
���
	��	 ����� −2� ���	 �	������� �	 	���	���� �	���� �	 �� ����
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������ ��� �
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�������� � ����������� �� �
����
�� �
� ��
�� ��� ���� ��
������� �
�������� � ��
��
�
������ ����� ��� �
�������

 ���
���� �������� �� ��!����� �� �� ���
"	� ��� #������� �� 
������� � ��
����������� ����	�
� 
������� ��� ���� �
� ����� �
� ��
 ��� �� �
���� ���
�
������ ����
������ � ��� ����� ���������

$
�������� � ����
�����
 �� ��
�� �������� ��� �
������ ����� � ��"
���� ����
�

�
� �� �

�
 ���� ����
����� 
����� ��"
��� ������������ ��� �������� 	� $�
�
����"
�
 �� ��
�� 
���
���� �� ������� 
����� 
� ������ ����	���� %&'� (�� ��
�
����� �� ����
�
 �� ������������ � ����������� ��� �������

���� �����	
��
� ����	 ��	 ����	��
�


��
����
� ����� ��������� ������������ ��� I ≡ (0, 1) ⊂ R� ����	
����


�� ����� �� ���� �� ��� ����
�� ��� �����	�� 
	������	�� ����	�� 
� �����
�

��
��� 
�� �	�� �	������	�� 
���	
� 
� �� �	��	���� 
�����

[
∂

∂t2
− ∂

∂x2
+ V (x)

]
u(t, x) = F (x), t > 0, 0 < x < 1, )*�+,


��
� �� ����	�� V ∈ C[0, 1]� ��� ��� 0 < m < V (x) < M ���� ��
� x ∈ I�

����	
��
�� ��� �	��	����� ���
	�	���� ���� u�

u(t, 0) = u(t, 1) = 0, ���� ��
� t ≥ 0� ��� ������ ��� ���
	�	���� 
� ��������

�	�� �	�	������

u(0, x) = uo(x), u̇(0, x) = vo(x), ��� x ∈ I� ��
� ���
	�	���� 	�	�	�����

-.
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�������	 
�	��
���	 ���
� �� ��
�������� ��
��� �� ����� ��� �� �� ��	� ���������
������������	 ��
 ��� ������� �� �
��
� φ ∈ C∞

o (I) � ��	���	 �����
���	 �� ��
����
���� �� ����
�	� ����� ��	���	 �� �������
 ��	 ��
����	 �� �
����
� ������	

∫ 1

0

ü(t, x)φ(x)dx +

∫ 1

0

u′(t, x)φ′(x)dx+

∫ 1

0

V (x)u(t, x)φ(x)dx =

∫ 1

0

F (x)φ(x)dx.

��� !

"�� ����� �� �	�� ��
�������� ��
�� ��� �
�
����� ������	 ��#��
 �� 	��������$

���������� 	
�
� 
QV (u, v)� �� ������	� 
������ QV (u, v) 	�� 
�
 ∀u, v ∈ H1
o

QV (u, v) =

∫ 1

0

u′v′dx +

∫ 1

0

V (x)uvdx. ����!

���������� 	
�
	 
LF (v)� �� ��������� ���
�� LF (v) 	�� 
�
 ∀v ∈ H1
o

LF (v) =

∫ 1

0

Fvdx. ���%!

& ��
 �� ����� �� ����������� ����� �
� �����
�� ���
������� ����� 	�
 ���
�
�	�
��� �� ��
����	 �� QV (·, ·) � LF (·)

���������� 	
�
� 
�������� ����� ������������ �� �����
�� ����� ���
��

������ ������	
 
� 
����	��� ��� �������

u : [0,∞) → H1
0 , ����!

��� u ∈ C1([0,∞), H1
o ) � u̇ ∈ C1([0,∞), L2(I)) 	�� 
�
 �
 ������

(ü(t), φ)L2 + QV (u(t), φ) = LF (φ), ∀t ≥ 0, ∀φ ∈ C∞
o (I), ���'!

� ��
��� u(0) = uo ∈ H1
o � � u̇(0) = vo ∈ L2(I).

(� �)�	������ �� 	��������	 ��
���	 u : [0,∞) → H1
0 	� ������ ����	�
�
 �	����

�� ���
�� �� 	����
���	 ���
� ��
 �*������ +, -! � �	���� �� ������ �� .���
/��
���
� ��
 �*������ +,�-!�

���� �����	
��� 
� ������	 �������

0�#����	 ���
� �� ���
��� ����� ��� 	�	����



���� �����	
��� 
� ������	 	������ ��

E(t) =
1

2

∫ 1

0

[
u̇2 + u′2 + V (x)u2

]
dx, �����

�	
�� �	��
	� �������� ��� �� ����� �

E(t) :=
1

2
[(u̇(t), u̇(t))L2

+ QV (u(t), u(t))] . �����

��� u(t) �
� �	�����
 ����� ��� ��	���
� ����������	 �� �� ���
����
 ��������
�
 	
���  �
�
	�

∂E(t)

∂t
= (ü(t), u̇(t))L2 + QV (u(t), u̇(t)) = LF (u̇(t)), ���!�

�	
�� �
 �� "� �
� ����������� ��
	� ����	 ���#�

$��
�	 �� ����������� �� Cauchy − Schwarz% �
 LF (u̇(t)) =
∫ 1

0 u̇(t)F (x)dx% &

���
�	 ��� k · 1
k = 1% k 
= 0%  �
�
	� ���

∂

∂t
E(t) ≤ k||u̇||L2

1

k
||F (t)||L2 . ����'�

$��
	� ��	�� ��� (a − b)2 = a2 + b2 − 2ab ≥ 0% 	� �
��
�	 ��(

∂

∂t
E(t) ≤ k2

2
||u̇||2L2 +

1

2k2
||F (t)||2L2 ≤ k2E(t) +

1

2k2
||F (t)||2L2 , ������

���
��� & ���
�	 �
 �� "� �
� ����������� ��  	
� �
 ���
 � �� ���
����
 ��
E(t)�

)��� 	 ��� k �� �
 
"
��	 ����������% k 
= 0% �	��
	� ���
���	 �	
	 k2 = 1
τ %

�
 	
��� 	� �
�
	� ���

Ė(t) − τ−1E(t) ≤ τ

2
||F (t)||2L2 , ����*�

�� �	
�� �	��
	� �+������ �� � ����������� �� �� ������
 � ,	�
�

d

dt

h
e
−t/τ

E(t)
i
≤

τ

2
e
−t/τ ||F (t)||2L2 , ������

& �
��
�
 � �
 ����
�	 �� 0 ��� � �
  ��
�	 T > 0% 	� �
�
	� �� �	
�����


E(T ) ≤ eT/τ
[
E(0) + τ

2

∫ T

0 e−
t
τ ||F (t)||2L2dt

]
. ������

- �� � �	
�����
 �� �� �	
	�� �	
	 ���������	 
� �	��
�� �������� . �� �� ��
�
�
�	� �
��� ���� 
��� �	 ��	���
� &� ��� 
	� �� �
� �� �
����
 ��� ���	� ��
�
� �	�����
 ���	+�
��� �	
 ������ 	 � �
� �	�����
 �+�� �/
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������	
�� ��
 v(t) ∈ H1
o 
� �������� 	� �����

	 ����� ��
 ����
�����
 	 �	


��	���� ���
�
���	�

v̈ − v′′ + V (x)v = G(t, x), ������

� ��
 u(t) ∈ H1
o 
� �	 �������� 
�	��	 	� �����

	 ����� ��
 ����
�����
 	 �	


��	���� ���
�
���	�

ü − u′′ + V (x)u = F (t, x). ������

������	
�� ��
 F (t, x) − G(t, x) = ε(t, x) � ��


�� �	 ���
�
���	 �
 	
�	�

��	����
� ���
�
���	�
� �
 ����
 ���
�

��

ë − e′′ + V (x)e = ε(t, x), ����!�

"	��
��� �
#���� �	 ������� e(t) ∈ H1
o ��
� e(t) = u(t) − v(t) ∈ H1

o .

$����	��� �	 
���
	���� �
 ����%� ���
�

�� ��


Ee(T ) ≤ eT/τ

[
Ee(0) +

τ

2

∫ T

0

e−
t
τ ||ε(t)||2L2dt

]
, ����&�

����
 Ee(T ) 
� �	 
�
��'	 ����
������
��
 	� 
���� e(t) ∈ H1
o �

(�
� ���

�� )
� Ee(0) �
 ��
�
 �	����	� ��� �	� ���������
� �����	�
� �
��
�*
�	� 
� 
� �����

	� +��	 
���
	���� ����&� �
����	 ��
 �	�	 �	�	 t ∈ [0, T ] u(t)
���)
��
 	 v(t) �� u(0) ���)
��
 	 v(0) u̇(0) ���)
��
 	 v̇(0) � �� ε ���)
��
 	
�
�� 
� 
� �
����� �
 �	� ���
	� �
#���	� ��� �	� 
���
����
� 	��
����
�� +�*
����
� �	 �������� �
�
��
 �
 
	�
�	 ����'��	 �
 ��� �	���� +� �	������	� ��
ε(t) = 0 �	�	 ���� t ∈ [0, T ] � u(0) = v(0) u̇(0) = v̇(0) 
�����
� Ee(0) = 0 �
���
�

��

Ee(T ) ≤ 0. ����,�

-
�� �	�

�� ��
 E(T ) ≥ 0 ��� �� �	��� Ee(T ) = 0 �	�	 ���� T ≥ 0 �� ��

�
����	 ��
 u(t) = v(t)� +�����
� �
�

�� ������	� �
 �	� ��������
��

���� �� �����	
� �	

�
���	��

�
	 Xn ⊂ X �� ���
��	��� �
 ��

����� #���	 �
� 
��	��� �
 .���
�� X = H1
o �

+� �����

	 ����� �����
�� �	�	 
� �	�� "��
������� �������
 
� 
������	� un ∈
C2([0,∞), Xn) �	� ��


(φn, ün(t))L2 + QV (φn, un(t)) = LF (φn), ∀φn ∈ Xn. ����/�



���� �� ������	
 ��	�
������� ��

� ��� ��	 un(0) = uon ∈ Xn
 vn(0) = von ∈ Xn, ��
�	 uon � von ��������
 	�
���� �
����� u � v
 �	��	������	
�	�

���� 	� ���� ��
��
�� �	
�����

(φ, ü(t))L2 + QV (φ, u(t)) = LF (φ), ∀φ ∈ H1
o . ������

�
 ���������� ���� φ = φn ∈ Xn ⊂ X, ���	
	���

(φn, ü(t))L2 + QV (φn, u(t)) = LF (φn). ������

 ���
�� �� ��!	�	
��� 	
��	 ����"� � ������ ���	
	���

(φn, ën(t))L2 + QV (φn, en(t)) = 0, ∀φn ∈ Xn, ������

��
�	 �	 �	#
	 	� �����

en(t) = u(t) − un(t). ����$�

���	��� ����� en(t) ���� �� ���� �	 �� ����	 �����	�� � ����%�
�� � Xn

en(t) = e||n(t) + e⊥n (t), ������

�	 ���	��� ��
 	� �������� �	#
��� ��� QV 


QV (e⊥n (t), e||n(t)) = 0. ����&�

'���	
�� ��� �	 (��� �����	��� �	 ����%�
������
 ���	��� ���	���� ��	

QV (φn, en(t)) = QV (φn, e⊥n (t) + e||n(t)) = QV (φn, e||n(t)), ����)�

	
��
�	� �� 	�����*
 ������ �� ���� �	�������

(φn, ën(t))L2 + QV (φn, e||n(t)) = 0, ∀φn ∈ Xn. ����+�

��	��� ��	 φn ∈ Xn ���	��� ����� � φn = ė
||
n � ��� ��
�� �� 	�����*
 �
�	����

�	�����

(ė||n, ën(t))L2 + QV (ė||n, e||n(t)) = 0. ����,�

-.��� ��	

 �
������� ��� �� ��������*
 �	 �
	�%�� -������ ����$�
 ���	���

�	#
�� �� ��%��	
�	 ��
����� ��	 ��
����� �� ����	 �����	�� �	� 	���� e
‖
n

εn(t) :=
1

2

[
(ė||n(t), ė||n(t))L2 + QV (e||n(t), e||n(t))

]
, ����"�



�� �������� 	
 �����
�� ���
�������

� �����	
�� ��
 ��
����� �� t ��
���
 ���

dεn(t)

dt
= (ė||n(t), ë||n(t))L2 + QV (ė||n(t), e||n(t)) = (ė||n(t),−ë⊥n (t))L2 , ������

��
�� 
� �	�� �
� �� �	 ���	���
 ������� �����
� ���	
�� �
 ���
�	 ���

||ė||n||2L2 ≤ 2εn(t), ������

� �	���
�� �
� �� �	 ��
� �	��	� �� ����������	�
� �
 ������� ��
���
 ���

dεn(t)

dt
≤
√

2εn(t)||ë⊥n ||L2 ≤
√

2εn(t)

m
||ë⊥n ||QV

. ������

!�� "����� ��#
	��


1

2
N2(t) = εn(t), ������

�
��
�� 	� �����	� ��
���
 ���

dN(t)

dt
N(t) ≤ N(t)

m
||ë⊥n (t)||QV

, ������

� �����
	�� N(t) �� 	�$�
 �	��
 �� �	 ��
� �	��	� � �
�� �	
�� �� 0 �	
�	 �

������ τ > 0 ��
���
 ���

N(τ) − N(0) ≤ 1

m

∫ τ

0

||ë⊥n (t)||QV
dt. ����%�

� $��


N(τ) ≤ N(0) +
1

m

∫ τ

0

||ë⊥n (t)||QV
dt. ����&�

����	 ������
 �	 �	��� ���� �
	� ��� ����� e⊥n �� �	 
� ���
�� '���	

e⊥n = (u − un)⊥ = u⊥ − u⊥
n = u⊥, ����(�

��� �� �	
�� ��������
 ���

ë⊥n = ü⊥. ������

)	 �	 
���� �� �	 �	��� ���� �
	� ��� ����� ����
�� 
��	��
�� �� �	 �������

�� Xn ⊂ X = H1

o �



���� �� ������	
 ��	�
������� ��

X

Xn

u

ûnun

e⊥n = u⊥

e
‖
n

en

������ ���� ������ ��
�� �� �������
 
� ������	������
 ��
 ����� en = e
‖
n + e⊥n �

����� 	��������� � ������� ‖ü⊥‖QV
� ���
�� 
�� ����
����� ��
 �������� 	

��
����

‖ü⊥‖QV
= distQV

(ü, Xn) ≤ M̄

m̄
ı́nf

vn∈Xn

‖ü − vn‖H1
o
, ����� 

��
�� ���
�� 
� �	��!������
 	�� 
� �
���	�
�
�� �� ü ��
����

‖ü⊥‖QV
≤ Ch. ����� 

"
��
��� ��
���� #�� 
� �!	�����
 	��� 
� ���������
 ����$ 

N(τ) ≤ N(0) + Chτ, C ∈ R. ����% 

"��� ���
�&�� #�� �� h → 0 ' �
 ���� �
����
 �������� �	��!��� �
 ���� �
����

�!����� �� ��
 ��
��� #�� N(0) → 0 ���
�� h → 0� �
��
��� N(t) → 0� 
�
#�� ��	
��� #�� 
� 
���� εn(t) #�� ��
���
� 
� 	���� 	���
�
� ��
 ������ ��
(
)���� � ����� *� 	���� ������
�
 ���+�,
 ��
)���� � ���� ���
�� h → 0 ����
��
�����
��� �� ����-����� �



�� �������� 	
 �����
�� ���
�������

���� ������ 	
��
���� ���� �� �������������� ��
�

������

����� �	
�	�
�� �� ������ �� ������	
� �	�����	����� �� �����	� H1
o �
 �����

����	�� Xn �� �	��
�	�
 �
	�� n� � ������� �������
��
��� �� φ � �� u(t) �

���� ��������	�� φn ∈ Xn � un(t) ∈ Xn �������	 ���
��� ���� �!��
������ �

�
� ���� {Nk}k=1,...,n �� Xn

φn =

n∑
k=1

bkNk, un(t) =

n∑
l=1

xl(t)Nl, "#�$#%

��
�� ������� 
���� &�� �� ����
��
�	� �� t �
 �� �������
���	�
 �� un(t) ���'
�����
�� ������
�� �
 ��� �����	�
��� xl(t)�

(�� ���� ����
� �� ��
�
�� ���	 ��� �������� �� un(t) ��  � ��)�*��� ������
��
�
 ��� �����	�
��� xl(t) �� �� �	
�	�
�� +����

ü(t) =
n∑

l=1

ẍl(t)Nl. "#�$$%

(�� �� ��
�� �� 	
������	� "#�$#% � "#�$$% �
 "#��% ����
����

n∑
l=0

(ẍl(t)Mlk + xl(t)Alk) = Jk, "#�$�%

��
�� ����� ���
	�� ��� ����	��� M �� ����,� n × n� ��� &��

Mlj = (Nl, Nk)L2 , l, k = 1, 2, . . . , n. "#�$�%

-� ����	� A� &���� �����	����� �� +���� �
'��
� ��� QV (Nl, Nk)� �	�
����
&�� ��  ����� J &���� ������	
��� ���

(JT ) = (LF (N1), LF (N2), . . . , LF (Nn)). "#�$.%

��/� ������� �!������ �� +���� ����	�	�� �� �	��� ��
�	�	�


Mẍ + Ax = J. "#�$0%

���������� 	
�
� 
������ ������� ��������� ��� M ��� ����	
 ���� �	�
��	�

�� �� �	����	�� n × n� �������� �� �	�� ��� �� ����	�� ���	�	��� �	 ���� ����

������ �� �	����	�� n� � �	��	��� �� ���� x 
= 0� x ∈ R
n ������� ���

xtMx > 0. "#�$1%



���� ������ 	�
��
	�� 
��� �� �	�
���	��
	�� ���
����� ��

�������	 
�����	 ��	�
�
 ��� M �	 ��� ���
�� ������� 
�	������ �� ��� 
�
�
���� u 
= 0� ����� u ≡∑i xiNi� 
�����	 ����
 �� 	�������� �
�
�����

utMu =
∑
i,j

xiMijxj =
∑
i,j

xi(Ni, Nj)L2xj = (
∑

i

xiNi,
∑

j

xjNj)L2 = (u, u)L2 ,

������

� 
�
 �� ����� ������	

utMu = ‖u‖2
L2 > 0. ���� �

!	���� ��� M �	 ��������� � 	
���	� 
�������� 	�"���	 ��� M �	 ���
�����
�
#�
 �� ����� �"������	

ẍ = −M−1Ax + M−1J, ����$�

�� ���� 	� 
����� � �� 	�	���� �� ���������	 ��%�
�������	� ��� ��� �� ���� �������
�� 

�"���� ������	 ��� �&�	�� ��� '���� 	������� 
�
� u�

�� �(���� ��� �	�
���	 
�
� 
�	����
 �� 

�"���� ��
�
"����� 	�
) ��
�*�����

�
� �	�� 
���
����	 ��� �� 	�	���� ����� ���� 
�


Mẍ + Ax = J ������

��� ��	 ����������	 ��������	 ����	 
�


x(0) = ξo, ẋ(0) = ηo. ����+�

,������� �� �
��	%�
������ 	��������

ẋ − η = 0, ������

������	 ��� �� 	�	���� �
������ ���� �� 	�������� %�
��

Mη̇ + Ax = J, ����-�

ẋ − η = 0, ������

��� ��	 ����������	 ��������	

ẋ(0) = ξo, η(0) = ηo. ����.�

/��
�� ��	�
�������	 �� ����
���� �� ����
� [0, T ]� �� ��� %�
�� ���

0 = t0 < t1 < t2 < · · · < tN = T, ����0�



�� �������� 	
 �����
�� ���
�������

�� ����� ������	 
��

kn = tn − tn−1, n = 1, 2, . . . , N. �
����

��������	 �� 	�������� ������ ��������� ���

M

(
ηn+1 − ηn

kn

)
+ αAxn+1 + (1 − α)Axn = αJn+1 + (1 − α)Jn, �
����

(
xn+1 − xn

kn

)
− (γηn+1 + (1 − γ)ηn) = 0, �
����

����� α ≥ 0  γ ≥ 0! ��� ��	 ����������	 ��������	

xo = ξo, ηo = ηo. �
��
�

�	�� ������ �	 ������������������ �	��"�� ��#� α, γ ≥ 1/2! �	 ����#! �� �$�	��
�� %����# �� ���#��� 
�� #�������� �� ����&� �� �� ��	�#���'���(� �����#��  ��
��	�#���'���(� �����#�� ��#� 
�� �� ������ 	�� �	��"��� �	 �� 	������ �#��� ��
�#�	���(� 	� α = γ = 1/2 ���! ���� ����	�#���	 � ����������(��

������ ����	�
���	


)�����	 �� 	�������� ��*����(� �� ���	�	������ ��#� �� �	
���� �� ��%�#�����	
*����	���+�,

-��������	 
�� �� �	
���� �� ��%�#�����	 *����	 ��#� �� ���#���# ��%�#������
Lv = F �	�. ���� ��# Ln

kun
k = Gn

k ! ����� �� 	�"������ k 	� #�*�#� � �� ��	/
�#���'���(� �	������  n 	� #�*�#� � �� ��	�#���'���(� �����#���

���������� 	
�
� �� ������� 	� 	
����
�
�� �

��� Ln
kun

k = Gn
k �� �����������

�	��
������ ��� �
 ��	
��
� ���������
� �
���
� Lv = F �� 	� �	��� (x, t) ��

�
�
 ���
� �
� �	������� �	
��� φ = φ(x, t)�

(Lφ − F )n
k − [Ln

kφ(kΔx, nΔt) − Gn
k ] → 0 ������

�������� Δx, Δt → 0 � (kΔx, (n + 1)Δt) → (x, t).

��	 φ = v
 ��	 
������� �	�	 Lv = F 
 �������
 	� ���������	��	 �� ������

������


τn
k ≡ [Ln

kv(kΔx, nΔt) − Gn
k ] → 0. ������

� �
�	 ���������	 
� �� ��	�	 ����� �� �����	�������



���� ������ 	�
��
	�� 
��� �� �	�
���	��
	�� ���
����� ��

���������� 	
�
	 �� ���� ��� �� �	���
� �� ����
�����	 �����	 Ln
kun

k = Gn
k �

����� �
��� �� �
�	����� (p, q) � ��� �������� ����
������ ��
���� Lv = F 	�

‖τn‖ = O(Δxp) + O(Δxq). ������

�	 
�� �
 ������ ηn+1 �� �
 ������ η ��	
�	�� �� �
 ����
 �� ������ n+1� �������
���	���� ����� ������ 	
������� ��
 ������ 	��������

ηn+1 = ηn + (η̇)nkn + (η̈)n k2
n

2
+ O(k3

n), ������

� �� 	
�� � ��
����� ������� ��� 
��

ηn+1 − ηn

kn
= (η̇)n + (η̈)n kn

2
+ O(k2

n). ����!�

"�� ���	 �	���� ������� 
��

αAxn+1 + (1 − α)Axn = αA(xn+1 − xn) + Axn =

αA(ẋ)nkn + αA(ẍ)n k2
n

2
+ O(k3

n) + Axn. ������

#����$����� �
 ��
���	 �	�� ��� 
	 ���	��%� ����&�� �������

M

[
(η̇)n + (η̈)n kn

2
+ O(k2

n)

]
+ Axn + αA(ẋ)nkn + O(k2

n) =

α
[
Jn+1 − Jn

]
+ Jn = αkn(J̇)n +

αk2
n

2
(J̈)n + O(k3

n) + Jn. ����'�

#������� �
 ��
���	 �� ����� �������	� ����

[M(η̇)n + Axn − Jn] + kn

[
M

2
(η̈)n + αA(ẋ)n − α(J̇)n

]
= O(k2

n). ����&�

(� 	
�� ���	��� 
�� �� α = 1
2 � �������

[Mη̇ + Ax − J ]
n

+
kn

2

∂

∂t
[Mη̇ + Axn − J ]

n
= O(k2

n) ����)�

� ��	��� 
	 �������%� �	�	 �
 ��
���	 �� ���������	� *���	� �	�� ��� ������� ��
��+�� ������	�	����� 
�� �
 �,���� �� ������������ � 	��� � �� ����� �� k2

n�
-� ��	��� α 
= 1/2 �
 ������	 ��+�� ������ ����������� ���� 	 ����� �� �������%�
kn� �� ������ �
 ������	 �� � � �*������ ��� 
	 �
����%� α = 1/2�



�� �������� 	
 �����
�� ���
�������

������	
���� �� 
	��
�� �	�	

xn+1 − xn

kn
= (ẋ)n +

kn

2
(ẍ)n + O(k2

n), ������

��� ���	 �	��� ����
��

γηn+1 + (1 − γ)ηn = γ
(
ηn+1 − ηn

)
+ ηn =

γkn(η̇)n + O(k2
n) + ηn, ������

��� �� �	��� ����
�� ���������� �� �����
	 ������ ��
�

(ẋ)n +
kn

2
(ẍ)n + O(k2

n) − γkn(η̇)n + O(k2
n) − ηn =

(ẋ)n − ηn + kn

[
1

2
(η̈)n − γ(η̇)n

]
+ O(k2

n) ������

����
�� ��	� �� ���� ����� �	 ������� � ������! " �	 ��������� 	������� �� ������
	

kn

[
1

2
(ẍ)n − γ(η̇)n

]
= O(k2

n), ������

	
��	 ��	
�� �	 
��
	 ������� � " ������
��

kn

[
1

2
(η̇)n − γ(η̇)n

]
= O(k2

n), ������

�� ��
���	�� ��� �� γ = 1/2! �� �����
	 �� ����������� " �� ����� k2
n� #��$	%


���� �	�	 ���	 ������ � �� γ 
= 1/2 �� 
&���� ����� ������ ����������� ���� 	
����� kn�

������ ����	
�
��� 
 ����������
�

'	������� ��� �����
	 �� ��(������	� )���	� ��������� �� ����*� " ������! 
��%
������	
�� �	 ���	�� � ����*� ��� (xn+1 − xn)t " �� ���	�� � ������ ��� (ηn+1 −
ηn)tM " ���������� 	 ��	 ���	�� � ����
��+

γ(ηn+1 − ηn)tM(ηn+1) + (1 − γ)(ηn+1 − ηn)tMηn

+α(xn+1 − xn)tAxn+1 + (1 − α)(xn+1 − xn)tAxn

= α(xn+1 − xn)tJn+1 + (1 − α)(xn+1 − xn)tJn. ����,�



���� ������ 	�
��
	�� 
��� �� �	�
���	��
	�� ���
����� ��

��������	 ᾱ ≡ α − 1/2 
 γ̄ ≡ γ − 1/2 �	���	
 ���
������ �� �������� ������	�
�	�	

1

2
(ηn+1 − ηn)tM(ηn+1 + ηn) + γ̄(ηn+1 − ηn)M(ηn+1 − ηn)

+
1

2
(xn+1 − xn)tA(xn+1 + xn) + ᾱ(xn+1 − xn)A(xn+1 − xn)

= (
1

2
+ ᾱ)(xn+1 − xn)tJn+1 + (

1

2
− ᾱ)(xn+1 − xn)tJn. ������

�	���	
 �	��� ���

(ηn+1 − ηn)tM(ηn+1 + ηn) = (ηn+1)tMηn+1 − (ηn)tMηn, ������


  ��	
 ��� �� �!���
��� ������ 
� ������ �

En+1 − En + γ̄‖ηn+1 − ηn‖2
M + ᾱ‖xn+1 − xn‖2

A =

(
1

2
+ ᾱ)(xn+1 − xn)tJn+1 + (

1

2
− ᾱ)(xn+1 − xn)tJn, ������

�	��� "��	
 ������	

En+1 =
1

2

[
(ηn+1)tMηn+1 + (xn+1)tAxn+1

]
, ����#�


 ��
 �	���
 ��� �������� �
�$� �������
 ��������

‖ηn+1 − ηn‖2
M = (ηn+1 − ηn, ηn+1 − ηn)M = (ηn+1 − ηn)tM(ηn+1 − ηn),������

‖xn+1 − xn‖2
A = (xn+1 − xn, xn+1 − xn)A = (xn+1 − xn)tA(xn+1 − xn).����%�

&������	 ��� M 
 A 
	� �	
��� �
 �������
' 	������	
 �� �� �������� ������ ��

�(������ ��
�(������

En+1 − En ≤ (
1

2
+ ᾱ)(xn+1 − xn)tJn+1 + (

1

2
− ᾱ)(xn+1 − xn)tJn. ����)�

*	����	 �� ������ �� ��������� �� En+1 
 ��� (xn+1, xn+1)A ≥ μA‖xn+1‖2'
��� ��� μA ∈ R �
 ��� �	�
����� μA > 0 �����	
 ���	���
 ���

En+1 ≥ μA‖xn+1‖2, ������

�� ���+ 
� 
�(�� �������������� ���



�� �������� 	
 �����
�� ���
�������

‖xn+1‖2 ≤ 1

μA
En+1. ������

	
� 
��
 �
��� �����
� ���

(xn+1)tJn+1 ≤ ‖xn+1‖‖Jn+1‖, ������

��
��
� 
 �
 ������
�
� �� ����������	�
�� 
��� �
�
�
� �� k ∈ R� �
� ���
k 
= 0

xn+1Jn+1 ≤ ‖xn+1‖‖Jn+1‖ ≤ 1

k
‖xn+1‖k‖Jn+1‖ ≤

1

2k2
‖xn+1‖2 +

k2

2
‖Jn+1‖2 ≤ 1

2μAk2
En+1 +

k2

2
‖Jn+1‖2, ������

�
��� ���
� ��
�
 �� �
 �����
 ������
��
� 
 ������� �
�����
 ��
 ��  ���
�����
 ������
�
 �����
� ���

(xn+1 − xn)tJnn+1 ≤ 1

2μAk2

[
En+1 + En

]
+ k2‖Jn+1‖2, ����!�

(xn+1 − xn)tJn ≤ 1

2μAk2

[
En+1 + En

]
+ k2‖Jn‖2, ����"�

��
�
� ���
����  ��
� ������
��
��� �� ����#�� �
�
 
$�����

En+1
(
2μAk2 − 1

) ≤ En
(
2μAk2 + 1

)
+ 2μAk4

(
α‖Jn+1‖2 + (1 − α)‖Jn‖2

)
������

�
��� ���
���
� �
 �
�����%� (2μAk2 − 1) > 0 & �� ����� ���
���� ���

En+1 < ΛEn + Γ
(
α‖Jn+1‖2 + (1 − α)‖Jn‖2

)
, ������

�
��� ���
� ��'���
 Λ & Γ �� �
 ��������� (
��


Λ =
2μAk2 + 1

2μAk2 − 1
, ����)�

Γ =
2μAk4

2μAk2 − 1
. ����#�

*��
������� �
���
� ��
� �� (
��
 �������+
 �
 ������
��
� ������ & 
$�����
�
���



���� ������ 	�
��
	�� 
��� �� �	�
���	��
	�� ���
����� ��

En+1 ≤ Λn+1Eo +

n∑
j=0

ΛjΓ
(
α‖Jn+1−j‖2 + (1 − α)‖Jn−j‖2

)
. ������

��	
� �
�	����	� �
� �� �������	 ����	
�� [0, T ]� �� n ��
��� ��
����� �	
 �	
�
� ΔT = T/n� ���	���� �	
 �� ���������� ���� �����	� �
� �� 
� �����	
t = nΔT

En ≤ ΛnEo +

n−1∑
j=0

ΛjΓ
(
α‖Jn+1−j‖2 + (1 − α)‖Jn−j‖2

)
. ������

�����
��	� �� �� � �
����� �� ������� �	�
��
�

Λn = eT/τ , ����!�

�� �	��� �� "#��� 	$����
 �
�

Λ = e
ΔT
τ . ������

������������	 �� ���	
 �� Λ �� �� ���������� ��
� En �����	�

En ≤ e
T
τ Eo +

n−1∑
j=0

e
ΔTj

τ Γ
(
α‖Jn+1−j‖2 + (1 − α)‖Jn−j‖2

)
. ���%&&�

'���	
�(��	� e
T
τ ) 	$�����	�

En ≤ e
T
τ

⎡
⎣Eo +

n−1∑
j=0

e−
1
τ
(T−ΔTj)Γ

(
α‖Jn+1−j‖2 + (1 − α)‖Jn−j‖2

)⎤⎦ . ���%&%�

��
* �	���	� �	��
 �
�

T − ΔT j > 0, ∀j = 0, 1, . . . , n − 1, ���%&+�

�	
 �	 �
� �� � �	������� e−
1
τ
(T−ΔTj) �� �������� �� �
 �
�
����	� ���� ��
*�


�� ��
���� ����
��� ��
� �� ������� �	�
��
 ���� �� ���%,�� ���	 �� $
��	� )�
�
� �	� ���� ���������� �	�
��	� �	��
�
 �� 
������� �� �� �	�
���� ��* �	�	
�� �	���
������ ) ���������� �	��*�
� ��� ���	�

��	
� ������	�� �� $��� � �� �	�
���� � ���� (x(t), η(t)) �� ������� ���-����-��
) �� �	�
���� �
�.
��� (xn, ηn) ���� �	
 �� ���
��� ����%����+�� �	� �

	
��
���
������



�� �������� 	
 �����
�� ���
�������

Δηn ≡ ηn − η(tn), �������

Δxn ≡ xn − x(tn), �������

	
�	� tn = nΔt�



���
� ��� �
�	���
��� �������� ��� �� ���� ���� 
������ �� �
������ ��������

ηo = η(0) = ηo, �������

xo = x(0) = xo. �������

� �
� �
 ����
 �����
� ���

Δηo ≡ ηo − η(to) = 0, �������

Δxo ≡ xo − x(to) = 0, �������

	
�	�  ��
� ���	
 ��� �
�	���
��� ���������

! 
�� �� ���� � �� ����"#� 	������� ���� (Δx, Δη)$ �����
� ��� ��"������ ����"#�
	�������

En
Δ =

1

2

[
(Δηn)tMΔηn + (Δxn)tAΔxn

]
. �����%�

&� 	
�	� �����
� ���������� ���

Eo
Δ = 0. �������

! 
��$ �� ����������� �� ������ �� ��"������ �����
 ηn → Δηn ' xn → Δxn$
�����
�

[
M

(
ηn+1 − ηn

kn

)
+ αAxn+1 + (1 − α)Axn

]

−
[
M

(
η(tn+1) − η(tn)

kn

)
+ αAx(tn+1) + (1 − α)Ax(tn)

]
= α(Jn+1 − J(tn+1)) + (1 − α)(Jn − J(tn)).

�������

(
� �
 ����
 �����
� ��� �
�
 J �� 	��
$  ����
� ��� Jn → J(tn)$ ����	

Δt → 0 ���
����

ΔJn ≡ Jn − J(tn) → 0. �����)�



���� ������ 	�
��
	�� 
��� �� �	�
���	��
	�� ���
����� ��

�� ����	 
� ���
���
�� ������� �� ����
���� ��

En
Δ ≤ e

T
τ

⎡
⎣n−1∑

j=0

e−
1
τ
(T−ΔTj)Γ

(
α‖ΔJn+1−j‖2 + (1 − α)‖ΔJn−j‖2

)⎤⎦ , �������

� ������ Δt → 0 �������

En
Δ ≤ 0. �������

��� 
� ����� En
Δ = 0� � �������� Δηn → 0 � Δxn → 0 ������ Δt → 0�

������ �����	
� �� 
����� 	
����	��

 !��� "�������� � ����
��� �
 �#���� 
�"

�
��	 ��� �
 ������� �� �
$�����
��
%�
��� ����
����� ��� �����
��
��� �� 
�� �����
���� ������ � ����&��  ��	 �
"���
� �� ����� ��
��
���� �'�������

αknAxn+1 + Aηn+1 − αknJn+1 = −kn(1 − α)Axn + Mηn + kn(1 − α)Jn,�������

xn+1 − knγηn+1 = xn + kn(1 − γ)ηn.�������

������� �("����� ����� ��
��
���� �� ��� $���� �)� ���"����	 �� $���� ��*
��
�
�


(
αknA M

I −knγI

)(
xn+1

ηn+1

)
−
(

αknJn+1

0

)
=( −kn(1 − α)A M

I kn(1 − γ)I

)(
xn

ηn

)
+

(
kn(1 − α)Jn

0

)
. �����+�

,� �������
� 
�����
� 
� ����
- ��� ��
�
"

�� �
 ������ ��
 $����� �� 
� 
-��
����	

(
X Y
Z W

)(
αknA M

I −knγI

)
=

(
I 0
0 I

)
�����.�

�� ����� �'������� �� �
����� �� ������ �����
���� 

���
�� �� ����
���

αknXA + Y = I �����/�

αknZA + W = 0 ����&��

XM − knγY = 0 ����&��

ZM − knγW = I ����&&�



�� �������� 	
 �����
�� ���
�������

� �� �����	�� �
����
�� ���

(
X Y
Z W

)
=

(
knγL LM

L −αknLA

)
�������

�� ��� 
����� ���

L ≡ (αγk2
nA + M

)−1
. �������

��������� �� 
���������� ��� �� 
����� ��	���� ����
�� ��� ������� �� ���	�����
��

(
xn+1

ηn+1

)
=

(
I − k2

nγLA knLM
−knLA I − αk2

nLA

)(
xn

ηn

)
+(

k2
nγL(αJn+1 + (1 − α)Jn)
knL(αJn+1 + (1 − α)Jn)

)
�������

 !��� ����
�� 
���������� �� �"�����#� �������� ���

(
L−1 0
0 L−1

)
. �������

$� ���� �� ��
� ��������� �� ��%������ �����
�

(
L−1xn+1

L−1ηn+1

)
=

(
M + (α − 1)k2

nγA knM
−knA M + (γ − 1)αk2

nA

)(
xn

ηn

)
+(

k2
nγ(αJn+1 + (1 − α)Jn)
kn(αJn+1 + (1 − α)Jn)

)
.�������

$� ��� !�
�� �
������ ���& �� �� �����
� �� ���������� ��� ����

L−1v = J, �����'�

� ���������� �� �"�����#� ���� L−1 = αγk2
nA+M � �� ��� ��

�����#� ������ ��


������� ��
(������ � ������%������� )��
�� ��� ��� 
������� A �M ��� 
�������
��
(������ � ������	�� ��*������ ����
�� ��	����� �� �����
� �� ��� +��
� ���

v = LJ. �����,�

 ��
-� ����
�� �� 	����.� ��� ��� 
������� ��� ������%������� ��� �� ��� ��/
���
�� ���� �� �*������� ��� ������ �� ���	
��



�������� 	

����������	�

���� �� ���� 	�� 
������� ��

���� �� ��� 	��������� ��� ���	������� 	� ���������

�� �� ��������� �� ������ �� 
������� 	���� ���������� �� ���� ��� 
�������� ���

������ �� �������� 	���� �� 
�������� �� �� ��
���� 	� ������� X � ���� ����������
� �����	�	 ���� ���
��	�	� 
�� �� ���� 	�  ���!�

��	���� "�� �� �#��"������� ����� �� 
������� 	���� ��������� � �� 
�������

"����������� #�� �������� �� ��������� �� �
���� 	� �� ��������� 	�$��	� �����

X � �� ���� ������� ������� �	
�����
 ��
 ���
���� %�������� #�� �� u ∈ X
�� �������� �� 
������� 	���� ���������� �������� ������� �� �� �
���� 	� ��

����&
� ��������� 	�� '�������

��&����� ������� �� 	�
��	����� ����
��� 	�� 	���� �	���� 	� ��� ����������

#�� ��� ������� �� ��������	�	 	� �� ���������

���� �
������� �� �������� �� 
������� 	����� u ∈ X � ������� �� �����
����
	� 	�������� $���� Xn ⊂ X � '���� ���� �����
���� ���������� �� 
�������
	���� 	������� � �
��������� � u ∈ X ��	����� un ∈ Xn� � 
�	���� �����"��

#�� �� ����� u − un �� ����&���� � Xn.

(����� �� ��
�������� ��� �
����
	� ����
	�� ����������� Xn ⊂ X ��� #��

�������� ��������� �������� 
�� ���!�� � 	�������� 	� ���� �� �� �����"��� 
�#��)�

	�� 	����� 	� 	�$������ 	�Xn� *������ ��� �����
������ 	� �� �������� u ∈ X �
ûn ∈ Xn� � ��������� #�� �� ����� u−ûn ��+� �� ����� L2 �� 	�� ��	�� 	�O(h2)�
�������� #�� �� 	���"�	� 	�� ����� �� 	�� ��	�� 	� O(h)� ,�� ����� ������������

�	���� ������� #�� �� ����� u − un ���"��&� � ���� ��� ��	�� O(h2)�

-�� "�! #�� ��� ����������� �����+��	� ����� Xn� ������ ��� ��������� 	� ��

���� 
��� &������ � 
����� 	�� 
������� 	���� �� ������� 	� ���������� ��������

	� �� ����� Ax = J � � ���� �������� x ∈ R
n �� ������"� 	� ����� ��������� (#�


A �� ��� �����! ���	��&����� ��������� � 
����"� 	�$��	� 	� 	�������� n× n� �
J "���� 	�	� 
�� �� 	��� 	�� 
������� ��

�����

���� �����"�� ������������� ���� ������� �� �������� �� ��	�&� �������� �


����� 	�� %���	� 	� *������ .�� 	���� ������ #�� �� �������� 	� ���� ��
�

/0
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 	���
�	� �� ��� �	
� ��� 
������ ������	 ��	 
	� ���������	��

�	�	 ������
��
�� 	��	��

!�
 ���	��� �
 �� ������
 ��
�� �� ����� �� ����
��� �� ������
�	��� " �� ����
���	 �� ���
 
�
��
��
	��� ������� 
������	� �	� �����	
��
�� ��� ����� ��� ��
��
����
 �����
	��
�� �	#� �	 
���	 L2(0, 1)� ���	
�� 
��� �
	 	���$��	
��

�	 
���	 ���
���	 l2Δx� ��
�� Δx �� �� �	�	%� �� �	 ���
���� 	
��
 �� 
�	� �
 
���
���� 
	�� 	� �	
�� �	 �������
�	
��
 
�����
	 �� ��
���� �
�&����� ��� �#����
�	 
���	 l2Δx ��� ��
��� u ∈ R

n−1

‖u‖l2
Δx

=

√√√√ n∑
l=1

|uk|2Δx.

!� 
������� ��� �	 
�
�����

�	 ��� ������ �� �� ����
 O(h2)� " ��� ���	
��#��	 
�	
�� �	 ������
��
 �� �	 ���
���� 	
��
 ���	
�	� 	���
�	 '����	���
��� �� �����
	 ���� ���� ���������	��(�

)	�	 �� 
	�� ��� �������	 ���������
�� ����	��� �� �������	 �����
	� 	 �
	 &���
���	
��
 ����� ���	
�� �
 
��
�	 �	 ����
���
 ���	
�	�� *�+
���� 	� �
���,	
��� !�����	� " ���	 
�� 	"��	 	 �������	� �	 �
�
��	� �� �	 ����
��
� 	�, 
���
�	 ����
��

�	 
�
�,
�	 ��� �	�� " �� �	� 
�
��
��
�� �

�	��� �� �������	�

-�
���� �	 �������
���� 	
��
 ��� �������	 ��	
�� �� ������ �� .	���/�
� �

���� 
	��� �� ����� "	 
� �� ������
	� 	� ������	
�� �� ����
���
 +
��	 �� X � Xn�
��� �� �	 ������� �	�	 �	 	���$��	
��
 �� �	 ����
��
� !�
 ���	���� ���	�	
��
�� ����� �
 �
	 �	��� �	�	���	 " ���	 ������
	� 	� ������	
�� �� ����
���
 +
��	�
!� ��+
�� �
	 
���	 ��� ����	 
�
����	� �	 �	��� �	�	���	 �� ������ ��
 ���	��
��� ���	 
���	 
�
����	 �� �
	 
��	 �	�	 �	 �	��� ������
	�� ��	
�� 	���
��
������	�� �	�	 �� 
	�� ��,���
� �� ������ �	 �	��� ������
	� ��� ����� 
�
����� 	

��� 	 ����
 O(h)�

0��� 
�� 	"��� 	 
������	� �	 
���	 
�
 �	 
�	� ����	��� �� 
���� �	 ����
�
��

�	 
�
�,
�	 ��� �	�� " �	 
�
�����

�	�

*������ �� ���
���� 	� �	 �	��� ���	
�	�� " ������ Xn �� 
���� 
��� �
 �� 
	��
��,���
�� ��������� �
 ������	 ��� ���� Mẍ+Ax = J � ��
�� M " A ��
 �	���
��
�����	��
	��� " 	����� ��+
��	� �������	� " �������
	�� ��� �� 
�	� �� �������	
�� 
�
������ �
 �

�
��	� �	 ����
��
 �� �
 ������	 ẍ = −M−1Ax + J � �	 
�	�
�� 1
�
	 �	�	� �	� 
�
��
��
�� �

�	��� ��� �������	�

)	�	 �������� ���� ������	� �� ��� �
 ������ ����,
��� 234� �	�	 �� 
�	� �� ���
������ �	 
�
�����

�	� ���	�����	� " 
�
�����

�	� �	
��
�� ��� �� �
	 ������




��

������	
 �� �
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 �� �
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	�
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������
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�
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��
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	� ����
 �������
� ��� �����	
��� 	������� ����
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������
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�
 �� �
��  ����������� �

 ���  �� � ��	�� �� �����
 �������
	
�


� �������
 �!� �������� 	
� � ���� �� ������	� 

	�������
	� �
�
 �� �� ���	��


��

��� ������� ����� 	 �
������ �
 �
 "
	��������
 �� ��	� 	�
�
��� #
�
 ��	� 	���

�� �������
� �
 �$��	�
 �������
	
���
�� ��� ��� �����
	�� %�
�	���



�� �������� 	
 �������
����



�������� �

��������	

�� �� ���� ����	
�� �� ������	
� ��� H1
 �� ������	� �� ��������� 	�� ��� ���
����
��� ��	��
����� ��� ���� ��� ��
������ �� �� ���	��� ����� 	������ �� ���

�� ������	��

�� �� �
� ����	
�� �� ������	
� �� ���� �� ������� �������
 ��� �� ��� �� ��
�������� 	  ��� ��� �����
� ��� ��
� ���� �����!� �� H1 �� ����� �����	
�

�� 
��
����	��	� ���	�����

�� �� ���� ����	
�� �� ������	
� �� ���� ���"���
 �� ���� �� ��� ��
� ��	���

��� ��
�#�����!� �� ��� ������	�� ��	
������� ��� ��
$� ������ �� �� ��������


 
���
��	� �� %�	��� �� &���
'�� �������� �� �
������ ����	����

������ �� ���	
�� 
� ������� H1�

�� �� ��	����!� �� ��	� �������� ���	
�
 ���

H1 := {u ∈ L2[0, 1]|�#��	� u′ ∈ L2[0, 1] �� �� ���	��� ����� } �(���

�� �� ������� �� )����
	
 �� ����

 ��� �� �� ������� ���	�
��� ������	� ��� ��
�
����	� ��*���� ��


(u, v)H1 := (u, v)L2 + (u′, v′)L2 , ∀u, v ∈ H1. �(���

+������ ��*��
 �� ��
�� �� H1 ������	� �� �
����	� ��	�
��

||u||H1 ≡ (u, u)
1/2
H1 =

(||u||2L2 + ||u′||2L2

)1/2
. �(�"�

+�
� ���	
�
 ��� H1 �� ������	� 	������ ��� ������!� �� ,���- �� H1

{un}� +�
 �� 	��	� ���� ε > 0
 �#��	� ��� N ∈ Z 	�� ��� ||un − um||H1 < ε
�����
� ��� n, m > N � .����� �� ��
�� �� H1 ���� ��
 �(�"� 	������ ���

/�



�� �������� �	 ��������


||un − um||2H1 = ||un − um||2L2 + ||u′
n − u′

m||2L2 , �����

�	 �
��	 �	 

��	�	 �	 �
��� ���	����� ��	

||un − um||2L2 + ||u′
n − u′

m||2L2 < ε2, �����

� �
� ����
 ��	

||un − um||L2 < ε, �����

||u′
n − u′

m||2L2 < ε. �����

�	 ���� �	 ����	 ���	����	��	 ��	 un � u′
n �
� ���	��
�	� �	 ������ 	� L2�

�
�
 L2 	� �
�� 	�
! 	��
��	�

un → u ∈ L2,

u′
n → v ∈ L2,

���"�

	� L2! �����
 n → ∞�

#
� �	��� �
����� ��	 u′ = v 	� 	 �	����
 �$
� �

%��� $��
! �	� φ ∈ C∞
o (0, 1) � �� ��� �����
 �
� u′

n 	 ���	�����
 �	 �	�
 � ��


∫ 1

0

u′
n(x)φ(x)dx = −

∫ 1

0

un(x)φ′(x)dx. ���&�

'
�	�
�  � �����	��	 ���	��� 

∣∣∣∣
∫ 1

0

[u′
n(x) − v(x)] φ(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ‖u′
n − v‖L2‖φ‖L2 , ���()�

�
��	 �	�
� ����
  � �	����� ��� �	 ������*+��,���-� �	 ���� �
�	�
� .	�
��	 �
�
 u′

n → v �� n → ∞ 	� L2! 	��
��	�

∣∣∣∣
∫ 1

0

[u′
n(x) − v(x)] φ(x)dx

∣∣∣∣→ 0, �� n → ∞, ���((�

�	 �
��	 �	 ����	

∫ 1

0

u′
n(x)φ(x)dx →

∫ 1

0

v(x)φ(x)dx, �� n → ∞. ���(��

�	  � ����� ���	��! �	 �	��	���� ��	



��

∫ 1

0

un(x)φ′(x)dx →
∫ 1

0

u(x)φ′(x)dx, �� n → ∞, �����	


� 
�

� �
����
�� ����
���� ���

∫ 1

0

v(x)φ(x)dx = −
∫ 1

0

uφ′(x)dx. �����	

���� 
�������� ��� u �� 
�����
������ �
 �� ��
��
� 
���� � ��� u′ = v�

������ ����	
��
��� ��� ���� �������

����� ����	 ���� I = (0, 1) ∈ R � u ∈ H1(I)� �����	�
 u ��
�� �� 
��
�
���

����� ũ ∈ Co(Ī)� �����
 
�����
 ���

‖ũ‖∞ ≤
√

2‖u‖H1 , ∀u ∈ H1. �����	


����
�������

��� ������� u ∈ C1(I) ∩ H1(I) 
��
���� �� �����
�� 
� u 
� �� ��!���
��
�����

ū ≡
∫ 1

0

u(x)dx. ����"	

��������� ���� �����
�� ��#� �� 
���� L2 
� �� ��!���
�� �����

|ū| ≤
∫ 1

0

|u(x)| · 1dx ≤ ‖u‖L2‖1‖L2, �����	


�

� �� $� ���
� �� 
���!��� 
� %���$�&��$'��(� )����
�

� ��� u ∈ C1(I)∩
H1(I) �� ��������*
 �
������ ���+ ���
 
��
�
� � ��
���� �
����
��

|ū| ≤
∫ 1

0

|u(x)| · 1dx ≤ ‖u‖L2. ����,	

-��

� �� .������ 
�� /���� 0�
�� ��
���� ��� �1���� xo ∈ I ��� ���

ū = u(xo). ����2	

3��� 4�� ���� �������
�� 
��
����

F (x) :=

∫ x

0

u(y)dy, ���56	

� ��
���� ���



�� �������� �	 ��������


F ′(x) = u(x). ������

	
��

��� ��� �� ������� ��� ����� ������ ������ xo ∈ I ��� ���

F (1) − F (0)

1
= F ′(xo) = u(xo). ������

���� ��� �� ���
�
� 
 �� F (x) ���� ��� ����!�� ��
���� ���

F (0) = 0, F (1) =

∫ 1

0

u(y)dy = ū. ����"�

#� ���$ �� ��%�� �
���������
�� ��� ����&��

'�� x ∈ I� �
��

��

|u(x)−ū| = |u(x)−u(xo)| =

∣∣∣∣
∫ x

xo

u′(y)dy

∣∣∣∣ ≤ |x−xo|1/2‖u′‖L2 ≤ ‖u′‖L2 , ������

��
�� (���� ����� �� ����%������ �� )��
(*+'
(,��-� .��
�� �(��� �� ��+
��%������ ��� ���/
%��� �
 �� ������� 
 �
������ ��
����

|u(x)| ≤ |u(x) − ū| + |ū| ≤ ‖u′‖L2 + ‖u‖L2. ����0�

� ������ �� 1��� ����%������ ������� �2��
��

|u(x)|2 ≤ ‖u′‖2
L2 + ‖u‖2

L2 + 2‖u′‖L2‖u‖L2 ≤ 2‖u‖2
H1, ����3�

�� ���$ ������� �� ������� �
 ��2�� ����� �� �� ����%������ |u(x)|2 ≤ 2‖u‖2
H1,

* �� ��$- 
������� ���� �2��
��

‖u‖∞ ≤
√

2‖u‖H1 . ������

�(���� ��� u ∈ H1(I)� #��� ��� C1(I) ∩ H1(I) �� ��
�� �
 H1(I) �4��� ���
�5������ �� ������� 0�"�� �
 6�"7�� ������ �
� ��
��� 
 �� )��
(* (un) ∈ C1(I)∩
H1(I)� ��� ��� un → u ∈ H1 
��
�� n → ∞�

	
��

�� ���
�� ������ ��
���� ���

‖un − um‖∞ ≤
√

2‖un − um‖H1 . ����8�

��� ��� ��
��� 
 �� )��
(* �
 H1� ��
���� ��� ‖un − um‖H1 → 0 
��
��
n, m → ∞� 	
��

�� �� ����%������ ����8� �����
� ���

‖un − um‖∞ → 0, n, m → ∞. ����&�



��

��� �� ��	�� (un) 
� �	� ��

���	 �
 ���
�� 
	 
� 
���
�� 
����
�� (Co(I), ‖ ·
‖∞), 
	��	

�

u → ũ ∈ Co(Ī). ������

�	��	

�� ����� �������
��� ��
 ũ 
� �	 �
��
�
	��	�
 �
 u�

���� (un) → u �� � �� 	���� L2� 
��� �����
� ��
 
!���
 �	� �����

���	 unk

��� ��
 unk
(x) → u(x) ���� 
��� ���� x ∈ I� �	��	

� ���	�� ������ �
	
���

��


u(x) = ũ(x), ���� 
��� ���� x ∈ I� ����"�

�� ��
 �
��
���� ��
 ũ 
� �	 �
��
�
	��	�
 �
 u�

#�	���
	�
� �
	
��� ��


‖un‖∞ ≤
√

2‖un‖H1 . ����$�

��
��� ��
 un → ũ 
	 Co(Ī)� � un → u 
	 H1(I)� 
��	�� n → ∞� � �
���� �
�� 
�	��	����� �
 �� 	����� 
��� �����
� ��


‖ũ‖∞ ≤
√

2‖u‖H1 , ������

�� ��
 
�	
���
 �� �
������
��	 �
� %
���



�� �������� �	 ��������


������ ����	
��
��� �� ���� �������

����� ����	 ��� g ∈ C2([0, 1]) ��� �����	� 
� x ��� �� 

� ����� �
�������

����� 
������������ � ��� 0 = xo < x1 < x2 < . . . < xn = 1� ��� �������	� 
�

[0, 1]� ���
����

1

ρj

xj+1∫
xj

g(x)dx =
1

2
[g(xj) + g(xj+1)] + O(ρ2), ������

1

ρj

xj+1∫
xj

g(x)

(
xj+1 − x

xj+1 − xj

)2

dx =
1

12
[3g(xj) + g(xj+1)] + O(ρ2), ����	�

1

ρj−1

xj∫
xj−1

g(x)

(
x − xj−1

xj − xj−1

)2

dx =
1

12
[3g(xj) + g(xj−1)] + O(ρ2), ������

1

ρj

xj+1∫
xj

g(x)
xj+1 − x

xj+1 − xj

x − xj

xj+1 − xj
dx =

1

12
[g(xj) + g(xj+1)] + O(ρ2), ������



�
� ρj := xj+1 − xj � ρ = máx
j=0,1...n

ρj �


����
�������


��
��� �� ���
���� ���� ��� �������

1

ρj

xj+1∫
xj

g(x)dx =

∫ 1

0

g(xj + ρjh)dh, ������

����
 �
 ���
 
� ������ �
 �������
 x = xj + ρjh�

�
 �� ����� ����� ������� �� ����� ���
���� �
�� ����� ��� 
� ������
�
 �������
 x = xj+1 − ρjw� �
 ����
 ���
�
���

1

ρj

xj+1∫
xj

g(x)dx =

∫ 1

0

g(xj+1 − ρjw)dw, ���� �

��� �� ����� �� ����
���� ��� ���
����
� ������ ! ���� � �
�
���

1

ρj

xj+1∫
xj

g(x)dx =
1

2

∫ 1

0

[g(xj + ρjh) + g(xj+1 − ρjh)] dh. ����"�



��

������� �� 	
���
�
�� � ����

������� �
 ��
	� �� �����


g(xj + ρjh) = g(xj) + g′(xj)ρjh + O(ρ2
j ), ������

� ��
 ��
� ����

g(xj+1 − ρjh) = g(xj+1) − g′(xj+1)ρjh + O(ρ2
j )

= g(xj+1) − [g′(xj) + g′′(xj)ρj ] ρjh + O(ρ2
j ), ������


���
���
�� ��� �
��
�� �� h ��

�����	�
��� ��
����

g(xj+1 − ρjh) = g(xj+1) − g′(xj)ρjh + O(ρ2
j ). ������

�	
����
�� �� 	
���
�� ������� �� 	������
��
 ��� ��
��	���	�
�� ������
� ������ 
������

1

ρj

xj+1∫
xj

g(x)dx =
1

2
[g(xj) + g(xj+1)] + O(ρ2). ������

� �
� ��
� 
����!�
 �� 	
���
�� ����"� ��
���� #��

1

ρj−1

xj∫
xj−1

g(x)

(
x − xj−1

xj − xj−1

)2

dx =

∫ 1

0

g(xj−1 + hρj−1)h
2dh, ����$�

��
��  ���� ����� �� ���%	� �� !�
	�%�� x = xj−1 + hρj−1.

&��
�� �� �	��� 	
���
��� ��
� ��
 �� ���%	� �� !�
	�%�� x = xj − ρj−1w
��
����

1

ρj−1

xj∫
xj−1

g(x)

(
x − xj−1

xj − xj−1

)2

dx =

∫ 1

0

g(xj −wρj−1)(1−w)2dw. ����"�

'
��
��� �� 	
���
�� ����"� �� ����� ���
	%	
 ���� �� ���� �� ����$� ��

�
 (����
 α ∈ R ��
 ����"� ��
 �
 (����
 β ∈ R� ��� #�� α + β = 1.

)�
 �� ��
��

1

ρj−1

xj∫
xj−1

g(x)

(
x − xj−1

xj − xj−1

)2

dx

=

∫ 1

0

[
αg(xj−1 + hρj−1)h

2 + βg(xj − hρj−1)(1 − h)2
]
dh,

������
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�� �� �����
 �� ��
�� ��
�����

�������	 ������	

g(xj−1+hρj−1) = g(xj−1)+g′(xj−1)hρj−1+O(ρ2) = g(xj−1)+g′(xj)hρj−1+O(ρ2).
������

� �� ��
� ��
����

g(xj − hρj−1) = g(xj) − g′(xj)hρj−1 + O(ρ2). ������

�� ����������
 ��	 ��
����������	 �� ������ ������	

1

ρj−1

xj∫
xj−1

g(x)

(
x − xj−1

xj − xj−1

)2

dx

=

∫ 1

0

[
αh2g(xj−1) + αg′(xj)h

3ρj−1 + β(1 − h)2g(xj) − βg′(xj)h(1 − h)2ρj−1 + O(ρ2)
]
dh,

���� �

����� ������	 ��
����
 
�� ��
� �������
 ��
���� �� �
��� O(ρ)! ���

�� ���"�
 α � β �� #�
�� ��������! ������� �� ������ 
�� ��	 ����"
���	

�� ������$�� � �����	 #����
�	 	��

∫ 1

0

h3dh =
1

4
,

∫ 1

0

h(1 − h)2dh =
1

12
. ����%�

�� 	�	�����
 �	��	 ����"
���	 
�	����

α

4
− β

12
= 0, ����&�

����'	 �� �� ������(�

α + β = 1. ����)�

�� 
�	��*�
 ��
� α � β ������	 
�� α = 1/4 � β = 3/4� +�����	 ������	
�������
 �� ��
�������(� ��
� ���� � �� ����� �,������	

1

ρj−1

xj∫
xj−1

g(x)

(
x − xj−1

xj − xj−1

)2

dx

=
1

12
g(xj−1) +

1

4
g(xj) + O(ρ2).

������
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��� ��

�� ����	
����	 ������� ���� �	
� 
�����	 �� 
�
�����

xj+1∫
xj

g(x)
xj+1 − x

xj+1 − xj

x − xj

xj+1 − xj
dx =

1

ρ2
j

∫ xj+1

xj

g(x)(xj+1 − x)(x − xj)dx.

������

����
��	 � ϕ ≡ xj+xj+1

2 �

x = ϕ +
hρj

2
, −1 ≤ h ≤ 1. ������

�� 
�
����� ��
��
�� 	� ���	��
 � ����

xj+1∫
xj

g(x)
xj+1 − x

xj+1 − xj

x − xj

xj+1 − xj
dx

=
1

ρ2
j

∫ 1

−1

g(ϕ + hρj/2)(xj+1 − ϕ − hρj

2
)(ϕ +

hρj

2
− xj)

ρj

2
dh

=
1

2ρj

∫ 1

−1

g(ϕ + hρj/2)
ρ2

j

4
(1 − h)(1 + h)dh.

������

!"�������	 �� �	
� 
�
����� g(ϕ + hρj/2) = g(ϕ) + hρjg
′(ϕ)/2 + O(ρ2

j )�


�� 
#� $�����	 �� ����%�
� ��
� �� (1 − h2) = (1 + h)(1 − h)� � �����&

����	 '%� �� 
�
����� 	� ����"
�� �� �� 	
�%
��
� (����

xj+1∫
xj

g(x)
xj+1 − x

xj+1 − xj

x − xj

xj+1 − xj
dx

=
ρj

8
g(ϕ)

∫ 1

−1

(1 − h2)dh + O(ρ3) =
ρj

6
g(ϕ) + O(ρ3).

����)�

��� ��

�� %	���	 '%�

g(ϕ) = g

(
xj + xj+1

2

)
=

1

2
[g(xj) + g(xj+1)] + O(ρ2). ������
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