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Resúmen

El estudio sistemáti
o de la 
onve

ión en 
apas de �uidos que se 
alientan

desde la base del 
ontenendor y se enfrian en su parte superior se ini
ió


on los trabajos del físi
o fran
és Bénard en 1900 [2℄. En 
ondi
iones de

mi
rogravedad o para 
apas muy delgadas (0.07 a 0.27 mm) apare
e una

inestabilidad de ruptura en lugar de la bien 
ono
ida inestabilidad hexagonal

que estudió Bénard. El primer estudio experimental sobre esta inestabilidad

de ruptura lo realizó S. Van Hook et al [18℄ y [19℄. En la �gura 1 se muestra un

diagrama del sistema estudiado experimentalmente por Van Hook. Se tiene

una 
apa de �uido en un re
ipiente, éste se 
alienta desde su base. Por arriba

del �uido hay una 
apa de gas (generalmente aire) que se enfria. Una de

las propiedades más importantes de la interfase liquido-gas S, es la tensión

super�
ial σ, que depende de los 
ampos presentes 
omo son la temperatura,


ampos elé
tri
os, 
on
entra
iones de alguna sustan
ia en el �uido, et
. En

el sistema que trabajaremos sólo está presente el 
ampo de temperaturas y

σ = σ(T ), expli
itamente, se asume dσ/dT = −σT donde σT es una 
onstante

positiva. De modo que la tensión super�
ial es linealmente dependiente de

la temperatura y 
re
e 
uando la temperatura de
re
e. Como resultado de

la varia
iones de temperatura, sobre S se generarán gradientes de tensión

super�
ial y el líquido que esté en regiones 
alientes será arrastrado ha
ia

regiones frías. Este es el me
anismo de termo
apilaridad, también 
ono
ido


omo el efe
to Marangoni, que indu
e el movimiento 
onve
tivo.

Lo que observaron en [19℄ es que para 
apas muy delgadas de líquido,

el sistema desarrolla un estado deforma
ional (de la interfase S) que puede

tomar la forma de una depresión lo
alizada (un agujero) o una eleva
ión

lo
alizada (un pi
o), que se desarrolle un agujero o un pi
o, depende del

grosor de la 
apa de gas (aire) que se en
uentra arriba del líquido, de la

profundidad de la 
apa de líquido y de los 
oe�
ientes de difusión de la

temperatura en el liquido y en el gas. El desarrollo de una depresión o una

eleva
ión o
asionan que la 
apa del �uido se rompa, por lo que a menudo se



ha
e referen
ia a este fenómeno 
omo inestabilidad de ruptura.

En este trabajo, se ha
e una breve revisión del modelo hidrodinámi
o

propuesto por Swift y Van Hook, que des
ribe la inestabilidad Marangoni

o de ruptura. El modelo hasta donde sabemos, no tiene solu
ión analíti
a y

debe resolverse numeri
amente, para ese �n, usamos métodos espe
trales. Por

ello se ha
e una exposi
ión de estos métodos, y su implementa
ión, primero


on 
ondi
iones de frontera periódi
as 
on una interfase liquido-gas plana, y

luego 
on 
ondi
iones que siguen mejor el proto
olo experimental [1℄, esto es,

que la altura del líquido queda �jo en el menis
o del 
ontenedor (la altura del

líquido queda �ja en las paredes laterales del 
ontenedor) y que la super�
ie

ini
ial no es plana.

El propósito de revisar la 
onve

ión produ
ida por tensión super�
ial,

el modelo Swift-Van Hook y los métodos espe
trales, es el sentar las bases

para el estudio del fenómeno de supresión de la inestabilidad de Rayleigh-

Taylor por la imposi
ión de un gradiente de temperatura que se demostró

experimentalmente en 2001 por J. Burguess y 
olaboradores [3℄, aunque se

predijo teóri
amente desde 1986 [10℄. En el trabajo de J. Burguess et al se

reporta una dis
repan
ia entre los resultados experimentales y la predi

ión

teóri
a de las 
ondi
iones para las 
uales se suprime la inestabilidad. La

hipótesis que Burguess estable
e es que esa dis
repan
ia podría expli
arse 
on

el he
ho de que el líquido queda �jo en las paredes laterales. La presente tesis

reúne las herramientas bási
as para analisar, posteriormente, la inestabilidad

de Rayleigh-Taylor y 
orroborar o des
artar la hipótesis de Burguess.
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Figura 1: Bosquejo del sistema líquido-gas 
alentado desde la base del 
onte-

nedor y enfriado desde arriba (Tb > Tt). La longuitud horizontal del 
ontene-

dor es L, d y dg son las profundidades medias de las 
apas del líquido y del

gas respe
tivamente y h(x, t) es la altura de la interfase líquido-gas. Puesto

que la tensión super�
ial σ disminuye 
on el in
remento de la temperatura,

el líquido de regiones más bajas (más 
aliente y por tanto 
on menor tensión

super�
ial) será jalado a regiones más elevadas (más frias y por tanto 
on

mayor tensión super�
ial) generando movimiento 
onve
tivo.
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Capítulo 1

Introdu

ión.

La transferen
ia de 
alor es un pro
eso por el 
ual se inter
ambia ener-

gía en forma de 
alor entre distintos 
uerpos o entre diferentes partes de

un mismo 
uerpo (o sistema) que están a distinta temperatura. El 
alor se

trans�ere bási
amente de tres formas: por 
onve

ión, radia
ión y por 
on-

du

ión. Aunque estos tres pro
esos pueden tener lugar simultaneamente,

puede o
urrir que uno de los me
anismos predomine sobre los otros dos.

Cuando una 
apa de �uido en reposo se 
alienta desde la base y se enfria

en la parte superior, se estable
e un gradiente de temperatura en la dire

ión

verti
al. El 
alor se difunde ex
lusivamente por 
ondu

ión, y la temperatu-

ra del �uido depende linealmente de la 
oordenada verti
al z desde un valor

T (z = 0) hasta su valor T (zmax). En esta situa
ión, la 
onve

ión se pro-

du
e porque la región inferior del �uido debido al aumento de temperatura

se vuelve menos densa y experimenta una fuerza que tiende a elevarla des-

plazando al �uido que se en
uentra en la parte superior y que está a menor

temperatura y por lo tanto es más denso y tiende a hundirse estable
iendose

así un �ujo 
onve
tivo. La fuerza responsable de este �ujo es el empuje por

�ota
ión.

La 
onve

ión es un fenómeno 
on el que 
onvivimos a diario y que se

mani�esta en varios 
ontextos, por ejemplo: la 
onve

ión en meteorología se

8



produ
e por gradientes de temperatura ampli�
ados 
uando el sol 
alienta la

tierra, teniéndose aire mas 
aliente en su super�
ie que en regiones más altas.

El movimiento 
onve
tivo es 
iertamente un fa
tor importante en el 
ompor-

tamiento del 
lima; en las 
orrientes o
eáni
as la 
onve

ión produ
ida por

gradientes de temperatura y salinidad también juega un papel determinante

así 
omo en el movimiento de las pla
as te
tóni
as las 
uales a su vez de-

terminan el movimiento de los 
ontinentes; en el 
ontexto de la astrofísi
a,

la 
onve

ión juega un papel 
entral en la transferen
ia de 
alor y materia

en el interior de las estrellas. Es remar
able que lo bási
o de la dinámi
a

de estos grandes �ujos 
onve
tivos presentes en la naturaleza puede ser es-

tudiado experimentalmente en un laboratorio 
on dimensiones mu
ho más

pequeñas. Las observa
iones de la forma
ión de patrones 
onve
tivos datan

desde los trabajos de Weber (1855) [20℄ y Thompson (1882) [17℄, pero fue el

físi
o Bénard (1900) quien realizó las primeras investiga
iones sistemáti
as

de 
onve

ión en 
apas de �uidos 
alentadas desde abajo 
on la super�
ie

superior expuesta al aire [2℄. Él observó que en la super�
ie del �uido, se for-

maban 
eldas hexagonales que tenían la forma 
omo de un panal de abejas

en el 
ual el �uido subía por el 
entro de los hexágonos y bajaba por sus

lados.

Para des
ribir el me
anismo de la 
onve
ión térmi
a indu
ida por �ota-


ión, nos �jamos en un elemento de �uido que está más 
aliente (y por tanto

menos denso) que por una perturba
ión se en
uentra en una región más fría

(y por tanto más densa), este elemento, por ser menos denso que la región

que lo rodea, experimentará una fuerza de empuje ha
ia arriba (prin
ipio de

Arquímedes) y empezará a subir. Sin embargo, por efe
tos de difusión de 
a-

lor, el elemento de �uido irá equilibrando su temperatura 
on sus alrededores,

esto se realizará rapida o lentamente de a
uerdo al 
oe�
iente de difusión del

�uido, y esa fuerza de empuje disminuirá y el elemento se empezará a parar,

a esta desa
elera
ión también 
ontribuirá la vis
osidad. Así que habrá una


ompeten
ia entre el gradiente de temperatura por un lado (que desestabi-

liza al sistema) y la difusión y vis
osidad que lo estabiliza (ver �gura 1.1).
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Dependiendo del gradiente de temperatura, la vis
osidad y la rapidez de la

difusión, el movimiento del elemento de �uido permane
erá o desapare
erá.

Uno ini
ia 
on un estado 
ondu
tivo, esto es, el 
alor se transporta sólo por

difusión mientras el �uido esta en reposo. Si por una perturba
ión el �uido

empieza a moverse, este movimiento puede de
re
er y enton
es el sistema

regresa al reposo, en 
uyo 
aso de
imos que el sistema es estable, ó 
re
er y

permane
er, en 
uyo 
aso de
imos que el sistema es inestable.

Fuerza de flotacion

Fuerza viscosa

Difusion termica

Figura 1.1: Me
anismo de �ota
ión que genera movimiento 
onve
tivo. El

gradiente de temperatura es desestabilizador, mientras que la difusión de


alor y la vis
osidad son estabilizadores.

Fue Rayleigh quien intentó expli
ar teori
amente las observa
iones rea-

lizadas por Bénard. Rayleigh trató el problema 
omo un problema de esta-

bilidad [14℄ y en
ontró que la 
antidad, que lleva su nombre, el número de

Rayleigh R ∝ ∆T/νκ (donde ∆T es el gradiente de temperatura, ν es la

vis
osidad 
inemáti
a del �uido y κ es el 
oe�
iente de difusión térmi
o) era

el parámetro de 
ontrol apropiado para la 
onve

ión de Benárd llevada a


abo por el me
anismo de �ota
ión. La importan
ia relativa de estos me
a-

nismos se mide mediante el número adimensional de Rayleigh R que es una

medida de las intensidades relativas del efe
to desestabilizador de la �ota-


ión indu
ida por el gradiente de temperatura, y los efe
tos estabilizadores

de la difusión y vis
osidad. El número de Rayleigh tiene un valor 
ríti
o Rc,
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uando al aumentar el valor de R (aumentando el gradiente de temperatura)

se supera este valor 
ríti
o, se estable
e la 
onve

ión, el �uido más 
aliente

tiende a subir y el más frío tiende a bajar, pero no lo pueden ha
er por el

mismo sitio, esto ha
e que el �uido se divida en 
eldas 
onve
tivas. Rayleigh

mostró que el �ujo 
onve
tivo empieza 
on un número de onda qc 
uando R

ex
ede el valor Rc, el 
ual depende de las 
ondi
iones de frontera. La idea

que la �ota
ión es la 
ausante de la 
onve

ión se mantuvo por varios años,

hasta que algunos autores estudiaron los efe
tos de los gradientes de tensión

super�
ial (Pearson, 1958 [12℄), en donde el parámetro relevante es el número

de Marangoni M ≡ σT ∆Td/ρνκ (aquí σT es el 
oe�
iente de temperatura de

la tensión super�
ial). El número de Marangoni es una medida de las inten-

sidades relativas del efe
to desestabilizador de la termo
apilaridad (indu
ida

por el gradiente de temperatura), y el efe
to estabilizador de la difusión (y

vis
osidad).

En 
apas de �uidos abiertas al aire, los me
anismos de tensión super-

�
ial y �ota
ión pueden operar simultaneamente y produ
ir �ujos 
onve
-

tivos 
onjuntamente [8℄. Para estimar 
uál efe
to es dominante uno puede

�jarse en la razón entre el número de Marangoni y el número de Rayleigh

Γ ≡ M/R = σT /αgρd2. Como Γ no depende de ∆T es una 
antidad �ja

durante un experimento. Resulta ser que Γ > 1 es una 
ondi
ión ne
esaria

pero no su�
iente para que la termo
apilaridad sea el efe
to dominante so-

bre la �ota
ión [7℄. En gravedad terrestre, los �ujos 
onve
tivos indu
idos

por termo
apilaridad son dominantes en 
apas de �uidos muy delgadas, de

otra manera, la �ota
ión juega un papel signi�
ativo. En 
ondi
iones de mi-


rogravedad, la termo
apilaridad es el me
anismo dominante que produ
e

movimiento 
onve
tivo.

1.1. Inestabilidades hexagonal y deforma
ional.

La tensión super�
ial puede 
ausar dos inestabilidades 
ompletamente di-

ferentes: la inestabilidad hexagonal y la inestabilidad deforma
ional de onda
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larga. En una de ellas, hay una transi
ión desde el estado 
ondu
tivo ha
ia


eldas 
onve
tivas hexagonales, 
on un número de onda �nito q = 2πd/λ

donde λ es la longitud de onda 
ara
terísti
a de las 
eldas y d la profundidad

media del �uido. Esta inestabilidad surge de las �u
tua
iones de temperatura

sobre la super�
ie libre. Como resultado de estas �u
tua
iones, el �uido que

está en regiones 
alientes de la super�
ie S es arrastrado a regiones mas frías

donde la super�
ie tiende a 
ontraerse debido a una tensión super�
ial mas

grande (dσ/dT < 0). El �uido del interior del 
ontenedor sube a la super�
ie

para reemplazar al �uido que ha sido arrastrado a otro lugar sobre la super�-


ie. Como el �uido que viene de abajo de la super�
ie es aún mas 
aliente que

en esas regiones 
alientes de S, la perturba
ión original de la temperatura se

ampli�
a. Para gradientes de temperatura su�
ientemente grandes, la difusi-

vidad térmi
a no puede estabilizar al sistema y el movimiento se mantendrá.

Nótese que no hay ninguna referen
ia a la gravedad, así que el me
anismo

es independiente de la gravedad. S
hatz y 
olaboradores realizaron experi-

mentos 
on Γ = 40 
uando la termo
apilaridad es dominante usando 
apas

de �uido de 0.419 mm de espesor, y en
ontraron una transi
ión del estado


ondu
tivo al hexagonal en Mc = 84 
on buena 
on
ordan
ia 
on la teoría

de estabilidad lineal [15℄.

En el segundo tipo de inestabilidad 
ausada por tensión super�
ial, hay

una transi
ión del estado 
ondu
tivo a la ruptura de la 
apa de �uido. La


apa se rompe ha
ia �arriba� o ha
ia �abajo�, es de
ir, formando ya sea una

depresión lo
alizada (un agujero) o una eleva
ión lo
alizada (un pi
o). La

inestabilidad deforma
ional de longitud de onda larga, surge de las �u
tua-


iones de la altura h(x, y) de la interfase líquido-gas S, la 
ual indu
e varia-


iones en la temperatura de la super�
ie libre que a su vez genera gradientes

de tensión super�
ial que ampli�
an las �u
tua
iones. Para un gradiente de

temperatura su�
ientemente grande la gravedad no puede estabilizar esta

perturba
ión deforma
ional por lo que la interfase tiende a romperse. Esta

es la inestabilidad que revisaremos en este trabajo. Los valores de Γ en [19℄

están en un rango de 102 y 103 así que R << Rc.
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Parámetros Simbolo

Tensión Super�
ial σ

Coe�
iente de Tensión Super�
ial(−dσ/dT ) σT

Densidad del líquido ρ

Difusividad Térmi
a del líquido κ

Vis
osidad Cinemáti
a del líquido ν

Coe�
iente de expansión térmi
a del líquido α

Condu
tividad Térmi
a del líquido k

Condu
tividad Térmi
a del gas kg

profundidad media del liquido d

profundidad media del gas d

Tabla 1.1: Nota
ión usada para las 
antidades �si
as que intervienen en la


onve

ión de ruptura indu
ida por tensión super�
ial.

1.2. Me
anismos y Es
alas de Tiempo.

En un experimento de 
onve

ión de Bénard existen tres me
anismos

(termo
apilaridad, gravedad y difusividad) los 
uales son estabilizadores (la

gravedad y la difusividad) y desestabilizadores (la termo
apilaidad). Como

se men
ionó anteriormente, los me
anismos estabilizadores 
ompiten 
on los

efe
tos desestabilizadores debido a los diferentes tipos de �u
tua
iones. El

me
anismo de estabiliza
ión es diferente para 
ada una de las inestabilidades

hexagonal y longitud de onda larga.

Debido a estos tres me
anismos, 
onse
uentmente, existen tres es
alas

de tiempo aso
iadas 
on ellos, el tiempo termo
apilar t2termocap =
ρd3

σT ∆T
, el

gravita
ional t2grav =
d

g
y el difusivo t2dif =

d4

νκ
. La razón entre las es
alas de

tiempo difusivo y gravita
ional se 
ono
e 
omo el número de Galileo

13



G ≡
t2dif

t2grav

=
gd3

νκ
, (1.1)

que es una medida relativa de la intensidad de los dos me
anismos estabili-

zadores. El me
anismo estabilizador 
on la es
ala de tiempo más grande es

el que determina el 
riterio del tipo de 
onve

ión 
omo se des
ribe a 
onti-

nua
ión. Cuando G es grande, tgrav es pequeño, es de
ir, y la gravedad a
túa

rápidamente para estabilizar la inestabilidad deforma
ional manteniendo la

interfase plana estabilizada. Por tanto, la 
onve

ión hexagonal se vuelven la

inestabilidad primaria. El parámetro relevante para determinar estabilidad

en este 
aso es el número de Marangoni

M ≡
t2dif

t2termocap

=
σT ∆Td

ρνκ
. (1.2)

Cuando M es su�
ientemente grande, la termo
apilaridad es su�
ientemente

fuerte para derrotar la difusión ini
iando así la 
onve

ión hexagonal.

Por otro lado, 
uando G es pequeño, la es
ala de tiempo difusiva tdif

es pequeña, así que las perturba
iones en la temperatura son rápidamen-

te suprimidas, y la gravedad a
túa relativamente lenta para estabilizar las

inestabilidades deforma
ionales que se 
onvierten en las primarias y 
ondu-


en a la ruptura de la 
apa de �uido. En este 
aso, el parámetro relevante

que determina el ini
io de la inestabilidad es el así llamdo número de Bond

Dinámi
o Inverso

D ≡
t2grav

t2termocap

=
M

G
=

σT ∆T

ρgd2
. (1.3)

Cuando D es su�
ientemente grande, el efe
to de termo
apilaridad es más

fuerte que el efe
to de la gravedad y por lo tanto la derrota, lo que o
asiona

que el sistema se vuelva inestable para deforma
iones de la interfase.

En la �gura 4.2 se tiene el diagrama de estabilidad en el espa
io de pará-

metros M −G 
on los límites entre el estado 
ondu
tivo y las inestabilidades

14



hexagonal y deforma
ional. En el 
apítulo siguiente, exponemos el modelo

desarrollado por Swift y Van Hook para el estudio de la inestabilidad de

ruptura.

hexagonos

conduccion

longitud de onda

larga

0

0

40

120 240

80

120

G

M

Figura 1.2: Diagrama de inestabilidades que muestra las regiones donde las

inestabilidades deforma
ional y hexagonal surgen en el espa
io M − G.

1.3. Análisis de estabilidad lineal

Para terminar este 
apítulo, haremos una exposi
ión general y muy breve

de la teoría de estabilidad lineal. La dinámi
a de un sistema ya sea físi
o,

biológi
o, quími
o, e
onómi
o, ét
., generalmente se modela a través de un

sistema de e
ua
iones diferen
iales que pueden surgir de leyes más fundamen-

tales ó modelos empíri
os. En me
áni
a de �uidos, la dinámi
a es gobernada

por las e
ua
iones de Navier-Stokes, o modelos derivados de ellas, para un

15



sistema me
áni
o, la dinámi
a será gobernada por las e
ua
iones de Newton,

Lagrange ó Hamilton, y así su
esivamente. El propósito de la teoría de esta-

bilidad lineal, es estudiar bajo que 
ondi
iones un estado de un sistema (en

nuestro 
aso, por ejemplo, el estado 
ondu
tivo) es inestable ante pequeñas

perturba
iones, es de
ir, las 
ir
unstan
ias bajo las 
uales un estado del siste-

ma sufrirá una transi
ión a otro estado de movimiento. En 
ualquier sistema

físi
o es inevitable la presen
ia de perturba
iones, aun 
uando se tengan ex-

perimentos 
uidadosamente 
ontrolados, éstas estarán presentes. Enton
es la

pregunta es si estas perturba
iones 
re
erán llevando al sistema a otro esta-

do, en 
uyo 
aso se di
e que el sistema es inestable, ó si estas perturba
iones

no 
re
erán y eventualmente se anularán, permane
iendo el sistema de este

modo, en el mismo estado, en 
uyo 
aso el sistema se di
e que es estable.

Para tener una idea más 
lara al respe
to, expondremos la idea 
entral de

la teoría de estabilidad lineal 
omo apare
en en los libros de texto de dinámi
a

nolineal y 
aos [16℄. Di
ho análisis se ha
e alrededor de los puntos �jos del

sistema, en nuestro 
aso, el �punto� �jo sería el estado 
ondu
tivo. En los

textos, generalmente se realiza el análisis a e
ua
iones de la forma ~̇x = ~f(~x),

esto no debe extrañarnos pues siempre es posible es
ribir e
ua
iones de orden

superior en esta forma. Y es 
on este tipo de sistemas que ha
emos aquí el

análisis. Ini
iamos 
on el 
aso 1-dimensional

ẋ = f(x), (1.4)

donde f es una fun
ión de una sola variable real bien 
omportada (
ontinua

y su primera derivada también 
ontinua). De
imos que x̃ es un punto �jo si

f(x̃) = 0. Una vez lo
alizados los puntos �jos, uno puede 
olo
arse �
er
a� de

uno de ellos (en el punto x(t)) y preguntarse por la evolu
ión de x(t). Este

punto x(t) puede alejarse, a
er
arse, o mantenerse moviendo alrededor del

punto �jo x̃. La 
lasi�
a
ión de los puntos �jos se da en base a estos 
ompor-

tamientos de un punto �
er
ano� x(t). Ini
iemos analizando la estabilidad de

un punto �jo x̃ de la e
ua
ión diferen
ial (1.4) 
onsiderando una perturba
ión

alrededor del punto �jo x̃, que llamaremos η, la 
ual expresaremos 
omo
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η(t) = x(t) − x̃

así que x(t) = η(t) + x̃ es un punto alejado de x̃ por una �distan
ia� η, que


onsideraremos pequeña. Una pregunta natural es 
ómo evolu
iona η(t) en

el tiempo (o equivalentemente, 
ómo evolu
iona un punto �
er
ano� x(t)).

Deseamos enton
es obtener una e
ua
ión para η, que será

η̇ =
dη

dt
=

d

dt
[x(t) − x̃] =

dx

dt
= ẋ(t) = f(x) = f(η + x̃) (1.5)

Hagamos una linealiza
ión de η̇ (es de
ir, despre
iaremos los términos de

orden iguales y superiores a η2) por medio de la expansión en serie de Taylor

de f(η + x̃)

η̇ = f(x̃) +
(∂f

∂x

)

x̃
(x − x̃) + ϑ[(x − x̃)2]. (1.6)

Si 
onsideramos que η << 1 podremos despre
iar los términos de orden

2 y mayores, así la e
ua
ión (1.6) nos queda

η̇ = f ′(x̃)η.

Resolviendo esta e
ua
ión diferen
ial tendremos que η = η0 ef ′(x̃)t, donde η0,

la perturba
ión ini
ial, es una 
onstante. Podemos ahora observar que su

solu
ión está determinada por el signo que tome f ′(x̃) enton
es: si f ′(x̃) > 0,

η 
re
e, de
imos que x̃ es un punto inestable. Si f ′(x̃) < 0, η de
re
e, de
imos

que x̃ es punto estable. Notamos que la estabilidad de un punto �jo, en el


aso 1-dimensional, depende del signo de la primera derivada de la fun
ión

f en el punto �jo bajo 
onsidera
ión. Para el 
aso de n variables, la derivada

de la fun
ión ya no es simplemente un número, y ne
esitaremos otro 
riterio.

A 
ontinua
ión analizamos el 
aso n−dimensional. Consideremos al sistema

17



d~x

dt
= ~f(~x) (1.7)

donde f : Rn → Rn, es una fun
ión de 
lase C1. En 
omponentes (1.7) se ve


omo

~̇x =
d~x

dt
=













ẋ1

ẋ2

...

ẋn













= ~f(~x(t)) =













f1(x)

f2(x)
...

fn(x)













,

de
imos que x̃ es un punto �jo si ~f(x̃) = 0. Si 
onsideramos un punto ~x(t)


er
ano a x̃, éste lo es
ribiremos 
omo

~x(t) = x̃ + ~η (1.8)

Las 
omponentes de 
ada ve
tor son

~x = (x1x2 . . . xn), x̃ = (x̃1x̃2 . . . x̃n), ~η = (η1η2 . . . ηn).

Ahora anali
emos 
omo 
ambia ~η 
on respe
to al tiempo. Derivando la e
ua-


ión (1.8) tenemos

d~x

dt
=

dx̃

dt
+

d~η

dt
=

d~η

dt
.

Desarrollando en serie de Taylor la i−ésima 
omponente de ~f(~x) uno llega a

η̇i = fi(x̃) +
1

j!

n
∑

j=1

∂fi (x̃)

∂xj

ηj + ϑ(η2), (1.9)

donde i = 1, 2, 3, . . . n. Si 
onsideramos que η << 1 despre
iaremos los térmi-

nos de orden 2 en η, 
onservando sólo los términos lineales. De esta manera

en
ontramos que la e
ua
ión para ~η(t) es

18



η̇i =
n
∑

j=1

(

∂fi

∂xj

)

x̃

ηj. (1.10)

La matriz Ja
obiana

(

∂fi

∂xj

)

x̃

= J, (1.11)

se evalúa en el punto �jo x̃. La e
ua
ión (1.10) es
rita en forma matri
ial es

~̇η = J~η,


on la experien
ia en el 
aso 1-dimensional, proponemos una solu
ión de la

forma

~η = ~η0e
λ t

(1.12)

Este resultado nos 
ondu
e a un problema de valores propios: J~η0 = λ~η0. Los

valores propios determinarán el 
ará
ter de un punto �jo.

Un ejemplo de lineariza
ión alrededor del punto �jo ~0, lo veremos 
on el

sistema

ẋ = f1(x, y) = µx − y + xy2

ẏ = f2(x, y) = x + µy + y3
(1.13)

La matriz Ja
obiana es,

J =

(

f11 f12

f21 f22

)

~0

=

(

µ −1

1 µ

)

Donde fij = ∂fi/∂xj y x1 = x, x2 = y. Como puede verse inmediatamente,

la e
ua
ión linealizada ~̇x = J~x es

ẋ = f1(x, y) = µx − y

ẏ = f2(x, y) = x + µy
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que equivale a simplemente despre
iar los términos no-lineales en (1.13). De

esta última e
ua
ión uno puede determinar los valores propios y ve
tores

propios y determinar el tipo de punto �jo que se tiene. Una 
lasi�
a
ión


ompleta para el 
aso 2-dimensional se en
uentra en [16℄. Ya no la haremos

aquí, el próposito de esta primera se

ión era dar no
iones generales de la

teoría de estabilidad lineal.
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Capítulo 2

Modelo de Swift-Van Hook

Swift y Van Hook [19℄ derivaron una e
ua
ión de evolu
ión de la altura

h(x, t) de la interfase liquido-gas a partir de las e
ua
iones de 
ondu

ión

de 
alor, de Navier-Stokes, de 
ontinuidad, las 
ondi
iones de frontera de la

velo
idad y temperatura en la base del 
ontenedor, la 
ondi
ión 
inemáti
a

en la super�
ie de la intefase, las 
ondi
iones de frontera en la interfase del

esfuerzo normal y tangen
ial, y la 
ondi
ión de frontera de la temperatura

en la parte superior de 
ontenedor. Su modelo toma en 
uenta el efe
to de la

deforma
ión sobre el per�l de la temperatura en la super�
ie S. En el estado


ondu
tivo, 
uando la super�
ie S no se ha deformado, la diferen
ia uniforme

de temperatura a lo largo de la 
apa de �uido ∆T puede 
al
ularse a partir

de la temperatura en Ts y Tb. En efe
to, de la 
onserva
ión del �ujo de 
alor

en la interfase, se tiene

k
(∆T )

d
= kg

(∆T )gas

dg

= kg
Tb − Tt − ∆T

dg

,

despejando ∆T se tiene que

∆T =
Tb − Tt

1 +
kdg

kgd

, (2.1)
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donde Tt y Tb son las temperaturas 
orrespondientes a la parte inferior y

parte superior respe
tivamente de nuestro sistema (ver �gura 1). Se usa ∆T

dado por (2.1), 
omo la diferen
ia de temperatura 
ara
terísti
a a través de

la 
apa de �uido; además tomamos 
omo la temperatura lo
al de la intefase

S la dada por (2.1) 
on d → h(x, y, t) y dg/d → [dg/d − (h(x, y, t) − 1)], o

bien

T (x, y, z = h) = Tb −
Tb − Tt

1 + (dg/d−h(x,y,t)+1)k

h(x,y,t)kg

= Tb −
∆Th

1 + F − Fh
(2.2)

donde h(x, y, t) es adimensionaliza 
on d, y F está dado por

F =

d
dg

− kgd

kdg

1 + kgd

kdg

. (2.3)

Como men
ionamos anteriormente, el punto de partida para la dedu

ión

del modelo de Swift-Van Hook lo 
onstituyen las e
ua
iones de 
ondu

ión

de 
alor, de Navier-Stokes, de 
ontinuidad, las 
ondi
iones de frontera de la

velo
idad y temperatura en la base del 
ontenedor, la 
ondi
ión 
inemáti
a

en la super�
ie de la intefase, las 
ondi
iones de frontera en la interfase del

esfuerzo normal y tangen
ial, y la 
ondi
ión de frontera de la temperatura

en la parte superior del 
ontenedor, a saber

∂T

∂t
+ (~u · ~∇)T = ∇2T (2.4)

1

Pr

[

∂~u

∂t
+ (~u · ~∇)~u

]

= −~∇P + ∇2~u − Gẑ (2.5)

~∇ · ~u = 0 (2.6)

T = ~u = 0 en z = 0 (2.7)
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w =
∂h

∂t
+ ~u · ~∇h en z = h (2.8)

∂S

∂xti

=

(

∂un

∂xti

+
∂uti

∂xn

)

(i = 1, 2) en z = h (2.9)

P − S

(

1

R1

+
1

R2

)

= 2

(

∂un

∂xn

)

en z = h (2.10)

T = −1 + H

H
en z = 1 +

dg

d
(2.11)

en estas e
ua
iones se ha es
rito a la velo
idad en 
omponentes, siendo ~u⊥

la 
omponente horizontal y w la 
omponente verti
al, a demás

~∇⊥ ≡ x̂
∂

∂x
+ ŷ

∂

∂y
(2.12)

notemos que 
omo h(x,y) no depende de z, enton
es ~∇h = ~∇⊥h, R1 y R2 son

los radios de 
urvatura de la interfa
e.

En las e
ua
iones anteriores las variables que apare
en son adimensionali-

zadas de la siguiente manera: las longitudes son adimensionalizadas por d, el

tiempo por d2/κ, las velo
idades por κ/d, la presión por ρνκ/d2, las tempe-

raturas por ∆T , la tensión super�
ial por ρνκ/d, la a
elera
ión gravita
ional

adimensional es el número de Galileo G y la altura de la interfase h(x, y)

es adimensionalizada por la profundidad media del líquido d. Así, para el


aso del estado no deformado h(x, y) = 1. En ausen
ia de deforma
ión de la

interfa
e, la tensión super�
ial adimensional es S ≡ σd/ρνκ.

Se asume que la extensión horizontal L de la 
elda experimental es mu
ho

más grande que d y dg y en efe
to este es el 
aso en los experimentos de Van

Hook, ya que dg es típi
amente dos ve
es d y L/d > 100, esto impli
a que el

número de onda fundamental q = 2πd/L es pequeño (0 < q << 1, o d << L)

y podría ser usado 
omo un parámetro de pequeñez en una expansión de

las e
ua
iones. En base a esto se adoptan las siguientes es
alas: todas las
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derivadas temporales y espa
iales en la dire

ión horizontal se 
onsideran de

O(q); mientras que las derivadas en la dire

ión verti
al son de O(1), ~u⊥

que es la 
omponente horizontal de la velo
idad es de O(1), w que es la


omponente verti
al de la velo
idad es deO(q), la presión P es de O(q−1), la

tensión super�
ial adimensionalizada S es de O(q−3), ∂S/∂T es de O(q−1),

la a
elera
ión gravita
ional adimensionalizada G es de O(q−1) y Pr > 1.

Estos ordenes de es
ala son ne
esarios para que los tres efe
tos importantes

(termo
apilaridad, gravedad y tensión super�
ial) aparez
an en un orden más

bajo. Al orden más bajo, las e
ua
iones anteriores nos quedan de la siguiente

manera:

∂2T

∂z2
= 0 (2.13)

∂2~u⊥

∂z2
= ~∇⊥P (2.14)

∂P

∂z
+ G = 0 (2.15)

~∇⊥ · ~u⊥ +
∂w

∂z
= 0 (2.16)

T = ~u⊥ = w = 0 en z = 0 (2.17)

∂h

∂t
= w(h) − ~u⊥(h) · ~∇h (2.18)

~∇h · ~∇S − ~∇h · ∂~u⊥

∂z
= 0 en z = h (2.19)

[

~∇h × ~∇⊥S − ~∇h × ∂~u⊥

∂z

]

· ẑ = 0 en z = h (2.20)
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P + S∇2h = 0 en z = h (2.21)

T =
−h

1 + F − Fh
en z = h (2.22)

Después de tomar en 
uenta los ordenes de es
ala, 
on las e
ua
iones

resultantes del es
alamiento, vamos a obtener paso a paso la e
ua
ión no

lineal de evolu
ión para la altura h(x, y) de la interfase. De las e
ua
iones

(2.15) y (2.21) tenemos que

P (~x, t) = −S∇2h + G(h − z) (2.23)

de la e
ua
ión (2.14), tenemos que

∂2~u⊥

∂z2
= −S~∇∇2h + G~∇h (2.24)

integrando dos ve
es 
on respe
to a z la e
ua
ión (2.24)y apli
ando la e
ua-


ión (2.17), tenemos que

~u⊥ =
(

−S~∇∇2h + G~∇h
) z2

2
+ ~a(~x⊥, t)z (2.25)

para obtener la 
onstante ~a usamos la e
ua
ión (2.19) y obtenemos que

~u⊥ =
(

−S~∇∇2h + G~∇h
) z2

2
+ z

(

Sh~∇∇2h − Gh~∇h + ~∇⊥S
)

(2.26)

esta última e
ua
ión satisfa
e automati
amente la 
ondi
ión a la frontera

dada por la e
ua
ión (2.20). Usando las e
ua
iones (2.16) y (2.17) para la


omponente verti
al de la velo
idad se tiene que

w =
(

S∇2∇2h − G∇2h
) z3

6
(2.27)

− z2

2

[

S~∇ · (h~∇∇2h) − G~∇ · (h~∇h) + ∇2
⊥S
]
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ahora, para obtener ∂h/∂t usamos la e
ua
ión (2.18) para T (x, y, z = h) y

se tiene que

∂h

∂t
+ ~∇ ·

[

−DGh2

2
~∇T − Gh3

3
~∇h +

h3

3Cr
∇2~∇h

]

= 0 (2.28)

en esta última e
ua
ión insertamos la e
ua
ión (2.22) y multipli
ando por

3/G tenemos que

3

G

∂h

∂t
+ ~∇ ·

[

3D

2

(1 + F )h2~∇h

(1 + F − Fh)2
− h3~∇h +

h3

GCr
∇2~∇h

]

= 0 (2.29)

Con el �n de tener números enteros para el número de onda q res
alamos

el dominio de x y de y en el intervalo de [0, 2π), y res
alamos el tiempo por

el fa
tor G(L/2πd)2/3 a G(L/2π)2/3κ, después de tomar en 
uenta estos

es
alamientos tenemos que la e
ua
ión de evolu
ión dos dimensional para la

altura h(x, y) del líquido es

∂h

∂t
+ ~∇ ·

[

3D

2

(1 + F )h2~∇h

(1 + F − Fh)2
− h3~∇h +

h3

B
∇2~∇h

]

= 0 (2.30)

≡ ∂h

∂t
+ ~∇ · J(x, y, t) = 0

donde D es el número de Bond dinámi
o inverso, F es el número de Biot dos-


apas el 
ual des
ribe el transporte de 
alor en la interfase (
uando F < 1/2

se forman depresiones lo
alizadas o agujeros y 
uando F > 1/2 se forman

eleva
iones lo
alizadas o pi
os) y B es el número de Bond estáti
o B ≡
ρg(L/2π)2/σ > 0. En la e
ua
ión (2.30) apare
en los tres me
anismos que

están presentes en la 
onve

ión: termo
apilaridad, gravedad y la tensión

super�
ial y están representados respe
tivamente por 
ada uno de los tres

términos no lineales dentro de los 
or
hetes. Como el sistema líquido-gas está

delimitado por dos pla
as, siempre se mantiene la restri

ión 0 ≤ h(x, y) ≤

26



(d + dg)/d. Cabe men
ionar que en los experimentos de Van Hook, uno de

los valores más usado de B es B = 18.

Para 
ondi
iones de frontera periódi
as la e
ua
ión (2.30) satisfa
e la

e
ua
ión de 
onserva
ión del líquido

∫ 2π

0

(h(x) − 1)dx = 0, (2.31)

la 
ondi
ión ini
ial h(x, t = 0) también satisfaga esta e
ua
ión de 
ontinui-

dad.

2.1. Análisis lineal de la e
ua
ión de evolu
ión.

Vamos a asumir que la interfase es plana en su estado de 
ondu

ión, de

modo que h = 1, y le añadimos una pequeña perturba
ión η(x, t), de modo

que h = 1 + η, que sustituimos en la e
ua
ión (2.30), si despre
iamos los

terminos de orden η2 y mayores, se llaga a la e
ua
ión linealizada

∂η

∂t
+ ǫ∇2η +

1

B
∇2∇2η = 0, (2.32)

donde

ǫ =
3D(1 + F )

2
− 1. (2.33)

Si ahora asumimos una solu
ión periódi
a

η(x, y, t) = ηq1,q2e
γqtei(q1x+q2y)

(2.34)

sustituyéndola en la e
ua
ión linealizada obtenemos que la razón de 
re
i-

miento del modo q-ésimo (donde q2 = q2
1 + q2

2) es

γq = q2

(

ǫ − q2

B

)

≡ q2ǫq (2.35)

27



el parámetro de 
ontrol para un modo de número de onda �nito q está re-

presentado por ǫq. Cuando γq > 0 el sistema es inestable, de lo 
ontrario

es estable. γq > 0 si y solo si ǫ − q2/B es positivo. Para el primer modo

(q = 1) y el valor experimental B = 18 la estabilidad marginal se tiene en

D(1 + F ) =0.7037.

El análisis de estabilidad lineal de la e
ua
ión de evolu
ión solamente da el


rietrio del umbral de la inestabilidad 
on las e
ua
iones linealizadas, es de
ir,


on perturba
iones muy pequeñas. Para determinar 
ómo se desarrolla el

sistema una vez que se ha
e inestable debe resolverse la e
ua
ión de evolu
ión

no lineal. Para ello utilizamos métodos espe
trales 
on la base de Chebyshev.

En el siguiente 
apítulo ha
emos una des
rip
ión general de estos métodos.
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Capítulo 3

Base de Fourier y Chebyshev

3.1. Introdu

ión

Mu
has de las e
ua
iones diferen
iales par
iales aso
iadas a teorias físi-


as son en general, imposibles de resolver analiti
amente. La di�
ultad de

resolver estas e
ua
iones diferen
iales par
iales puede deberse a la presen-


ia de fronteras irregulares o a la existen
ia de términos no lineales en las

e
ua
iones mismas, en estos 
asos es ne
esario re
urrir a los métodos numé-

ri
os. Existen distintas formas de resolver e
ua
iones diferen
iales de forma

numéri
a, las más populares son tres: Método de Diferen
ias Finitas, Méto-

do de Elementos Finitos y Métodos espe
trales. Aunque en los ultimos años

se ha estado utilizando también 
on mu
ho éxito el método hidródinami
o

de partí
ulas suaves (SPH por sus siglas en inglés). Aquí vamos a utilizar

Métodos Espe
trales, éstos han probado ser una herramienta muy útil para

simula
iones a gran es
ala en dinámi
a de �uidos y tienen apli
a
iones en

turbulen
ia, modelaje global del 
omportamiento 
limáti
o y en la dinámi
a

de los o
eános, por men
ionar sólo algunas de sus apli
a
iones.

Los métodos espe
trales se usan para en
ontrar solu
iones numéri
as a

e
ua
iones de la forma
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∂u(x, t)

∂t
= O(x, t)u(x, t) xǫD, (3.1)

B(x)u(x, t) = 0 xǫ∂D, (3.2)

u(x, 0) = g(x) xǫD, (3.3)

donde D es el dominio espa
ial del sistema y ∂D es su frontera, O(x, t)

es un operador diferen
ial que a
túa sobre u, B representa las 
ondi
iones

de frontera y g(x) la 
ondi
ión ini
ial. La idea bási
a en los ME es bus
ar

solu
iones aproximadas al problema (3.1) - (3.3) 
omo una serie trun
ada

de una base de fun
iones {Φn(x)} ortogonales suaves, esto es, la solu
ión

aproximada se propone de la forma

uN(x, t) =
N
∑

n=0

an(t)Φn(x). (3.4)

Así que aquí, las in
ógnitas son los 
oe�
ientes an. Una vez obtenidos los


oe�
ientes la solu
ión estará 
ompleta y no se tendrá ninguna dis
retiza
ión

espa
ial, es de
ir, la solu
ión se tendría en todo el dominio espa
ial. Esta


ara
terísti
a 
ontrasta 
on el método de diferen
ias �nitas, donde la solu
ión

se da sólo en los puntos de la malla.

La ele

ión del 
onjunto de fun
iones ortogonales que se van a utilizar para

en
ontrar la solu
ión aproximada, depende de las 
ondi
iones de frontera del

sistema. Para 
ondi
iones de frontera periódi
as se elige ordinariamente, la

base de Fourier Φn(x) = eikx. Para 
ondi
iones de frontera no periódi
as, se

utilizan polinomios ortogonales, por ejemplo los polinomios de Chebyshev, de

Legendre, de Hermite, et
etera. Cuando hay simetría par o impar se usan las

fun
iones 
oseno o seno respe
tivamente. Pero en generales, los polinomios de

Chebyshev son la mejor op
ión, ya que estos se adaptan bien a 
ondi
iones

de frontera arbitrarios y tienen a su disposi
ión las Trasformadas de Fourier

Rápidas, pués estos polinomios son una serie de Fourier disfrazada.
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La forma en que se en
uentran los 
oe�
ientes an da lugar a los diferentes

métodos espe
trales, los más 
ono
idos son: el método de Galerkin, el método

Tau y el método de Colo
a
ión. Cómo usaremos la base de Chebyshev y ésta

es una serie disfrazada de Fourier, en la siguiente se

ión daremos algunos

elementos de estas bases.

3.2. Base de Fourier

La serie de Fourier de una fun
ión u(x) tiene la forma

u(x) = a0 +
∞
∑

n=1

an cos(nx) +
∞
∑

n=1

bn sen(nx), (3.5)

donde los 
oe�
ientes estan dados por:

a0 =
1

2π

∫ π

−π

u(x)dx,

an =
1

π

∫ π

−π

u(x)cos(nx)dx,

bn =
1

π

∫ π

−π

u(x)sen(nx)dx.

La serie de Furier se puede es
ribir en forma 
ompleja 
omo sigue

u(x) =
∞
∑

n=−∞

ûneinx
(3.6)

donde los 
oe�
ientes ûn se 
al
ulan 
on

ûn =
1

2π

∫ π

−π

u(x)e−inxdx (3.7)
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los 
oe�
ientes ûn de la serie de Fourier 
ompleja están rela
ionados 
on los


oe�
ientes a0, an y bn de la siguiente manera

ûn =











a0 , n = 0

(an − ibn)/2 , n > 0

(a−n + ib−n)/2 , n < 0

Desde el punto de vista de los métodos espe
trales, la pregunta relevante

es 
úan bien la serie trun
ada de Fourier

PNu(x) = uN(x) =
∑

|n|≤N/2

ûnexp(inx) (3.8)

se aproxima a la fun
ión u(x). Para responder esta pregunta re
ordamos

primero un teorema bien 
ono
ido de análisis de Fourier,

Si
∑

|n|<∞ |ûn|2 < ∞ enton
es la serie trun
ada 
onverge en la norma L2

||u − PNu||L2[D] → 0 cuando N → ∞ (3.9)

El he
ho de que la serie trun
ada 
onverja impli
a que el error es domi-

nado por la �
ola� de la serie, es de
ir, se tiene que el error de trun
a
ión

es

||u − PNu||2L2[D] = 2π
∑

|n|>N/2

|ûn|2 (3.10)

De modo que el error 
ometido al reemplazar u(x) 
on la serie trun
ada

de Fourier de N -ésimo orden depende solamente de qué tan rápido de
aen los


oe�
ientes de la expansión de u(x) y a su vez, esto depende de la suavidad de

la fun
ión. Otro resultado bien 
ono
ido en los textos de análisis de Fourier es
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Si una fun
ión u(x), sus primeras (m − 1) derivadas y sus extensiones

periódi
as son 
ontinuas y si su m-ésima derivada u(m)(x) ∈ L2[0, 2π] enton-


es para toda n 6= 0 los 
oe�
ientes de Fourier ûn de u(x) de
aen 
omo

|ûn| ∝
(

1
n

)m
.

L2[0, 2π] puede es
ribirse 
omo L2[−π, π] dependiendo de donde se haya

de�nido la serie de Fourier. ¾Qué pasa si u(x) ∈ C∞[0, 2π]? En ese 
aso

ûn de
ae más rápido que 
ualquier poten
ia negativa de n, esta propiedad

se 
ono
e 
omo 
onvergen
ia espe
tral. Se sigue que entre más suave sea la

fun
ión más rápido 
onverge la serie trun
ada.

3.2.1. Teorema de 
onvolu
ión

Para e
ua
iones nolineales, a menudo es ne
esario 
ono
er los 
oe�
ientes

de la expansión de un produ
to de fun
iones 
uyos 
oe�
ientes de sus ex-

pansiones respe
tivas ya se 
ono
en, es de
ir dadas dos fun
iones f y g que

pueden ser representadas en la base de Fourier Φn(x) = einx

fN(x) =
∑

|n|≤N/2

f̂nΦn(x) y gN(x) =
∑

|m|≤N/2

ĝmΦm(x), (3.11)

enton
es, para el produ
to P (x) = (fg)(x) tenemos que

P (x) =
∑

k

pkΦk(x) =
∑

|n|≤N/2

f̂nΦn(x)
∑

|m|≤N/2

ĝmΦm(x)) (3.12)

Si multipli
amos por Φ∗
l (x) = e−ilx e integramos en el dominio de la fun
ión,

debido a la ortogonalidad de la base de Fourier, los 
oe�
ientes pk estarán

dados por

pk =
∑

k=m+n

f̂nĝm, (3.13)
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Este resultado 
onstituye el teorema de 
onvolu
ión para la base de Fourier

y puede llegar a ser útil; sin embargo, no son tan e�
ientes numeri
amen-

te hablando, y son pra
ti
amente imposibles de apli
ar para nolinealidades


omo

P (x) =
1

1 − u + u2

du

dx
, (3.14)

donde dados los 
oe�
ientes de la expansión de u y de su derivada, el 
ál
ulo

de los 
oe�
ientes de la expansión de P (x), es de
ir los pn, resulta pra
ti-


amente imposible 
on teoremas de 
onvolu
ión. Por otra parte, las series

de Fourier de una fun
ión arbitraria u(x) requieren de la evalua
ión de los


oe�
ientes

ûn =
1

2π

∫ 2π

0

u(x)e−inxdx,

que en general no se 
ono
en en forma 
errada y deben aproximarse. Estas

dos in
onvenien
ias se pueden superar 
on las transformadas dis
retas de

Fourier, las 
uales introdu
imos en la siguiente se

ión. No obstante, hay

un pre
io a pagar: la introdu

ión de los errores de aliasing, que también

dis
utiremos.

3.2.2. Transformadas Dis
retas de Fourier

Las transformadas dis
retas de Fourier (TDF), se de�nen 
on base en una

dis
retiza
ión del dominio espa
ial: {xj = 2πj/N} 
on j = 0, 1, 2, ..., N − 1,

su de�ni
ión es

ũk =
1

N

N−1
∑

j=0

u(xj)e
−ikxj k = −N/2, ..., N/2 − 1 (3.15)

que vendría a ser el análogo de los 
oe�
ientes de la serie de Fourier para una

fun
ión u(x)
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ûn =
1

2π

∫ 2π

0

u(x)e−inxdx (3.16)

Se puede mostrar que la fórmula de inversión de (3.15) es

u(xj) =

N/2−1
∑

k=−N/2

ũke
ikxj 0 ≤ j ≤ N − 1. (3.17)

donde estamos pensando que N es par. (3.17) sería el equivalente de

u(x) =

N/2−1
∑

k=−N/2

ûke
ikx

(3.18)

La transforma
ión (3.17) se 
ono
e 
omo la transformada inversa dis
reta

de Fourier, y (3.15) la transformada dire
ta dis
reta de Fourier. Como 
onse-


uen
ia de (3.17) se de�ne el polinomio interpolante trigonométri
o de orden

N/2 de u en los nodos xj 
omo

INu(x) =

N/2−1
∑

n=−N/2

ũneinx, (3.19)

es de
ir, evaluando IN en los nodos xj, se tiene que IN(xj) = u(xj) 
on

j = 0, ..., N − 1. (3.19) también se 
ono
e 
omo serie de Fourier dis
reta de

u.

Las TDF (3.15) y (3.17), pueden pensarse 
omo un mapeo entre el 
onjun-

to de N 
antidades 
omplejas {u(xj)}j=0,...,N−1 y el 
onjunto de N numeros


omplejos {ũk}k=−N/2,...,N/2−1. Es de
ir, a 
ualquier fun
ión u(x) evaluada en

la red xj puede obtenérsele sus 
oe�
ientes dis
retos ũk via (3.15) y también,

dados los 
oe�
ientes dis
retos ũk, pueden en
ontrarse los valores de u en

xj via (3.17). Esto llega a ser en muy útil por dos razones, la primera es

que, 
omo ya hemos men
ionado, los 
oe�
ientes 
ontinuos ûk no siempre

pueden obtenerse en forma analíti
a 
errada y deben aproximarse, pero aún

puede haber di�
ultades para su obten
ión numéri
a para algunas fun
iones.

35



La segunda razón tiene que ver 
on el manejo de nolinealidades, que 
omo

hemos men
ionado, para no linealidades tipo �produ
to�, puede realizarse


on formulas de 
onvolu
ión, pero que puede llegar a ser más e�
iente (y a

ve
es la úni
a forma) usando transformadas dis
retas de Fourier. regresando

a la primera razón, la TDF (3.15) nos permite en
ontrar una aproxima
ión

(sen
illa de 
al
ular numeri
amente) a los 
oe�
ientes ûk de la serie 
ontinua

(3.18):

ũk puede 
onsiderarse una aproxima
ión a ûk

La transforma
ión dis
reta de Fourier (TDF) (3.15) y (3.17) requiere

de O(N2) opera
iones, pero se realiza e�
ientemente 
on el algoritmo de la

transformada de Fourier rápida en 5Nlog2(N) opera
iones.

3.2.3. Error de Aliasing.

Los modos dis
retos de Fourier se basan en los puntos xj = 2πj/N don-

de N es un número par, podemos observar que el (n+Nm)-ésimo modo es

indistinguible del n-ésimo modo, pues

ei(n+Nm)xj = einxjei2πmj = einxj (3.20)

a este fenómeno se le 
ono
e 
omo aliasing.

Si la serie de Fourier de
∑∞

n=−∞ ûneinx 
onverge a u(x) en 
ada nodo xj,

enton
es (3.20) impli
a

ũk = ûk +
∞
∑

m=−∞
m6=0

ûk+Nm k = −N/2, ..., N/2 − 1 (3.21)

En efe
to, si la serie
∑∞

k=−∞ ûke
ikx 
onverge a u(x) en 
ada nodo xj, enton
es
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ũk =
1

N

N−1
∑

j=0

u(xj)e
−ikxj =

1

N

N−1
∑

j=0

(

∞
∑

k′=−∞

ûk′eik′xj

)

e−ikxj

=
1

N

∞
∑

k′=−∞

ûk′

(

N−1
∑

j=0

ei(k′−k)xj

)

= ûk +
∞
∑

m=−∞
m6=0

ûk+Nm, (3.22)

donde en el último paso se uso la propiedad de ortogonalidad dis
reta

1

N

N−1
∑

j=0

eipxj =

{

1 , p = Nm m = 0,±1,±2, ...

0 , otro caso
, (3.23)

que es el análogo de la ortogonalidad del 
aso 
ontinuo

1

2π

∫ 2π

0

eikxe−ilxdx = δkl. (3.24)

Una formula
ión equivalente de la e
ua
ión (3.21) es INu = PNu + RNu

donde

RNu =

N/2−1
∑

k=−N/2







∞
∑

m=−∞
m6=0

ûk+Nm






eikx

(3.25)

es el error de Aliasing, 
on k = −N/2, ..., N/2 − 1.

Enton
es, si expandemos una fun
ión u(x) en serie de Fourier, para ambos


asos 
ontinuo y dis
reto, la diferen
ia entre los 
oe�
ientes ûk y ũk es el error

de aliasing. Este error disminuye drasti
amente 
uando N es su�
ientemente

grande.

Pero en el 
aso de no linealidades, el error de Aliasing no disminuye al

aumentar N, por el 
ontrario el error aumenta 
omo se des
ribe a 
ontinua-


ión. Consideremos dos fun
iones u(x) y v(x) que tienen expansión en serie

de Fourier, enton
es su produ
to u(x)v(x) = w(x) también tendrá una ex-

pansión en serie, tenemos que determinar quienes son los 
oe�
ientes de la
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expansión del produ
to w(x) en términos de los 
oe�
ientes de la expansión

de u(x) y de v(x)

u(x) =

N/2−1
∑

m=−N/2

ûmeimx , v(x) =

N/2−1
∑

n=−N/2

v̂neinx, (3.26)


uyos 
oe�
ientes respe
tivos son

ûm =
1

2π

∫ 2π

0

u(x)e−imxdx , v̂n =
1

2π

∫ 2π

0

v(x)e−inxdx (3.27)

la expansión en serie para el produ
to w(x) = (uv)(x) es w(x) = u(x)v(x) =
∑N/2−1

k=−N/2 ŵke
ikx, 
omo ya vimos, los 
oe�
ientes son

ŵk =
1

2π

∫ 2π

0

w(x)e−ikxdx (3.28)

sustituyendo las expansiones de u y de v en la e
ua
ión (3.28) y usando la

ortogonalidad de la base de Fourier, tenemos el produ
to de 
onvolu
ión

ŵk =
∑

m+n=k
|m|,|n|≤N/2

ûmv̂n (3.29)

Para el 
aso dis
reto tenemos que

u(xj) =

N/2−1
∑

m=−N/2

ũmeimxj , v(xj) =

N/2−1
∑

n=−N/2

ṽneinxj , (3.30)


uyos 
oe�
ientes respe
tivos están dados por

ũm =
1

N

N−1
∑

j=0

u(xj)e
−imxj , ṽn =

1

N

N−1
∑

j=0

v(xj)e
−inxj . (3.31)

La expansión en serie para el produ
to w(x) = (uv)(x) es
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w(xj) = u(xj)v(xj) =

N/2−1
∑

k=−N/2

w̃ke
ikxj (3.32)

donde

w̃k =
1

N

N−1
∑

j=0

w(xj)e
−ikxj (3.33)

¾ Cuál es la di�eren
ia entre los 
oe�
ientes ŵk y w̃k? De la e
ua
ión (3.33)

tenemos que

w̃k =
1

N

N−1
∑

j=0

w(xj)e
−ikxj =

1

N

N−1
∑

j=0

u(xj)v(xj)e
−ikxj (3.34)

usando las expansiones 
ontinuas de u y v evaluadas en los puntos xj

w̃k =
1

N

N−1
∑

j=0





N/2−1
∑

m=−N/2

ûmeimxj

N/2−1
∑

n=−N/2

v̂neinxj



 e−ikxj

=

N/2−1
∑

m=−N/2

N/2−1
∑

n=−N/2

ûmv̂n
1

N

N−1
∑

j=0

ei(m+n−k)xj , (3.35)

utilizando la propiedad (3.23)

1

N

N−1
∑

j=0

eipxj =

{

1 , p = Nm m = 0,±1,±2, ...

0 , otro caso
(3.36)

tenemos que

w̃k = ŵk +
∑

m+n=k±N

ûmv̂n. (3.37)

Esto es para el 
aso de no linealidades 
uadráti
as. El segundo término de

la e
ua
ión (3.37) es el error de Aliasing. Este error aumenta si aumentamos
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el valor de N en la transformada de Fourier Dis
reta. La manera de eliminar

este error es usando M puntos en lugar de N en la transformada de Fourier

Dis
reta, 
on la 
ondi
ión M ≥ 3N/2 y los puntos xj ahora serán yj = 2πj/M


on j = 0, 1, 2, ..., M − 1, enton
es la transformada de fourier dis
reta para

las fun
iones u(x) y v(x) serán

u(yj) =

M/2−1
∑

k=−M/2

ũke
ikyj , v(yj) =

M/2−1
∑

k=−M/2

ṽke
ikyj (3.38)

donde ũ = û y ṽ = v̂ para | k |≤ N/2 y ũ = ṽ = 0 para | k |> N/2.

3.3. Base de Chebyshev

Los polinomios de Chebyshev del primer tipo Tn(x) 
on n = 0, 1, 2, ... son

las fun
iones propias de problema de Sturm-Liouville parti
ular

(√
1 − x2T ′

n(x)
)′

+
n2

√
1 − x2

Tn(x) = 0. (3.39)

Usualmente se normaliza Tn de tal forma que Tn(1) = 1 y enton
es

Tk(x) = cos(k cos−1 x) k = 0, 1, 2, ... (3.40)

Su dominio es evidentemente [−1, 1]. Si ha
emos x = cos θ, se tiene que

Tk(x) = cos kθ, de modo que los polinomios de Chebyshev son fun
iones


oseno �disfrazados�, así que varias rela
iones matemáti
as y teoremas bien


ono
idos del sistema de Fourier pueden adaptarse fa
ilmente al sistema de

Chebyshev. De la rela
ión Tk(x) = cos kθ, 
uando k = 0 se tiene inmedia-

tamente que T0(x) = 1, 
uando k = 1, T1(x) = cos θ = cos (cos−1 x) = x.

Partiendo de T0 y T1, y de la rela
ión de re
urren
ia

Tn+1(x) = 2xTn(x) − Tn−1(x) (3.41)
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se pueden generar polinomios de Chebyshev de grados superiores. (3.41) se

obtiene dire
tamente de la rela
ión trigonométri
a cos (k + 1)θ+cos (k − 1)θ =

2 cos θ cos kθ. Los polinomios de Chebyshev son mutuamente ortogonales en

su dominio de de�ni
ión 
on respe
to al peso w = (1−x2)−1/2. Esta 
ondi
ión

se lee

(Tk, Tj)w ≡
∫ 1

−1

Tk(x)Tj(x)wdx =
π

2
ckδk,j. (3.42)

donde δk,j es la delta de Krone
ker y ck está dado por

ck =

{

2 , k = 0

1 , k ≥ 1
(3.43)

La rela
ión (3.42) es fá
il de veri�
ar 
on identidades trigonométri
as:


omo x = cos θ, dx = − sin θdθ, así que

∫ 1

−1

Ti(x)Tj(x)
dx√

1 − x2
= =

∫ π

0

cos(iθ) cos(jθ)dθ

=
1

2

∫ π

0

[cos(i + j)θ + cos(i − j)θ] dθ. (3.44)

La última integral es sen
illa de ha
er. Considerando 
ada uno de los 
asos,

primero, 
uando i 6= j, es inmediato veri�
ar que la integral se anula. Cuando

i = j 6= 0, se tiene

∫ 1

−1

Ti(x)Tj(x)
dx√

1 − x2
=

1

2

∫ π

0

cos(2jθ)dθ +
1

2

∫ π

0

dθ =
π

2
.

Y �nalmente 
uando i = j = 0

∫ 1

−1

Ti(x)Tj(x)
dx√

1 − x2
=

1

2

∫ π

0

dθ +
1

2

∫ π

0

dθ = θ
∣

∣

∣

π

0
= π.

En el momento de 
onsiderar 
ondi
iones de frontera, las siguientes pro-

piedades de Tn(x) son muy útiles
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Tn(±1) = (±1)n , T ′
n(±1) = (±1)n+1n2

(3.45)

Otra propiedad que usaremos más adelante en rela
ión a la 
onserva
ión

de masa es

∫ 1

−1

Tn(x)dx =
nTn+1(x)

n2 − 1
− xTn(x)

n − 1
. (3.46)

La expansión de una fun
ión u en la base de Chebyshev se es
ribe

u(x) =
∞
∑

n=0

anTn(x), (3.47)

y debido a la ortogonalidad de Tk los 
oe�
ientes se obtienen multipli
ando

(3.47) por Tk e integrando

ak =
2

πck

∫ 1

−1

u(x)
Tk(x)√
1 − x2

dx. (3.48)

Si de�nimos la fun
ión periódi
a y par ũ(θ) = u(cos θ), enton
es ũ(θ) =
∑∞

n=0 an cos nθ y la serie en términos de Chebyshev de u 
orresponde a la

serie 
oseno de ũ. Más aún, si u es C∞ puede mostrarse que ũ es in�nitamente

diferen
iable y periódi
a 
on todas sus derivadas en [0, 2π], y 
omo para el

sistema de Fourier, para el de Chebyshev también se tiene que los 
oe�
ientes

de Chebyshev para fun
iones su�
ientemente suaves de
aen más rápido que

el de
aimiento algebrái
o.

Al resolver e
ua
iones diferen
iales par
iales, apare
erá la derivada de la

fun
ión ∂xu = u′, ésta también puede expandirse

u′(x) =
∞
∑

n=0

a(1)
n Tn(x), (3.49)

y es deseable obtener los 
oe�
ientes de la derivada u′, es de
ir a
(1)
n , a partir

de los 
oe�
ientes de la expansión de u, los an. La rela
ión trigonométri
a
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2 sin θ cos kθ = sin (k + 1)θ − sin (k − 1)θ nos permitirá esto, esta rela
ión

tiene su 
ontraparte en el sistema de Chebyshev

2Tk(x) =
1

k + 1
T ′

k+1(x) − 1

k − 1
T ′

k−1(x), (3.50)

y de aquí se obtiene la muy importante rela
ión de re
urren
ia

cka
(1)
k = a

(1)
k+2 + 2(k + 1)ak+1, 0 ≤ k ≤ N − 1 (3.51)

donde ck está dada por (3.43).

Si se 
onsidera la serie trun
ada uN(x) =
∑N

k=0 akTk(x) que es un po-

linomio de grado N , enton
es la derivada u′ es de grado N − 1, de modo

que u′(x) =
∑N−1

k=0 a
(1)
k Tk(x) y por tanto a

(1)
n = 0 para n ≥ N , este he
ho

debe tomarse en 
uenta al usar (3.51), donde uno empieza 
on k = N − 1

y va disminuyendo el valor del índi
e hasta llegar a k = 0. En general, los


oe�
ientes de la expansión de la q-ésima derivada pueden obtenerse a partir

de los 
oe�
ientes de la (q − 1)-ésima derivada 
on

cka
(q)
k = a

(q)
k+2 + 2(k + 1)a

(q−1)
k+1 . (3.52)

Aunque en los libros de texto hay expresiones explí
itas para 
al
ular los


oe�
ientes de las expansiones de al menos las primeras dos derivadas de u,

a saber

a
(2)
k =

1

ck

N
∑

p=k+2
(p+k)par

p(p2 − k2)ap , a
(1)
k =

2

ck

∑

p=k+1
(p+k)impar

pap, (3.53)

la forma más e�
iente de ha
erlo es usando (3.52).

En un problema espe
í�
o, si se tiene una 
ondi
ión ini
ial u(x, t = 0) =

g(x), se pueden 
al
ular formalmente los 
oe�
ientes a(t = 0) de esta 
odi
ión

ini
ial a través de (3.48)
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ak(0) =
2

πck

∫ 1

−1

u(x, 0)
Tk(x)√
1 − x2

dx.

En un problema no lineal, que tenga por ejemplo términos 
omo P (x) ≡
u∂xu, uno se pregunta por los 
oe�
ientes de P (x) (que llamaremos pk) en

términos de los 
oe�
ientes ak de u(x) y a
(1)
k de ∂xu. La respuesta se da

por una fórmula de 
onvolu
ión, análoga a la de Fourier, que no es difí
il

demostrar

pk =
1

2

∑

k=|n−m|

ana1
m +

1

2

∑

k=n+m

ana1
m (3.54)

Para nolinealidades de la forma de produ
tos, aunque (3.54) no sea muy

e�
iente, puede usarse. Sin embargo, para otro tipo de nolinealidades, su uso,

resultaría imposible. También, 
omo en el 
aso de Fourier, tener una expre-

sión analíti
a de los 
oe�
ientes (3.54) que puede llegar a ser muy 
ompli
a-

do. Estas dos limita
iones se resuelven 
on la ayuda de las tranforma
iones

dis
retas de Chebyshev que revisamos brevemente en la siguiente se

ión.

Nuevamente, el pre
io a pagar al introdu
ir la transformada dis
reta es la

introdu

ión del error de aliasing.

3.3.1. Transforma
iones Dis
retas de Chebyshev

Las transformadas dis
retas de Chebyshev, se de�nen 
on base en una

dis
retiza
ión del dominio espa
ial, xj = cos (πj/N) 
on j = 0, 1, 2, ..., N , su

de�ni
ión es

ãk =
N
∑

j=0

2

Nck

u(xj)Tk(xj), (3.55)

La rela
ión inversa es u(xj) =
∑N

k=0 ãkTk(xj) 
on j = 0, 1, ..., N . Estas

dos rela
iones 
onstituyen un mapeo entre el espa
io físi
o y el espe
tral en

el sentido de que, dados los valores de la fun
ión en xj se obtienen los de los
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oe�
ientes ãk y vis
eversa. Los 
oe�
ientes ãn son una aproxima
ión a an,

estos están rela
ionados por

ãk = ak +
∑

j=2mN±k

j>N

aj (3.56)

Como en la base de Fourier, el error de aliasing de
ae para N su�
ien-

temente grandes. Cuando se tienen nolinealidades, el error se elimina 
on la

regla de los 2/3. Para 
al
ular los 
oe�
ientes de la 
ondi
ión ini
ial, utilizare-

mos (3.55). En el siguiente 
apítulo, exponemos los métodos espe
trales mas


ono
idos. Para el problema físi
o que estudiamos en este trabajo, usaremos

el método de Tau.
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Capítulo 4

Esquema Numéri
o

La idea bási
a en los métodos espe
trales es bus
ar solu
iones aproxima-

das 
omo una serie trun
ada de un 
onjunto de fun
iones {Φn(x)} ortogona-

les, de mod que la solu
ión aproximada se propone de la forma

uN(x, t) =
N
∑

n=0

an(t)Φn(x). (4.1)

Y las in
ógnitas son los 
oe�
ientes an, que la ser obtenidos se tendría la

solu
ión en todo el dominio espa
ial.

La forma en que se en
uentran los 
oe�
ientes an determina los diferen-

tes métodos espe
trales, siendo los más 
ono
idos el método de Galerkin, el

método Tau, y el método de Colo
a
ión.

4.1. Método Espe
tral de Galerkin.

Supongamos que tenemos una e
ua
ión deferen
ial de la forma
∂u(x,t)

∂t
=

O(x, t)u(x, t) donde O(x,t) es un operador espa
ial diferen
ial, al sustituir en

esta e
ua
ión la expansión
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uN(x, t) =
N
∑

n=0

an(t)Φn(x) (4.2)

se obtiene el así llamado residuo R(x, t, an), el 
ual no se anula ya que uN es

una solu
ión aproximada

R(x, t, an) =
∂uN(x, t)

∂t
−O(x, t)uN(x, t) 6= 0. (4.3)

Al igual que para 
ualquier fun
ión bien 
omportada, la fun
ión residual

puede expandirse en términos de una serie trun
ada del mismo 
onjunto

ortogonal de fun
iones, enton
es

R(x, t, a0, ..., aN) =
∞
∑

k=0

rk(a0, ..., aN )Φk(x). (4.4)

Debido a la ortogonalidad de la base de fun
iones Φk(x) los 
oe�
ientes rk

se determinan por el produ
to interno

rn = (R, Φn) =

∫

RΦn(x)w(x)dx, (4.5)

donde w es el peso del 
onjunto ortogonal.

En el método espe
tral de Galerkin, se pide que el residuo sea pequeño

en el sentido de que los primeros N+1 términos de la serie se anulen, pues

todos los rk para k > N son muy pequeños para N grandes. Ya que 
uando

desarrollamos una fun
ión bien 
omportada en términos de una serie trun
a-

da de un 
onjunto ortogonal de fun
iones Φn, los 
oe�
ientes de la expansión

de
re
en rápidamente, enton
es, la fun
ión queda 
ara
terizada por los pri-

meros 
oe�
ientes de la serie. Así que forzar que los primeros 
oe�
ientes rk

sean 
ero, minimiza el residuo R. Enton
es, en el límite en el que N → ∞,

R(x) → 0, y por lo tanto la solu
ión debe 
onverger muy rápido a la solu
ión

exa
ta. Di
ho de otra manera, para minimizar el residuo se pide que

(R, Φn) = 0 para n = 0, 1, ..., N (4.6)
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Otra propiedad importante del método Galerkin es que se pide que la

base de fun
iones ortogonales (o un arreglo de esta) que se utilizan en la

expansión en serie, 
umplan las 
ondi
iones de frontera. Por ejemplo, 
uando

se tiene un problema 
on 
ondi
iones de frontera periódi
as, lo natural es

elegir una base de Fourier, aunque es posible utilizar otras bases.

4.2. Método Espe
tral Tau.

El método Tau al igual que el método Galerkin utiliza una solu
ión apro-

ximada uN(x, t) en términos de una serie de fun
iones ortogonales de la forma

uN+k(x, t) =
N+k
∑

n=0

an(t)Φn(x) (4.7)

donde k es el número de 
ondi
iones de frontera del problema y N es el nú-

mero de términos en la expansión. La diferen
ia prin
ipal entre (4.7) para

la aproxima
ión Tau y (4.2) para la aproxima
ión Galerkin es que las fun-


iones Φn en (4.7) no requieren satisfa
er individualmente las 
ondi
iones de

la frontera. Ento
es, el método Tau es una versión modi�
ada del método

Galerkin para poder in
orporar e�
ientemente las 
ondi
iones de frontera en

la solu
ión aproximada (4.7). Resolveremos la e
ua
ión de 
alor para ilustrar

la implementa
ión del método

∂u

∂t
=

∂u2

∂x2
, |x| ≤ 1 (4.8)


on las 
ondi
iones de frontera u(±1, t) = 0 y 
ondi
ión ini
ial u(x, 0) = 1
2
(1−

x2) sin 2πx. Desarrollamos u(x, t) de la manera usual uN(x, t) =
∑N

n=0 an(t)Tn(x).

Para minimizar el residuo: R(x, t) = ∂uN

∂t
− ∂2uN

∂x2 uno demanda que R(x, t)

sea ortogonal al espa
io expandido por {Tk(x)}N−2
k=0 , es de
ir

∫ 1

−1

R(x, t)Tk(x)
dx√

1 − x2
= 0 0 ≤ k ≤ N − 2 (4.9)
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debido a la ortogonalidad de los polinomios Tk(x), la integral anterior se


onvierte en

ȧk = a
(2)
k 0 ≤ k ≤ N − 2 (4.10)

donde a
(2)
k son los 
oe�
ientes de la expansión de la segunda derivada de

u(x, t) 
on respe
to a la variable espa
ial x, y son fun
iones de los 
oe�
ientes

ak, es de
ir a
(2)
k = fk(an). Como se estáproponiendo uN 
omo un polinomio

de grado N , su segunda derivada será de grado N − 2, es por eso que en

(4.10), el índi
e k 
orre sólo de 0 a N − 2 y se evolu
ionan en el tiempo

a0, ...., aN−2, los dos útimos 
oe�
ientes aN y aN−1 se evalúan a 
ada paso

temporal usando las 
ondi
iones de frontera.

Como ya se ha men
ionado, la manera más e�
iente de 
al
ular a
(2)
k es

usando la rela
ión de re
urren
ia cka
(2)
k = a

(2)
k+2+2(k+1)a

(1)
k+1. Las 
ondi
iones

de frontera u(x = −1, t) = u(x = 1, t) = 0 en términos de los 
oe�
ientes son

u(−1, t) =
N
∑

n=0

an = 0 , u(−1, t) =
N
∑

n=0

(−1)nan = 0 (4.11)

donde se usó la propiedad Tk(±1) = (±1)−k. (4.11) es equivalentes al par de

e
ua
iones

∑

n=0
n par

ak = 0 ,
∑

n=1
n impar

ak = 0. (4.12)

El sistema de e
ua
iones diferen
iales (4.10) evolu
iona los 
oe�
ientes an


on 0 ≤ n ≤ N − 2, y 
on las 
ondi
iones de frontera expresadas en (4.12)

a 
ada paso de tiempo se en
uentran aN y aN−1, sin pérdida de generalidad

podemos asumir que N es par y así

aN = −
N−2
∑

n=0
n par

ak , aN−1 = −
N−3
∑

n=1
n impar

ak (4.13)
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4.3. Método Espe
tral de Colo
a
ión.

En el Método espe
tral de Colo
a
ión también 
ono
ido 
omo aproxima-


ión pseudoespe
tral, se trabaja 
on N+1 puntos de 
olo
a
ión, x0, x1, x2, ..., xN

N puntos en el dominio D. Sean Φn(x) para n = 0, 1, ..., N una base para la

aproxima
ión. En el método de 
olo
a
ión se sustituye la expansión

uN(x, t) =
N−1
∑

n=0

anφn(x) (4.14)

en el sistema O(uN(xi)) = f(xi) donde O(uN(xi)) es un operador diferen
ial

(espa
ial), que junto 
on las 
ondi
iones de frontera forman un sistema lineal

de e
ua
iones (N + 1) × (N + 1) para los 
oe�
ientes an. La apli
a
ión de

este método a la e
ua
ión de Helmholtz y a la de Burguess, puede verse en

[6].

4.4. Condi
iones de Frontera

Vamos a trabajar 
on el 
aso unidimensional de la e
ua
ión de evolu
ión

para la altura de la interfase

∂h

∂t
+

∂

∂x

[

3D

2

(1 + F )h2

(1 + F − Fh)2

∂h

∂x
− h3∂h

∂x
+

h3

Bπ2

∂3h

∂x3

]

= 0

≡ ∂h

∂t
+

∂

∂x
J(x, t) = 0. (4.15)

Como la resolveremos 
on la base de Chebyshev que tienen un dominio [−1, 1]

y originalmente el dominio es [−π, π], se hizo un reajuste en la variable es-

pa
ial, dandonos por resultado un fa
tor π multipli
ando a B. Como (4.15)

es de 
uarto orden en la derivada espa
ial, enton
es ne
esitamos 
uatro 
on-

di
iones de frontera para poder resolverla. Trabajaremos 
on dos tipos de


ondi
iones de frontera, primero usaremos 
ondi
iones de frontera periódi-


as, pero usaremos los polinomios de Chebyshev. Aunque lo 
omún sería
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emplear la base de Fourier, vamos a usar Chebyshev para familiarizarnos 
on

esta base, pues usaremos además, unas 
ondi
iones de frontera no periódi
as

que mejor reprodu
en el proto
olo experimental usado por Van-Hook. Ambas


ondi
iones de frontera y su implementa
ión, las exponemos en las siguientes

dos se

iones.

4.4.1. Condi
iones de frontera periódi
as

En esta se

ión vamos a proponer 
ondi
iones de frontera periódi
as para

resolver la e
ua
ión. Se proponen 
ondi
iones de frontera periódi
as porque

simpli�
an el análisis de la e
ua
ión de evolu
ión. Para 
ondi
iones de fron-

tera periódi
as, la e
ua
ión anterior y 
on una 
ondi
ión ini
ial h(x, t = 0)

que satisfaga sea periódi
a, automati
amente se satisfa
e la e
ua
ión de 
on-

serva
ión del líquido

∫ 2π

0

(h(x) − 1)dx = 0

La minimiza
ión del residuo, nos dará un 
onjunto de e
ua
iones de evo-

lu
ión para a0, ..., aN−4, a saber

ȧk = −
{

∂J(x, t)

∂x

}

k

0 ≤ k ≤ N − 4. (4.16)

Partiremos de un per�l plano (
uando ∆T = 0), y le agreharemos una

perturba
ión. De modo que la solu
ión aproximada h es
rita en términos de

los polinomios de Chebyshev se lee

h(x, t) = 1 + η(x, t) =
N
∑

n=0

an(t)Tn(x) (4.17)

y las 
ondi
iones de frontera periódi
as impli
an que:

η(i)(−1, t) = η(i)(1, t) i = 0, 1, 2, 3 (4.18)
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enton
es, podemos es
ribir a las 
uatro 
ondi
iones η(i)(−1) = η(i)(1) (η(0) es

la perturba
ión sin derivar) en términos de los 
oe�
ientes de la expansión

ak(t). Como h(x, t) es un polinomio de grado N, enton
es h(i) es un polinomio

de grado N-i. Veamos que pasa para las 
ondi
iones de frontera para 
ada

valor de i:

Para i=0:

η(−1, t) = η(1, t) (4.19)

o equivalentemente

η(−1, t) =
N
∑

j=0

(−1)jaj(t) = η(1, t) =
N
∑

j=0

aj(t) (4.20)

lo 
ual resulta en

N−1
∑

j=1
j impar

aj = 0 (4.21)

Para i=1:

h(1)(−1, t) = h(1)(1, t) (4.22)

o equivalentemente

h(1)(−1, t) =
N
∑

j=0

(−1)ja
(1)
j (t) = h(1)(1, t) =

N
∑

j=0

a
(1)
j (t) (4.23)

lo 
ual resulta en

N−1
∑

j=1
j impar

a
(1)
j = 0 (4.24)
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De manera similar para i=2 e i=3 se tiene que:

N−3
∑

j=1
j impar

a
(2)
j (t) = 0 (4.25)

N−3
∑

j=1
j impar

a
(3)
j (t) = 0 (4.26)

Tenemos 
uatro e
ua
iones que están en términos de los 
oe�
ientes a
(i)
j (t)

para i = 0, 1, 2, 3 respe
tivamente, lo que queremos ha
er es es
ribir las


ondi
iones de frontera periódi
as solamente en términos de los 
oe�
ientes

aj(t). Enton
es, vamos a es
ribir a las e
ua
iones (4.24), (4.25) y (4.26) en

términos de los 
oe�
ientes aj(t). Para esto vamos a he
er uso de algunas de

las propiedades de la se

ión anterior para los polinomios de Chebyshev.

Ha
iendo uso de la rela
ión de re
urren
ia para los 
oe�
ientes a
(1)
k

a
(1)
k (t) =

2

ck

∑

p=k+1
p+k impar

pap (4.27)

donde

ck =

{

2 , k = 0

1 , k ≥ 1

podemos es
ribir a la e
ua
ión (4.24) 
omo:

N−1
∑

k=1

a
(1)
k (t) =

N−1
∑

k=1

2

ck

N
∑

p=k+1
p+k impar

pap(t) =
N
∑

j=2
j par

α
(1)
j aj(t) (4.28)

ya tenemos a la e
ua
ión (4.24) es
rita en términos de los 
oe�
ientes aj(t),

ahora, vamos a 
al
ular quienes son los α
(1)
j para j par, para esto vamos a

dedu
ir una e
ua
ión de re
urren
ia, nuevamente ha
emos uso de la e
ua
ión
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(4.27) y debemos tomar en 
uenta que ck = 1 para k ≥ 1, en los siguientes


al
ulos para simpli�
ar un po
o la nota
ión vamos a es
ribir simplemente aj

teniendo en mente que aj = aj(t) enton
es, partiendo de la e
ua
ión (4.24)

tenemos que

N−1
∑

k=1

a
(1)
k =

N−1
∑

k=1

2

ck

N
∑

p=k+1
p+k impar

pap =
N−1
∑

k=1

2
N
∑

p=k+1
p+k impar

pap = 2
N−1
∑

k=1

N
∑

p=k+1
p par

pap =

= 2{ 2a2 + 4a4 + 6a6 + ... + (N − 2)aN−2 + NaN+

+4a4 + 6a6 + ... + (N − 2)aN−2 + NaN+

+6a6 + ... + (N − 2)aN−2 + NaN+

.

.

.

+NaN} =

= 2

{

2a2 + 2 · 4a4 + 3 · 6a6 + ... +
(N − 2)

2
(N − 2)aN−2 +

N

2
NaN

}

=

= {2 · 2a2 + 4 · 4a4 + 6 · 6a6 + ... + (N − 2)(N − 2)aN−2 + NNaN} =

=
N
∑

k=2
k par

k2ak

enton
es, la e
ua
ión (4.24) se puede es
ribir 
omo:

N−1
∑

k=1
k impar

a
(1)
k =

N
∑

k=2
k par

α
(1)
k ak = 0 (4.29)
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donde

α
(1)
k = k2

(4.30)

la e
ua
ión (4.30) es la e
ua
ión de re
urren
ia para los α
(1)
k , k = 2, 4, 6..., N .

Para dedu
ir una e
ua
ión de re
urren
ia para los α
(2)
j 
orrespondientes

a la e
ua
ión (4.25) pro
edemos de la siguiente manera:

de la e
ua
ión (4.25) tenemos que

N−3
∑

k=1
k impar

a
(2)
k = 0

ha
emos uso nuevamente de la e
ua
ión (4.27), 
on el siguiente 
ambio

a
(2)
k =

2

ck

N−2
∑

p=k+1
p+k impar

pa(1)
p , k ≥ 0

enton
es

N−3
∑

k=1
k impar

a
(2)
k = 2

N−3
∑

k=1
k impar

N−2
∑

p=k+1
p+k impar

pa(1)
p =

= 2{ 2a
(1)
2 + 4a

(1)
4 + 6a

(1)
6 + ... + (N − 2)a

(1)
N−2+

+4a
(1)
4 + 6a

(1)
6 + ... + (N − 2)a

(1)
N−2+

.

.

.

+(N − 2)a
(1)
N−2} =

= 2

{

2a
(1)
2 + 2 · 4a(1)

4 + 3 · 6a(1)
6 + ... +

(N − 2)

2
(N − 2)a

(1)
N−2

}

=
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=
N−2
∑

k=2
k par

k2a
(1)
k

ha
emos uso nuevamente de la e
ua
ión (4.27)

a
(1)
k =

2

ck

N
∑

p=k+1
p+k impar

pap, k ≥ 0

y tenemos que

N−2
∑

k=2
k par

k2a
(1)
k =

N−2
∑

k=2
k par

k2 2

ck

N−1
∑

p=k+1
p+k impar

pap = 2
N−2
∑

k=2
k par

N−1
∑

p=k+1
p+k impar

k2pap =

= 2{ 22 [3a3 + 5a5 + 7a7 + ... + (N − 1)aN−1] +

42 [ +5a5 + 7a7 + ... + (N − 1)aN−1] +

62 [ +7a7 + ... + (N − 1)aN−1] +

.

.

.

(N − 2)2 [ +(N − 1)aN−1]} =

= 2{ 22 · 3a3 + (22 + 42)5a5 + (22 + 42 + 62)7a7 + ...+

+... + (22 + 42 + 62 + ... + (N − 2)2)(N − 1)aN−1} =

= 2
N−1
∑

k=3
k impar

kak

k−1
∑

p=2
p par

p2

enton
es, la e
ua
ión (4.25) se puede es
ribir 
omo:
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N−3
∑

k=1

a
(2)
k =

N−1
∑

k=3
k impar

α
(2)
k ak (4.31)

donde

α
(2)
k = 2k

k−1
∑

p=2
p par

p2
(4.32)

la e
ua
ión (4.32) es la e
ua
ión de re
urren
ia para los α
(2)
k , k = 3, 5, 7, ..., N−

1.

Se pro
ede de la misma manera para dedu
ir la e
ua
ión de re
urren
ia

para los α
(3)
j 
orrespondientes a la e
ua
ión (4.26), de la e
ua
ión (4.32) se

tiene que

N−3
∑

k=1

a
(3)
k = 0

y ha
emos uso de la e
ua
ión (4.27) 
on el siguiente 
ambio

a
(3)
k =

2

ck

N−2
∑

p=k+1
p+k impar

pa(2)
p , k ≥ 0

re
ordemos que ck = 1 para k ≥ 1, enton
es

N−3
∑

k=1

a
(3)
k = 2

N−3
∑

k=1

N−2
∑

p=k+1

pa(2)
p

= 2{ 2a
(2)
2 + 4a

(2)
4 + 6a

(2)
6 + ... + (N − 2)a

(2)
N−2+

+4a
(2)
4 + 6a

(2)
6 + ... + (N − 2)a

(2)
N−2+

+6a
(2)
6 + ... + (N − 2)a

(2)
N−2+

.
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.

.

+(N − 2)a
(2)
N−2} =

= 2

{

2a
(2)
2 + 2 · 4a(2)

4 + 3 · 6a(2)
6 + ... +

(N − 2)

2
(N − 2)a

(2)
(N−2)

}

=

=
N−2
∑

k=2

k2a
(2)
k

ahora, vamos a ha
er uso de la e
ua
ión

a
(2)
k =

1

ck

N
∑

p=k+2
p+k par

p(p2 − k2)ap, k ≥ 0

enton
es

N−2
∑

k=2

k2a
(2)
k =

N−2
∑

k=2

k2

N
∑

p=k+2

p(p2 − k2)ap

= 22
[

4(42 − 22)a4 + 6(62 − 22)a6 + ... + N(N2 − 22)aN

]

+

42
[

+6(62 − 42)a6 + ... + N(N2 − 42)aN

]

+

.

.

.

(N − 2)2
[

N(N2 − (N − 2)2)aN

]

+

= 22(42 − 22)4a4 +
[

22(62 − 22) + 42(62 − 42)
]

6a6+

+
[

22(82 − 22) + 42(82 − 42) + 62(82 − 62)
]

8a8+

+... +
[

22(N2 − 22) + 42(N2 − 42) + ... + (N − 2)2(N2 − (N − 2)2)
]

NaN
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=
N
∑

k=4

akk

k−2
∑

p=2

p2(k2 − p2)

enton
es, podemos es
ribir a la e
ua
ión (4.26) 
omo:

N−3
∑

k=1
k impar

a
(3)
k =

N
∑

k=4
k par

α
(3)
k ak (4.33)

donde

α
(3)
k = k

k−2
∑

p=2
p par

p2(k2 − p2) (4.34)

esta última e
ua
ión es la e
ua
ión de re
urren
ia para los α
(3)
j , k = 4, 6, 8, ..., N .

Para dedu
ir la e
ua
ión de re
urren
ia para los α
(2)
k pudimos haber sus-

tituido dire
tamente la e
ua
ión

a
(2)
k =

1

ck

N
∑

p=k+2
p+k par

p(p2 − k2)ap, k ≥ 0 (4.35)

en la e
ua
ión (4.25) de la siguiente manera

N−3
∑

k=1

a
(2)
k =

N−3
∑

k=1
k impar

1

ck

N−1
∑

p=k+2
p+k par

p(p2−k2)ap =
N−3
∑

k=3
k impar

kak

k−2
∑

p=1
p impar

(k2−p2) =
N−3
∑

k=3
k ampar

α
(2)
k ak

donde

α
(2)
k = k

k−2
∑

p=1
p impar

(k2 − p2) (4.36)

esta e
ua
ión es válida para k = 3, 5, 7, ..., N − 3. La e
ua
ión (4.36) es

diferente a la e
ua
ión de re
urren
ia (4.32) pero ambas nos dan el mismo
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valor para 
ada α
(2)
k , esto es fá
il de veri�
ar sustituyendo por ejemplo k=3,

5 y 7 en estas dos e
ua
iones.

Para dedu
ir la rela
ión de re
urren
ia para los α
(3)
k se puede pro
eder de

otra forma:

N−3
∑

k=1
k impar

a
(3)
k = 2

N−3
∑

k=1
k impar

N−2
∑

p=k+1
p+k impar

pa(2)
p =

N−2
∑

k=2
k par

k2a
(2)
k =

N−2
∑

k=2
k par

k22
N−1
∑

p=k+1
p+k impar

pa(1)
p =

= 4
N−2
∑

k=2
k par

N−1
∑

p=k+1
p+k impar

N
∑

l=p+1
l+p par

k2plal

= 4
N
∑

k=4
k par

kak

k−2
∑

p=2
p par









k−1
∑

l=p+1
l+p par

p2l









=
N
∑

k=4
k par

α
(3)
k ak

donde

α
(3)
k = 4k

k−2
∑

p=2
p par









k−1
∑

l=p+1
l+p par

p2l









(4.37)

La e
ua
ión (4.37) es diferente de la e
ua
ión de re
urren
ia (4.34) pero nue-

vamente ambas e
ua
iones nos dan el mismo valor para 
ada α
(3)
k . Con estas

e
ua
iones de re
urren
ia podemos 
ono
er todos los αk
j , 
on k = 0, 1, 2, 3.

Ya tenemos a las 
uatro 
ondi
iones de frontera periódi
as h(i)(−1) =

h(i)(1) para i = 0, 1, 2, 3 en términos de los 
oe�
ientes ak y podemos formar

dos sistemas de e
ua
iones 
on dos in
ognitas 
ada uno y 
uyas in
ognitas

serán los 
oe�
ientes aN , aN−1, aN−2 y aN−3, estos 
oe�
ientes se 
al
ulan


omo se des
ribe a 
ontinua
ión en términos de los 
oe�
ientes ak para 0 ≤
k ≤ N − 4.
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De las e
ua
iones (4.21), (4.24), (4.25) y (4.26) es
ritas en términos de

los 
oe�
ientes ak tenemos que:

a1 + a3 + a5 + ... + aN−3 + aN−1 = 0 (4.38)

α
(1)
2 a2 + α

(1)
4 a4 + α

(1)
6 a6 + ... + α

(1)
N−2aN−2 + α

(1)
N aN = 0 (4.39)

α
(2)
3 a3 + α

(2)
5 a5 + α

(2)
7 a7 + ... + α

(2)
N−3aN−3 + α

(2)
N−1aN−1 = 0 (4.40)

α
(3)
4 a4 + α

(3)
6 a6 + α

(3)
8 a8 + ... + α

(3)
N−2aN−2 + α

(3)
N aN = 0 (4.41)

de las e
ua
iones (4.38) y (4.40) tenemos que

aN−3 + aN−1 = a = − (a1 + a3 + a5 + ... + aN−5)

α
(2)
N−3aN−3 + α

(2)
N−1aN−1 = b = −

(

α
(2)
3 a3 + α

(2)
5 a5 + α

(2)
7 a7 + ... + α

(2)
N−5aN−5

)

y de las e
ua
iones (4.39) y (4.41) tenemos:

α
(1)
N−2aN−2 + α

(1)
N aN = c = −

(

α
(1)
2 a2 + α

(1)
4 a4 + α

(1)
6 a6 + ... + α

(1)
N−4aN−4

)

α
(3)
N−2aN−2 + α

(3)
N aN = d = −

(

α
(3)
4 a4 + α

(3)
6 a6 + α

(3)
8 a8 + ... + α

(3)
N−4aN−4

)

y obtenemos así dos sistemas de e
ua
iones 
ada uno 
on dos in
ognitas y

los términos independientes son a, b, 
 y d.

Para el sistema de e
ua
iones:

aN−3 + aN−1 = a

α
(2)
N−3aN−3 + α

(2)
N−1aN−1 = b
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se tiene que:

aN−3 =
aα

(2)
N−1 − b

α
(2)
N−1 − α

(2)
N−3

(4.42)

aN−1 =
b − aα

(2)
N−3

α
(2)
N−1 − α

(2)
N−3

(4.43)

y para el sistema:

α
(1)
N−2aN−2 + α

(1)
N aN = c

α
(3)
N−2aN−2 + α

(3)
N aN = d,

se tiene que:

aN−2 =
cα

(3)
N − dα

(1)
N

α
(1)
N−2α

(3)
N − α

(3)
N−2α

(1)
N

(4.44)

aN =
dα

(1)
N−2 − cα

(3)
N−2

α
(1)
N−2α

(3)
N − α

(3)
N−2α

(1)
N

(4.45)

donde de a
uerdo 
on las e
ua
iones de arriba:

a = −
N−5
∑

k=1

ak b = −
N−5
∑

k=3

α
(2)
k ak

c = −
N−4
∑

k=2

α
(1)
k ak d = −

N−4
∑

k=4

α
(3)
k ak.
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4.4.2. Condi
iones de frontera no periódi
as.

En [19℄ se tiene una buena 
on
ordan
ia entre los resultados experimen-

tales de los valores de D(1 + F ) para los 
uales apare
e la inestabilidad de

ruptura y la predi

ión teóri
a que asume 
ondi
iones de frontera periódi
as

y una super�
ie de la intefase plana: Esta 
on
ordan
ia es muy buena para

profundidades del �uido mayores de 0.015 
m; sin embargo, los resultados

experimentales se desvían signi�
ativamente de la teoría para 
apas más del-

gadas (menores de 0.015 
m), a ve
es hasta en un 
uarenta por 
iento. Esta

desvia
ión se pensó podría tener 
omo origen, que las 
ondi
iones de frontera

periódi
as no re�ejaban el proto
olo experimental, y en efe
to, ese resultó ser

el 
aso [1℄.

En el experimento, Van Hook y 
olaboradores, tenían sólo un 
ontene-

dor de altura �ja (0.2 
m), y variaban la profundidad media del �uido sobre

llenando y medio llenando la 
elda 
onve
tiva para tener diferentes profun-

didades medias del �uido (ver �gura ??). Así que aún en ausen
ia de un

gradiente de temperatura (D = 0) se tiene un per�l ini
ial no plano. Ade-

más, está el he
ho �si
o de que el liquido quedaba �jo en las paredes laterales

del 
ontenedor, es de
ir, h(x ± 1, t) = h0. Como todas las longuitudes se es-


alaron 
on d, h0 =0.02 
m/d. Así que h0 > 1, o equivalentemente d <0.02


m, 
orresponde a el medio llenado del 
ontenedor, h0 < 1 (d >0.02 
m) al

sobre llenado. Tenemos así dos 
ondi
iones de frontera. Las otras dos vienen

de la 
onserva
ión de �uido, la 
ual es

∫ 1

−1

(h(x, t) − 1)dx = 0 (4.46)

Si se integra la e
ua
ión de evolu
ión de Swift-Van Hook sobre el dominio

[−1, 1] enton
es

d

dt

∫ 1

−1

h(x, t)dx = −J(x, t)|1−1, (4.47)

debe anularse, y ese sería el 
aso 
on tal de que la 
ondi
ión ini
ial satisfa
iera
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0.02 cm

h 0 <1

h 0 =1

h 0 >1

Figura 4.1: La 
elda 
onve
tiva experimental tenía una profundidad de 0.02


m. A �n de tener diversos valores de la profundidad media del �uido 
on el

mismo 
ontenedor, se medio llenaba o se sobre llenaba la 
elda, teniendose así

un per�l no pleno aún en ausen
ia de gradientes de temperatura, y además

el �uido quedaba �pegado� a la misma altura en las paredes laterales de la


elda.

(4.46) y que J(−1) = J(1) ≡ C(t). Entender el signi�
ado físi
o de J ayuda a

determinar el valor de C. Para ello, re
ordamos que en los ultimos pasos de la

deriva
ión del modelo de Swift-Van Hook, se obtuvo la velo
idad horizontal

~u⊥ =
(

−S0
~∇∇2h + G~∇h

) z2

2
+ z

(

S0h~∇∇2h − Gh~∇h + ~∇⊥S0

)

. (4.48)

Si ahora integramos

∫ h

0

~u⊥dz =
(

−S0
~∇∇2h + G~∇h

) h3

6
+

h2

2

(

S0h~∇∇2h − Gh~∇h + ~∇⊥S0

)

=

(

S0
h3

3
~∇∇2h − h3

3
~∇h − h2

2
DG∇T

)

. (4.49)

donde se tomó en 
uenta que ~∇S =D G~∇T y la e
ua
ión (2.28), y se inme-

diato se ve que J(x, t) es propor
ional a esta integral, la 
ual es el �ujo de
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�uido en la dire

ión horizontal. Así que ~J =
onstante
∫ h

0
~u⊥dz. Como J(x, t)

es el �ujo neto a través de una lineal verti
al en x, C 6= 0 
orrespondería a

un �ujo neto a través de las paredes laterales y por tanto a través de la 
elda


onve
tiva. En los experimentos el sistema era 
errado 
on ningún �ujo neto

horizontal, 
onse
uentemente, la úni
a alternativa es C = 0. Resumiendo, las


ondi
iones de frontera que mejor reprodu
en el proto
olo experimental son

h(x = ±1) = h0 , J(x ± 1) = 0 (4.50)

Podemos es
ribir a h(x, t) 
omo una expansión en serie en términos de

los polinomios de Chebyshev Tk(x), es de
ir,

h(x, t) ≃
N
∑

k=0

Tk(x)ak(t) (4.51)

donde N es un entero par. Las 
ondi
iones de frontera h(x = ±1) = h0 en

términos de los 
oe�
ientes ak(t) son

N
∑

k=0

ak = h0 (4.52)

N
∑

k=0

(−1)kak = h0 (4.53)

el término (−1)k surge de utilizar la propiedad Tk(±1) = (−1)k. De la suma

de las e
ua
iones (4.52) y (4.53) tenemos

N
∑

k=0

ak = h0 k par (4.54)

y de la resta tenemos

N−1
∑

k=1

ak = 0 k impar (4.55)
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Las 
ondi
iones de frontera J(x = ±1) = 0 es
ritas en términos de los


oe�
ientes ak son

J(−1) = ǫ̃
N−1
∑

n=0

(−1)na(1)
n +

h0

π2B

N−3
∑

n=0

(−1)na(3)
n = 0 (4.56)

J(1) = ǫ̃
N−1
∑

n=0

a(1)
n +

h0

π2B

N−3
∑

n=0

a(3)
n = 0 (4.57)

donde a
(1)
n y a

(3)
n son los 
oe�
ientes 
orrespondientes a h(1) y h(3) respe
ti-

vamente y

ǫ̃ =
3D(1 + F )

2(1 + F − Fh0)2
− h0. (4.58)

De la suma de las e
ua
iones (4.56) y (4.57) tenemos

ǫ̃
N−2
∑

n=0

a(1)
n +

h0

π2B

N−4
∑

n=0

a(3)
n = 0 n par (4.59)

y de la resta

ǫ̃
N−1
∑

n=1

a(1)
n +

h0

π2B

N−3
∑

n=1

a(3)
n = 0 n impar (4.60)

aquí usamos las rela
iones de re
urren
ia obtenidas en la se

ión anterior

N−1
∑

n=1
n impar

a(1)
n =

N
∑

k=2
k par

α
(1)
k ak, α

(1)
k = k2

(4.61)

N−3
∑

n=1
n impar

a(2)
n =

N−1
∑

k=3
k impar

α
(2)
k ak, α

(2)
k = 2k

k−1
∑

p=2
p par

p2
(4.62)
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N−3
∑

n=1
n impar

a(3)
n =

N
∑

k=4
k par

α
(3)
k ak, α

(3)
k = k

k−2
∑

p=2
p par

p2(k2 − p2) (4.63)

también o
upamos las siguientes rela
iones:

N−2
∑

n=0
n par

a(1)
n =

N−1
∑

k=1
k impar

α
(1)
k ak, α

(1)
k = k2

(4.64)

N−4
∑

n=0
n par

a(3)
n =

N−1
∑

k=3
k impar

α
(3)
k ak, α

(3)
k = k

k−2
∑

p=1
p impar

p2(k2 − p2) (4.65)

las dos últimas e
ua
iones de re
urren
ia se obtienen de la siguiente manera:

para la e
ua
ión (4.64) se tiene

N−2
∑

n=0
n par

a(1)
n =

N−2
∑

n=0
n par

2

cn

N−1
∑

p=n+1
p+n impar

pap

donde ck = 2 para k=0 y ck = 1 en otro 
aso. Desarrollando ambas sumas y

agrupando términos tenemos que

N−2
∑

n=0
n par

a(1)
n =

N−1
∑

k=1
k impar

k2ak =
N−1
∑

k=1
k impar

α
(1)
k ak

y para la e
ua
ión (4.65) se tiene

N−4
∑

n=0
n par

a(3)
n =

N−4
∑

n=0
n par

2

cn

N−3
∑

p=n+1
p+n impar

pa(2)
p
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desarrollando las sumas y agrupando términos se tiene que

N−4
∑

n=0
n par

a(3)
n =

N−3
∑

k=1
k impar

k2a
(2)
k =

N−3
∑

k=1
k impar

k2 1

ck

N−1
∑

p=k+2
p+k par

p(p2 − k2)ap

desarrollando ambas sumas y agrupando términos se llega a

N−4
∑

n=0
n par

a(3)
n =

N−1
∑

k=3
k impar

kak

k−2
∑

p=1
p impar

p2(k2 − p2) =
N−1
∑

k=3
k impar

α
(3)
k ak

Usando las rela
iones anteriores en las e
ua
iones (4.59) y (4.60) tenemos

que

ǫ̃

N−1
∑

n=1

α(1)
n an +

h0

π2B

N−1
∑

n=3

α(3)
n an = 0 n impar (4.66)

ǫ̃
N
∑

n=2

α(1)
n an +

h0

π2B

N
∑

n=4

α(3)
n an = 0 n par (4.67)

De las e
ua
iones (4.54), (4.55), (4.66) y (4.67) vamos a despejar a los 
oe-

�
ientes aN , aN−1, aN−2 y aN−3 los 
uales representan las 
uatro 
ondi
iones

de frontera en la expansión en serie de la fun
ión h.

Para la primera 
ondi
ión, h(x = ±1) = h0, tenemos que

N
∑

k=0

ak = h0 (k par) (4.68)

N−1
∑

k=1

ak = 0 (k impar) (4.69)

Nos interesan los 
oe�
ientes aN , aN−1, aN−2 y aN−3 que 
orresponden

a las 
uatro 
ondi
iones de frontera y vamos a obtenerlos. Primero, de la

e
ua
ión (4.68) tenemos que
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N
∑

k=0
k par

ak = aN + aN−2 +
N−4
∑

k=0
k par

ak = h0

enton
es,

aN + aN−2 = h0 −
N−4
∑

k=0
k par

ak (4.70)

de la e
ua
ión (4.69) tenemos que:

N−1
∑

k=1
k impar

ak = aN−1 + aN−3 +
N−5
∑

k=1
k impar

ak = 0

enton
es,

aN−1 + aN−3 = −
N−5
∑

k=1
k impar

ak (4.71)

Para J(x = ±1) = 0 tenemos que:

ǫ̃

N−1
∑

n=1

α(1)
n an +

h0

π2B

N−1
∑

n=3

α(3)
n an = 0 (n impar) (4.72)

ǫ̃

N
∑

n=2

α(1)
n an +

h0

π2B

N
∑

n=4

α(3)
n an = 0 (n par) (4.73)

Sea A =
h0

π2B
, enton
es, de la e
ua
ión (4.72) tenemos que

ǫ̃
N−1
∑

n=1

α(1)
n an + A

N−1
∑

n=3

α(3)
n an =
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= ǫ̃
[

α
(1)
N−1aN−1 + α

(1)
N−3aN−3

]

+ ǫ̃
N−5
∑

n=1

α(1)
n an+

+A
[

α
(3)
N−1aN−1 + α

(3)
N−3aN−3

]

+ A
N−5
∑

n=3

α(3)
n an = 0

enton
es,

aN−1

[

ǫ̃α
(1)
N−1 + Aα

(3)
N−1

]

+ aN−3

[

ǫ̃α
(1)
N−3 + Aα

(3)
N−3

]

= (4.74)

= −ǫ̃

N−5
∑

n=1
n impar

α(1)
n an − A

N−5
∑

n=3
n impar

α(3)
n an

de la e
ua
ión (4.73) tenemos que

ǫ̃
N
∑

n=2

α(1)
n an + A

N
∑

n=4

α(3)
n an =

= ǫ̃
[

α
(1)
N aN + α

(1)
N−2aN−2

]

+ ǫ̃
N−4
∑

n=2

α(1)
n an+

+A
[

α
(3)
N aN + α

(3)
N−2aN−2

]

+ A
N−4
∑

n=4

α(3)
n an = 0

enton
es,

aN

[

ǫ̃α
(1)
N + Aα

(3)
N

]

+ aN−2

[

ǫ̃α
(1)
N−2 + Aα

(3)
N−2

]

= (4.75)

= −ǫ̃
N−4
∑

n=2
n par

α(1)
n an − A

N−4
∑

n=4
n par

α(3)
n an

Sean

B = −ǫ̃

N−5
∑

n=1

α(1)
n an − A

N−5
∑

n=3

α(3)
n an n impar (4.76)
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C = −ǫ̃
N−4
∑

n=2

α(1)
n an − A

N−4
∑

n=4

α(3)
n an n par (4.77)

B1 = ǫ̃α
(1)
N−1 + Aα

(3)
N−1, B2 = ǫ̃α

(1)
N−3 + Aα

(3)
N−3 (4.78)

C1 = ǫ̃α
(1)
N + Aα

(3)
N , C2 = ǫ̃α

(1)
N−2 + Aα

(3)
N−2 (4.79)

enton
es, las e
ua
iones (4.74) y (4.75) se pueden es
ribir 
omo:

aN−1B1 + aN−3B2 = B (4.80)

aNC1 + aN−2C2 = C (4.81)

Con las e
ua
iones (4.70), (4.71), (4.80) y (4.81) formamos dos sistemas

de e
ua
iones 
ada uno 
on dos in
ognitas

aN + aN−2 = D (4.82)

aNC1 + aN−2C2 = C (4.83)

donde D = h0 −
∑N−4

k=0 ak, k par. Para este sistema de e
ua
iones la solu
ión

es

aN =
DC2 − C

C2 − C1
(4.84)

aN−2 =
C − DC1

C2 − C1
(4.85)
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el otro sistema de e
ua
iones es

aN−1 + aN−3 = E (4.86)

aN−1B1 + aN−3B2 = B (4.87)

donde E = −∑N−5
k=1 ak, k impar. La solu
ión es

aN−1 =
EB2 − B

B2 − B1
(4.88)

aN−3 =
B − EB1

B2 − B1
. (4.89)

Una última palabra antes de dejar este 
apítulo. La 
onserva
ión de masa
∫ 1

−1
η(x)dx = 0 puede expresarse en términos de los 
oe�
ientes de la expan-

sión de h(x, t), y ésta puede llegar a ser de utilidad futura. Utilizando la

propiedad (3.46) para los polinomios de Chebyshev, esto es

∫ 1

−1

Tn(x)dx =
nTn+1(x)

n2 − 1
− xTn(x)

n − 1

podemos mostrar que la 
onserva
ión de masa es equivalente a

N
∑

n=0
n par

an

n2 − 1
= 0. (4.90)

4.5. Supresión de la inestabilidad Rayleigh-Taylor

Una 
apa de �uido suspendida desde el te
ho de una habita
ión goteará,


omo 
ualquiera que tenga goteras en 
asa puede de
irlo. En general, la

interfase entre una 
apa de �uido arriba de una de gas, es inestable. La

supresión de esta inestabilidad puede lograrse al ha
er os
illar el 
ontenedor

verti
almente [21℄, y se predijo que también se lograría 
on gradientes de

temperatura [10℄.
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Una perturba
ión en la profundidad de la 
apa de liquido produ
e re-

giones mas gruesas, donde la interfase se ha
e más 
aliente y regiones mas

delgadas, donde la intefase se ha
e más fría. Como la tensión super�
ial dis-

minuye al in
rementarse la temperatura, el �uido es �jalado� a lo largo de la

interfase de las regiones más 
alientes a regiones más frías (ver �gura ??). La

termo
apilaridad a
túa 
omo agente estabilizador.

Re
ientemente, Burguess y 
olaboradores ?? realizaron experimentos so-

bre la estabiliza
ión de una 
apa de �uido suspendida de una super�
ie (de

�
abeza�), que es gravita
ionalmente inestable. La �gura ?? es un diagrama

de su experimento. Ellos en
ontraron que 
uando una diferen
ia de tempera-

tura verti
al Tb−Tt > 0 está arriba de un valor 
riti
o, la fuerza restauradora

que propor
ionada por la tensión super�
ial dependiente de la temperatura

puede estabilizar a la 
apa.

T

TFrio

Caliente

d

t

b

h(x,t)

∆

σ

L

d g

g

Liquido

Gas

Figura 4.2: Geometría de la 
apa de �uido suspendida 
on un gradiente de

temperatura que logra estabilizar a la 
apa.

El análisis usa una versión modi�
ada del modelo de Swift-Van Hook. Con

un 
ambio de signo del gradiente de temperatura y los terminos de a
elera
ión

gravita
ional, la e
ua
ión de evolu
ión para la profundidad del liquido h se

apli
a a la inestabilidad de Rayleigh-Taylor. La e
ua
ión de evolu
ión es
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∂h

∂t
= ∇ ·

(

M

2

(1 + F )h2∇h

(1 + F − Fh)2
− G

3
h3∇h − S

3
h3∇2∇h

)

, (4.91)

multipli
ando ambos lados de la e
ua
ión por 3/G y sustituyendo M = DG,

G = gd3/νκ y S = σd/ρνκ, la e
ua
ión anterior se rees
ribe 
omo

3

G

∂h

∂t
= ∇ ·

{

3D

2

(1 + F )h2∇h

(1 + F − Fh)2
− h3∇h − 1

q2
cap

h3∇2∇h

}

(4.92)

donde qcap =
√

ρgd2

σ
.

Para realizar el estudio de la estabilidad lineal, nos �jamos en la e
ua
ión

linealizada que es

3

G

∂h

∂t
+ ǫ∇2h +

1

q2
cap

∇2∇2h = 0 (4.93)

donde ǫ = −3D
2

(1 + F ) + 1.

Asumiendo una solu
ión de la forma h(x, y, t) = 1+ηq1,q2e
γqtei(q1x+q2y), se

tiene que la razón de 
re
imiento del modo q-ésimo es

γ(q) =
G

3
q2

[

ǫ −
(

q

qcap

)2
]

(4.94)

donde ǫ se puede es
ribir 
omo ǫ = [(∆T )c − ∆T ]/(∆T )c la temperatura

redu
ida, q es el número de onda de la perturba
ión y

(∆T )c =
2

3

ρgd2

σT

(1 + dgk/dkg)
2

(k/kg)(1 + dg/d)
. (4.95)

Burguess y 
olaboradores reportan que hay una dis
repan
ia entre el aná-

lisis de estabilidad lineal dado arriba (que 
on los parametros usados en sus

experimentos, se esperaría que fuera ∆T = 14.9 K, en este 
aso dg = 0.0275


m) y su resultado experimental (∆T = 9.7 K). En sus experimentos hay un

74



extremo del 
ontenedor en el 
ual el liquido queda �pegado�, es de
ir no varía

la altura de la 
apa de �uido en ese extremo, y 
onjeturan que este puede ser

un fa
tor determinante en la dis
repan
ia, lo 
ual no se toma en 
uenta en

el análisis de estabilidad lineal bosquejado arriba. También llevaron a 
abo

medi
iones de la inestabilidad para tres profundidades de la 
apa de aire y

en
ontraron que la diferen
ia entre el ∆T observado en el umbral de la ines-

tabilidad y el valor que se predi
e teori
amente, 
ambia signos en F ≈ 1/2.

Espe
í�
amente, para dg =0.0275 
m (F =0.35), dg =0.0206 
m (F =0.45) y

dg =0,0183 
m (F =0.65), el ∆T observado en el umbral estaba 30 % abajo,

10 % abajo y 30 % arriba del valor teóri
o, respe
tivamente. En el estudio

realizado en [1℄ para el 
aso no invertido, se en
ontró que la dependen
ia del

umbral de la inestabilidad 
on la forma del per�l de la interfase, era míni-

ma para |F − 1/2| pequeños, y era 
onsiderable para |F − 1/2| grandes. La

ondi
ión de que la interfase se mantuviera a la misma altura en las paredes

laterales del 
ontenedor, resultó ser 
ru
ial en la determina
ión de la forma

de la intefase estable. La 
onjetura de Burguess, es que esta última 
ondi
ión

debe explorarse para ver si eso expli
a la dis
repan
ia men
ionada en sus

experimentos.

En la siguiente se

ión se reportan algunos resultados numéri
os 
on el


ódigo 
onstruido, y perspe
tivas para el 
ódigo que aún está en 
onstru

ión.
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Capítulo 5

Resultados Numéri
os

Para el estudio de la 
onve

ión produ
ida por tensión super�
ial 
on el

modelo de Swift-Van Hook

∂h

∂t
+

∂

∂x

[

3D

2

(1 + F )h2

(1 + F − Fh)2

∂

h
∂x − h3∂h

∂x
+

h3

B

∂3h

∂x3

]

= 0 (5.1)

≡ ∂h

∂t
+

∂J(x, t)

∂x
= 0,

resolvemos la e
ua
ión 
on 
ondi
iones de frontera periódi
os, usando el mé-

todo de Tau en la base de los polinomios de Chebyshev. En este método, la

minimiza
ión del residuo nos 
ondu
e a un 
onjunto de e
ua
iones diferen-


iales ordinarias para los 
oe�
ientes a0, ..., aN−4, espe
i�
amente

ȧn = −J (1)
n 0 ≤ n ≤ N − 4, (5.2)

donde J
(1)
n son los 
oe�
ientes de la expansión en términos de los polinomios

de Chebyshev, de la primera derivada de la fun
ión J(x, t). Las 
ondi
io-

nes de frontera determinan los 
oe�
ientes restantes aN , aN−1, aN−2 y aN−4,

estos están dados por (4.42), (4.43), (4.44) y (4.45). La evolu
ión temporal

de los 
oe�
ientes la llevamos a 
abo 
on el paquete CVODE para e
ua
io-

nes rígidas y no-rígidas, publi
ado en 1996 [5℄. Resolvemos (5.1) y llevamos
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a
abo el análisis de estabilidad lineal alrededor de la intefase plana usando

pequeñas perturba
iones h(x, t) = 1 + η(x, t) 
on η elegida prin
ipalmente


omo A cos (πx), 
on A =0.01 o más pequeña, aunque también usamos otras


ondi
iones ini
iales. El próposito de este análisis, del 
ual ya sabemos su

resultado, fue probar si el 
ódigo estaba trabajando 
orre
tamente. Se en-


ontró el mismo umbral de la inestabilidad que el en
ontrado teori
amente

D(1 + F ) = 0.703. Sabemos que es ne
esario realizar un estudio matemáti
o

formal de la 
onvergen
ia del método espe
tral apli
ado a la e
ua
ión (5.1)

y no desestimamos su importan
ia. Siguiendo la teoría de estabilidad y 
on-

vergen
ia expuestos por ejemplo, en el 
apítulo 6 del libro de Canuto, et al

[4℄, planeamos realizar este análisis en un trabajo futuro.

De las 
orridas del 
ódigo, se desprende un he
ho ya observado por Van

Hook, que los pi
os se forman para F >≈ 1/2, y los agujeros para F <≈ 1/2.

Ejemplos de éstos se muestras en las �guras ?? y ??. Cer
a de la F = 1/2, la

diferen
ia entre pi
o y agujero es ambigua. También observamos que el tama-

ño de los pi
os y agujeros depende del n �mero de Bond B, que da la magnitud

relativa entre gravedad y tensión super�
ial. Tensiones super�
iales grandes

(B pequeñas) evita la forma
ión de estru
turas muy �pi
udas�, inversamente,

tensiones super�
iales pequeñas (B grandes) permite la forma
ión de estru
-

turas puntiagudas.

Con las 
ondi
iones de frontera periodi
as, podemos ha
er la evolu
ión de

la e
ua
ión para la inestabilidad de Rayleigh-Taylor. En la �gura se muestra

....

En el 
apítulo anterior, sentamos las bases para la reprodu

ión de los

resultados de la referen
ia [1℄, donde se mostró que las 
ondi
iones de frontera

no-periódi
as (dedu
idas aquí en detalle) usadas para el modelo de Swift-Van

Hook, expli
an 
ualitativamente, las divergen
ias de resultados entre teoría

y experimento en la 
onve

ión indu
ida por tensión super�
ial (vease �gura

3 de la referen
ia [1℄). Para el estudio de la supresión de la inestabilidad de

Rayleigh-Taylor, debermos en
ontrar las 
ondi
iones de frontera apropiadas

para tal experimento. Creemos que estas son:

77



h(x = −1) = h0 , J(x = ±1), (5.3)

pero 
omo en el otro extremo, el liquido no esta �pegado� a la pared lateral,

ne
eitamos una 
ondi
ión más. Ésta puede ser la 
onserva
ión de la masa

(5.4), que dedujimos anteriormente, expli
itamente

N
∑

n=0
n par

an

n2 − 1
= 0. (5.4)
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Capítulo 6

Con
lusiones y Trabajo Futuro

En este trabajo se realizó

1. Una revisión de la 
onve

ión indu
ida por tensión super�
ial, que para


apas muy delgadas de �uido 
ondu
en a la inestabilidad de ruptura.

2. Bosquejamos también la dedu

ión del modelo de Swift-Van Hook, e hi-


imos una revisión de los métodos espe
trales que usamos para resolver

di
ha e
ua
ión.

3. Es
ribimos un 
ódigo para resolver la e
uaión de Swift-Van Hook 
on


ondi
iones de frontera periódi
as y dedujimos expli
itamente las 
on-

di
iones de frontera que mejor modelan elproto
olo experimental.

4. Realizamos 
on este 
ódigo, el análisis de estabilidad lineal, reprodu-


iendo el valor teóri
o del umbral de esta inestabilidad.

5. Observamos que los pi
os se forman para F >≈ 1/2, y los agujeros

para F <≈ 1/2, en 
on
ordan
ia 
on las observa
iones.

6. Observamos que el tamaño de los pi
os y agujeros depende de B. Para

B pequeñas se evita la forma
ión de estru
turas muy �pi
udas�, para

B grandes, se permite la forma
ión de estru
turas puntiagudas.
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El trabajo por realizar en el futuro es

1. Ver si, usando las 
ondi
iones de frontera no-periódi
as dedu
idas en

este trabajo, junto 
on la in
lusión de no-uniformidades en el gradiente

de temperatura y en el pegado del liquido en las paredes laterales, así


omo el análisis 2-dimensional llevan a una mejor 
on
ordan
ia entre

los resultados experimentales y teóri
os que los mostrados en ([1℄).

2. Determinar las mejores 
ondi
iones de frontera que mejor se adapten al

proto
olo experimental en la supresión de la inestabilidad de Rayleigh-

Taylor, implementarlas y realizar un análisis de estabilidad numéri
o

para determinar si la 
onjetura de Burguess es 
orre
ta o no.

Las bases sentadas en esta tesis, nos permitirán realizar estos dos puntos

aqui men
ionados.
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