UNIVERSIDAD MICHOACANA DE
SAN NICOLAS DE HIDALGO

INSTITUTO DE FISICA Y MATEMATICAS

Sobre la Inestabilidad de Ruptura en Conveccion Inducidad por Tension Superficial

TESIS

QUE PARA OBTENER EL TfTULO DE:
MAESTRA EN CIENCIAS EN EL AREA DE FiSICA

PRESENTA:

SUSANA HERNANDEZ CAMACHO

ASESOR:
DR. Ricardo Becerril Barcenas

MORELIA, MICHOACAN FEBRERO DEL 2010.



Agradecimientos



dedicada



Indice general

Restimen

1. Introduccién.
1.1. Inestabilidades hexagonal y deformacional. . . . . . . . . ...
1.2. Mecanismos y Escalas de Tiempo. . . . . . . ... ... .. ..

1.3. Analisis de estabilidad lineal . . . . . . . . . . ... ... ...

2. Modelo de Swift-Van Hook

2.1. Analisis lineal de la ecuacion de evolucion. . . . . . . . . . ..

3. Base de Fourier y Chebyshev
3.1. Introduccion . . . . ...
3.2. Basede Fourier . . . . . ... ... ... .
3.2.1. Teorema de convolucion . . . . . .. .. .. ... ...
3.2.2. Transformadas Discretas de Fourier . . . . . . . . . ..
3.2.3. Error de Aliasing. . . . . . . .. ... ... ...
3.3. Base de Chebyshev . . . . .. ... ..o

3.3.1. Transformaciones Discretas de Chebyshev . . . . . ..

4. Esquema Numérico

4.1. Método Espectral de Galerkin. . . . . . .. ... ... .....



4.2. Método Espectral Tau. . . . . . .. . ... .. ... ... 48

4.3. Método Espectral de Colocaciéon. . . . . . . ... ... . ... 50
4.4. Condiciones de Frontera . . . . . .. ... ... ... ..... 50
4.4.1. Condiciones de frontera peridédicas. . . . . . .. . ... 51

4.4.2. Condiciones de frontera no periédicas. . . . ... ... 63

4.5. Supresion de la inestabilidad Rayleigh-Taylor. . . . . . . . .. 72

5. Resultados Numéricos 76
6. Conclusiones y Trabajo Futuro 79



Restimen

El estudio sistematico de la conveccion en capas de fluidos que se calientan
desde la base del contenendor y se enfrian en su parte superior se inicié
con los trabajos del fisico francés Bénard en 1900 [2]. En condiciones de
microgravedad o para capas muy delgadas (0.07 a 0.27 mm) aparece una
inestabilidad de ruptura en lugar de la bien conocida inestabilidad hexagonal
que estudié Bénard. El primer estudio experimental sobre esta inestabilidad
de ruptura lo realiz6 S. Van Hook et al [18] y [19]. En la figura 1 se muestra un
diagrama del sistema estudiado experimentalmente por Van Hook. Se tiene
una capa de fluido en un recipiente, éste se calienta desde su base. Por arriba
del fluido hay una capa de gas (generalmente aire) que se enfria. Una de
las propiedades més importantes de la interfase liquido-gas S, es la tension
superficial o, que depende de los campos presentes como son la temperatura,
campos eléctricos, concentraciones de alguna sustancia en el fluido, etc. En
el sistema que trabajaremos so6lo esta presente el campo de temperaturas y
o = o(T), explicitamente, se asume do/d1T = —or donde or es una constante
positiva. De modo que la tension superficial es linealmente dependiente de
la temperatura y crece cuando la temperatura decrece. Como resultado de
la variaciones de temperatura, sobre S se generaran gradientes de tension
superficial y el liquido que esté en regiones calientes sera arrastrado hacia
regiones frias. Este es el mecanismo de termocapilaridad, también conocido

como el efecto Marangoni, que induce el movimiento convectivo.

Lo que observaron en [19] es que para capas muy delgadas de liquido,
el sistema desarrolla un estado deformacional (de la interfase S) que puede
tomar la forma de una depresion localizada (un agujero) o una elevacion
localizada (un pico), que se desarrolle un agujero o un pico, depende del
grosor de la capa de gas (aire) que se encuentra arriba del liquido, de la
profundidad de la capa de liquido y de los coeficientes de difusion de la
temperatura en el liquido y en el gas. El desarrollo de una depresiéon o una

elevacion ocasionan que la capa del fluido se rompa, por lo que a menudo se



hace referencia a este fenémeno como inestabilidad de ruptura.

En este trabajo, se hace una breve revision del modelo hidrodinamico
propuesto por Swift y Van Hook, que describe la inestabilidad Marangoni
o de ruptura. El modelo hasta donde sabemos, no tiene soluciéon analitica y
debe resolverse numericamente, para ese fin, usamos métodos espectrales. Por
ello se hace una exposiciéon de estos métodos, y su implementacion, primero
con condiciones de frontera periddicas con una interfase liquido-gas plana, y
luego con condiciones que siguen mejor el protocolo experimental [1], esto es,
que la altura del liquido queda fijo en el menisco del contenedor (la altura del
liquido queda fija en las paredes laterales del contenedor) y que la superficie

inicial no es plana.

El proposito de revisar la conveccion producida por tension superficial,
el modelo Swift-Van Hook y los métodos espectrales, es el sentar las bases
para el estudio del fendmeno de supresion de la inestabilidad de Rayleigh-
Taylor por la imposiciéon de un gradiente de temperatura que se demostrod
experimentalmente en 2001 por J. Burguess y colaboradores [3|, aunque se
predijo tedricamente desde 1986 [10]. En el trabajo de J. Burguess et al se
reporta una discrepancia entre los resultados experimentales y la prediccion
tedrica de las condiciones para las cuales se suprime la inestabilidad. La
hipotesis que Burguess establece es que esa discrepancia podria explicarse con
el hecho de que el liquido queda fijo en las paredes laterales. La presente tesis
retne las herramientas bésicas para analisar, posteriormente, la inestabilidad

de Rayleigh-Taylor y corroborar o descartar la hipétesis de Burguess.
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Figura 1: Bosquejo del sistema liquido-gas calentado desde la base del conte-
nedor y enfriado desde arriba (T}, > T;). La longuitud horizontal del contene-
dor es L, d y d4 son las profundidades medias de las capas del liquido y del
gas respectivamente y h(z,t) es la altura de la interfase liquido-gas. Puesto
que la tension superficial o disminuye con el incremento de la temperatura,
el liquido de regiones méas bajas (mas caliente y por tanto con menor tension
superficial) sera jalado a regiones mas elevadas (mas frias y por tanto con

mayor tension superficial) generando movimiento convectivo.



Capitulo 1

Introduccion.

La transferencia de calor es un proceso por el cual se intercambia ener-
gia en forma de calor entre distintos cuerpos o entre diferentes partes de
un mismo cuerpo (o sistema) que estan a distinta temperatura. El calor se
transfiere béasicamente de tres formas: por conveccion, radiacién y por con-
duccién. Aunque estos tres procesos pueden tener lugar simultaneamente,

puede ocurrir que uno de los mecanismos predomine sobre los otros dos.

Cuando una capa de fluido en reposo se calienta desde la base y se enfria
en la parte superior, se establece un gradiente de temperatura en la direccion
vertical. El calor se difunde exclusivamente por conduccion, y la temperatu-
ra del fluido depende linealmente de la coordenada vertical z desde un valor
T(z = 0) hasta su valor T(z..). En esta situacion, la conveccion se pro-
duce porque la region inferior del fluido debido al aumento de temperatura
se vuelve menos densa y experimenta una fuerza que tiende a elevarla des-
plazando al fluido que se encuentra en la parte superior y que estd a menor
temperatura y por lo tanto es mas denso y tiende a hundirse estableciendose
asi un flujo convectivo. La fuerza responsable de este flujo es el empuje por

flotacion.

La conveccidon es un fenémeno con el que convivimos a diario y que se

manifiesta en varios contextos, por ejemplo: la conveccidén en meteorologia se



produce por gradientes de temperatura amplificados cuando el sol calienta la
tierra, teniéndose aire mas caliente en su superficie que en regiones més altas.
El movimiento convectivo es ciertamente un factor importante en el compor-
tamiento del clima; en las corrientes oceanicas la conveccion producida por
gradientes de temperatura y salinidad también juega un papel determinante
asi como en el movimiento de las placas tectonicas las cuales a su vez de-
terminan el movimiento de los continentes; en el contexto de la astrofisica,
la conveccion juega un papel central en la transferencia de calor y materia
en el interior de las estrellas. Es remarcable que lo basico de la dinédmica
de estos grandes flujos convectivos presentes en la naturaleza puede ser es-
tudiado experimentalmente en un laboratorio con dimensiones mucho mas
pequenas. Las observaciones de la formacion de patrones convectivos datan
desde los trabajos de Weber (1855) [20] y Thompson (1882) [17], pero fue el
fisico Bénard (1900) quien realiz6 las primeras investigaciones sisteméaticas
de conveccion en capas de fluidos calentadas desde abajo con la superficie
superior expuesta al aire [2]. El observé que en la superficie del fluido, se for-
maban celdas hexagonales que tenian la forma como de un panal de abejas
en el cual el fluido subia por el centro de los hexdgonos y bajaba por sus

lados.

Para describir el mecanismo de la convecion térmica inducida por flota-
cion, nos fijamos en un elemento de fluido que esta mas caliente (y por tanto
menos denso) que por una perturbacion se encuentra en una region mas fria
(y por tanto mas densa), este elemento, por ser menos denso que la region
que lo rodea, experimentara una fuerza de empuje hacia arriba (principio de
Arquimedes) y empezara a subir. Sin embargo, por efectos de difusion de ca-
lor, el elemento de fluido ira equilibrando su temperatura con sus alrededores,
esto se realizara rapida o lentamente de acuerdo al coeficiente de difusion del
fluido, y esa fuerza de empuje disminuira y el elemento se empezara a parar,
a esta desaceleracién también contribuira la viscosidad. Asi que habra una
competencia entre el gradiente de temperatura por un lado (que desestabi-

liza al sistema) y la difusion y viscosidad que lo estabiliza (ver figura 1.1).



Dependiendo del gradiente de temperatura, la viscosidad y la rapidez de la
difusién, el movimiento del elemento de fluido permanecera o desaparecera.
Uno inicia con un estado conductivo, esto es, el calor se transporta sélo por
difusion mientras el fluido esta en reposo. Si por una perturbaciéon el fluido
empieza a moverse, este movimiento puede decrecer y entonces el sistema
regresa al reposo, en cuyo caso decimos que el sistema es estable, 6 crecer y

permanecer, en cuyo caso decimos que el sistema es inestable.

'

Fuerza de flotacion e .
Difusion termica

Fuerza viscosa

Figura 1.1: Mecanismo de flotacién que genera movimiento convectivo. Kl
gradiente de temperatura es desestabilizador, mientras que la difusion de

calor y la viscosidad son estabilizadores.

Fue Rayleigh quien intentd explicar teoricamente las observaciones rea-
lizadas por Bénard. Rayleigh trat6 el problema como un problema de esta-
bilidad [14] y encontré que la cantidad, que lleva su nombre, el nimero de
Rayleigh R o« AT /vk (donde AT es el gradiente de temperatura, v es la
viscosidad cinematica del fluido y & es el coeficiente de difusion térmico) era
el pardmetro de control apropiado para la conveccion de Benard llevada a
cabo por el mecanismo de flotacion. La importancia relativa de estos meca-
nismos se mide mediante el nimero adimensional de Rayleigh R que es una
medida de las intensidades relativas del efecto desestabilizador de la flota-
cion inducida por el gradiente de temperatura, y los efectos estabilizadores

de la difusiéon y viscosidad. El nimero de Rayleigh tiene un valor critico R.,
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cuando al aumentar el valor de R (aumentando el gradiente de temperatura)
se supera este valor critico, se establece la conveccion, el fluido mas caliente
tiende a subir y el mas frio tiende a bajar, pero no lo pueden hacer por el
mismo sitio, esto hace que el fluido se divida en celdas convectivas. Rayleigh
mostro que el flujo convectivo empieza con un ntimero de onda ¢. cuando R
excede el valor R,, el cual depende de las condiciones de frontera. La idea
que la flotaciéon es la causante de la conveccidén se mantuvo por varios anos,
hasta que algunos autores estudiaron los efectos de los gradientes de tension
superficial (Pearson, 1958 [12]), en donde el pardmetro relevante es el nimero
de Marangoni M = orATd/prk (aqui o es el coeficiente de temperatura de
la tension superficial). El ntumero de Marangoni es una medida de las inten-
sidades relativas del efecto desestabilizador de la termocapilaridad (inducida
por el gradiente de temperatura), y el efecto estabilizador de la difusion (y

viscosidad).

En capas de fluidos abiertas al aire, los mecanismos de tensién super-
ficial y flotaciéon pueden operar simultaneamente y producir flujos convec-
tivos conjuntamente [8]. Para estimar cuél efecto es dominante uno puede
fijarse en la razon entre el nimero de Marangoni y el nimero de Rayleigh
' = M/R = or/agpd®>. Como T’ no depende de AT es una cantidad fija
durante un experimento. Resulta ser que I' > 1 es una condicién necesaria
pero no suficiente para que la termocapilaridad sea el efecto dominante so-
bre la flotacion |7]. En gravedad terrestre, los flujos convectivos inducidos
por termocapilaridad son dominantes en capas de fluidos muy delgadas, de
otra manera, la flotacion juega un papel significativo. En condiciones de mi-
crogravedad, la termocapilaridad es el mecanismo dominante que produce

movimiento convectivo.

1.1. Inestabilidades hexagonal y deformacional.

La tension superficial puede causar dos inestabilidades completamente di-

ferentes: la inestabilidad hexagonal y la inestabilidad deformacional de onda
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larga. En una de ellas, hay una transicion desde el estado conductivo hacia
celdas convectivas hexagonales, con un ntmero de onda finito ¢ = 2wd/\
donde A es la longitud de onda caracteristica de las celdas y d la profundidad
media del fluido. Esta inestabilidad surge de las fluctuaciones de temperatura
sobre la superficie libre. Como resultado de estas fluctuaciones, el fluido que
estd en regiones calientes de la superficie S es arrastrado a regiones mas frias
donde la superficie tiende a contraerse debido a una tensioén superficial mas
grande (do/dT < 0). El fluido del interior del contenedor sube a la superficie
para reemplazar al fluido que ha sido arrastrado a otro lugar sobre la superfi-
cie. Como el fluido que viene de abajo de la superficie es atin mas caliente que
en esas regiones calientes de S, la perturbacion original de la temperatura se
amplifica. Para gradientes de temperatura suficientemente grandes, la difusi-
vidad térmica no puede estabilizar al sistema y el movimiento se mantendra.
Noétese que no hay ninguna referencia a la gravedad, asi que el mecanismo
es independiente de la gravedad. Schatz y colaboradores realizaron experi-
mentos con I' = 40 cuando la termocapilaridad es dominante usando capas
de fluido de 0.419 mm de espesor, y encontraron una transiciéon del estado
conductivo al hexagonal en M. = 84 con buena concordancia con la teoria
de estabilidad lineal [15].

En el segundo tipo de inestabilidad causada por tension superficial, hay
una transicion del estado conductivo a la ruptura de la capa de fluido. La
capa se rompe hacia “arriba” o hacia “abajo”, es decir, formando ya sea una
depresion localizada (un agujero) o una elevacion localizada (un pico). La
inestabilidad deformacional de longitud de onda larga, surge de las fluctua-
ciones de la altura h(z,y) de la interfase liquido-gas S, la cual induce varia-
ciones en la temperatura de la superficie libre que a su vez genera gradientes
de tension superficial que amplifican las fluctuaciones. Para un gradiente de
temperatura suficientemente grande la gravedad no puede estabilizar esta
perturbacion deformacional por lo que la interfase tiende a romperse. Esta
es la inestabilidad que revisaremos en este trabajo. Los valores de I" en [19]

estdn en un rango de 10% y 10% asf que R << R,.
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Pardmetros Simbolo
Tension Superficial o
Coeficiente de Tension Superficial(—do /dT) or
Densidad del liquido p
Difusividad Térmica del liquido K
Viscosidad Cinematica del liquido v
Coeficiente de expansion térmica del liquido «
Conductividad Térmica del liquido k
Conductividad Térmica del gas kg
profundidad media del liquido d
profundidad media del gas d

Tabla 1.1: Notacién usada para las cantidades fisicas que intervienen en la

conveccion de ruptura inducida por tension superficial.

1.2. Mecanismos y Escalas de Tiempo.

En un experimento de convecciéon de Bénard existen tres mecanismos
(termocapilaridad, gravedad y difusividad) los cuales son estabilizadores (la
gravedad y la difusividad) y desestabilizadores (la termocapilaidad). Como
se menciond anteriormente, los mecanismos estabilizadores compiten con los
efectos desestabilizadores debido a los diferentes tipos de fluctuaciones. El
mecanismo de estabilizacion es diferente para cada una de las inestabilidades
hexagonal y longitud de onda larga.

Debido a estos tres mecanismos, consecuentmente, existen tres escalas

d3
de tiempo asociadas con ellos, el tiempo termocapilar t2, = ’0—, el
P O'TAT
4
2

d d
gravitacional t2,,, = — y el difusivo 3,; = —. La razon entre las escalas de
VK

tiempo difusivo y gravitacional se conoce como el ntimero de Galileo
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t2, d3
G=_2 9% (1.1)
t_(Z]T’aU VH

que es una medida relativa de la intensidad de los dos mecanismos estabili-
zadores. El mecanismo estabilizador con la escala de tiempo mas grande es
el que determina el criterio del tipo de conveccién como se describe a conti-
nuacion. Cuando G es grande, t,,.4, €s pequeno, es decir, y la gravedad actia
rapidamente para estabilizar la inestabilidad deformacional manteniendo la
interfase plana estabilizada. Por tanto, la conveccién hexagonal se vuelven la
inestabilidad primaria. El parametro relevante para determinar estabilidad

en este caso es el nimero de Marangoni

t?ﬁf . O'TATd

M

> (1.2)

termocap PVK

Cuando M es suficientemente grande, la termocapilaridad es suficientemente

fuerte para derrotar la difusion iniciando asi la convecciéon hexagonal.

Por otro lado, cuando G' es pequeno, la escala de tiempo difusiva tgs
es pequena, asi que las perturbaciones en la temperatura son rapidamen-
te suprimidas, y la gravedad actiia relativamente lenta para estabilizar las
inestabilidades deformacionales que se convierten en las primarias y condu-
cen a la ruptura de la capa de fluido. En este caso, el pardmetro relevante
que determina el inicio de la inestabilidad es el asi llamdo ntimero de Bond

Dinamico Inverso

t2 M o7 AT
D=9 _—— _ 1 1.3
t2 G pgd2 ( )

termocap
Cuando D es suficientemente grande, el efecto de termocapilaridad es mas

fuerte que el efecto de la gravedad y por lo tanto la derrota, lo que ocasiona

que el sistema se vuelva inestable para deformaciones de la interfase.

En la figura 4.2 se tiene el diagrama de estabilidad en el espacio de para-

metros M — G con los limites entre el estado conductivo y las inestabilidades
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hexagonal y deformacional. En el capitulo siguiente, exponemos el modelo
desarrollado por Swift y Van Hook para el estudio de la inestabilidad de

ruptura.
M
A
120 ‘
r 3 hexagonos b
l
80 — longitud de onda ettt —
larga ‘
40 |— _ _
conduccion
0 | -G
0 120 240

Figura 1.2: Diagrama de inestabilidades que muestra las regiones donde las

inestabilidades deformacional y hexagonal surgen en el espacio M — G.

1.3. Analisis de estabilidad lineal

Para terminar este capitulo, haremos una exposicion general y muy breve
de la teoria de estabilidad lineal. La dindmica de un sistema ya sea fisico,
biolégico, quimico, econémico, étc., generalmente se modela a través de un
sistema de ecuaciones diferenciales que pueden surgir de leyes mas fundamen-
tales 6 modelos empiricos. En mecanica de fluidos, la dinamica es gobernada

por las ecuaciones de Navier-Stokes, o modelos derivados de ellas, para un
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sistema mecanico, la dindmica seré gobernada por las ecuaciones de Newton,
Lagrange 6 Hamilton, y asi sucesivamente. El propoésito de la teoria de esta-
bilidad lineal, es estudiar bajo que condiciones un estado de un sistema (en
nuestro caso, por ejemplo, el estado conductivo) es inestable ante pequenas
perturbaciones, es decir, las circunstancias bajo las cuales un estado del siste-
ma sufrird una transicion a otro estado de movimiento. En cualquier sistema
fisico es inevitable la presencia de perturbaciones, aun cuando se tengan ex-
perimentos cuidadosamente controlados, éstas estaran presentes. Entonces la
pregunta es si estas perturbaciones creceran llevando al sistema a otro esta-
do, en cuyo caso se dice que el sistema es inestable, 6 si estas perturbaciones
no creceran y eventualmente se anularan, permaneciendo el sistema de este

modo, en el mismo estado, en cuyo caso el sistema se dice que es estable.

Para tener una idea mas clara al respecto, expondremos la idea central de
la teoria de estabilidad lineal como aparecen en los libros de texto de dinamica
nolineal y caos [16]. Dicho anélisis se hace alrededor de los puntos fijos del
sistema, en nuestro caso, el “punto” fijo seria el estado conductivo. En los
textos, generalmente se realiza el anélisis a ecuaciones de la forma z= f (Z),
esto no debe extranarnos pues siempre es posible escribir ecuaciones de orden
superior en esta forma. Y es con este tipo de sistemas que hacemos aqui el

analisis. Iniciamos con el caso 1-dimensional

T = f(x), (1.4)

donde f es una funciéon de una sola variable real bien comportada (continua
y su primera derivada también continua). Decimos que # es un punto fijo si
f(@) = 0. Una vez localizados los puntos fijos, uno puede colocarse "cerca’ de
uno de ellos (en el punto z(t)) y preguntarse por la evolucion de x(t). Este
punto z(t) puede alejarse, acercarse, o mantenerse moviendo alrededor del
punto fijo z. La clasificacion de los puntos fijos se da en base a estos compor-
tamientos de un punto “cercano” x(t). Iniciemos analizando la estabilidad de
un punto fijo  de la ecuacion diferencial (1.4) considerando una perturbacion

alrededor del punto fijo Z, que llamaremos 7, la cual expresaremos como
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asi que z(t) = n(t) + & es un punto alejado de & por una "distancia” 1, que
consideraremos pequena. Una pregunta natural es como evoluciona 7(t) en
el tiempo (o equivalentemente, como evoluciona un punto “cercano” x(t)).

Deseamos entonces obtener una ecuaciéon para 7, que sera

= =t 1=
= 1) = f(2) = f(n + ) (15)

Hagamos una linealizacion de 7 (es decir, despreciaremos los términos de

orden iguales y superiores a 1*) por medio de la expansion en serie de Taylor
de f(n+ )

q o= f(@)+ (%)1 (- 7) +](x — ©)2. (1.6)

Si consideramos que 7 << 1 podremos despreciar los términos de orden

2 y mayores, asi la ecuacion (1.6) nos queda

n=f@n
Resolviendo esta ecuacion diferencial tendremos que n = ng e/’ @*, donde 7,
la perturbacién inicial, es una constante. Podemos ahora observar que su
solucion esté determinada por el signo que tome f’(Z) entonces: si f'(Z) > 0,
7 crece, decimos que Z es un punto inestable. Si f'(Z) < 0,  decrece, decimos
que T es punto estable. Notamos que la estabilidad de un punto fijo, en el
caso 1-dimensional, depende del signo de la primera derivada de la funcién
f en el punto fijo bajo consideracion. Para el caso de n variables, la derivada
de la funcién ya no es simplemente un niimero, y necesitaremos otro criterio.

A continuacion analizamos el caso n—dimensional. Consideremos al sistema

17



v -

- =@ (1.7)

donde f: R" — R", es una funcion de clase C'. En componentes (1.7) se ve

como

T fl(l’)
. A7 o . fa()
= = f(Z(t)) = 5 :
T fn(2)

decimos que 7 es un punto fijo si f(#) = 0. Si consideramos un punto Z(t)

cercano a I, éste lo escribiremos como

Ft)=F+7 (1.8)

Las componentes de cada vector son

l':(l'll'g...llfn), T = (ilii'gi'n), 77:(7717727711)
Ahora analicemos como cambia 77 con respecto al tiempo. Derivando la ecua-

cion (1.8) tenemos

di _dz  di _ di
dt — dt = dt dt’

—
—

Desarrollando en serie de Taylor la i—ésima componente de f(Z) uno llega a

io= 1@+ 5 0 D e, (19)

donde i =1,2,3,...n. Si consideramos que 17 << 1 despreciaremos los térmi-
nos de orden 2 en 7, conservando s6lo los términos lineales. De esta manera

encontramos que la ecuacion para 7(t) es
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Z (gj;) : (1.10)

La matriz Jacobiana

ofi\
(axj)j = J, (1.11)

se evaliia en el punto fijo Z. La ecuacion (1.10) escrita en forma matricial es

M= J7,
con la experiencia en el caso 1-dimensional, proponemos una solucién de la

forma

i = et (1.12)
Este resultado nos conduce a un problema de valores propios: J7jg = Afjy. Los
valores propios determinaran el caracter de un punto fijo.

Un ejemplo de linearizacion alrededor del punto fijo 0, lo veremos con el

sistema

&= fi(z,y) = pr —y +zy?

1.13
y= folz,y) =+ py +9° (1.13)

La matriz Jacobiana es,

J— Jir iz I -1
Jar fo2 i I p
Donde f;; = 0f;/0x; y 1 = z, x2 = y. Como puede verse inmediatamente,
la ecuacion linealizada Z = JZ es
&= fi(z,y) = pr —y

v = folz,y) =+ py
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que equivale a simplemente despreciar los términos no-lineales en (1.13). De
esta tltima ecuaciéon uno puede determinar los valores propios y vectores
propios y determinar el tipo de punto fijo que se tiene. Una clasificacion
completa para el caso 2-dimensional se encuentra en [16]. Ya no la haremos
aqui, el proposito de esta primera secciéon era dar nociones generales de la
teoria de estabilidad lineal.
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Capitulo 2

Modelo de Swift-Van Hook

Swift y Van Hook [19] derivaron una ecuacion de evolucion de la altura
h(z,t) de la interfase liquido-gas a partir de las ecuaciones de conduccion
de calor, de Navier-Stokes, de continuidad, las condiciones de frontera de la
velocidad y temperatura en la base del contenedor, la condicién cinemética
en la superficie de la intefase, las condiciones de frontera en la interfase del
esfuerzo normal y tangencial, y la condicién de frontera de la temperatura
en la parte superior de contenedor. Su modelo toma en cuenta el efecto de la
deformacion sobre el perfil de la temperatura en la superficie S. En el estado
conductivo, cuando la superficie S no se ha deformado, la diferencia uniforme
de temperatura a lo largo de la capa de fluido AT puede calcularse a partir
de la temperatura en Ty v Tp,. En efecto, de la conservacion del flujo de calor

en la interfase, se tiene

(AT) (AT) yas T, — T, — AT
k———- =k =k )
d 7 d, g dy
despejando AT se tiene que
T, — T,
1+ =2
k,d
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donde T; y T, son las temperaturas correspondientes a la parte inferior y
parte superior respectivamente de nuestro sistema (ver figura 1). Se usa AT
dado por (2.1), como la diferencia de temperatura caracteristica a través de
la capa de fluido; ademéas tomamos como la temperatura local de la intefase
S la dada por (2.1) con d — h(x,y,t) y dy/d — [dg/d — (h(z,y,t) — 1)], 0

bien

T, —T; ATh
T(z,y,z=h)=T,— =Ty — ————  (22)
7D (dg/d—h(z,y,t)+1)k _
14 h(ny’f’)’kg 1+ F—Fh
donde h(x,y,t) es adimensionaliza con d, y F esta dado por
d _ ked
dy  kdg
=" (2.3)
1+ %d,

Como mencionamos anteriormente, el punto de partida para la deducciéon
del modelo de Swift-Van Hook lo constituyen las ecuaciones de conduccion
de calor, de Navier-Stokes, de continuidad, las condiciones de frontera de la
velocidad y temperatura en la base del contenedor, la condicién cinemética
en la superficie de la intefase, las condiciones de frontera en la interfase del
esfuerzo normal y tangencial, y la condicién de frontera de la temperatura

en la parte superior del contenedor, a saber

0 (i-T = V2T 2.4
@9 =v (2.4

L [ou . <. < 5 .
V-i=0 (2.6)
T=1u=0 en z=0 (2.7)
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w:a+ﬁ-ﬁh en z=~nh (2.8)
aaai = (g:jj + gzz) (1=1,2) en z=h (2.9)
P_S<Ri1+Ri2) = (ggi) en z=h (2.10)
T:—# en z:1+%g (2.11)

en estas ecuaciones se ha escrito a la velocidad en componentes, siendo |

la componente horizontal y w la componente vertical, a demés

Vi=d—+§— (2.12)

notemos que como h(z,y) no depende de z, entonces Vh=V 1h, Ry y Ry son

los radios de curvatura de la interface.

En las ecuaciones anteriores las variables que aparecen son adimensionali-
zadas de la siguiente manera: las longitudes son adimensionalizadas por d, el
tiempo por d?/k, las velocidades por k/d, la presion por prk/d?, las tempe-
raturas por AT, la tension superficial por prk/d, la aceleracion gravitacional
adimensional es el nimero de Galileo G y la altura de la interfase h(z,y)
es adimensionalizada por la profundidad media del liquido d. Asi, para el
caso del estado no deformado h(z,y) = 1. En ausencia de deformacion de la

interface, la tension superficial adimensional es S = od/prk.

Se asume que la extension horizontal L de la celda experimental es mucho
mas grande que d y dy y en efecto este es el caso en los experimentos de Van
Hook, ya que d, es tipicamente dos veces d y L/d > 100, esto implica que el
namero de onda fundamental ¢ = 27d/ L es pequeno (0 < ¢ << 1,0d << L)
y podria ser usado como un parametro de pequenez en una expansion de

las ecuaciones. En base a esto se adoptan las siguientes escalas: todas las
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derivadas temporales y espaciales en la direcciéon horizontal se consideran de
O(q); mientras que las derivadas en la direccion vertical son de O(1), i,
que es la componente horizontal de la velocidad es de O(1), w que es la
componente vertical de la velocidad es deO(q), la presion P es de O(qg™!), la
tension superficial adimensionalizada S es de O(¢™3), 9S/0T es de O(q™1),
la aceleracion gravitacional adimensionalizada G es de O(¢™') y Pr > 1.
Estos ordenes de escala son necesarios para que los tres efectos importantes
(termocapilaridad, gravedad y tension superficial) aparezcan en un orden mas

bajo. Al orden mas bajo, las ecuaciones anteriores nos quedan de la siguiente

manera:
?;73 =0 (2.13)
8;5; —V.P (2.14)
g—]: +G=0 (2.15)
6L'1_Ll+g—l’::0 (2.16)
T=u, =w=0 en z=0 (2.17)
‘Z—}; — w(h) — @y (h)-Vh (2.18)
ﬁh-ﬁS—ﬁh-%zo en z=~h (2.19)
ﬁhx%S—ﬁhx% 2=0 en z=h (2.20)
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P+SV?h=0 en z=h (2.21)

B —h
1+ F—Fh

Después de tomar en cuenta los ordenes de escala, con las ecuaciones

T en z=h (2.22)

resultantes del escalamiento, vamos a obtener paso a paso la ecuaciéon no
lineal de evolucion para la altura h(z,y) de la interfase. De las ecuaciones
(2.15) y (2.21) tenemos que

P(7,t) = —SV?h + G(h — 2) (2.23)
de la ecuacion (2.14), tenemos que
iy - -
= —SVV*h+ GVh 2.24
5. VZh + GV (2.24)

integrando dos veces con respecto a z la ecuacion (2.24)y aplicando la ecua-

cion (2.17), tenemos que

2
7, = (—svv2h + GVh) % L a(@L )2 (2.25)

para obtener la constante @ usamos la ecuacion (2.19) y obtenemos que

T = (—Sﬁv% + Gﬁh) %2 tz (Shﬁv% — GhVh + %S) (2.26)

esta tltima ecuacion satisface automaticamente la condiciéon a la frontera
dada por la ecuacion (2.20). Usando las ecuaciones (2.16) y (2.17) para la

componente vertical de la velocidad se tiene que

3
w = (SVVPh-GVh) = (2.27)
2
- % [Sv (RVV2h) — GV - (hVh) + vis]
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ahora, para obtener 0h/0t usamos la ecuacion (2.18) para T(z,y,z = h) y

se tiene que

oh = DGh? - Gh3 - h3 -
bt - T — 2 = 2.2
8t+v { 5 \Y% 3 Vh+3CTV Vh] 0 (2.28)

en esta ultima ecuacion insertamos la ecuacion (2.22) y multiplicando por

3/G tenemos que

30h = |3D (1+ F)h2Vh - R
—"—+v-}—('%) Vi h+ L

- 2.2
G ot 2 (1+F — Fh)? GCr 0 (2%

Con el fin de tener niumeros enteros para el nimero de onda q rescalamos
el dominio de x y de y en el intervalo de [0, 27), y rescalamos el tiempo por
el factor G(L/2wd)*/3 a G(L/2m)*/3k, después de tomar en cuenta estos
escalamientos tenemos que la ecuacion de evolucion dos dimensional para la

altura h(z,y) del liquido es

oh = |3D (1+F)B*Vh .= W _,=
. _ - - 2.
TR S T F - Fh)? WVh+ S VEVA| =0 (2.30)
oh =
= — -J t)=20
5 TV I@yt)

donde D es el nimero de Bond dindmico inverso, F' es el niimero de Biot dos-
capas el cual describe el transporte de calor en la interfase (cuando F' < 1/2
se forman depresiones localizadas o agujeros y cuando F' > 1/2 se forman
elevaciones localizadas o picos) y B es el niamero de Bond estatico B =
pg(L/27)* /o > 0. En la ecuacién (2.30) aparecen los tres mecanismos que
estan presentes en la conveccion: termocapilaridad, gravedad y la tension
superficial y estan representados respectivamente por cada uno de los tres
términos no lineales dentro de los corchetes. Como el sistema liquido-gas esta

delimitado por dos placas, siempre se mantiene la restriccion 0 < h(z,y) <
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(d + d,)/d. Cabe mencionar que en los experimentos de Van Hook, uno de

los valores mas usado de B es B = 18.

Para condiciones de frontera periodicas la ecuacion (2.30) satisface la

ecuacion de conservacion del liquido

/%(h(:v) —1)dz =0, (2.31)

la condicion inicial h(z,t = 0) también satisfaga esta ecuacion de continui-
dad.

2.1. Analisis lineal de la ecuacion de evolucion.

Vamos a asumir que la interfase es plana en su estado de conduccion, de
modo que h = 1, y le anadimos una pequena perturbacion n(z,t), de modo
que h = 1+ 7, que sustituimos en la ecuacion (2.30), si despreciamos los
terminos de orden n? y mayores, se llaga a la ecuacion linealizada

In

i eV?n +

1

Bv2v2n =0, (2.32)

donde

€= w —1. (2.33)

Si ahora asumimos una solucién periodica

77(@77 Y, '[;) = 77q17q26’7qt6i(QI33+QQy) (234)

sustituyéndola en la ecuaciéon linealizada obtenemos que la razéon de creci-

miento del modo g-ésimo (donde ¢* = ¢} + ¢3) es
2 ¢ 2
Vg =q (e — E) = ¢’¢, (2.35)
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el parametro de control para un modo de nimero de onda finito g esta re-
presentado por ¢;,. Cuando v, > 0 el sistema es inestable, de lo contrario
es estable. 7, > 0 si y solo si € — ¢?/B es positivo. Para el primer modo
(g = 1) y el valor experimental B = 18 la estabilidad marginal se tiene en
D(1+ F) =0.7037.

El analisis de estabilidad lineal de la ecuacion de evolucion solamente da el
crietrio del umbral de la inestabilidad con las ecuaciones linealizadas, es decir,
con perturbaciones muy pequenas. Para determinar céomo se desarrolla el
sistema una vez que se hace inestable debe resolverse la ecuacion de evolucion
no lineal. Para ello utilizamos métodos espectrales con la base de Chebyshev.

En el siguiente capitulo hacemos una descripcion general de estos métodos.
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Capitulo 3

Base de Fourier y Chebyshev

3.1. Introducciéon

Muchas de las ecuaciones diferenciales parciales asociadas a teorias fisi-
cas son en general, imposibles de resolver analiticamente. La dificultad de
resolver estas ecuaciones diferenciales parciales puede deberse a la presen-
cia de fronteras irregulares o a la existencia de términos no lineales en las
ecuaciones mismas, en estos casos es necesario recurrir a los métodos numé-
ricos. Existen distintas formas de resolver ecuaciones diferenciales de forma
numeérica, las mas populares son tres: Método de Diferencias Finitas, Méto-
do de Elementos Finitos y Métodos espectrales. Aunque en los ultimos anos
se ha estado utilizando también con mucho éxito el método hidrédinamico
de particulas suaves (SPH por sus siglas en inglés). Aqui vamos a utilizar
Métodos Espectrales, éstos han probado ser una herramienta muy tutil para
simulaciones a gran escala en dinamica de fluidos y tienen aplicaciones en
turbulencia, modelaje global del comportamiento climatico y en la dindmica

de los oceanos, por mencionar so6lo algunas de sus aplicaciones.

Los métodos espectrales se usan para encontrar soluciones numéricas a

ecuaciones de la forma
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ey = Oz, t)u(x,t) x€eD, 3.1
B(z)u(z,t) = 0 xedD, 3.2
u(@,0) = g(x) D, (33)

donde D es el dominio espacial del sistema y 0D es su frontera, O(x,t)
es un operador diferencial que acttia sobre u, B representa las condiciones
de frontera y g(z) la condiciéon inicial. La idea béasica en los ME es buscar
soluciones aproximadas al problema (3.1) - (3.3) como una serie truncada
de una base de funciones {®,(x)} ortogonales suaves, esto es, la solucién

aproximada se propone de la forma

uy(z,t) = a, ()P (). (3.4)

n=0
Asi que aqui, las incognitas son los coeficientes a,,. Una vez obtenidos los
coeficientes la solucion estard completa y no se tendra ninguna discretizacion
espacial, es decir, la solucién se tendria en todo el dominio espacial. Esta
caracteristica contrasta con el método de diferencias finitas, donde la solucién

se da solo en los puntos de la malla.

La eleccion del conjunto de funciones ortogonales que se van a utilizar para
encontrar la soluciéon aproximada, depende de las condiciones de frontera del
sistema. Para condiciones de frontera peridédicas se elige ordinariamente, la
base de Fourier ®,,(x) = e**. Para condiciones de frontera no periédicas, se
utilizan polinomios ortogonales, por ejemplo los polinomios de Chebyshev, de
Legendre, de Hermite, etcetera. Cuando hay simetria par o impar se usan las
funciones coseno o seno respectivamente. Pero en generales, los polinomios de
Chebyshev son la mejor opcion, ya que estos se adaptan bien a condiciones
de frontera arbitrarios y tienen a su disposicion las Trasformadas de Fourier

Rapidas, pués estos polinomios son una serie de Fourier disfrazada.
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La forma en que se encuentran los coeficientes a,, da lugar a los diferentes

métodos espectrales, los mas conocidos son: el método de Galerkin, el método
Tau y el método de Colocacion. Como usaremos la base de Chebyshev y ésta

es una serie disfrazada de Fourier, en la siguiente secciéon daremos algunos

elementos de estas bases.

3.2. Base de Fourier

La serie de Fourier de una funcién u(z) tiene la forma
u(z) = ao + Z a, cos(nx) + Z b, sen(nzx),
n=1 n=1

donde los coeficientes estan dados por:

1 e
a0 = o B u(z)dz,

S / " w(w)cos(n)da,

™ —Tr
1 T

b, = —/ u(x)sen(nz)dz.
™ —Tr

La serie de Furier se puede escribir en forma compleja como sigue

o0
u(z) = Z G

n=—oo

donde los coeficientes ,, se calculan con

1 [ ,
Uy = — u(x)e " dx
2 J_ .
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los coeficientes 1w, de la serie de Fourier compleja estan relacionados con los

coeficientes ag, a, vy b, de la siguiente manera

a , n=20
Uy = (an —iby)/2 , n>0
(a_p+1ib_p)/2 , n<0

Desde el punto de vista de los métodos espectrales, la pregunta relevante

es cuan bien la serie truncada de Fourier

Pyu(z) =uy(z) = Z Upexp(inx) (3.8)

In|<N/2

se aproxima a la funcién u(x). Para responder esta pregunta recordamos

primero un teorema bien conocido de analisis de Fourier,

St Z\n|<oo |ti,|? < oo entonces la serie truncada converge en la norma L*

lu — Pyul|r2ip) — 0 cuando N — oo (3.9)

El hecho de que la serie truncada converja implica que el error es domi-
nado por la “cola” de la serie, es decir, se tiene que el error de truncacion

€S

= Pyul|Foppy =21 > i (3.10)
[n|>N/2
De modo que el error cometido al reemplazar u(z) con la serie truncada
de Fourier de N-ésimo orden depende solamente de qué tan rapido decaen los
coeficientes de la expansion de u(x) y a su vez, esto depende de la suavidad de

la funcion. Otro resultado bien conocido en los textos de analisis de Fourier es
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Si una funcion u(z), sus primeras (m — 1) derivadas y sus extensiones
periddicas son continuas y si su m-ésima derivada u'™ (z) € L?[0,27] enton-
ces para toda n # 0 los coeficientes de Fourier 4, de u(x) decaen como
|| ox (%)m

L?[0, 27] puede escribirse como L*[—, 7] dependiendo de donde se haya
definido la serie de Fourier. ;Qué pasa si u(xz) € C*[0,27]? En ese caso
U, decae més rapido que cualquier potencia negativa de n, esta propiedad
se conoce como convergencia espectral. Se sigue que entre mas suave sea la

funciéon més rapido converge la serie truncada.

3.2.1. Teorema de convolucion

Para ecuaciones nolineales, a menudo es necesario conocer los coeficientes
de la expansion de un producto de funciones cuyos coeficientes de sus ex-
pansiones respectivas ya se conocen, es decir dadas dos funciones f y ¢ que

inT

pueden ser representadas en la base de Fourier ®,,(x) =e

@) = > flule) v gv@) = D gmPm(x),  (3.11)

In|<N/2 Im|<N/2

entonces, para el producto P(z) = (fg)(x) tenemos que

P@) =Y nbi) = S fulule) Y dubu@) (312

b In|<N/2 [m|<N/2

Si multiplicamos por ®;(x) = e~ ¢ integramos en el dominio de la funcién,
debido a la ortogonalidad de la base de Fourier, los coeficientes p; estaran

dados por

k=m+n
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Este resultado constituye el teorema de convoluciéon para la base de Fourier
y puede llegar a ser tutil; sin embargo, no son tan eficientes numericamen-
te hablando, y son practicamente imposibles de aplicar para nolinealidades

como

1 du

Plz)= —— &
(z) 1 —u+u2dx’

(3.14)

donde dados los coeficientes de la expansion de u y de su derivada, el célculo
de los coeficientes de la expansion de P(z), es decir los p,, resulta practi-
camente imposible con teoremas de convolucién. Por otra parte, las series
de Fourier de una funcion arbitraria u(x) requieren de la evaluacion de los

coeficientes

1 2w

N —inxd
U = o i u(z)e x,

que en general no se conocen en forma cerrada y deben aproximarse. Estas
dos inconveniencias se pueden superar con las transformadas discretas de
Fourier, las cuales introducimos en la siguiente seccion. No obstante, hay
un precio a pagar: la introduccion de los errores de aliasing, que también

discutiremos.

3.2.2. Transformadas Discretas de Fourier

Las transformadas discretas de Fourier (TDF), se definen con base en una

?

discretizacion del dominio espacial: {z; = 27j/N} con j =0,1,2,....N —1

su definicién es

N—-1

~ 1 —tkx;

iy = Zou(xj)e Mj k=-N/2,..,N/2—1 (3.15)
j:

que vendria a ser el analogo de los coeficientes de la serie de Fourier para una

funcion u(x)
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U, u(z)e " dw (3.16)

:% ;

Se puede mostrar que la formula de inversion de (3.15) es

N/2—1
u(z;) = > @™ 0<j<N-1. (3.17)
k=—N/2

donde estamos pensando que N es par. (3.17) seria el equivalente de

u(z) = Gy’ (3.18)

La transformacion (3.17) se conoce como la transformada inversa discreta
de Fourier, y (3.15) la transformada directa discreta de Fourier. Como conse-
cuencia de (3.17) se define el polinomio interpolante trigonométrico de orden

N/2 de u en los nodos x; como

N/2-1
Iyu(z) = ) ™, (3.19)

n=—N/2
es decir, evaluando Iy en los nodos z;, se tiene que In(x;) = u(z;) con
j=0,..,N —1. (3.19) también se conoce como serie de Fourier discreta de

u.

Las TDF (3.15) y (3.17), pueden pensarse como un mapeo entre el conjun-
to de N cantidades complejas {u(z;)}j—o,...n-1 ¥ €l conjunto de N numeros
complejos {7y }r=—ny2,.. . n/2-1. Es decir, a cualquier funcion u(x) evaluada en
la red z; puede obtenérsele sus coeficientes discretos 1wy, via (3.15) y también,
dados los coeficientes discretos u,, pueden encontrarse los valores de u en
x; via (3.17). Esto llega a ser en muy tutil por dos razones, la primera es
que, como ya hemos mencionado, los coeficientes continuos i, no siempre
pueden obtenerse en forma analitica cerrada y deben aproximarse, pero atun

puede haber dificultades para su obtencién numérica para algunas funciones.
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La segunda razon tiene que ver con el manejo de nolinealidades, que como
hemos mencionado, para no linealidades tipo “producto”, puede realizarse
con formulas de convolucion, pero que puede llegar a ser mas eficiente (y a
veces la tnica forma) usando transformadas discretas de Fourier. regresando
a la primera razon, la TDF (3.15) nos permite encontrar una aproximacion
(sencilla de calcular numericamente) a los coeficientes @y, de la serie continua

(3.18):
Uy, puede considerarse una aprorimacion a Uy,

La transformacion discreta de Fourier (TDF) (3.15) y (3.17) requiere
de O(N?) operaciones, pero se realiza eficientemente con el algoritmo de la

transformada de Fourier rapida en 5Nloga(N) operaciones.

3.2.3. Error de Aliasing.

Los modos discretos de Fourier se basan en los puntos z; = 27j/N don-
de N es un namero par, podemos observar que el (n+Nm)-ésimo modo es
indistinguible del n-ésimo modo, pues
i(n+Nm)x;

6‘( _ einxjeiZij _ einxj (320)

a este fenémeno se le conoce como aliasing.

Si la serie de Fourier de Y°>° _ 4,,e™ converge a u(z) en cada nodo z;,

n=—oo

entonces (3.20) implica

g =tg+ Y lgynm  k=-N/2,. N/2-1 (3.21)
-
ik

En efecto, silaserie Y ;- uze™™ converge a u(z) en cada nodo x;, entonces
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j=0 j=0 \k'=—oc0
1 < . itk
k'=—o00 m=—00
m#Q

donde en el Gltimo paso se uso la propiedad de ortogonalidad discreta

N—
=N =0,+1,4+2, ...
Z p:EJ — { ) p m m i 9 9 7 (323)
= , otro caso

que es el analogo de la ortogonalidad del caso continuo

1 2 ] )
Dy e*reT I dy = 5. (3.24)

Una formulacion equivalente de la ecuacion (3.21) es Iyu = Pyu + Ryu
donde

N/2—1

RNU: Z i lALk;_;,_Nm 6““ (325)

k=—N/2 \ m=—00
m70

es el error de Aliasing, con k = —N/2,..., N/2 — 1.

Entonces, si expandemos una funcion u(x) en serie de Fourier, para ambos
casos continuo y discreto, la diferencia entre los coeficientes uy, y iy es el error
de aliasing. Este error disminuye drasticamente cuando N es suficientemente

grande.

Pero en el caso de no linealidades, el error de Aliasing no disminuye al
aumentar N, por el contrario el error aumenta como se describe a continua-
cion. Consideremos dos funciones u(x) y v(x) que tienen expansion en serie
de Fourier, entonces su producto u(x)v(x) = w(z) también tendré una ex-

pansiéon en serie, tenemos que determinar quienes son los coeficientes de la
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expansion del producto w(z) en términos de los coeficientes de la expansion
de u(x) y de v(x)

u(z) = Ume™ v(x) = Z Dpe®, (3.26)

m=—N/2 n=—N/2

cuyos coeficientes respectivos son

1 2 . 1 2m .
ﬁm = 5 u(x)e—zmxd:E ) @n = 5 U<x)e—lnxdx (327)
27 0 27 0

la expansion en serie para el producto w(z) = (uv)(z) es w(z) = u(z)v(zr) =

N/2—1 ~  ikx . .
ke N2 Wre™, como ya vimos, los coeficientes son

1 2

W w(x)e *dy (3.28)

sustituyendo las expansiones de v y de v en la ecuacion (3.28) y usando la

ortogonalidad de la base de Fourier, tenemos el producto de convolucion

Wp = Y iy (3.29)
m+n=~k
jml, [n] <N /2

Para el caso discreto tenemos que

N/2-1 N/2-1

u(w) = > ane™ vz = Y ™, (3.30)

m=—N/2 n=—N/2

cuyos coeficientes respectivos estan dados por

1 N-1 1 N-1
T =y 2@ Bm g D @) (3Y

La expansion en serie para el producto w(z) = (uv)(zx) es
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N/2-1

w(x;) = u(z;)v Z e (3.32)
k=—N/2
donde
L N2
T, — 7’le‘$]‘
Wk = ; w(z;)e (3.33)

i, Cuél es la difierencia entre los coeficientes wy y w;? De la ecuacion (3.33)

tenemos que

| N L N2
Wy = ¥ ]Z:; w(zj)e”* = N 2 u(x;)v(w;)e ke (3.34)

usando las expansiones continuas de u y v evaluadas en los puntos x;

N—-1| N/2-1 N/2—1

W = — E E amezmxj E @neznw]- e—zkxj

j=0 | m=—Ny2 n=—N/2
N/2-1 N/2-1

N-1
_ Z Z am@n% Zez m+4n—k)x (3‘35)
7=0

m=—N/2n=—N/2

utilizando la propiedad (3.23)

N-1
1 , 1 =N =0,£1,%£2,..
L o P A= L S (3.36)
N ~ 0 , otro caso
7=0
tenemos que
Wy = Wy, + E Uy Uy (3.37)

m4n=k+tN
Esto es para el caso de no linealidades cuadraticas. El segundo término de

la ecuacion (3.37) es el error de Aliasing. Este error aumenta si aumentamos
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el valor de N en la transformada de Fourier Discreta. La manera de eliminar
este error es usando M puntos en lugar de N en la transformada de Fourier
Discreta, con la condicion M > 3N /2y los puntos z; ahora seran y; = 2mj /M
con j =0,1,2,....,M — 1, entonces la transformada de fourier discreta para

las funciones u(z) y v(z) seran

M/2-1 M/2-1
ulyy) = Y wme™ oy = > Bt (3.38)
k=—M/2 k=—M/2

donde t =0y v=0para |k |<N/2yu=0=0para|k|> N/2.

3.3. Base de Chebyshev

Los polinomios de Chebyshev del primer tipo T,,(x) con n = 0, 1,2, ... son

las funciones propias de problema de Sturm-Liouville particular

V1= 22T (z) '+”—22Tn(x) = 0. (3.39)
Vi—a?

Usualmente se normaliza T, de tal forma que 7,,(1) = 1 y entonces

Ty (x) = cos(kcos™' ) k=0,1,2,.. (3.40)

Su dominio es evidentemente [—1,1]. Si hacemos = = cosf, se tiene que
Ti(x) = coskf, de modo que los polinomios de Chebyshev son funciones
coseno “disfrazados”, asi que varias relaciones mateméticas y teoremas bien
conocidos del sistema de Fourier pueden adaptarse facilmente al sistema de
Chebyshev. De la relacion Ty(x) = coskf, cuando k = 0 se tiene inmedia-
tamente que Ty(z) = 1, cuando k = 1, Ti(z) = cosf = cos(cos™' z) = z.

Partiendo de Ty y 11, y de la relaciéon de recurrencia

Toi1(x) = 22T, (x) — Ty—1(x) (3.41)
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se pueden generar polinomios de Chebyshev de grados superiores. (3.41) se
obtiene directamente de la relacion trigonométrica cos (k + 1)0+cos (k — 1)0 =
2cosfcos kf. Los polinomios de Chebyshev son mutuamente ortogonales en
su dominio de definicion con respecto al peso w = (1—22)"1/2, Esta condicion

se lee

1
(T, Ty = / Tl T, (ewde = % s (3.42)
-1

donde 6, ; es la delta de Kronecker y ¢; esta dado por
2 k=0
= ’ 3.43
* { 1, k>1 (3.43)

La relacion (3.42) es facil de verificar con identidades trigonométricas:

como x = cosf, dv = —sin 0df, asi que

[ e s = = [ ety ostions

_ % /0 " Jcos(i + )0+ cos(i — )0 dB. (3.44)

La ultima integral es sencilla de hacer. Considerando cada uno de los casos,
primero, cuando ¢ # j, es inmediato verificar que la integral se anula. Cuando
1 =7 # 0, se tiene

! dx I 1 [7 T
T,(x)T; () — = = 2'0d9+—/ g = —.
| mm@ =5 [ s+ [ o=

Y finalmente cuando 1 =7 =0

/1 T-(x)T-(a:)d—x—E/WdGJrl/ﬂdG—H
o TUVI=2 2 ) 2 /o

En el momento de considerar condiciones de frontera, las siguientes pro-

s
= T.
0

piedades de T),(x) son muy ttiles
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To(£1) = (£1)* , Ti(£1) = (£1)""'n? (3.45)

Otra propiedad que usaremos mas adelante en relaciéon a la conservacion

de masa es

[ iyae = M) R 40

La expansion de una funciéon u en la base de Chebyshev se escribe

u(x) = a,Th(x), (3.47)

n=0

y debido a la ortogonalidad de T} los coeficientes se obtienen multiplicando
(3.47) por T}, e integrando

ar = 2 u(z) Ti(2)

TCk J_1 V1— a2

Si definimos la funcién periddica y par @(f) = u(cos#), entonces u(f) =

dz. (3.48)

Yoo gancosnd y la serie en términos de Chebyshev de u corresponde a la
serie coseno de u. Més aun, si v es C* puede mostrarse que @ es infinitamente
diferenciable y periddica con todas sus derivadas en [0, 27|, y como para el
sistema de Fourier, para el de Chebyshev también se tiene que los coeficientes
de Chebyshev para funciones suficientemente suaves decaen mds rdapido que

el decaimiento algebrdico.

Al resolver ecuaciones diferenciales parciales, aparecera la derivada de la

funcion d,u = v, ésta también puede expandirse
X )

u'(x) =Y alIT,(x), (3.49)

n=0
y es deseable obtener los coeficientes de la derivada u/, es decir a,(ll), a partir

de los coeficientes de la expansién de u, los a,. La relacion trigonométrica
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2sinfcos kO = sin (k + 1)0 — sin (k — 1)6 nos permitird esto, esta relacion

tiene su contraparte en el sistema de Chebyshev

1 ! 1 !
2T (z) = k—HTkH(f) - mTk—l(I)v (3.50)

y de aqui se obtiene la muy importante relaciéon de recurrencia

cray) = al(cl—f)—2 +2(k+Dagt, 0<k<N-—1 (3.51)

donde ¢, esta dada por (3.43).

Si se considera la serie truncada uy(z) = chvzo apTy(z) que es un po-
linomio de grado N, entonces la derivada v’ es de grado N — 1, de modo
que u'(z) = ivz_ol &,il)Tk(x) y por tanto V) =0 para n > N, este hecho
debe tomarse en cuenta al usar (3.51), donde uno empieza con k = N — 1
y va disminuyendo el valor del indice hasta llegar a k = 0. En general, los
coeficientes de la expansion de la ¢-ésima derivada pueden obtenerse a partir

de los coeficientes de la (¢ — 1)-ésima derivada con

cka,(f) = a,(fl2 +2(k + l)a,(;ﬂ:ll). (3.52)

Aunque en los libros de texto hay expresiones explicitas para calcular los

coeficientes de las expansiones de al menos las primeras dos derivadas de u,

a saber
R 2
2 1
o)== > p*—k)a, , al) == > pa, (3.53)
Ck p=k+2 Ck p=k+1
(p+k)par (p+k)impar

la forma més eficiente de hacerlo es usando (3.52).

En un problema especifico, si se tiene una condicion inicial u(z,t = 0) =
g(x), se pueden calcular formalmente los coeficientes a(t = 0) de esta codicion

inicial a través de (3.48)
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L2 B
ak(O)_T{'Ck . (70>m

En un problema no lineal, que tenga por ejemplo términos como P(x) =

dz.

ud,u, uno se pregunta por los coeficientes de P(x) (que llamaremos py) en
términos de los coeficientes a; de wu(z) y a,(:) de O,u. La respuesta se da
por una formula de convolucién, analoga a la de Fourier, que no es dificil

demostrar

1 1
Pr= 3 3 Gty + 5 > aal, (3.54)

k=|n—m)| k=n+m

Para nolinealidades de la forma de productos, aunque (3.54) no sea muy
eficiente, puede usarse. Sin embargo, para otro tipo de nolinealidades, su uso,
resultaria imposible. También, como en el caso de Fourier, tener una expre-
sion analitica de los coeficientes (3.54) que puede llegar a ser muy complica-
do. Estas dos limitaciones se resuelven con la ayuda de las tranformaciones
discretas de Chebyshev que revisamos brevemente en la siguiente seccion.
Nuevamente, el precio a pagar al introducir la transformada discreta es la

introduccion del error de aliasing.

3.3.1. Transformaciones Discretas de Chebyshev

Las transformadas discretas de Chebyshev, se definen con base en una
discretizacion del dominio espacial, x; = cos (7j/N) con j =0,1,2,..., N, su

definicién es

=3 Ni(%u@j)Tk(xj), (3.55)

., . N ~ .
La relacion inversa es u(z;) = > ,_oaxTk(z;) con j = 0,1,..., N. Estas
dos relaciones constituyen un mapeo entre el espacio fisico y el espectral en

el sentido de que, dados los valores de la funcién en z; se obtienen los de los
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coeficientes a, y visceversa. Los coeficientes a, son una aproximacion a a,,

estos estan relacionados por

ir=ap+ Y a (3.56)
j=2mN=+k
J>N

Como en la base de Fourier, el error de aliasing decae para N suficien-
temente grandes. Cuando se tienen nolinealidades, el error se elimina con la
regla de los 2/3. Para calcular los coeficientes de la condicion inicial, utilizare-
mos (3.55). En el siguiente capitulo, exponemos los métodos espectrales mas
conocidos. Para el problema fisico que estudiamos en este trabajo, usaremos

el método de Tau.
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Capitulo 4

Esquema Numeérico

La idea bésica en los métodos espectrales es buscar soluciones aproxima-
das como una serie truncada de un conjunto de funciones {®,(z)} ortogona-

les, de mod que la soluciéon aproximada se propone de la forma

N

un(,t) = an(t) P (). (4.1)

n=0
Y las incognitas son los coeficientes a,,, que la ser obtenidos se tendria la

solucion en todo el dominio espacial.

La forma en que se encuentran los coeficientes a,, determina los diferen-
tes métodos espectrales, siendo los més conocidos el método de Galerkin, el

método Tau, y el método de Colocacion.

4.1. Meétodo Espectral de Galerkin.

1A 3 8U(Z‘,t) _
Supongamos que tenemos una ecuacion deferencial de la forma == =

O(z, t)u(x,t) donde O(r,t) es un operador espacial diferencial, al sustituir en

esta ecuacion la expansion
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N

un(z,t) = a,(t) P, (x) (4.2)

n=0
se obtiene el asi llamado residuo R(x,t,a,), el cual no se anula ya que uy es

una solucién aproximada

Oun(z,t)
ot

Al igual que para cualquier funciéon bien comportada, la funciéon residual

R(z,t,a,) = — Oz, t)uy(z,t) # 0. (4.3)

puede expandirse en términos de una serie truncada del mismo conjunto

ortogonal de funciones, entonces

o0

R(z,t,a9,...ay) = Y _ri(ao, .., ay)Px(x). (4.4)

Debido a la ortogonalidad de la base de funciones ®(z) los coeficientes 7y

se determinan por el producto interno

= (R®,) = / RO, (2)w(x)dz, (4.5)

donde w es el peso del conjunto ortogonal.

En el método espectral de Galerkin, se pide que el residuo sea pequeno
en el sentido de que los primeros N+1 términos de la serie se anulen, pues
todos los 7 para k > N son muy pequenos para N grandes. Ya que cuando
desarrollamos una funcién bien comportada en términos de una serie trunca-
da de un conjunto ortogonal de funciones ®,,, los coeficientes de la expansion
decrecen rapidamente, entonces, la funciéon queda caracterizada por los pri-
meros coeficientes de la serie. Asi que forzar que los primeros coeficientes ry,
sean cero, minimiza el residuo R. Entonces, en el limite en el que N — oo,
R(z) — 0, y por lo tanto la solucién debe converger muy rapido a la solucién

exacta. Dicho de otra manera, para minimizar el residuo se pide que

(R,®,)=0  para n=01,..,N (4.6)
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Otra propiedad importante del método Galerkin es que se pide que la
base de funciones ortogonales (o un arreglo de esta) que se utilizan en la
expansion en serie, cumplan las condiciones de frontera. Por ejemplo, cuando
se tiene un problema con condiciones de frontera periddicas, lo natural es

elegir una base de Fourier, aunque es posible utilizar otras bases.

4.2. Método Espectral Tau.

El método Tau al igual que el método Galerkin utiliza una soluciéon apro-

ximada uy (2, t) en términos de una serie de funciones ortogonales de la forma

N+k

unr(r,t) = Z an(t)®n () (4.7)

n=0
donde k es el nimero de condiciones de frontera del problema y N es el ni-
mero de términos en la expansion. La diferencia principal entre (4.7) para
la aproximacion Tau y (4.2) para la aproximacion Galerkin es que las fun-
ciones ®,, en (4.7) no requieren satisfacer individualmente las condiciones de
la frontera. Entoces, el método Tau es una versiéon modificada del método
Galerkin para poder incorporar eficientemente las condiciones de frontera en
la solucion aproximada (4.7). Resolveremos la ecuacion de calor para ilustrar

la implementacion del método

ou  Ou?
% o 7| <1 (4.8)
11—

con las condiciones de frontera u(%1,t) = 0y condicion inicial u(z,0) = 5
2?) sin 27z, Desarrollamos u(z, t) de la manera usual uy (z,t) = SN a, (t)Th ().
Para minimizar el residuo: R(z,t) = 24 — a;Z§’ uno demanda que R(x,t)

ot
sea ortogonal al espacio expandido por {T.(z)}-, es decir

/_11 R(x,t)Tk(x)\/%:o 0<k<N-2 (4.9)
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debido a la ortogonalidad de los polinomios Ty(x), la integral anterior se

convierte en

ar=a) 0<k<N-—2 (4.10)

donde a,(f)

son los coeficientes de la expansion de la segunda derivada de
u(z,t) con respecto a la variable espacial x, y son funciones de los coeficientes
ay, es decir a,(f) = fr(a,). Como se estaproponiendo uy como un polinomio
de grado N, su segunda derivada serda de grado N — 2, es por eso que en
(4.10), el indice k corre solo de 0 a N — 2 y se evolucionan en el tiempo
ag, ....,an_o, los dos utimos coeficientes ay y an_1 se evalian a cada paso
temporal usando las condiciones de frontera.

Como ya se ha mencionado, la manera mas eficiente de calcular a,(f) es

usando la relacion de recurrencia cka,(f) = a,(flz +2(k+ 1)“1(;21- Las condiciones

de frontera u(x = —1,t) = u(z = 1,t) = 0 en términos de los coeficientes son
N N

u(-1,6) =Y a,=0 , u(-1,t)=> (=1)"a, =0 (4.11)
n=0 n=0

donde se us6 la propiedad Tj(41) = (£1)7*. (4.11) es equivalentes al par de

ecuaciones

Y a=0 ., > a=0 (4.12)

n=0 n=1
n par n impar

El sistema de ecuaciones diferenciales (4.10) evoluciona los coeficientes a,
con 0 <n < N — 2,y con las condiciones de frontera expresadas en (4.12)
a cada paso de tiempo se encuentran ay y ay_1, sin pérdida de generalidad

podemos asumir que N es par y asi

N-2 N-3
anN — — E ag anN—_1 = — E Qg (413)

n=0 n=1

n par n impar
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4.3. Método Espectral de Colocacion.

En el Método espectral de Colocacion también conocido como aproxima-
cion pseudoespectral, se trabaja con N+1 puntos de colocacion, xg, 1, o, ..., TN
N puntos en el dominio D. Sean ®,(z) para n = 0,1,..., N una base para la

aproximacion. En el método de colocacion se sustituye la expansion

N-1

Z n (2 (4.14)

en el sistema O(uy(z;)) = f(x;) donde O(un(z;)) es un operador diferencial
(espacial), que junto con las condiciones de frontera forman un sistema lineal
de ecuaciones (N + 1) x (N + 1) para los coeficientes a,. La aplicacion de

este método a la ecuacion de Helmholtz y a la de Burguess, puede verse en
[6].

4.4. Condiciones de Frontera

Vamos a trabajar con el caso unidimensional de la ecuaciéon de evolucion

para la altura de la interfase

oh 0 3D (Lt )2 0h _,30h  B* &%h

o T | 2 0+F—Fhyor " ox  Bros
oh 0
= o o) =0. (4.15)

Como la resolveremos con la base de Chebyshev que tienen un dominio [—1, 1]
y originalmente el dominio es [—, 7|, se hizo un reajuste en la variable es-
pacial, dandonos por resultado un factor = multiplicando a B. Como (4.15)
es de cuarto orden en la derivada espacial, entonces necesitamos cuatro con-
diciones de frontera para poder resolverla. Trabajaremos con dos tipos de
condiciones de frontera, primero usaremos condiciones de frontera periodi-

cas, pero usaremos los polinomios de Chebyshev. Aunque lo comun seria
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emplear la base de Fourier, vamos a usar Chebyshev para familiarizarnos con
esta base, pues usaremos ademas, unas condiciones de frontera no periddicas
que mejor reproducen el protocolo experimental usado por Van-Hook. Ambas
condiciones de frontera y su implementacion, las exponemos en las siguientes

dos secciones.

4.4.1. Condiciones de frontera periédicas

En esta seccion vamos a proponer condiciones de frontera periddicas para
resolver la ecuacion. Se proponen condiciones de frontera periddicas porque
simplifican el anéalisis de la ecuaciéon de evolucion. Para condiciones de fron-
tera periodicas, la ecuaciéon anterior y con una condicion inicial h(z,t = 0)
que satisfaga sea periddica, automaticamente se satisface la ecuacion de con-

servacion del liquido

/O%(h(m) —1)dz =0

La minimizacion del residuo, nos dara un conjunto de ecuaciones de evo-

lucién para ag, ...,an_4, a saber

akz—{M} 0<k<N-—4 (4.16)
ox %

Partiremos de un perfil plano (cuando AT = 0), y le agreharemos una
perturbacion. De modo que la solucion aproximada h escrita en términos de

los polinomios de Chebyshev se lee
N

W, t) =1+ n(,t) = an(t)T(z) (4.17)

n=0

y las condiciones de frontera peridédicas implican que:
n9(=1,6)=n"(1,t)  i=0,1,2,3 (4.18)
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entonces, podemos escribir a las cuatro condiciones n®(—1) = 7@ (1) (@ es
la perturbacion sin derivar) en términos de los coeficientes de la expansion
ax(t). Como h(z,t) es un polinomio de grado N, entonces h(*) es un polinomio
de grado N-i. Veamos que pasa para las condiciones de frontera para cada

valor de i:

s Para i=0:

o equivalentemente
N N
n(=1t) => (=1Va;(t) =n(1,t) = Y _a;(t) (4.20)
j=0 =0
lo cual resulta en
N-1
a; =0 (4.21)
_J=1
j impar
» Parai—1:
A (=1,t) = RV (1,1) (4.22)

WO (=1,6) = (=17 (1) = 'O (1, 4) =Y~V (1) (4.23)

lo cual resulta en

a" =0 (4.24)



= De manera similar para i=2 e i=3 se tiene que:

a?(t) =0 (4.25)

a(t) =0 (4.26)

Tenemos cuatro ecuaciones que estan en términos de los coeficientes a( )( t)
para ¢ = 0,1,2,3 respectivamente, lo que queremos hacer es escrlblr las
condiciones de frontera peridédicas solamente en términos de los coeficientes
a;(t). Entonces, vamos a escribir a las ecuaciones (4.24), (4.25) y (4.26) en
términos de los coeficientes a;(t). Para esto vamos a hecer uso de algunas de
las propiedades de la seccién anterior para los polinomios de Chebyshev.

. . : . 1
Haciendo uso de la relacion de recurrencia para los coeficientes al(C )

(1) Z pa, (4.27)

=k+1
p+k impar

donde

podemos escribir a la ecuacion (4.24) como:

N—-1 N-1

N N
2
o == 3 )= oflelt) (429
k+1 j

Ck
k=1 k=1 p=
p+k impar J par

ya tenemos a la ecuacion (4.24) escrita en términos de los coeficientes a;(t),

(1)

ahora, vamos a calcular quienes son los «;* para j par, para esto vamos a

deducir una ecuaciéon de recurrencia, nuevamente hacemos uso de la ecuaciéon
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(4.27) y debemos tomar en cuenta que ¢ = 1 para k > 1, en los siguientes
calculos para simplificar un poco la notaciéon vamos a escribir simplemente a;

teniendo en mente que a; = a;(t) entonces, partiendo de la ecuacion (4.24)

tenemos que

N-1 N-1 N -1 N N-1 N
W _ N2 I e _ 9 _
Q" = c pap, = pap, = pap, =
k=1 =1k p—kt1 k=1  p=k+1 k=1 p=k+1
p+k impar p+k impar p par

= 2{ 2ay + 4ay + 6ag + ... + (N — 2)ay_o + Nan+
+4ay + 6ag + ... + (N — 2)ay_2 + Nay+
+6(16 + ...+ (N — 2)@]\/_2 + NCLN+

+NCLN} =

2
:{22a2+44a4+66a6++(N—2)(N—2)aN_2—|—NNaN}:

N —2 N
:2{2a2+2-4a4—|—3~6a6+...—|—Q(N—Z)a]v2—1—5]\7@]\;} =

N
2 : 2
= k Qg
k=2
k par
entonces, la ecuacion (4.24) se puede escribir como:

N-1 N
> al =3 ala=0 (4.20)
k=1 k=2

k impar k par
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donde
all) = k? (4.30)

la ecuacion (4.30) es la ecuacion de recurrencia para los oz,(cl), k=24,6..N.
(2)

Para deducir una ecuacion de recurrencia para los a;” correspondientes

a la ecuacion (4.25) procedemos de la siguiente manera:

de la ecuacion (4.25) tenemos que

N-3
S =0
k=1

k impar

hacemos uso nuevamente de la ecuacion (4.27), con el siguiente cambio

9 N-2
o) = o > opal), k>0

p=k+1
p+k impar

entonces

N-3 N-3 N-2

(2 _ (1
2w =23, ) )=
k=1 k=1 p=k+1
k impar k impar p4+k impar

=2{ 2a{" + 40" + 6a{” + ... + (N = 2)aV ,+
+4al" + 6aél) + ..+ (N - 2)a§?_2+

—2 {gag” +2-daf) 3 6ag 4. S (N - 2)a§$’_2} =
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hacemos uso nuevamente de la ecuacion (4.27)

9 N
- k>0
=25 ke
p=k+1
p+k impar
y tenemos que
N-2
SICTIED SE-ED SIFTEED DD DRSS
k=2 =k+1 k=2 =k+1
k k par +k impar k par p—l—k impar
= 2{ 22 [30,3 —I— 5&5 + 7@7 —f- + (N — 1)CLN_1] +
42[ +5a5 + Tar + ... + (N — Day_1] +
62 [ +7a7 + ... + (N — Day_1] +
(N =2) +HN —Day]} =

=2{ 2% 3a3 + (2* + 4%)5as + (2° + 4> + 6°)Ta; + ...+
Fo+ (22 +424+6%+ ...+ (N —2)*)(N - Dan_1}
N-1 k—
k=3 :2
k impar ar

entonces, la ecuacion (4.25) se puede escribir como:
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a,(f) = Z a,(f)ak (4.31)
k=1 k=3
k impar
donde
k—1
o =2k Y p? (4.32)
p=2
p par

la ecuacion (4.32) es la ecuacion de recurrencia para los oz,(f), k=3,517..,N—
1.

Se procede de la misma manera para deducir la ecuacién de recurrencia

®3)

para los ;" correspondientes a la ecuacion (4.26), de la ecuacion (4.32) se

tiene que

N-3
>0
k=1

y hacemos uso de la ecuacion (4.27) con el siguiente cambio

5 N-2
a,(f) = a Z paz(f), k>0

p=k+1
p+k impar

recordemos que ¢, = 1 para k > 1, entonces

=2{ 20 + 44 + 6a{? + ... + (N — 2)a? ,+
+4a§2) + 6a22) + ...+ (N - 2)@5\2,)_2—1—

+6al? + ..+ (N —2)ald ,+
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2 2 2 2
:2{2a§)+2-4a§)+3-6aé)+...+T(N—2)aEA}2)}:

1
a,(f) = — Z p(p* — k%)a,, k>0
p=Fk-+2
p+k par
entonces
N—2 N—2 N
Ka? =3 K> pp* — K)a,
k=2 k=2  p=k+2
=27 [4(4* — 2%)as + 6(6° — 2%)ag + ... + N(N? — 2%)an] +
4% +6(6* — 4%)ag + ... + N(N? — 4*)an] +
(N —-2)?[ N(N? = (N = 2)%)ay] +

= 2%(4% — 2%)day + [2*(6° — 2°) + 4°(6° — 47)] 6ag+
+ [2%(8% — 2%) + 4%(8* — 4°) + 6°(8° — 6%)] Bag+
o [22(N? =28 + (NP —4%) + ..+ (N = 2)*(N? — (N —2)*)] Nay
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o

N 2
Z ark Y p*(k* —p?)

k=4

b
[N}

entonces, podemos escribir a la ecuacion (4.26) como:

N-3 N
Z aS’) = Z a,(f)ak (4.33)
k=1

k iﬁpar k par

donde
ol =k Z P2 (4.34)

p par

esta tltima ecuacion es la ecuacion de recurrencia para los 04(» ) ,k=14,6,8,...,N.

(2)

Para deducir la ecuacion de recurrencia para los ¢’ pudimos haber sus-

tituido directamente la ecuacion

N

1
o) == > pp*—k)a,, k>0 (4.35)
Cr. -
p=k+2
p+k par

en la ecuacion (4.25) de la siguiente manera

N-3 N-3 N-1 N-3 k—2
(2) 2 (2
a —k%)a, = k
=Y e = Y ko Y > «@
k=1 k=1 p=k+2 k=3 p=1 =
k impar p+k par k impar p impar k ampar
donde
k—2
al? =k (k* = p?) (4.36)
p=1
p impar
esta ecuacion es valida para k = 3,5,7,..., N — 3. La ecuacion (4.36) es

diferente a la ecuacion de recurrencia (4.32) pero ambas nos dan el mismo
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valor para cada ozl(f), esto es facil de verificar sustituyendo por ejemplo k=3,

5y 7 en estas dos ecuaciones.

. ., . 3
Para deducir la relaciéon de recurrencia para los 04,(C ) se puede proceder de

otra forma:
N-3 N-3 N-2 N-2 N-2 N-1
3 _ 2) _ 2, (2) _ 2 1 _
a,’ =2 pa,’ = K a;” = k<2 E pa,’ =
k=1 k=1  p=k+1 k=2 k=2 p=k+1
k impar k impar p+k impar k par k par p+k impar
N—-2 N-1 N
=4 5 E k*pla,
k=2 p=k+1 I=p+1
k par  p4+k impar  I4+p par
N k—2 k—1 N
3
=4 E kay, E Pl | = E a,g)ak
k=4 p=2 l=p+1 k=4
k par p par \ l+p par k par
donde
k—2 k—1
3
o =4k | Y U (4.37)
p=2 | I=p+1

p par \l+p par

La ecuacion (4.37) es diferente de la ecuacion de recurrencia (4.34) pero nue-
: . 3
vamente ambas ecuaciones nos dan el mismo valor para cada oz,(C ). Con estas

ecuaciones de recurrencia podemos conocer todos los af, con k=0,1,2,3.

Ya tenemos a las cuatro condiciones de frontera periddicas h(V(—1) =
R (1) para i = 0,1,2,3 en términos de los coeficientes a;, y podemos formar
dos sistemas de ecuaciones con dos incognitas cada uno y cuyas incognitas
seran los coeficientes ay, an_1, ay_2 ¥ ay_3, estos coeficientes se calculan

como se describe a continuacion en términos de los coeficientes aj para 0 <
k<N —4.
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De las ecuaciones (4.21), (4.24), (4.25) y (4.26) escritas en términos de

los coeficientes a; tenemos que:

a1+a3+a5+...—|—aN_3+aN_1 :0 (438)
aél)ag + afll)a4 + aél)aﬁ + ...+ ag)_zaN_g + ag\l,)aN =0 (4.39)
CY§2)G3 + a§2>a5 + a§2)a7 + ...+ ag\?lga]\z,g + ag\?llaN,l =0 (4.40)
osz’)a4 + ozés)aﬁ + ozé?’)ag +...+ 0453)_2611\;_2 + ozg\?;)aN =0 (4.41)
de las ecuaciones (4.38) y (4.40) tenemos que
aN—3+anN—1=a= — (a1 +as+as+ ...+ (IN_5)
aﬁlga]\,,g -+ 0453),1611\171 =bh=— < :(f)ag + OééQ)ag) + ag)m + ...+ 0453)75%7,5)
y de las ecuaciones (4.39) y (4.41) tenemos:
()45\1[)_2@]\[_2 -+ Oég\lf)CLN =Cc= — (Oégl)ag + afll)a4 + Oéél)aﬁ + ...+ @5\1[)_40/]\/_4)
aﬁlQaN,g + Ozﬁ)aN =d=— ( flg)cu + Ozég)aﬁ + Ozé(;')ag + ...+ a§3)74aN,4>

y obtenemos asi dos sistemas de ecuaciones cada uno con dos incognitas y

los términos independientes son a, b, ¢y d.

Para el sistema de ecuaciones:

aN-3+an-1=a

&5313@]\773 + aﬁ),laN,l =b
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se tiene que:

aag\?)_l —-b
aN—_3 = ﬁ (442)
AN-_1 7 ON-_3
b — aa%)_g
anN_1 = ﬁ (443)
An_1 — On_3
y para el sistema:
a%lQaN_z+—a$huV::c
ag\?;)_QaN_g + ag\?;)aN =d,
se tiene que:
(3) (1)
B cay’ —day
IN-27= 70 6 B () (4.44)
AN_2QN — QN_oQ)
da®  _ q®
ay = N—2 N—2 (445)

1 3 3 1
Lo o ol

donde de acuerdo con las ecuaciones de arriba:

N-5 N-5
a:—Zak b:—Za,(c)ak
k=1 k=3
N—4 N—4
c=— a,(cl)ak d=— Z a,gg)ak
k=2 k=4
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4.4.2. Condiciones de frontera no periédicas.

En [19] se tiene una buena concordancia entre los resultados experimen-
tales de los valores de D(1 + F) para los cuales aparece la inestabilidad de
ruptura y la prediccion teoérica que asume condiciones de frontera periddicas
y una superficie de la intefase plana: Esta concordancia es muy buena para
profundidades del fluido mayores de 0.015 cm; sin embargo, los resultados
experimentales se desvian significativamente de la teoria para capas mas del-
gadas (menores de 0.015 c¢m), a veces hasta en un cuarenta por ciento. Esta
desviacion se penso podria tener como origen, que las condiciones de frontera
periddicas no reflejaban el protocolo experimental, y en efecto, ese resulto ser

el caso [1].

En el experimento, Van Hook y colaboradores, tenfan s6lo un contene-
dor de altura fija (0.2 cm), y variaban la profundidad media del fluido sobre
llenando y medio llenando la celda convectiva para tener diferentes profun-
didades medias del fluido (ver figura ?7). Asi que atn en ausencia de un
gradiente de temperatura (D = 0) se tiene un perfil inicial no plano. Ade-
més, esta el hecho fisico de que el liquido quedaba fijo en las paredes laterales
del contenedor, es decir, h(z £ 1,t) = hy. Como todas las longuitudes se es-
calaron con d, hy =0.02 cm/d. Asi que hy > 1, o equivalentemente d <0.02
cm, corresponde a el medio llenado del contenedor, hy < 1 (d >0.02 cm) al
sobre llenado. Tenemos asi dos condiciones de frontera. Las otras dos vienen

de la conservacion de fluido, la cual es

/1 (h(z,t) —1)dz =0 (4.46)

1

Si se integra la ecuacion de evolucion de Swift-Van Hook sobre el dominio

[—1, 1] entonces

d 1

— | h(z,t)de = —J(z,t)|",, (4.47)
dt |,

debe anularse, y ese serfa el caso con tal de que la condicién inicial satisfaciera
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ho>1

0.02cm

Figura 4.1: La celda convectiva experimental tenia una profundidad de 0.02
cm. A fin de tener diversos valores de la profundidad media del fluido con el
mismo contenedor, se medio llenaba o se sobre llenaba la celda, teniendose asi
un perfil no pleno aiin en ausencia de gradientes de temperatura, y ademés
el fluido quedaba “pegado” a la misma altura en las paredes laterales de la

celda.

(4.46) y que J(—1) = J(1) = C(t). Entender el significado fisico de J ayuda a
determinar el valor de C'. Para ello, recordamos que en los ultimos pasos de la

derivacion del modelo de Swift-Van Hook, se obtuvo la velocidad horizontal

2

i1 = (~$VV2h+ GVR) S+ 2 (ShVVAh = GhVE + V.18)) . (4.48)

Si ahora integramos

h - -\ b3 h2 - - -
/ idy = (—Sovv2h n GVh) L (Sohvv% — GhVh + VLSO>
; 6 ' 2
3 3 2
— (SO%VV% - %Vh — %DGVT) : (4.49)

donde se tomo en cuenta que V.S =p GVT y la ecuacion (2.28), y se inme-

diato se ve que J(z,t) es proporcional a esta integral, la cual es el flujo de
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fluido en la direccion horizontal. Asi que J =constante foh @, dz. Como J(x,t)
es el flujo neto a través de una lineal vertical en z, C' # 0 corresponderia a
un flujo neto a través de las paredes laterales y por tanto a través de la celda
convectiva. En los experimentos el sistema era cerrado con ningtn flujo neto
horizontal, consecuentemente, la tinica alternativa es C' = 0. Resumiendo, las

condiciones de frontera que mejor reproducen el protocolo experimental son

hr==+1)=hy , Jx+1)=0 (4.50)

Podemos escribir a h(x,t) como una expansion en serie en términos de

los polinomios de Chebyshev Ty(x), es decir,

h(z,t) ~ Y Ti(x)a(t) (4.51)

donde N es un entero par. Las condiciones de frontera h(z = £1) = hg en

términos de los coeficientes a(t) son

N
> ap = ho (4.52)
k=0

N

> (=1)fax = h (4.53)

k=0

el término (—1)* surge de utilizar la propiedad Tj(41) = (—1)*. De la suma

de las ecuaciones (4.52) y (4.53) tenemos

N
Z ax = ho k  par (4.54)
k=0

y de la resta tenemos

N-1
ar =0 k impar (4.55)
k=1
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Las condiciones de frontera J(x = £1) = 0 escritas en términos de los

coeficientes ay son

J=)=¢) (-1 + L —1)"a® =0 4.56
(=1) ngo( )" ay, +”2Bn§:o( ) ay, (4.56)
N—-1 h N-3
J1)=&> aV+ 2D el =0 (4.57)
T

donde a'V y a'? son los coeficientes correspondientes a A y h®) respecti-

vamente y

3D(1 + F)

— hy. 4.
2(1 + F — Fhy)? fr (4.58)

€ =

De la suma de las ecuaciones (4.56) y (4.57) tenemos

N-2 B N4

ey all+ % Z a® =0 n  par (4.59)
n=0 n=0

y de la resta
N-1 B N3
ey a4+ 2—0 a® =0 n impar (4.60)
T
n=1 n=1

aqui usamos las relaciones de recurrencia obtenidas en la secciéon anterior

N-1
> @ Zag)% of) = I (4.61)

n=1

n impar k pa'r
N-3 k—1
2
al? E ozk Ja, alg) =2k E P’ (4.62)
n=1 =
n impar k zmpar p par
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N-3 N k—2
o =3 ada, ol =k PR ) (4.63)
n=1 k=4 p=2
n impar k par p par
también ocupamos las siguientes relaciones
N-2
all Z a Jap, oz,gl) =k (4.64)
n=0
n par k zmpar
N—4 k—2
Z ay, Z oar, o =k p*(k* = p?) (4.65)
n= p=1
n ar k zmpar p tmpar

las dos ultimas ecuaciones de recurrencia se obtienen de la siguiente manera:

para la ecuacion (4.64) se tiene

N-2 N-—2 N-1
o_ NV 2
an - c pap
n=0 " p=n-+1
T n par p+n tmpar

donde ¢, = 2 para k=0 y ¢, = 1 en otro caso. Desarrollando ambas sumas y

agrupando términos tenemos que

N-2 N-1
Za Z k2 ay, Z a,&l)ak

n
n r k zmpar k impar

y para la ecuacion (4.65) se tiene

N—-4 N—-4 9 N-3

3) — (2)
IRIIED DD S
n=0 n=0 " p=n+l
n par n par p+n tmpar
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desarrollando las sumas y agrupando términos se tiene que

N—-4 N-3 N-3 1 N-1
3 2 (2) 2 2 2
a® = E ka;” = E kc_ E p(p” — k%)ay
n=0 k=1 k=1 R p=kt2
n par k impar k impar p+k par

desarrollando ambas sumas y agrupando términos se llega a

N—4 N—-1 k-2 N-1
(3) _ 2(1.2 2\ (3)
g a,’ = kay, p (k= p°) = ayay,
n=0 k=3 p=1 k=3
n par k impar p impar k impar

Usando las relaciones anteriores en las ecuaciones (4.59) y (4.60) tenemos

que
N-1 B Nl
ey ala, + % Z a®a, =0 n impar (4.66)
n=1 n=3
LR N
e;an a"+7r2_B;a” a, =0 n  par (4.67)

De las ecuaciones (4.54), (4.55), (4.66) y (4.67) vamos a despejar a los coe-
ficientes ay, ay_1, ay_2 v ay_3 los cuales representan las cuatro condiciones

de frontera en la expansion en serie de la funcion h.

Para la primera condicion, h(x = +1) = hy, tenemos que

N
Z ar = ho (k  par) (4.68)
k=0

N-1

ar =0 (k  impar) (4.69)

el

=1
Nos interesan los coeficientes ay, an_1, ay_2 ¥y ay_3 que corresponden
a las cuatro condiciones de frontera y vamos a obtenerlos. Primero, de la

ecuacion (4.68) tenemos que

68



N N—4
Zak:aN+aN—2+Zak:h0

=0 =0
k par k par
entonces,

N—-4

(IN+CLN_2:h0— Zak

k=0
k par

de la ecuacion (4.69) tenemos que:

N-1 N-5
E ar = anN—1 +an—_3+ E ag =0
k=1 k=1
k impar k impar
entonces,
N-5
aN-1+anN-3 = — E ag
k=1
k impar

Para J(z = £1) = 0 tenemos que:

N-1 B Nl
2 IO - :
€ 2 oy, an, + =y ; o, ay, (n tmpar)
N
EZan n+—2a(3)an—0 (n  par)
n=2

h
Sea A = 2—33, entonces, de la ecuacion (4.72) tenemos que
T
N-1 N—-1
€ Z aWa, + A Z a®a
n=1 n=3
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=€ [ag\l,)_laN_l + ozg\l,)_gaN_g} + € ozfll)an—l—
n=1
N-5
+A |:O[53)_10/N_1 + 0[5\3;)_3@]\[_3:| + A Z QS’)Qn =0
n=3

entonces,

anN—1 |:€Ozg\17)_1 + A(Jég\:;)_l:| + an—3 [éag)_g, + Aag\?)_g] =

N-5 N-5
_ = 1 3
= —¢€ E aWa, — A g aPa,
n impar n impar

de la ecuacion (4.73) tenemos que

N N
'éz oz,(ll)an + A Z ozf’)an =
n=4

n=2
N—4
=€ [ag\l,)a]v + ozg\l,)_QaN_g} +€ Z ag)a,ﬁr
n=2
N—4
+A |:04§\?;)QN + 0653)7261]\[,2} + A Z a7(l3)an =0
n=4
entonces,
an [Eag\}) + Aaﬁ)} +an_so [6045\?72 + Aag\?;lz] =
N—4 N—4
= —€ Z aWa, — A Z a®a,
n=2 n=4
n par n par
Sean

N-5 N-5
B=—¢ Z aWa, — A Z aPa, n impar
n=1 n=3
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C=-¢> ala, - A Z aPa, n  par (4.77)
n=2 n=4

Bl=é\)  +4a¥,,  B2=cl),+ 4, (4.78)

Cl=él)+4aY, 2=, +A4aY, (4.79)

entonces, las ecuaciones (4.74) y (4.75) se pueden escribir como:

G,N_lBl + CLN_3B2 =B (480)
anC1+ay_ 202 =C (4.81)

Con las ecuaciones (4.70), (4.71), (4.80) y (4.81) formamos dos sistemas

de ecuaciones cada uno con dos incognitas

any + an_9 = D (482)
anC1l+ ay_,C2 = C (4.83)

N—4 : . .
donde D = ho — ), ax, k par. Para este sistema de ecuaciones la soluciéon

es
DC2 —-C
WN= G o1 (4.84)
C - DC1
-2 = o1 (485)
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el otro sistema de ecuaciones es

anN_1+ay_3 = FE (486)

aN_131 + aN_332 =B (487)
donde F = — ZkN;f’ ay, k impar. La solucién es
EB2 - B

= 4.

N T BBl (4.88)
B - EB1

(4.89)

NS T BBl

Una ultima palabra antes de dejar este capitulo. La conservacion de masa

f_ll n(x)dx = 0 puede expresarse en términos de los coeficientes de la expan-

sion de h(x,t), y ésta puede llegar a ser de utilidad futura. Utilizando la
propiedad (3.46) para los polinomios de Chebyshev, esto es

/1 ~nTa(z)  aT,(x)

n?—1 n—1

podemos mostrar que la conservacion de masa es equivalente a

Yy =0 (4.90)

4.5. Supresion de la inestabilidad Rayleigh-Taylor

Una capa de fluido suspendida desde el techo de una habitacién goteara,
como cualquiera que tenga goteras en casa puede decirlo. En general, la
interfase entre una capa de fluido arriba de una de gas, es inestable. La
supresion de esta inestabilidad puede lograrse al hacer oscillar el contenedor
verticalmente [21], y se predijo que también se lograria con gradientes de

temperatura [10].
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Una perturbacién en la profundidad de la capa de liquido produce re-
giones mas gruesas, donde la interfase se hace méas caliente y regiones mas
delgadas, donde la intefase se hace mas fria. Como la tension superficial dis-
minuye al incrementarse la temperatura, el fluido es “jalado” a lo largo de la
interfase de las regiones més calientes a regiones mas frias (ver figura ?7?). La

termocapilaridad acttia como agente estabilizador.

Recientemente, Burguess y colaboradores 7?7 realizaron experimentos so-
bre la estabilizacion de una capa de fluido suspendida de una superficie (de
“cabeza”), que es gravitacionalmente inestable. La figura ?? es un diagrama
de su experimento. Ellos encontraron que cuando una diferencia de tempera-
tura vertical T, —T; > 0 esta arriba de un valor critico, la fuerza restauradora
que proporcionada por la tension superficial dependiente de la temperatura

puede estabilizar a la capa.

Frio Ty
d Liquido
9
%9 Gas
Caliente Th ‘

Figura 4.2: Geometria de la capa de fluido suspendida con un gradiente de

temperatura que logra estabilizar a la capa.

El anélisis usa una version modificada del modelo de Swift-Van Hook. Con
un cambio de signo del gradiente de temperatura y los terminos de aceleracion
gravitacional, la ecuaciéon de evolucion para la profundidad del liquido h se

aplica a la inestabilidad de Rayleigh-Taylor. La ecuacion de evolucion es
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oh _ o <M (1+F)*Vh G S ) (191)

— = — — —h*Vh — —h*V?Vh
ot 2 (1+F—-Fh)? 3 v 3 vV
multiplicando ambos lados de la ecuacion por 3/G y sustituyendo M = DG,

G = gd®/vk y S = od/pvk, la ecuacion anterior se reescribe como

2
2oy {@ Ut BWNVR g - %h?’v?w@} (4.92)

2 (1+F — Fh)?
donde geqp = \/ﬁ.

Para realizar el estudio de la estabilidad lineal, nos fijamos en la ecuaciéon

cap

linealizada que es

3 Oh 1
G FEVh+ VIV =0 (4.93)

qcap

donde € = =32(1 4 F) + 1.

Asumiendo una solucién de la forma h(z,y,t) = 141, ,e ete/@o+eY) ge

tiene que la razon de crecimiento del modo g-ésimo es

2
( )
€
Geap

donde € se puede escribir como ¢ = [(AT). — AT|/(AT). la temperatura

reducida, q es el niimero de onda de la perturbacion y

(4.94)

_ 2pgd® (1+dyk/dk,)?
"3 or (k/k))(1+d,/d)

Burguess y colaboradores reportan que hay una discrepancia entre el ana-

(AT). (4.95)

lisis de estabilidad lineal dado arriba (que con los parametros usados en sus
experimentos, se esperaria que fuera AT = 14.9 K, en este caso d, = 0.0275

cm) y su resultado experimental (AT = 9.7 K). En sus experimentos hay un
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extremo del contenedor en el cual el liquido queda “pegado”, es decir no varia
la altura de la capa de fluido en ese extremo, y conjeturan que este puede ser
un factor determinante en la discrepancia, lo cual no se toma en cuenta en
el analisis de estabilidad lineal bosquejado arriba. También llevaron a cabo
mediciones de la inestabilidad para tres profundidades de la capa de aire y
encontraron que la diferencia entre el AT observado en el umbral de la ines-
tabilidad y el valor que se predice teoricamente, cambia signos en F =~ 1/2.
Especificamente, para d, =0.0275 cm (F =0.35), d, =0.0206 cm (F =0.45) y
d, =0,0183 cm (F =0.65), el AT observado en el umbral estaba 30 % abajo,
10% abajo y 30% arriba del valor tedrico, respectivamente. En el estudio
realizado en [1] para el caso no invertido, se encontr6 que la dependencia del
umbral de la inestabilidad con la forma del perfil de la interfase, era mini-
ma para |F' — 1/2| pequenos, y era considerable para |F' — 1/2| grandes. La
condicion de que la interfase se mantuviera a la misma altura en las paredes
laterales del contenedor, resulto ser crucial en la determinacion de la forma
de la intefase estable. La conjetura de Burguess, es que esta ultima condicién
debe explorarse para ver si eso explica la discrepancia mencionada en sus

experimentos.

En la siguiente secciéon se reportan algunos resultados numéricos con el

codigo construido, y perspectivas para el codigo que atn esté en construccion.

75



Capitulo 5
Resultados Numéricos

Para el estudio de la conveccion producida por tension superficial con el
modelo de Swift-Van Hook

oh 0 [3D (1+F)W2 &. ,oh h3h
CAUCA Gow— 3t L0 1
T R (S e A mly- ¥ ] Bl
Con 0(xt)
:EJF ox =0,

resolvemos la ecuacién con condiciones de frontera periddicos, usando el mé-
todo de Tau en la base de los polinomios de Chebyshev. En este método, la
minimizacion del residuo nos conduce a un conjunto de ecuaciones diferen-

ciales ordinarias para los coeficientes ay, ..., ay_4, especificamente

ap=—J 0<n<N-—4, (5.2)

donde Jfll) son los coeficientes de la expansion en términos de los polinomios
de Chebyshev, de la primera derivada de la funcion J(z,t). Las condicio-
nes de frontera determinan los coeficientes restantes ay,an_1,an_2 V an_4,
estos estan dados por (4.42), (4.43), (4.44) y (4.45). La evolucion temporal
de los coeficientes la llevamos a cabo con el paquete CVODE para ecuacio-

nes rigidas y no-rigidas, publicado en 1996 [5]. Resolvemos (5.1) y llevamos
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acabo el analisis de estabilidad lineal alrededor de la intefase plana usando
pequenas perturbaciones h(x,t) = 1 + n(z,t) con 7 elegida principalmente
como A cos (mz), con A =0.01 o méas pequena, aunque también usamos otras
condiciones iniciales. El proposito de este analisis, del cual ya sabemos su
resultado, fue probar si el codigo estaba trabajando correctamente. Se en-
contr6 el mismo umbral de la inestabilidad que el encontrado teoricamente
D(1+ F) =0.703. Sabemos que es necesario realizar un estudio matematico
formal de la convergencia del método espectral aplicado a la ecuacion (5.1)
y no desestimamos su importancia. Siguiendo la teoria de estabilidad y con-
vergencia expuestos por ejemplo, en el capitulo 6 del libro de Canuto, et al

[4], planeamos realizar este analisis en un trabajo futuro.

De las corridas del codigo, se desprende un hecho ya observado por Van
Hook, que los picos se forman para F' >~ 1/2, y los agujeros para F' <~ 1/2.
Ejemplos de éstos se muestras en las figuras ?? y ?7. Cerca de la F' =1/2, la
diferencia entre pico y agujero es ambigua. También observamos que el tama-
no de los picos y agujeros depende del nriiero de Bond B, que da la magnitud
relativa entre gravedad y tension superficial. Tensiones superficiales grandes
(B pequenas) evita la formacion de estructuras muy “picudas”, inversamente,
tensiones superficiales pequenas (B grandes) permite la formacion de estruc-

turas puntiagudas.

Con las condiciones de frontera periodicas, podemos hacer la evolucion de

la ecuacion para la inestabilidad de Rayleigh-Taylor. En la figura se muestra

En el capitulo anterior, sentamos las bases para la reproduccion de los
resultados de la referencia [1], donde se mostro que las condiciones de frontera
no-periodicas (deducidas aqui en detalle) usadas para el modelo de Swift-Van
Hook, explican cualitativamente, las divergencias de resultados entre teoria
y experimento en la conveccion inducida por tension superficial (vease figura
3 de la referencia [1]). Para el estudio de la supresion de la inestabilidad de
Rayleigh-Taylor, debermos encontrar las condiciones de frontera apropiadas

para tal experimento. Creemos que estas son:
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hx=—1)=hy , J(x==1), (5.3)

pero como en el otro extremo, el liquido no esta “pegado” a la pared lateral,
neceitamos una condiciéon més. Esta puede ser la conservacion de la masa

(5.4), que dedujimos anteriormente, explicitamente

Yoa
Z n2 - 1 0. (5.4)
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Capitulo 6
Conclusiones y Trabajo Futuro

En este trabajo se realizo

1. Una revision de la convecciéon inducida por tension superficial, que para

capas muy delgadas de fluido conducen a la inestabilidad de ruptura.

2. Bosquejamos también la deduccion del modelo de Swift-Van Hook, e hi-
cimos una revision de los métodos espectrales que usamos para resolver

dicha ecuacion.

3. Escribimos un cédigo para resolver la ecuaion de Swift-Van Hook con
condiciones de frontera periddicas y dedujimos explicitamente las con-

diciones de frontera que mejor modelan elprotocolo experimental.

4. Realizamos con este codigo, el analisis de estabilidad lineal, reprodu-

ciendo el valor tedrico del umbral de esta inestabilidad.

5. Observamos que los picos se forman para F' >~ 1/2, y los agujeros

para ' <~ 1/2, en concordancia con las observaciones.

6. Observamos que el tamano de los picos y agujeros depende de B. Para
B pequenas se evita la formacion de estructuras muy “picudas”, para

B grandes, se permite la formacion de estructuras puntiagudas.
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El trabajo por realizar en el futuro es

1. Ver si, usando las condiciones de frontera no-peridédicas deducidas en
este trabajo, junto con la inclusion de no-uniformidades en el gradiente
de temperatura y en el pegado del liquido en las paredes laterales, asi
como el analisis 2-dimensional llevan a una mejor concordancia entre

los resultados experimentales y teéricos que los mostrados en ([1]).

2. Determinar las mejores condiciones de frontera que mejor se adapten al
protocolo experimental en la supresion de la inestabilidad de Rayleigh-
Taylor, implementarlas y realizar un anélisis de estabilidad numérico

para determinar si la conjetura de Burguess es correcta o no.

Las bases sentadas en esta tesis, nos permitiran realizar estos dos puntos

aqui mencionados.

80



Bibliografia

[1] R. Becerril, S. Van Hook, J. Swift “The influence of interface profile on
the onset of long-wavelength Marangoni convection” Phys. of Fluids 10,
3230 (1998).

[2] H. Bénard, “Les turbillons cellulaires dans une nappe liquide”, Re. Gén.
Sci. Pure Appl. 11, 1261-1271, 1309-1328 (1900).

[3] John M. Burgess, Anne Juel, W. D. McCormick, J. B. Swift, y Harry
L. Swinney. “Suppression of Dripping from a Ceiling” Phys. Rev. Letts.
86, 1203 (2001).

[4] C. Canuto, M. Hussaini, A. Quarteroni, T. Zang, “Spectral Methods,
Fundamentals in Single Domains”, Springer Verlag (2006).

[5] S. D. Cohen y A.C. Hindmarsh “Cvode, a stiff /nonstiff ode solver in C”.
Comput. Phys. 10, 138 (1996).

[6] Susana Hernandez, Alonso Espinoza, Francisco Guzméan y Ricardo Be-
cerril, “Some applications of spectral methods to solve partial differential
equations in physics” articulo en preparacion para ser enviado a la Rev.

Mex. Fis. E (secciéon ensefianza).

|7| S. H. Davis and G. M. Homsy “Energy stability theory for free-surface
problems: buoyancy-thermocapillary layers” J. Fluid Mech. 98, 527
(1980).

81



[8] D. A. Nield “ Surface tension and buoyancy effects in cellular convection”
J. Fluid Mech. 19, 341 (1964).

[9] M. C. Cross, P. C Hohenberg, “Pattern Formation Outside of Equili-
brium”, Rev. Mod. Phys. 65, 851 (1993).

[10] B. Kopbosynov and V. Pukhnachev. Fluid Mech. Sov. Res 15, 11 (1986).

[11] Paul Manneville, “Dissipative Structures and Weak Turbulence ”, Pers-

pectives in Physics (1990).

[12] J. R. Pearson, “On convection cells induced by surface tension”. J. Fluid
Mech. 4, 489 (1958).

[13] William H. Press, Saul A. Teukolsky, William T. Vetterling, Brian P.
Flannery, “Numerical Recipies in C”, Editorial Cambridge University
Press, (1992).

[14] Lord Rayleigh. “On convection currents in a horizontal layer of fluid
when the higher temperature is on the under side” Phil. Mag. 32, 529
(1916).

[15] MLF. Schatz, S.J. Van Hook, W.D. McCormick, J.B. Swift y H.J. Swin-
ney. “Onset of surface tension driven Bénard convection” Phys. Rev.
Lett. 75, 1938 (1995).

[16] Strogatz, “Nonlinear dynamics and chaos” Westview (2000).

[17] (a) J. Thompson, Proc. Glasg. Phil. Soc., vol 13, 464 (1882). (b) J.
Thompson, “On certain curious motions observable at the surfaces of
wine and other alcoholic liquors”, Phil. Mag. (Ser. 4) 10, 330 (1855).

[18] S.J. Van Hook, M.F. Schatz, W.D. McCormick, J.B. Swift y H.J. Swin-
ney. “Long-wavelength instability in surface-tension driven Bérnard con-
vection” Phys. Rev. Lett. 75, 45 (1995)

82



[19] S.J. Van Hook, M.F. Schatz, J.B. Swift, W.D. McCormick, y H.J. Swin-
ney. “Long-wavelength surface-tension driven Bérnard convection: expe-
riment and theory” J. Fluid Mech. 345, 45 (1997).

[20] E. H. Weber. Ann. Phys. Chemie. 94, 447 (1855).

[21] G. H. Wolf, Phys. Rev. Lett. 24, 444 (1970).

83



	PORTA NEW
	IFM-M-2010-0005 COMBI



