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INTRODUCCIÓN

El objetivo del presente trabajo estudiar los ideales y filtros sobre conjuntos numerables, los que

comúnmente conocemos como filtros sobre ω o ideales sobre ω. Dentro de estos, nos enfocaremos

en la clase de I-ultrafiltros los cuales fueron estudiados por James Baumgartner en [11]. Y dentro

de esta clase de ultrafiltros, nos concentraremos cuando I es {A ⊆ ω :
∑

n∈A g(n) < ∞}, también

conocido como ideal sumable con respecto a g, donde g es una sucesión de números reales no

negativos.

En el capı́tulo 1 hacemos enfásis en las herramientas que serán utilizadas a lo largo de este tra-

bajo, tales como familias casi ajenas maximales, árboles, invariantes cardinales, clases especiales

de ultrafiltros y agregamos adeḿas una lista de ejemplos de ideales sobre ω. También dedicamos

una sección especial para el tema de I-ultrafiltros donde estudiamos caracterizaciones de ultrafil-

tros selectivos, p-puntos, q-puntos en términos de I-ultrafiltros

El capı́tulo está dedicado a estudiar un artı́culo de Jana Flašková titulado More than 0-point; en

él estudiamos a detalle la construcción de un Ig-ultrafiltro en ZFC, cuando g es la sucesión 1
n . Tam-

bién revisamos qué se tiene hasta el momento cuando g es una sucesión de números reales arbitraria

y miramos a través del vidrio del Axioma de Martin o a través de la Hipótesis del Continuo.

El cuarto capı́tiulo está dedicado a exponer los resultados que fueron encontrados al revisar y

estudiar algunos artı́culos que han sido estudiados en los capitulos anteriores. Hablando especı́fica-

mente, probamos que asumiendo h = d existen 2d I 1
n
-ultrafiltros débiles; para esto, esencialmente

las herramientas que usamos son: familias casi ajenas maximales, los invariantes cardinales h y d,

un teorema de caracterización sobre h, y un lema sobre las funciones finito a uno de ω en ω que

rescatamos en el camino. También añadimos un bloque en donde damos una revisión entre cual es

la relación entre los p-puntos, los ultrafiltros rápidos y los ultrafiltros sumables.

Finalmente el quinto capı́tulo está dedicado a estudiar un teorema de K. Kunen sobre ultrafiltros

selectivos, para esto nos ligamos un poco con teorı́a de modelos y forcing. Dicho teorema, prueba

que es consistente que los ultrafiltros selectivos no existan. Para esto, divimos el capı́tulo en tres

secciones: en la primer sección introducimos las herramientas necesarias para probar el teorema,

es decir, recordamos algunos teoremas de teorı́a de modelos y algunas nociones de forcing. La

v



vi INTRODUCCIÓN

segunda sección, ya con el arsenal preparado para comenzar a probar el teorema damos pie a la de-

mostración. Y, finalmente en la última sección hacemos un bloque en donde damos las conclusiones

del presente trabajo.

Cabe notar que para comenzar con los primeros cuatro capı́tulos solo es necesario un curso

básico de teorı́a de conjuntos, ánalisis, y tal vez un poco de topologı́a, pero ya para el quinto

capı́tulo sı́ es necesario estar familiarizado con teorı́a de modelos y forcing.

1. Preliminares

Decimos que un conjunto x es transitivo si para todo y ∈ x, y es un subconjunto de x; o sea,

y ⊆ x. Un conjunto x es un número natural si: x es transitivo, (x, ∈) es un órden lineal estricto, todo

subconjunto no vacı́o de x tiene elementos mı́nimo y máximo en el órden ∈. También, un conjunto x
es un número ordinal si y sólo si: x es transitivo, x es bien ordenado bajo la relación ∈, es decir, para

todo subconjunto y no vacı́o de x, y tiene elemento mı́nimo. Nótese que los números naturales son

exactamente los números ordinales finitos, ası́, ω = {0, 1, . . . , n, n + 1, . . .} es el primer ordinal más

grande que cualquier número natural. El conjunto ω, es el que conocemos como el de los números

naturales.

Un conjunto X se llama numerable si existe una función f : ω → X biyectiva. Dados A, B
conjuntos, decimos que A y B tienen la misma cardinalidad, i.e. |A| = |B|, si existe una función

biyectiva f : A → B. Por [A]<X denotamos al conjunto {A ⊆ X : |A| < |X|}. Por ω<ω denotamos al

conjunto de todas las sucesiones finitas s : n→ ω donde es un número natural. Por ωω entendemos

el conjunto de todas las funciones f de ω en sı́ mismo. Si s ∈ ω<ω tiene dominio n ∈ ω e i ∈ ω, por

s� i denotamos la sucesión t con dominio n + 1 tal que t|n = s y t(n) = i.

Recordemos el cuasi-órden ≤∗ sobre ωω: Para f , g ∈ ωω, escribimos f ≤∗ g si y sólo si existe

N ∈ ω tal que f (n) ≤ g(n) para cada n ≥ N. Una familia F ⊆ ωω se dice que es una familia

dominante si para cada g ∈ ωω existe f ∈ F tal que g ≤∗ f . Decimos que F ⊆ ωω es acotada, si

existe f ∈ ωω tal que para todo g ∈ F se tiene que g ≤∗ f . Algunos de los cardinales invariantes

asociados a dicho cuasi-órden son:

d = mı́n{|F | : F ⊆ ωω ∧ F es dominante }

b = mı́n{|F | : F ⊆ ωω ∧ F es no acotoda (≤∗)}

que serán tratados en el presente trabajo.
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Recordemos que una familia F ⊆ P(ω) es k-ligada, si para toda {An : n ≤ k} ⊆ F se tiene que⋂
n≤k An es infinito. Decimos que una familia F ⊆ P(ω) es centrada si para todo k ∈ ω se tiene que

F es k-ligada.

Si A, B ∈ [ω]ω, decimos que A está casi contenido en B y lo denotamos A ⊆∗ B, si A \ B es

finito. Usando esta notación recordemos otro cardinal invariante, conocido como el número de la
pseudointersección:

p = mı́n{|F | : F ⊆ [ω]ω,F es centrada, F no tiene pseudointersecciones }.

Denotemos por ℵ0 el cardinal de ω y por ω1 el conjunto formado por todos los números or-

dinales numerables; este también es el primer cardinal no numerable que a veces lo denotamos

indistintamente por ℵ1. La cardinalidad del continuo, es decir, la cardinalidad de R es denotada

por c. Visto como conjunto, c es un conjunto bien ordenado tal que cada segmento inicial de c tiene

cardinalidad estrictamente menor que c.

Hipótesis del Continuo y Axioma de Martin

No olvidemos que dado un conjunto parcialmente ordenado (P,≤P), D ⊆ P es denso si para todo

p ∈ P existe d ∈ D de modo que d ≤P p y también F ⊆ P es un filtro si p ∈ F y p ≤P q, entonces

q ∈ F y si p, q ∈ F , entonces existe r ∈ F de modo que r ≤P p y r ≤P q. Dados p, q ∈ P se dice

que p y q son compatibles si existe r en P de manera que r ≤P p y r ≤P q, de otro modo se dice que

p, q son incompatibles y lo denotamos por p ⊥ q. Un subconjuntoA ⊆ P es una anticadena si para

todo p, q ∈ A se tiene que p ⊥ q. Decimos que P tiene la condición de la cadena contable (c.c.c) si

toda anticadenaA ⊆ P es a lo más numerable. También, P es σ-centrado si existe familia de filtros

〈Fn : n ∈ ω〉 en P tal que P =
⋃

n∈ω Fn.

Si D = {Dα : α < κ} es una colección de densos en P, diremos que F es D-génerico si

F ∩ Dα � ∅ para todo α < κ. El Axioma de Martin respecto a un cardinal κ es:

MAκ(P): Sea P un órden parcial con c.c.c y siD = {Dα : α < κ} es una familia de subconjuntos

densos en P entonces existe F ⊆ P filtro D-génerico. MA es la sentencia que afirma que es válido

para todo κ < c, MAκ(P).

MAκσ−centrado(P): Sea P un órden parcial σ-centrado y si D = {Dα : α < κ} es una familia de

densos en P entonces existe F ⊆ P filtro D−génerico. MAσ−centrado es la sentencia que afirma que

es válido para todo κ < c, MAκσ−centrado(P). Similarmente, se define MAκcontable(P) y MAcontable.

La Hipótesis del Continuo (CH) establece que no existen conjuntos A para los cuales ℵ0 < |A| <
c. Otra forma de enunciar la Hipótesis del Continuo es con la afirmación c = ω1. Es bien conocido
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que CH es tanto consistente como independiente de la usual axiomática para la teorı́a de conjuntos,

la axiomática de Zermelo-Fraenkel con Elección (ZFC).



Capı́tulo 1

Nociones Elementales

1. Familias Casi Ajenas

Sea κ un cardinal infinito. Si x, y ⊆ κ, decimos que x y y son casi ajenos si |x ∩ y| < κ. Una

familiaA ⊆ P(κ) es casi ajena si para todo x ∈ A se tiene que |x| = κ y para todo x, y ∈ A se tiene

que x y y son casi ajenos. Una familiaA es MAD si esta es una familia casi ajena y maximal en el

sentido ⊆.

Sea κ un cardinal infinito. Puesto que |κ × κ| = κ existe g : κ → κ × κ biyección. Luego, Sea

α ∈ κ y considere Aα = {α} × κ. Note que si α � β, entonces Aα ∩ Aβ = ∅. Luego, pongamos

A = {g−1[Aα] : α < κ}. Ası́A es una familia disjunta de cardinalidad κ.

Para cada r ∈ R escojasé una sucesión de racionales 〈qr
n : n ∈ ω〉 que converge a r. Sean

f : ω→ Q una función biyectiva y

Ar = {k ∈ ω : (∃n ∈ ω)( f (k) = qr
n)}

para cada r ∈ R. EntoncesA = {Ar : r ∈ R} es una familia casi ajena de cardinalidad c.

Sea κ ≥ ω un cardinal regular, entonces:

1. SiA ⊆ P(κ) es una familia casi ajena y |A| = κ, entoncesA no es maximal.

2. Existe una familia casi ajena maximal B ⊆ P(κ) de cardinalidad ≥ κ+.

Demostración. 1) Sea A = {Aξ : ξ < κ} familia casi ajena. Sea Bξ = Aξ \
⋃
η<ξ Aη. Note que

Bξ � ∅ ya que Bξ = Aξ \
⋃
η<ξ(Aξ ∩ Aη), |Aξ | = κ y |

⋃
η<ξ(Aξ ∩ Aη)| < κ, por la regularidad de κ.

Escojasé βξ ∈ Bξ y pongamos D = {βξ : ξ < κ}. Luego D tiene cardinalidad κ y D∩Aη ⊆ {βξ : ξ ≤ η},
ası́ que D y Aη son casi ajenos para cada η.

2) Sea B ⊆ P(κ) familia casi disjunta de cardinalidad κ, por 1) dicha familia no es maximal,

ası́ extendamos a una familia maximal usando el Lema de Zorn y obtenemos que |B| > κ.

1



2 1. NOCIONES ELEMENTALES

(MA) Sea κ < c un cardinal. Si A ⊆ P(ω) es casi ajena y es tal que |A| < κ, entonces A no es

maximal.

Demostración. Sea A una familia casi ajena de cardinalidad κ < c y consideremos el siguiente

órden parcial:

P = {〈s, F〉 : s ∈ [ω]ω, F ∈ [F ]<ω}

donde 〈s1, F1〉 ≤P 〈s2, F2〉 si y sólo si s1 ⊇ s2, F1 ⊇ F2 y x∩ s1 ⊆ s2 para todo x ∈ F2. Notemos que

P es c.c.c puesto que si {〈sα, Fα〉 : α < ω1} ⊆ P fuese una anticadena, tendriamos que |[ω]<ω| = ω1

ya que si α � β entonces sα � sβ.

Ahora, para cada A ∈ A pongamos DA = {〈s, F〉 ∈ P : A ∈ F} y veamos que es denso: Sea

〈s, F〉 ∈ P y note que 〈s, F ∪ {A}〉 ≤P 〈s, F〉 y 〈s, F ∪ {A}〉 ∈ DA, luego DA es denso.

Dado n ∈ ω, consideremos Dn = {〈s, F〉 : s � n} y veamos que es denso: Sea 〈s, F〉 ∈ P, como A
es casi ajena se tiene que ω \

⋃
F es infinito y ası́ elija m ∈ ω \

⋃
F de modo que m > n. Luego

〈s ∪ {m}, F〉 ≤P 〈s, F〉 y 〈s ∪ {m}, F〉 ∈ Dn.

Sea D = {DA : A ∈ A} ∪ {Dn : n ∈ ω} y note que |D| = κ < c, entonces existe G filtro

D-génerico. Pongamos X =
⋃
{s ∈ [ω]<ω : (∃F ∈ [A]<ω)(〈s, F〉 ∈ G)} y veamos que {X} ∪ A es

familia casi disjunta que extiende aA. Dado A ∈ A se tiene que DA ∩G � ∅, entonces existe 〈s, F〉
con A ∈ F y 〈s, F〉 ∈ G. Basta probar que X ∩ A ⊆ s: Sea x ∈ X ∩ A entonces existe 〈s′, F′〉 ∈ G tal

que x ∈ s′ y como G es filtro existe 〈s′′, F′′〉 ∈ G tal que 〈s′′, F′′〉 ≤P 〈s, F〉 y 〈s′′, F′′〉 ≤P 〈s′, F′〉 y

por tal razón x ∈ s′ ⊆ s′′ y A ∩ s′′ ⊆ s, de aquı́ que x ∈ s.

Finalmente, X es infinito puesto que G ∩ Dn � ∅ lo que indica que X � n para todo n ∈ ω.

2. Árboles

La teorı́a de árboles forma una parte rica e interesante de la combinatoria infinita, teniendo

aplicaciones en otras áreas de la teorı́a de conjuntos ası́ como en otras áreas de las matemáticas (en

particular, topologı́a general). En la presente sección abordamos los conceptos básicos de la teorı́a

de árboles y tratamos de familiarizarnos un poco con la construcción de objetos através de estos.

Un árbol es un conjunto parcialmente ordenado 〈T,≤T 〉 tal que para todo x ∈ T , el conjunto

x̌ = {y ∈ T : y <T x} es bien ordenado por ≤T .
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Sea T = (ω<ω,≤). Dados s, t ∈ ω<ω, decimos que s ≤ t si y sólo si s ⊇ t. Entonces, T es un

árbol.

Recordemos que para cualquier conjunto (X, <) que es bien ordenado, existe un único número

ordinal α tal que (X, <) es isomorfo a α con el órden usual. Dicho α es llamado el tipo de órden de

(X, <).

El tipo de órden del conjunto x̌ bajo <T es llamada la altura de x en T, denotada por htT(x).

Si α es un ordinal, el α-ésimo nivel de T, es el conjunto

Tα = {x ∈ T : htT(x) = α}.

Denotemos por T |α el conjunto
⋃
β<α Tβ y por T|α a la estructura T restringida a este conjunto.

Sea T un árbol. Un subconjunto linealmente ordenado b de T con la propiedad de que siempre

que x ∈ b y y <T x, se tiene que y ∈ b, es llamado una rama de T.

Sea θ un ordinal, λ un cardinal. Un árbol T se dice que es un (θ, λ)-árbol si y sólo si:

• (∀α < θ)(Tα � ∅).
• Tθ = ∅.
• (∀α < θ)(|Tα| < λ.

En otras palabras, un (θ, λ)-árbol es un árbol de altura θ y anchura menos que λ.

Un árbol T se dice que tiene lı́mites únicos si siempre que α es un ordinal lı́mite y x, y ∈ Tα, si

x̌ = y̌, entonces x = y.

Un (θ, λ)-árbol T se dice que es normal si T tiene lı́mites únicos y cada una de las siguientes

condiciones se satisfacen

• |T0| = 1.

• Si α, α + 1 < θ y x ∈ Tα, entonces existen y1, y2 ∈ Tα+1 de modo que x <T y1 y x <T y2.

• Si α < β < θ y x ∈ Tα, entonces existe y ∈ Tβ tal que x <T y.

Sea κ un cardinal infinito. Un κ-árbol es un (κ, κ)-árbol normal. Es fácil ver que todo ω-árbol

tiene una ω-rama, pero no podemos aplicar el mismo razonamiento para deducir que cualquier ω1-

árbol tiene una ω1-rama. De hecho, una construcción de tales árboles fue dada por N. Aronszajn y

estos con conocidos como árboles Aronszajn.

[Aronszajn] Existe un árbol Aronszajn

Demostración. La idea es hacer que los elementos de Tα sean α-sucesiones estrı́ctamente creciente

de números racionales y el órden del árbol estará dado por x <T y si y sólo si x es un segmento
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inicial de y, i.e (x ⊆ y). Note que si b fuese una ω1-rama, entonces
⋃

b deberı́a ser una ω1-sucesión

estrı́ctamente creciente de números racionales, lo cual es imposible. Ahora, veamos la construcción

por recursión de tal árbol asegurandonos que en cada paso α < ω1, T|α satisfaga lo siguiente:

P(α) : T|α es un (α, ω1)-árbol normal y para cada β < γ < α y cada x ∈ Tβ y cada racional

q > sup(x), existe y ∈ Tγ tal que x ⊆ y y q ≥ sup(y).

Para comenzar la construcción, pongamos

T0 = {∅}

Si T|(α+1) está definido y satisface P(α + 1)), definamos

Tα+1 = {x� 〈q〉 : x ∈ Tα ∧ q ∈ Q ∧ q > sup(x)}.

Claramente, T|(α+2) satisface P(α + 2).

Finalmente, supongamos que α es un ordinal lı́mite y T|α ha sido definido y satisface P(α).

Afirmación: Para cada x ∈ T |α y cada racional q > sup(x), existe una α-rama b de T|α tal que x ∈ b
y sup(

⋃
b) ≤ q:

Dado x ∈ T |α y q ∈ Q tal que q > sup(x) escójase una ω-sucesión estrı́ctamente creciente

de ordinales 〈αn : n ∈ ω〉 cofinal en α tal que x ∈ T |α0
. Como P(α) es válido, podemos escoger

recursivamente elementos yn ∈ T |αn tal que x ⊂ yn ⊂ yn+1 para todo n ∈ ω y sup(yn) < q. Pongamos

b = {y ∈ T |α : (∃n ∈ ω)(y ⊂ yn)}.

Claramente, b es una α-rama de T el cual contiene a x y es tal que sup(
⋃

q) ≤ q. Ahora sı́,

estamos preparados para construir el nivel Tα como sigue:

Para cada x ∈ T |α y cada racional q > sup(x), escójase una α-rama b(x, q) de T|α como en la

afirmación anterior y considere

Tα = {
⋃

b(x, q) : x ∈ T |α ∧ q ∈ Q ∧ q > sup(x)}

Ası́, Tα+1 satisface P(α + 1). En particular, Tα es numerable ya que tanto Q y T |α lo son.
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3. Filtros e Ideales sobre ω

Sea S un conjunto no vacı́o. Un filtro sobre X es una colección F de subconjuntos de X que

satisface las siguientes condiciones:

• X ∈ F y ∅F .

• Si A ∈ F y B ∈ F , entonces A ∩ B ∈ F .

• Si A ∈ F y A ⊆ B ⊆ X, entonces B ∈ F .

Sea X un conjunto no vacı́o y A ⊆ X no vacı́o. Entonces la colección F = {B ⊆ X : A ⊆ B} es

un filtro sobre X.

Distinguimos entre dos tipos de filtros:

Sea F un filtro sobre S , entonces decimos que F es libre si
⋂
F = ∅ y es fijo de otro modo.

Considere F = {A ⊆ ω : |ω \ A| < ω}. Dicha colección es un filtro libre: Dado n ∈ ω
consideresé Vn = ω \ {n} y note que Vn ∈ F para todo n ∈ ω, luego

⋂
F ⊆

⋂
n∈ω Vn = ∅. Dicha

colección F es conocida como el filtro de Fréchet.

Veáse ejemplo 3 y note que dicho filtro es fijo.

Dado un conjunto X no vacı́o y una familia F ⊆ P(X), recordemos que F tiene la propiedad

de la intersección finita si dada cualesquier subcolección finita G ⊆ F se tiene que
⋂
G � ∅. La

siguiente proposición nos indica cuando una familia se puede extender a un filtro.

Sea G una colección de subconjuntos de X tal que tiene la propiedad de la intersección finita.

Entonces existe un filtro F sobre X tal que G ⊆ F .

Demostración. Sea F la colección de todos los subconjuntos A de X con la propiedad que existe

un subconjunto finito {X1, X2, ..., Xn} de G tal que

⋂
i≤n

Xi ⊆ A.

Claramente, X está en F y ∅ no pertenece a F puesto queG tiene la propiedad de la intersección

finita. Dado A, B ∈ F , entonces existen Ai ∈ G y Bj ∈ G tales que

⋂
i≤n

Ai ⊆ A

y ⋂
j≤m

Bj ⊆ B
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consecuentemente
⋂

i≤n Ai ∩
⋂

j≤m Bj ⊆ A ∩ B y ası́ A ∩ B ∈ F y obviamente dicha colección es

cerrada bajo superconjuntos, por lo tanto F es un filtro sobre X.

Hay filtros que son muy especiales, algunos tienen la propiedad de que dado cualquier subcon-

junto del conjunto base, este elige si tal elemento está en el filtro o bien está su complemento. Este

tipo de filtros es el más importante por aplicaciones en diversas áreas, a estos filtros son los que

conocemos como ultrafiltros.

Un filtroU sobre X es un ultrafiltro si para cada A ⊆ X se tiene que A ∈ U o X \ A ∈ U.

La siguiente proposición es una caracterización de ultrafiltros.

Sea F un filtro sobre X. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. F es un ultrafiltro sobre X.

2. Si A, B ⊆ X son tal que A ∪ B ∈ F , entonces A ∈ F o B ∈ F .

3. F es maximal con respecto a (⊆).

Demostración. 1)→2) Sea F un ultrafiltro sobre X. Sean A, B ⊆ X tal que A ∪ B ∈ F entonces

X \ (A ∪ B) = (X \ A) ∩ (X \ B)F , luego X \ AF o X \ BF de aquı́ que A ∈ F o B ∈ F .

2)→1) Sean F un filtro sobre X y A ⊆ X, entonces X = A ∪ (X \ A) ∈ F , luego A ∈ F o

X \ A ∈ F . Por lo tanto, F es un ultrafiltro sobre X.

2)→3) Suponga que F no es maximal, entonces existe filtro F ′ que contiene propiamente a F ,

escójase A ∈ F ′ \ F , como F es filtro sobre X y X = A ∪ (X \ A) se tiene que X \ A ∈ F , pero

F ⊂ F ′, ası́ que X \ A ∈ F ′, lo cual es contradictorio.

3)→1) Suponga que existe A ⊆ X tal que AF ni X \ AF . Ahora, note que F ∪ {A} tiene la

propiedad de la intersección finita, puesto que si existierán A0, ..., An ∈ F de modo que
⋂

i≤n Ai∩A =
∅, entonces

⋂
i≤n Ai ⊆ X\A, lo cual es contradictorio. Por lema existe filtro F ′ que extiende F ∪{A},

por lo tanto F ⊂ F ′.

Sea n ∈ ω. Considerese la colección {A ⊆ ω : n ∈ A}, dicha colección es un ultrafiltro sobre ω.

SeanU,V ultrafiltros sobre ω. Consideresé la colección

U ×V = {A ⊆ ω × ω : {n ∈ ω : {m ∈ ω : (n,m) ∈ A} ∈ U} ∈ V}
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tal colección es un ultrafiltro sobre ω × ω.

El siguiente teorema establece que cualquier filtro puede extenderse a un ultrafiltro. La de-

mostración usa una equivalencia del Axioma de Elección, y de hecho el teorema no puede ser

probado sólo en Zermelo-Fraenkel (ZF). Recordemos el Teorema de Kuratowski-Zorn, aunque no

será demostrado. Para una demostración consúltese [7].

[Kuratowski-Zorn] Sea (P,≤) un conjunto parcialmente ordenado y no vacı́o en el cual toda

cadena C tiene una cota superior. Entonces P tiene un elemento maximal.

Necesitaremos el siguiente resultado que hará posible aplicar el Teorema 3.

Si C es un conjunto de filtros sobre S y si para cada F1,F2 ∈ C se tiene que F1 ⊆ F2 o F2 ⊆ F1,

entonces la unión de C también es un filtro sobre S . Demostración. Sea C un conjunto de filtros

sobre S tal que si F1,F2 ∈ C se tiene que F1 ⊆ F2 o F2 ⊆ F1:

1. ∅
⋃
C pues si ∅ ∈

⋃
C implica que ∅ ∈ F , para algún filtro F sobre S en C, lo cual es

contradictorio. S ∈
⋃
C pues S ∈ F para todo filtro F sobre S en C.

2. Sean X, Y ∈
⋃
C, entonces X ∈ F1 y Y ∈ F2 para algunos F1,F2 ∈

⋃
C como F1 ⊆ F2 o

F2 ⊆ F1 sin pérdida de generalidad F1 ⊆ F2. Tenemos que X, Y ∈ F2, luego X ∩ Y ∈ F2.

Ası́, X ∩ Y ∈
⋃
C.

3. Sean X ∈
⋃
C y X ⊆ Y ⊆ S , entonces X ∈ F para algún F filtro, luego Y ∈ F , de aquı́ que

Y ∈
⋃
C.

(Tarski) Todo filtro sobre S puede extenderse a un ultrafiltro sobre S .

Demostración. Sea F0 un filtro sobre S y P el conjunto de todos los filtros F sobre S tales que

F0 ⊆ F . Consideremos el conjunto parcialmente ordenado (P,⊆). Si C es una cadena en P entonces

por lema anterior, C tiene una cota superior en P. Aplicando el Teorema de Kuratowski-Zorn, existe

U filtro maximal en P y por lema 3U es un ultrafiltro sobre S tal que F0 ⊆ U.

Antes de enunciar el siguiente teorema notemos que el filtro de Fréchet (ver ejemplo 3) no es

un ultrafiltro sobre ω, pues ω = {2n : n ∈ ω} ∪ {2n + 1 : n ∈ ω} y por teorema 3 se sigue que dicho

filtro no es ultrafiltro. Sin embargo, para garantizar la existencia de un ultrafiltro libre sobre ω basta

extender el filtro de Fréchet como veremos a continuación.

SeaU un ultrafiltro sobre ω. EntoncesU es un ultrafiltro libre si y sólo si este contiene al filtro

de Fréchet.
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Demostración. Sea U un ultrafiltro libre sobre ω. Sea A ⊂ ω tal que ω \ A es finito y note que

ω = ω \ A ∪ A, como ω \ A es finito yU es ultrafiltro libre se tiene que ω \ AU ası́ que A ∈ U.

Sea U ultrafiltro que extiene el filtro de Fréchet. Sea A ∈ U y considere {ak : k ∈ ω} enu-

meración de A. Ahora, para todo n ∈ ω se tiene que An = A \
⋃
{ai : i ≤ n} ∈ U y

⋂
n∈ω An = ∅, por

lo tanto
⋂
U = ∅.

Notemos que si F es un filtro sobre un conjunto X, entonces existen al menos dos ultrafiltros

que lo extienden: Por lemma, existe U ultrafiltro sobre X tal que F ⊂ U, luego sea A ∈ U \ F .

Ahora, sea xF ∈ F \ A y pongamos B = {xF : F ∈ F }. Luego, F ∪ {B} tiene la propiedad de la

intersección finita, ası́ existeU′ ultrafiltro sobre X que extiende F yU � U′.

La noción dual de filtro es la de ideal, definida de la siguiente manera.

Sea X un conjunto no vacı́o. Un ideal sobre X es una colección I de subconjuntos de X que

satisface las siguientes condiciones:

• ∅ ∈ I.

• Si A, B ∈ I, entonces A ∪ B ∈ I.

• Si A ⊆ B y B ∈ I, entonces A ∈ I.

Note que si F es un filtro sobre X, entonces la colección F ∗ = {X \A : A ∈ F } es un ideal sobre

X, conocido como el ideal dual a F .

Denotemos por FIN la colección de todos los subconjuntos finitos de ω. Dicha colección es un

ideal sobre ω y de hecho su filtro dual I∗ coincide con el filtro de Fréchet.

Sea I un ideal sobre X. A partir de este momento decimos que I es un ideal sobre ω si X es un

conjunto numerable y este contiene todos los subconjuntos finitos de X, i.e, FIN ⊆ I. En general,

podemos asumir que tal conjunto X es ω, el primer ordinal numerable.

Densidad. Sea A un conjunto de números naturales. Para cada n ∈ ω, sea A(n) = |A ∩ {0, . . . , n − 1}|,
el número de elementos de A que son más pequeños que n. Si el lı́mite

d(A) = lı́mn→∞
A(n)

n

existe, es llamado la densidad de A. Por ejemplo, el conjunto de todos los números pares tiene den-

sidad 1/2. Todo conjunto finito tiene densidad 0, aunque existen conjuntos infinitos cuya densidad

también es 0. (Como el conjunto de todas las potencias de 2, {2n : n ∈ ω}). Si A ⊆ B ⊆ ω, entonces

A(n) ≤ B(n) para todo n y si tanto A y B tienen densidad entonces d(A) ≤ d(B). En particular, si

d(B) = 0, entonces d(A) = 0. Asimismo, para cada n, (A ∪ B)(n) ≤ A(n) + B(n) y si A y B son

disjuntos entonces (A ∪ B)(n) = A(n) + B(n). Consecuentemente d(A ∪ B) ≤ d(A) + d(B) (siempre
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y cuando la densidad exista) y d(A ∪ B) = d(A) + d(B) si A y B son disjuntos. Si d(A) y d(B) son

cero, entonces d(A ∪ B) = 0. El ideal de los conjuntos con densidad 0, es

Id = {A ⊆ ω : d(A) = 0}.

Tenemos ∅ ∈ Id y que ωId, porque d(ω) = 1. Si A ⊆ B y B ∈ Id entonces A ∈ Id y si tanto

A ∈ Id como B ∈ Id entonces A ∪ B ∈ Id. De aquı́ que Id es un ideal. Este ideal contiene todos

los conjuntos finitos, pero también algunos conjuntos infinitos como {2n : n ∈ ω}.

Otro ideal interesante sobre el conjunto de los números naturales que será utilizado posterior-

mente es el siguiente.

Sea g : ω→ [0,∞) tal que:

• lı́mn→∞ g(n) = 0.

• g es estrı́ctamente decreciente.

•
∑

n∈ω g(n) = ∞.

Ahora, considere la siguiente colección Ig = {A ⊆ ω :
∑

n∈A g(n) < ∞}. Dicha colección es

un ideal sobre el conjunto de los números naturales. Veamos que Ig tiene la propiedad de que si

{Ak : k ∈ ω} ⊆ Ig, entonces existe A ∈ Ig de manera que Ak ⊆∗ A para todo k ∈ ω puesto que para

todo k ∈ ω existe nk de tal modo que
∑

n∈Ak\nk
g(n) ≤ 1

2k ası́ haciendo A =
⋃

k∈ω Ak \ nk se tiene que∑
n∈A g(n) ≤

∑
n∈ω

1
2n y Ak ⊆∗ A para todo k ∈ ω.

A los ideales que cumplen dicha propiedad se les conoce como p-ideales. Notemos que si

A ∈ [ω]ω, entonces existe B ⊆ A infinito tal que B ∈ Ig, para ver esto considere enumeración de

A = {ak : k ∈ ω} y pongamos b0 = mı́n{m ∈ A : g(m) ≤ 1} y bn+1 = mı́n{m ∈ A : g(m) ≤ 1
2n+1 } \ {bi :

i ≤ n} para n ≥ 0.

La siguiente definición es crucial para consideraciones futuras de dicho trabajo.

Sea I un ideal sobre ω. Entonces decimos que I es un ideal alto, si para todo A ∈ [ω]ω existe

B ∈ [A]ω tal que B ∈ I.

Sea g : ω→ [0,∞) función como en ejemplo 3 . Ahora, Ig es ideal alto si y sólo si lı́mn→∞ g(n) =

0: Sea ε > 0 y supongamos queIg es alto, entonces existe A ⊆ ω tal que
∑

n∈A g(n) < ∞ ası́ podemos

escoger N suficientemente grande de modo que
∑

n∈A\N g(n) < ε. Luego, pongamos N′ = mı́n{n ∈
A : n ≥ N} y note que si n ≥ N′, entonces g(n) < ε pues g es decreciente.

Ahora, supongamos que lı́mn→∞ g(n) = 0. Sea A ⊆ ω y asuma que AIg, en particular, A es

infinito. Sea
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b0 = mı́n{n ∈ A : g(n) ≤ 1}

bn+1 = mı́n{n ∈ A : g(n) ≤
1

2n } \ {bi : i ≤ n}

Luego, B = {bn : n ∈ ω} ⊆ A es infinito y B ∈ Ig.

Antes de pasar a la siguiente sección, no olvidemos el ideal ED (Eventually Different Ideal)
sobre ω × ω.

Consideremos la siguiente la colección de subconjuntos de ω × ω:

ED = {A ⊆ ω × ω : (∃m, n ∈ ω)(∀k ≥ n)(|(A)k| ≤ m)}

donde (A)k = {n ∈ ω : (k, n) ∈ A}. Dicha colección es un ideal sobre ω × ω. Ademas dicho ideal

es alto: Sea A ⊆ ω × ω infinito y sin pérdida de generalidad asumamos que ∃∞k ∈ ω de modo que

(A)k � ∅. Sea b0 = mı́n{l ∈ ω : Al � ∅}. Escójase 〈b0, a0〉 donde a0 = mı́n{l ∈ ω : 〈b0, l〉 ∈ A}.
Suponga que se ha definido 〈bn, an〉. Ası́ entonces, sea bn+1 = mı́n{l ∈ ω : Al � ∅ ∧ l > bn} y

pongamos an+1 = mı́n{l ∈ ω : 〈bn+1, l〉 ∈ A}. Luego, {〈bn, an〉 : n ∈ ω} satisface lo requerido.

Consideremos la siguiente la colección de subconjuntos de ω × ω:

FIN × FIN = {A ⊆ ω : {n ∈ ω : {m ∈ ω : 〈n,m〉 ∈ A}FIN} ∈ FIN}.

Tal colección es un ideal sobre ω × ω. Dicho ideal es alto: Sea A ⊆ ω × ω infinito de modo que

AFIN × FIN, entonces ∃∞k ∈ ω de modo que (A)k es infinito. Sea j = mı́n{l ∈ ω : |(A)l| = ω}.
Luego, (A) j satisface lo requerido.

4. Clases especiales de ultrafiltros sobre ω

Resumimos en esta breve sección algunas clases de ultrafiltros sobre ω que serán usados en el

estudio de I-ultrafiltros , simplemente por la preocupación de saber cuál es la relación entre estos.

Un ultrafiltro U libre sobre ω se dice que es p-punto si para toda partición {Pn : n ∈ ω} de ω

existe k ∈ ω de modo que Pk ∈ U o bien existe A ∈ U tal que |A ∩ Pn| para todo n ∈ ω. Una

descripción combinatoria equivalente es la siguiente:U es p-punto si y sólo si para toda colección

{An : n ∈ ω} ⊆ U existe A ∈ U tal que A ⊆∗ An para todo n ∈ ω.

Sea F un ultrafiltro sobre ω. Las siguientes condiciones son equivalentes:
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1. F es un p-punto.

2. Para cada partición {Yn : n ∈ ω} de ω, se tiene que existe n ∈ ω tal que Yn ∈ F o existe

X ∈ F tal que X ∩ Yn es finito para n ∈ ω.

Demostración. (1)→(2) Sea {Yn : n ∈ ω} una partición de ω. Supongamos que YnF para n ∈ ω.
Sea Xn =

⋃
i≤n Yi. Notemos que XnF y además obtenemos una sucesión de la forma Xn ⊆ Xn+1 para

cada n ∈ ω. Como F es ultrafiltro, entonces ω \Xn ∈ F y además se tiene que (ω \Xn) ⊇ (ω \Xn+1)

para todo n ∈ ω. Ası́, por hipótesis, existe X ∈ F tal que X ⊆∗ (ω \ Xn) para cada n ∈ ω, pero

X \ (ω \ Xn) = X ∩ Xn para cada n ∈ ω. Más aún,

X ∩ Xn = X ∩ (Y1 ∪ Y2 ∪ . . . ∪ Yn).

X ∩ Xn = (X ∩ Y1) ∪ (X ∩ Y2) ∪ . . . ∪ (X ∩ Yn),

de aquı́ que X ∩ Yn es finito para cada n ∈ ω.

(2)→(1) Supongamos que {Xn : n ∈ ω} ⊆ F . Sin pérdida de generalidad, asumamos que Xn ⊇
Xn+1 para todo n ∈ ω. Sea Y0 = ω \ X0, y en general Yn = Xn−1 \ Xn. Es claro que {Yn : n ∈ ω} es una

partición de ω y, por hipótesis, existe X ∈ F tal que X ∩ Yn es finito para todo n ∈ ω. Sabemos que

X ∩
⋃

i≤n Yi es finito. Sin embargo, X ∩
⋃

i≤n Yi = X \ (ω \
⋃

i≤n Yi) = X \ Xn, dado que la sucesión

{Xn : n ∈ ω} es decreciente. Por lo tanto, X \ Xn es finito para cada n ∈ ω.

Fue un problema abierto por muchos años saber si los p-puntos en ω∗ podrı́an ser construidos

en ZFC. Finalmente, S. Shelah demostró que es consistente que los p-puntos en ω∗ no existan.

Un ultrafiltroU es selectivo si para toda partición {Pn : n ∈ ω} existe A ∈ U tal que |A∩Pn| ≤ 1

para todo n ∈ ω. También tenemos la siguiente caracterización de ultrafiltros selectivos: U es

ultrafiltro selectivo si y sólo si para toda f ∈ ωω existe A ∈ U tal que f|A es uno a uno o bien es

constante.

(CH) Existe un ultrafiltro selectivo.

Demostración.

Enumeremos todas las particiones {Pα : α < ω1} de ω y construyamos por recursión sobre ω1

bases de filtro Fα como sigue:

1. F0 es el filtro de Fréchet.

2. Fα ⊆ Fβ siempre que α < β.

3. Para toda α < ω1 existe k ∈ ω tal que Pαk ∈ Fα+1 o bien existe A ∈ Fα+1 tal que |Pαn ∩A| ≤ 1.

4. Fγ =
⋃
α<ω1
Fα.

5. Para toda α < ω1, se tiene que |Fα| ≤ α · ω.
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Notemos que en 1) ya ha comenzado la recursión. Supongamos que se tiene definido Fα y

construyamos Fα+1 como sigue:

• Caso A: Existe A ∈ Fα y k ∈ ω de tal modo que A ⊆
⋃

i≤k Pαi Afirmación: Existe m ∈
{0, 1, 2, ..., k} de tal suerte que Fα ∪ {Pαm} es una familia centrada. Supongamos lo contrario,

entonces existen {Ai : i ≤ k} ⊆ Fα de tal modo que |Ai ∩ Pαi | < ω, luego |A ∩
⋂

i≤k Ai| < ω,

lo cual es contradictorio.

• Caso B: Para todo A ∈ Fα se tiene que ∃∞n ∈ ω tal que A∩Pαn � ∅. Como F = {An : n ∈ ω}
(pues α < ω1), consideremos Bn =

⋂
i≤n Ai para n ∈ ω y construyamos el siguiente conjunto

como sigue: Como B0 ∈ Fα se tiene que existe k0 ∈ ω tal que B0 ∩ Pαk0
� ∅ y pongamos

b0 = mı́n B0 ∩ Pαk0

bn+1 = mı́n Bn+1 ∩ Pαkn+1

donde kn+1 = mı́n{k ∈ ω : (k > kn) ∧ (Pαk ∩ Bn+1)}. Finalmente, pongamos B = {bn : n ∈
ω} con lo cual obtenemos que Fα+1 = Fα ∪ {B} es familia centrada y |B∩ Pαn | ≤ 1 para todo

n ∈ ω.

Note que si γ es lı́mite no hay nada que hacer. Para concluir, pongamos F =
⋃
α<ω1
Fα

y por construcción es centrada. Ahora, considereU cualquier ultrafiltro que extienda a F ,

luego por teorema ,U es libre y por lo tanto selectivo.

Los ultrafiltros selectivos no necesariamente existen pues en el artı́culo Some points of βω de K.

Kunen publicado en 1976, construye un modelo de ZFC en el cual no existen ultrafiltros selectivos,

el cual será estudiado en el capı́tulo 4. De cualquier modo, si asumimos la Hipótesis del Continuo

tales ultrafiltros son fácilmente construidos ya que la construcción en teorema 4 fue hecha para

reflejar esto.

Un ultrafiltro U se dice que es un q-punto si para toda partición {Pn : n ∈ ω} en piezas finitas

existe A ∈ U de manera que |A ∩ Pn| ≤ 1 para todo n ∈ ω. Una caracterización de q-punto es: Un

ultrafiltro U es q-punto si para toda función f ∈ ωω finito a uno, existe A ∈ U de manera que f|A
es uno a uno.

Notemos que todo ultrafiltro selectivo es un q-punto. Sin embargo, no todo q-punto es selectivo.

Sea U un filtro sobre ω. Decimos que U es rápido si para cada función f ∈ ωω existe X ∈ U
tal que |X ∩ f (n)| ≤ n para todo n ∈ ω.
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Observemos que si F es q-punto entonces F es rápido: Sea f ∈ ωω estrı́ctamente creciente y

consideresé R = {[0, f (0))} ∪ {[ f (n), f (n + 1)) : n ∈ ω} (sin pérdida de generalidad f (0) > 0). Note

que R es partición de ω en conjuntos finitos, de aquı́ que existe X ∈ F de modo que |X ∩ P| = 1

para todo P ∈ R, luego X \ f (0) ∈ F y f ≤∗ e(X\ f (0)), (donde e(X\ f (0)) es la función de ω en sı́ mismo

que enumera crecientemente los elementos de X \ f (0)). El nombre de filtros rápidos tiene su origen

en la observación de que para cada f : ω → ω existe un X ∈ F que crece más rápido que f . En la

sección 6 teorema 7 se hace esto explı́cito.

Un ultrafiltro rápido no necesariamente es un q-punto. Como antes mencionamos todos los

q-puntos son ultrafiltros rápidos y también mencionamos que la hipótesis del continuo implica que

los q-puntos existen, puesto que teorema 4 abarca este caso. La consistencia de que no existan

ultrafiltros rápidos es debida a Arnold W. Miller. Por otro lado Bukovský y Copláková demostraron

que no todo ultrafiltro rápido es un q-punto en el artı́culo nombrado ası́ por obvias razones, Rapid
Ultrafiler need not be Q-point el cual fue puede obetenerse más información cosultando: In Zdeněk

Frolı́k (ed.) Proceedings of the 10th Winter School on Abstract Analysis. Circolo Matematico di

Palermo, Palermo, 1982. Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, Serie II, Supplemento No.

2. pp.[15]-20.

5. Acerca de I-ultrafiltros

La definición de I-ultrafiltro fue dada por James Baumgartner en su artı́culo Ultrafiltros sobre
ω [11]. Sea I una familia de subconjuntos de un conjunto X tal que I contiene los singuletes y

es cerrado bajo subconjuntos. Dado un ultrafiltroU sobre ω, decimos queU es un I-ultrafiltro si

para toda función F : ω→ X existe A ∈ U tal que F[A] ∈ I.

Si solamente son consideradas las funciones F : ω → X finito a uno, entonces nos referi-

mos a los correspondientes ultrafiltros como I-ultrafiltros débiles y si solamente consideramos las

funciones F : ω → X uno a uno, entonces nos referimos a tales ultrafiltros como I-ultrafiltros
amigables.

En el presente trabajo consideramos los I-ultrafiltros cuando X = ω y asumimos que I es un

ideal sobre ω el cual contiene todos los subconjuntos finitos de ω. Recordemos que si U es un

ultrafiltro fijo sobre ω, entonces existe n ∈ ω de modo que U = {A ⊆ ω : n ∈ A}, ası́ que si

f ∈ ωω, entonces f [{n}] ∈ I. A partir de este momento cualquier ultrafiltro sobre los naturales que

consideremos asumimos que este contiene el filtro de Fréchet.

Si I no es un ideal alto, entonces los I-ultrafiltros no existen.
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Demostración. Supongamos I no es un ideal alto, pero que existe al menos un I-ultrafiltro, dig-

amosU.

Como I no es un ideal alto, entonces existe A ∈ [ω]ω de modo que para todo B ∈ P(A) ∩ [ω]ω

se tiene que BI. Sea eA : ω → ω la función que enumera crecientemente los elementos de A.

Entonces, existe C ∈ U de modo que eA(C) ∈ I, pero eA(C) ⊆ A, lo cual implica que eA(C) es

finito, lo cual es contradictorio, pues eA es uno a uno y C es infinito.

Dado un espacio topológico X, recordemos que un subconjunto A de X es disperso si todo

subespacio de A tiene al menos un punto aislado. Para el siguiente teorema consideremos X = 2ω,

si I consiste de todos los subconjuntos discretos de 2ω, entonces nos referimos a un I-ultrafiltro

como un ultrafiltro discreto, similarmente cuando I es la familia todos los conjuntos dispersos de

2ω.

Notemos que si I es la familia de todos los subconjuntos finitos de ω, los I-ultrafiltros son

precisamente los ultrafiltros fijos: Puesto que si U es libre y f : ω → ω es finito a uno, entonces

para todo A ∈ U se tiene que f [A] es infinito. Antes del siguiente lema, dada f ∈ ω y n ∈ ω
denotamos por [ f|n] a la colección {g ∈ 2ω : g|n = f|n}.

(D. Booth) Si I = {Y ⊆ 2ω : Y es finito o tiene tipo de órden ω o ω∗}, entonces los I-ultrafiltros

son exactamente los p-puntos.

Demostración.

Note que el tipo de órden de Y es calculado con respecto a el órden lexicográfico. Recordemos

quen un ultrafiltro es un p-punto si para toda colección {An : n ∈ ω} ⊆ U existe A ∈ U de manera

que A ⊆∗ An para todo n ∈ ω. Supongamos queU es un p-punto y F : ω→ 2ω.

Afirmación: Existe f : ω→ 2 tal que F−1([ f|n]) ∈ U para todo n ∈ ω.

Si n = 0, para f ∈ 2ω se tiene que f|0 = ∅, luego [ f|0] = 2ω. Asuma que existe f ∈ 2ω tal que

para cada i ≤ n se tiene que F−1([ f|i]) ∈ U. Note que F−1([ f|n]) = F−1([ f|n � (n, 0)]) ∪ F−1([ f|n �
(n, 1)]) ∈ U, y por teorema 3, F−1([ f|n � (n, 0)]) ∈ U o bien F−1([ f|n � (n, 1)]) ∈ U; sin pérdida

de generalidad asuma que F−1([ f|n � (n, 0)]) ∈ U, ası́ haciendo

g(k) = f (k)

si k < n, g(n) = 0 y g(k) = 1 si k > n se tiene lo requerido.

ComoU es p-punto, existe A ∈ U tal que A ⊆∗ F−1([ f|n]) para todo n ∈ ω. Afirmación: f es el

único punto lı́mite de F(A) es f . Si existiese otro punto lı́mite, digamos g, considere k = mı́n{m ∈
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ω : f (m) � g(m)} y como A ⊆∗ [ fk] se tiene que F[A] ∩ [g|k] es finito, lo cual es contradictorio. Si

B = {m ∈ A : F(m) < f } y C = {m ∈ A : F(m) > f }, entonces F(B) ∈ I, F(C) ∈ I. Finalmente,

como A = B∪C ∪ F−1[{ f }] por teorema 3 B,C o F−1[{ f }] ∈ U. Por lo tanto,U es un I-ultrafiltro.

Ahora, supongamos que U es un I-ultrafiltro y 〈An : n ∈ ω〉 es una sucesión de elementos

de U. Sin pérdida de generalidad, asumamos que An+1 ⊇ An para todo n ∈ ω y que
⋂

n∈ω An = ∅.
Fijemos f ∈ ωω y definasé F : ω → 2 tal que F es uno a uno, y si n ∈ ω y m es maximal con

n ∈ Am, entonces F(n) ∈ [ f|m] \ [ f|m+1]. Ahora, como U es un I-ultrafiltro existe A ∈ U de modo

que F[A] ∈ I, considere A′ = A ∩ A0 ∈ U y note que F[A′] ⊆ F[A], entonces F[A′] está en I y

como F es uno a uno se tiene que F[A′] tiene tipo de órden ω u ω∗. Finalmente, f es punto lı́mite

de F[A′], luego A′ ⊆∗ An para todo n ∈ ω.

SeaU ultrafiltro sobre ω. En la siguiente lista de condiciones sobreU, se tiene que 1)→ 2)→
3).

1. U es p-punto.

2. U es discreto.

3. U es disperso.

Demostración.

2) → 3). Sea f : ω → 2ω, ahora comoU es discreto se tiene que existe A ∈ U de manera que

f [A] es discreto en 2ω, luego si B ⊆ f [A], se tiene que B es discreto en 2ω, luego f [A] es disperso

en 2ω.

Otra caracterización de ultrafiltros selectivos en términos de I-ultrafiltros.

SeaU un ultrafiltro libre sobre ω. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes.

1. U es selectivo.

2. U es un ED-ultrafiltro.

3. U es un ED-ultrafiltro débil.

4. U es un ED-ultrafiltro amigable.

Demostración. 1) → 2) Sea F : ω → ω × ω arbitraria y consideremos la partición {F−1[{n} × ω] :

n ∈ ω} de ω. ComoU es selectivo, existe A ∈ U tal que |A ∩ F−1[{n} × ω]| ≤ 1, luego F[A] ∈ ED.

4) → 1) Sea {Rn : n ∈ ω} partición de ω en conjuntos infinitos. Defı́nase la siguiente función

F : ω→ ω × ω como sigue:
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F(m) = 〈k, n〉 si m es el k-ésimo elemento de Rn.

Note que F es uno a uno y por hipótesis U es un ED-ultrafiltro amigable de aquı́ que existe

A ∈ U tal que F[A] ∈ ED y ası́ que existen V1,V2 ⊆ ω × ω tal que F[A] ⊆ V1 ∪ V2 donde

V1 ⊆ [0, n0] × ω para algún n0 ∈ ω y existe m ∈ ω tal que |V2 ∩ {n} × ω| ≤ m para todo n ∈ ω.

Finalmente, como U = F−1[F[U]] ⊆ F−1[V1] ∪ F−1[V2] y por teorema 3 se tiene que F−1[V1] ∈ U
o bien F−1[V2] ∈ U. Si F−1[V1] ∈ U obtenemos que existe k ∈ ω tal que Rk ∈ U. Si F−1[V2] ∈ U
tenemos que |F−1[V2] ∩ Rn| = m donde m > 0, y por teorema 3 se que existe A′ ⊆ F−1[V2] de

manera que |A′ ∩ Rn| = 1 para todo n ∈ ω.

SeaU un ultrafiltro libre sobre ω. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. U es p-punto.

2. U es un FIN × FIN-ultrafiltro.

3. U es un FIN × FIN-ultrafiltro débil.

4. U es un FIN × FIN-ultrafiltro amigable

Demostración. 1) → 2) Sea F : ω → ω × ω y considere la partición {F−1[{n} × ω] : n ∈ ω} de

ω. Como U es p-punto, existe k ∈ ω de modo que F−1[{k} × ω] ∈ U o bien existe A ∈ U tal que

|A∩F−1[{n}×ω]| < ω para todo n ∈ ω. Si F−1[{k}×ω ∈ U] entonces, F[F−1[{k}×ω]] ∈ FIN×FIN

y si A es un elemento del ultrafiltro que satisface que |A ∩ F−1[{n} × ω]| < ω se tiene que {n ∈ ω :

{m ∈ ω : 〈n,m〉 ∈ F[A]}FIN} = ∅ ∈ FIN.

4)→ 1) Sea {Rn : n ∈ ω} partición de ω. Defı́nase F : ω→ ω × ω como sigue:

F(m) = 〈k, n〉 si m es el k-ésimo elemento de Rn.

Notemos que F es uno a uno y comoU es un FIN × FIN-ultrafiltro amigable existe A ∈ U de

manera que F[A] ∈ FIN × FIN. Ası́ que existen V1,V2 ⊆ ω × ω de manera que F[A] ⊆ V1 ∪ V2

donde V1 ⊆ [0, n0] × ω para algún n0 ∈ ω y |V2 ∩ {n} × ω| < ω para todo n ∈ ω. Si F−1[V1] ∈ U
se tiene que existe k ∈ ω de modo que Rk ∈ U para algún k ≤ n0. Si F−1[V2] ∈ U se tiene que

|F−1[V2] ∩ Rn| < ω para todo n ∈ ω.

Denotemos por R el sistema de todas las particiones R de números naturales en piezas finitas.

Dada una partición R de ω en piezas finitas, i.e, R ∈ R, consideremos la colección IR = {X ⊆ ω :

(∃k ∈ ω)(∀R ∈ R)(|R ∩ X| ≤ k)}. Note que dicha colección es un ideal sobre ω y además es alto:
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Enumeremos la partición R como {Rn : n ∈ ω} y sea A ∈ [ω]ω \IR con lo que se tiene que ∃∞n ∈ ω
de manera que A ∩ Rn � ∅. Enumeremos {n ∈ ω : Rn ∩ A � ∅} como {nj : j ∈ ω}. Finalmente, dado

j ∈ ω, sea bj = mı́n Rn j ∩ A y pongamos B = {bj : j ∈ ω}. Luego, B satisface lo requerido.

SeaU un ultrafiltro libre sobre ω. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. U es q-punto.

2. U es un IR-ultrafiltro débil para toda R ∈ R
3. U es un IR-ultrafiltro amigable para toda R ∈ R
4. U ∩ IR � ∅ para todo R ∈ R

Demostración. 1) → 2) Supongamos que f : ω → ω es una función finito a uno y que R es una

partición de ω en piezas finitas. Ahora, R f = { f −1[R] : R ∈ R} es una partición de ω en piezas

finitas y como U es q-punto se tiene que existe A ∈ U tal que |A ∩ f −1[R]| = 1. Notemos que

| f [A] ∩ P| = 1 para todo P ∈ R, de aquı́ que f [A] ∈ IR. Por lo tanto,U es un IR-utrafiltro débil.

4) → 1) Sea R partición de ω en piezas finitas. Como U ∩ IR � ∅ entonces existen A ∈ U
y k ∈ ω de manera que |A ∩ R| = k para todo R ∈ R. Note que A lo podemos escribir como

A =
⋃

i≤k−1 Ai, Ai ∩ Aj = ∅ si i � j y |Ai ∩ R| = 1 para todo R ∈ R. Finalmente, por teorema 3 existe

m ≤ k − 1 tal que Am ∈ U con lo cual se tiene lo requerido.

6. Algunos cardinales invariantes

Como lo hemos anticipado antes, trabajaremos con algunos cardinales invariantes y dedicamos

esta sección para presentar algunos resultados importantes sobre estos.

Recordemos que ωω es el conjunto de funciones de ω en ω. Nos interesa dotar a tal conjunto

de un órden parcial y estudiar las cardinalidades definidas anteriormente (veáse sección 1).

Primeramente, notemos que ω1 ≤ b ≤ c: Dada una familia { fn : n ∈ ω} ⊆ ωω consideresé

h(n) = máx{ fi(n) : i ≤ n}.

Luego, si k ∈ ω se tiene que fk(n) ≤ h(n) para todo n ≥ k.

Axioma de Martin implica d = c.

Demostración.

Sean κ < c y F = { fα : α < κ} ⊆ ωω. Veamos que F no es una familia dominante, i.e, existe

g ∈ ωω de manera que g �∗ fα para todo α < κ.
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Considere P = ω<ω, donde s ≤P t si y sólo si s ⊇ t. Notemos que (P,≤P) es un órden parcial

numerable, ası́ que P es c.c.c.

Para cada α < κ y n ∈ ω definasé:

Dα,n = {s ∈ P : |dom(s)| > n ∧ (∀m ∈ dom(s) \ n)(s(m) > fα(m))}

Veamos que Dα,n es denso para todo α < κ y n ∈ ω: Sean s ∈ P, α < κ y n ∈ ω. Sea k = |dom(s)|
definamos t : k + n + 1 :→ ω como sigue:

t(m) = s(m) si m < n y t(m) = fα(m) + 1 si m ≥ n

Note que |dom(t)| > n, t ⊇ s y t(m) > fα(m) para todo m ∈ dom(t) \ n ası́ que t ∈ Dα,n y t ≤P s,

por lo tanto Dα,n es denso.

Consideremos D = {Dα,n : α < κ, n ∈ ω} la cual es una colección de densos en P tal que

|D| = κ, ası́ que existe G ⊆ P filtro D-génerico. Note primeramente que dom(
⋃

G) = ω pues

dado α < κ y n ∈ ω arbitrarios se tiene que G ∩ Dα,n � ∅, luego existe s ∈ G ∩ Dα,n y en

particular |dom(s)| > n. Ahora, veamos que
⋃

G es función: Sean n ∈ ω y s1, s2 ∈ G de modo

que n ∈ dom(s1) y n ∈ dom(s2), como G es filtro, existe s3 ∈ G de manera que s3 ⊇ s1, s2 y

ası́ s1(n) = s2(n). Finalmente, dado n ∈ ω y α < κ arbitrarios tenemos otra vez que G ∩ Dα,n � ∅
ası́ que existe s ∈ G ∩ Dα,n y ası́ |dom(s)| > n y s(m) > fα(m) para todo m ∈ dom(s) \ n y como n
es arbitrario se tiene lo deseado.

Ahora, notemos que si κ < b y F = { fα : α < κ} ⊆ ωω entonces existe g ∈ ωω de modo que

fα ≤∗ g para todo α < κ. Pongamos hg(n) = g(n) + 1 y claro que g �∗ fα para todo α < κ, i.e, F no

es una familia dominante, por lo tanto, b ≤ d.

Antes de continuar con el siguiente número cardinal, recordemos algunas definiciones que us-

aremos.

Sean B un álgebra booleana y μ, κ.λ números cardinales. Decimos que B es (κ, λ, μ)-distributiva

si para cada familia 〈Pα : α < κ〉 de particiones de B tal que |Pα| ≤ λ para cada α < κ, existe P
partición de B tal que si p ∈ P, entonces |{q ∈ Pα : p ∧ q � 0}| < μ para todo α < κ.

Dada un álgebra booleana B, en el caso en que λ de la definición 6 sea igual a |B|, esto es que

las particiones Pα pueden ser de cardinalidad arbitraria, diremos que B es (κ, ·, μ)-distributiva.
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La propiedad de (κ, ·, μ)-distributividad nos permite introducir un número cardinal, el cual lla-

maremos el número de distributividad.

h = mı́n{κ : P(ω)/FIN no es (κ, ·, 2)-distributiva}

Sea κ un cardinal. Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. κ < h

2. Si {Aα : α < κ} es una colección de familias casi ajenas maximales de subconjuntos infinitos

de ω respecto a ⊆∗, entonces existe A familia casi ajena maximal que es refinamiento

común de tales familias.

3. Si {Dα : α < κ} es una familia de subconjuntos densos y abiertos en P(ω)/FIN, entonces⋂
α<κDα es no vacı́o.

Demostración. 1) → 2) Supongamos que κ < h y sea {Aα : α < κ} una colección de familias casi

ajenas maximales de subconjuntos infinitos de ω. Dado que Aα es MAD se tiene que Aα es partición

de P(ω)/FIN para todo α < κ y como κ < h existe A partición de P(ω)/FIN que refina a Aα para

todo α < κ. Luego, comoA es partición de P(ω)/FIN se tiene queA es MAD.

2) → 3) Sea {Dα : α < κ} familia de densos y abiertos en P(ω)/FIN. Para cada α < κ, sea

Aα ⊆ Hα maximal con la propiedad de que si A, B ∈ Aα, entonces |A ∩ B| < ω.

Afirmación: (∀α < κ) (Aα es MAD): Suponga que existe β < κ de modo que Aβ no es MAD,

entonces existeA′ de manera queAβ ⊂ A′ y consideresé B ∈ A′ \Aβ comoDβ es denso entonces

existe C ∈ Dβ de modo que C ⊆∗ B, luegoAβ ⊂ Aβ ∪ {C} lo cual es contradictorio.

Sea A refinamiento común de {Aα : α < κ}. Ahora, veamos que A ⊆ Dα para todo α < κ: Sea

A ∈ A y α < κ, como A es refinamiento de Aα entonces existe B ∈ Aα tal que A ⊆∗ B, luego

A ∈ Dα. Por lo tanto,A ⊆ Dα.

3)→ 1) Sea {Pα : α < κ} familia de particiones en P(ω)/FIN. Para cada α < κ, sea

Dα = {X ⊆ ω : (∃A ∈ Pα)(X ⊆∗ A)}

Afirmación: (∀α < κ)(Dα es denso y abierto): Sean α < κ, X ∈ Dα y B ⊆∗ X, entonces existe

A ∈ Pα de modo que X ⊆∗ A de aquı́ que B ⊆∗ A, por lo tanto Dα es abierto. Por otro lado,

dado X ∈ [ω]ω como Pα es MAD (pues es partición de P(ω)/FIN) entonces existe A ∈ Pα tal que

X ∩ A ∈ [ω]ω, luego X ∩ A ⊆ X y X ∈ Dα, ası́Dα es denso.

Pongamos D =
⋂
α<κDα y veamos que es denso y abierto. Sean Y ∈ [ω]ω y para cada α < κ

defı́nase D′α = [Y]ω ∩ Dα. Notemos que D′α es denso y abierto en P(Y)/FIN para todo α < κ y
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por hipótesis existe A ∈
⋂
α<κD′α ⊆

⋂
α<κDα. Por lo tanto,D es denso. Luego, siA ⊆ D es MAD,

entonces es refinamiento común de los Pα.

Un árbol base para P(ω)/FIN es un árbol T que satisface:

1. Cada nivel de T es una familia casi ajena maximal (MAD).

2. T está ordenado por ⊆∗.
3. Para cada D ∈ T , este tiene c sucesores inmediatos.

4. T es denso en P(ω).

El siguiente teorema relaciona el número de distributividad con árboles como lo indica el sigu-

iente teorema. Para ver más detalle de esto puede consultar [1].

[B. Balcar, J. Pelant y P. Simon] h es la mı́nima altura de un árbol base para P(ω)/FIN.

h ≤ b.

Demostración. Sea { fα : α < b} familia no acotada en ωω. Ahora, para cada α < b sea Dα = {A ∈
[ω]ω : eA ≥∗ fα} ,donde eA es la única función que enumera crecientemente los elementos de A.

Veamos que Dα es denso y abierto para cada α < b: Dado A ∈ [ω]ω y α < b, construyasé una

sucesión creciente de elementos de A recursivamente como sigue: Sea

n0 = mı́n{n ∈ A : n > fα(0)}

nk = mı́n{n ∈ A : n > fα(k)} \ {ni : i ≤ k − 1}, k > 0

Sea B = {nk : k ∈ ω} y note que B ∈ [ω]ω y eB ≥∗ fα, por lo tanto Dα es denso. Por otro lado,

si A ⊆∗ B entonces eA ≥∗ eB de lo cual se sigue que Dα es abierto para cada α < b. Finalmente,

si ocurriera que
⋂
α<bDα � ∅, sea A ∈

⋂
α<bDα y note que eA ≥∗ fα para todo α < b lo cual es

contradictorio.

7. Conexión entre I-Ultrafiltros y Ultrafiltros rápidos

En esta sección nos ocuparemos por revisar otros dos artı́culos uno de Peter Vojtáš y otro de J.

Flašková los cuales están enfocados en investigar cual es la conexión entre los I-ultrafiltros y los

filtros rápidos.
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Estudiaremos indirectamente la compactación de Čech-Stone βω del espacio de los números

naturales ω con la topologı́a discreta. Este espacio es uno de los principales en la topologı́a usado

muchas veces para encontrar ejemplos y contraejemplos.

Recordemos que una compactación de un espacio topológico de Tychonoff X, es un espacio

compacto Hausdorff K junto con un encaje e : X → K con e[X] denso en K. Usualmente identifi-

camos a X con e[X] y consideramos a X como un subespacio de K. Dado un espacio X nosotros nos

concentraremos en su compactación de Čech-Stone, βX, la cual tiene la propiedad de que para toda

función real, continua y acotada sobre X se extiende continuamente a su compactación. Equivalen-

temente si f : X → K es continua y K compacto, entonces existe β f : βX → K continua tal que

β f |X = f .

Hay varias maneras de construir a βω, ver [8], en particular se le puede interpretar como:

{p : p es un ultrafiltro sobre ω}.

Denotemos βω \ ω por:

ω∗ = {p : p es ultrafiltro libre}.

Un número natural n ∈ ω queda identificado con el ultrafiltro fijo

{A ⊆ ω : n ∈ A}.

Para cualquier A ⊆ ω, definamos:

Â = {p ∈ βω : A ∈ p} y A∗ = Â \ A.

A βω la equiparemos con la topologı́a generada por {Â : A ⊆ ω} y la topologı́a de ω∗, como

subespacio de βω, está generada por la familia {A∗ : A ∈ [ω]ω}.

A los ideales y filtros sobreω los podemos ver como subconjuntos deω∗ en el siguiente sentido:

Dado I ideal sobre ω le asociamos σ(I) =
⋃
{A∗ : A ∈ I} y para F filtro sobre ω le asociamos

δ(F ) =
⋂
{A∗ : A ∈ F } y ası́ tanto σ(I) como δ(I∗) vistos como subespacio de ω∗ adquieren

derecho de tener propiedades topológicas; en este caso, estudiaremos la relación entre los ideales

sumables y los subconjuntos nunca densos de ω∗ en algun sentido.

Mary Ellen Rudin es una matemática norteamericana originaria de Texas y es reconocida co-

mo una de las mayores contribuyentes del conocimiento actual de βω a través de su estudio de

órdenes parciales de los tipos de ultrafiltros. Su monografı́a Lectures on set theoretic topology fue

la referencia estándar por muchos años.
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[Vojtáš] Sea I un ideal sobre ω. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. σ(I) es denso

2. δ(I∗) es nunca denso

3. I es alto

Demostración. 1)→2) Sea B ∈ [ω]ω, como σ(I) es denso, entonces existe p ∈ A∗ y p ∈ B∗ para

algún A ∈ I. Luego A ∈ p y pδ(I∗) puesto que ω \ A ∈ I∗.

2)→3) Sea A ∈ [ω]ω y suponga que AI. Como δ(I∗) es nunca denso, entonces existe p ∈ A∗ tal

que pδ(I∗), ası́ que existe B ∈ I∗ tal que pB∗, luego ω \ B ∈ p y ω \ B ∩ A ⊆ ω \ B. Por lo tanto, I
es alto.

3)→1) Sea A ∈ [ω]ω. Como I es alto, entonces existe B ∈ [A]ω y B ∈ I. Luego B∗ ⊆ A∗ y

B∗ ∩ σ(I) � ∅. Por lo tanto, A∗ ∩ σ(I) � ∅.

Estaremos concentrados en sucesiones con valores reales positivos, es decir, el espacio [0,∞)ω.

Denotaremos como:

l1 = {g ∈ [0,∞)ω :
∑
n∈ω

g(n) < ∞}

c0 = {g ∈ [0,∞)ω : lı́m
n→∞

g(n) = 0}

Recordemos que Ig es {A ⊆ ω :
∑

n∈A g(n) < ∞} donde g ∈ c0 \ l1. Observemos que g ∈ c0 \ l1 si y

sólo si δ(I∗g) � ∅ y nunca denso en ω∗.

Antes de enunciar el siguiente lema definamos el siguiente par de funciones. Sean f , g ∈ c0 \ l1,

entonces:

mı́n( f , g)(n) = mı́n{ f (n), g(n)}.

máx( f , g)(n) = máx{ f (n), g(n)}.

Sean f , g ∈ [0,∞)ω. Entonces δ(I∗f ) ∩ δ(I
∗
g) = δ(I∗

mı́n( f ,g)
) = δ(〈I∗f ∪ I

∗
g〉)

Demostración. Veamos que δ(I∗f )∩δ(I
∗
g) ⊆ δ(I∗

mı́n( f ,g)
): Sea p ∈ δ(I∗f )∩δ(I

∗
g), entoncesI∗f∪I

∗
g ⊆ p.

Ahora, sea A ∈ I∗
mı́n( f ,g)

, entonces
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∑
n∈ω\A

mı́n{ f (n), g(n)} < ∞

Consideremos X1 = {n ∈ ω \ A : f (n) < g(n)}, X2 = {n ∈ ω \ A : f (n) = g(n)} y X3 = {n ∈
ω \ A : f (n) > g(n)}. Notemos que X1 ∈ I f , pues

∑
n∈X1

f (n) =
∑

n∈X1
mı́n{ f (n), g(n)}, X2 ∈ I f ∩ Ig

y X3 ∈ Ig. Ası́ que ω \ X1 ∈ I∗f , ω \ X2 ∈ I∗f y ω \ X3 ∈ I∗g. Por lo tanto,

ω \ (ω \ A) = ω \ (X1 ∪ X2 ∪ X3) =
⋂
i≤3

ω \ Xi ∈ p.

Ahora, sea p ∈ δ(I∗
mı́n( f ,g)

), entonces I∗
mı́n( f ,g)

⊆ p y notemos que I∗f ⊆ I
∗
mı́n( f ,g)

y I∗g ⊆ I∗mı́n( f ,g)
.

Luego I∗g ∪ I∗f ⊆ I
∗
mı́n( f ,g)

⊆ p.

δ(I∗f ) ∩ δ(I
∗
g) = ∅ si y sólo si mı́n( f , g) ∈ l1.

Demostración. Sean f , g ∈ [0,∞)ω. Si mı́n( f , g) ∈ l1, entonces Imı́n( f ,g) es ideal sobre ω, ası́ I∗
mı́n( f ,g)

es filtro sobre ω y como consecuencia δ(I∗
mı́n( f ,g)

) � ∅.

Por otro lado, si mı́n( f , g) ∈ l1, entonces I∗
mı́n( f ,g)

= P(ω), luego δ(I∗
mı́n( f ,g)

) = δ(I∗f )∩δ(I
∗
g) = ∅.

δ(I∗f ) ∪ δ(I
∗
g) = δ(I∗

máx( f ,g)
).

Demostración. Sea p ∈ ω∗ de modo que I∗
máx( f ,g)

⊆ p y suponga que I∗f � p y I∗g � p. Entonces,

existe A ∈ I∗f tal que Ap y B ∈ I∗g de modo que Bp. Ası́ que

∑
n∈ω\(A∪B)

máx{ f (n), g(n)} ≤
∑

n∈ω\(A∪B)

f (n) +
∑

n∈ω\(A∪B)

g(n)

luego ω \ (A ∪ B) ∈ Imáx( f ,g) ⊆ p, de aquı́ que A ∪ B ∈ I∗
máx( f ,g)

. Finalmente A ∪ B ∈ p y por la

proposición 3 se tiene que A ∈ p, lo cual es contradictorio.

Por otro lado, sea p ∈ δ(I∗f ) ∪ δ(I
∗
g) y sin pérdida de generalidad asumamos que p ∈ δ(I∗f ),

entonces I∗f ⊆ p y notemos que I∗
máx( f ,g)

⊆ I∗f . Luego, p ∈ δ(I∗
máx( f ,g)

).

Sean f ∈ c0 \ l1 y X ∈ [ω]ω. Definamos f|X : ω→ [0,∞) como sigue:

( f|X)(n) = f (n) si n ∈ X,
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( f|X)(n) = 0 si nX.

Sea f ∈ c0 \ l1. Entonces,

1. f ∈ c0 \ l1 ⇐⇒ X ∩ δ(I∗f )⇐⇒ X ∈ I+f .

2. δ(I∗f|X ) = δ(I∗f ) ∩ X∗ = δ(〈I∗f ∪ {X}〉).

Demostración.

1) Si f|X ∈ c0 \ l1, entonces
∑

n∈ω f|X(n) = ∞ pero por definción de f|X se tiene que f|X(n) = 0

para todo n ∈ ω \ X, de aquı́ que
∑

n∈X f|X(n) = ∞, luego
∑

n∈X f (n) = ∞ y ası́ X ∈ I∗f . Por lo tanto,

δ(I∗f ) ∩ X∗ � ∅.

Ahora, supongamos que X ∩ δ(I∗f ) � ∅ y que XI+f , luego X ∈ I f , entonces
∑

n∈ω\X f (n) = ∞,

i.e, ω \ X ∈ I∗f . Ası́ que si p es cualquier ultrafiltro libre sobre ω de modo que I∗f ⊇ p, se tiene que

Xp. Por lo tanto, δ(I∗f ) ∩ X∗ = ∅, lo cual es contradictorio.

Si X ∈ I+f , entonces
∑

n∈X f (n) = ∞, luego
∑

n∈X f|X(n) = ∞. Por lo tanto, f|Xl1.

2) Veamos que δ(I∗f|X ) = δ(I∗f ) ∩ X∗. (⊇) Sea p ∈ δ(I∗f ), ası́ que I∗f ⊆ p y x ∈ p. Sea A ∈ I∗f|X .

Notemos que f|X(n) = 0 para cada n ∈ ω \ (X ∪A). Tenemos que
∑

n∈ω\A f|X(n) < ∞ y X \A ⊆ ω \A.

Luego, X \ A ∈ I f , entonces ω \ (X \ A) ∈ I∗f ⊆ p y ω \ (X \ A) ∩ X = X ∩ A ∈ p. Por lo tanto,

A ∈ p.

(⊆) Como f|X ≤ f y X ∈ I∗f|X , se tiene lo requerido.

Finalmente, probemos que δ(I∗f )∩X∗ = δ(〈I∗f ∪{X}〉). (⊆) Sea p ∈ δ(I∗f )∩X∗, entonces I∗f ⊆ p
y X ∈ p. Ahora, veamos que 〈I∗f ∪ {X}〉 ⊆ p: Dado A ∈ 〈I∗f ∪ {X}〉, existe {Ai : i ≤ n} ⊆ I∗f ∪ {X}
de modo que

⋂
i≤n Ai ⊆ A, luego A ∈ p. Por lo tanto, 〈I∗f ∪ {X}〉.

(⊇) Sea p ∈ δ(〈I∗f ∪ {X}〉), entonces 〈I∗f ∪ {X}〉 ⊆ p, de aquı́ que X ∈ p y I∗f ⊆ p. Por lo tanto,

p ∈ δ(I∗f ) ∩ X∗.

(∀g ∈ c0 \ l1)(δ(I∗g) es denso en sı́ mismo).

Demostración. Supongamos que δ(I∗g) tiene un punto aislado, entonces existe X ∈ [ω]ω de manera

que X∗ ∩δ(I∗g) = {p}. Primeramente veamos que I∗g no es ultrafiltro sobre ω. Dado que
∑

n∈X g(n) =

∞, es posible encontrar A, B ⊆ X disjuntos tal que A∪ B = X de modo que A, B ∈ I+g : Dado N = 1,

existen N0,M0 ∈ ω tal que:



7. CONEXIÓN ENTRE I-ULTRAFILTROS Y ULTRAFILTROS RÁPIDOS 25

∑
n∈X∩N0

g(n) ≥ 1

y ∑
n∈X∩N1\N0

g(n) ≥ 1.

Ası́, dado N = k, existen Nk,Mk ∈ ω de manera que

∑
n∈X∩Nk\Mk−1

g(n) ≥
1

k
y ∑

n∈X∩Mk\Nk

g(n) ≥
1

k
.

Finalmente, pongamos A =
⋃

k∈ω X ∩ Nk \Mk−1 y B =
⋃

k∈ω X ∩Mk \ Nk−1. Note que si A ∈ I∗g,

entonces ω \ A ∈ Ig pero B ⊆ ω \ A, lo cual es contradictorio. Finalmente como todo filtro propio

puede extenderse en al menos dos ultrafiltros distintos, se tiene que |δ(I∗g) ∩ X∗| > 2.

Existen una gran variedad de cardinales estudiados en el ánalisis real, la topologı́a, el álgebra,

etc. Dada una relación binaria R, decimos que D ⊆ rng(R) es R-dominante si (∀x ∈ dom(R))(∃y ∈
D)((x, y) ∈ R) y B ⊆ dom(R) es R-no acotado si (∀y ∈ rng(R))(∃x ∈ B)((x, y)R). No olvidemos

b(R) = mı́n{|B| : B ⊆ dom(R) ∧ B es no acotado}

d(R) = mı́n{|D| : D ⊆ rng(R) ∧ D es R dominante}

Ahora, hablaremos sobre relaciones binarias y veremos la conexión entre las series sumables y

(ωω,≤∗). Recordemos que un par de funciones (E, F) es conocida como una conexión de Galois-
Tukey de R a S , donde R y S son relaciones binarias si E : dom(R) → dom(S ) y F : rng(S ) →
rng(R) son funciones y si (E(x), v) ∈ S implica que (x, F(v)). Notemos que la existencia de una

conexión Galois-Tukey de R a S trae como consecuencia que b(R) ≥ b(S ) y d(R) ≤ d(S ): Pues

dado κ < b(S ) y A ⊆ R tal que |A| = κ se tiene que E[dom(A)] ⊂ dom(S ), y |E[dom(A)]| = |A| =
κ < b(S ) de aquı́ que existe y ∈ rng(S ) de manera que (E(x), y) ∈ S con x ∈ A lo que implica que

(x, F(v)) ∈ R. La noción de Galois-Tukey fue introducida para expresar el contenido combinatorio

de desigualdades entre cardinales investigados primeramente en el ánalisis real, para ver más sobre

esto veáse [8].
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Definamos una relación binaria CONV ⊆ c0 × [ω]ω como sigue:

( f , X) ∈ CONV si y sólo si
∑
n∈X

f (n) < ∞.

Mostraremos que la relación CONV y (ωω,≤∗) son Galois-Tukey equivalentes, i.e, existe una

conexión Galois-Tukey de CONV a (ωω,≤∗) y una conexión Galois-Tukey de (ωω,≤∗) a CONV, lo

que implica que b(CONV) = b(ωω,≤∗) y d(CONV) = d(ωω,≤∗).

La relación CONV y {( f , g) ⊆ ωω × ωω : f ≤∗ g} son Galois-Tukey equivalentes.

Demostración.

Dada f ∈ ωω (sin pérdida de generalidad asumamos que f es creciente), defı́nase

E( f )(i) =
log(n + 1)

n + 1

si y sólo si i ∈ [ f (n − 1), f (n)) para n > 0. Dado X ∈ [ω]ω pongasé F(X) = eX, donde eX es la

única función que enumera crecientemente los elementos de X. Ahora, supongamos que (E( f ), X) ∈
CONV y que eX �

∗ f , entonces existen ∃∞n ∈ ω de manera que eX(n) ≤ f (n) y note que si N ∈ ω,

entonces

N∑
i=0

E( f )(i) ≥ (N + 1)
log(N + 1)

N + 1
,

luego

∑
i∈X

E( f )(i) =
∞∑

i=0

E( f )(eX(i)) ≥ lı́m
n→∞

(N + 1)
log(N + 1)

N + 1
= ∞.

Ahora, veamos la conexión Galois-Tukey en la otra dirección, i.e., de {( f , g) ⊆ ω × ω : f ≤∗ g}
a CONV. Defı́nase E : c0 → ωω y F : ωω → [ω]ω como sigue:

E( f ) = hf y F(g) = rng(g)

donde hf (n) = mı́n{i ∈ ω : (∀ j ≥ i)( f ( j) < 1
2n }.

Sean f ∈ c0, g ∈ ωω y supongamos que E( f ) ≤∗ g entonces existe N ∈ ω de modo que ∀n ≥ N
se tiene que
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∑
n∈ω\N

f (g(n)) ≤
∑

n∈ω\N

1

2n .

Recordemos que un ultrafiltro F es rápido si para toda f ∈ ωω existe X ∈ F de tal modo que

|X ∩ f (n)| ≤ n para todo n ∈ ω. El concepto de ultrafiltro rápido fue inicialmente usado por G.

Choquet aunque él atribuye el concepto de rapidez a Mokobodzki.

[Vojtáš] Sea F ∈ ω∗ . Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. F es rápido.

2. Existe f0 ∈ ωω tal que para toda f ∈ ωω existe X ∈ F tal que |X ∩ f (n)| ≤ f0(n) para toda

n ∈ ω.

3. Para toda g ∈ c0 existe X ∈ F tal que
∑

n∈X g(n) < ∞.

4. F ∈
⋂

f∈c0
σ(I f ).

5. F ∈ ω∗ \
⋃

f∈c0
δ(I∗f ).

Demostración. 1)→ 2) Pongamos f0(n) = n. Ahora, sea f ∈ ωω y como F es rápido existe X ∈ F
tal que |X ∩ f (n)| ≤ n = f0(n) para todo n ∈ ω.

2) → 3) Sea k ∈ ω y consideresé εk =
1

f0(k)·2k entonces existe Nk ∈ ω de modo que si n ≥ Nk

entonces g(n) < εk, pues g ∈ c0. Observemos que

∑
k∈ω

f0(k) · Nk ≤
∑
k∈ω

1

2k < ∞.

Ahora, sea f ∈ ω tal que g(m) ≤ g(Nk) para m ∈ [ f (k − 1), f (k)). Por hipótesis, existe X ∈ F de

modo que |X ∩ f (n)| ≤ f0(n) para todo n ∈ ω luego

∑
k∈X

g(k) ≤
∑
k∈ω

f0(k) · g(Nk) < ∞.

3) → 1) Suponga que f ∈ ωω es estrı́ctamente creciente. Para k ∈ [ f (n), f (n + 1)) pongamos

g(k) = 1
n . Como g ∈ c0, existe X ∈ F de modo que

∑
n∈X g(n) < 1 de aquı́ que |X ∩ f (n)| ≤ n para

todo n ∈ ω.

3) → 4) Sea f ∈ c0, por hipótesis existe X ∈ F de modo que
∑

n∈X f (n) < ∞, i.e, X ∈ I f ∩ F
de aquı́ que F ∈ X∗, luego F ∈ σ(I f ) y como f es arbitraria se sigue que F ∈

⋂
f∈c0
σ(I f ).
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4) → 3) Sea g ∈ c0, como F ∈
⋂

f∈c0
σ(I f ) se tiene que F ∈ σ(Ig) de aquı́ que existe X ∈ Ig

de manera que X ∈ F , i.e,
∑

n∈X g(n) < ∞.

4) → 5) Suponga que Fω∗ \
⋃

f∈c0
δ(I∗f ) entonces existe g ∈ c0 de modo que F ∈ δ(I∗g), i.e,

I∗g ⊆ F , por lo tanto F ∩ I f = ∅.

5)→ 4) Suponga que F
⋂

f∈c0
σ(I f ) entonces existe g ∈ c0 de manera que Fσ(Ig) ,de aquı́ que

F ∩ Ig = ∅ y por teorema 3 se tiene que I∗g ⊆ F luego F ∈ δ(I∗g).

Notemos que teorema 7 nos indica que F es rápido si y sólo si Ig ∩ F � ∅ donde g ∈ c0 \ l1.

Antes de seguir, recordemos que un ultrafiltro libreU sobre ω es q-punto si para toda partición

{Pn : n ∈ ω} de ω en conjuntos finitos existe X ∈ U tal que |X ∩ Pn| ≤ 1 para todo n ∈ ω.

Sea F ∈ ω∗. Decimos que F es q-punto si para toda partición {Pn : n ∈ ω} de ω en conjuntos

finitos existe X ∈ F de modo que |X ∩ Pn| ≤ 1 para todo n ∈ ω.

Recordemos que por R entendemos el sistema de todas las particiones R ⊆ [ω]<ω de ω. Y

también que para cada R ∈ R, le tenemos asociado el ideal alto

IR = {X ⊆ ω : (∃k ∈ ω)(∀P ∈ R)(|P ∩ X| ≤ k)}

Sea F ∈ ω∗. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. F es q-punto.

2. Para toda partición R ∈ P existe X ∈ F de modo que existe k ∈ ω tal que |P ∩ X| ≤ k para

todo P ∈ R.

3. F ∈
⋂
R∈P σ(IR).

Demostración. 1)→ 2) Es inmediato.

2)→ 3) Sea R ∈ P, por hipótesis existe X ∈ IR ∩ F , luego F ∈ X∗ ası́ que F ∈ σ(IR) y como

R es arbitaria se sigue que F ∈
⋂
R∈P σ(IR).

3) → 1) Sea R partición de ω en conjuntos finitos, por hipótesis existe X ∈ IR de modo que,

i.e, existe k ∈ ω tal que |X ∩ P| = k para todo P ∈ R, de aquı́ que podemos escribir a X como

X =
⋃

i≤k Ai, donde Ai ∩ Aj = ∅ si i � j, i, j ≤ k y por teorema 3 existe m ≤ k tal que Am ∈ F .

Sea Ig un ideal alto sobre ω determinado por la función g y asuma que h(n) = g(2n) para todo

n ∈ ω. Entonces, Ig = Ih.
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Demostración. Como la función g es monótona se tiene que g(2k) + g(2k + 1) ≤ 2g(2k) = 2h(k) y

que g(2k − 1) + g(2k) ≥ 2g(2k) = h(k) para todo k ∈ ω. Entonces,

∑
n∈ω

2h(n) ≤ g(0) +
∑
n∈ω

g(n) ≤ g(0) +
∑
n∈ω

2h(n)

Supongamos que l ∈ ωω,Ig,Ih son ideales sumables altos, tal que para toda f ∈ ωω existe

A ∈ Ig tal que f −1[A]Ih. Si H es un subconjunto infinito de ω tal que HIh y l[H]Ig, entonces

existe A ⊆ l[H] tal que A ∈ Ig y l−1[A] ∩ HIh.

Demostración. Enumeremos l[H] como hn : n ∈ ω y definamos l̃ : ω→ ω como

l̃(n) = 2hn si n ∈ H y l̃(n) = 2hn + 1 si nH.

Note que l̃[H] ∩ l̃[ω \ H] = ∅. Ahora, existe Ã ∈ Ig |l̃[H]
de manera que l̃−1[Ã]Ih, puesto que

por hipótesis se tiene que existe A ∈ Ig tal que l̃−1[A]Ih. Ahora, pongamos B = {hn : 2hn ∈ Ã}.
Finalmente, como Ã ∈ Ig, por lema 7 se tiene que B ∈ Ig y observemos que l−1[A] ∩ H ⊇ l̃−1[Ã] ∈
Ig.

Supongamos que Ig y Ih son ideales sumables altos tal que para f ∈ ωω existe A ∈ Ig tal que

f −1[A]Ih. Asuma también que F es una base de filtro tal que F ∩ Ih = ∅. Entonces, dada l ∈ ωω

existe G ⊆ ω tal que l[G] ∈ Ig y G ∩ FIh para todo F ∈ F .

Demostración. Como F es numerable, podemos listarlo como F = {Fn : n ∈ ω} y sin pérdida

de generalidad podemos asumir que Fn+1 ⊇ Fn para todo n ∈ ω. Por hipótesis F es una familia

numerable de conjuntos Ih-positivos ası́ que existe H ⊆ ω tal que H ⊆∗ Fn para todo n ∈ ω.

Si tenemos que l[H] ∈ Ig, entonces pongasé G = H.

Si l[H]Ig, por lema 7 existe A ⊆ l[H] de modo que A ∈ Ig y l−1[A]∩HIh. Pongasé G = l−1[A].

Finalmente notemos que l[G] ∈ Ig. Ahora, como G ∩ HIh y (G ∩ H) \ F es finito para todo

F ∈ F , se sigue que G ∩ FIh para todo F ∈ F .

[Flašková] (CH) Para cualesquier ideales sumables Ig, Ih que satisfacen que siempre que f ∈
ωω existe A ∈ Ig de modo que f −1[A]Ih, existe un Ig-ultrafiltro el cual no es un Ih-ultrafiltro.



30 1. NOCIONES ELEMENTALES

Demostración. Enumeremos todas las funciones en ωω como { fα : α < ω1}. Por recursión con-

struyamos bases de filtro Fα satisfaciendo:

1. F0 = Fréchet.

2. Fα ⊆ Fβ, si α < β.

3. Fγ =
⋃
α<γ Fα, para γ lı́mite.

4. (∀α < ω1)(|Fα| < ω1).

5. (∀α < ω1)(Fα ∩ Ih = ∅).
6. (∀α < ω1)(∃F ∈ Fα+1)( fα[F] ∈ Ig).

Notemos que por 1), la recursión ya ha comenzado. Ahora, supongamos que se ha construido

hasta el paso α, i.e, Fα ha sido construido. Por 4) y 5), podemos aplicar el lema 7 a fα y Fα, de

aquı́ que existe G ∈ [ω]ω de manera que fα[G] ∈ Ig y G ∩ AIh para todo A ∈ Fα. Pongamos,

Fα+1 = Fα ∪ {G}. La base de filtro Fα+1 satisface 4) y 6).

Finalmente, sea F = Fγ =
⋃
α<γ Fα. Todo ultrafiltro U el cual extiende F es un Ig-ultrafiltro

por 6). Puesto que F ∩ Ih = ∅, este puede extenderse a un ultrafiltroU de modo queU ∩ Ih = ∅.
Por lo tanto,U no es un Ih-ultrafiltro pero sı́ un Ig-ultrafiltro.

El siguiente teorema mejora la cantidad de ideales sumables utilizados para caracterizar los

filtros rápidos, puesto que teorema 7 usa c ideales sumables para ello.

[Flašková]

Existe una familia D de ideales sumables altos tal que |D| = d tal que U es rápido si y sólo si

U tiene intersección no vacı́a con todo ideal sumable enD.

Demostración. Primeramente, construyamos la familia de ideales sumables altos como sigue:

Asuma que F ⊆ ωω es una familia dominante y |F | = d y sin pérdida de generalidad podemos

suponer que para toda f ∈ F se tiene que f ( j + 1) ≥ f ( j) + j + 1 para todo j ∈ ω y además es

estrı́ctamente creciente. Para toda f ∈ F defı́nase gf : ω→ [0,∞) por:

gf (m) = 1 si m < f (0), gf (m) = 1
j+1

si m ∈ [ f ( j), f ( j + 1))

Sea D = {Ig f : f ∈ F }. Veamos que dicha familia satisface lo requerido. Notemos que si U
es ultrafiltro rápido por teorema 7 es inmediato que U tiene intersección no vacı́a con todo ideal

sumable alto deD.
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Supongamos que U ∈ ω∗ y que para todo Ig f ∈ D se tiene que U ∩ Ig f � ∅. Sea Ig un ideal

sumable arbitrario: Defı́nase fg : ω→ ω de modo que:

1. fg( j + 1) ≥ fg( j) + j + 1.

2. Si m ≥ fg( j), entonces g(m) ≤ 1
2 j .

Veamos que esto sı́ es posible: Como Ig es alto, entonces lı́mn→∞ g(n) = 0 de aquı́ que para

ε = 1 existe N0 ∈ ω de modo que si n ≥ N0, entonces g(n) ≤ 1. Pongamos fg(0) = N0, fg( j + 1) =

máx{Nj, f ( j) + j + 1} donde Nj es un número natural suficientemente grande de tal suerte que si

n ≥ Nj, entonces g(n) ≤ 1
2 j+1 . Recordemos que F es una familia dominante en ωω, entonces existe

h ∈ ωω tal que fg ≤∗ h, i.e, existe kh ∈ ω de manera que si n ≥ kh, entonces fg(n) ≤ h(n). Para todo

n ≥ h(kh) existe un único j ≥ kh tal que n ∈ [h( j), h( j + 1)). Como n ≥ h( j) ≥ fg( j), obtenemos que

g(n) ≤ 1
2 j ≤ 1

j+1
= gf (n). Finalmente, puesto que g ≤∗ gf se tiene que Ig f ⊆ Ig. Ahora, siU ∈ ω∗ y

U ∩ Ig f � ∅ para todo f ∈ D, se sigue que Ig ∩U � ∅ de aquı́ queU es rápido.

La existencia de una familia de ideales sumables altos como en teorema 7 nos da la posibilidad

de probar que existen 2d filtros rápidos. Basta ver que si g ∈ c0 \ l1 entonces existe una familia A
MAD con la propiedad de que si A ∈ A entonces

∑
n∈A g(n) < ∞, i.e, A ∈ Ig: Sea A familia casi

ajena y maximal con respecto a la propiedad de que siempre que A ∈ A, entonces A ∈ Ig, ahora si

A no es MAD, entonces existe A′ MAD tal que A ⊂ A′ y escojasé B ∈ A′ \ A y note que existe

C ⊂ B de modo que C ∈ Ig puesto que el ideal Ig es alto yA ⊂ A∪ {B}, lo cual es contradictorio.

Para más detalle vaya al capı́tulo 3 (teorema 1).

(h = d) Existen 2d ultrafiltros rápidos.

[Flašková] Si D es una familia de ideales sumables altos y |D| < b, entonces existe un ideal

sumable alto Ig tal que Ig ⊆ Ih para todo Ih ∈ D.

Demostración. Para todo Ih ∈ D defina una función fh ∈ ωω tal que siempre que m ≥ fh( j) ≥
h(m) ≤ 1

2 j .

Ahora, la familia F = { fh : Ih ∈ D} tiene cardinalidad menor que b, ası́ que existe f ∈ ωω tal

que fh ≤∗ f para toda fh ∈ F . Asuma que f es estrı́ctamente creciente y defı́nase g : ω → [0,∞)

como sigue:

g(m) = 1 si m < f (0), g(m) = 1
j+1

si m ∈ [ f ( j), f ( j + 1))
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Para una función fh ∈ F existe kh ∈ ω tal que fh(k) ≤ f (k) para todo k ≥ kh. Además, note

que para todo n ≥ fh(kh) existe un único j ≥ kh tal que n ∈ [ f ( j), f ( j + 1)) pues f es estrı́ctamente

creciente. Finalmente como

n ≥ f ( j) ≥ fh( j)

tenemos que

h(n) ≤
1

2 j ≤
1

j + 1
= g(n).

Por lo tanto, Ig ⊆ Ih.



Capı́tulo 2

Más que un 0-punto

1. Sobre la existencia de un I 1
n
-ultrafiltro en ZFC.

En su plática durante 12th Winter School on Abstract Analysis in Srnı́, A. Gryzlov definió 0-

puntos y construyó tales ultrafiltros en ZFC. Recordemos que un ultrafiltro U libre sobre ω es un

0-punto si para toda función f ∈ ωω uno a uno, existe A ∈ U tal que A ∈ Id.

El presente capı́tulo exhibe una construcción en ZFC de un I 1
n
-ultrafiltro débil que fue dada

por Jana Flašková.

Notemos que todo conjunto que pertenece al ideal sumable I 1
n

tiene densidad cero, i.e, I 1
n
⊆ Id.

Pero, el recı́proco no se tiene.

Sea F ⊆ P(ω), decimos que F es sumable si para toda función f : ω → ω uno a uno, existe

A ∈ F tal que f [A] ∈ I 1
n
.

Note que dicha definición es posible extenderse a cualquier ideal alto Ig, con g : ω → [0,∞)

satisfaciendo los requerimientos de ejemplo 3 y para cualquier función f ∈ ωω. Aunque por el

momento, sólo serán consideradas las funciones uno a uno, y el ideal alto I 1
n
.

SeaU ultrafiltro sobre ω libre, decimos queU es sumable, si para toda función f : ω→ ω uno

a uno existe A ∈ U tal queU ∈ I 1
n
.

Antes de comenzar la construcción, veamos el siguiente lemma.

Si Fk es una familia k-ligada de subconjuntos infinitos de ω para todo k ∈ ω, entonces

F = {F ⊆ ω : (∀k ∈ ω)(∃Uk ∈ Fk)(Uk ⊆∗ F}

es una familia centrada.

Demostración. Sean F0, ..., Fn ∈ F y para cada j = 0, ..., n, escójase U j
k ∈ Fk tal que U j

k ⊆
∗ F j para

todo k ∈ ω. Para todo k ≥ n la familia Fk es n-ligada, de aquı́ que
⋂

j≤n U j
k es un conjunto infinito.

Tenemos que

33
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⋂
j≤n

U j
k ⊆
∗
⋂
j≤n

F j

para todo k ≥ n. Por lo tanto, F es centrada.

La siguiente proposición, es pieza clave para la construcción que exhibe J. Flašková en el pre-

sente artı́culo; la idea, es que dado cualesquier conjunto infinito A de números naturales dividirlo

a este en bloques finitos disjuntos usando para esto una enumeración de A que será explicada

posteriormente. Aunque ella comenta que la idea de tal construcción es debida a Gryzlov, por la

construcción que este último dio para un 0-punto en ZFC.

Sea A ⊆ ω infinito. Entonces, para todo k ∈ ω existe una familia Fk ⊆ P(A) sumable y k-ligada.

Demostración. Sea k ∈ ω fijo. Dado n ∈ ω defı́nase

S n = {〈a0, ..., ak〉 : aj ∈
n∑

i=0

Q( j, i) \
n−1∑
i=0

Q( j, i), 0 ≤ j ≤ k}

donde Q( j, n) = 2n·2 j
.

Note que
⋃

n∈ω S n es numerable y que S n ∩ S m = ∅ si n � m. Ahora, enumere a A fielmente en

bloques finitos disjuntos, pongasé

Bn = {bφ : φ ∈ S n}.

Para cada i ≤ k, sea x ∈
∑n

m=0 Q(i,m) \
∑n−1

m=0 Q(i, n), s ∈
∏k

j=i+1(
∑n

m=0 Q( j,m) \
∑n−1

m=0 Q( j,m)). Para

cada n ∈ ω, sea

Bn(i, x, s) = {bϕ�〈x〉�s : ϕ ∈
i−1∏
j=0

(

n∑
m=0

Q( j,m) \
n−1∑
m=0

Q( j,m))}.

Ahora, dada f : ω→ ω uno a uno, pongamos mf
x = mı́n f [Bn(i, x, s)]. Sea x( f , s) ∈

∑n
m=0 Q(i,m)\∑n−1

m=0 Q(i,m) para el cual mx( f ,s) es máximo, i.e., mx( f ,s) = máx{mf
x : x ∈

∑n
m=0 Q(i,m)\

∑n−1
m=0 Q(i,m)}.

Ahora, defı́nase

Af =
⋃
n∈ω

Bf
n

Bf
n =

k⋃
i=0

Bf
n(i)
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donde Bf
n(i) =

⋃
{Bn(i, s) : s ∈

∏k
j=i+1(
∑n

m=0 Q( j,m) \
∑n−1

m=0 Q( j,m))}. Afirmación 1: {Af : f ∈ ωω

uno a uno} es k-ligada. Primero veamos que
⋃∞

n=1

⋂k
j=0 Bf j

n ⊆
⋂k

j=0 Af j . Sea x ∈
⋃∞

n=1

⋂k
j=0 Bf j

n ,

entonces existe m ∈ ω \ {0} tal que x ∈
⋂k

j=0 Bf j
m , entonces x ∈ Bf j

m para todo j ≤ k, ası́ x ∈ Af j para

todo j ≤ k, luego x ∈
⋂k

j=0 Af j .

Es suficiente mostrar que
⋂k

j=0 Bf j
n � ∅ para cada n ∈ ω. Defı́nase recursivamente φ = 〈a0, ..., ak〉.

Pongasé s0 = ∅ y ak = 〈x( f0, s0)〉, ak−1 = 〈x( f1, s1)〉, ..., a0 = 〈x( fk, sk)〉. De aquı́ que bφ ∈⋂k
j=0 Bn(k − j, s j) ⊆

⋂k
j=0 Bf j

n (k − j) ⊆
⋂k

j=0 Bf j
n .

Afirmación 2: f [Af ] ∈ I 1
n

para toda función uno a uno.

Primero, estimemos la suma de los recı́procos en f [Bf
n(i, s)] para todo i ≤ k y s ∈

∏k
j=i+1(
∑n

m=0 Q( j,m)\∑n−1
m=0 Q( j,m)). Como

| f [Bf
n(i, s)]| =

i−1⊙
j=0

Q( j, n)

se tiene que:

(1.1)
∑

a∈Bf
n (,s)

1

f (a)
≤

i−1⊙
j=0

Q( j, n) ·
1

mı́n f [Bf
n(i, s)]

=
2n·(2i−1)

mf
x( f ,s)

.

Pongamos qi,n =
⊙k

j=i+1
Q( j, n) y enumere

{mx( f ,s) : s ∈
k∏

j=i+1

(

n∑
m=0

Q( j,m) \
n−1∑
m=0

Q( j,m))}

en forma creciente como {ml : l = 1, ..., qi,n}. Ahora, como f es uno a uno, se tiene que ml ≥ l·Q(i, n)

para todo l, de aquı́ que:

(1.2)

qi,n∑
l=1

1

ml
≤

1

Q(i, n)
·

qi,n∑
l=1

1

l
≤

1 + log2 qi,n

Q(i, n)
=

1 +
∑k

j=i+1 log2 Q( j, n)

Q(i, n)
.

Además

(1.3) 1 +

k∑
j=i+1

log2 Q( j, n) ≤ 1 + n
k∑

j=0

2 j = 1 + n(2k+1 − 1) ≤ n2k+1
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De (5.1),(5.2) y (5.3), obtenemos

(1.4)
∑

a∈Bf
n (i)

1

f (a)
≤

i−1⊙
j=0

Q( j, n) ·
1 +
∑k

j=i+1 log2 Q( j, n)

Q(i, n)
=

n2k+1

2n .

Ası́ que para todo n ∈ ω tenemos que:

(1.5)
∑
a∈Bf

n

1

f (a)
≤

k∑
i=0

n2k+1

2n =
n(k + 1)2k+1

2n .

Y finalmente

(1.6)
∑
a∈A f

1

f (a)
≤
∞∑

n=1

n(k + 1)2k+1

2n ≤ 2(k + 1)2k+1.

Por lo tanto, f [Af ] ∈ I 1
n
.

Ahora sı́, estamos listos para enunciar y demostrar el siguiente teorema.

[Flašková] (ZFC) Existe un ultrafiltro sumable sobre ω.

Demostración.

Consideremos una familia de subconjuntos infinitos de ω {Ak : k ∈ ω} tal que si n � m entonces

An ∩ Am = ∅. Por la proposición anterior, para cada k ∈ ω existe una familia Fk ⊆ P(Ak) sumable y

k-ligada. Por Lema anterior, la familia

F = {F ⊆ ω : (∀k ∈ ω)(∃Uk ∈ Fk)(Uk ⊆∗ F)}

es centrada. Considere U, un ultrafiltro sobre ω, tal que F ⊆ U. Veamos que dicho ultrafiltro es

sumable. Note que si A ⊆ ω es tal que |ω \ A| < ω, entonces A ∈ F , luego U es libre. Ahora, sea

f : ω → ω uno a uno, dado k ∈ ω existe Uk ∈ Fk tal que f [Uk] ∈ I 1
n
. Como I 1

n
es p-ideal existe

U ∈ I tal que f [Uk] ⊆∗ U para todo k ∈ ω y como f es uno a uno, se tiene que Uk ⊆∗ f −1[U] para

todo k ∈ ω. Luego f −1[U] ∈ F y f [ f −1[U]] ⊆ U, ası́ f [ f −1[U]] ∈ I 1
n
. Por lo tanto,U es ultrafiltro

sumable.
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Existen 2c ultrafiltros sumables sobre ω

Demostración.

Sea {Ak : k ∈ ω} subconjuntos infinitos de ω tal que si n � m, entonces An ∩ Am = ∅. Por lema

anterior, para cada k ∈ ω existe Fk ⊆ P(Ak) sumable y k-ligada. Sea U ultrafiltro libre sobre ω.

Considere para cada k ∈ ω,

Gk = Fk ∪ {A \ F : A ∈ Fk, F ∈ [Ak]
<ω}

Note que Gk es k-ligada y sumable. Ahora, defı́nase FU como sigue:

F ∈ FU si y sólo si {n ∈ ω : F ∩ Ak ∈ Gk} ∈ U

Veamos que FU es familia centrada. Sean F0, ...Fm ∈ FU, entonces para cada i ∈ {0, ...,m}
se tiene que {n ∈ ω : Fi ∩ An ∈ Gn} ∈ U. Ahora, si n ≥ m entonces

⋂
i≤n Fi ∩ An es infinito y⋂

i≤n Fi ∩ An ⊆
⋂

i≤n Fi. Por lo tanto, FU es centrada. Considere el ultrafiltro pFU generado por FU.

Veamos que dicho ultrafiltro es sumable. Sea f : ω→ ω uno a uno, entonces para todo k ∈ ω existe

Uk ∈ Fk tal que f [Uk] ∈ I 1
n

y como I 1
n

es p-ideal existe A ∈ I 1
n

tal que f [Uk] ⊆∗ A para todo

k ∈ ω. Finalmente, considere f −1[A] y note que f −1[A] ∈ FU y f [ f −1[A]] ⊆ A, ası́ f [ f −1[A]] ∈ I 1
n
.

Por lo tanto, pFU es sumable.

En teorema 1 hemos visto la construcción de un I 1
n
-ultrafiltro amigable. Como lo comentamos

anteriormente, es posible ampliar nuestra definición de 1 tal y como lo hace el autor del presente

artı́culo:

¿Será posible construir un I 1
n
-ultrafiltro débil en ZFC, o más aún un I 1

n
-ultrafiltro en ZFC?

En su tesis doctoral tı́tulada Ultrafilters and small sets, responde afirmativamente la pregunta

si la Hipótesis del Continuo es cierta y por otro lado asumiendo que se cumple Axioma de Martin

para órdenes parciales σ-centrados; de hecho, construye un I-ultrafiltro para I cualquier ideal alto

en ambos casos.

Para ver que la hipótesis del continuo implica la existencia de I-ultafiltros basta probar que si

F = {An : n ∈ ω} ⊆ [ω]ω es una familia centrada y f ∈ ωω tal que f [A]I para todo A ∈ F , entonces

existe A ∈ [ω]ω tal que F ∪ {A} es centrada y f [A] ∈ I: Sin pérdida de generalidad F es cerrada

bajo intersecciones finitas y notemos que { f [An] : n ∈ ω} es una familia centrada y numerable,

entonces existe B ∈ [ω]ω tal que B ⊆∗ f [An] para todo n ∈ ω y B ∈ I (esto es posible, pues I es
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alto). Y note que f −1[B]∩An es infinito para todo n ∈ ω y f [ f −1[B]] ⊆ B , ası́ pongamos A = f −1[B]

funciona.

Por otro lado, asumiendo p = c es posible probar la existencia de I-ultrafiltros con el mismo

razonamiento que utilizamos asumiendo hipótesis del continuo, en el párrafo anterior.



Capı́tulo 3

Ultrafiltros Sumables sobre ω

1. Sobre la existencia de I-ultrafiltros

En el presente capı́tulo exhibimos algunas pruebas de consistencia sobre I-ultrafiltros asociadas

con los cardinales invariantes d y h que fueron encontradas al investigar y revisar algunos resultados

ya comentados en los capı́tulos precedentes.

El siguiente lema nos perfila para la construcción de 2c I-ultrafiltros donde I es un ideal alto.

Para esto, construimos recursivamente un (c, c+)-árbol en el cual los niveles de dicho árbol serán

familias MAD y donde también nos apoyaremos en una de las equivalencias de teorema 6 que

mencionamos en la sección 3.

Sean A ∈ [ω]ω, f ∈ ωA e I un ideal alto, entonces existe una familia MADA tal que para todo

B ∈ A se tiene que f [B] ∈ I.

Demostración.

SeaA familia casi ajena y maximal respecto a la propiedad de que siempre que B ∈ A se tiene

que f [B] ∈ I.

Veamos que A es MAD. Supongasé que no lo es, entonces existe BMAD tal que A ⊂ B. Sea

C ∈ B tal que CA y notemos que f [C]C, pero como I es alto, entonces existe D ∈ [ω]ω tal que

D ⊆ f [A] y D ∈ I. Ahora considereséA∪ { f −1[D]} y note queA ⊂ A ∪ { f −1[D]} y además dado

A ∈ A se tiene que |A∩ f −1[D]| < ω y f −1[D] ∈ [ω]ω, lo cual es contradictorio, puesA es maximal

respecto a la propiedad.

(h = c) Sea I un ideal alto sobre ω. Entonces, existen 2c I-ultrafiltros sobre ω.

Demostración.

Sea { fα+1 : α < c} enumeración de ωω. Construyamos un (c, c+)-árbol por recursión sobre los

niveles asegurándonos que en cada paso de la construcción, T|α satisface la condición.

P(α) :

39
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1. T|α es un (α, c+)-árbol.

2. (∀β, γ < c)(β < γ < α y x ∈ Tβ)(∃y ∈ Tγ)(y ⊆∗ x).

3. (∀α < c)(x ∈ Tα+1 ⇒ fα+1[x] ∈ I)

Para comenzar, póngase T0 = {ω}. Si Tα+1 está definido y satisface P(α + 1). Definamos Tα+1

como sigue:

Para cada x ∈ Tα por Lema 4.1, existe Ax MAD tal que para todo B ∈ Ax se tiene que

fα+1[B] ∈ I yAx ⊆ P(x). Pongamos

Tα+1 =
⋃
{Ax : x ∈ Tα}.

Ası́ T|α+2 está definido y satisface P(α + 2).

Sea α un ordinal lı́mite y asumamos que Tα está definido y satisface P(α). Como {Tβ+1 : β < α}
es colección de familias MAD, con α < c = h, existe Aα MAD que refina a Tβ+1 para cada β < α.

Pongamos Tα = Aα.

Veamos que Tα+1 satisface P(α + 1). Sean β < α y x ∈ Tβ. Como Tα es MAD, entonces existe

y ∈ Tα tal que x∩ y es infinito y más aún, Tα es refinamiento de Tβ de aquı́ que existe z ∈ Tβ tal que

y ⊆∗ z. Si y \ x es infinito, entonces x � z y z∩ x es infinito, lo cual es contradictorio, pues z, x ∈ Tβ
y Tβ es MAD. Por lo tanto, y ⊆∗ x.

Consideremos la colección B de todas las ramas del árbol T: Primeramente, notemos que B

tiene cardinalidad 2c pues el árbol es de anchura c+ y altura c. Enumeremos B = {bα : α < c} y

notemos que para cada α < c la rama bα genera un ultrafiltro sobre ω que de hecho es I-ultrafiltro

puesto que si g ∈ ωω entonces existe α < c de modo que g = fα+1 y por construcción para cada

x ∈ Tα+1 se tiene que fα[x] ∈ I.

Antes de pasar al siguiente lema, veamos que para la definición del cardinal invariante d es

posible cambiar ≤∗ por ≤: Sea F ⊆ ωω con |F | < d, como |F | < d, entonces existe f ∈ ωω tal que

f �∗ g ası́ que F no es dominante según ≤. Por otro lado, sea una familia dominante F según ≤∗ y

consideremos la familia F ∗ = {g ∈ ωω : (∃ f ∈ F )( f =∗ g)} la cual es dominante según ≤∗ puesto

que si f ∈ ωω existe g ∈ F de modo que f ≤∗ g, i.e, existe N ∈ ω suficientemente grande tal que si

n ≥ N, entonces f (n) ≤ g(n). Luego, defı́nase h : ω → ω como h(n) = f (n) si n < N y h(n) = g(n)

si n ≥ N. Se cumple que f ≤ h y h ∈ F ∗. Por último nótese que |F | ≤ |F ∗| ≤ |F | · ω = |F |.
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(d = ω�) Existe una familia F ⊆ ωω tal que |F | = ω1 y para toda funcion f : ω → ω finito a

uno, existe g ∈ F tal que g ≤∗ f .

Demostración.

Sea f ∈ ωω finito a uno. Sea m0 = 0, m1 = máx{m ∈ ω : f (m) = mı́n f [ω]},mi+1 = máx{m ∈
ω : f (m) = mı́n{ f (k) : k > mi}} con i > 0. Ahora, pongamos kn = f (mn+1) para todo n ∈ ω.

Sea g(n) = ki si y sólo si mi ≤ n ≤ mi+1. Defı́nase h(n) = mn+1. Como F es dominante, existe

l ∈ F tal que h ≤ l. Ahora, considere

l′(n) = mı́n{k ∈ ω : l(k) ≥ n}.

Veamos que l′ ≤ g. Sea k ∈ ω, entonces existe i ∈ ω tal que mi ≤ k ≤ mi+1 y note que i ≤ ki. Por

último, l′(k) ≤ i pues mi ≤ k ≤ mi+1 y l(i) ≥ h(i) = mi+1 ≥ k. Por lo tanto, l′ ≤ g ≤ f .

(d = ω1) Existe un I 1
n
-ultrafiltro débil.

Demostración.

Sea F = {gα : α < ω1} como en Lema 4,3. Por inducción transfinita construyamos bases de

filtro Fα tal que:

1. F0 es el filtro de Fréchet.

2. Fα ⊆ Fβ, si α < β.

3. Fγ =
⋃
α<γ Fα, si γ es lı́mite.

4. (∀α < ω1)(|Fα| ≤ α · ω).

5. (∀α < ω1)(∃A ∈ Fα+1)(
∑

m∈A
1

gα(m)
< ∞).

Supongamos que tenemos construido Fα. Si existe A ∈ Fα tal que
∑

m∈A
1

gα(m)
< ∞, entonces

hacemos Fα+1 = Fα.

Ahora, tenemos Fα = {An : n < ω} y gα[An] es infinito para cada n ∈ ω. Escójase A′n ⊆ An

infinito tal que
∑

m∈An
1

gα(m)
≤ 1

2n Pongamos C =
⋃

n∈ω A′n, entonces Fα+1 = Fα ∪ {C} es como se

requiere.

Para concluir, pongamos F =
⋃
α<ω1
Fα, note que por construcción, F es centrada. Ahora

considérese cualquier ultrafiltroU tal que F ⊆ U. Veamos queU es un I 1
n
-ultrafiltro débil.

SeanU ultrafiltro sobre ω tal que F ⊆ U y f ∈ ωω finito a uno, entonces existe α < ω1 tal que

gα ≤ f y por construcción se tiene que existe A ∈ F tal que
∑

n∈ f [A]
1
n ≤
∑

m∈A
1

f (m)
≤
∑

m∈A
1

gα(m)
< ∞.

Por lo tanto,U es un I 1
n
-ultrafiltro débil sobre ω.
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Observemos que lema 1 nos indica que existe una familia F ⊆ ωω de cardinalidad d que

representa a todas las funciones finito a uno de ω en sı́ mismo, en el sentido de que sı́ f ∈ ωω finito

a uno, entonces existe g ∈ F de modo que g ≤ f . De este modo, usando lema es posible construir

un árbol de altura d de modo que en cada nivel del árbol le asociamos una familia MAD donde

cada elemento de la familia es testigo para una función de la familia F tal y como lo hicimos en la

proposición 1:

(h = d) Existen 2d I 1
n
-ultrafiltros débiles.

2. Sobre p-puntos-rápidos-q-puntos y sumables

Como siempre, durante el folklore matemático cabe siempre la pregunta: ¿qué relación hay

entre los ultrafiltros sumables con respecto a una función g ∈ c0 \ l1 y los ultrafiltros selectivos, los

p-puntos, los q-puntos, los filtros rápidos?

Veamos que si esU es un ultrafiltro selectivo entoncesU es un Ig-ultrafiltro, donde g ∈ c0 \ l1.

Sea f : ω → ω y suponga que
∑

n∈ f [ω] g(n) = ∞, de otro modo para cualquier elemento A en U
se tiene que f [A] ∈ Ig. Construyamos una sucesión de números naturales {Nk : k ∈ ω} ⊆ f [ω]

satisfaciendo:

• Nk < Nk+1 para todo k ∈ ω.

• Si m ∈ [Nk,Nk+1), entonces g(m) < 1
2k .

Como g ∈ c0 \ l1 existe N0 suficientemente grande de modo que si n ∈ f [ω] \ N0, entonces

g(n) < 1.

Suponga que se tiene construido hasta Nk. Sea N ∈ ω de manera que si n ≥ N se tiene que

g(n) < 1
2k+1 y además con N > Nk (es posible, pues f [ω] es infinito) y pńgase Nk+1 = N.

Finalmente, consideremos P = { f −1([0,N0))} ∪ { f −1([Nk,Nk+1)) : k ∈ ω} la cual es partición de

ω y comoU es selectivo existe A ∈ U de modo que |A ∩ P| = 1 para todo P ∈ P y

∑
n∈A

g(n) ≤
∑
n∈ω

1

2n < ∞.

Ahora, note que siU ∈ ω∗ es un Ig-ultrafiltro y consideramos el ultrafiltroU×U sobre ω×ω
el cual fue presentado en el capı́tulo 2 como ejemplo 3 obtenemos que: Sea F : ω × ω → ω y

consideresé Fn(m) = F(n,m). ComoU es un Ig ultrafiltro existe An ∈ U de modo que
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∑
m∈Fn[An]

g(m) <
1

2n

Pongamos A =
⋃

n∈ω{n} × An. Notemos que A ∈ U ×U y

F[
⋃
n∈ω
{n} × An] =

⋃
n∈ω

F[{n} × An] =
⋃
n∈ω

Fn[An].

Finalmente

∑
m∈F[A]

g(m) =
∑

m∈Fn[An]

g(m) ≤
∑
n∈ω

1

2n < ∞

yU ×U no es p-punto, pues si consideremos P = {Pn : n ∈ ω} partición de ω × ω y existiese

A ∈ U ×U de manera que |A ∩ Pn| < ω para todo n ∈ ω obtenemos que {n ∈ ω : {m ∈ ω : (n,m) ∈
A} ∈ U} = ∅U.

Con respecto a los q-puntos se tiene lo siguiente.

[Flašková] (MAcontable) Existe un q-punto el cual no es un Ig-ultrafiltro para todo ideal sumable

alto.

Sin embargo, si sólo son consideradas las funciones finito a uno: Dado U ∈ ω∗ el cual es q-

punto y g ∈ c0 \ l1 se tiene queU sı́ es Ig-ultrafiltro: Sea f : ω → ω finito a uno, como g ∈ c0 \ l1

escójase partición de ω en intervalos como sigue:

m ∈ [Nk,Nk+1)⇒ g(m) <
1

2k .

con Nk < Nk+1 para todo k ∈ ω. Luego, { f −1([Nk,Nk+1]) : k ∈ ω} es partición de ω en piezas finitas

y como U es q-punto existe A ∈ U de manera que |A ∩ f −1([Nk,Nk+1]) = 1 con lo cual se tiene

lo requerido. [Flašková] (MAcontable) Existe U ∈ ω∗ tal que U es un Ig-ultrafiltro para todo ideal

sumable alto Ig yU no es q-punto.





Capı́tulo 4

Un modelo sin selectivos

Finalmente, concluimos con el presente capı́tulo el cual estara enfocado a estudiar un teorema

de K. Kunen sobre ultrafiltros selectivos usando el forcing de Solovay, mejor conocido como el

random forcing el cual está definido como el cociente de la σ-álgebra de Borel de 2κ, módulo el

ideal de conjuntos nulos de 2κ, respecto a la medida, lo que nos involucrara con teorı́a de modelos

y forcing, y para esto dividimos en dos secciones para una mejor y más cómoda lectura.

1. Nociones de Forcing

El metódo de forcing fue introducido por Paul Cohen en su prueba de la independencia de

la Hipótesis del Continuo y el Axioma de Elección. Dicha técnica resultó ser bastante fructı́fera

para producir un gran número de modelos y resultados de consistencia relativa. La idea principal

del forcing es que a partir de un modelo transitivo M de ZFC extender este a través de un nuevo
conjunto G para obtener un nuevo modelo transitivo M[G] de ZFC, dicha extensión es llamada

extensión génerica.

Sea M un modelo transitivo de ZFC, el modelo base. En M, consideremos un conjunto parcial-

mente ordenado 〈P, <〉. Llamamos a 〈P, <〉 una noción de forcing y a los elementos de P condi-
ciones. Decimos que p es más fuerte que q si p < q. Si p y q son condiciones y existe r tal que

r < p y r < q, decimos que p y q son compatibles; de otro modo, decimos que son incompatibles

y lo denotamos como p ⊥ q. Un conjunto W ⊆ P es una anticadena si para todo p, q en W estos

son incompatibles. Un conjunto D ⊆ P es denso si para todo p ∈ P existe q ∈ D de manera que

q ≤ p. Recordemos que un conjunto G ⊆ P es un filtro si G es no vacı́o, si p ≤ q y p ∈ G, entonces

q ∈ G y finalmente si p, q ∈ G entonces existe r ∈ G de modo que r ≤ p y r ≤ q. Un filtro

G ⊆ P es génerico sobre M si G ∩ D � ∅ para todo D ⊆ P denso en M. Por VP denotamos la clase

de P−nombres y si M es un modelo transitivo de ZFC y P ∈ M por MP denotamos la colección

{τ ∈ M : τ es un P − nombre}. Anticipamos que para este capı́tulo recordaremos una serie de de

teoremas sin involucrarnos en sus pruebas, para ver más detalle de dichas pruebas veáse [12].

Para el siguiente teorema, recordemos la siguiente definición.

45
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Sean M modelo transitivo, P y ϕ una fórmula. Diremos que p fuerza a ϕ, lo cual denotaremos

por p � ϕ, si:

(∀G ⊆ P filtro M−genérico)(p ∈ G =⇒ M[G]).

[De verdad]

Sean M modelo transitivo de ZFC y P una noción de forcing en M. Si σ es una oración del

lenguaje de forcing, entonces para todo G ⊂ P filtro génerico sobre M se tiene que:

M[G] |= σ si y sólo si existe p ∈ G tal que p � σ.

Antes de seguir recordemos una lista de propiedades de forcing que son de suma importancia.

Sean M un modelo transitivo de ZFC, P una noción de forcing en M y sea MP la clase de todos

los nombres en M, entonces se tiene que:

1. Si p � ϕ y q ≤ p, entonces q � ϕ.

2. No existe p ∈ P tal que p � ϕ y p � ¬ϕ.

3. Para todo p existe q ≤ p de modo que q � ϕ o q � ¬ϕ.

4. p � ϕ si y sólo si no existe q ∈ P de modo que q ≤ p y q � ϕ.

5. p � ϕ ∧ ψ si y sólo si p � ϕ y p � ψ.

6. p � ∀xϕ si y sólo si p � ϕ(ȧ) para todo ȧ ∈ MP.
7. p � ϕ ∨ ψ si y sólo si para todo q ≤ p existe r ≤ q tal que r � ϕ o r � ψ.

8. p � ∃ϕ si y sólo si para todo q ≤ p existen r ≤ q y ȧ ∈ MP de modo que r � ϕ(ȧ).

También no olvidemos los H(θ): Sea θ un cardinal infinito y recordemos que H(θ) es la colec-

ción {A : |cltr(A)| < θ}, es decir, es la colección de conjuntos de cardinalidad hereditariamente

menor que θ. Tenemos el siguiente resultado sobre H(θ).

Si θ es un cardinal regular no numerable, entonces H(θ) |= ZFC − P, i.e, H(θ) modela los

axiomas de Zermelo-Fraenkel con elección excepto Axioma de Conjunto Potencia.

Y bajo esta lı́nea no podemos dejar atrás el teorema sobre submodelos elementales de Löwenheim-

Skolem que reza como sigue:

[Löwenheim-Skolem] Sea U una estructura con universo A, y X ⊆ A. Entonces existe una

subestructura elemental B de U cuyo universo contiene a X y su cardinal es máx{ℵ0, |X|}.

SiM ≺ H(θ), θ es regular y κ ∈ M es un cardinal tal que κ ⊆ M, entonces para todo X ⊆ M con

|X| ≤ κ, X es un subconjunto deM. En particular, cada elemento numerable deM es un subconjunto

deM.
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2. Teorema de Kunen sobre selectivos

Sea B un álgebra booleana completa. Una medida sobre B es una función μ : B → [0, 1] que

satisface lo siguiente:

1. μ(0) = 0.

2. Si a ≤ b, entonces μ(a) ≤ μ(b).

3. Si {an : n ∈ ω} es una anticadena en B, entonces

∑
n∈ω
μ(an) = μ(

∨
{an : n ∈ ω}).

Decimos que una medida μ es estrı́ctamente positiva si satisface que μ(a) = 0 si y sólo si a = 0.

Sea B un álgebra booleana completa. Decimos que B es un álgebra de medida si existe μ sobre

B como en la definición 2 tal que μ es estrı́ctamente positiva.

Sea μ la medida de Lebesgue sobre [0, 1]. Considere B = Borel/N , donde N es la colección

{A ⊆ [0, 1] : μ(A) = 0}. Note que B es un álgebra de medida.

Si B es un álgebra de medida, entonces B es c.c.c.

Demostración. Supongamos que {aα : α < ω1} es una anticadena en B. Ahora, μ(1) = a para

algún a ∈ (0,∞) (pues μ es estrı́ctamente positiva). Para cada α < ω1 existe nα ∈ ω de modo que
1

nα
< μ(aα) y notemos que existe n ∈ ω tal que Y = {α < ω1 : nα = n} es no numerable. Sean

m > n · a y {aαi : i ≤ m} ⊂ Y y notemos que

a ≥ μ(
∨
{aαi : i ≤ m}) =

∑
i≤m

μ(aαi) ≥ m ·
1

n
>

n · a
n

, lo cual es contradictorio.

Sean M modelo numerable y transitivo de ZFC y G-filtro Bμ-génerico sobre M. Entonces para

toda f : ω→ ω en M[G] existe g ∈ M tal que f (n) < g(n) para toda n ∈ ω.

Demostración. Sea p � ḟ : ω → ω; encontremos q < p y alguna g ∈ ωω ∩ M de tal manera que g
domina a ḟ . Para cada n ∈ ω escójase g(n) suficientemente grande de manera que:

μ(p \ [[ ḟ (n) < g(n)]]) <
1

2n ·
1

4
· μ(p).

Consideremos el conjunto boreliano q = p ∩
⋂

n∈ω[[ ḟ (n) < g(n)]] y notemos que μ(q) ≤ μ(p)

2
, q < p

y q � [[ ḟ (n) < g(n)]] para todo n ∈ ω.
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Brevemente, recordemos la noción de U-lı́mite: Sean U un ultrafiltro sobre ω y 〈an : n ∈ ω〉.
Decimos que un número real a es elU-lı́mite de la sucesión y lo denotamos por:

U lı́m
n∈ω

an = a.

si para cada ε > 0 se tiene que {n ∈ ω : |an − a| < ε} ∈ U. Observemos que si un U-lı́mite

existe, entonces es único. También si 〈an : n ∈ ω〉, 〈bn : n ∈ ω〉 son sucesiones de números reales,

entonces U lı́mn∈ω(an + bn) = U lı́mn∈ω an +U lı́mn∈ω bn, siempre y cuando los U-lı́mites existan:

Supongamos queU lı́mn∈ω an = a yU lı́mn∈ω bn = b. Sea ε > 0, entonces {n : |an − a| < ε
2
} ∈ U y

{n : |bn − b| < ε
2
} ∈ U, luego |(an + bn) − (a + b)| ≤ |an − a| + |bn − b| < ε

2
+ ε

2
= ε. Y como

{n : |an − a| <
ε

2
} ∩ {n : |bn − b| <

ε

2
} ∈ U,

se tiene que {n : |(an + bn) − (a + b)| < ε} ∈ U. También si 〈an : n ∈ ω〉 es una sucesión acotada de

números reales, entoncesU lı́m an existe, como muestra el siguiente lema.

Sea U un ultrafiltro sobre ω y sea 〈an : n ∈ ω〉 una sucesión acotada de números reales.

Entonces lı́mU an existe. Demostración. Como 〈an : n ∈ ω〉 es acotada, existen números a y b tal

que a < an < b para todo n ∈ ω. Para cada x ∈ [a, b], sea

Ax = {n : an < x}

Claramente, Aa = ∅, Ab = ω y Ax ⊆ Ay, siempre que x ≤ y. Por lo tanto, AaU, Ab ∈ U y

siempre que Ax ∈ U y x ≤ y se tiene que Ay ∈ U. Ahora sea

c = sup{x : AxU};

Afirmamos que c = lı́mU an. Como para cada ε > 0, Ac−εU mientras que Ac+ε ∈ U y como

Ac+ε = Ac−ε ∪ {n : c − ε < an < c + ε}, de aquı́ que {n : |an − c| < ε} ∈ U.

SeaU un ultrafiltro selectivo y {εn : n ∈ ω} ⊆ R tal que

lı́m
U
|εn| = 0

Entonces, existe A ∈ U de manera que
∑

n∈A |εn| < ∞.

Demostración.
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Para cada n ∈ ω, sea An ∈ U de manera que si k ∈ An entonces |εk| < 1
2n+1 (esto es posible,

pues lı́mU |εn| = 0). Sin pérdida de generalidad podemos asumir que An+1 ⊆ An para todo n ∈ ω y

que
⋂

n∈ω An = ∅. Ahora, la familia {ω \ A0} ∪ {An \ An+1 : n ∈ ω} es una partición de ω. Note que

ω \ A0U y An \ An+1U para todo n ∈ ω, pues si existiese k ∈ ω de manera que Ak \ Ak+1 ∈ U, se

tiene que Ak+1 ∩ (Ak \ Ak+1) = ∅. Puesto queU es selectivo existe A ∈ U tal que |A∩ An \ An+1| = 1

ası́ que

∑
n∈A
|εn| ≤

∑
n∈ω

1

2n+1
< ∞.

Una función ρ : P(ω) → [0, 1] es una medida finitamente aditiva si y sólo si para cualesquiera

a, b ⊆ ω ajenos se tiene que

ρ(a ∪ b) = ρ(a) + ρ(b) y

ρ(∅) = 0, ρ(ω) = 1.

Se dice que ρ es no atómica si para cada x ⊆ ω tal que ρ(x) > 0 existe y ⊂ x de manera que

0 < ρ(y) < ρ(x).

Si ρ es una medida finitamente aditiva y no atómica, entonces el conjunto {x ⊆ ω : ρ(x) = 1}
no puede ser extendido a un p-punto.

Demostración. Supongamos lo contrario, es decir, existeU p-punto de modo que {x ⊆ ω : ρ(x) =

1} ⊆ U.

Por recursión construyamos {Aα : α < ω1} ⊆ U tal que {ρ(Aα) : α < ω1} es estrı́ctamente

decreciente como sigue:

1. A0 = ω.

2. (∀α < ω1)(ρ(Aα) > 0).

3. (∀α, β < ω1)(α < β) implica ρ(Aβ) < ρ(Aα).
4. (∀α < ω1)(Aα ∈ U).

Note que por 1) ya ha comenzado la recursión. Suponga que se ha definido Aα. Tenemos que

ρ(Aα) > 0 con Aα ∈ U. Como ρ es no átomica existe y ⊂ Aα de modo que 0 < ρ(y) < ρ(Aα).
Defı́nase Aα+1 = y si y ∈ U. Si yU tenemos que y ∪ Aα \ y = Aα y por teorema 3 se tiene que

Aα \ y ∈ U. Ahora, como ρ(Aα \ y)+ ρ(y) = ρ(Aα) obtenemos que ρ(Aα \ y) > 0 y ρ(Aα) > ρ(Aα \ y).
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Si γ < ω1 es lı́mite. Suponga que se ha definido para todo α < γ. Sea A ∈ U pseudointersección

de {Aα : α < γ} (esto es posible, pues U es p-punto). Note que ρ(A) > 0 pues si ρ(A) = 0,

se tiene que ρ(ω \ A) = 1, luego ω \ A ∈ U lo cual es contradictorio. Además ρ(A) ≤ ρ(Aα)
para todo α < γ puesto que Aα = (Aα \ A) ∪ (Aα ∩ A) y A = (A \ Aα) ∪ (Aα ∩ A) de aquı́ que

ρ(A) = ρ(Aα ∩ A). y ρ(Aα ∩ A) + ρ(Aα \ A) = ρ(Aα). Finalmente, como ρ es no atómica existe

y ⊂ A de manera que 0 < ρ(y) < ρ(A) si y ∈ U póngase Aγ = y, de otro modo A \ y ∈ U
y ρ(A \ y) < ρ(A) ≤ ρ(Aα). Pongamos {ρ(Aα) : α < ω1} la cual es una sucesión estrı́ctamente

decreciente, lo cual es contradictorio.

No olvidemos que si B ∈ M, donde B es un álgebra booleana completa, M es un modelo

transitivo de ZFC y τ0, τ2, ..., τn ∈ M, entonces

[[φ(τ0, τ2, ..., τn)]] =
∨
{p ∈ B : p � φ(τ0, ..., τn)}.

[[φ(τ0, τ2, ..., τn))]] es llamada la veracidad de φ(τ0, ..., τn).

Sean M un modelo ZFC+CH, U ultrafiltro selectivo, κ ≥ ω2 cardinal regular, μ la medida de

Haar en 2κ y G filtro B(κ)-genérico sobre M. Entonces en M[G] no hay p-puntos que extiendan a

U.

Demostración. Definamos una medida finitamente aditiva ρ en P(ω)M[G] como sigue:

Si ẋ es un nombre para un subconjunto infinito de ω, pongamos

ρ(ẋ) = U lı́m
n∈ω
μ([[n ∈ ẋ]])

Notemos que ρ está bien definida, pues para cualesquier sucesión acotada de números reales

a este le correspone un único número real, por lema 2. Supongamos que ẋ, ẏ son nombres para

subconjuntos infinitos de ω. Ahora, para cada n ∈ ω sea Bn
ẋ = [[n ∈ ẋ]] y Bn

ẏ = [[n ∈ ẏ]]. Pongamos

μ(Bn
ẋ) = ε

n
ẋ , μ(Bn

ẏ) = εnẏ y notemos que εnẋ∪ẏ = ε
n
ẋ + ε

n
ẏ por la propiedad mencionada enU-lı́mites.

Veamos que ρ es no atómica: Sea ẋ un nombre para un subconjunto infinito de ω tal que 1 �
ρ(ẋ) > 0. Ahora, para cada n ∈ ω escójase qn ⊂ [[n ∈ ẋ]] tal que μ(qn) ≤ 1

2
μ([[n ∈ ẋ]]) y

consideremos ẏ = {〈n, qn〉 : n ∈ ω} con lo cual tenemos que

0 < ρ(ẏ) = U lı́m
n∈ω
μ([[n ∈ ẏ]]) = U lı́m

n∈ω
μ(qn) < U lı́m

n∈ω
μ(ẋ) = ρ(ẋ).
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Ahora bien, usaremos la selectividad deU para demostrar que si ρ(ẋ) = 1, entonces 1 � ẋ ∈ Ǔ.

Basta probar que si ρ(ẋ) = 0, entonces 1 � ρ(ẋ) ⇒ (∃y ∈ Ǔ)(y ∩ ẋ = ∅): Sea p ∈ B(κ) tal que

μ(p) = ε y consideremos δ = ε
2

comoU es selectivo, por lema 2 existe A ∈ U de manera que

∑
n∈A
μ([[n ∈ ẋ]]) < δ

pongamos q = p \
∨

n∈A[[n ∈ ẋ]], con lo cual obtenemos que q < p, μ(q) > 0 y q � ẋ ∩ A = ∅, pues

para todo n ∈ A se tiene que [[n ∈ ẋ]] ∩ q = ∅ y ası́ q ≤ [[nẋ]].

Antes del siguiente lema, recordemos que si σ ∈ VP, entonces un nombre bonito para un sub-

conjunto de σ es τ de la forma
⋃
{{π}×Aπ : π ∈ dom(σ)}, donde Aπ es una anticadena en P. También

tenemos la siguiente proposición que es de suma importancia:

Sea M modelo numerable, transitivo de ZFC. Si P ∈ M y σ, μ ∈ MP, entonces existe un nombre

bonito τ ∈ MP para un subconjunto de σ tal que

1 � (μ ⊆ σ⇒ μ = τ).

Demostración. Para cada π ∈ dom(σ), sea Aπ ⊂ P tal que:

1. (∀p ∈ Aπ)⇒ (p � π ∈ μ).
2. Aπ es una anticadena en P, y

3. Aπ es maximal con respecto a 1) y 2).

Pongamos

τ = {{π} × Aπ : π ∈ dom(σ)}

Para mostrar que 1 � (μ ⊂ σ)⇒ (μ = τ) , mostremos que siempre que G es un filtro P-genérico

sobre M, de modo que μG ⊂ σG ⇒ μG = τG. Asumamos que μG ⊂ τG. Sea a ∈ μG. Como μG ⊂ σG,

a = τG para algún τ ∈ dom(σ). Si Aπ ∩ G � ∅, consideremos p ∈ Aπ ∩ G; entonces 〈π, p〉 ∈ τ y

p ∈ G, ası́ que a = πG ∈ τG. Por otro lado, si Aπ ∩G = ∅, sea q ∈ G tal que p ⊥ q para todo p ∈ Aπ.
Sea q′ ∈ G tal que q′ � π ∈ μ, y consideremos r ∈ G tal que r ≤ q y r ≤ q′; pongamos Aπ ∪ {r} y

notemos que satisface 1) y 2), contradiciendo la maximalidad de Aπ

Finalmente, veamos que τG ⊂ μG; sea a ∈ τG, entonces a = πG donde 〈π, p〉 ∈ τ para algún

p ∈ G. Por definición de τ, obtenemos que p � τ ∈ μ, ası́ que a = πG ∈ μG.
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Sean G filtro B(κ) genérico sobre V , κ ≥ ω2 regular y U ∈ V[G] ultrafiltro selectivo entonces

existe Y ⊆ κ tal que |Y | = ω1 yU ∩ V[G|Y] es ultrafiltro selectivo en V[G|Y].

Demostración. Sea U̇ un B(κ)-nombre para un ultrafiltro selectivo y B ∈ G de modo que B �
U es ultrafiltro selectivo. Sea M submodelo elemental de H(κ+) tal que κ, U̇, B ∈ M, |M| = ω1

y Mω ⊆ M (esto es posible, por 1 y 1). Ası́ que M |= B � U es ultrafiltro selectivo (por ser

submodelo elemental). Pongamos Y = M ∩ κ y notemos primeramente que M[G] = M[G|Y] |=
U es un ultrafiltro selectivo.

Además M ∩P(ω) = V ∩P(ω) pues dado, A ∈ V ∩P(ω) este lo podemos listar como A = {an :

n ∈ ω} y an ∈ M para todo n ∈ ω, ası́ que A ∈ Mω ⊆ M ∩ P(ω).

Observemos que si Ȧ es un B(Y)-nombre bonito para un subconjunto de ω por ser, B(Y) c.c.c y

Mω ⊆ M obtenemos que Ȧ ∈ M ∩ P(ω), en particular M[G|Y] ∩ P(ω) = V[G|Y] ∩ P(ω). Con esto

tenemos que si V[G|Y] |= A es selector para {An : n ∈ ω}, donde {An : n ∈ ω} es partición deω según

V[G|Y], por teorema 1 se tiene que existe B ∈ G de modo que B � Ȧ es selector para {Ȧn : n ∈ ω}
, escogiendo nombres bonitos para estos subconjuntos de ω (esto es posible por lema 2), y por

observación anterior se tiene que tanto Ȧ ∈ M y Ȧn ∈ M para todo n ∈ ω de aquı́ que M[G|Y] |=
A es selector para {An : n ∈ ω}.

La siguiente proposición es una caracterı́stica importante de este forcing y que es necesario para

la demostración que estamos estudiando. Sin embargo, dar una demostración de esta prolongarı́a

en demacia esta tesis pues involucraria conceptos de iteración de forcing. Para ver sobre esto veáse

[12].

Sea κ ≥ ω2, Y ⊆ κ tal que |Y | = ω1, entonces B(κ) � B(κ \ Y) ∗ B(Y).

Ahora sı́, estamos preparados para terminar de hilar la tan deseada prueba del teorema de

Kunen, que habiamos prometido anteriormente.

[Kunen] Sean V un modelo de ZFC+CH, κ ≥ ω2 y G un filtro B(κ)-genérico sobre V . Entonces

en V[G] no hay ultrafiltros selectivos.

Demostración. Sea U ∈ V[G] ultrafiltro selectivo, por lema 2 existe Y ⊆ κ tal que |Y | = ω1 y

V[G|Y] |= U ∩ V[G|Y] es ultrafiltro selectivo. Ahora, note que V[G] = V[G|Y][H] donde H es B(κ)

genérico sobre V[G|Y] y por lema 2 en V[G|Y][H] no hay p-puntos que extiendan a U ∩V[G|Y] pues

B(κ) � B(Y) ∗ B(κ \ Y), lo cual es contradictorio.
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3. Conclusiones

Iniciamos este trabajo estudiando el artı́culo de J. Flašková tı́tulado More than 0-point el cual

lo presentamos aquı́ en el capı́tulo 3; en él estudiamos la construcción de un I-ultrafiltro amigable

en ZFC cuando I es la colección {A ⊆ ω :
∑

n∈A
1
n }. Sin embargo, queda planteada la pregunta:

¿Existirá en ZFC un I 1
n
-ultrafiltro débil o bien un I-ultrafiltro? Para esto, encontramos que bajo

la Hipótesis del Continuo es posible construir un I-ultrafiltro, cuando I es un ideal alto sobre ω y

que bajo p = c también es posible construir un I-ultrafiltro, siendo I alto.

En sı́, determinar la existencia de un I-ultrafiltro débil en ZFC, primeramente nos ha llevado a

la búsqueda de evidencias de que en realidad esto sı́ sea posible; en esta búsqueda hemos recorrido

caminos en los cuales hemos estado aprendiendo sobre cuales son algunos de los dificultades para

poder construir estos objetos en ZFC, ası́ como las herramientas necesarias para recorrerlos, i.e,

hemos estudiado sobre algunos cardinales invariantes tales como h, d, entre otros. Cabe recordar,

que en la sección probamos que p ≤ h con el cual nuestra prueba de que bajo h = c existen I-

ultrafiltros adquiere más valor en cuanto en cuanto evidencia se trata, y más aún no solo probamos

su existencia, sino probamos que existen 2c ultrafiltros. También, bajo este camino encontramos

que bajo h = d es posible construir 2d I 1
n

ultrafiltros débiles, que es básicamente la misma idea que

el teorema comentado anteriormente.

Por otro lado, hemos abordado el tema de cual es la conexión entre ultrafiltros rápidos y los

I-ultrafiltros, en particular cuando I es un ideal sumable con respecto a una función g ∈ c0 \ l1

motivado por el artı́culo ultrafiltros and summable ideals de J. Flasková; ya recorrido el camino

comentado anteriormente y estudiando este artı́culo resulta bastante natural probar que bajo h = d

existen 2d ultrafiltros rápidos pues en dicho artı́culo Flašková da una caraterización de filtros rápidos

con una familia de cardinalidad d de ultrafiltros sumables el cual es una mejora a teorema de Vojtáš

el cual nos indica que un filtro es rápido si y sólo si este tiene intersección no vacı́a con cualesquier

ideal sumable alto.

Para terminar el trabajo, estudiamos un teorema de K. Kunen sobre ultrafiltros selectivos el cual

es una prueba de que es consistente que no existan ultrafiltros selectivos; para ello fue necesario

familiarizarnos un poco con teorı́a de modelos y forcing, sin embargo el objetivo del trabajo no

fue saturar el trabajo de teorı́a de forcing pues no era la intención especializarnos por ese lado,

aunque sı́ creemos que dicho teorema es muy importante para la teorı́a de ultrafiltros y también

comenzar a familiarizarnos de algún modo con la técnica de forcing pues creo que dicha técnica

en esta área de las matemáticas es fundamental para la investigación y amplı́a en gran medida la

visión, ası́ entonces será pensar para un proyecto a futuro detenernos un poco en el camino del

forcing.
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