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INTRODUCCION

Es bien conocido que muchos problemas de matematicas, fisica, ingenieria y demds ciencias
pueden ser modelados por una clase de sistemas de ecuaciones especiales, los sistemas

Lagrangianos.

Por un Lagrangiano sobre una variedad diferenciable M entenderemos una funcion suave
L:TMxS' - R; supondremos ademds que L es de Tonelli, es decir, L es convexo, superlineal y

define un flujo completo (ver en cap. 1 la definicién precisa).

En [8] Mather inicié el estudio de Lagrangianos de Tonelli considerando la accién de
medidas invariantes de soporte compacto sobre la o-dlgebra de Borel sobre TM x S!; este enfoque
es muy fructifero en la construccion de conjuntos invariantes por el flujo de Euler-Lagrange. La
idea es, dada una medida y como antes le asociamos una unica clase de homologia y € H,(M, R),
se introducen entonces los conjuntos de medidas invariantes M, (L) que minimizan la accién y
tienen homologia y. La teoria de Aubry-Mather se refiere a la descripcion de dichos conjuntos y su
relacion con la dindmica de L (entre otros aspectos). Por ejemplo: Sea Q una propiedad dindmica
para medidas invariantes, una pregunta de interés es determinar el conjunto H < H;(M,R) de

clases de homologia  tales que M,,(L) contiene elementos que satisfacen Q.

En el famoso trabajo [4], Mané introdujo la nocion de Lagrangiano genérico. En forma mas
precisa decimos que una propiedad P se satisface para Lagrangianos genéricos, o es genérica en
el sentido de Mafié, si existe un conjunto residual O(L) ¢ C*(M x S',R) (en la topologia C*) tal
que la propiedad P se satisface para cada L + ¢ con ¢ € O(L). Maiié probé que la teoria de Aubry-
Mather es més fuerte para Lagrangianos genéricos. El objetivo de esta tesis es revisar-mejorar los
resultados de Mafié en el caso especial de Lagrangianos genéricos sobre el circulo. Como un primer

paso consideramos el siguiente resultado de Mafié.

Teorema 1 ([4], Th. D). Sea L : TM x S' — R un Lagrangiano. Entonces

a) Para cada y € H,(M,R) existe un conjunto residual O(y) ¢ C®(M x S',R) tal que si
W € O(y) se tiene que #M,(L + ) = 1.

b) Existen conjuntos residuales O(y) C C*(M x S',R) y H < H{(M,R) tal que si ¢ € O(y)
vy € H entonces #M, (L + ) = 1.
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Y obtenemos, del Teorema D a) y propiedades dindmicas de Lagrangianos sobre S', la siguiente

version mejorada de la parte b), la cual es probada en el capitulo 4 como el Teorema 4.3.

Teorema 2. Sea L : TS' x S! — R un Lagrangiano de Tonelli, entonces existe un conjunto
residual O(L) ¢ C*(S' x S',R) tal que para todo ¥ € O(L) y para todoy € H\(S',R) se tiene
que #M, (L + ) = 1.

En resumen este resultado nos dice que podemos tomar H = H;(M,R). Ademas este teorema
contesta afirmativamente, para el caso de Lagrangianos genéricos sobre S', uno de los problemas

propuestos por Mafié en [4], el cual dice: “Problema IV. ;Es verdad que para un Lagrangiano
genérico L : TM x S' — R, se tiene que para toda y € H,(M,R) existe una tnica yu € M, (L)?.

Luego, usando el Teorema 2 podemos obtener una version mds fuerte del Teorema A en [4],
ver capitulo 4, Corolario 4.5.

Como veremos en el capitulo 2, dada una 1-forma cerrada w definimos el conjunto de medidas

M“(L) y se tiene que dicho conjunto no depende del representante en [w] € H'(S',R).
Continuando con los resultados de [4] el Teorema C, establece:
Teorema 3. ([4], Th. C) Sea L : TM x S' — R un Lagrangiano de Tonelli. Entonces
a) Para cada w € H'(M,R) existe un conjunto residual O(w) C C*(M x S',R) tal que
#MO(L+y¢) =1, Yy € O(w).

b) Existen conjuntos residuales O ¢ C*(M x S',R) y H c H'(M,R) tal que si y € Oy
w € H entonces #M“(L + ) = 1.

En relacion a este resultado, en el capitulo 4 probaremos el siguiente teorema para el caso de
Lagrangianos sobre el circulo.

Teorema 4. Dado L : TS' x S' — R un Lagrangiano de Tonelli, existe un conjunto residual

O(L) c C=(S' x S',R) tal que #M>(L +y) = 1, Yy € O(L), Yw € H' (S, R).

Por otro lado dada una clase de cohomologia [w] € H'(M,R) podemos definir el conjunto
(proyectado) de Aubry A, (L) c M x S', el cual resulta ser un conjunto invariante, compacto e

independiente del representante w; ademas se cumple que
Au(L) := Usupp (u) € Ay(L),

donde supp(u) es el soporte de la medida u y la unién corre sobre todas las medidas u € M“(L).
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En [9] se introduce una pseudométrica d sobre A,(L) (ver capitulo 2); usando dicha
pseudométrica definimos una relacién de equivalencia. Denotamos por (A, (L),d) el espacio
métrico naturalmente conocido, el cual es llamado por Mather, el conjunto cociente de Aubry.

Llamaremos a los elementos de (A, (L), d) clases estaticas.

Una pregunta interesante es determinar para qué Lagrangianos y variedades se cumple que el
espacio (A, (L), d) es totalmente disconexo. Por ejemplo en [10] Mather prueba que si dim M < 2
entonces se tiene que (A, (L), d) es totalmente disconexo. En [1], Corolario 4, se prob6 que “’para
todo w € H'(M,R) y para un Lagrangiano genérico L el cociente de Aubry A, (L) tiene a lo mds
1 + dim H'(M, R) elementos”. En particular, si M = S' entonces A, (L) tiene a lo mas 2 elementos

(para Lagrangianos genéricos). Como una aplicacion del Teorema 4 tenemos:

Proposicion 5. Sea L : TS' xS' — R un Lagrangiano de Tonelli, entonces existe un conjunto
residual O(L) C C*(S! x S',R) tal que para todo € O(L) y para todo w € H'(S!,R) se tiene que
#ALL+y) = 1.

El establecimiento para dimM > 1 de estos resultados o versiones intermedias de lo
probado por Maii€ y los establecidos en esta tesis, representa un trabajo formidable como profundo

y actualmente es un tema activo de investigacion.
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Organizacion.

Uno de nuestros objetivos es que este texto sea autocontenido, por lo que dedicamos los primeros

capitulos a las bases de la teoria sobre Lagrangianos y medidas minimizantes.

En el primer capitulo introducimos la definicién de Lagrangianos de Tonelli, autbnomos y
periddicos; luego definimos la accion de una curva diferenciable respecto a un Lagrangiano y a
partir de esto vemos que a un Lagrangiano se le asocia un flujo, el cual corresponde a la ecuacién de
Euler-Lagrange. Ademas damos algunos ejemplos ilustrativos de Lagrangianos de Tonelli, como

son: Lagrangiano mecanico, Lagrangianos encajados y el Lagrangiano magnético.

El capitulo dos lo dedicamos a definir algunos conjuntos de medidas con caracteristicas
especificas, entre ellas las medidas minimizantes, las cuales se definen a partir de la accion sobre
medidas respecto a un Lagrangiano. Ademas vemos que hay una conexion entre el conjunto de
medidas M(L) y el primer grupo de homologia real. Luego definimos las funciones especiales
introducidas por Mather (beta de Mather y alfa de Mather), las cuales son funciones convexas y son
utiles para ver si un conjunto de medidas contiene elementos ergédicos y unicamente ergddicos,
entre otras propiedades dindmicas de las medidas. También definimos el conjunto de Aubry, pues

en el capitulo cuatro tendremos algun resultado referente a éste.

En el capitulo tres, consideramos un caso especifico de Lagrangianos de Tonelli: Lagrangianos
periddicos sobre el circulo, los cuales son nuestro objeto principal de estudio. Vemos que en este

caso particular se cumplen algunas propiedades especiales.

Por tltimo en el capitulo cuatro definimos el término de Lagrangiano genérico, introducido
por Mafié, y obtenemos resultados mas generales al aplicar sus técnicas a Lagrangianos sobre el

circulo.

En cuanto al apéndice, consideramos importante mencionar, sin prueba, algunos resultados

importantes de teoria ergédica, homeomorfismos del circulo y funciones convexas.



CAP{TULO 1

Generalidades

1. Dinamica Lagrangiana.

Empezamos por dar una breve introduccién a sistemas Lagrangianos, para mas detalles ver [2],
[S], [6] y las referencias ahi contenidas.

Sea M" una variedad Riemanniana compacta. Un Lagrangiano de Tonelli sobre M es una
funciéon L : TM x T — R, C*, donde T puede ser el conjunto {0}, R, o S!. Ademéas L cumple las
siguientes propiedades:

(a) Convexidad: La matriz Hessiana

2

Gv,@vj

('x’ v’ t)’

calculada en coordenadas lineales sobre la fibra 7, M es definida positiva, uniformemente
en (x,v,t) € TM x T, es decir: existe A > 0 tal que

W' Ly (x,v, Do > Al
paratodo (x,v,t) e TMXTyweTM.

(b) Superlinealidad: Se tiene que
L(x,v,1)

IMi—eo V]

s

2

uniformemente para x € M, o equivalentemente, para todo A € R existe B € R tal que
L(x,v,t) > A||v|| — Bparatodo (x,v,t) e TM X T.

(c) Completez: Laecuacion de Euler-Lagrange asociada a L es completa, es decir, la ecuacion
define un flujo completo.

Vamos a llamar L : TM X T — R un Lagrangiano de Tonelli autonomo si T = {0}, y un
Lagrangiano de Tonelli periédicosi T = R o T = S'. Recordemos que L es periddico en , en este
caso de periodo 1, si: L(x,v,t+ 1) = L(x,v,t), paratodo (x,v,1) € TM X T.

1
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Debido a que nuestro interés estd enfocado en los Lagrangianos sobre S!, tenemos en este caso
que L:TS'xS' =S!'xRxS! — R, asi escribiendo en coordenadas (x,v,f) € S! x R x S! se tiene

que las condiciones (a) y (b) se reducen a:

(a’) Convexidad: %(x, v, 1) es positiva definida, es decir, existe A > 0 tal que

W'Lyy(x,v, Hw > Alwl,

por lo que es suficiente ver que
L
ﬁ(x, v,t) > A >0 paraalgin A.
v

(b’) Superlinealidad: lim X522 = +00 o equivalentemente para todo A € R existe B € R tal

oo M

que

L(x,v,t) > Alv| - B

para todo (x,v,1) € TS! x S!, donde | - | denota el valor absoluto.

Dado un Lagrangiano de Tonelli L : TM x S! — Ry una curva diferenciable y : [0,T] — M,

definimos la accion de y respecto a L como
T
AL(y) = f L(y(2), (1), t)d.
0

Uno de los problemas primordiales es estudiar las curvas que minimizan esta accion A, para

esto consideramos el siguiente conjunto de curvas:

CYp,q,T) :=1{y:10,T] = M |y es C* diferenciable, y(0) = p y ¥(T) = g}.

Asfi, decimos que y es A;-minimizante en CX(p, q, T) si A;(y) < Ar(a) paratodo a € C(p,q,T).

Lema 1.1. Sea (xi,...,x,) un sistema de coordenadas de M. Si una curvay € Ck(p, q,T)
minimiza la accion A, en C¥(p, g, T), entonces satisface la ecuacion de Euler-Lagrange
d oL

| o o
SO0 50,0 = 00, 70,0 = 0.

(1.1)
DEMOSTRACION. Podemos suponer que y estd contenida en una carta local y sean : [0,7] — R" C*
diferenciable tal que 7(0) = n(T) = 0. Asi para € suficientemente pequefio, y. = y+en € C¥(p,q, T).

Definimos para a > 0 suficientemente pequeio, g, : (—a,a) — R como g, := A (y,).
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Entonces g tiene un minimo en cero y

1im 8 =80 _ o fT L@ + en), 30 + en@, ) ~ LD, 30,0
e—0 € 0 Jo p
_ f " o L0500 + L 00,50, 0100 + eL (/0. 70, 1i0) + ofe)
0 e—0 €

L. 50).0)
€

T
_ fo Ly, 70, 0() + Loy, 30, 0it) di

}dt

T
=£ (La(y(0), 7(0), 1) = S L, (y(0), 3(1), 1) 1(2) dt+Lv(7(t),3"(t),t)77(t)|§

T
=j; (L(y(0), (1), 1) = S L,(y(0), ¥(0), ) (1) d.

Por lo tanto

T
d
0= f [Lx(y(t),*y(t), - d—tLv(V(f),i’(f), | n() dt,
0
para cualquier funcién n € C*(0,0; T).

Entonces por el teorema fundamental del calculo de variaciones se tiene que

d
Lly®, (). 1) = — Ly (), ¥(1). 1) = 0,

es decir, y(¢) satisface la ecuacion de Euler Lagrange. -

Por otro lado, para estudiar propiedades dindmicas de un Lagrangiano de Tonelli L, se introduce

el flujo local de la ecuacion de Euler-Lagrange asociada a L. Denotamos este flujo por
o- TM xS' - TM xS,
y se define como
@ (x0, Vo, Io) = (x(t + o), X(t + to), 1 + fo( mod 1)),

donde x : (t) — €,y + €) — M es una solucion de L con condiciones iniciales x(7y) = xg, X(¢y) = vo;

generalmente consideraremos 7y, = 0.
Y de ahi se tiene que el campo vectorial asociado a la ecuacion de Euler-Lagrange, denotado
X, :TMXR - T(TM),

esta dado por

0
XL(X’ v, t) = (X(O)’ X(O), ESDtL(-XO’ Vo, 0) |t:0)-
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Asi, para ver que este flujo es completo tenemos el siguiente criterio.

Lema 1.2. (Criterio de Maiié)
Sea M compacta, L : TM x S' — R C*, convexo y superlineal. Sea X; : TM xR — T(TM) el

campo vectorial asociado a L. Si existen funciones continuas f; : R — R, i = 1,2 tales que

X2 (x, v, DIl < AOIVI+ f2(0), V(x,v,1)

entonces ¢" es completo.

La prueba de este lema se puede ver en [S], pag. 43.

2. Ejemplos de Lagrangianos.
2.1. Lagrangiano mecanico. También llamado Lagrangiano natural, el Lagrangiano mecanico
se define a partir de la energia cinética y la energia potencial.

Considerando esta dltima como una funcién U : M x S! — R, C*, el Lagrangiano mecanico
L:TM x S' — R estd dado por

1
L(x,v,1) = EIIVIIi - Ux, ).

Consideremos un Lagrangiano mecdnico sobre el circulo, L : TS! x S! — R dado por
1,
L(x,v,t) = Ev —U(x, 1),
con U : S!' x S' — R, 1-periédica en ¢.

Veamos en este caso, que efectivamente es un Lagrangiano de Tonelli, es decir, que es convexo,

superlineal y que la ecuacion de Euler-Lagrange define un flujo completo.

Tenemos que
2

W(X, v,1) =1,
entonces podemos tomar A = 1 en (a) y por tanto L es convexo.
Luego,
_ L(x,v, 1) Ww-Uxn 1 U
Iim—=lim=—— = lim =|y| — lim 00,
oo [y Ivl—eo vl =02 M=o [y

pues U(x, t) es acotada. Entonces L es superlineal.

Ahora para calcular la ecuacion de Euler-Lagrange asociada a L, primero se tiene que

0 0 1 0
—L = —(=v* - =—— ,
o (x,v,1) é,x(zv U(x, 1) aXU(x, 1)
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Y también

d o d )
EIEL(X’ v, 1) = av =7

Asi, la ecuacion de Euler-Lagrange esta dada por
0
v+ —U(x,t) =0.
o0x

Veamos ademds que el flujo asociado a esta ecuacion es completo. Se tiene que el campo

vectorial asociado a la ecuacién de Euler-Lagrange X : TS! x S' — T(T'S!) estd dado por
0
XL(.X, v, t) = (-x7 v, V, __U(-x’ t))
0x
Asi,
0
IXe(x, v, Ol = vl + | - a—U(x, l,
X
luego como U(x, ) es C* y 1-periddica, se tiene |(% U(x,1)| < K, K > 0 constante. Entonces tenemos
IXe(x, v, DIl < v+ K.

Considerando fi(f) = 1 y f2(¢) = K, por el criterio de Maifié el flujo es completo.

Un ejemplo de un Lagrangiano mecénico sobre el circulo L : TS! x S! — R estd dado por
1y
L(x,v,t) = Ev — sin“(x) cos(27t),
en este caso U(x, f) = sin?(x) cos(277).

2.2. Lagrangianos encajados. También llamados Lagrangianos de Mafié, un Lagrangiano
encajado es un lagrangiano de Tonelli L : TM x S! — R dado por

1
L(x,v,1) = Ellv - X, (I,
donde X;(x) es un campo vectorial C* sobre M con periodo 1 en la variable tiempo.

Sobre M x S' estd definido un flujo @, : M x S' <, el flujo del campo vectorial X, el cual es
completo y estd dado por

D, (xp, 1)) = (x(t + 19), t + ty(mod 1)),

donde x es la solucién de x = X,(x) con condiciones iniciales x(#y) = xo.

Observemos que si x : R — M es solucion de la ecuacién diferencial x = X,(x), entonces es

solucién de la ecuacion de Euler-Lagrange asociada al Lagrangiano L. En efecto,

b b
Ar(Xljap) = f L(x, x,1) = f % — X,(x)|I*dt = 0.
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Por otro lado, consideremos una curva C!, y : R — M, tal que y(a) = x(a) y y(b) = x(b). Tenemos
que A.(y) > 0, entonces x es minimizante y por tanto solucion de la ecuacién de Euler-Lagrange
asociada a L. Entonces podemos ver que la dindmica del campo vectorial X; aparece en la dindmica
del Lagrangiano L, por lo tanto esta ultima puede ser muy rica. Este tipo de Lagrangiano es util

para construir ejemplos y contraejemplos de propiedades de dindmica Lagrangiana.

2.3. Lagrangianos magnéticos. Sea L : TM x S' — R un Lagrangiano de Tonelli. Dada w

una 1-forma cerrada, podemos considerar
L(x,v, 1) := L(x,v,1) — w,(v).

Tenemos que L es un Lagrangiano de Tonelli y es llamado Lagrangiano magnético. Ademdas como
w es una l-forma cerrada, el flujo de Euler-Lagrange no cambia, es decir, go,L(x, v, 1) = goItL(x, v, b).
Luego, como L es de Tonelli, entonces (,o,L(x, v, t) es completo, y por lo tanto también go]}(x, v, 1) es

completo.



CAP{TULO 2

Medidas minimizantes y funcion beta.

1. Medidas minimizantes y homologia.

Iniciamos con algunos aspectos ergodicos para Lagrangianos (en el apéndice recordamos
conceptos basicos de teoria ergddica).

Sea L : TM xS' — R un Lagrangiano de Tonelli. Tenemos que ¢~ : TM xS' - TM x S' es el
flujo de la ecuacién de Euler-Lagrange asociada a L. Denotemos por B(TM x S') la o-algebra de

Borel de TM x S! y definimos el conjunto de medidas

M(L) := {, medida de probabilidad con soporte compacto sobre B(T M x S') invariante por ¢"}.

Ahora consideremos la funcién bilineal no degenerada
() Hi(MR)x H' (M,R) - R,

la cual estd dada por la integracion de formas cerradas sobre ciclos diferenciables y estd definida
como: dado h € H{(M,R) y [w] € H'(M,R) se tiene

() = f o,
2T

donde )’ r;o; es un ciclo diferenciable que representa la clase de homologia A, con o; 1-simplejos

diferenciables y r; € R. Del teorema de Stokes se desprende que el pareamiento (-, -) estd bien
definido.

Existe una relacion entre el conjunto de probabilidades M(L) y el primer grupo de homologia

real H,(M,R), esta relacion se establece en el siguiente resultado.

ProposicioN 2.1. Dado u € M(L) existe una tinica homologia p(u) en Hi(M,R) tal que para

toda w I-forma cerrada se tiene que

o). ) = f wd
TMxS!
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DEMosTRACION. Primero recordemos el teorema de representacion de Riesz.

TEOREMA. (Representacion de Riesz) Si k : H'(M,R) — R es una funcion lineal, entonces
existe un tinicoy € Hi(M,R) tal que k(-) = (y,-).

Para demostrar la proposicion, sea y € M(L) y consideremos la funcién

L (w) = f wd,
TMxS!

la cual esta definida sobre 1-formas cerradas.

Necesitamos probar que L, induce una funcién lineal sobre H'(M,R) y para ello es suficiente
ver L,|py = 0, donde B'(M) es el espacio de 1-formas exactas sobre M. Sea w € B'(M),
entonces existe f € C*(M,R) tal que df = w, y se tiene que

f wdu = f dfdu
TMxS! TMxS!

Luego por el teorema ergddico de Birkhoff (ver apéndice) se tiene

1T
f dfdu lim — f df(epo))dt, u—c.t.po, po=(x0,v0) € TM
TMxS! - T

1
= lim —[f(r(er(po))) = f(r(po))] = 0,

donde m: TM — M es la proyeccion candnica.

Entonces L, : H "(M,R) = R, con L,([w]) = L,(w) esta bien definido y es lineal, por lo tanto
por el teorema de Riesz, existe un tnico p(u) € H;(M,R) tal que L,(-) = {po(w), ) 3

Ejemplo 1: Caso ergddico.

Consideremos u € M(L) una medida ergédica respecto al flujo ¢* y sea y una 6rbita genérica
de u, es decir, y es tal que

o1 r
fTstl feu = Th—{rolo T j; fy(0)dt

para toda funcién continua f : TM x S! — R.

Para este caso podemos calcular en forma explicita la homologia asociada a esta medida
ergddica u € M(L), es decir, esta homologia estd dada por

P A
pu) = lim —[%],

donde X es una curva cerrada definida sobre M.
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En efecto, para calcular dicha homologia escribimos y(7) = (x(¢), X(¢), t), donde x es la solucién

de L asociada a . Entonces, por la proposicién anterior y dado que y es genérica, se tiene

1T .
P, w) = f wdy = 1im — f W ((0))dt
TMxS! - T
) L1 )
= lim— w+ lim — w— lim — w,
Tooo T x/[0.T] T T vr Tooo T yr

donde yr : [0, 1] — M es una curva tal que long y; < diam M, con y7(0) = x(T) y yr(1) = x(0).
Sea x:[0,T + 1] - M, definida por
x(1) site[0,T]
() =
yr(t—=T) sitelT, T +1]

Por lo tanto

(o), w) Th’_filo? iw_Th,—IEo? fyTw

S R e .
= Tlglgo;<[x],w> = <Tlggo?[x],w>

Asi, p() = 1im (2]

Ejemplo 2: Orbitas periddicas.

Sea y(t) = (x(2), x(f),t) una O6rbita {-periddica de ¢, y sea Hy la medida de probabilidad
invariante, ergédica y definida como

1 4
[ sau, = [ ..
TMxS! 0

para toda funcién continua f : TM x S! — R.

Al igual que en el ejemplo anterior, podemos calcular la homologia asociada a y,. Entonces

1 nl
f (,()d/,l), = lim— f a)x(t)(X(t))dt
TMxS! n—oond Jo

o (T 1 .
tim 2 fo (KO = 7 | s (0

1

1 1
Z £/[o,e] . E<[X]’w> - <Z[X]’w>

<P(Ily), w)

Entonces p(u,) = %[x].
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Ahora veamos algunas propiedades de la funcion p.

Lema 2.2. La funcion p : M(L) — H;(M,R) es convexa y sobreyectiva.

DEMOSTRACION. Veamos primero que es convexa. Sean uy, 4, € M(L) y tales que

pr = Auy + (1 = Duy con A e[0,1].

f wdyy
TMxS!

/lf wdu; + (1 - 2Q) wd,
TMxS! TMxS!
o), w) + (1 — ) {p(u2), w)
(Ap(pr) + (1 =) p(ia), w).

Tenemos que

(o), w)

Entonces
Py + (1 = Dpz) = Ap(uy) + (1 = Dp(u2),
lo que implica que p es convexa.

Podemos ver la prueba de sobreyectividad en [2], Lema 2-6.3. —

Ahora tenemos que dado un Lagrangiano de Tonelli L : TM xS' — R, la accion sobre medidas
Ar : M(L) — R se define como

AL = f Ld.

TMxS!
Ademads se tiene que esta accion cumple lo siguiente. Este resultado lo podemos encontrar en

[S].

Lema 2.3. La accion Ay : M(L) — R es semicontinua superior, es decir, para todo u €
M(L), A (u) < liminfA;(v,), para toda {v,} € M(L), tal que v, — pu.

DEemosTrACION. Por la superlinealidad de L, podemos suponer que L > 0. Definamos
L.:TMxS' >R
como

L(x,v,t) si|y||<c
Lixv.t) = ( ) (V]

en otro caso.
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Entonces L. es integrable para cualquier medida con soporte compacto y

f L.dy = lim L.dv, = liminf f L.dv,.
T MxS! =00 JTMxs! n—co T MxS!

[ rae=sw[ L
TMxS! c TMxS!

sup(lim inf f L.dv,)
MxS!

c n—o00

Por otro lado

Ar(u)

IA

IA

sup(lim inf f Ldv,)
MxS!

c n—oo

IA

lim inf f Ldv, = liminf A;(v,.)
MxS! n—eo

n—oo

-

Diremos que una medida u € M(L) es minimizante si

Ar(p) = inf{AL(v) 1 v e ML)y p(u) = p(v)}.

Asi dado y € H{(M,R) podemos considerar
M, (L) := {u € M(L) : p es minimizante y p(u) = y}.

Tenemos el siguiente resultado respecto a la funcién p restringida a un subconjunto de estas

medidas minimizantes, podemos ver la prueba en [5], proposicién 2.4 ¢).

Lema 2.4. Para todo ¢ > 0, la funcion pliue pmry:a,w<c) €S continua.

Por otro lado, Mather probé el siguiente teorema en [8], pagina 178.

TeorREMA 2.5. Para todo y € H\(M,R), M, (L) # 0.

Es decir, para todo y € H{(M,R), siempre existen medidas minimizantes cuya clase de

homologia es .
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2. Funcion beta.

Dado un Lagrangiano de Tonelli L : TM x S' — R, Mather define la funcién llamada beta de
Matherde L, g : H(M,R) — R como

B(h) = nf{A (W) | u € M(L), p(u) = h}.
Del teorema 2.5, se tiene que el infimo es un minimo, es decir
B(h) = min{A,(u) | u € M(L), p(u) = h}.

Ademads note que p € M(L) es minimizante siy s6lo si S(p(w)) = Ar(w).

El siguiente resultado establece la convexidad de esta funcidn (ver [2]), dicha propiedad

nos resultard muy 1til en nuestro trabajo .

PROPOSICION 2.6. Para cualquier Lagrangiano de Tonelli L : TM x S' — R, tenemos que la
funcion B : H/(M,R) — R es convexa.

DemosTtrAcION. Consideremos yy,y, € Hi(M,R)y 0 < A < 1, entonces paray = Ay; + (1 — )y, se
tiene que

(A + (1 = Dpty =y, o € ML), p(uy) = y1, p(2)=y2} € € M(L) : p() = y}.

Por lo tanto

Bly) = min{Ap(u) : p € M(L),p(u) =y}
< minfA (A + (1 = Do) iy, o € ML), p(uar) = Y1, p(p2) =y}
= Amin{Az(u1) : 1 € ML), p(u1) = yi} + (1 = D) minfA (u2) : po € M(L), p(u2) = -}
= AB(y1) + (1 = DB(y2).
[

Por otro lado considerando el dual convexo (ver apéndice), Mather define la funcién llamada

alfa de Mather « : H'(M,R) — R como a := 8*. Entonces « es convexa y a* = 3.
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Entonces dado [w] € H'(M,R) podemos escribir la funcién alfa de Mather como

a([w]) = hegl%m«h,w)—ﬁ(h))
= ﬂrenAi’lé)(@(ﬂ),w)—AL(ﬂ))
g TN

= - min (| (L-w)dy

= — min {A;_ .
#eM(L){ L-o(W)}

Y asi para cualquier [w] € H'(M,R), definimos
ML) == {u e ML) | Ap—o(u) = —a([w])}.

Luego como la funcién S es convexa, podemos considerar el conjunto S € H;(M, R) un dominio

soporte de S (ver apéndice para su definicion), y definimos

A(S) := U supp (w),

donde la unién corre sobre u € M, (L), y € S. En otras palabras, A(S) se define como la clausura

de la uni6n de soportes de medidas con homologia en §.

Por otro lado tenemos que y es un punto extremal de (3 si

By + (1 = )y2) < AB(y1) + (1 — DB(y2),
para todo y;,y, € Hi(M,R), 0 < A < 1 ytales que y = Ay; + (1 — A)y,. Y que vy es un punto

extremal estricto de 8 si {7y} es un dominio soporte de 3, es decir, si existe un mapa soporte afin
Y Hi(M,R) — R tal que 7y es el tinico punto donde se tiene que S(h) = y(h).

Note que cualquier punto extremal estricto es un punto extremal.

Se tiene el siguiente resultado concerniente a los puntos extremales y extremales estrictos de la

funcién B, podemos ver prueba en [7].

TEOREMA 2.7.

(a) Siy € Hi(M,R) es un punto extremal de f3, entonces M, (L) tiene elementos ergodicos.
(b) Siy € Hi(M,R) es un punto extremal estricto de [3, entonces M, (L) contiene elementos

tinicamente ergodicos.

Recordemos el teorema de la grafica de Mather, considerando solamente el caso del circulo ya

que es la variedad sobre la que vamos a trabajar. Para prueba ver [5].
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TeorREMA 2.8. (Grdfica de Mather)
Sea S ¢ H\(S',R) un dominio soporte de By n: TS' x S' — S! x S! dada por n(x,v,t) = (x,1),

entonces n restricta a A(S) es biyectiva con inversa continua sobre su imagen.

Dado que la funcién 7 : TS' x S! — S' x S! es continua, de este teorema resulta que al

restringirla a A(S), 7 es un homeomorfismo sobre su imagen.

3. Conjunto de Aubry.
Dado un Lagrangiano L : TM X R — R, definimos A, : M X R X M X R — R como

T
A(p,S;q,T) = min f L(y(1), y(1), t)dt,
YS)=p.¥(T)=q ) g

donde el minimo es tomado sobre todas las curvas C', y : [S,T] — M tales que y(S) = py

y(T) =q.

En [9] se prueba que existe una tnica constante c(L) € R tal que A;..1)(p,S;¢q, T) es acotada

sobre {T" > § + 1}, esta constante se conoce como el valor critico de Marié.
Luego, siguiendo a Mather definimos la barrera de Peierls como
hi(p,S;q,T) :=liminf(A.(p,S;q, T +n)+ (T —S +n)c(L)), conn € N,

la cual es un objeto central en el estudio de 6rbitas minimizantes.

El conjunto proyectado de Aubry A(L) € M x S' se define como
AL) :={(p,S) € M xS'h(p,S; p,S) = 0}.
Y a partir de este tltimo, el conjunto de Aubry estd dado por
AL) = 7" (AL)) c TM x S'.

Este conjunto es compacto y ¢--invariante.
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Luego Mather observo que la funcion

dp,S;q,T):=h(p,S;q,T)+h (¢, T;p,S)

definida sobre (M x S', M x S'), es una pseudométrica sobre A(L). También define sobre este
conjunto, una relaciéon de equivalencia dada por (p,S) ~ (¢, T) siy s6lo si d(p,S;q,T) = 0. Las
clases de equivalencia son llamadas clases estéticas, las cuales son conjuntos invariantes de A(L) .

Asi, d es una métrica sobre el conjunto de clases estaticas denotado por A(L).

El conjunto A(L) dotado con esta métrica d es llamado por Mather, el conjunto cociente de

Aubry y es un espacio métrico compacto.

Se tiene la siguiente proposicion que relaciona las clases estaticas con medidas minimizantes,

para prueba ver [9].

ProposiciON 2.9. Dada una medida invariante minimizante u, se tiene que supp (1) estd
contenido en una clase estdtica. Ademds cualquier clase estdtica tiene al menos una medida

minimizante.

Uno de los problemas abiertos respecto a este tema, es determinar la cardinalidad de A(L), o
mads aun ver si este espacio es totalmente disconexo. De hecho, Mather prueba en [10] que para un
Lagrangiano de Tonelli L : TM x S! — R con dim M < 2, el conjunto cociente de Aubry A(L) es
totalmente disconexo. En el capitulo 4 veremos algunos resultados respecto a la cardinalidad

de este conjunto.






CAPITULO 3

Lagrangianos periodicos sobre S'.

Sea L : TS!'x S! — R un Lagrangiano de Tonelli periédico sobre S'. Del teorema 2.8, tenemos
que dado un dominio soporte S < H;(S',R), la funcién 7 : TS' x S! — S' x S' definida por
n(x,v,t) = (x,1), al restringirla a A(S), resulta ser un homeomorfismo sobre su imagen, la cual
denotamos por Z(S5) := m(A(S)).

Luego si ¢, : TS! x S! « es el flujo asociado al Lagrangiano L, y A(S) es invariante bajo
este flujo, entonces podemos considerar la restriccion del flujo a A(S) e inducir un flujo sobre X(S)

segun el siguiente diagrama, pues 75(s) €s un homeomorfismo.

0.1) AS) =2 ACS)

5(S) — = X(S)
Definimos este flujo de la siguiente manera: sea p = (xo,%y) € X(S) y sea 6 := 7 '(p) N A(S) el

unico punto en A(S) tal que m(6) = p, entonces el flujo esta dado por ¥,(p) := n(¢,(0)).

Veamos ahora que para este tipo de Lagrangianos sobre S!, L : TS! x S' — R, se tienen

resultados mas concretos sobre la dinamica de L.
Primero calculamos la homologia de una medida ergddica para un Lagrangiano sobre el circulo.

Ejemplo 3.1: Consideremos M = S! y sea ¢ la 1-forma sobre el circulo definida por p*6 = dx,
donde p : R — S! es la proyeccién canénica. Entonces H'(S',R) es generado por 6 y H,(S!,R) es
identificado con R, identificando y € H,(S!,R) con (y, 6).

Sea u € M(L) ergédica y supongamos que x : R — S' es la solucién de L asociada a una 6rbita

genérica de . Entonces si ¥ : R — R es un levantamiento de x, y por el ejemplo 1, se tiene que:

o) = lim — 0= lim — o
T—co T x/[0.T] T—o0 T pox/[0,T]
, 1 * - 1
= lim — po=lim — dx
Tooo T %/[0,T] Tooo T %/[0.T]

N SRR
= Jlim —(X(T) - %(0)) = lim —X(T).

17
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Por lo tanto p(u) = lim 1 X(T).
T—o0
Tenemos que para el circulo, la funcién beta cumple una propiedad més fuerte.

ProposICION 3.1. Dado L : TS' x S! — R un Lagrangiano de Tonelli, entonces la funcion

B: H\(S',R) ~ R — R es estrictamente convexa.

DEMOSTRACION. Supongamos que S no es estrictamente convexa, entonces existe un intervalo
[¥1,7¥2] € Rcony; # ¥,, que es un dominio soporte de 8. Los puntos 7y, ¥, son puntos extremales
y por tanto existen medidas ergédicas u; € M, (L), i = 1,2. Sean x; : R — R levantamientos de las
soluciones de L asociadas a las orbitas de ¢;, genéricas para y;, i = 1,2. Entonces tl_l)l}go %x,-(t) =Y

por el ejemplo anterior.

Luego como y; # vy,, se tiene que x;(a) = x(a) para algin a, pero como x; # X,, entonces
X1(a) # x2(a). Esto contradice el teorema 2.8 aplicado a A([y;,y2]) y por tanto S es estrictamente
convexa.

Como consecuencia de esta proposicion, tenemos que para Lagrangianos sobre el circulo

siempre tenemos medidas ergddicas.

CoroLARIO 3.2. Sea L : TS' x S' — R de Tonelli. Dado y € H(S',R), M,(L) contiene

elementos ergodicos.

DemosTrAcION. El resultado se sigue de la proposicion anterior, pues €sta nos dice que la funcion
beta es estrictamente convexa, es decir, cada y € H,(S',R) es un punto extremal de 8y por el
teorema 2.7, M, (L) contiene elementos ergddicos. i

Enseguida veremos que la homologia nos da informacion sobre las propiedades dinamicas de
una medida ergddica invariante. Primero consideremos la construcciéon que hacemos al inicio del
capitulo tomando A(S) = A({y}) (o0 mds atiin podemos tomar supp(u) con u € M, (L) en lugar de
AS) ynr:TS'xS! — S! x S!. Recordemos entonces el diagrama

(0.2) AS) —2 ACS)
2(S) e 3(S)

donde X(S) := n(A(S)) y 7|acs) €s un homeomorfismo.
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Ahora consideremos el mapa tiempo 1 de los flujos ¢, y ¢;. Hacemos Aq := A(S) N (TS x {0})
y también Xy := m(Ag) = m(A(S)) N (S' x {0}). Entonces tenemos el siguiente diagrama para el
mapa tiempo 1 de estos flujos

(03) A() —_— A()

donde ¢(xp,vo,0) = (x(1),x(1),1) con x solucién de la ecuacién de Euler-Lagrange tal que
x(0) = xo y X(0) = vy, y asi ¢ (xop, 0) = (x(1), 1(mod1)).

Por otra parte, X, es compacto en S', pues 7 es continua y A, es compacto. También se tiene

que ¥ : Xy < es un homeomorfismo pues es el mapa tiempo 1 del flujo ;.

Ademads i, preserva orientacion, es decir, si pg, p1, p2 € X estdn ordenados en sentido contrario
a las manecillas del reloj, entonces ¥ 1(po), ¥1(p1), ¥1(p2) estdn en el mismo orden. Para probar
esto ultimo, supongamos que ¥, no preserva orden, es decir si pg, p1, p2 € Xy estdn ordenados en
sentido contrario a las manecillas del reloj, entonces ¥ (po), ¥1(p1), ¥1(p2) no estan en tal orden.
Supongamos, por ejemplo, que su orden esta dado como ¥ (po), ¥1(p2), ¥1(p1). Por definicion de
Y1 tenemos que existe x; solucion de la ecuaciéon de Euler Lagrange que une p; con ¢ (p;) para
i =0,1,2. Por tanto como ¥ no preserva orden, se tiene que al menos dos soluciones se cruzan, lo

cual no es posible por el teorema del grafico 2.8.

En resumen tenemos un conjunto compacto C C S' en el cual estd definido h; : C — C
un homeomorfismo que preserva orientacion. Queremos extender este homeomorfismo a todo el

circulo. Tenemos el siguiente lema.

Lema 3.3. Dado C C S' un conjunto compacto y hy : C — C un homeomorfismo que preserva

orientacion, existe h : S' — S homeomorfismo que preserva orientacion tal que hlc = h;.

DemosTRACION. Como el conjunto C C S' es compacto, entonces podemos escribir C¢ = nLEJNIn,
donde I, son arcos abiertos maximales disjuntos a pares. Luego consideramos I, := (a,, b,) con
a,, b, € C, pues I, es abierto. Ademds como a,, b, son elementos del circulo, podemos expresarlos
de la forma a, = e y b, = e, con a,, B, € Ry a, < B,. Asi, su imagen bajo h,
estd dada por &y (a,) = €@ y hy(b,) = P, con &,,B, € R. Note que sic € C, ¢ # ay, by,
entonces hy(c) ¢ (hi(a,),hi(b,)), pues h; preserva orden. Ademds si a € [a,,b,] entonces

2ri(say+(1-5)By)

a=e , s € [0, 1] y podemos definir su imagen bajo & como h(a) := 2o +(1-9pBn)
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De esta manera la funcion que buscamos estd dada por

hy(a) siaeC

h(a) = _
e ia+(1=98)  sjge I, = (a,,b,) C C°

Vemos que por construccioén h es continua, preserva orientacion y es biyectiva. Luego como A
manda arcos abiertos en arcos abiertos su inversa es continua. Por lo tanto 2 es un homeomorfismo

que preserva orientacion tal que h|c = hy. -

Entonces por este lema tenemos que existe una extension de i a todo el circulo, es decir,
existe un homeomorfismo que preserva orientacién ¢ : S! — S! tal que Y|y, = ;. Asi, por la
proposicion A.6 que aparece en el apéndice, se tiene que a este homeomorfismo ¢ corresponde un

nimero de rotacién dado por
. N
W) = lim —(¥"(y) - y) (mod 1),

cony € Ry ¥ : R — R es un levantamiento de .

Para calcular el nimero de rotacion de ¢ necesitamos calcular ¥"(x); para esto consideremos
el siguiente diagrama. (Omitimos la coordenada tiempo, pues en nuestros calculos pricticamente
t=0)

(0.4) R ——>R

|

s —=s!

Aqui p : R — S' estd dada por p(f) = exp(2nit) y dado que ¥ es un levantamiento de i), se tiene
que p¥ = yp.
Sea x; € £y C S'. Tenemos que s, = ¥, entonces
(o) = ¥1(x0) = x(1)
y por tanto
0" (x0) = ¥ (x0) = x(n),
donde x es la solucién de la ecuacion de Euler-Lagrange tal que x(0) = xo y x(0) = vy.

Tomemos y € p~'(xp), entonces

pYy) =dp(y) =x(1) y p¥'(y) = ¥"p(y) = x(n).
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Ahora consideremos un levantamiento de x a R, denotémoslo x

0.5) R
L
R *x> Sl
entonces se tiene que pX = x, por tanto p¥"(y) = px(n) y asi Y"(y) = X(n).

Por lo tanto el nimero de rotacién de ¢ esta dado por

n 1
W) = lim=(P'0)-y)

lim %(fc(n) - x(0))

1
lim —(X(m) = p(u),
donde p(u) es la homologia asociada a la medida u, como se muestra en el ejemplo 3.1.
De los resultados anteriores y de la teoria de homeomorfismos sobre el circulo (ver apéndice)

tenemos una descripcién de los elementos de M, (L) en el siguiente teorema, el cual es conocido

en la teoria de Lagrangianos. Por comodidad del lector damos su prueba.
TeoreEMA 3.4. Dado L : TS' x S' — R un Lagrangiano de Tonelli, tenemos

(a) Siy € Hi(S',R) es racional, entonces cualquier medida iinicamente ergédica j € M, (L)
estd soportada por una vinica orbita periddica.
(b) Siy € H(S',R) es irracional, entonces M, (L) contiene una vinica probabilidad i, la cual

es ergodica.

DEMOSTRACION. Observemos primero que dado y € H(S',R) y u € M,(L), podemos inducir una

medida v, i, -invariante. Sea A € B(S') y definamos

V(A) := plep.n(n' (A))),
donde ¢jo,1)(D) := {¢,(xo, vo. o) : 1 € [0, 1], (x0, vo. fo) € D}, D c TS x S'.

Recordemos el diagrama 0.1 para ilustrar la construccion de esta medida.

(0.6) AS) —2 ACS)

|,

X(§) — X(S)
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Veamos que en efecto, v es ¢-invariante.
vi(A) = plon( @A)
= u(go[o,l]gol(ﬂ_l(A))), segun el diagrama anterior
p(erp.n( ' (A)))
(o (A)) = v(A)

Note que si u es ergddica, entonces v es ergédica. Supongamos que no, entonces existe A € B(S')

Y i-invariante, es decir, tal que ¥;(A) = A y ademds v(A) # 0, 1.
Por un lado tenemos que

o W1(A) = grgpn( ' (A)),

por el diagrama y propiedades de flujos. Pero como 1(A) = A, también tenemos que

@1 W1(A)) = g (A)).

Es decir, el conjunto go[o,]](n‘l(A)) es ;-invariante, entonces como u es ergodica

W (A)) =06 1.

Por lo tanto v(A) = 0 o 1, lo que contradice que v no es ergddica. De ahi que v es ergddica.

(a) Seay € H\(S',R) racional y u € M, (L) inicamente ergddica. Por lo anterior tenemos una
medida inducida v, 1a cual es ¢, -invariante y ergédica. Como 7()) = 1y, del Corolario A.10
del apéndice, tenemos que dado z € supp(v), existe y, € S! tal que orb(y,) es periddica y
se tiene que
Yo € orb(yo) € w(z) S supp(v).

Sea x la solucién de Euler-Lagrange tal que x(0) = y(, entonces

I' := orb,,(x(0), x(0),0) € supp(u)

es una Orbita periddica. Luego como u es tinicamente ergddica se tiene que supp(u) =T
(b) Seay € H\(S',R) irracional y consideremos A({y}), entonces dada u € M, (L) tenemos
una medida inducida v, que es ¢ -invariante. Recordemos que i es la extension de ¢ al
circulo y que 7(1)) = v, asi por el Teorema A.8 tenemos que ¢ es tinicamente ergédico. Por
lo tanto no pueden existir y; # u, € M, (L), de lo contrario tendriamos v, # v, medidas
inducidas, i -invariantes, lo que contradice que i es tinicamente ergédico.
Asi#M, (L) =1



CAP{TULO 4

Lagrangianos genéricos y resultados.

1. Lagrangianos genéricos.

En el célebre trabajo [4], Maié introdujo la nocién de sistemas Lagrangianos genéricos y

mostrd que la teoria de Aubry-Mather es mds fuerte y precisa en este contexto.

Ademads de probar varios resultados interesantes (ver teoremas C y D de [4]), Mafié férmula

varias preguntas y conjeturas. Por ejemplo ver Problema 1, Problema 2, etc. del mismo articulo.

La meta de este trabajo es decidir la validez de estas cuestiones para el caso especifico pero
interesante de Lagrangianos sobre S!. Damos ademds algunas consecuencias y probamos versiones

mas fuertes de los resultados o preguntas de Mané.

Antes de presentar los resultados del trabajo introduciremos algunas nociones. Sea (X, d) un
espacio métrico, tenemos que un subconjunto O C (X,d) es llamado residual o genérico si O

contiene una interseccion contable de subconjuntos abiertos densos.

Recordemos sin prueba el siguiente resultado clasico.

TeOREMA. (Categoria de Baire) Sea X un espacio métrico completo. Si {U,} es una sucesion de

subconjuntos abiertos densos de X, entonces (,_, U, es densa en X.

Una propiedad P se dice genérica si existe un conjunto residual O C (X, d) tal que cada uno de
sus elementos cumple esta propiedad P.

Lema 4.1. Sea (X, d) un espacio métrico completo, entonces no puede haber dos propiedades

genéricas contradictorias sobre X.

DEMosTRACION. Supongamos que P y NP son propiedades genéricas contradictorias sobre X,
entonces existen conjuntos residuales O;,0, C X tal que en O, se satisface la propiedad P y en
O, la propiedad NP. Por lo tanto por el teorema de Baire, O := O; N O, # 0 es denso en X, por

consecuencia cada elemento de O satisface Py NP, lo cual no es posible.

23
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Ahora recordemos la topologia utilizada en C*(M x S',R). Asi dado u € C®(M x S',R),

denotamos por ||u|l; su C*-norma y definimos

oy o=y Actanile)

keN

Note que ésta no es una norma. Dotemos C*(M x S!,R) con la métrica |lu — V||, invariante por
translaciones. Como la métrica || - || es completa, entonces la propiedad de Baire se mantiene, es

decir, cualquier subconjunto residual de C*(M X S!,R) es denso.

Luego tenemos que una propiedad P se dice genérica para un Lagrangiano L o genérica en el
sentido de Marié, si existe un conjunto residual O ¢ C*(M X S, R) tal que si ¥ € O entonces L + ¢
tiene la propiedad P.

Para empezar recordemos el teorema D de [4]. Cabe mencionar que Mafié desarrolla una técnica

abstracta y general usando espacios localmente convexos para probar sus resultados.
TeorEMA 4.2. Sea L : TM x S' — R un Lagrangiano.

(a) Para cada vy € H\(M,R) existe un conjunto residual O(y) C C®(M x S') tal que si €
O(y), se tiene que #M,(L + ) = 1.

b) Existen conjuntos residuales O(y) C C*(M x S',R) y H c H{(M,R) tal que si ¢ € O(y)
vy € H entonces #M (L + ) = 1

Nuestro primer resultado es establecer que en el caso de Lagrangianos sobre el circulo de hecho
tenemos una version mas fuerte de este ultimo teorema, para ello usamos los resultados del capitulo

anterior, asi tenemos:

Teorema 4.3. Dado un Lagrangiano L : TS' x S' — R, existe un conjunto residual
O c C*(S' xS, R) tal que para todoy € H,(S',R) y para todo ¢ € O, se tiene que #M,(L+¢) = 1.

DEemosTtrACION. Consideremos dos casos. Supongamos primero que 7y es racional y consideremos
{vi€eQ:vyi#yjsiysolosii# j, i,j€ N}

Aplicando el teorema anterior, tenemos que para cada y; existe un conjunto residual O(y;) tal que

siy € O(y;), entonces #M,,. (L + ) = 1.

Por otro lado si vy es irracional, entonces para cualquier Lagrangiano de Tonelli L se tiene que
#M,(L) = 1 por el teorema 3.4 b). Entonces dado que si tomamos € C=(S! x S!,R), tenemos

que L+ también es un Lagrangiano de Tonelli, por lo tanto también se tiene que #M, (L +y) = 1.
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Asi, podemos considerar O = (O(y;). Tenemos que O(y;) C C(S' x S',R) es un conjunto
ieN
residual y satisface las condiciones requeridas. -

También en dicho articulo, Teorema A, Mané establece:

TeorREMA 4.4. Si L es un Lagrangiano genérico, existe un subconjunto residual S del conjunto
de puntos extremales de By, tal que siy € S entonces M, (L) consiste de una medida y esta medida

es unicamente ergodica.

Como un corolario del teorema anterior, tenemos el siguiente resultado mds fuerte para
Lagrangianos periddicos sobre el circulo. Note que no tenemos restricciones sobre la condicion de

extremalidad de vy respecto a 3.

CoRrOLARIO 4.5. Dado un Lagrangiano L : TS' x S' — R, existe un conjunto residual
O c C=(S' x S, R) tal que para todo ¢ € Oy para todo y € H,(S',R), se tiene que M,(L + )
consiste de una sola medida y esta medida es vinicamente ergodica.

(en particular A, (L + ) = supp(u) es minimal)

DEMOSTRACION. Sea O como en el Teorema 4.3, entonces para todo ¢ € Oy para todo y € H,(S!,R)
tenemos que #M,(L + ) = 1, es decir, hay una tnica medida 4 € M, (L + ¢). Resta ver que
dicha medida es unicamente ergddica, para esto recordemos que la funcion beta de Mather es
estrictamente convexa para Lagrangianos sobre el circulo y por el Corolario 3.2 M, (L+) contiene

elementos ergddicos. Por lo tanto 1 € M, (L + ¢) es tinicamente ergddica. i

A continuacion tenemos algunos lemas que necesitaremos mas adelante para demostrar un

resultado relevante sobre la cardinalidad de M“(L).

Lema 4.6. Sea L : TM x S' — R un Lagrangiano de Tonelli. Dados h € H;(M,R) y
w € H'(M,R), tales que B(h)+ a([w]) = (h, w) entonces M;(L) c M“(L).

DEMOSTRACION. Sea h € H{(M,R) y w € H'(M,R) tales que B(h) + a([w]) = (h,w). Sea u € M, (L),
entonces B(h) = A (u) y p(u) = h. Por lo tanto

AL(w) —a([w]) + (h, w)
—a([w]) + (p(p), w)

—a([w])+fwd,u.
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Por consiguiente A, (u) — f wdu = —a([w)), es decir,

Ap-o() = —a([w])

y entonces u € M“(L).

Lema 4.7. Sea L : TM xS' - R un Lagrangiano de Tonelli. Dado w € H'(M,R), entonces el

conjunto
SYL) :={h e H(M,R) : Bh) + a([w]) = (h, w)}.

es convexo.

DEMOSTRACION. Sean hy, hy € S“(L), A € [0,1]y h = Ah; + (1 — AD)h,. Debemos ver que h € S“(L),

para esto vemos primero que como

ao(lw)) = mix [(h,w)—Bh)],

heH|(M,R)

entonces a([w]) > (y, w) — B(y), para todo y € H;(M,R) y por tanto

B(yD =z —a([w]) + (y, w).

Luego como la funcién beta es convexa se tiene que

B(h)

IA

AB(hy) + (1 = D)B(hy)

= A=a([w]) + (h, w)) + (1 = D(=a([w]) + (h2, w))
= —a([w]) + K, w) + (1 = D)hs, w)

= —a([w]) + {1 + (1 = Dhy, w)

= —a([w]) + (h,w) < B(h).

Asi(h) = —a([w]) + (h, w), es decir, h € S“(L) y por lo tanto S“(L) es convexo. —

Lema 4.8. Sea L : TS' xS! - R un Lagrangiano de Tonelli. Dado w € H'(S',R), existe
Yo € Hi(S',R) tal que M“(L) = M, (L).

DEMOSTRACION. Sea w € H'(S',R) y u € M®(L). Primero necesitamos ver que i € M,y(L).
Supongamos que no, entonces existe v € M(L) tal que p(u) = p(v) y A (i) > AL(v). Asi tenemos
que

Ap-o(p) = Ar(u) - f wdp = Ar(u) = (p), w)
> AL() = {p(v), w).
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Esto contradice el hecho de que u € M“(L), pues

AL—w(:u) = ug/gg) {AL—w(:u)} s

por lo tanto u € M,,(L).

Lo anterior implica que
MU(L)yc U M,(L).
HeEMe(L)

Luego tenemos que si M,;,(L) N M“(L) # 0, entonces M;,(L) c M®“(L)y asi
Mw(L) = U Mp(ﬂ)(L).

HEMO(L)
En efecto, sea v € M;,(L) N M“(L), es decir v es tal que
p(v) = h, B(p(v)) = AL(v) ¥ AL-u(v) = —a([w]).
Por lo tanto
B(h) = —a([w]) + (h, w).
Luego por el Lema 4.6
MO(L)y= U My(L).

heS (L)
Ahora veamos que #S5“(L) = 1, supongamos que existen i, # hy € S“(L) tales que

Blh) = —a([w]) + (h, w),  B(h) = —a([w]) + (h2, w)
yh=Ah + (1 = Dhy, con A € (0, 1). Por el lema anterior, & € S“(L).
Entonces se tiene que

AB(hy) + (1 = D)B(hy)

A(—a([w]) + (h1, w)) + (1 = D(—a([w]) + (h2, W)
= —a([w]) + Ay, w) + (1 = D)he, w)

= —a([w]) + (A + (1 = Dhy, w)

= —a([w]) + (h,w) = B(h)

27

esto contradice el hecho de que S es estrictamente convexa. Por lo tanto #5“(L) = 1 y como

consecuencia se tiene que M“(L) = M, (L) para algtin h € H;(S',R). 3
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En la pagina 278 del trabajo [4], Mafié prueba el siguiente teorema.
TeOREMA 4.9. Sea L un Lagrangiano. Entonces

(a) Para cada w € H'(M,R) existe un subconjunto residual O(w) ¢ C*(M x S',R) tal que si
Y € O(w) entonces #M“(L + ) = 1.

(b) Existen subconjuntos residuales O C C*(M x S',R) y H c H'(M,R) tales que siy € O y
w € H se tiene que #M(L + ) = 1.

En el caso de Lagrangianos sobre el circulo podemos probar lo siguiente.

ProposiciON 4.10. Dado un Lagrangiano L : TS' x S! — R, existe un conjunto residual O(L) C
C>(S' xS, R) tal que para todo [w] € H'(S',R) se tiene que #M (L + ) = 1 para todo y € O(L).

DEemosTRACION. Consideremos el conjunto residual O ¢ C*(S!xS!, R) dado por el Teorema 4.3. Sea
w € H'(S'",R)yy € O.Porel Lema4.8, existe y € H(S', R) tal que M“(L+y) € M, (L+¢). Luego
por la eleccién del conjunto residual O se tiene que #M,(L + ¢) = 1 y dado que M“(L + y) # 0,
entonces #M (L + ¢) = 1 -

2. Conjunto cociente de Aubry.

Dada w una 1-forma cerrada, consideramos ‘A, (L) := A(L — w), asi podemos considerar tam-
bién A, (L) := A(L — w) (Ver capitulo 2 para su definicién).

Patrick Bernard y Gonzalo Contreras prueban en [1] el siguiente corolario respecto a la
cardinalidad del conjunto cociente de Aubry.

CoroLArIO 4.11. La siguiente propiedad es genérica en el sentido de Marné:
Para todo w € H'(M,R) el conjunto cociente de Aubry A, (L) tiene a lo mds 1 + dimH'(M,R)

elementos.

Note que si M = S!, entonces dim H'(S',R) = 1. Asi, por el corolario anterior se tiene que
A, (L) tiene a lo mds 2 elementos. Por los resultados que ya tenemos en Lagrangianos genéricos

sobre el circulo, podemos probar lo siguiente.

ProPOSICION 4.12. Dado un Lagrangiano L : TS' x S' — R, existe un conjunto residual O(L) C
C>(S' x S', R) tal que para todo w € H'(S',R) se tiene que #A,(L + ¢) = 1 para todo ¢ € O(L).
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DEMOSTRACION. Sea O € C*(S! x S',R) como en la Proposicién 4.10 y ¢ € O. Supongamos que
existen x,y € A,(L + ¢), es decir tenemos dos clases estéticas, entonces por la Proposicién 2.9
se tiene que cada clase estdtica contiene una medida minimizante, por tanto se tienen p; # [ €
MC(L + ¢), pero #M(L + ¢) = 1. Entonces #A,(L + ¢) = 1. Q






APENDICE A

Un breve repaso.

1. Teoria ergodica

Sea (X, B, u) un espacio de probabilidad y ¢, : X — X un flujo, decimos que ¢, preserva la
medida u 0 que u es ¢,-invariante si para todo A € B, u(A) = u(¢; '(A)). Recordemos también que

si M(X) es el conjunto de todas las medidas de probabilidad sobre 8, entonces
M, (X) = {u € M(X) : u es ¢-invariante},

es un espacio métrico compacto con la topologia débil estrella y convexo. Ademads tenemos que u
es ergddica respecto a ¢, si u es ¢, -invariante y para cualquier A € B tal que ¢;'(A) = A se tiene

que u(A) = 0,0 u(A) = 1; mds aun, u es inicamente ergodica si #M,, (X) = 1.

Por otro lado, tenemos que u es un punto extremal de M,,x) si no puede escribisrse como
combinacion convexa u = pit+ (1 —1)u, con uy, u, € M(X). Tenemos el siguiente teorema respecto

a puntos extremales.

TeOREMA A.l. Sea u una medida, entonces u es ergddica si y solo si es un punto extremal de
Mg, (X).
Ahora recordemos el siguiente teorema.

TreorEMA A.2. (Ergddico de Birkhoff para flujos)
Sea (X, B, 1) un espacio de medida y ¢, un flujo que preserva p. Tenemos que para f € L'(X, i)

1 !
" f Jps(x))ds
t Jo

converge c.t.p. x (cuando t — co)a una funcion f € L'(X, 1) y si u(X) < oo se tiene que
| 7= [ ran
X X

Finalmente recordemos que el soporte de una medida p es

supp(u) = {x € X : u(U,) > 0 para todo U, abierto que contiene a x}.

31
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2. Homeomorfismos del circulo

Antes de profundizar sobre los homeomorfismos del circulo, recordemos algunas definiciones

de espacios de recubrimiento.

Tenemos que dado p : X — X un mapa continuo, el subconjunto abierto U C X se dice cubierto
por p si p~!(U) es la unién disjunta de subconjuntos abiertos V; C X,j € Jy ademis se tiene que

plv; es un homeomorfismo para cada j € J.

DErINICION A.3. Sea p : X — X un mapa continuo y sobre, p es un mapa cubriente o de
recubrimiento si para todo punto x € X existe U vecindad abierta de x que es cubierta. Al espacio
X se le llama espacio cubriente y X es el espacio base.

Un ejemploes p : R — S!, con p(r) = €.

DEeriNIcION A4, Si p : Z — X es un mapa de recubrimiento y f : ¥ — X es un mapa continuo,

entonces un levantamiento de f al espacio cubriente es un mapa continuo f : Y — Z tal que

pf="r.

A continuacién veremos algunos aspectos de la teoria de homeomorfismos sobre S!, los cuales
estan basados en el libro [3], Cap. 11, por lo que para las pruebas remitimos al lector a consultar
dicho libro.

Dado cualquier mapa continuo f : S' — S!, un levantamiento de f es un mapa continuo

F:R — Rtalquesip: R — S!sedefine como p(f) = exp(2nrit) entonces el diagrama

2.1) R——R
J
Sl 4f> Sl
conmuta, i.e p o F' = f o p, o equivalentemente exp(2niF(t)) = f(exp(2mit)).

Recordemos que si f : S! — S!' es un homeomorfismo, entonces existe un levantamiento

continuo al cubriente universal, F' : R — R.

TeoREMA A.5. Un homeomorfismo F : R — R es un levantamiento de algiin homeomorfismo

f: S — St siysolo si, o bien F(x + n) = F(x) + n o bien F(x +n) = F(x) — n.

Tenemos que un homeomorfismo f : S! — S! preserva orientacion si para cualesquiera

P1, P2, p3 € S ordenados en sentido antihorario, se tiene que f(p;), f(p2), f(p3) estdn ordenados
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en sentido antihorario. Consideremos el conjunto de estos homeomorfismos

Homeo*(S") = { f:S'" = S'| f es homeomorfismo que preserva orientacién}

Tenemos la siguiente proposicion que asocia a cada uno de estos homeomorfismos que preser-

van orientacion un valor, llamado nimero de rotacion.
PROPOSICION A.6. Sea f € Homeo*(S') y F : R — R un levantamiento de f, entonces

7(f) = (lim%(F”(x) —Xx)) (mod 1)

existe para todo x € R. Ademas 1(f) no depende de x, ni del levantamiento F.

A 7(f) se le llama niimero de rotacion de f.

Lema A.7. Sea f € Homeo™(S"), entonces 1(f) € Q si y solo si f tiene al menos un punto

periodico.

Note que si f € Homeo*(S") y 7(f) = g con (p,q) = 1, entonces todos los puntos tienen

periodo minimo g.

El siguiente resultado se encuentra en [3] Th 11.2.9 pagina 399.

TeoREMA A.8. Un homeomorfismo del circulo con niimero de rotacion irracional es vinicamente

ergodico.

Ahora recordemos las siguientes definiciones:

Sea (X, d) un espacio métricoy f : X — X un homeomorfismo, entonces el punto x € X se dice

homoclinico al punto y € X si
lim d(/(). /() = 0.
Y se dice ser heteroclinico a los puntos y;,y, € X si
Tim d(f"(0), f"G) = 1im d(f"(0), £'(2)) = 0
La siguiente proposicién es probada en [3] (Prop.11.2.2)

ProPOSICION A.9. Sea f : S! — S un homeomorfismo que preserva orientacion con niimero de

rotacion 7(f) = § € Q, entonces existen dos tipos posibles de orbitas no periodicas para f:

(a) Si f tiene exactamente una orbita periodica, entonces cada uno de los otros puntos es
heteroclinico bajo f9 a dos puntos sobre la orbita periodica. Estos puntos son diferentes

si el periodo es mayor que 1.
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(b) Si f tiene mds de una orbita periddica, entonces cada punto no periodico es heteroclinico

bajo f a dos puntos sobre diferentes orbitas periodicas.

Recordemos también que si (X, d) es un espacio métricoy f : X — X es continua, entonces

dado x € X definimos el conjunto w-limite de x como
we(x) :={y € X : dn; — oo tal que f"(x) — y}.
De aqui se tiene que siy € ws(x), entonces orb(y) € wy(x).

Combinando estas observaciones y resultados anteriores, tenemos lo siguiente.

CoroLARIO A.10. Si f € Homeo™(S") y 7(f) = § € Q, entonces para todo x € S! existe y, € S!
tal que orb(yy) es periddica y orb(y) C ws(x).

DEMOSTRACION. Si x es un punto periddico, entonces orb(x) C ws(x). De otra manera si x en un
punto no periddico, se tiene por la proposicion anterior en ambos casos (1) y (2), existe y € X tal
que orb(y) es periddica y

Tim d((f)' (0, (F)' () = 0.
Como y es g-periddica entonces f(y) =y, por lo tanto

Tim d((£7)"(),y) = 0.

De ahi que y € wy(x) y por tanto orb(y) € w(x).

3. Funciones convexas

Una funcién f : R" — R se dice convexa si
Jx+ (1 = Dy) < Af(0) + A = Df(y)
paratodox,ye R"y0 <A< 1.
Para xo € R" la subderivada de f en x, es el conjunto
0f(x0) == {p € R"|f(x) = p(x = x0) + f(x0)}
y sus elementos son llamados subderivadas de f en x.

Por otro lado, una funcién afin W(x) := Hx+c con H : R" — R lineal, ¢ € R constante se llama
mapa afin soporte de f en xy si f(x) > ¥(x) para todo x € R"y f(xp) = ¥(xp).

Lema A.11. Existe una correspondencia 1-1 entre subderivadas de f en xy y los mapas afin

soportes de f en x.
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Dada f : R" — R convexa, p € R”. Un conjunto S C R" es llamado dominio soporte si es de
la forma S := {x € R"|f(x) = p(x — xo) + f(x0)}.

Prorosicion A.12.

(a) df(x) # 0 para cada x en el dominio de f.
(b) Una funcion convexa finita es continua y diferenciable casi en todas partes segiin Lebesgue.

(c) Si df(x) = {p} entonces f es diferenciable en x y f'(x) = p.

Dada una funcién convexa f : R" — R, el dual convexo de f es la funcién f* : R” — R U oo
definida por

3.1) F1(p) 1= mix [p() = £(0)]
Proposicion A.13. Si f: R" — R es convexa, entonces se tiene

(1) f* es convexo,

(i1) Si fy f* son superlineales, entonces (f*)* = f.
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