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Resumen

En esta tesis introducimos la teoria basica de formas diferenciales y discuti-
mos algunas aplicaciones de esta teoria en el contexto de relatividad general.
En el capitulo 1 introducimos el algebra exterior de Grassmann basandose
en el espacio tangente T, M de una variedad M diferenciable de dimM = n,
(pero nuestro andlisis es valido si T, M se reemplaza por un espacio vectorial
real F, dimFE = n). También en el mismo capitulo introducimos el operador
de Hodge, la operacion producto interior y sus propiedades bésicas.

En el capitulo 2 introducimos campos de formas diferenciales definidos sobre
una variedad M suave, con dimM = n. Nuestro enfoque de este capitulo es
la introduccién del operador derivada exterior d y el operador co-derivada df
y sus propiedades basicas. También conectamos los operadores V., Vx del
analisis vectorial con los operadores d, dx y el operador de Hodge.

El capitulo 3 es dedicado a aplicaciones elementales de la teoria de formas
diferenciales. Como primera aplicacién en la seccién (3.1) formulamos las
ecuaciones de Maxwell en el lenguaje de formas diferenciales, tomando como
fondo el espacio tiempo de Minkowski. En las secciones (3.2) y (3.3) intro-

ducimos las formas de conexion y derivamos las ecuaciones de estructura de



CONTENIDO

Cartdn. En la seccién (3.4) discutimos soluciones de las ecuaciones de Cartén
con enfasis particular en soluciones de dichas ecuaciones con la conexion de
Levi-Civita. En la seccién (3.5) usado el andlisis de la seccién anterior,
evaluamos la curvatura de una familia de métricas estaticas y esféricamente
simétricas. Como una aplicacién de estas féormulas resolvemos las ecuaciones
de Einstein en el vacio para una métrica con simétria esférica y derivamos
la solucién de Schwarzchild. En la seccién (3.6) formulamos las ecuaciones
de Einstein-Maxwell y bajo la suposicion de estaticidad y simetria esférica,
resolvemos el sistema acoplado y llegamos a la solucién Reissner-Nordstrom.
En el apéndice 1, se encuentran algunas demostraciones de los teoremas y

algunas definiciones que usamos a lo largo de esta tesis.



Capitulo 1

Introduccion

1.1 Introduccién al algebra tensorial.

Empezamos con una introduccién a las nociones basicas que seran necesarias
mas adelante en el desarrollo de esta tesis. Aun podriamos empezar con un
espacio vectorial real E, dimFE = n < oo, para concretizar tomamos E como

el espacio tangente de una variedad.

Sea M una variedad de clase C° de dimensién n y sea x € M. Denotamos
de aqui en adelante con T, M y 1M los respectivos espacios tangente y

cotangente y recordamos que
dimT, M = dimT; M = n. (1.1)

Un tensor T' de tipo (r,p), es decir un tensor de orden contravariante r y

de orden covariante p, r = 0,1,... p =0,1,... en x € M, es un mapa



CAPITULO 1. INTRODUCCION

multilineal:

T:Ty(M)xT;(M)x ... xTy(M)xT,(M)...xT,(M)— R. (1.2)
I veces p veces

Denotamos el conjunto de todos los tensores tipo (r,p) en z como:
M, (r,p) = {T'|Tes un tensor de tipo (r,p)} (1.3)
ysi Ty, Ty € M,(r,p) y a € R, el mapa:
Ty+ady:TyM < ... xTyMxT,Mx...xT,M — R
(Ty + aTy) (W', &2, . W Xy, Xp) = Th(wh WP W X, X))
+aTy(wh w? . W Xy, X)) (1.4)
esta bien definido y se sigue que M, (r,p) para cadar =0,1,... p=0,1,...

son espacios vectoriales reales.
El producto tensorial ® es una operacién definida por:
® : My (r,p) x Mo (r',p') — My(r +7",p+p') : (T, T2) — T1 @ Ty,
en donde:
Ty RTy:Th(M) X ... xTi(M)xTpy(M)x...xT,(M)— R (1.5)
(W LW X X)) — (L@ T) (W 0™ X X )

_ 1 r r+1 r+r’
—Tl(w,...,w,Xl,...,Xp)TQ(w N Y ,Xp+1,...,Xp+p/),

tal mapa esta bien definido y es multilineal. El producto tensorial ® satisface:

7' (ThwTs) = (T @T) ® T, (1.6)
@ (Th+T3)=(ThT)+ (Th @ T3), (1.7)
(Th+T3) T = (To®T)) + (Ts @ Ty), (1.8)
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CAPITULO 1. INTRODUCCION

notese que en (1.7) y (1.8) Ty y T5 son tensores del mismo tipo y mencionamos

en general que:
T'RT, # Ty, RT). (1.9)
Sean Xy, Xy € T, (M), entonces definimos X; ® X3 a través de:
X1 @ Xy : Th (M) x TH (M) = R: (w',w?) — (X1 ® Xa)(w',w?)
= X1 () Xa(w?) = (W', X1 ) (W, X2) (1.10)
y las propiedades del par natural <,>' implican que X; ® X, € M,(2,0).
Similarmente para w!, w® € T*(M) tenemos:
W@ w?  Ty(M) x Tp(M) — R: (X1, X3) = w' ®@w? (X, Xy)
— <w1,X1> <w2,X2> (1.11)
yw' ®@w? € M,(0,2). Finalmente si X; € T,(M) y w' € T*(M) entonces:
Xi@w THM)xT,(M) = R: (w,X) — X; @w'(w, X)
X1 @ w'(w, X) = (w, X1) (', X) (1.12)
y se sigue también que X; @ w' € M,(1,1).
Estas consideraciones nos permiten ver elementos de T,,(M) y T:(M) de una

manera diferente pero complementaria: cada X € T, (M) define un elemento

de M,(1,0) como:

X:T:(M)—-R:w— X(w)=(w,X) (1.13)

!Sea E un espacio vectorial arbitrario con dimE =n < coy E* = {f|f : E — R, lineal}
su dual, entonces para cada f € E* elmapa f: E — R: X — f(X) = (f, X), satisface:
a)(f, X1+ Xo) = (f, X1) +(f, X2), B)(fi+ [2,X) = (f1, X) + (f2, X).

9
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y similarmente para cada w € T;(M) se define un elemento de M,(0,1) a

través de:
w:T,(M)—>R: X - wlX)={(wX). (1.14)

Debido a que M,(r,p) r=0,1,...,p=0,1,... son espacios vectoriales, sera
conveniente construir bases para estos espacios. Para hacer esto comenzamos

con {ey,...,e,} una base arbitraria de T,,(M) y definimos:
e Ty(M)— R:ej —e'(e;) = (e ej) = 5ij h,j=1,...,n (1.15)

y las extendemos sobre elementos arbitrarios por linealidad. Puede verificarse
que {e',...,e"} son elementos de T (M) y ademds es una base de T*(M) .

De aqui en adelante las bases ? {e!,... e"} y {ei,...,e,} que cumplen:
(€', e;) =0 i,j=1,...,n, (1.16)

son referidas como un par de bases duales.

Tomando el producto tensorial:
e, ® ey, €1 @2 e ®e?, iy,iy €{1,...,n} (1.17)
generamos elementos de M,(2,0), M,(0,2) y M,(1,1) y por extensién:

e, ®ep®...Qe, @@ ... @ iy, i1, €{1,...,n}(1.18)

2Las bases {e1,...,en} v {el,...,e"} son arbitrarias, pero como vemos en
el capitulo 2, para cada (U,¢) carta de M define un par de bases preferidas
{%, ce %} y {dz',... dz"} y la demostracién de esta propiedad se puede revisar

en [1]. Nuestro anélisis es general e independiente del par de bases duales.
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CAPITULO 1. INTRODUCCION

define elementos de M, (r,p) . La coleccién de estos tensores elementales
forman una base del espacio M, (r,p) como muestra el siguiente teorema.
Teorema 1.1 : Sean {e;,...,e,} v {e!,...,e"} un par de bases duales para
T.(M) y TX(M), entonces:

«) El conjunto:
B(r,p) ={e; ®e, ®...0¢, @' @...Qe"| i1,... 00 J1,---,p €{1,...,n}}

es una base de M,(r,p).
B) dimM,(r, p) = n"*?.

Demostracién: ( ver el apéndice).

1.2 La nocion de Formas Diferenciales

Con la ayuda de los espacios vectoriales M (0, p) introducimos la nocién de
p-formas.
Definicién 1.2: Una p-forma es cualquier w € M(0,p), la cual es comple-

tamente antisimétrica, es decir:

w:T,M X ToM x Ty,M ox . x Ty,M — R: Xy, Xo, ., X, — w (X1, .., X))
p-veces
W(Xl,...Xi,...,Xj,...,Xp):—u)(Xl,...Xj,...,XZ',...,Xp)

Vi,j=1,...,p. (1.19)

Denotamos por A? el espacio de p-formas y sean wy,ws € A? vy a3, a9 € R,

entonces: ajw; + aswy € AP lo cual verifica que A? es un espacio vectorial

11
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real. Es consistente y permisible para p = 0 tomar: A2 = R (la linea recta),
mientras que la definicién (1.19) implica que A2 = {0} si (p > n).

Nuestra primera tarea es dar una construccién de los espacios A2, 0 < p < n.
Para esto sea el grupo de permutaciones S, del conjunto {1,2,...,p}, en

donde recordamos que una permutacion ¢ es una biyeccion:
o:{L,2,....p} = {L,2,...;p}:i—o0o(i), i=1,...,n.
y frecuentemente se representara tal o como:

0(1,2,...,p)=0(1),0(2),...,0(p). (1.20)
El grupo S, contiene p! distintos elementos y el signo de ¢ € S, se define
como:

1 o = permutacion par.
sgn(o) =
—1 o = permutacién impar.

Para cada o € S, el mapa:

oc:T,MxT,MxT,Mx...xT,M-—TMxT,MxT,Mx... xT,M

(X1, Xy, ..., X)) — 5 (X1, X, ..., X,) = (Xa(l),XU(g),...,Xg(p)) (1.21)
esta bien definido y V T € M,(0, p), sea la composicién:

cl'=Toog:T,MxT,MxT,Mx...xT,M—R
(Xl,XQ,...,Xp) —>O'T(X1,X2,...,Xp):

—(To5)(Xy,...,X,)=T (Xg(l), Xo2), - ,XU(,,)) , o (1.22)

12
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de la que se sigue 0T € M,(0,p). Usando el mapa T definimos el operador

de antisimetrizacién A como:

M,(0,p) — M,(0,p) : T — AT,
1

> sgno (o7) Z sgno (T oa) (1.23)
p! oES, ! oES,

AT =

y de acuerdo con (1.22) tenemos:

1 -
AT(Xl, XQ,..., Xp):H Z sgno (TOO') (Xl, XQ, ceey Xp)
toeSy
1
= H Z sgno T(Xg(l), Xg(g),...,XU(p)>. (1.24)
toeSy

Afirmamos que si AT # 0 entonces AT es totalmente antisimétrico, es decir

AT € AP, Tenemos VT € S, y V Xy,..., X, € T, M:

TAT(Xl,...,Xp) = (ATO%)(Xl,,Xp)

= AT (X, ), ..., X)) = AT (Y1, ...,Y,)
1 1

=— ) (sgno)oT(Vr,....Y,) = — > (sgno) T (Yo, - -, Vo)
p: o€Sp T oeSy
1
= — Z sgna 7o(1) - ,X.m(p)) = - Z (sgno) (T o U)T(Xl, s 7va)
’ UGS T oES)
1
= (sgut)— > (sgn(roo)) (too)T(Xy,...,X,) = (sgnr)AT(X4,. .., X,),
T oEeSy
de esta relacion concluimos:
TAT = (sgnr)AT. (1.25)

Tomando 7 € S, como:

T(Xl,...,Xi,...,Xj,...,Xp>:(Xl,...,Xj,...,Xi,...,Xp>,
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se sigue de (1.25) que AT € AP segun la definicién (1.2).
Para ver que hace el operador A consideramos un ejemplo:
Ejemplo 1.2.1: Sean T' € M,(0,3) v {X1, X5, X3} € T,(M), usando la

definicién (1.24) tenemos:

1
AT(X1, X5, X3) = — Y (sgno)oT (X, Xa, X3)

|
3! og€ES3

(sgno)T(Xo(1), Xo2), Xoe))

oES3

1
]

1
= g[T(Xb X5, X3) — T'(Xo, X1, X3) + T(Xs, X5, X7)

—T (X3, X2, X1) + T(X3, X1, Xo) — T(X1, X3, X5)], (1.26)

en donde se ve concretamente que el lado derecho es totalmente antisimétrico.
Notamos también que si T es simétrico respecto a dos de sus entradas, en-
tonces AT = 0.

Discutimos enseguida algunas propiedades del operador A.

Lema 1.2.1 : Sean w € M(0,p), vy n € M(0,q)., entonces:
Al(Aw) @] = Alw®n) = A(w ® An). (1.27)
Demostraciéon: Serd suficiente mostrar:
Al(Aw) @ n] = Alw @), (1.28)

la demostracién de Alw® (An)] = A(w®mn) se sigue del mismo razonamiento.

Por definicién de A tenemos:

@, (1.29)

T o’eSy

(Aw)®n = [1' > sgno’(0'w)

14
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entonces:
1
Al(Aw) @ n] = (sgno)o sgno’ (o'w) @ n (1.30)
(p+Q)!g.g;p+q p' U;gp
Por otra parte:
Alw®n) = > sgnoo(w®@mn). (1.31)

|
(p + q)' 0ESptq

Queremos mostrar que (1.30) y (1.31) son iguales, para esto notamos que

cada o’ € S, define un elemento ¢’ € S,;, como:
o (1,2,....p,p+1,....p+k)=0"(1),0'(2),....,0'(p),p+1,...,p+ ¢1.32)

y son p! distintas permutaciones ¢’ en S,i,. Denotamos por §p+q las p!
permutaciones de S,;, de la forma (1.32) y sean (Xj,...,X,4,) vectores

arbitrarios, entonces:

[(0'w) @n|(X1,..., Xpiq) = (wWo o) ( Xu, ..o, Xp)n(Xpi, -+ oy Xpig)

= w(Xor), -, Xorp))1(Xpi1s - - Xpag)

=0 (wan)(Xi,. .., Xprqe)- (1.33)
Debido a que sgno’ = sgng’ la suma (1.30) toma la forma:

1

Al(Aw) @ n] = > sgnoo | — > sgno’é’(w@mn)
<p + Q)' 0E€Sp+q ! U’€§p+q
sgno sgno’o (6 (w @ 7))
(p +q)! S; SZ+
~/ 1 ~/
Y s Al e ) = 1 3 (nd A 8 1) = Al @)
Sp+q ‘ §p+q

15
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donde para pasar de la penultima a la ultima igualdad hemos hecho uso del

siguiente lema:

Lema 1.2.2: VT € M,(0,p) y V 0 € S,, entonces:
A(oT) = sgno(AT). (1.34)
Demostracién: Sean {X7,..., X, } vectores arbitrarios, entonces:
A(eT)(X1,..., X,) = AT ( X0y, - Xo)) = 0 AT (X4, ..., X,), (1.35)

entonces A(cT) = 0 AT y de la relacion (1.25) se verifica (1.34).
Como una consecuencia de las proposiciones anteriores, sean {ey,...,e,}y
{e',...,€e"} un par de bases duales arbitrarias y sea a« = AT, entonces:

1
a(ears---s€a,) = AT (ea,, ..., €q,) = <' Z sgno O'T) (Eays---€a,)

T oeSy

1
= —' Z sgno T(ea0(1)7 ce ’60‘0(17)>

T oeSy
1
= Z Sgno T, ). app (1.36)
T oeS,
la cual implica que las componentes a(eq,,...,€q,) son totalmente anti-

simétricas y son obtenidas antisimetrizando las componentes T, ,, de T.

1.3 El producto cuna

En esta seccion introducimos la operacion de producto cuna denotado por A

la cual es andloga a la operacién ® que definimos en (1.5).

16
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Empezamos con A2 y Al 0<p<n, 0<q<n,sea

A AP X AL — AP (w ) — w A7

= > sgnoo(w®mn).
p-a: 0E€Sp+q

Si(Xy,...,X,4,) son vectores, se sigue que:

@AKo X = LI sy,

plq!

=—— > sen(o)w (Xowy - Xog) 1 (Ko@), -

lg!
p-a TESp+q

y de esta expresion se ve que: w An € APTI,

(1.37)

(1.38)

7XU(P+‘1))

Proposicion 1.3.1 : Paraw € A2, ne€ AL y 0 € A", el producto cuna A

satisface:
a)wAn=(=1)"nAw,
B)(wAn)ANO=wA(nAb),

Y) WA (M +nm2) =w AN+ w A,

0) (Wi +we) An=wi An+ws An,

€) alwAn) =wA (an) = (aw) An, Va € R.

(1.39)
(1.40)
(1.41)
(1.42)

(1.43)

Demostracién: Para demostrar el inciso «), consideremos la permutacién

particular:

0-(1727"‘7p7“‘7p+q):(q+17"'7q+p71727"’7Q)7

17
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y tal o satisface:

NRw=0cw®n) =(wan)oa. (1.45)

Para verificar esta propiedad calculamos:

(w ®7]> o 5'<X1, C. ,Xp+q) = (w ®T])(XJ(1), - ,Xg(p+q))
(w®77)(Xq+17--~7Xq+an17--~an> :W(Xqul’--~7Xq+p)77(Xla---an>

= (77 ® w)(Xlﬁ SR >Xp+q)a

lo cual comprueba (1.45). Usando (1.45) tenemos:

P+aq)! 1
nAw= sgnT) T(n @ w
p!q! (p+q)!fe§+q( I )

_ p'lq' ; (sgnT) (sgno) (sgno) 7(o(w @ n))
— jj;n; ; (sgnt) (sgno) (1o o)(w®@n)
= sgno (pp?_qq!)!A(w ®n) = (=1)"(wAn),

en donde hemos usado la propiedad: sgno = (—1)P4, por tanto n A w =
(=1)P(w Am).

Para demostrar el inciso (), empezamos con:

(p+q)
p! q!
(p+q)! (p+q+m)

B Mq!(p+®!mVMAw@mw®m’

(wAn) =

Alw®n) = (wAn)Nb

pero por el lema (1.2.1) se tiene:

(p+q+m)

(WAmAl= p! ¢! m!

Alwen®0). (1.46)

18
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Usando el mismo razonamiento, calculamos :

(g+m)(p+q+m)!

wA(nAb) = ol o () Alw® A(n®0))
— WA(w@n@H), (1.47)
entonces de (1.46) y (1.47), se tiene
(WA ANO=wA(nAB), (1.48)

lo cual demuestra el inciso ().

La demostracién de los incisos ) — €) son consecuencias inmediatas de la
definicién (1.38).

Comentario: Notese que la asociatividad de A implica que expresiones

como: a AJF Ay AJ...esten bien definidas.

1.4 Algunas propiedades basicas de formas.

En esta seccion derivarémos algunas propiedades basicas de formas y para
estas derivaciones primero recordamos que si A = (a’ ;) es una matriz n X n

entonces el determinante detA = det[a’ ;] se puede representar como:

detA = > (Sgna)aa(lfag(? =

n
oeSy

= > (Sgna)alg(l)Oz?UQ) ey = (detAT). (1.49)

gES)

Proposicion 1.4.1: Tenemos las siguientes propiedades:

1) Sean {ey,...,e,} y {e',...,e"} un par de bases duales, entonces:
AN EOy el AL N e, .. e,) =1 (1.50)

19
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2) Sean (w',...,w"), (7',...,7%) Iformas y w' = a';77, i =1,... k, j =
1,...,k entonces:

wl/\.../\wk:det[aij}Tl/\.../\Tk. (1.51)
3) Sean w una k-forma y sean (uq, ..., uy), (v1,...,vx) vectores con u; = b"’jvk
entonces:

wlug, ..., up) = det[b"Jw (v, ..., vp). (1.52)
4) Sean a',...,a* 1-formas, entonces a' A ... Aa* # 0 siy sélo sial,..., a*

son linealmente independientes.
5) Sea a # 0 una 1-forma y sea w una k-forma, entonces a A w = 0 si y sélo
siw=aAT con 7 una (k-1)-forma.

Demostracién: Para la demostracién de 1), de la asociatividad de A ten-

emos:
. (14 1) " "
et AL NET = TIET A(61®...®e):;(sgna)a(é@...@e),
' AL nE e, en) = Z sgno(e! ® ... ® e")(€x(1), - - -5 €a(n))
O'ESn
= > sgno(e'es) . .- (€"qm)) = detle’(e))] = det[< €, ¢; >] = det[d!] =1
O'ESTL
= A A e, e =1 = el AL AT £, (1.53)

en la cuarta igualdad hemos usado la definicién (1.49).
Usando nuevamente (1.49) notamos que:

detle’(e;)] = > sgno(e'eqm)) ... (€"eom) = D sgno(e?Wey) ... (e7Me,)

oc€Sh 0ESK

= > sgno(e’M @ .. @ e ™) (e, ..., e,), (1.54)

gESy

20



CAPITULO 1. INTRODUCCION

por tanto tambien se demuestra la siguiente representacion tutil:

A ne =Y sgno(eW @ @e ™), (1.55)

UESn

2) Para demostrar (1.51) usamos otra vez la asociatividad de A:

W' AN (g, ug) = Y (sgno)o (W @ . @ wF) (ugs L )

oc€Sk
=Y sgno(w!' ®@ ... @ W) (Uery,s s Uo) = Y (3g00)w! (Up(1)) - - WF (Uor))
o€Sy oSy,
= det[w’ (uy,)] = det[al 7 (ug)] = det[a}]det[r7 (u)]

— det[az] Z sgna(rlug(l)) o (Tkuo-(k)) =
UESk

= det[a}] > (sgno)o (7’1 ®...Q0 Tk> (ug,...,ug) =
oESk
= det[a}]T' AL A (U, . ug) = WAL AW = detfa’;J7' AL A 7*(1.56)

3) Para demostrar (1.52) primero evaluamos w sobre k-vectores (uq, ..., uy):
K K
wlug, ... up) = w(@™ g, ..., o) =ad" ad? wlvg, . o)
=[a",...d" psgnolw(vy, ..., v) = det[af]w(vl, ey UR), (1.57)

en donde pasamos a la segunda igualdad usando la hipdtesis y al pasar a

la tercera igualdad hemos usado las propiedades basicas de formas: 7w =

(sgn7)w.
4) =) Suponemos que a',...,a" son linealmente dependientes, es decir:
@/ = bia' + ... + b_a**!, entonces se sigue de las propiedades de A:
a'N...ANa*=0.
<) Por otra parte sea que a', ..., a* son linealmente independientes y for-
mamos la n-forma:

a' Ao oNd"ANGTEN NG, (1.58)
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en donde {a', ..., a"} son linealmente independientes, entonces (1.58) es base

de A"(F),

a' A ANAENGTEN NG an, . a,) = (@A B)(ay, .. an)

@ B
1
- k'(n—k)'gs: sgno @ B(ag(1), - -, Ao(n))
:oz(al,...,ak)ﬁ(ak+1,...,an) 7é0 (159)

S)Siw=aAT=aANw=alaANT)=(aNa) AT =0.

Suponemos ahora que a A w = 0, como a # 0 elegimos a?,...,a" tal que

a,a’,...,a" es una base de E*

w e Ak(E), w = wil,,,ika“ AN i <<

aNw=al (wilmikail A...Na*) = Wiy i@ N al AL A A

=siaANw=0, w= wilmika“ = Wiy i, @ N At AL NG

=aAfB, [es(k—1)—forma. (1.60)
El siguiente teorema, es andlogo al teorema (1.1), para el caso de los espacios
vectoriales AP, 0 < p <n.

Teorema 1.4.1: Sea {e',¢? ..., ¢"} una base de T M, entonces:

«) el conjunto:
BIAZ) = {e" A€ AL APl <y <y <. <y <) (1.61)

es una base para A?.

) Para cada p tenemos:

|
dimA? = <n> =" o<p<n, (1.62)
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en donde (Z) es el numero de combinaciones de p elementos tomados de n
objetos distintos, sin repeticion.

Demostracion: Para mostrar que el conjunto:
BIAP] ={e" AL A€ 1<y <ig < ... <i, <n}, (1.63)

constituye una base para A2, 0 < p < n, consideramos una combinacién

lineal de los elementos de B(A?):

ocz-lmipe“ A...Ne",  con Wiy €R y 1<ii<is<...<ip<n. 3
y asumimos que:
@y i€ AL ANEP =0€ AP, (1.64)
mostrarémos que esta condicion implica:
i, =0€R V1I<ip<ig<...<i,<mn.

Para esto se actua ambos lados de (1.64) con el elemento:

(Cars---s€a,), 1<ar<ap<...<ap<n,
en donde {ey,...,e,} es una base dual de {e',... e"}. De (1.64) se sigue:
ail.,,ipe“ A NeP(eqy,. .. ,€a,) = 0, (1.65)

3Notese que tal combinacién, por ejemplo para n = 4 y A3 tiene la forma:

oz12361 ANeZAed + oz134£e1 Aed et + oz124el ANe? net 4+ 0423462 AedAet,
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expresando los productos A en terminos de productos tensoriales ® y recor-

dando la propiedad: ¢'(e;) = (¢’, ;) = ¢*;, se sigue de (1.65) que:
Qayoa, =0, 1<y <o <...<aq,<mn,

lo cual comprueba la independencia lineal de los elementos de B[A?].

Para completar el teorema, se mostrara que cualquier elemento de A?, 0 <
p < n, se puede escribir como combinacién lineal de los elementos de B[AZ].
Para esto sea a € A2. Debido a que A® es un subespacio de M (0, p), entonces

a admite la expansion:

i i

a=a;. " Q...0e", a;._,=ale,. .., e,), (1.66)
donde los indices en las sumatorias corren en {1,...,n}. Recordamos de
relacién (1.36) que los a(e;,, ..., e;,) son totalmente antisimétricos.

Aplicando el operador A recordando que Aa = a tenemos:

a=Aa = A[ailmipeil ®...®0c"] = ailmipA[eil ®...® "]

1 ; . 1 i i
= Ha(eim cee 7€ip)€ PAL..ANe?P = ﬁail-nipe LA ... Ner. (167)
Los p indices i1, . . ., i, en (1.67) siguen corriendo sobre el intervalo {1, ...,n}.

Sin embargo como los elementos (e A ... A e’) son completamente anti-

simétricos, (1.67) es cero si algin elemento: iy,...,1, se repite. Si o € Sy,
entonces:
aleiy, .. e )t A ANeT =alei, ), € ,)e D A L A e ® (1.68)

esto porque a(e;, ;.- €i ) ¥ el A ... A el cambian por un factor

de sgno. Pero el lado derecho de (1.67) muestra que un o € AP puede
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representarse como combinacion lineal de los elementos de B(AZ).

Como hemos comprobado B[A?] es una base de A? y el nimero de elementos
en B[A?] son todas las posibles combinaciones e A ... Ae? 1 < i) <iy <
... <i, <ndelos n elementos de la base {e!,...,e"} y este nimero es (Z)

Comentarios: Expresién (1.67), es decir:

o= Eailmipeil A Ne®, Qiyiy = €, €4,), (1.69)

da una representacién de a € A2 en términos de los elementos €' A... A€’ en
B[A?], las sumatorias corren sobre los n indices mientras el término p! toma
en cuenta los valores repetidos. Notar que hay otra manera més conveniente
para representar o € AP la cual evita el factor p!. Representamos o como:

o= Oéil__,‘peil A Ner, 1<iy <ig<...<i, <n. (1.70)
y en esta tesis usamos ambas representaciones, pero cuando empleamos (1.70)
indicamos explicitamente el orden en que corren los indices.
Para aclerar la naturaleza de la representacién (1.70), sea dimT, (M) =4y
sea {e!,... e’} una base de T*(M), entonces:
B[A2] = {e' At et Aed et nete? ned e AeteP Aet),
B[A2] ={e'netne’ et AeP Aet et Ae? Aet e Aed et}
se sigue que a € A% y 3 € A3 se representan como:
a = appe! Ae? +aset Aed 4 aet Ae?
+a2362 Aed + 043463 Aet + 042462 A 64,
6= 512361 Ae2Aed+ 613461 Aed A et

‘|—6234€2 Aed A et + 612461 Ae2A et
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en donde a;; = afe;, e;), Biji = Blei, e, ex).

De la férmula (1.62) vemos:
dimA? = dimA”, dimAl = dimA?™!, dimA2 = dimA” 2, ...

lo cual implica que podemos establecer isomorfismos entre los espacios: (A2 A™),
(AL AP, ... Estudiarémos mds adelante un isomorfismo particular que

recibe el nombre de operador de Hodge.

1.5 El algebra exterior de Grassmann.

Atin nuestro analisis hasta este punto se basé en T, M y T M, los resultados
y demostraciones son validos si reemplazamos 7T, M por un espacio vectorial
real F, dimE =ny T;M por E* (dual de E).

La definicién de un tensor de tipo (r,p) es la misma como en (1.2) con la
unica diferencia de que T, M es reemplazado por £y T M por E*, como
consecuencia los espacios M,(r,p) y AP(E) estdan bien definidos. Debido
a esta propiedad y por generalidad continuamos el desarrollo de la teoria
basandose en un espacio vectorial real E arbitrario.

Debido a que para cualquier (£, R), dimE = n < oo, se definen naturalmente

espacios vectoriales:
AP(E), 0<p<n y A(E)={0} para p>n, (1.71)
consideramos la suma directa:

AME)=AN(EYe A (E)®...0 AN (E), (1.72)
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donde:
A(E) = {a|a =ap+aj+...+a,, a; € N(E) 0<i< n} (1.73)

Tal A(F) admite la estructura de un espacio vectorial: si o, € A(E), el

elemento:
a+ 0= (ag+ o) + (a1 + 51) + ...+ (an + Bn), (1.74)

y debido a que «; + (3;, 0 <7 <n es una i-forma, entonces: o + 3 € A(F)
y similarmente para cualquier A € Ry a € A(E) : Aa = Ay + ... + A, €
A(E). Por su definicién:

dimA(FE) = dimA°(E) + dimAY(E) + ... + dimA™(E) = 2",

Adicionalmente para a,, € AP(E) y (B, € A(E) = a, A B, € APT9, entonces
A(E) con el producto cuia A es un algebra, tal dlgebra es conocida como
el algebra exterior de formas 6 el dlgebra de Grassmann (basandose en el

espacio vectorial E).

1.6 Orientacion de espacios vectoriales.

En esta seccion discutimos la nocién de orientacion de un espacio vectorial
real F.

Una base {ej, e, ...,e,} de E es ordenada cuando el orden de sus elementos
es tomado en cuenta. Por ejemplo si {ey,es,...,¢€,} es una base de F, en-
tonces sabemos que {eg, €1, ..., e,} tambien es una base, pero en el contexto

de base ordenada {ey,es,...,e,} # {ea,€1,...,€,}.

27



CAPITULO 1. INTRODUCCION

Denotamos el conjunto de todas las bases ordenadas de £ como:
A(E) ={d = (uy,...,u,)| (ug,...,u,) es base ordenada.}

en donde frecuentemente por conveniencia tipografica se denota una base de
L
E como: W = (ug,...,uy,).
Sea a = a'; (= ay) una matriz (n x n) no singular con entradas reales. Tal
a actia sobre W de la siguiente manera:
= =/ -/ / / r__ ] <.
va=u, uw ={u},....,u,}, w=a u; i,5=1,....,n. (L.75)
. . ! .
y como es bien conocido W' es otra base de E. Los conjuntos:

T, (E) C A(E)x A(E) y T_(E)C A(E) x A(E)

COn:

T~T'si @ya el (B) (1.76)

V~V'si Vyv' el (B). (1.77)
Sea W € A(FE) y sea p, [@] la clase de equivalencia:
py W] ={u’' € A(F) | W@ ~0',= Ja, deta>0, W="u'a}. (1.78)
y similarmente p_[V]:
pu[V={vV' € A(E) | Vv ~¥V',=3a, deta<0, Vv =7V'a}. (1.79)
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A través de o [W] y p_[V] introducimos la orientacién de E.

Definiciéon 1.6.1 : Una orientacion de E es la selecciéon de una clase de
equivalencia pu[W] 6 p_[V], si eligimos pu[W] decimos que (E, uy [@]) es
orientado positivo ¢ bien si consideramos el par (E, u_[V]) decimos que F
es orientado negativo.

Sean W = {uy,...,u,}t y W = {wy,...,w,} € pu [W], entonces existe una

matriz a = a’; con det(a’;) > 0 tal que @ = Wa. Por otro lado las n-formas:
u=u' AN AU, w=w AP AL AW,

son distintas de cero y debido que dimA™(FE) = 1, entonces existe A # 0 tal

que u = Aw, la cual implica:

(u' AuEA AU (U, ) (1.80)

= AMw' AL oAwW) (ug, ) (1.81)
y debido a la propiedad (1.50) tenemos:

(W' AU (u, ) = 1, (1.82)
mientras:

wr AW AL /\wn(uh . ,Un) = [det(a_l)ij] )

por tanto:
1= Xdet (a™")';) = A >0.

Esta propiedad de las n-formas u = u! A ... Au" y w = w! A ... A w" nos

lleva a introducir otra manera de orientar el espacio E basandose en A"(E).
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Introducimos:

Qp ={(o, B)la=A B, A >0},

O_ = {(a, )’ =X B, N <0}. (1.83)

y se puede verificar que €2, 2_ definen una relaciéon de equivalencia sobre

A"(E). Sea a € A"(FE) y sea 4 |a] la clase de equivalencia:
uilo] = {8 € A"(E)|B = ha, A >0},

Sea W = (uy,...,u,)es una base de F'y suponemos : a(W) = a(uy, ..., u,) >
0, entonces decimos que U es base positivamente orientada de E. Notamos
que si o € p[a] también implica que o/ (W) = Aa(W) > 0 entonces la con-
clusién que W es una base positivamente orientada depende sélo de py[a].

Sean (W, W) dos bases de E positivamente orientadas en el sentido anterior,
es decir a(w) > 0, a(w) > 0. Sin pérdida de generalidad podemos usar
u' A...Au" como una base de A"(E), entonces: a = pful A AU, pu# 0.

Por otro lado:

(W) = pPut A AU (wy, L wy,)

= 2oy oat ut A AU (U, )
=p > sgn(o)ai”“fozi"%) al AL A u(ug, .., Up)
oES)
= pi*det(a’;) > 0. (1.84)

Lo que verifica que det(ca ;) > 0y por tanto la orientacién inducida sobre F
por iy [a] es la misma que se espacificé con la clase de equivalencia u [W].

Entonces existen dos maneras equivalentes de orientar un espacio vectorial
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E: Especificando una clase de equivalencia de bases pu, [@] 6 especificando

una clase de equivalencia py[a] de elementos en A"(E).

1.7 El concepto de métrica.

En esta seccién se introducird la nocion de métrica g definida sobre un espacio
vectorial real E y se estudiaran algunas de sus propiedades bésicas.

Definicién 1.7.1 : Una métrica en E si g es un mapa:
g:ExE—R:(X,Y)—g(X,)Y),

la cual satisface las propiedades siguientes : V X, Y, Z W € F

«) g es bilineal: g(X +Y, Z4+W) =g(X,2)+g(X, W)+ g(Y,Z)+ g(Y, W),
B) g es simétrica: g(X,Y) = g(Y, X),

7) g es no degenerada: Si existe Y € E tal que VX € F ¢g(X,Y)=0=
Y =0.

Senalamos que un producto interno g en F es también un mapa:
g:ExE—R:(X,)Y)—g(X,)Y) (1.85)
que satisface ) y 3) pero en lugar de ) se tiene:
VXeFE gX,X)>0, g X, X) =0 X=0€ E. (1.86)

Como una consecuencia de esta propiedad un producto interno ¢ es una
métrica pero no podemos concluir que cada métrica g es producto interno,

debido a que las propiedades «) — 7) no imponen ninguna restriccién sobre
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el signo de g(X, X).

Las propiedades «),3) y 7) de una métrica g nos permiten establecer un
numero de teoremas importantes y comenzamos con el siguiente teorema.
Teorema 1.7.1: Sea ¢ una métrica sobre FE, entonces existe una base

{uy,...,u,} llamada base ortonormal, tal que:
g(uj,uj) = £6;, Vi,j=1,....n.

Demostracién: Primero mostrarémos que existe u; # 0 tal que g(uq, uy) #
0. Supongamos que no es el caso es decir g(u,u) = 0 para cada u € E.

Consideremos:
gluy +w,ug +w) =0, weE, uy#0
y notamos que como consecuencia de bilinealidad:

g(ur +w,uy +w) = g(ur,uy) + g(w, w) + 2g(ur, w) =0

= g(u,w) =0 Yw € E,

pero de esta relacion y debido a que g no es degenerada concluimos que u; = 0
lo cual es una contradiccién y entonces existe un @; # 0 tal que g(uy, @) # 0.
Usando tal @; considerémos el conjunto: S = {u € FE | g(uy,u) = 0}, el cual
es un subespacio S de E y sea ademds el subespacio: R = {a @ | @ € R},
dimR = 1. Notamos que SN R = {0} y ademéds : E = R+ S = Vz e
E: x=au + 5.

Consideramos la restriccion de g sobre S y afirmamos que g no es degenerada

sobre S. Para mostrarlo supongamos que no es el caso, es decir existe x €
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S, x#0 tal que g(x,y) =0 Vy € S. Por otro lado para cada u € E:

g(u, ) = glaty + B,x) = ag(ty, r) + g(B,2) =0 (1.87)

y como ¢ no es degenerada en F' y g(u,z) =0 V u € E, concluimos que
x = 0 lo cual es una contradiccién. Entonces existe un u, € S tal que
g(tg, Uz) # 0y g(t1,tz) = 0.

Continuamos este proceso considerando los subespacios: S = {ulg(u, ) =
g(u,ty) = 0} y Ry = {aqty + astis|(aq,a2) € R} y como el caso anterior
tenemos: E = Ry + Sy Ry NS = {0}

Restringimos nuevamente g sobre S y afirmamos que g es no degenerada en S.
Para cada u € F tenemos la descomposicion: u = aqu; +asus+ 0 con 3 € S

y ademas:
g(u,x) :alg(al,x)—i—ozgg(az,x)—l—g(ﬁ,x) :07 (188)

entonces x = 0, lo cual es una contradiccion y entonces existe u3 # 0 tal
que g(us,u3) # 0 vy g(t1,u3) = g(@g,u3) = 0. Continuando este proceso
establecemos la existencia de n vectores {uy, ..., u,} tal que g(@;, ;) # 0y
g(@;,u;) =0 i # j. Obviamente {4y, ..., u,} son linealmente independientes
y como dimFE =n = {ty,...,u,} es una base de E.

Enseguida construirémos una base ortonormal. Del andlisis anterior si existe

k, 0 <k <mntal que g(a;1u;) =a? >0, entonces:

wp= = g =41, i=1,... .k (1.89)
l9(, ;)]
mientras que para : i =k+1,...,n. g(a;u;) = —F% 3 # 0 entonces:
Ui
Uy = ——— = g(usu;) = —1. (1.90)
_g(uivui)
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La coleccién {uy, ..., u,} definida por (1.89) y (1.90) es una base ortonormal
de F.

Por definicién g € M(0,2), entonces g se puede representar en la forma:

g = gop V" ®v’6, Gap = 9(Va,v8), o, B=1,...,n, (1.91)

con gap las componentes de g relativas a una base {vy,...,v,} erbitraria de
E. En términos de la base ortonormal {uy, ..., u,} que acabamos de discutir
y su base dual {u!,... u"}, g admite la representacion:

g = £dup u® @ ul.

y esta representacion nos permite introducir el concepto de signatura de la
métrica.

Definicién 1.7.2: La signarura de una métrica g, es el nimero de valores
propios positivos de la matriz g,, = g(t,,,) menos el nimero de valores
propios negativos (al respecto de una base ortonormal).

Teorema 1.7.2 La signarura de una métrica g es independiente de la base
ortonormal.

Como consecuencia de este teorema hay una clasificaciéon de g respecto a la

signatura:

n, g, es de Riemman.
sgng = ¢ n—1, g es de Lorentz. (1.92)

n —k, g essemiriemmaniana.
Para una métrica de Lorentz g; hay una clasificacién natural sobre vectores

X € E: un vector X es tipo tiempo si g(X, X) < 0, tipo espacio si g(X, X) >
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0 y nulo si g(X,X) = 0. Los vectores nulos forman un doble cono en E el
cual separa los vectores tipo tiempo de los vectores tipo espacio.
Acontinuacion mostramos que una métrica g establece un isomorfismo natu-
ral entre el espacio E y su dual E*.

Teorema 1.7.3: Para cada f € E* existe un tnico a € FE, tal que f =

g( ,«a) € E*, en donde:

f=9(,0): E—=R:p— f(B)=9g(3,a) €R.

Demostracion: Para cada a € E, el mapa:

f=9(,a): E—=R:(— f(B)=g(B ) (1.93)

es un mapa lineal es decir f = g( ,a) € E*.

Sean {uy,...,u,} n-vectores linealmente independientes y sean:
fu : E—R:0B— f,(B)=9B,u), i=1,...,n. (1.94)
y afirmamos que {f,,,- .., fu,} constituye una base de E*. Para esto consid-

eramos la combinacion lineal:
0=Afu, +- -+ fu, =90, Mus + ...+ \uy), A €R, (1.95)
de esta relaciéon notamos que:
VoeE= gB,\Mu+ ...+ \u,) =0
y como ¢ es no degenerada concluimos:
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lo cual implica que {fy,,- .., fu,} son elementos linealmente independientes
de E*. Como dimE = dimE* = n entonces {fu,..., fu,} €s una base de

E* por tanto V g € E* existen: 5\1, ceey An € R tal que

~ ~

~

g:g(,5\1u1+...+)\nun):g(,a) O = MNuj + ...+ Mty

Como consecuencia de este teorema tenemos la siguiente proposicion.

Proposicién 1.7.1 : El mapa
F:E—FE:a—Fla)=yg(,a), (1.97)

es un isomorfismo.

Demostracién: Primero F es un mapa lineal: F(ua+ 3) = g( , pa+ ) =
pg( o) +g(,08) 1 € R, esto por la bilinealidad de g, ademds por la no
degeneracién de g se tiene KerF' = {a € E | F(a) = g( ,a) = 0} = {0},

por otra parte sabemos que dimFE = dimE* = n por tanto se verifica la

afirmacion.
Como una aplicacién del isomorfismo (1.97) demostrarémos que g se puede
inducir una métrica naturalmente sobre los espacios AP(E) 0 < p < n. Para

ver esto consideramos primero A°(E) = R y definimos:
g . AO(E) X AO(E) — R: (Cl,CQ> — g(Cl,Cg) = C1Cy (198)

y se puede ver facilmente que g es métrica porque cumple con propiedades
de simetria, bilinealidad y no degeneracion.

Enseguida consideramos A'(E) = E* y definimos:
g A(E) x ANE) - R: (w',w?) — g(w',o?) = g(a, B) (1.99)
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donde (o, 3) son los tinicos elementos de E que satisfacen: w! = g( ,a) y
w?=g(, ).

Mostrarémos que ¢ es una métrica sobre A'(E). Por las propiedades del
isomorfismo (1.97), se sigue que g es bilineal. Sean {ey,...,e,}y {e',... "}

un par de bases duales, entonces tenemos las expansiones:

wl = fuet wr=g’ vy a= ate,, B = ["e,,

mientras w' = g( ,a) y w? = g( , ) implican:
Ju= 9wy gu= g,
Por la definicion de g:
g(whw?) = §(fuet, gue”) = fugug(e" e”) = fug,g"  (1.100)
por otro lado
g9(a, B) = g(ae,, B%,) = o B7g(eu, €1) = ¥ B"gp  (1.101)
y debido a que §(w!,w?) = g(a, B) se tiene:

fugu @™ = "B g, (1.102)

en donde §" = g(e*,e”) son las componencias de § al respecto de la base

{et,...,e"}. Usando f, = gua0® v g = gupf® en (1.102) nos lleva a:

g#aaagwﬁﬁﬁw = o3 g = O‘aﬁﬁ@uaglﬁgw ~ gap) =0
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y como « y 3 son arbitrarios concluimos:

9ua9vsd"" = Gap- (1.103)

Queremos resolver esta ecuacion, es decir encontrar g"”, para esto sabemos
que de la no degeneracién de g, se sigue det(g,,) # 0 por lo que existe la
matriz inversa de g y sus elementos los denotamos con ¢g"”. Por definicion
cumplen con la propiedad: ¢"g,, = d*,. Entonces multiplicando ambos

lados de (1.103) por g**g™ se tiene:
9909 9,50" = "0 gap = G = 9" (1.104)
De esta relacién concluimos que
g =g(et, e”) = g, (1.105)

la cual indica que g esta inducida directamente por g. La simetria de g se

verifica facilmente :
g(whw?) = glo, B) = 9(B, @) = g(w', w?)

Para mostrar la no degeneracién de § supongamos w'! € A'(E) tal que

G(w',w) = 0 para cada w € A'(E). Usando una base ortonormal {éy,...,¢é,}
de Ey {é',...,é"} la base dual de A'(E), expandemos w' = w,é" entonces:
0= glwy,w) = g(w,e", &) = w,g(e",é") = Fw, " "= +w; V &' i=1,...,n,
por tanto w; = 0 V i = 1,...,n = w' = 0 lo cual implica que § es

no degenerada. En resumen § definida por (1.97) es una métrica en A'(FE)

naturalmente inducida por la métrica g en F.
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Considerémos enseguida los espacios AP(E), 2 <p <ny sea el mapa:
G:AP(E) x AP(E) = R: (w1,ws) — §(wr,ws) (1.106)

en donde g(w',w?) es definido de la siguiente manera: sea {e" A ez A ... A
e 1 <143 <iy<...<i,<n}una base para AP(FE). Respecto a tal base

tenemos:

Wi =y ,et NEP AL NET Y wo = By et NeP AL N e,

1<iy<...<in<n (1.107)

y a través de esta expansion, usando las componentes §*° = ¢*? de la métrica

en A'(E), definimos:

~ 1 2\ 1.lp

g(w y W ) - O{il-nipﬁ P=

_ i1 0202 pipr. . R, . — AJldp 3.
=g g gy B, = @ B

1<ij<...<in<n (1.108)

y mostramos que tal § también es una métrica en AP(FE).

Primero demostramos que el lado derecho de (1.108) no depende de la base
particular de AP(F), para ver esto sea : {e" Aé2 A ... AéP 1<y <ip <
... <1, <n} otra base de AP(FE), entonces:

ETNERAN L NEP ywy =06 L ETANER AL ANEY (1.109)

. /
w1 = @ i1

11...0p

y al respecto de tal base también tenemos:

gt W) =ay , § 0 (1.110)

i1
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Mostrarémos que (1.110) es igual a (1.108). Para esto sea ¢, = a¥e; y
e = (a7')!,e", en donde a = (a¥) es una n x n matriz no singular. Debido
a que:

g/jziz — g(e’jl’ eliz) — (a—l)jz al(a—l)il ﬁlg(eal7€ﬁz)

= (a7, (a7 )" g (1.111)
y
;1...1‘,, (621, ) ;p) = blzl abpipa(ebu ; €b,)
= abli1 o ab"ipablmbp (1.112)
se sigue que:
gwh W) =, B = B (1.113)

El mapa (1.106) es bilineal y se puede ver de (1.108) que es simétrico:

g(wi,w2) = glwa,wr).
Por otra parte supongamos que existe a« € AP(F) tal que g(o, ) =0 V 3 €

AP(E) entonces para cada:
ETAEN LN 1<d <idg< ... <i,<n. (1.114)
gla,e" Ae? AL Ne?) =0 (1.115)
y demostrarémos que esta relacion implica o = 0. Por eso sea:
I il ip - 1 jl jp
B=€e"N...Ne —Hﬁjlmjpe A...NeP,
1 sij;...J, es una permutacién par.

6;’1‘..]'1, =9 —1 siji...J, es una permutacién impar. (1.116)

0 de otra forma.
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Se sigue de (1.115) que:
glasem A Ner) = ottt (1.117)

pero tal sumatoria implica que o' = 0, lo cual comprueba que § cumple

con la propiedad de no degeneracion, por lo tanto (1.108) es una métrica

sobre AP(E).

Para las necesidades de la seccién proxima mostramos la siguiente proposicion.
Proposicién 1.7.2: Sea {é;,...,¢é,} unabase ortonormalde E'y {é!,... é"}

la base dual de E* = A'(F), entonces:

{e" A NP 1< <<y <} (1.118)

~

es una base ortonormal de (AP(E), g).
Demostracién: Sea o = ¢ A.. . AeP y B =N . . AéPPconl <ip <...<

i, <m, 1<j; <...<j, <n elementos fijos de AP(E) . Representamos:

o= —Qy . éll VAN élp,
pl

1
3= aﬁml__mpéml AL AE (1.119)

en donde ;. 1, ¥ Bm,..m, son definidos de la misma manera que (1.116),

entonces:

A 1 mi..m
g<aaﬂ)zﬁa Lo pﬁml...mp

1., .
= Hg 1l ..g plp&h...lpﬁml...mp
1 mim mpm.
= Hg 1mi .. g P Paml...mpﬁml.,,mp (1120)
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Pero por la definicién de los coeficientes vy, pm,, 87" el lado derecho de

(1.120) es cero, excepto cuando {iy, ..., = {ji1,...,Jp}. Entonces:
G AL NER AN NER) = g(en )L g(e, e (1.121)

y debido a la ortonormalidad de la base {éi,...,¢é,}, tenemos: g(é*, é") =
+0#, la cual demuestra la afirmacion del teorema.

Terminamos esta seccion discutiendo otra aplicaciéon del isomorfismo natural
F entre E'y E*. Mostramos que induce un isomorfismo entre los espacios
M(r,s) y M(s,r), r,s=0,1,.... Discutirémos la naturaleza de este iso-
morfismo para el caso particular M (0,7) y M(r,0) r > 1.

Sea el mapa:
F,:M(0,r) — M(r,0):T — F.T, (1.122)
FT:E*xE*x..xE"—-R:(w'.. W)= (ET)(w.. "
(F,T)(w'...w") =T(FHwh),...,F1(w"),

en donde F'~! es la inversa de el mapa (1.97).

De (1.122) se ve que F, esta bien definido, es lineal y KerF, = {0} € M(0,r)

y como dimM (0, r) = dimM (r,0) = n”, entonces F es un isomorfismo. Sean

{e1,...,en} v {e',...,e"} un par de bases duales de £ y E*. Evaluarémos

las componentes (F,T)* - de (F,T) relativas a este par de bases:
(F,T)> % = (F,T)(e™,...,e*) =T(F '(e™),...,F 1 (e*)) (1.123)
y por las propiedades de F', tenemos:
Fl(e™) = g™ ey, .., F7He™) = g™ Preg,
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y entonces

(BT)t0m = Tovon = g garbepy o (1.125)

y de esta forma decimos que el tensor (F.T') con componentes definidas por
(1.125) es obtenido de 7" subiendo los indices usando la métrica g.
El isomorfismo (1.122) se puede extender a los espacios M(r,s) y M(s,r) de

la siguiente manera:

G:M(s,r)— M(r,s): T — G(T), (1.126)
GT):ExEx..xExE x...xE"—=R
(Xp,.. o X w0 = G(T) (X, Xy w0t wf)

=T(F ' wh),...,F (), F(X1),...,F(X,)),
de forma analoga a (1.125) las componentes de G estan dadas como:

G(T)™ wb -gayﬂrgﬂ/wl o Gy T B1...Br (1.127)

Y1--Ys =9

En la siguiente seccién se mostrara que la métrica g en F, selecciona una tnica
n-forma en A"(E) a excepcién de el signo y es referida como el elemento de

volumen.
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1.8 Elemento de volumen de una métrica g.

Consideramos un par de bases ortonormales y positivamente orientadas: W =
{ug,...,u,} y V={vy,...,v,} y afirmamos primero que:
ut AL AU =0t AL A (1.128)

Para la demostracion notamos que la ortonormalidad de las bases implica:

G = 9y, 1) = £, Gop = 9(Va, v5) = Fdap, (1.129)

mientras que la suposicién que son positivamente orientadas implica que

existe una matriz a = a'; con det(a’;) > 0, tal que U = Va = u, = o’

j uUp

entonces:

k

gm/ = g(u,ua uu) = g(ap uvpa Q uvk) = ap uak ug(vpa Uk)

+6,, = a’ uak (b)) = £a” Mdpk(aT) k

v

donde (aT),* esla transpuesta de (a®)* , es decir (a),* =a* ,. Mul-
tiplicando por (—1) si es necesario y tomando determinantes, tenemos:
(det a)? =1 = det a = +1 , pero esto significa:

' Ao Aut =[det (@D AL AW = w AL AU =0l A LAY,
por tanto cada par de bases ortonormales (U, V) positivamente orientados

definen la misma n-forma:
ut AL AU =0t AL AU (1.130)

Demostramos enseguida que tal propiedad es invariante si empleamos bases

ﬁ
arbitrarias pero positivamente orientadas. Por eso supongamos que u’ =
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{t1,...,0,} es una base positivamente orientada, pero no necesariamente

ortonormal y sea:
Jap = g(ﬂom/a,BL a,ﬂ = 1,. ..o, n.

las componentes de g al respecto de tal base. Consideramos también una base
ortonormal W = {uy,...,u,} y positivamente orientada. Por eleccién existe

una matriz a no singular tal que: W’ = Wa, deta > 0 y adicionalmente:

9op = 9(lla, ) = g(a" g, a” gu,,) =

a” " 59(ue, u,) = £a" 0" 30, = £a",a%

— 19as] = /19| = +det (a*,)

Por otro lado:

@A (a2 a2 AL A (a7 @

ut AP AU = (a7 i .

J1

— (@) (@2, (@ AR

= Z (Sgn 0') <a71>10(1) (a71)2o.(2) ce (CLil)nU(n) 'l]l A 'ljb2 VANAN ﬂn
UGSn

= [det(a_l)] GATENLN T,

= (det a)u' Au? .. AU =T ATALA T
= \/lglut Au? . AU =

Pero esta propiedad implica que para cada par de bases (W, V') positivamente

[y

(1.131)

Do
>
>
jug}

3

AU

=g}

orientadas, tenemos la siguiente conclusién que representamos como teorema:
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Teorema 1.8.1 : Sean {uy,...,u,} y {v1,...,v,} dos bases arbitrarias

pero positivamente orientadas, entonces

Viglut Au? A A u =g vt AP AL A U (1.132)

Definicién 1.8.1: La n-forma n(g) = \/|glu' Au* A... A u" es llamada ele-
mento de volumen de g relativo a una base positivamente orientada {uy, . .., u,}
de E. (Sila base es negativamente orientada el elemento de volumen esta
dado por: —\/EU” AU A A U™ con {ul,... u} eT_(E).)

Para las secciones préximas sera conveniente notar que relativo a una base
positivamente orientada {uy,...,u,} el elemento de volimen 7(g) puede es-

cribirse como:

1
n(g) = \/lglu' NP AL AU = anm“_unu’“ Au2 Ao A ur (1.133)
en donde:
Nyt opin += |g| €togin » Hiyevosfin € {17"'7n}7
son las componentes de 7 relativas a {u',...,u"} base de E* = AY(E) y

hemos definido el simbolo de Levi-Civita €,, . ,, a través de:

n

1 pq,...,p, permutacion par de (1,...,n),
€utropin = —1 i1, ..., jtn permutacién impar de (1,...,n), ¢ (1.134)

0 en cualquier otro caso.

1.9 El Operador de Hodge.

En la seccién (1.3) hemos notado que los espacios AP(F), 0 < p < n tienen

la propiedad: dimA°(E) = dimA"™(E), dimA'(E) = dimA"1(E), etcetera,
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y esta propiedad, deja abierta la posibilidad de establecer isomorfismos entre:
(AY(E),A"(E)), (AY(E),A""Y(F)),.... Mostrarémos en esta secciéon que la
presencia de g nos permite definir un isomorfismo natural denotado por * y
llamado operador de Hodge.

Definicién 1.9.1: El operador de Hodge denotado por *, se define como el

mapa:
x: AP(E) — A""P(FE):a— *a (1.135)
donde la (n-p)-forma *« satisface:

VB € ANTI(E) = a B = (—1)g(*a, B)n(g) (1.136)
s = el nimero de eigenvalores negativos de g y n(g) := el elemento de
volumen al respecto de las bases positivamente orientadas.*
Enseguida discutirémos algunas propiedades del operador *. Asumirémos
primero existencia, es decir supondrémos que existe un * que satisface (1.135)

y estudiamos sus propiedades. Primero mostramos que % es un mapa lineal.

Sea a € AP(E), X # 0, entonces x\a satistace:

Aa A B = (=1)°g(Aa, B)n(g), (1.137)

pero por las propiedades de el producto cuna, se tiene:

AaAfB=aNAG=(=1)°g(xa, \G)n(g) (1.138)

= (=1)°g(A* a, B)n(g), (1.139)

4Si consideramos el operador * al respecto de una base negativamente orientada se

cambia 7(g) por —n(g) y * en (1.135) es reemplazado por —. De aqui en adelante
empleamos sin otro aviso sélo bases positivamente orientadas y decimos que la (n — p)-

forma x*a es la dual de Hodge de la p-forma a.
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entonces: g(xAa —A*a,) =0, V5 € A" P(E)y como g no es degenerada:

x\a = A\ *x a. Mas general, se ve facilmente que:
k(A1a1 + Agag) = Ay xa; + Ag x ag, ¥V aj,as € AP(E) y A\, \y € R.
Enseguida verificarémos que:
Ker x = {a € AP(EF)|*xa =0} ={0}. (1.140)

Sea a € Kerx y se elige una base en AP(E) tal que a = a;, ;" A ... A
e, 1 <1y <iy<...<i, <n. Tomemos un elemento particular a;, . ;e’* A
. A e (sin sumatoria) y sea [ = e+t A ... Aeim € A"P(E) tal que

{elt, ... el elrti .. elm} es una base de F, si a € ker*, entonces:
alf= ailu_ipe“ A ANEP NN ANem =0 (1.141)

y debido a que e” A ... A e =1n(g), concluimos que a;,.;, = 0.
Continuando de esta manera concluimos que a = 0 lo cual implica que Kerx =
{0} y por tanto el operador de Hodge es un isomorfismo entre AP(E) y
A"P(E).

Ensegida mostrarémos la existencia del operador *, esta se hard con una

construccién explicita. Comenzamos con {4y, ..., u,} una base ortonormal

de E y {a',...,4"} su dual:
g, ;) = £ y g(a',a’) = £6Y. (1.142)

Como hemos visto en la proposicién (1.7.2) los elementos: 4 A ... Aa' y

WA LA G0 satisfacen:
g™ A AN A L AT) = g(ata?) . g(at,alr)  (1.143)
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y la coleccion {a't A ... Aé, 1 <4y <...< i, <n}constituye una base ortonor-
mal de B[AP(E)].
Consideramos primero: a = 4! A ... A 4P y construirémos *a resolviendo la

ecuacion:

aAfB=(=1)"g(*a, B)n(g), (1.144)

para esto sea 3 = aP™P A ... A Q" tal que {a',... 4P,... 4"} es una base

positivamente orientada de E. Por eleccién: a A 3 =n(g) y (1.144) implica:
1= (=1)*g(xa,aPT A ... AG"). (1.145)
Proponemos como solucion:
xa = \NaPTP AL NG, N ER. (1.146)
usando la relacién (1.143), se tiene:

1= (=1)*Ag(at aPty . g(am, a") = (1.147)

(1)
_ 1.148
GG ). glar @) (1.148)

por otro lado, la ortonormalidad de las bases implica:

entonces:
A= g(at,a') ... g(a™, aP) (1.149)
y sustituyendo esta relacién en (1.146) tenemos:

xa =+ A AT = NPT AL A"
=g(at,a') ... gl@™, a")aPtt AL AT (1.150)

49



CAPITULO 1. INTRODUCCION

A través de este proceso podemos construir el dual para cada elemento de la

base ortonormal de AP(E). Una manera rapida de hacer esto es evaluar:
s (WD AN TP, (1.151)

en donde o es una permutacién en S, con (1) < ... < o(p).
Tomamos 3 = 4P A ... A07™ € A" P(E), con: a(p+1) < a(p+2) <

. < o(n), y notamos por hipétesis:

~

aAB=0" DA AP AP A LA™

= (sgno)n(g). (1.152)

n

= (sgno)i' A ... A
Regresando a (1.144) se sigue que:

w07 A AGTP) = (sgno)g(ao®, @ M) L g(as®), 4o®)

o(l)<...<a(p), olp+1) <...<o(n). (1.153)

Con esta relacién, dada cualquier a € AP(E) la expandemos en términos de
elementos de una base ortonormal en AP(F) y por linealidad y usando (1.146)
y (1.153) se evalia x*a.

Terminamos esta secciéon mostrando la unicidad del operador *. Sea %" otro

operador lineal que satisface:
af=(=1)g(¥a,B)n(g), V3eA(E). (1.154)
restando las ecuaciones (1.136) y (1.154) tenemos:
g(xa—+a,f)=0 VB eANPE) (1.155)
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y de la no degeneracion de g se sigue de inmediato que
xa = *'a, Ya € ANP(F), (1.156)

por tanto * = .

Antes de estudiar mas propiedades del operador *, considerémos algunos
ejemplos:

Ejemplo 1.9.1: Sea (E,g) = (R*, g) donde g : R* x R* — R es una métrica

de Lorentz tal que:
g=—d2’ ®da® + do' ® da' + do* @ d2® + da® @ da®, (1.157)

donde {dz®, ..., dz*} es la base dual de {5%,..., 525} -

Asumimos que da® Adz' Adz? Adz? define la orientacién positiva y notamos:

o o0 0 0
00" Ozl 0x2’ Ox3

dz® A dz' A dz® A da?( ) =1,

0 [} 0 e}

entonces {@, B2l 5220 923

} es base positivamente orientada de (E, g).

A través de los resultados de la seccién anterior, queremos estudiar los mapas
x entre los AP, 0 < p < n.

Sean las bases ortonormales {%, cee %} y {da, ..., dx*} y consideremos

el elemento de volumen: 7n(g) = dz° A dz! A dz? A da®, sea primero:
x: AY — A e — xc, (1.158)

debido a que *c satisface:

cAB=(=1)g(xc, B)n(g) = cb, (1.159)
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se ve que:

Ve € A = xc = cda® A dat A da? A da® = en(g) (1.160)

= x1 =n(g). (1.161)
Considerémos enseguida el mapa:
s At A3y -y = {yodxo + ydat + yoda® + nga:g} (1.162)

Por linealidad es suficiente evaluar % sobre los elementos de la base de A':
{xdx®, xdzt, xdx?, *dz3, }.

Usando la propiedad (1.136) y escogiendo: 8 = dx' A dz?* A dz?® tenemos:

dz® A dat A da? A da? = —g(xd2®, dat A do? A dz®)n(g)
—g(Mda' A da® A da? dxt A de? A da?)n(g) = —Mn(g) = A = —1,

xdr’ = —dz' A da? A da®. (1.163)
De manera similar, para evaluar xdx! elegimos § = —dz® A dz? A da?:

—dz' A d2® A da® A da? = —g(xdat, —da® A dz? A da?)n(g)
—g(Adx® A dx? A dx®, —da® A da® A da)n(g) = —An(g) = N = —1,

sdr’ = —da® A da® A da’. (1.164)
Continuando este proceso obtenemos:
wdr? = dz’ Ndat Ndx® y  xda® = —da® Adat Adx?, (1.165)
entonces:

5y = o * da’ 4+ 1 * dxt + vo * da® 4 5 x da®
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= —yodzt Adax? Ada® — yda® A da? A da?
+y0d2® A dat A da® — y3da® A dat A da®. (1.166)
De manera analoga:
%0 AP — AP — =
= po1 * daz® A dat + pge * da® A da® + pog * da® A da?
1o * dat A da? + pag x dat A dad 4 pog * da? A da®

= —,umde A dz® + ﬂ02d$1 Adazd — /Logdl‘l A da?

+u12dx0 Adx? — ,LngdI'O Adz? + uggdxo Adzt.

Acontinuacion demostramos algunas propiedades de .

Proposicion 1.9.1: El operador * satisface:

Va € AP(E) = s x o = (—1)"nPitsq,

Va, 3 € N(E) = a Axf = Axa = g(a, B)n(g),
Demostracién: Sea a € AP(FE) y sea
o= e AN Aer 1< <...<i,<n, (1.167)

en donde {e',...,e"} es una base ortonormal de A'(F) = E*. Debido a la

linealidad de *, tenemos:
**@:ail.,,ip**(e“ AL Newr), (1.168)
entonces serd suficiente demostrar que
sk (€N AL AER) = (=) A Al (1.169)
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Por eso sea o« = e?W A ... AP 3 =e?PTD A A e”™ en donde o € S,

con o(l) <o(2) <...<o(n). Como hemos visto:

s = *(e"V N ... N e) = (sgno)g(e” D, e?W) . g(e®) o))

PP A A 7™ = (sgn)og(e” W, e?W) L g(e7P, 7).

Paraa ="MW A .. A" y B =@t A A ™)

o(l)<...<o(p), olp+1)<...<o(n)

tenemos de las propiedades de A:

BAa=(=1)"PPop = (=1)PPesW A A ™)

= (=1)" P (sgno)n(g). (1.170)

Por otro lado, por la definicién de %, tenemos:

BAa=(=1)g(8,a)n(g), (1.171)

entonces de (1.170) y (1.171), tenemos: (—1)"Psgno = (—1)%g(¥3, a),

tomando *( = \a =
A = (=1)"PPsgngg(e?®tD) o H) g go(m)), (1.172)
Entonces:

** 3 = x [(—1)(”_p)p(sgna)g(e"(pH), @Y g™ M) erM A A e"(p)}
— (_1)(n—p)psgnag(e«f(zrﬂrl)7 e Py .g(ea("), e?M) « WA A eo®

= (—1)" PP+ (sgng)2e”PHD A A 7™ (1.173)
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en donde

Pero la propiedad
sk 3 =xx (eZPTV A A7) = (—1)nmPlpts,

implica la validéz de (1.169).

Para demostrar la propiedad (2), sean

o, € NP(E) = «0 € A"P(E),

*BAa=(—1)g(x*B,a)n(g)

= (=D)*(=1)"""g(8, a)n(g).
por otro lado:
*B A= (—1)"PPa A B,
entonces de (1.176) y (1.177) entonces:
a3 =gla, ).

Terminamos esta seccién con el siguiente teorema.

(1.174)

(1.175)

(1.176)

(1.177)

(1.178)

Teorema 1.9.1: Para cada o € AP(E), el dual de Hodge *a de a esta dado

por:
1
xQ = HC’(F*oz ®@n(g))
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donde C(F.a®mn(g)) es la contraccién de p indices contravariantes del (p, 0)
tensor F,a con p indices covariantes del tensor n(g). Con F, el isomorfismo
que hemos definido en (1.122).

Demostracién: (Ver apéndice 4.2)

1.10 Producto Interior

Terminamos este capitulo introduciendo la operacién de producto interior 6
contracciéon de una p-forma w y un vector X € FE.
Definicién 1.10.1 Sea X € E, entonces el producto interior i x es el siguiente

mapa:
ix : AP(E) — AP"HE) :w — ixw
en donde V (Xi,..., X, 1) € E, ixw satisface:
a) (ixw) (Xq,...,Xp1) =w(X, Xq,..., Xp1). (1.180)

La (p-1)-forma ixw es el producto interior de una p-forma w con el vector X

(6 la contraccién de w con X). Aceptamos las siguientes propiedades:
ix :A°(E) — {0} :c—ix(c)=0,
ix : AV (E) = A%(B):w—ix(w) =wlX)=(wX) e A (F).
Teorema 1.10.1: El producto interior iy, satisface:
Q) ixiyw = —iyixw =iy =ixix =0
B) ix(wAn) = (ixw) An+ (=1)Pw Aixn, (1.181)
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Demostracién: (La demostracién de estas propiedades puede verse en el

apéndice 4.2.)
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Capitulo 2

Campos tensoriales y de formas

sobre una variedad

En las primeras secciones del capitulo anterior hemos hecho uso de la estruc-
tura de una variedad M sélo para definir el espacio tangente T, M, x € M. El
cotangente T M los espacios M, (r, p), asi como los espacios AP, 0 <p<mn
han sido naturalmente definidos una vez que T, (M) es definido primero. La
estructura diferenciable ! de M se mezcla muy bien con la existencia pun-

tual de tensores y formas y esta mezcla nos permite introducir la importante

1Con el término de estructura diferenciable de una variedad M de clase C*, k > 1 nos
referimos a la topologia T' de M (para una introduccién a espacios topolégicos ver [5]) y el
atlas maximal B de M. Recordemos que B = {(Uqy,%0) | € I, g : Uy C M — R"} en
donde 1, : Uy — ©a[Us] C R™ es un homomorfismo entre conjuntos abiertos de M y R™, y
ademds Uye Uy = M y las cartas (U, @) con interseccién no vacia, satisfacen condiciones
de compatibilidad. (Para una introduccién a la teorfa de variedades diferenciables ver

1, 2, 3])
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nocién de campos tensoriales y campos de formas definidos sobre M. En esta
seccion discutirémos brevemente la nocion de campos tensoriales definidos so-
bre M y empezamos primero fijando notacién. Siempre asumirémos que M
es una variedad de clase C*°, dimM = n < oo, conectada y con un atlas max-
imal B y sin otro aviso, cualquier carta (U, ¢) que se use de aqui en adelante
pertenece a B (para una descripcién de estos conceptos vease [1, 2, 3]).

Cada carta (U, @) define las funciones coordenadas x*:
T UCM—R:x—a'(x)=(pr'op)(z), i=1,...,n,

y (z'(x),...,2"(x)) son referidas como las coordenadas de x € M asignadas

por (U, ). Denotamos por:

0 0 1 "
{aa?]-,,axn}x, {d.ﬂv,,dw }:p7 ZEEU (21)

el par de bases coordenadas duales, de T, (M) y TX(M) respectivamente

(ver [1, 2, 3]) y los n-elementos: dz', ..., dax™ € T*(M), satisfacen:

i 9 i 9\ _ i 0N\
Si (V,4) es otra carta de M tal que UNV # {0} y {y',...,y"} son las

funciones coordenadas asociadas a (V,1)), entonces V z € U NV las matrices

jacobianas:

oz’ d(z' orph)

| Iy, _ Oy o)
oyJ v oyl

b 5l = g e, @B =1..,n,(22)
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satisfacen:

o\ Ay o)
det <3xﬁ>x = det (81‘5 " # 0, (2.3)

y una es inversa de la otra.

Dada M, definimos:
C(M)={f|f: M — R, [ es C}, (2.4)

endonde f: M — R:x — f(z) es C®siysblosiV (U,p) carta de M, la
funcién: foe™': p[U] € R" — R es C*™ en ¢[U], en el sentido de funciones
valuadas en R.

Ahora introducimos la nocién de campos tensoriales y campos de p-formas
definidos sobre M, y comenzarémos por la definicién de un campo vectorial.
Definicién 2.1: Un campo vectorial X sobre M es una asignacién para cada
x de M de un tnico elemento de T, (M).

Si (U, ) es una carta de M entonces X admite la representacion local:

X(x) = X“(x)a(;, relU (2.5)

donde

X¥z) = (dz", X) |z, n=1,....n

son las n-componentes coordenadas de X relativas a la carta (U,¢). Sea

(V,4) otra carta con:

) ) )
{ayl ) Y ayn }y ) {dy Y Y dy }y ( 6)
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las bases coordenadas de T,,(M) y T, (M), entonces X tambien admite la

representacion:

X(y) = Y“(y)aiu, yeV. (2.7)

Se adoptara la siguiente definicién de suavidad de un campo vectorial X.
Definicién 2.2: Un campo vectorial X definido en M es C* siy sélo si

para cada (U, ), las componentes X’ de X son funciones C*:

Xi:UCM—>R:ZB—>Xi(.CE):<d$i,X>x (2.8)

Xop iU CR*—R i=1,...,n (2.9)

Los campos tensoriales, son definidos de manera similar:
Definicién 2.3: Un campo tensorial 7" de tipo (7, p), es una asignacién de
un tnico tensor (r,p) para cada z € M.

Si (U, ) es una carta de M, entonces T admite la expansion:

0 0
_ ai.. B B B
T(x)=T gl"'ﬁl(x)iaxal ® s ®...0 Dwor ® de” @ de™ @ ... dz"™
donde?:
e = T(dr™, da, .., da®, -0 K 2.10
ﬁl...ﬁl(@* (dx™t,dz?, ... dx ’axﬁl’“"ﬁxﬁl) (2.10)

son las componenes coordenadas de T relativas a la carta (U, ), x € U. Si

(V,1) es otra carta entonces T tiene la forma:

0 & 0 X X
ayﬂl 6'3/#2 e ayﬂk

T(z)=T ", () ®dy" @ dy” @ ... dy"

2Como en el caso de un campo vectorial, el campo tensorial T es C°, si las componentes

(2.10): T* % 5 al respecto de cada carta (U, ¢) son C.
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donde:

/ 0 0
T HiHe =T(dy"*,dy"?, ... dy"* e, —— 2.11
l’) ( y o,aytT, , Y 7ayyla 7ayyl) ( )

1/1.“1/[(

son las componenes coordenadas de T relativas a la carta (V,v), z € V. Si

UNV # {0}, entonces para cada z € U NV,

- o = ———dy" 2.12
ox%i Ox® Oy’ X Oy Y ( )
y la multilinearidad de 7" implica:
aq...o o o o 8 a
T kﬁlmﬁl:T(dx 1,dl’ 2,...7dl’ k’axﬂ1”"’%)

Or™ Ox* Jy™ oy" 0 0
= T(dy", dy*2, ..., dy"* e, ——
ayﬂl ayﬂk axﬂl 81’/61 ( y ! y ’ ’ y ’ ayl/l ’ ’ ayl’l )
0zt Q™ Oy” "
D TR e st el AT (2.13)

Campos de p-formas sobre M, son definidos de manera similar. Decimos que
en M es definido un campo w de p-formas si para cada x € M, asignamos

un elemento w de A2. Si (U, ) es una carta, entonces w admite la expansion

local:
W= Way .. apdz™ AL AT (2.14)
1< <ap<...<a,<n,
donde:
Way ... ap :w(afm,...,ax@%) (2.15)

son las componentes coordenadas totalmente antisimétricas de w relativas a

la carta (U, ). El campo w es C™ si y sélo si para cada carta (U, ¢), el
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conjunto de funciones:

Watay :UCM = R:2 — wa,..a,(2)
0 0

= wozl...ap(

son funciones C*° en el mismo sentido que (2.8 y 2.9).

En lo que sigue denotaremos como:
X (M) ={X| X es un campo tensorial C* sobre M}, (2.17)

mientras que todos los campos C* de p-formas sobre M, se denotaran como:

AP(M) 0<p<mn, yen particular notese:
(M) = C=(M) y AP(M) = {0}, p > n.

El conjunto X (M) es un espacio vectorial y para las necesidades de la préxima

seccion introducimos el bracket de Lie:

[,]: X(M)x X(M)— X(M):(X,Y)— [X,Y], (2.18)
(X, Y](f) = X(Y() = Y (X)), (2.19)
en donde (Y f)(z) representa la derivada direccional de f en x € M y en la

direccién especificada por Y (z) € T,,(M).
Para cada f,g € C*°(M) el braket de Lie satisface:

@) [JX,gY]= fglX, Y]+ [(X(9)Y) —g(Y())X),  (2:20)
8 B
MIX Y] =X, Y]aaia = (X"‘?;a - Y“%fa )aiﬁ. (2.21)
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Sera util introducir en este punto la nociéon de métrica g.
Definicién 2.6: Decimos que g es una métrica C*° definida en M si:
«) g es un campo tensorial C* de tipo (0, 2).

B) Y x € M, g, es una métrica sobre T, M, es decir:
o : TyM x T, M — R, (2.22)

satisface las propiedades: V X, Y, Z W € T, M

@) go(X +Y, Z+ W) = g(X, Z) 4 6o (X, W) + 6o (Y, Z) + g (Y, W),

B) 9:(X,Y) = g.(Y, X),

7v) g es no degenerada: Si existe Y € T, M tal que V X € T,M ¢,(X,Y) =
0=Y =0.

Aqui s6lo mencionamos g como un campo tensorial tipo (0,2), entonces al

respecto de una carta (U, ¢), admite la representacion:

9= gap(2)dz® @ da”, weU, a,f=1,....n (2.23)
y en donde:
o 0
=g(=—, = =1,...,n. 2.24
ga,@<x> g(axcuamﬁ)(w) 0456 ) 7n ( )

son las componentes coordenadas de g respecto de la carta (U, ¢). ( Para una
discusion de las propiedades basicas e implicaciones de una métrica vease la
seccién 2.6 de [2].)

Finalmente para introducir el operador de Hodge necesitamos definir una

variedad orientable:
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Definicién 2.7: Una variedad es orientable si existe un atlas {U,, ¢, } en

el atlas maximal tal que para cualquier interseccién no vacia U, N Us, el ja-

ox?
oz'i

| es positivo, donde (z!,... 2") y (%, ..., 2'") son coordenadas

cobiano |
en U, y Ugs respectivamente.

Con esta introduccién breve a la nocion de campos tensoriales, en las sec-
ciones proximas discutimos algunas propiedades de campos de formas. Asum-
imos una (M, g) con M orientable y con g una métrica de signatura arbitraria.
Cuando usamos el operador * siempre empleamos cartas que pertenecen al
atlas de la definicién anterior, el sistema de coordenadas positivamente ori-

entado.

2.1 El Operador Derivada Exterior

Empezamos mencionando que las propiedades de formas establecidas en el
capitulo 1 son validas en el presente contexto, en el entendimiento de que se
aplican sobre cada punto en M. Por ejemplo, si «, (§ representan dos campos

de p-formas en M, el producto cunia o A 3 se define por:
(@NAB)y =0z APz, x€ M. (2.25)

Con el entendimiento de que «y, 5, € AP(T, M).

Con el mismo razonamiento se define el operador de Hodge como:

x: AP(M) — A"P(M) : a0 — *a,
aAf=(=1)g(xa,B)n(g), V3 € A""P(M). (2.26)
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donde *« es definido puntualmente y satisface Vx € M :

(@A B), = (=1)°g(x, B)an(g)a; (2.27)

al lado derecho g(xa,3), v n(g). se entiende la métrica g, extendida en
AP (T, M) y n.(g) es el elemento de volumen.

Notamos como en el capitulo 1, tenemos las siguientes propiedades:

$ ok = (—1)PPFg

(@A*0) o =g, B)an(9)e V¥ a, 3€A(M). (2.28)

Similarmente para cada X € X' (M) el producto interior ix, asociado a este

campo X es el mapa:
ix : AP(M) — AP"H (M) :w — iyw
tal que V (Xq,..., X, 1) € X (M), iy satisface:
a) (ixw)(Xi,..., Xpo1) =w (X, Xq,..., X 1) (2.29)

Con la (p-1)-forma ixw nos referimos al producto interior de una p-forma w

con el campo vectorial X. Aceptamos las siguientes propiedades:

ix t A°(M) = {0} f —ix(f) =0,
ix AV (M) — A" (M) :w—ix(w) =w(X) e A (M).
El producto interior iy, satisface:
Q) ixiyw = —iyixw = ix =ixix =0
B) ix(wAn) = (ixw) An+ (=1)"w Aixn,
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Demostracién:(Ver apéndice (4.3))
La nueva operacion que ahora introducimos es el operador de diferenciacién
exterior d.

Teorema 2.1.2 : Existe un tnico operador lineal d definido por:
d:AP(M) — AP"H(M) : o — da (2.30)

que satisface:

a) para toda f € A°(M), df € A'(M) en donde:
d f(X)=X(f) = (df, X) VX € X(M). (2.31)
3) Sia € AP(M) y B € AY(M) entonces:
dlaApB)=daAp+ (—1)PaNdp. (2.32)
v) Ya € AP(M) se tiene:
d*a=(dod)a=0 6 d*=0. (2.33)

Demostracién: Sea una carta (U, ¢) y sea o € AP(M) , tal a en U admite

la expansion:
o= de" Ao ANde, 1<y <idp < ... <1, <, (2.34)
y usando esta representacion definimos:

doa=d [ailn_ipdxil A ANdat| = do, . i, N Az A ... A dx

Oai; . ; ;
= %dm“ Adx™ N ..o N dx'. (2.35)
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Mientras Vf € A°(M) = C°°(M) definimos:

df = gai‘daju' (2.36)

El operador d definido por (2.35) y (2.36), es un operador lineal y satisface

por construccion:
d: AP(U) — APTHU) : a0 — do (2.37)

y ademaés satisface a)) — 7).

Tomando f como las n-funciones coordenadas z*, i = 1,...,n, vemos de
(2.36) que da* = dz' y (dod)z' = 0.

Por otro lado V o € AP(U):

Adzt A dx A LA dxt

O,
dod)a = dda = d*a = d | —2=2
(dod)a o « [ Dk

= ——"dx €T X A Trr = :
oz Oxt

debido a la conmutacion de las segundas derivadas, con la propiedad dz* A
dz’ = —dx¥ A dz* y d(dz) = 0.

Siae AP(U)y € A(U), entonces relativas a la carta (U, p) ,

a:ail_“ipdx“/\.../\dxi" 1<y <ip<...<ip<n

5 = ﬁjlqudﬂj‘jl VANRRAN d&?jq 1< jl < j2 < ... < jq <n (239)
y el producto cuna a A ( tiene la forma:

alNf= ozil._.ipﬁjl,__jqda:“ A ANdx Adrt A LA dade, (2.40)
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Aplicando d se obtiene:

da A B) =d(oy, i, B5,.5,) ANdx™ A Ada™ Ada?t AL A das

oy

- i1 .ip 9Bj,...4,
_( Ot ﬁjl---jq+

ozt

Qi .y ) AT N drt A .. AN dx® Adat A LA da

ooy, ; i j '
- ﬁdw“ Ndz™ N Ndx A By dr?t NN da
T

Oisda g gt . A da
ort

+(=1)Pa, i dx™ A Ada' A
x

=da A+ (—1)Pa Ndp. (2.41)

donde el factor (—1)? se obtiene al conmutar sucesivamente dz*, con dx' A
oA dxt

El operador d definido por (2.35) y (2.36) es tinico. Si d’ es otro operador que
satisface (2.35) y (2.36) en (U, ¢), entonces de (2.36), se sigue que d'z" = dz’,

mientras de (2.35), se obtiene:

da=d(q, ;) Ndz" A...\dz'

00y - »
= Dy gow g gt AL A date = da (2.42)
Oxt

en donde hemos pasado de la primera a la segunda igualdad tomando en
cuenta que d’ satisface el andlogo de (2.36). De (2.42) se sigue que d’ = d.
El operador d definido por (2.34) es independiente de la carta (U, ). Si
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(V1) es otra carta tal que U NV # {0}, entonces:

a= ozgl_._ipalgf1 A NdyTy
do=d(a), , YANdy™ A...Ady™. (2.43)

i1

Pero las componentes de « respecto de las dos cartas se relacionan por:

, ox®r  Ox°r
Gy iy = ay " Dy oy

(2.44)

y usando tal relacién de (2.43) obtenemos:

ox™ Ox®» i i
da_d<3yi1 "'83;%%““'0‘”> ANdy' N...Ndy

g A Ox™! ox™t or™!

=dy, . o . —_— :
Loe@p ayzl ayzg ayzp

=do,..q, N Az A .. AN dx. (2.45)

dy™ A dy? A ... dy'

También en U NV tenemos:

LTI T

== 5y (2.46)

y combinando estas propiedades con la unicidad, se sigue que d es global-
mente definido.

Atn el operador d tiene muchas propiedades interesantes, para nuestras
necesidades mostrarémos la siguente proposicion:

Proposicion 2.1.1 Sea w un campo de 1-formas y X, Y campos vectoriales,

entonces:

dw:= X(w(Y)) - Y(w(X)) —w([X,Y]) (2.47)
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Demostracién: Sera suficiente mostrar esta identidad relativa a alguna

carta (U, ¢). Sea w = w,dz" = dw = dw, N dz*

dw(X,Y) = (dw, Nd2")(X,Y) = (dw, @ dz")(X,Y) — (dw, @ dz")(Y, X)

= dw, (X)dz" (V) — dw,(Y)dz"(X) = —g;’SXMY” n g‘;ﬁxuw (2.48)
Por otro lado:
X(w(Y)) = X(waY?) = X“ﬂ(w Y?) (2.49)
y
oYy oxe
— a — B _ VB
w([X,Y]) = [X, Y], = (X 57 Y 5P ) We- (2.50)

De estas relaciones se obtiene la igualdad.

2.2 El Operador Co-derivada d'

En esta seccién introducimos el operador co-derivada df y derivamos algunas
de sus propiedades basicas.
Haciendo uso de los operadores * y derivada exterior d, se define el operador

co-derivada df, como:

d': AP(M) — AP"HM) :a — d'«
dia = —(=1)"PHTs gy o = (1) dya. (2.51)
y por las propiedades del operador * y el operador d, se sigue que Va €

AP(M) = d'a € AP71(M) y que ademas d' es un operador lineal.
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Lema 2.2.0: El operador d' satisface:
dod = (d")?=0 (2.52)

Demostracién: Es una cosecuencia directa de dod = d* = 0. si o € AP(M),

entonces:

(dodNa =d(d'a) = d'(xd * «)
= xd % (kd * @) = *d * *d * «

= xdd * o = 0, (2.53)

en donde por siplicidad hemos ignorado el factor (—1)™)P*s en la definicién
de d' y también hemos usado la propiedad * * o = « (sin tomar en cuenta
los pre-factores).

Debido a que la mayoria de las propiedades de d' involucran la operacién de
integracion de formas, enseguida mencionamos algunas propiedades basicas
de d sin dar su derivacién.

Lema 2.2.1: Para toda a € AP(M), las componentes coordenadas (df a1

de d'a, son:

. 1 0 "
toNitedp—1 _ i1 p 2.54
e M@xﬂ (Ma ) (2:54)

Como en la seccién (1.7), la mética g en M induce una métrica en los

AP(M), 0 < p < n, la cual denotamos como: (, )y se define por:
() A(M) x AP(M) — R, = ()
@0) = [ a@)n=s@) = [ glo) Banlel)  (255)
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A excepcién de convergencia para variedades abiertas (2.55) esta bien definido
y define una métrica sobre AP(M)? y se ve que Vo € M  a(x) A*B(x) =

B(x) A *a(z), entonces:
(@,B) = (B,0) Y a,BecAP(M). (2.56)
Mis aiin, recordando:
go(a(2), B(x)) = @™ (2) By i(x) 1<ii<ig<...<iy<n
se sigue:

(a, B) = /M o't (3) By, (1) |9 (@) [dat A (2.57)

por tanto si (o, 3) =0, VG € AP(M), entonces o« =0y

(@) = [ a@)nsha)= [ gla@), Ba)n(g())

= /M girgiiz - gleir Qi iy By \/ lglda A ... Ada™,  (2.58)

define un producto interno sobre AP(M).
Teorema 2.2.1: Si (M,g) es una variedad compacta sin frontera y ori-

entable, entonces V o € AP(M) y V3 € APT(M)

(da, B) = (a,d'8) (2.59)

3Para una demostracién vease [7].
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Discutimos previamente como se muestra tal propiedad de d', sin entrar en

detalles finos. Primero V z € M, tenemos:
d(a(x) ANxf(x)) = da A0+ (—=1)Pa A (d* (), (2.60)
entonces:
— _1)\P
/Md(a/\*ﬁ) _/Md@/\*ﬂ—l—( 1) /M&/\(d*ﬁ), (2.61)
usando la propiedad:
/Md(a/\*ﬁ) = /aM&/\*ﬁ: 0,
(da, B) = / da N+ = —(—1)”/ aA(dx*[f) (2.62)
M M
Como 3 € APTL(M), entonces x5 € A" P~H (M) y d* 3 € A""P(M), se sigue
que *x(d* 3) = (=1)"PP+sd x 3, pero tambien:
* (d* 3) = x(xd x 3)
y como 3 es una (p+1)-forma,
dTﬁ (— )n(p+2)+1+s xd*f,
por lo que
# (A ) = (=) TR = (-1) T T,
entonces
(_1)(n—p)p+sd * 3 = (_1) n(p+2)—l-s . dTﬁ
6 bien (_1)(n7p)p+s+n(p+2)+1+sd * ﬁ — % dTﬁ
dxf=(-1)""1x dig, (2.63)
dx = (-1« dig,

75
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regresando a (2.62) y usando (2.63), obtenemos

Mmﬁ):(—Uféfod*ﬂz—{—UpﬁfoGJV%J*dTﬁ

= —(—1) e /Ma Ax d = (=1)PrtD /].Wa Axd B = <a,dTﬁ>.

Entonces (da, 3) = <oz,dTﬁ>, Va € AP(M) y (€ APTH(M).

Definicién 2.2.1 : Una p-forma en AP(M) es harménica si dia =0y da = 0

y por tanto

Aa = —(dd" +d'd)a =0
A = —(dd" + d'd)a, es el laplaciano, actuando sobre campos de p-formas
0<p<n.

2.3 Los operadores V, V., Vx , d, d' y *

En esta seccién conectamos los operadores d, d' y * con los operadores clésicos
V, V., VX, que frecuentemente se encuentran en varios problemas fisicos y
matematicos.

Sea (M, g) = (R",g), Riem(g) =0y g la métrica riemanniana y cubrimos

(R", g) con una carta cartesiana tal que

g=dr' @ds' + ... +da" @dx" = (dz")* + ... + (d2™)?, (2.64)

y tomamos w = dz' A ... A dz" como la n-forma que da una orientacién

0 0

FaTr o @} es una base positivamente

positiva a (R",g), se sigue que {
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orientada. Sea AP(R™), 0 < p < n, el espacio vectorial de todas las p-formas

y sea:

d: AP(R") — APTH(R™),
d' s AP(R") — APTH(R™),

x: AP(R") — A" P(R"),
notamos que para p =0, A~ (R") = {(} y entonces:
d": A°(R") = C(R") — AY(R") : f = d'(f) =0.

Similarmente A"T1(R") = {0} y

d:A"(R") — A""YR") : a — da = 0. (2.65)
El isomorfismo natural:

F:T(R") — T:(R") : X — F(X) = g, X)

F7':THR") — T,(R") : X — FY(X) (2.66)

Ahora asociarémos los operadores gradiente divergencia y rotacional a los

operadores d, d' y .
a) Sea A°(R") = C*(R*) y d : A°(R*) — AY(R?) : f — df, entonces Vf se

define por:

Vf=Fdf) = 9" 55 5 (2.67)
B) De df = a{icfv dz", entonces:

df=— (5;’; +...+ 5;{2> : (2.68)
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v) Sea £ = Ele, = f“a%, un campo vectorial suave, y sean las siguientes

operaciones:

1) — F(§) =w — xw — d(xw) = (V.&n(9), (2.69)

2) = F(§) =w — dw — *d(w) = (V x §). (2.70)
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Capitulo 3

Aplicaciones de Formas

Diferenciales

Este capitulo tiene como finalidad dar dos aplicaciones de la teoria de formas
diferenciales como primera aplicacién estudiarémos una reformulacion de las

ecuaciones de Maxwell en términos de formas diferenciales.

3.1 Ecuaciones de Maxwell y Formas Difer-

enciales

En fisica prerelativista las ecuaciones de Maxwell en el vacio se conocen como:

V.E =4rp, V.B =0, (3.1)
Vxﬁ——ia((f, Vx§—4:7+iaa?, (3.2)

79



CAPITULO 3. APLICACIONES DE FORMAS DIFERENCIALES

donde hemos empleado el sistema de unidades de Gaussy V., V X repre-
sentan las operaciones de divergencia y rotacional respectivamente.

Como es bien conocido [vease [4]] la transicién a la forma relativista de las
ecuaciones (3.1) y (3.2) empieza considerando que el espacio fisico y el tiempo
se unen para definir el espacio tiempo continuo de Minkowski (R?, g;) en

donde g, es la métrica de Lorentz:
gr = —d2’ ® da° + do' @ da' + do? @ da® + d2’ ® da® (3.3)

define un marco inercial global, con —0co < ' < 00, 2% =¢t, i =0,...,3. A

través de los campos:

9
ort’

pasamos a los campos de 1-formas:

B = B(7,1) 0

_ N ar 7
E = E(7,1) i

i=1,2,3 (3.4)

F.(E) = Eyda' + Eyda® + Esda?®, (3.5)

F.(B) = Byda' + Byda® + Bsyda?®, (3.6)

y también empleando la densidad de carga eléctrica p y de corriente T se

define la cuatro-corriente:

0 o 0

Bajando los indices obtenemos la 1-forma:
J = (F.J) = guJ'da" = —peda® + Jida'. (3.8)
El campo de Maxwell F' es una 2-forma definida por:
F= ;Fwdm“ Adz” = Eyda® A dxt + FEydx® A da? (3.9)

+E5dz’ A dz® — Byda® A da® 4+ Bydat A da® — Bsdxt A da?.
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Tomando la derivada exterior:

dF = d[Eydx° A da' + Eyda® A do* + Esda® A da® (3.10)

—Byda* A da® + Byda' A da® — Bzda' A da?] =

E E E )
OBy 3o A da® A + OF2 o A da® A da? + OFs ) o p da® A da®
oxH oxH oz
B B B

—bdaﬂ“ Adxt A dx? — @dl’“ Adz? A dz® + &dﬂc“ Adzt A da?
oxH oz oxH

OF, O0FE, 0Bs OFE, 0By, O0FE;5, ,, 1 3

= - - = dx” Ndx' ANd

[0:(:2 ozt  0zY ox3 020 Ozt ldz v v

E E B B B B
OB, 0By 0 1dx0Adx2Ad;c3+[—a 2 9B _ 0B

[(99(:3 022 8x0] 0r2  Ox! O3

1d2® A dat A da® + |

ldx' A dz? A da.
Del lado derecho notamos que: dF' = 0 si y solo si

V.B =0, Vx ﬁ:i@: 9B (3.11)

c ot 00

Por otra parte tomamos el dual de F"

*F = x[E1da® A da' + Eyda® A do? + Esda® A da? (3.12)
—Byd2® A da® + Bydat A da® — Bsda® A da']

= By * (d2° A dat) + By * (da® A d2®) + Es + (da° A da®)

—Bs * (dz' A d2®) + By x (do* A do®) — By * (da' A dz?)

= —Eydz® A da® + Esdat A da® — Egdat A da?

—Bsd2® A da® — Boda® A da® — Bida® A dat. (3.13)

'Notamos que *F se obtiene al intercambiar B — E'y E — —B, ademés en ausencia

de p y J las ecuaciones de Maxwell permanecen invariantes bajo esta transformacion.
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y tomando la derivada exterior tenemos:

d(xF) = [— ng + ((?)Es + ng]dxo Adzt A da?
x T T

+[- gf; + gf;’ — gf;]cmo Ada® A da?

0E, 0Ey O0FE

+ 1 2 3

+]

1 2 3
ol o 8x3]dx A dx* A dx

_831 n 632 - aEg
ox? Ozl 00

1dx® A dxt A da®.

Por otra parte del campo de 1-formas definido por (3.8), tenemos:

4 - 4 4
T g=—T (g J"dat) = —IgWJ” * dxt
c c c

4I
c
+J2dx" A dxt A da® — JPda® A dat A da?] (3.14)

[pcdxt A da* A da® — JHda® A da® A da?

Formando la suma:

4 o
Ty, (3.15)

C

dx* F -+

y comparando con:

. A7 . 10FE .
VxB="J+-22 V.E=dnp. (3.16)
c c Ot

Vemos que:

4 o
dxF=—"1] (3.17)

C

si y s6lo si (3.16) son vélidas. Aplicando el operador * a ambos lados de

(3.17) se tiene: *d * F = —47 « %]
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Recordamos la definicién del operador coderivada d', ecuacién (2.51) y tomando

n =4,p =2y por la métrica g, definida en (3.3), llegamos a:

41 A
SF =~ §=xdx (3.18)
C

y debido a la propiedad 6% = 0, entonces §J = 0 la cual es equivalente a la
ecuacién de continuidad % +V.J=0.
En resumen haciendo uso de las formas diferenciales las ecuaciones de Maxwell

en el espacio de Minkowski son equivalentes al sistema:

47
c

dF =0 6F = J, 6J =0. (3.19)

La teorfa de Maxwell es una teorfa de norma y como es bien conocido (vease
[4]), tal propiedad implica que para los campos (E’), P)) los potenciales (P, Z)

no son unicamente definidos. Si

194 -
E=--"""_-Vd, B=Vx4, (3.20)
c Ot
entonces:
—s/ — 10x
A=—A+Vy &= --= 3.21
+ Vx, e (3.21)
también satisface:
—/
10A
E = —%t—vﬂb’, B=vx4. (3.22)
c

Es interensante ver como esta propiedad se manifiesta en la formulacién
(3.19). A través de la relacién dF = 0 ya que F' es cerrada y por el lema de

Poincaré? existe una 1-forma A tal que al menos localmente:

F =dA= dF = d(dA) = 0. (3.23)

2Para una discusién de este lema y su derivacién, vease [3].
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y el campo de 1-forma A es referido como el potencial de norma para F'. Por

su definicién A no es tnico, de hecho bajo la transformacién:
A = A+dA, A e A(RY = C=(RY), (3.24)
se sigue:
dA" = dA +d(d\) = dA = F. (3.25)
Aplicando el operador § a ambos lados de (3.24) se tiene:
0A" = 0A+ 6dA = 0A+ (0d+ do)A = 6A+ AA (3.26)

tal condicién implica que empezando con una 1-forma A, eligiendo A, siempre
podemos imponer la condicién A’ = 0. Por otro lado de la definicién de 6,

tenemos:

’

0A = xdx (A da") = +d(A',  da") = # et A wdat]

DA 3.0A"  0A, 0A, 0A, O0A.
_ 2 v By — _ 0 1 2 3
v (dz” A\ xdzt) Z oxv 020 i ozt i 0x? + ox3

!

ox

v=0
= ia;;/ +V.A (3.27)
entonces la condicion 0A” = 0 es equivalente a la condicién familiar de
Lorentz.
A —0 e 19 +V.A" =0, (3.28)
c Ot

Terminamos esta seccion, recordando que para un campo electromagnético
en el espacio tiempo de Minkowski, asociamos el tensor de energia momento

T cuyas componentes relativas a la carta (3.3), tiene la forma (vease [4]):

6% 1 K.
Tow = FuaF," = 90,0 F AFex, (3.29)
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la cual satisface:

0T,

G =0, T =Ty, 61T =0. (3.30)

3.2 La torsion y curvatura de una conexion.

Como segunda aplicacién de la teoria de formas diferenciales que desarrol-
lamos en capitulo (2) derivarémos las ecuaciones de estructura de Cartén.
Para empezar recordamos la definicién de una conexién lineal V, la curvatura
R y torsion T

Definicién 3.2.1: Una conexién lineal V en M, es un mapa:
ViXM)x X(M)— X(M): (X,Y) - VyX (3.31)
que satisface:

Vf,ge C*(M), VXY, Z e X(M)y a, € R.

(@) VixigvZ = fVxZ +gVyZ,
(8) Vx(aY +BZ) =aVxY + (VxZ,

(7) Vx(fY) = X(Y + fVxY.

Entonces una conexién V define para cada (X,Y) € X (M) un campo vec-
torial VxY € X(M) referido como la derivada direccional de Y al respecto
de X. Para ver las implicaciones de las propiedades o) — «y) sea (U, ¢) una

carta, entonces:

0 0
_ Yy« _ VB
X(z) =X e yY(z)=Y 5P reU, (3.32)
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VY = Vo (Y" 0 ) _ xn [GY O Lyvv, ( 0 )] (3.33)

ox” oxH Oz 3o \ OV

De esta perspectiva una conexién V, especifica al respecto de una carta

(U, ¢), n® funciones:

0 L0 ) ) 0
., 0
", :UCM—R:ix—TI? ()= <dx Voo 8;1:P> . (3.35)

Las n® funciones ['”,, reciben el nombre de simbolos de Christoffel, asociados
a la conexién V y la carta (U, ¢). Con los simbolos de Christoffel (3.33) toma

la forma:

VxY =V o

rd
0
oxv’

0 oY"
Y ) = X" yer
( 83:”) lax/‘ + “”] oxv

= X"(V,Y") (3.36)

Respecto a otra carta (V, ¢) los simbolos de Christoffel F;j’p estan definidos

CO1mMo.

" Y 0

y del mismo razonamiento que nos llevé a (3.36) tenemos:

, 0 ) Loy
= / v —= H P v
VY = vX”agu (Y 8yy> X [83/“ +Y*rr MP] ayl’
/ i 0
=XV, Y" . .
(V") g0 (3.38)

Se verificard que (3.36) y (3.38) representan para cada x € U NV el mismo

campo vectorial. Para verificar esto primero veamos como cambia ™.,
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cuando cambiamos la carta:

0 ox oy 0
F dx” -
< v Vazu 81‘P> <8y 61;/»“ a7 Q1P 8yﬁ> ’

aplicando otra vez las propiedades («—-y) y de las propiedades del par natural

< , > obtenemos:

5 ox? dy" 0
I, (r) = o <dy ng 2 07 Dy~ > (3.39)
o2 L Pyt 0 Oy oy" 0
oy T OxkOxP Oyt Oxt OxP a7 oy*

7 .(z).

— v —
oy | Oxrdzr * 1 dxr Oxr P e A oyY Oxtoxr — Oy Ozt OxP

oz [ %y~ Lo oy Oy~ 0, 57] _Oxv 0%y ox” Oy Oy~
de esta expresion observamos que el primer término a la derecha no cambia
tensorialmente respecto al cambio de carta, esta propiedad de las funciones
[V, nos determinara que el campo VxY cambia tensorialmente respecto al
cambio de carta.

Como es bien conocido (vease [2] pag. 30) una V puede ser naturalmente ex-

tendida sobre campos tensoriales suaves y esta extension cumple las propiedades:

Sean X € X(M) y f € C®(M), entonces:

(@) Vx(S®T)=(VxS)®T+Sa (VxT),
(8) Vx(CT) = C(VxT),
(V) Vxf=df(z) = X(f),
donde C' denota el mapa de contraccién. Las propiedades o) — ') son sufi-

cientes para evaluar la derivada direccional V xT' de un campo 1" al respecto

de una carta (U, ) arbitraria. Por ejemplo, calcularémos V 8 dz” usando

87



CAPITULO 3. APLICACIONES DE FORMAS DIFERENCIALES

la propiedad (3):

0 0
— B — g
0=V 2.0’ ® 7)) = OV 5 (d2" ® )
0 0
_ B
= C[(V{)Tad )® D + dz” & (V 61‘“)]
(v o dr®, LN g (e i (3.40)
B axia ’ axﬂ ’ O axp ’ ’
por tanto:
Vo di’ = —-I7  da. (3.41)

Oz

La derivada direccional VxT de un campo 7" € M(1,1), tiene la forma:

o1,
Voo T =XV o <T7[,a®da:ﬂ> = X2 < O g du )

oxY oz \ 0x7

0 0
arry 5] ay B
X Tﬁ<vafaa W) ©de? + X Ty @ (7 do”)

X
_[or, 9 0

=X _833“87®d$ +Tp1"7apa—®d:p TVprOCBa ®d:17]

(01", 0
_ ya 5 5
=X p + T, — T, B] P ® dx

» 0
— (o] Y
= X |VaT }%@)d:z: (3.42)

notamos que [VQT 75] cambia tensorialmente respecto a un cambio de base
para ver esto tomamos otra base coordenada y en términos de esta nueva
base.

Para una conexién V, asociamos la torsion 7'y la curvatura R de V de la

siguiente manera?:

VX,Y,Z € X(M),

3 Alternativamente

T:X(M)x X(M) — X(M): (X,Y) - T(X,Y),
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T(X,Y) = VyY — VyX — [X,Y], (3.44)
R(X,Y)Z := (VxVy = VyVx = Vixy) Z (3.45)
Del lado derecho de estas relaciones, se sigue que la torsién y curvatura
satisfacen V f € C*:
0) T(fX,Y) = T(X, fY) = fT(X,Y), (3.46)
B) R(fX,Y)Z = R(X, fY)Z = R(X,Y)fZ = fR(X,Y)Z. (3.47)
Para mostrar «) partimos de la definiciéon de T'(X,Y") y las propiedades de
V (aplicadas a una funcién h € C'*), como sigue:
= [VxY(h) =Y(f)X(h) = fVyX(h) = XY (h) + Y ()X (h) + fY X (h)
= fT(X,Y)h, (3.48)
de manera andloga se verifica que T'(X, fY) = fT(X,Y).
Para mostrar (3) partimos de la definiciéon de R(fX,Y)Z y lo aplicamos a
h € C*°(M) como sigue :
[R(fX,Y)Zlh =V ;x(VyZ)h = Vy(VixZ)h — (Vipxy) Z)h
=Vyx(VyZ)h =Y (f)(VxZ)h — [Vy(VxZ)h
~(VixyZ)h + (Vy(px+pyxZ)h
= fVx(VyZ)h =Y (f)(VxZ)h = fVy(VxZ)h — f(Vxy Z)h

+Y (/) (VxZ)h+ [(VyxZ)h = [fR(X,Y)Z]h, (3.49)

R:X(M)x X(M)x X(M)— X(M): (X,Y,Z) = R(X,Y)Z.  (3.43)
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de manera analoga al calculo anterior se muestra que:

R(X,fY)Z = fR(X,Y)Z y R(X,Y)fZ = fR(X,Y)Z. (3.50)

3.3 Las formas de conexion.

Consideramos una conexién V arbitraria y sea una carta (U, @) con la base

coordenada correspondiente {a%lv ey &%} y su dual {dz',... dz"}. Como

hemos visto V induce los simbolos de Christoffel T, ; en U.
Con la ayuda de los I'", 5 sean w*, campos de 1-formas en U definidos a través

de:
wh, = F“ﬁadxﬁ, oo =1,...,n. (3.51)

De esta definicién tenemos:

0 0
_ B — B _
wﬂa (833”) - Fuﬁadx <axp> - Fuﬁa(s P Fupa

9 _ » (9 )\ 9
s 0zf B\ gre ) frr

entonces :

V o

Como consecuencia de esta relacion vemos que:

oxr” ox+ Oxv ozt ) Oxr
aYy” 0 0
= X" AoV | —
X laxu + YW, <0a:u>] e (3.52)

y el lado derecho es equivalente a (3.38) pero ahora contiene los n? campos

de 1-formas w”, en lugar de las funciones I'” .
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Hasta el momento hemos empleado cartas locales, para dar una representacion
local de VY, pero tal derivada puede representarse a través de la nocién
de una paralelizacion.

Definicién 3.3.1 : Una paralelizacion definida en un conjunto O C M es
una coleccién de n-campos vectoriales { X7, ..., X, } tal que para cada p € O,
{X1(p),..., Xu(p)} es una base de T,(M). Una paralelizacién define natu-
ralmente n campos de 1-formas {6',...,0"} en O C M tales que para cada
pe O, {0',...,0"} |, es una base de T (M), dual de {X1,..., Xy} [, es de-
cir: (6%, X;) |, = 0%

Sea V una conexiéon y {Xj, ..., X,,} una paralelizacién en O C M. Intro-

ducimos n? 1-formas wo‘g a través de:

Vx,Xo =wl (X)X, o,8,7v=1,...,n (3.53)

[
o0 mas general
VxXo =wl(X)X,, a,y=1,...,n (3.54)

y las llamamos 1-formas de conexién w. A través de las propiedades de V

tenemos:

VxY =Vx(Y’X5) = X(Y7) X5+ YV X;

= X(Y?) X5+ Y50 5(X)Xa = [ X(Y?) + Y50 (X)] X5, (3.55)
como YA = 0A(Y) = <96, YaXa> tenemos:

VxY = [X(0°(Y)) + 0%(Y )’ (X)] Xs. (3.56)
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Si pensamos que {X1,..., X, } = {%, cee a%} para algin (U, ), entonces:
0

oY P
X(0%(Y)) = X ot
(07(Y)) pyes 5o

(da?(v)) = X
y por tanto (3.56) se reduce a:

VxY = [X(da” (V) + da"(V)w” . (X)] 928
= [X(V) + V" (X)] aiﬁ (3.57)

la cual es equivalente a (3.38) y (3.52).
Como consecuencia de las propiedades (3.46), (3.47) la torsién 7'y la cur-

vatura R de una conexién definen el tensor 7'y R a través de:

T:T; (M) x T,(M) x T,(M)x — R
(X,Y,w) = T(X,Y,w) = (w, T(X,Y)) (3.58)
R T3 (M) x Ty(M) x Ty(M) x Ty(M) x x — R

(X,Y,Z,w) — R(X,Y, Z,w) = (w,R(X,Y)Z), (3.59)
De la primera definicién:
T T (M) x Ty(M) = Ty(M) : (X,Y) = T(p)(X,Y) € Ty(M). (3.60)
y respecto a {X;(x),..., X, (z)}, tenemos:
T(p)(X,Y)=T*X,Y)X, *
donde T*(X,Y) a=1,...,n formas de torsién, obedecen:

TX,Y) = (0, T(X,Y)) = (6, VxY —VyX — [X,Y]).  (3.61)

4de aqui en adelante por simplicidad removemos la dependencia explicitade p € O C M.
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Usando (3.56) en el lado derecho, tenemos:

T(X,Y) = [X0°(Y) = YOU(X) + 0F (Y )W (X) — 05 (X)W (V)] Xa — [X, V7],

(3.62)
sustituyendo (3.62) en (3.61) obtenemos:
TYX,Y)= (0" T(X,Y)) =X (0*)Y) =Y (#*, X) — (0%, [X,Y])
+w (X)OF(Y) — w (Y)OM(X), (3.63)
usando la identidad (ver 2):
dw(X,Y) = [X (w,Y) =Y (w, X) — (0w, [X,Y])], (3.64)
se sigue:
TX,Y) = [d0" + w A 0] (X,Y)
y debido que (X,Y) son arbitrarios:
o= s n 0] a=1.n
por tanto
T =T°X, = |d6” +w A 0F] X, (3.65)
la relacién:
T = |dO® + w® A O (3.66)
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es la primera ecuacién de estructra de Cartan.
Si V es libre de torsién, es decir T' = 0 entonces la primera ecuacién de

estructura se escribe:
do* + w A O% =0, (3.67)

la relacién (3.65) define la torsién 7" en términos de las 2-formas de torsion
T o =1,...,ny asuvez T estan dadas en términos de w% y la par-
alelizaciéon local.

Tenemos un analisis similar para la curvatura, primero definimos las formas

de curvatura a través de:

QLXY) = <9i, R(X, Y)Xj>

= (0", VxVyX; - VyVxX; - Vixy)X;) (3.68)

Para evaluar el lado derecho, calculamos VxVyZ, VyVxZ y V(xy|Z re-

specto a {X1,..., X, }:

VxVyZ =Vx [(Y(0/(2)) + 0°(Z)o" (V) X]]
=X (Y(0'(2)) Xi + X (0°(2)o (V) X,

+ [V (0'(2) + 0°(Z) (V)] Vx X, (3.69)

donde hemos hecho uso de las propiedades de V y de (3.56). Usando la

relacién VxX; = w"; (X)X, tenemos:

VxVyZ =X (Y(0(2)) Xi + X (0%(2)w" ((Y)) X,
+ [V (01(2) + 0°(Z) (V)] (X)X,

7

94



CAPITULO 3. APLICACIONES DE FORMAS DIFERENCIALES

= XY[(0'(2))]Xi + X (o (V) 0%(2)X; + ' (V)X (6%(2)) X,
+HY[(0°(2)))w5(X) Xy + 0%(Z)w" (V) (X) X, (3.70)
De manera analoga a la igualdad anterior hacemos el calculo VyVxZ y

formamos la diferencia VxVyZ — VyVxZ y notamos que usando la base

coordenada el término:

XY0(2)X: = YX0U(2) X, = (XY0'(Z) - YX0'(2)) X,

— (Xwai“ei(z) — YX“aiHGi(Z)> X;

0 90 (Z) 0 90(Z)
_ a Y (vu _ya Y n ,
B (X ox® (Y oz ) Y oxr™ (X Oz Xi

a0V 90'(Z) u L,0%01(2) LOXM00'(Z) N u829i(Z)
N [X ox® OxH +Yex 0xeOxH -y oxe Oxn e 0xeOxH Xi
oY+ 0 0? oXH* 0 0? A
_ « 7 JT Vgt _ (e o QM g .
KX Oz Ozt +YeX 0x*OxH Y Oz Oxh Yo 8:17“0;5“) 0 (Z)] Xi

Por otro lado el término:

W' (VX0M(2)X; — W' (X)YO(2)X;

OxH

y ademas
VixyZ = [X,Y¥/(2)X; + (X, Y])0(2)X;,

usando nuevamente la base coordenada

oY’ 061(Z) 0263 (2)
X. 4L YHX© .
Jze o 9T R Ch

V[X}Y]Z - Xa
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a ¥ 207
_yuaiae (Z)X, _y#Xaa (2)

oxt Oxe Oxedxn I

Y H 007 (Z) Ox® 007 (Z)
= | X“ —_ Y . 72
[ ox® Ozt ox+ Oz~ J (3.72)
Entonces:
R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ — Vixy4 (3.73)

= {X (&, V) =V (0, X) =, ([X, V]) + o (X)h(V) = o (V) (X) } 01(2) X,
Usando la identidad (3.64) en (3.73) tenemos:
R(X,Y)Z = (o’ + o'y AWK (X, )0 (2)X;, (3.74)
entonces:
(07, R(X,Y)Z) = (o, + o AWk (X, V)0 (2). (3.75)

Tomando Z como un elemento de la paralelizacién y recordando la definicién

de las formas de curvatura:
R(X,Y)X; = Q' (X)X, (3.76)
tenemos de (3.75) para Z = X;:
(67, Q%(X,Y) Xa) = (dwf + w A ) (X, Y)o,, (3.77)
de la cual se obtiene:
O = dw'; + W'y A wkj (3.78)
esta es la segunda ecuacién de estructura de Cartan.
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3.4 Soluciones de las ecuaciones de estruc-
tura de Cartan

Teorema 3.4.2 Sea (M, g, V) una variedad con V conexién de Levi-Civita.
Dada la paralelizacién, los coeficientes de conexién w* ; v las formas de cur-
vatura §2° ; en términos de las componentes de g y {0, ...,0"}, son tinicamente
definidos.

Demostracion: Cuando T = 0, las ecuaciones de estructura de Cartan,

tienen la forma:

do" +w', NOF =0, (3.79)
do'; + W' ANF; = Q. (3.80)

Expandiendo df’ en términos de los elementos {0, ... 6"}, tenemos:
do" = —;Cikle’f N Ch = O, (3.81)

Por otro lado, de la compatibilidad de g con V|, tenemos la siguiente relacion:

Xg(Xi, Xg) = 9(Vx Xi, Xi) + 9(Xi, Vx Xi)
= g(0' (X)X, Xp) + 9(Xi, ' (X) X0)
= o', (X)g( X0, Xx) + W' (X)g(Xs, X1)
= W' (X) g + W' (X)gi = wri(X) + win(X)

en donde hemos definido:

gir = 9(X;, X) (3.82)
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las componentes de g al respecto de la paralelizacién { X1, ..., X,,} y bajamos
indices en wj, usando (3.82).

Tomando X = X, tal relacion se puede escribir como:
Gik,j = Wri + Wik, Gik; = X9 = X,;9(X:. Xp). (3.83)
Dadas las 1-formas de conexién w',, introducimos I, a través de:
wh, =170, (3.84)
entonces:
gaw'y = wi = gal®, 0™ (3.85)
La ecuacion (3.83), se puede escribir como:
Gikj = (gucflmi + gliflmk) o (3.86)
tomando permutaciones ciclicas se tiene:
Jrji = (glkflmj + gljflmk) 0", gjix = (Equ‘lmj + gljflmi) o (3.87)
entonces:

9kji t Gjik — Gikj = gugflmj + gljflmk
+gliflmj + gljflmi - glkf‘lmi - gliflmk
= glk(f‘lmj - f‘lmz) + glj(flmk, + f‘lml)

+au(T oy — T i) (3.88)
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Regresamos a (3.79) y sustituimos (3.81) y la representacion de w’, dada por

(3.84), obtenemos:

) ) 1 . .
del + wzk /\ ek — _iczklek /\ 8[ + Fl/\ye)\ /\ HV
o 1 i pk l 1 i e A v 1 ) ) A v
——ick_le /\9 +§<F)\V+FV)\)9 /\9"‘5(1—‘)\”_1_‘)\,/)9 /\9
1. .
entonces:

r, —-T, =0y, (3.90)

y esta relacion nos especifica la parte antisimétrica de los I \- Por otro lado

de (3.88), tenemos:
Ikji + Gjik — Gik,j = 911@(0;4) + glj(flmk + T i)
+0i(Ci) (3.91)
contrayendo esta ecuacion con glp se tiene:
T + T = 97 (G + Gjige — Giny) — 9% qu(CL) — g% gu(Cly)  (3.92)

y esta relacién define la parte simétrica de I, ,.
De las relaciones (3.90) y (3.92), tenemos:

3 Iy 3P L= £
Fk:l:§(szz+rm)+§(rkl—rm)

1 .
— §Czkl+ (393)
Esta relacion define a través de:

wi =176 (3.94)
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las 1-formas de conexién como funciones de las componentes g;; = g(X;, X;)
de g y los coeficientes de expansion Cijk = —Cikj definidos tnicamente a
través de (3.81).

Consideremos las formas de curvatura Q° ; definidas por la segunda ecuacion

de estructura de Cartan (3.80). Debido a w'; = fikjek, tenemos:
dow'; = d(T";) A" + T do". (3.95)

Para dar una representacion conveniente de dI'™;; empezamos con:

o ari,.. ore,
i _ nwo__ ] Si v o__ J “w —1\p v
dl'y, = e dat = B o dx” = B (a)!,(a™")" dx
;L aflkj —1\p v i p
= (@), B (e = X (), (3.96)
en donde a(= a”,) es la matriz no singular que relaciona la paralelizacién
{X1,..., X} con {%,...,%}.
Entonces:

dw'; = X,(I7)0° N OF + T do*
i Lai
= Xp(I")0° N OF — ST, C",, 07 A 6"
X0 = XI, =T, 0% ] 07 A 6F (3.97)
Esta formula con w’; = I7,.6* y notando:

A A 1/~ =« A oA
T k _ i k i k
=D 05,00 N0 = o (D0, = Tl ) 6o ner, (3.98)
tenemos la siguiente forma para las formas de curvatura € I

i g i k
U =dw'; + W'y A
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Lrei i i Mt fi T a
=5 Dy = Doy = Ty Ol + T 1 = T blrlaj} 6% N O°
1 le% % le%
= A N = AT 0 NE < b, (3.99)
Por otro lado, de la definicion:
O (X,Y) = (0, R(X, V) X;) (3.100)

eligiendo X = X, v Y = X}, tenemos:
0 (X, X)) = <‘9Z R(XkaXl>Xj> =Ry (3.101)

en donde R! ;i son las componentes del tensor de Riemann respecto a {X1,...,X,.},

de (3.99) y (3.101) se tiene:

) 1 . )
Se sigue:
+I I — Fiblrlaj (3.103)

En suma las ecuaciones de estructura de Cartan con Vg = 0y T' = 0 definen
las uno formas de conexion wij y O ;» en términos de g; = g(X;, Xj) v

Cikl:_cilk'
3.5 Evaluacion de la curvatura de métricas

estaticas y esféricamente simétricas.

Considerdmos un espacio tiempo (M, g, V) con dimM = 4, g una métrica de

Lorentz y la conexion de Levi-Civita. Nuestro interés es evaluar la curvatura
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de una familia de métricas estaticas y esféricamente simétricas usando las
ecuaciones de estructura de Cartan. Estaticidad y simétria esférica implican
que existe una carta (U, ¢) con funciones coordenadas {t,r,0, ¢} tal que las

componentes coordenadas de g toman la forma:
g = —f(r)dt* + h(r)dr® 4 r*(d6* + sin® Odp?) (3.104)

en donde asumimos que r > 0, f(r) > 0, h(r) > 0 y las coordenadas
(0, ¢) toman los valores usuales. Asociado a tal carta elegimos la siguiente

paralelizacion y su dual:

1 0 1 0 10 1 0
= o N T e T a0 T rsng oy’

90 = \/?dt, 0" = Vhdr, 6*> = rdf, 6° = rsinfdyp, (3.106)

X, (3.105)

Con esta eleccion la métrica g toma la forma:
g=—-00+0' 20 +62 20> +6x0°
= 1os0® @ 0°. (3.107)
Para evaluar la curvatura de g usando el método de Cartan necesitamos

pimero conocer las 1-formas de coneccién wij y las 2-formas de curvatura

Q i 4,7 =0,1,2,3. Ain podemos usar las férmulas de la seccion previa, es

mas facil resolver las ecuaciones de estructura directamente respecto a una
paralelizacion { Xy, ..., X, }, especificada por (3.105). Primero debido a que

en nuestra hipotesis V y ¢ son compatibles, tenemos:
Vi, [9(Xi, X5)] = (Vx,9) (X, X5) + 9(Vx, X, Xj) + 9(Xi, Vx, X5)
= g(w%5(Xp) Xa, Xj) + g(Xi, 0% (Xy) Xa)
= WY (X5 )Naj + 0% (Xi)Nia = WiTas + WNia (3.108)
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NajW; + Niaw; = 0, (3.109)
donde:
-1 a=7=0,
Naj = g(Xa,Xj) = 1 o :] = 172,37 (3110)
0 a# 7.

Estas condiciones tambien se pueden escribir como:
T]ijo; + T]mwaj = Wy + Wij = 0= Wij = —Wj; (3111)

que expresan una simetria de los wj;.
Como T = 0 podemos tomar ©° = () entonces la primera ecuacién de estruc-

tura de Cartan toma la forma:
Ao’ = —w' A0, 0,5 =0,1,2,3. (3.112)

La utilidad del método de Cartan para nuestro problema recae en esta

primera ecuacién de estructura ya que podemos determinar wij apartir de

(3.106). Por la eleccién de esta paralelizacion y {6°,..., 6%}, evaluamos di-
rectamente {df°,... df*} y tenemos las siguientes 4 ecuaciones:
f/

1) zf\/ﬁel NP = — (W A%+ W% AT+ WO A0+ W% AP,
2) 0= —(wy A"+, NG + Wy AP+ Wy AG?),
1
rVh
0
ot A B3 cosv.
rh + rsin 6

Del analisis anterior, sabemos que estas ecuaciones definen unicamente los

3) O'NO* = —(W AN O+ WP NG+ WA A O+ WP A GP),

4) NP = (WP ANO°+ WP A O+ W5 A0+ W A GP).

W' i Para resolver estas 4 ecuaciones usamos la simetria de las 1-formas de
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conexion w' ; v el hecho de que estas ecuaciones son acopladas. Por ejemplo

de la ecuacion 1) tenemos lo siguiente:
W'y = Agh?, W% = AL0°,

con Ag y Aj funciones. De la ecuacién 2) se sigue que:

(3.113)

W'y = B10°, W', = B9, W'y = B/0* W'y = B'6?, con B]s funciones.

De la ecuacién 3) se tiene:
w? = Cyf°, W = CH0°, con Cys funciones.
De igual forma de 4), se tiene:
w30 = D30°, con B; funcién.

También de (3.111) se tiene:

1 _ 2 1 _ 3 2 3
Wo = "Wy, Wg=—WHy, Wg=—WH.

Con estas simetrias podemos obtener las funciones A, B,C'y D:
A0:A6:B1202:D3:O,

tomando en cuenta estos resultados, la ecuacuacion 1) se reduce a:

f/
2/Vh

0* N0 = - A G
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por comparacién obtenemos:

wlz

0 f no
—QNEQ.

obtienen las siguientes 16 uno-formas de conexién w* JE

wi=wi=0 W
wp=wy =0 wp
1
2 _ 2 1
wi = 0 ws
rvh
1
w% =——¢ wi’ =
rvh
= cos 0 B L2
2 rsinf ’

Continuando este proceso se

(3.117)

(3.118)
(3.119)
(3.120)

(3.121)

Con estas 1-formas de conexién y la segunda ecuacion de estructura de

Cartan:

dw’ .

J

= — (W' Awk) +

obtenemos las 16 2-formas de conexién ; siguientes:

0% =0 =0

1 f// f/2 f/h/
L A 1 0
QO“Q (fh 2f2h  2fh? Ao
2 f/ 0 2
0% = 2Tfhe .
03 = — f 6° A 6G3

0 2rfh
2 h/ 1 2
le—%meAe
3 h/ 1 3
le—%meAe

1 1
3 2 3
QZ_—ﬂ(l—h>9A6

105

0%, =
Q° =
0%, =

0%, =

Q% =0
1 f// f/2
2 (fh S 2f°h
f/
2 fh
f/
2 fh
h/
2rh?
h/
2rh?

1 1
— (1= = 2 3
7’2< h)ﬁ A0

6° A 62

6% A 93

0t A 62

0t A 63

f/h/ 1 0
Tid M
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y notamos la siguiente relacién de simetria:

O = dw'; + (W' Awh) = —dw?; — (W), AWh) (3.122)

Q=

J (2

(3.123)

Por otra parte sabemos que las componentes del tensor de curvatura respecto

de la paralelizacién local (3.105) y (3.106) estan dadas como sigue:
R = <9ia R(Xjan:>Xl> (3.124)

en donde R’ ;1 Son las componentes de R al respecto de la base definida por

la paralelizacion { Xy, ..., X, } vy de la seccién anterior sabemos que:

. 1_. )
@ =oR w0 N0 =R OTNO k< (3.125)

J

comparando en (3.125) obtenemos R’ ;; que son las componentes del ten-
sor de curvatura al respecto de la base ortonormal. Para evaluar sus com-
ponentes al respecto de la base coordenada, usamos las relaciones R k=
(0", R(X}, X;)) v hacemos uso de (3.105) y (3.106).

Por ejemplo

2
0 1 0 sin” 0 ( 1)
= = 1— =
B =gm 7 2 h
h 1 1
= —— ¥ = —— 1 —_ —
m = Ty e =73 ( h)
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f/ B
b o =L o oo
B 4rh o 4rh
1 f// f/2 f/h/ ’I"f/
Y t g = ——— A2
Rrrt 4 (f 2f2 th R9t9 4fh (3 7)
1 f// f/2 f/h/ . Tf, sin2 9
th’/‘t:_i T or1 R to — T 111
s\'n " 2fh o2 et Afh
. rh’' . rh/ sin” 6
Foo=gz  Few ="

Con estas componentes del tensor de curvatura calculamos las componentes

la curvatura de Ricci R,, que no son cero:

AT
Rdr (m) t rfh) ’
. B 1 i f/ h/
Rt R = (- xﬁm<¢m>+MJ’

R.=R, +R’

rtr ror

Ry=R'y, + Ry + RS, + Ry = JQC (
_h
2
T’
2

Rgg = R'gyg + Rlgps + R 00 + R oo =

2 o fh | 2rh?

De estas expresiones el escalar de Ricci R = g®’R,5 esta dado por:

R=g"Ry+ g Ry + ¢" Rog + g** Ry = (3.129)

1 d /[ f 1 (W f B [ 1
2\/ﬁdr<\/ﬁ>+2rh<h_f>+2h2r_2fhr+r2<1_h)'

En suma, para una métrica g estatica y esféricamente simétrica relativa a la

carta (3.104), las componentes coordenadas de Riemann, Ricci y la curvatura
escalar R estan descritas por (3.127) y (3.128).
Como una aplicacién de estas férmulas encontramos las métricas estaticas y

esféricamente simétricas que satisfacen las ecuaciones de Einstein en el vacio:
1
Gag == Rag — §ga3R = O, (3130)

107

( o fh 2l +i (1_;))

0 . 72 sin® 0 I B 1
RW‘P:Rtwtw+Rw9<p+R¢www+Rw ( + "’ﬁ 1



CAPITULO 3. APLICACIONES DE FORMAS DIFERENCIALES

Tomando la traza de esta ecuacion tenemos:
af af 1
g Gagzg Rag—§4R:0:>R:0,
entonces en el vacio las ecuaciones de Einstein se reducean a:
Rtt - O, Rrr - O, Rg@ - O, RSOSO - 0 (3131)

Enseguida resolvemos tales ecuaciones, primero formamos la combinaciéon

% (Ry) + 2 (R,,). De la relacién (3.128) obtenemos:

g (Rtt) + }21 <R7‘7‘) =

f

I AR O A A
_rfh+rh2_rh<f+h>_0

jf:%_ (3.132)

En donde i es una constante de integracion.

Sustituyendo esta relacién en Rgg = 0 se tiene que:

1

c
— o= f0O=n(1+5), (3.133)

h(r)

en donde C es otra constante de integraciéon. De (3.133) se ve que la métrica

g que satisface las ecuaciones de Einstein en el vacio esta dada por:

g=— <1 + C) dt* + dr® 4 r*(d6? + sin” Odp?). (3.134)
r

1
(1+9)
en donde hemos absorbido la constante y en un reescalamiento de la coorde-

nada t.

Tomando C' = 0 se ve que g es la métrica de Minkowski que trivialmente
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satisface las ecuaciones de Einstein. Tomando C' = —2M, M > 0 en (3.134)

se recupera la métrica de Schwarzschild de masa positiva:

2M 1 .
qg=— (1 — 7“) dt2 + (1_21\/1>d7’2 + 7‘2<d¢92 + SlIl2 edQOZ),
r> 2M. (3.135)

El caso C'=2M, M < 0 corresponde a la soluciéon de Schwarzschild de masa

negativa:

r

2M 1
g——— (1 + ) d? + ————dr? + r*(d6? + sin® 0d?[3.136)
r (1+21)

3.6 Ecuaciones de Einstein con campo elec-
tromagnético

Como una segunda aplicacién de las formulas (3.128), (3.127) y (3.129) en
esta seccion consideramos el sistema: Go3 = kT, en donde T, 5 corresponde
a un campo electromagnético. Como hemos visto las ecuaciones de Maxwell

en el espacio tiempo de Minkowski en ausencia de corriente toman la forma:
dF =dx F =0, (3.137)

mientras que el tensor energia momento 7, para un campo electromagnético

tiene la forma:

1
Top = FopFy "' — ZnaﬁF*@AFM, (3.138)

donde: g = 1,5dx® ® dx” son las componentes coordenadas de la métrica de

Minkowski gr..
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Para describir las ecuaciones de Maxwell en un espacio tiempo arbitrario
(M, g) que representa un campo gravitacional relativista, usamos el principio
de equivalencia.

Tomamos las ecuaciones de Maxwell en la forma:

dF =d* F =0, (3.139)
1

Tog = FopFy " — ZgagF“)‘FHA, (3.140)

F = Fda®™ ANda?, k< A (3.141)

y el sistema Einstein-Maxwell en electro-vacio:
Gaﬁ = kTag, dFf =dx F = 0. (3142)

Estamos interesados en una solucién estatica esféricamente simétrica de (3.142).
Usando otra vez la carta (3.104) primero proponemos el tensor de Maxwell

en la forma:
F=E@"N0"+ B(r)0* N0° = F0® A 0" 4 Fos6? N G? (3.143)
con la base de 1-formas:
60 = \/f(r)dt, 8" = \Jh(r)dr, 6> =rdf, 6° = rsinfdp, (3.144)
entonces F' es equivalente a:
F = E(r)\/fVhdt A d0 + B(r)r®sin0d0 A dp = Fydt A dr + Fyad A dyp.
De la restriccion dF' = 0 tenemos:

dF = d[F,udt A dr] + d[Fy,d6 A d] =

0 (B(r)r?)sin?0d A dp = 0 = B(r) = " (3.145)

or r2’
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en donde x es una constante de integracion. Por otra parte:

d* F=dE*0° N0 +d[Bx*0*10°] =
d* F =d[E0*> AG°] —d[B° A0 = (3.146)

0 5 . A
d* F = g (E(r)r sm«9> (dONdp)=0= E(r) = 3

por tanto una solucién estatica y esféricamente simétrica de dF =d* F =0
tiene la forma:

A
F=20000"+ 20 N 6> (3.147)
r T

Calculamos enseguida las componentes del tensor energia momento 7'. De la

forma:
p 1 v
Top = FWF/B — ZgaﬁF F, (3.148)

se sigue que las componentes coordenadas no cero son:

T = FuF " = S [ By + FBy,] = [(r)(B) = 27 (r)[-B* + B
:>Ttt:f(2r)(E2+Bz),

Tow = Fy ¥ = (W) F” Fyp + F*Eyy] = —h(r)(E) = Sh(r)[-E* + B
=T, = —h(;) (E*+B?),

2 2
Too = Fo Fyt — Z(TQ)[F”FW + F%Fy,] = r*(B?) — Zr2[—E2 + B?

2 2
:>T99:5(E +B>,

2 2
Ty = FouF ) — Z(TQ sin 0)[F" F,, + F%Fp,] = r*sin? 0(B?) — ZT2 sin? 9[- E? + B
r?sin?6 ,_, 9
= Top = — (E*+ B?).
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El sistema de Einstein Maxwell tiene la forma:

1 1
Rap = 5905 = k(Fou Fy" = 1005 F" Fu) (3.149)

y tomando la traza de estas ecuaciones, tenemos:

1
R—2R = kg’ F,,Fg" — ZkﬁgaﬁgaﬁF‘“’ F, =

—R = kFy,F " — kF™F,, =0= R =0, (3.150)
entonces el sistema (3.149) se reduce a:
Rop = kT3,

donde las componentes IR,z las hemos calculado en la seccién anterior. Para

resolver este sistema empezamos con:

f(r)

Rtt - k:Ttt = Rtt - ka (E2 + BQ> 5 (3151)
h
R, = kT,, = Ry, = —k(;) (E*+ B, (3.152)
y restando ambas relaciones llegamos a:
2 2 N AN k
z R,=%2+—] == = —, 1

en donde k es una constante de integracién. Sustituyendo fh = k en la

ecuacion kTyg = Ry, se tiene:

r? 1 (rh rf 1
— (E*+ B*) == - (1—) 154
k5 (B2 4 5%) 2<2h2 o T\ T (3.154)
y sustituyendo f = % en esta ecuacion se tiene:
r? 1 (rh 1
k— (E*+ B*) == | — (1—) 1
5 (B4 B%) =3 < (- (3.155)
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la solucion para este sistema esta dada por:

2 2\ 1
h=<1+f+H+A> (3.156)

r2

por tanto las soluciones de Einstein-Maxwell estaticas y esféricamente simétricas

estan descritas por:

R 24 )2 2, )21t
gz—kl1+0+k'€+2 ]dt2+l1+c+klii ] dr®
r T T r

+r? (d6? + sin® 0dip?) .
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Capitulo 4

Apéndices

Este apéndice tiene como finalidad demostrar algunos teoremas y dar defini-

ciones mencionadas en las seccidénes de esta tesis.

4.1 Apéndice Al

Empezamos demostrando el teorema (1.1) del capitulo 1.

Teorema 1.1 : Sean {e;,...,e,} y {e!,...,e"} un par de bases duales para
T.(M) y Tk(M) respectivamente, entonces:

«) El conjunto:
B(r,p) ={e;, ®e;, ®...Q¢, @' ®@...0e"| i1, i1, 00 € {1,...,n}}

es una base de M,(r, p).
B) dimM,(r,p) = n"*P.
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Demostracion: Como hemos visto cada elemento:
e, ®en®...0e, @ @ ... @ i1, ... i 1,500 €{1,...,n}
define un elemento en M(r,p), vy ademés tenemos:

e, Rep ®...Qe, e @... @ (W, ... W X,...,X,) =

e, ®e,®...06e, Q... ® e (w e“ﬂ...,w’"areo"',Xﬁll eﬁl,...,Xﬁpp es,)

o

=w', e (e )w’,, e (es,) .. .wTaTeaT(eir)Xﬂll e/ (es,) .. .Xﬁpp e’ (eg,)

ay
=w'y W, .. .w”arXﬁll . .)('Bppe‘”(eil)ea2 (€iy) ... €™ (e;,)e” (e,) ... €7 (eg,)

=Wl W, o XX g e gen 6T, L6,

= whw?, W XX (4.1)

Mostramos primero que los elementos en B(r, p) son linealmente independi-

entes. Considerando la combinacion lineal:

AR 14..6376(11 X...Q€e,, X 6'61 K. eﬂp =0¢ MQU(T?p)’ (42)

aj...op

con los coeficientes ¢ 5.5, Teales y se entiende en (4.2) sumatorias sobre
indices repetidos.
Actuando (4.2) sobre el conjunto particular: e, ... et e, ..., e, obten-

'p

€mos:
t Ny 5,6 @ B €q, ® . @, e ey, ... e,)=0€ER
Pero del lado derecho tenemos:

tOcl...Ot»,» 1~~~,8p <6N17 €a1> <6M2, €a2> . e <6MT7 eOér> <€ﬁ17 el/1> ct <eﬂp7 €VP>

— 4o10r 5H1a1 5“2@ g §P §P e (4.3)

B1...Bp ay vyt Vp vi...Vp)
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cambiando el conjunto: e*,... et e, , ..., e,, concluimos que todos los
coeficientes {1 5 son idénticamente cero.

Lo cual muestra que los elementos de B(r, p) son linealmente independientes.
En seguida demostrarémos que B(r, p) genera el espacio M, (r, p). Para esto

sea T € M,(r,p) :
T Ty (M) xTy(M)x ... xTy(M)xT,(M)xTy(M)*x...xT,(M)— R
(Who? W Xy, X)) = T(wh oW X, X)),

Desarrollando w', w? ..., w", X1, ..., X, en términos de las bases {e', ..., e"}

y {e1,...,e,} y usando multilinealidad de T', tenemos:

Twh o w, Xy, X))
=T(w', e w2, e, ... ,w" e, X7 eﬁl...,Xﬁf; es,)

Oy

= w! 1w2a2 wrarXﬂll Xﬁzzn T(e™,e™,...,e" eq ...,e5,). (4.4)

67

Usando la relacién (4.1) representamos:

ay )

w! wzaz wTaTXﬁll Xﬁpp =€y, ®...0€, M@ ... @ (W W WXy, ..
entonces de (4.4) se sigue que:

Twh o WXy, ., X))

=T 5,60 ®@...®€q, ® ... @ (Whw. W X, X)

y por tanto cada T' € M,(r,p) y relativamente a las bases duales {ey,...,e,}
y {e!,...,e"} admite la representacion:
T=T""% 56,®. Qe 0" . Qe (4.5)
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donde

8 = T(eays---s€apn €. €7) ar.ap, Bi... B, €{1,...,n}46)

son las componentes de T' al respecto de las bases {e1,...,e,} y {e!, ..., e"}.
De estas dos tltimas relaciones (4.5) y (4.6) se sigue que se necesitan n*t?
elementos de B(r,p) para representar un tensor 7' € M, (r,p), por tanto
dimM,(r,p) = n"*P.
Notemos que las componentes Ty 5 de T dependen de la eleccién de la
base, para ver esto sean {e],..., e/} y {¢*,..., €™} otro par de bases duales
de T,.(M) y T*(M), entonces:

e = d’e;, (4.7)
donde a’; son los elementos de una matriz no singular. Usando esta relacién

y partiendo de que {e},... e/} y {e’t,..., €™} son bases duales:
5 = <e'i, e;> = <bikek,aljel> =0 ;08 = b a;, (4.8)
entonces: b’ = (a™")¥; y se sigue:
e = (a1 e". (4.9)
Por tanto bajo cambio de base las componentes del tensor 7"

al...agl.“ﬁp — T(eal’ L. ,6ar, 6[317 . 76/61))7 (410)

se transforman de la siguiente manera:

T(e™,....e" eg,...,e5,) =T, e, .. a%, ¢ (a7") "€, ..., (a’l)ypﬁpelp)
=a, ...a%, (a7, (a_l)””ﬂpT(e’”l, €7, e,)
=a", ... a"‘rar(a_l)”lﬁ1 o (a_l)y”ﬁpT"”“'Uljlmyp (4.11)
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Sin embargo T es invariante bajo cambio de base y esto lo podemos ver

apartir de las relaciones (4.7),(4.9) y (4.11) como sigue:

T e @ ... Qeq, @M@ @ =a™ ™, (a7 (a7

a

/01 ... -1 / -1 / / /
T @) e, ®. @ (@), e, ® e ®...® aﬁpapeap =

Oy " Vp

a1 o -1\ —1\Vp —1\11 —1\vp £ Bp

a®y, at, (@) g (@) P (a7 )y (aT ) a Y, a

/101...0p / / loq lop __ SV1 vy SUV1 Vp

Ty €, ®...Qe, T ®...Qe™ =20 ...07 0% ...0%
T/O'L--G'r 6/ ® ® €I ® e/al ® ® elop _
Vi..Vp V1 e Ur e -

T i ®...®€, @7 ®... @7 (4.12)
Terminamos esta seccién introductoria discutiendo el mapa de contraccion
sobre tensores, el cual usarémos en el desarrollo de esta tesis. Sea el mapa:
C:My(r,p) > M,(r—1,p—1): T —-CT,r>1, p>1 (4.13)
en donde C'T esta definido por:
CT:zn:T(...,e",...;...,eU...) (4.14)
o=1

v {e1,...,en} , {e',...,e"} son bases duales de T,(M) y T(M), los ele-
mentos €’ y e, son insertados en la i-ésima y j-ésima urna de 7. El tensor
obtenido CT es un tensor tipo (r — 1,p — 1) independiente de la eleccién de
{er,...,en} v {el,... e"}. Para ver esto sean {e},...,e/} v {et, ..., ¢m}

bases duales arbitrarias y aplicamos la definicién de el mapa de contracién:
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donde hemos usado las relaciones (4.7) y (4.9).

Terminamos esta seccién introduciendo el concepto de simetria de un tensor
respecto a la posicion ¢ , j:

Definicién 1.1: Decimos que un tensor T' € M, (r, p) es simétrico respecto a

dos de sus entradas covariantes 7 y j con 1 < 1,5 < p si satisface la siguiente

propiedad:
... X,....Y,..)=T(...Y,...,X,... 4.15
( '7 9 Y Y ) ( 9 9 ? ? ) ( )
;,_/ ;,_/
J J

y de manera andloga definimos un tensor 7' € M, (r, p) simétrico respecto a
dos de sus entradas contravariantes si para las entradas ¢, con 1 <14,7 <,

el tensor T' satisface la siguiente propiedad:

T(..,w,...,w',..)=T(.., .. w,...). (4.16)
j j

En términos de bases, la simetria respecto a dos de las entradas covariantes

de un tensor T' de tipo (0,p) se puede ver de la siguiente expresion:

T/gl,_ﬂpe’gl ®...®eﬁp(egl,...,egi,...,eaj,...eap) =
:Tglnﬂpeﬁl ®...®eﬁ”(egl,...,eoj,...,egi,...egp)

esto es equivalente a la siguiente relacion:

Tal..‘ai...oj‘..ap - Tal..ﬂj.‘.oi...ap (417)

donde hemos evaluado el tensor 7' con dos elementos de la base {ej,...,e,}

de T,(M) en las urnas iy 7, 1 <1i,5 < p. Este resultado facilmente se puede
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generalizar y los tensores T simétricos respecto a las 2 posiciones covariantes
i,j en términos de una base {e;,...,e,} de T,(M) y su dual {e',... e"}

satisfacen:

Tocl...ocrﬁl — TOél...Oér (418)

...a'i..‘crj.‘.ﬁp ﬁ1...a'j...cr¢...ﬂp7

usando el mismo razonamiento que nos llevé a la realcion (4.18), los tensores
simétricos respecto a dos posiciones contravariantes i, j satisfacen la siguiente

propiedad:
Q1...0;...05...0p Q1.0 ...04...0p
T e =T bt By - (4.19)

Como algunas propiedades elementales de la férmula (1.55), sean (Xi, Xs)

vectores arbitrarios, entonces:

w AW (X, Xy) = Z sgn (o) o(w' ® W) (X1, Xo) =

€Sy

> sgno(w' @ W) (Xoa), Xo@) = w! @’ (X1, Xp) —w! @0 (X2, X1) =

oES2

w! (X1) w? (X2) — W' (Xo) w? (X1) = w! (X)) 0 (Xp) — w® (X)) W' (X2) =

(wl Qw?—w?® qu) (X1, X2) = Y sgnow™ @w@ (X, Xo).  (4.20)

€S2

Aplicando la propiedad (1.40), obtenemos :

3! 1
1A, 2 3_ 1 2, 3_ 1o 2o 3
(w /\w)/\w =w Aw' Aw SIBTEE] U;gsgn(a)a (w ®w ®w>
o € S3
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4.2 Apéndice A2

Teorema 1.10.1: El producto interior iy, satisface:

Q) ixiyw = —iyixw =iy =ixix =0
B) ix(wAn) = (ixw) An+ (=1)’w Aixn, (4.21)

Demostracién: La demostracién del inciso «) es una consecuencia de la

definicién de ix. Para demostrar el inciso ) primero mostramos el siguiente

lema:
Lema 1.10.1: Sean w!,...,w? p uno formas y X € E, entonces:
p . .
ix(W AL AW =) (D) (X)Wt A LLLOP AL A WP, (4.22)
i=1

en donde el sfmbolo @' implica que w’ serd omitido del producto cuia.

Demostraciéon: Sean Xs, ..., X,_; vectores, entonces:
ix(W' A LAWY (Xg, X)) = (WAL AW (X, Xy, X)),
Pero por la propiedad (1.49), tenemos:

(WA AWK, Xs, ..., Xp) = det(wiX;), i,5 € {1,...,p}

~

(X1,..., X)) = (X, Xa,..., X,). (4.23)
Desarrollando el determinante a lo largo de la primera columna tenemos:

ix (@' AL AW (X, X)) = (1) (X)det[(@, X))

=1
l
=> (D)X )w AL OP (X, .., Xp). (4.24)
=1

(4.25)
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Teorema 1.10.2: Para cada a € AP(F), el dual de Hodge *a de « esta dado

por:
1
k= HC(F*Q ®@n(g)) (4.26)

donde C(F.a®n(g)) es la contraccién de p indices contravariantes del (p, 0)
tensor F.a con p indices covariantes del tensor 7(g).

Demostracién: Queremos mostrar que para cualquier o € AP(F), entonces
s« descrito por (4.26), satisface (1.136). Primero notamos que *« esta bien
definido y por construccién xa € A" P(E). El isomorfismo F, preserva
simetrias. Para verificar la afirmacién del teorema. Sean {ei,...,e,} v
{e!,...,e"} un par de bases duales positivamente orientadas de £ y E* re-

spectivamente y sean

U@ZE|WWWWAWAW

(Foa)tor = gobr .ga”ﬁpaﬁlnﬂp (4.27)
Por tanto C(Fya ®n(g)) = \/|gla®Preg, gy sr.un ¥ €ntonces

1 _
= \/H@ﬁ1 ﬁp%l...ﬁp“pﬂ,,,uneﬁ A...Ne" P

Sia:= %ail LU A LU AU = a5 uwt AL A w'P entonces la relacion
p! P D

a A B = (=1)%g(xa, f)n implica que las componentes (xa) de *a

Ipt1ipt2...in

estan dadas por:

1

. . o . ey 2PN 212
(*a)1p+llp+2---zn = p,nu---zna = 9

Hnil---zng

iplp
...g aul._yp
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|91
— 767}17.."77pl/p+1...l/naV1-~-Vp (428)

Para el siguiente analisis serda conveniente trabajar con ambas representa-

ciones de p formas, es decir si: para cada § € A" P(E), tenemos:

ap=(=1)g(xa,B)n (4.29)

donde 7(g) es el elemento de volumen de g con respecto a una base positiva-

mente orientada de E. w € AP(E) :

W=y oy W AN Ty < g << S

_ ST
w-};aulwm,,pu oAU

4.3 Apéndice A3

Teorema 2.1.1: El producto interior iy, satisface:

Ol) iXiYw = —iyixw = Zg( = iXiX =0
B) ix(wAn) = (ixw) An+ (=1)Pw Aixn,

v) Lyw=d(ixw)+ixdw,

donde L, es el operador derivada de lie, y esta tltima identidad () es referida

como identidad de Cartan.
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Demostracién: a) Sea w € AP(M) y sean Y,...,Y, o € X(M). Consider-

€IMnos:

(ZXZYW)<1/17 s 7Y;7—2) - W(Y7X7}/17 s 73/]7—2) - _W(X7 Yviflv s JY;7—2)

= —(iyixw)(Ya,..., Y, 2) (4.30)

entonces ixty = —1iyly.

Si X =Y entonces ixix = i% = 0 es decir, para cada w € A?(M) 4w = 0.
() Por definicién w A i es una (p + ¢)-forma, entonces ix(w A 1) es una
(p+ g — 1)-forma.

Sean Y7, ..., Y, , 1 elementos de X (M), entonces:

ZX(W /\77)(Y17 s 7}/;)4-(]—1) =wA n(Xa}/la s 73/17—%(1—1)
11

=~ > sgnoo(wen)(X,Yi,..., Yorg-). (4.31)
p- ¢ TESptq
Renombrando X; = X, Xy =Y1,..., X, 1, = Y, 41, entonces:

11

(u) A U)(X, Yi; oo ,}/p—&-q—l) = —'—' Z Sgna(w X n)(Xg(l),Xa(g), e ,Xa(p+q))
P-4 0ESptq

11
g > 8810W(Xo(), Ko@)y - s Xo(o)) N Xo(pr1)s Xopr2)s - - s Xo(pra))-

*0E€Spiq
Primero observamos (p+q)! = (p+q—1)!(p+q) = (p+¢—1)!p+(p+q¢—1)!q y de
esta férmula dividimos las (p+ ¢)! permutaciones de {1,2,...,p + ¢}, en dos
grupos de permutuaciones: S; g1 Y Sg +q—1 donde el primer grupo contiene
todas las permutaciones de {1,...,p+ ¢} tal que alguno de o(1),...,0(p)
es restringido al valor 1, mientras el segundo grupo contiene permutaciones

donde uno de los valores a(p+1),0(p+2),...,0(p+q) es restringido a tener
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el valor 1. Una permutacién tipica del primer grupo es:

o:(1,2,....,p+¢q) =(1,0(1),0(2),...,0(p),o(p+1),...)

o:(1,2,...,p+q)=(c(1),1,0(2),...,0(p),c(p+1),0(p+2),...)

o:(1,2,....,p+q)=(c(1),0(2),...,0(p),L,o(p+1),...)

mientras que una permutacién tipica de el grupo S2

biq1 tiene la estructura:

o:(1,2,....p+q)=(c(1),0(2),...,0(p),L,o(p+1),...)

o:(L,2,....p+q)=(c(1),0(2),...,0(p),c(p+1),1,0(p+2),...)

o:(1,2,....p+q)=(c(1),0(2),...,0(p),c(p+1),...,1)

hay p(p + ¢ — 1)! permutaciones en S;Jrq_l y q(p+ g — 1)! permutaciones en
SQ

p+q—1-

Notamos que para cualquier permutacion ¢ en el primer grupo tenemos:

Sgnaw(XJ(l)a XU(Q): L, Xa(4)7 S 7Xa(p)>77(Xo(p+1)7 s 7Xa(p+q))

Sgnaw(l, Xo‘(l)7 Xo‘(2)7 Xa'(4)7 SR 7X0'(p)>77(X0'(p+1)7 s 7Xa(p+q)>

y entonces:
p1
(w A n)(X, Yi,... ,}/p+q_1) =37 Z sgnaw(l, Xg(l), ... ,Xg(p))n(Xa(p+1), .. )
ral
lg
+*‘*' Sgnaw(XU(l), R ,Xg(p))’f](l, Xa(p+1), .. )
P4 sege
1 1
= 11 Z sgnaw(Xl, Ya(1)7 s 7Ya(p—1))77<Ya(p)7 s 7Ya(p+q—1))
(p—1)lq! veST
p+q

126



CAPITULO 4. APENDICES

Lq
+77 Z sgnow(Xo 1), - - Xo))N(L, Xopr1), - - )
pq: oe8?

pt+q—1

= (ixw A1, Yprgor) + (1@ Aixn)(Ya, ., Yyrgr), (4.32)

es decir:

ZX(W A 77)(}/17 s 7}/;J+q71)

= (in A 77)(}/17 s 7YZIJ+q—l) + (_1)p<w A ZXH)(lev s 7Y;7+q—1)'

Mostrarémos primero que el operador d definido por (2.35) satisface las
propiedades o) — 7).

Sea f € A°(M)=C>(M)y X € X(M), entonces Vr € U:
df

’
al"ux

X()la (4.33)

por otro lado:

0
oxr™

df(X):X(f)=<df,X>:<fudx“7X"‘ >:faX“, (434)

de (4.33) concluimos V f € A°(M) = df = 2L dar.

oxH

4.4 A4

En la seccién previa partimos de una conexién V y una paralelizacién { Xy, ..., X, }
y hemos derivado las ecuaciones de estructura de Cartan.

Histéricamente la teoria de conexiones lineales comenzo6 después de la con-
tribuciéon de Cartan en los anos (1920-1940). Cartédn empezando con par-

alelizaciones desarrollé una teoria que nos lleva a una conexién V y en esta
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seccién discutimos la teoria de Cartan. Vemos como paralelizaciones y la
asignacién de n? 1-formas nos permite introducir una conexién V y calcular
T v R. En lo que sigue siempre asumiremos que las paralelizaciones y los
campos de 1-formas son C'* y mencionamos que el término paralelizacién en
el trabajo original de Cartan es referido como ”marco movible”.

Definicién 3.4.1 : Una conexién de Cartan sobre una variedad M, es una
asignacién de una matriz w = (wij), i,j € {1,...,n}, de n? campos de 1-
formas a una paralelizacién X = {Xy,...,X,} definida en O C M, tal que

si X = {X1,..., X!} es otra paralelizacién definida en O C M con:
X=X a—X =dX (4.35)

; . . /5 .
donde a = a'; es una matriz no singular y w’ = (w';) es la matriz de campos

de 1-formas asociados a X' entonces w y w’' cumplen:

Ww=a'dat+awa wlg = (a7 d a + (a7V) (w)°, @, (4.36)

en donde d akj se obtiene tomando la derivada exterior de cada elemento a’ i
Cartén para (X, w) se asocia la base dual {#*, ..., 0"} y el campo de 2-formas:

Oy Q; a través de:
d) = —w A0+ 0 < dif = -, NOF + O (4.37)
dw:—wAquQ(:)dwij:—wik/\wkj—inj. (4.38)
Las ©° las formas de torsién y las Q) ; como formas de curvatura asociadas a

{X,w}.

/5 /5 ., .
Teorema 3.4.1: Sean ©" y (2, las formas de torsion y curvatura asociadas
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con una conexién de Cartan (X', w’) y sea X’ = X - a con a una matriz no

singular, entonces las siguientes leyes de transformacion son validas:
O=a'0y Q=a'Qq (4.39)

en donde (0,€) son los campos de formas asociados a (X, w).

Demostracién: Por definicién si w(= ;) son el campo de 1-formas aso-
. > -/ . —

ciadas a X y '(= w';) son el campo de 1-formas asociadas a X', entonces

por (4.36):

W=aldata'wa W= (") dd + (@), (w)?, a";(4.40)
X=X -a— X =d X, (4.41)
donde a ; son las componentes de una n X n matriz no singular cuyos ele-

mentos son funciones suaves real valuadas.

Por hipotesis ;Y ©' satisfacen:
do' =~ NOF+ 0"y dw'; = —w' A wkj + (4.42)
A" = - AP+ O y dwl =i AW+ QT (4.43)
Por otro lado de (4.41) y <9'i,XJ‘> = 0", se obtiene:

(B0, a",X5) = Bia’; (0°, Xp) = Bia’0% = Bia® = 0. (4.44)

Como ¢ = B #* = (a~') 6" entonces: § = a~' - §, partiendo de esta
relacién con (4.36) y (4.37) obtenemos

40’ = d(a="0) = (da™") A0 + a'df (4.45)
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como a-a ' = I entonces da™' = —a~! - da - a !, sustituyendo en (4.45) se

tiene:
d0' = —a ' - dana 0+ a'db (4.46)
por otra parte
WA = (ailda + a’lwa> Aa 0 (4.47)
sustiyendo en dff = —w A0 + ©O':
a'd) = —atwnO+ 6O (4.48)

sustituyendo dff = —w A 6 + O se tiene:

©' =a'6. (4.49)
Las leyes de transformacion:
W' =a 'da + a twa, (4.50)
® =a'0, (4.51)
Q' =a"'Qa, (4.52)

determinan el operador de conexién V, dado (X, w) se define una ” conexién”

V a través de:
VX, =W, ® X; & Vi X; = (X)X (4.53)
y se extiende su accion sobre campos vectoriales arbitrarios a través de:

VX = V(1°X,) = db® @ X, + 0w, ® X, (4.54)

(VX)Y = [db* @ X, + 0w, @ X,]Y. (4.55)

130



CAPITULO 4. APENDICES

Haciendo uso de las formas de torsién © y curvatura €2 definimos la torsion

y la curvatura de la conexion V a través de:

R(Xp, X)) X; = Q' (X, Xi) X, (4.57)
y extendemos su accion sobre vectores tangentes por linealidad. Bajo cam-
bio de paralelizacién generado por una matriz a = a’ ;5 es decir: X; — X[ =

a® Xy, se ve facilmente que T(X;, X;) v R(Xk, X;)X; se transforma tenso-

rialmente:
T(X,,X,)=d,d"T(X;,Xy). (4.58)

Para llevar la conexién a una forma reconocible definimos:

VxX =1",X, (4.59)
T(X;, X)) =T X, (4.60)
R(Xy, X)) X; = R' ;X (4.61)

Por comparasion de se tiene:

I ik = Wij(Xk) AN wij =T kjeka (4.62)

ns . . 1.

Ty = 6'(X;, Xp) & 0" = ST75,6" A oF, (4.63)
) ) . 1~
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