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Resumen

En el transcurso de esta tesis se pretende explotar la relacién entre una estrella de gas
politrépico y su contraparte del sistema estelar politropico con el fin de estudiar sus
caracteristicas globales, es decir, se quiere estudiar un gas politrépico en equilibrio hi-
drostatico y un sistema de particulas autogravitantes en un sistema estelar politrépico,
el cual obedece la misma funcién de densidad y similares propiedades de estabilidad que
la estrella.

Objetivos

= Estudiar el equilibrio y la dindmica de los sistemas politrépicos.

= Desarrollar y utilizar técnicas numéricas de alto desempeno.

Estructura

Primero se muestra cémo construir un modelo autoconsistente para una estrella com-
puesta por un gas politropico y para un sistema estelar, luego se presentan los métodos
implementados para la obtencion de las condiciones iniciales, después se explican las
ecuaciones que rigen la dindmica gravitacional y la hidrodindmica de estos sistemas. Se
describen las aproximaciones que se deben realizar, los fundamentos fisicos en los que se
soportan nuestras aproximaciones y su implementacién numérica por medio de métodos
de N-cuerpos. Se exponen las técnicas usadas para realizar la integracién del sistema de
ecuaciones que describen la evolucién del sistema. Se estudia todo lo concerniente a los
sistemas politrépicos en equilibrio por medio de un andlisis del espacio de parametros.
Por ultimo se estudian las situaciones de no equilibrio, como son el colapso isotérmico y
las oscilaciones de los sistemas politrépicos.
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Capitulo 1

Introduccion

Los sistemas politrépicos han sido y siguen siendo de gran interés para la comunidad
cientifica ya que estos son relativamente simples en comparacién con un modelo comple-
to. El estudio de su estructura y comportamiento puede aportar una gran cantidad de
informacién relevante para problemas mas complejos y realistas.

Los sistemas politrépicos se pueden clasificar en dos tipos:

» Un sistema compuesto por estrellas que interactuan gravitacionalmente entre si y
en el cual los encuentros cercanos entre dos estrellas son poco frecuentes o no
representan un cambio grande en la dindmica global del sistema. Cuando este tipo
de sistema se puede representar como una solucién a la ecuacién de Boltzman no

colisional of of

Vf-v—Vq)-&7 8t_0’ (1.1)
decimos que es un sistema estelar politrépico o simpletemente sistema es-
telar. Este sistema se puede ver como un conjunto N de particulas (que serian
las estrellas) cuya interacciéon mutua es sélo gravitacional y que las posiciones y
velocidades de estas particulas estan dadas por una soluciéon de la ecuaciéon de
Boltzmann no colisional. Si el sistema tiene simetria esférica entonces cualquier
funcién no negativa de la energia total del sistema sera solucién de la ecuacién
de Boltzman no colisional y el perfil de densidad del sistema satisfara la ecuacién
de Lane-Emden. Dentro de este tipo de sistemas se encuentran los bulbos de las
galaxias, las galaxias enanas y los cimulos globulares para tiempos menores a la
mitad de la edad del universo.

= Una estrella en equilibrio hidrostatico en la cual la presién depende de la densidad
en la forma P = Kp7, con K y 7y constantes se dice que es una estrella politrépica
o simplemente una politropa. Si se asume que la estrella no rota y que el gas que
compone a la estrella satisface la ecuacién de gas ideal entonces las ecuaciones de
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estructura estelar se reducen a la ecuacién de Lane-Emden. Dentro de este tipo de
sistemas se encuentran las enanas blancas y las estrellas en equilibrio radiactivo.

Como se puede ver en estas definiciones los dos sistemas son muy distintos ya que uno
esta compuesto por particulas no colisionales que interactuan sélo gravitacionalmente,
mientras que el otro sistema esta compuesto por un gas autogravitante regido a las leyes
de la hidrodindmica. Adn asi sus perfiles de densidad satisfacen la misma ecuacién (de
Lane-Emden) y ademads satisfacen similares propiedades de estabilidad [31]. Es tanto en
fenémenos tan violentos como las colisiones han mostrado tener similitudes también [7].

Todas las implementaciones numéricas necesarias para estudiar la dindmica del sistema
fueron realizadas por el autor y sus directores, no se utilizo ningtin cédigo preexistente.
Por esta razén a lo largo del trabajo se realizan muchas pruebas con el fin de comprobar
que los cédigos estan funcionando adecuadamente.
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Sistemas Politrépicos

En este capitulo se muestra como construir un modelo autoconsistente para una estrella
compuesta por un gas politrépico y para un sistema estelar, donde ambos son esféri-
camente simétricos. El objetivo es mostrar que las distribuciones de gas politrépicas
(estrellas) presentan una gran similitud con algunos sistemas estelares (galaxias, halos
o bulbos), de hecho, mostraremos que la distribucién de densidad de un sistema estelar
politréopico de indice politrépico n es la misma que la de una esfera de gas politropico
de constante v = 14 1/n. Se puede asi establecer una relacién uno a uno entre sistemas
estelares politrépicos y distribuciones de gas politrépicas que permita estudiar las carac-
teristicas globales de uno u otro sistema [11, 24, 7]. Teniendo en cuenta que los sistemas
estelares estan conformados por particulas (estrellas) que casi nunca colisionan es una
sorpresa que se de una similitud entre estos dos sistemas.

2.1. Estrellas Politropicas

Una de las aproximaciones mas usadas en el campo de la construccién de modelos para
estudiar la estructura estelar es la que esta asociada a ecuaciones de estado politrépicas.
Un modelo estelar politropico se caracteriza por una ecuacion en que la presion es funcién
explicita de la densidad

P=Kp'=Kp't/", (2.1)

donde 7 es llamado exponente politrdpico, K constante politrdpica y n indice politrépico.
Sin embargo esta tnica condicién no es suficiente para asegurar autoconsistencia en el
equilibrio del modelo, es decir, una vez se supone un modelo estelar politrépico que
se supone a priori el equilibrio de la estrella, de tal forma que el modelo para una
estrella esféricamente simétrica estd completamente descrito por la ecuacién de equilibrio
hidrostético

aP GM,p  d®

i _ 2.2
dr r2 drp’ (2.2)
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y la ecuaciéon de Poisson para el potencial gravitacional
1d dd
—— <r2) =4nGp, (2.3)

sin requerirse de las ecuaciones de balance térmico y transferencia de calor ya que se
asume que no hay zonas convectivas en la estrella. Es por esta razén que los modelos
politrépicos son mas bien modelos pseudo-estelares. Sin embargo atin en estas condi-
ciones los modelos estelares politropicos han mostrado ser una buena herramienta para
estudiar el comportamiento de los interiores estelares.

Para solucionar estas tres ecuaciones acopladas sustituimos (2.2) en (2.3) y obtenemos
2
:ﬁd% <;‘s:> = —4nGp. (2.4)
Si ahora definimos la funcién adimensional 6 como
p(r) = pcb"™(r), con pe=p(0), (2.5)
entonces usando (2.1) la presién esta dada por
P(r) = Kp' V" = Kplti/ngntl(r) = P.o"(r), con P.= Kplt/" (2.6)

Sustituyendo (2.5) y (2.6) en (2.4) obtenemos

(1+m)P 1 d [ ,df
e ) =" 2.
AGp2 r2dr "dr ’ 27)

definiendo otra cantidad adimensional & como

n+1)P,
E=r/ry, con r2 = (n+DFe 47er)g : (2.8)

Se obtiene como resultado la ecuacién de Lane-Emden (L-E)
1d dao
-z <€2> =" (2.9)

Las condiciones de frontera son:

» 9(0) =1, ya que la densidad en el centro es p. = p(0).

/

= 0'(0) =0, ya que € =0 en el centro.
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piry

Figura 2.1: Soluciones asociadas a la ec. L-E (2.9) para diferentes valores del indice
politrépico.

La superficie de la estrella se encuentra a un radio R, = &1y, donde &; es el primer cero
de 0 (fl) = 0.

Desafortunadamente la ecuacién de L-E no puede ser resuelta en general analiticamente,
y para la mayoria de los casos de interés se hace necesaria una integracién numérica de la
ecuacion. Para este fin se implementé un integrador Runge-Kutta de cuarto orden para
obtener la solucién a la ecuaciéon de Lane-Emden. La figura 2.1 muestra las soluciones a
esta ecuacién para diferentes indices politropicos.

Las soluciones analiticas conocidas de la ecuacién de L-E son:

= Paran =0,

0o(§) =1— 562’ con & =6. (2.10)

= Paran =1,
6, (¢) = Ser;(f) con & =n. (2.11)

= Paran =25,
05(&) = 1 con & =o0. (2.12)

V1+E€2/3

La solucién para n = 5 contiene una densidad central finita, una masa finita, pero una
radio infinito. Para n > 5 todos los sistemas son de tamaifio infinito y masa infinita.
Entonces el rango de valores de n que nos interesa es n < 5.
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Una vez identificados los pardmetros de la politropa (n, K y p.(6 P.) ) y solucionada

la ecuacién de Lane-Emden se puede obtener la densidad de la ec. (2.5), la presién de

la ec. (2.6) y energia interna en funcién del radio usando la ecuacién de estado del gas

ideal (P = (v —1)pu). Pero los pardmetros K y p. (6 P,.) son poco comunes a la hora de

querer modelar una estrella. Los pardmetros més usuales son el radio de la estrella R, y

la masa M,. En términos de estos parametros y las soluciones de la ecuacién de L-E se
obtiene que

1 GM?
P = Gancez R’ (2.13)
A 1/n GM*lfl/nR;1+3/n

n

pe = (%)HI. (2.15)

Por completez vamos a mostrar de dénde salen las ecuaciones (2.13,2.14). Para esto
vamos a asumir que conocemos la solucién de la ecuacién de L-E (), su primera derivada
(0") y su primer cero (&), ademas de los pardmetros de la estrella (R, M, n). Primero
consideramos la funcién de masa de la estrella

M(r) = /047rp(r’)r'2dr'

= 47Tpc/ 9”(1"’)7"2(11"'
0

K:

: (2.14)

1

3
— amprt [ OM()EdE
0
La dltima igualdad se obtuvo usando la ecuacién (2.8). Ahora, si usamos la ec. de L-E

(2.9) obtenemos

¢ do
o) = et [ (€25 ) @

do
= dmpr ( % d§>

Entonces la masa total de la estrella estd dada por

3/2
M, = 47p, <(”:1)5> < 522@ (2.16)

la cual se puede reescribir como

1 (PN o
R
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Si usamos la ec. (2.8) tenemos que

R, = rn€1
(n+1)P,\/? :
4G p? !
que es equivalente a
(n+ 1P\ &
o= (e S 2.1
P < e R, (2.18)

igualando las ecs. (2.17) y (2.18) obtenemos la ec. (2.13). Para obtener la ecuacién para

K se utiliza que
P

K =
1 Y
pc+1/n

y se reemplaza dentro de esta ecuacién las ecs. (2.13) y (2.17). Después de algunas
manipulaciones algebréicas se obtiene la ec. (2.14).

2.2. Sistemas Estelares Politropicos

En el caso de un sistema estelar, se puede suponer (sea colisional o no) que en un tiempo
inicial la distribucién de densidad satisface la ecuacién de Boltzmann no colisional (CBE,
por sus siglas en inglés)

) of  of
Vi G-V ot S =0, (2.19)

acoplada con las ecuaciones que determinan el potencial y la densidad
V20 = 47Gp, p= / f(Z,7,t)d>7 . (2.20)

En un sistema puramente no colisional, la distribucién de densidad asociada satisfara la
CBE a lo largo de toda su evolucion, sin embargo si el sistema no lo es, es decir, si las
colisiones entre particulas modifican notablemente la estructura del sistema en periodos
de tiempo relativamente cortos, entonces la CBE solamente podria ser usada para apro-
ximar las condiciones iniciales de tal sistema [27, 24].

Para solucionar este sistema de ecuaciones se utiliza el hecho de que cualquier funcién
no negativa de las integrales de movimiento (energia o momento angular) es solucién a la
CBE por el teorema de Jeans [11]. Entonces para el caso particular de una distribucién
estelar con simetria esférica la funcion de distribucién esta dada por

_ [ M@ - B si B < ®q;
fiB)= { 0 en otro caso ’ (2.21)

donde la dependencia tnica de la funcién de distribucién f con la energia (por unidad de
masa, F) es una manifestacion de la isotropia del sistema (no rotacién). En esta relacién
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A es una constante con las unidades apropiadas y ®; es el potencial gravitacional en la
superficie del sistema estelar. Esta funcién sélo tiene soluciones de densidad finita para
n>1/2 [11].

Con el fin de poder solucionar el sistema de ecuaciones definimos la cantidad ¢ = ®; — F
que suele llamarse energia relativay ¥ = ®; — & llamada potencial relativo , con lo cual
e=® —E=VU+®— E="—(1/2)v2 Con estas redeficiones de variables la funcién
de distribucién se puede escribir como f(E) = f(€) = f(¥ — 2v?). Usando esta forma
de la funcién de distribucién podemos escribir la densidad como

[e’s) 1 \/ﬁ 1 n—3/2
p= 477/ f(¥— 502)v2dv = 477)\/ (\I’ - 21)2) v2dv, (2.22)
0 0

si hacemos el cambio de variables v? = 2Wcos?¢ entonces

p=c,¥" (¥ >0), (2.23)
con
/2 w/2
cn =272 \r ( / sin?" =2 gdgp — / sin?" ¢d¢> . (2.24)
0 0
Si reemplazamos (2.23) en la ecuacién de Poisson obtenemos
1 d [ 5dV
— — — ) =-4 o 2.2
r2dr (T dr > mGen ¥, (2.25)

haciendo el cambio de variables
—, donde b= (4nGQUEle,)7V2 Wy = 0(0), (2.26)

la ecuacién (2.25) toma la misma forma de la ecuacién de Lane-Emden :

1d do

Con esto se logra mostrar que los dos sistemas satisfacen la misma distribuciéon de den-
sidad.

En lo que sigue se pretende explotar la relacién uno a uno entre ambos sistemas para
estudiar las caracteristicas globales de una estrella de gas politrépico a partir de su con-
traparte del sistema estelar, es decir, se quiere estudiar un gas politrépico en equilibrio
hidrostatico por medio de un sistema de particulas autogravitantes en un sistema estelar,
el cual obedece la misma funcién de densidad y similares propiedades de estabilidad; un
sistema estelar isotrépico con df /dE < 0 es estable si la esfera de gas politrépica con
igual funcién de densidad es estable [31].
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En general un tratamiento numérico de la CBE en una malla euleriana no es factible
debido al gran tamano del espacio de fase (seis dimensional) y la inhomogeneidad de la
funcién de distribucion. Por esta razon se utiliza el metodo de caracteristicas, ya que f
es constante a lo largo de cada una de las trayectorias del sistema (Z(t), ¥(t)). Entonces
las trayectorias obtenidas por integracién en el tiempo de N puntos de muestra de la
funcion de distribucion f a un tiempo t = 0, corresponden a una muestra representativa
de f en cada tiempo t. Esto es lo que se denomina como un problema de N-cuerpos. Sin
embargo, en los problemas de N-cuerpos las particulas no representan particulas reales,
mas bien son representaciones de Monte-Carlo de la funcién de distribucién, de hecho,
toda la informacién sobre la funcién de distribucién estd dada por el espacio de fase de
las particulas de la realizacién de N-cuerpos. Dado que N es mucho més pequenio que el
nimero de particulas en el sistema que se quiere modelar, la informacién del espacio de
fase siempre esta incompleta.

2.3. Condiciones Iniciales

Para la obtencién de las condiciones iniciales para el sistema estelar politropico se hace
necesario extraer las funciones de velocidad y densidad de la funciéon de distribucién,
como el perfil de densidad es el mismo de la estrella de gas, entonces se halla de las ecua-
ciones que describen la estrella; y las velocidades se obtienen apartir de la funcién de
distribucién. Esto se hace asi con el fin de tener méas claridad conceptual en los pardme-
tros del sistema. En la obtencion de las posiciones y velocidades iniciales se utiliza un
método de rechazo (rejection) a las funciones de densidad y velocidades. Pero para lograr
esto es necesario conocer la dependencia explicita de estas funciones con las coordenadas
espaciales.

Para obtener las posiciones iniciales de las particulas se resuelve la ecuacién de L-E (2.9)
por medio de un integrador Runge-Kutta de cuarto orden, luego se utiliza un método de
interpolacién (por ejemplo splines [40]) para construir una densidad continua en funcién
del radio p(r). Dado que p = %, entonces podemos usar la simetria esférica y reescribir
esta ecuacién como

dM (1) = 4w p(r)dr .

De esta ecuacién se puede interpretar la funcién m(r) = 47r?p(r) como la funcién de
probabilidad de hallar una particula en la posicién r que obedezca la distribucion de masa
M(r) = [dM(r) = [m(r)dr. El método de rechazo consiste en encontrar la posicién
radial de las particulas que realizan la distribuciéon de masa por medio de generacion
de numeros aleatorios entre (0, R,) y entre (0, max|m(r)|) como se ilustra en la figura
2.2, donde R, =1 es el radio del sistema y max|m(r)| = 0,58 es el maximo de m(r). Se
generan numeros aletorios hasta que haya N puntos debajo de la curva m(r), donde N es
el nimero de particulas que se desean en la simulaciéon con radio igual a la posicion en el
eje horizontal de los puntos seleccionados. Nétese que basicamente el método de rechazo
consiste en una integracién Monte-Carlo de la funcién de probabilidad de masa m(r).
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Funcion de probabilidad de masa

0.6 B

05 | B

04 B

03 B

02 | B

01 | B

0 I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 2.2: La linea continua representa la funcién de probabilidad de masa m(r) para
la solucién 0; = sin(§) /€. La linea punteada es el maximo de m(r)

Usando este hecho las posiciones de las particulas también se pueden generar invirtiendo
la ecuacion

M(r) = M. X, con M, = M(R,) (2.28)

donde X es un numero aleatorio entre 0 y 1. Este método es mas sencillo cuando se
conoce analiticamente M (r). Después de generadas las posiciones radiales se generan
aleatoriamente las posiciones angulares § = cos™'(2Y — 1), ¢ = 27Z, con Y y Z niime-
ros aleatorios entre 0 y 1, con esto quedan inicializadas las coordenadas de las particulas
en el modelo.

Para el campo de velocidades se utiliza la funcién de distribucién directamente, por la
simetria esférica la funcién de probabilidad estard dada por

dp o f(E)v?sin fdvdfde , (2.29)

la cual se puede separar en dos funciones, una para la magnitud de la velocidad y otra
para el dngulo sélido

dpq  sin 6dfd¢p (2.30)

dpy o f(E)v?dv  (v? — v?)" 3 20%dv (2.31)

donde vy = (20, — 2U)'/2 es la velocidad méxima en el punto en consideracién y U es el
potencial en ese punto. Para n < 3/2 se presenta una singularidad en v = v; que puede
ser resuelta con el cambio de variables

v=uv(1—x°, con c=1/(n—1/2), (2.32)



Capitulo 2. Sistemas Politrépicos 13

con lo cual se obtiene
dpy x (2 — )" 73/2(1 — 29)2da = g(z)dx . (2.33)

La funcién g(x) es integrada numéricamente y tabulada de antemano. El valor de x es
computado como

T 1
/ g(y)dy = Z/ 9(y)dy, (2.34)
0 0

donde Z es un nimero aleatorio con la normalizacién adecuada. Ademads no hay problema
para n = 1/2 ya que las soluciones que nos interesan son para n > 1/2.

Velocidades Iniciales

Hodule Velocidad

Figura 2.3: Distribucién inicial de velocidades con indice politrépico n = 1,5

Para ilustrar cémo generar las velocidades iniciales consideremos el caso n = 3/2, con lo
cual c =1, v = vy (1 — ) y g(x) = (1 — x)%. Entonces podemos hacer analiticamente la

integral
/g(y)dy = /(1—y)2dy
0 0

Con lo cual tenemos que

/ 9(y)dy = % (2.35)
0
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Reemplazando estos resultados en la ecuacién (2.34) obtenemos

(-2 1 Z
3 3 3
—(1-z)? = Z-1
l—2z = (1-2)Y3,
dado que v = v1(1 — ) entonces
v=uv(1-2)"3, (2.36)

donde v; es la velocidad de escape y Z es un nimero aleatorio entre 0 y 1. Nétese que la
velocidad de escape depende del radio, por lo tanto la velocidad que estamos generando
depende del radio también. Aunque la ecuacién (2.36) nos dice que las velocidades estan
entre cero y la velocidad de escape, con el fin de evitar que las particulas no salgan
disparadas del sistema se generan las velocidades entre 0 y 0,95v;. Estas velocidades
iniciales se muestran en la figura 2.3.

Para la generacion de los datos iniciales de la estrella politrépica se aplica el mismo
método expuesto antes para las posiciones, las velocidades son cero (ya que el sistema
estd en equilibrio hidrodindmico) y toda la energia de las particulas estd como energia
interna, la cual se calcula como u(r) = Kp(r)"~1/(y — 1), que se obtiene de la ecuacién
de gas ideal p = (7 — 1)pu y la ecuacién de estado politrépica p = Kp?.



Capitulo 3
Dinamica

En este capitulo se explican las ecuaciones que rigen la dindmica de los sistemas que
queremos estudiar. Estas ecuaciones dindmicas se pueden dividir en dos partes; la parte
gravitacional, explicada en la primera seccién y la parte hidrodinamica, explicada en la
segunda seccién. Se describen las ecuaciones usadas, las aproximaciones que se deben
realizar y su implementacién numérica.

3.1. Dinamica Gravitacional

La fuerza gravitacional sobre una masa m en el punto 7 debida a una distribucién de
masa p(r’) esta dada por la ley de Newton

-
/

_ —Gm/ ‘:__;’3[) (7)dr . (3.1)

Para calcular esta cantidad debemos conocer la distribucién de densidad. Para hacer esto
se aproxima la distribucién de densidad continua con una discreta, es decir, queremos
distribuir N masas sobre el espacio de tal manera que su distribucion de densidad se
aproxime a la densidad continua que deseamos. Esto es lo que llamaremos realizaciones
de N-cuerpos, con esta aproximacién la ecuacién de Newton queda como

7
— _szml‘F |3, (3.2)

donde se hizo el cambio p(r )dr por m;. Esta es la fuerza sobre una particula en un
instante de tiempo. Pero si queremos describir la dinamica del sistema entonces debe-
mos evolucionarlo, por esta razén tomamos nuestra particula de prueba m como una de
las particulas de la realizacién m;. Entonces esta evaluacién de la fuerza debe hacerse
sobre las N particulas, esto es lo que se conoce como evaluacién de fuerzas particula a
particula (P-P), esta evaluacién debe hacerse N2 veces. Atin més, si usamos la tercera ley

15
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de Newton para reducir el nimero de evaluaciones estas sélo se reducen a N(N —1)/2,
lo cual sigue siendo de orden N2. Como el ntimero de operaciones es tan alto, es poco
practico realizar una simulacién de un gran nimero de particulas (N > 10,000) con
evaluacién P-P de la fuerza. Por esta razén se introduce una segunda aproximacién para
la evaluacién de la fuerza, que consiste en evaluar directamente la fuerza sélo sobre las
particulas mas cercanas a la particula de interés y utilizar los términos multipolares de
los grupos de particulas mas lejanas. Este método de evaluacion de las fuerzas es cono-
cido como método de arbol. La expansién multipolar que se debe realizar estd explicada
en el apéndice C, mientras que la construccién del arbol se encuentra explicada en el
apéndice D.1.

La fuerza sobre la particula j se puede expresar como F"j = —mjﬁin donde
N
(7)) = -G — 3.3

es el potencial gravitacional. Este potencial nos permite definir la energia potencial total
N
1 Gm;m;
W=y I (3.4)

2 F — T
0,J,i#] 75

también se define la energia cinética total como
|
K= 2;%\@»\2. (3.5)
1=

Este tipo de sistemas (N particulas que interactuan gravitacionalmente) satisfacen el
teorema del virial [11]
2K +W =0. (3.6)

Entonces si F = K + W es la energia total del sistema, se tiene que
E=-K=-W. (3.7)

En el caso de un sistema politrépico se puede mostrar (ver apéndice de [24]) que

3 GM?
W:n_5 7 (3.8)

donde n es el indice politrépico, M la masa del sistema, R el radio del sistema y G la
constante gravitacional. Nétese que si se fijan la unidades de masa, distancia y G, de
esta ecuacién se pueden obtener las unidades de la energia y viceversa.
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Para saber de qué orden son los tiempos en los que se da un cambio en el sistema, se
define el tiempo de cruce como [5]

R
teross = = ) 3.9
- (3.9)

donde R es el radio del sistema y V es la velocidad promedio de las particulas. teposs €S
el tiempo tipico para que una particula atraviese el sistema. Para un sistema politrépico

se tiene que
_ 2K 2 w 3 GM
V_\/M_\/M<_2>_\/(5—n) R (3.10)

Como ejemplo ilustrativo, tomemos R = M = G = 1 y n = 3/2, entonces teross =
7/6 ~ 0,926u;, donde u; es la unidad de tiempo calculada en el apéndice A.
Otro tiempo de interés es el tiempo de relajacién definido como [5]

N

—_— 3.11
8Ln|N|’ (3:11)

trelax = Mrelax X Leross P con Nrelax =

donde n;cax €s el nimero de encuentros necesarios para cambiar la velocidad de una
particula en una cantidad igual a su valor inicial y N es el nimero de particulas en
el sistema. El tiempo de relajacién es el tiempo necesario para que las colisiones entre
particulas individuales en el sistema cambien el movimiento orbital de una particula des-
de el movimiento que ella tendria si se estuviera moviendo bajo la accién de un potencial
suave y continuo consistente con la distribuciéon de particulas.

El dltimo tiempo que queremos considerar es el tiempo dinamico local, que se define
como [5]

37
16G{p)’

tayn = (3.12)

donde (p) es la densidad media en la regién de interés. Si tomamos (p) = M/(47R3) en
unidades de R = M = G = 1, entonces tqyn, = 2,72u;. Este tiempo dindmico local nos
ayudara a seleccionar los pasos de tiempo adecuados dependiendo de la densidad de la
regién donde se encuentre la particula. Segin [41] un buen criterio de seleccién del paso
de tiempo es

n
At < —— =~ ntgyn , 3.13
donde 7 es una constante que se determina basada en la estabilidad y precisién requeri-
das. n < 0,03 produce buenos resultados [41].

Debido a las aproximaciones realizadas, la fuerza ejercida sobre una particula debida
a las demés no es la deseada y los encuentros cercanos entre las particulas pueden
presentar problemas. Para aliviar esto hace falta introducir otro elemento al calculo de
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las fuerzas gravitacionales, que consiste en un parametro de suavizado, el cual hace ver
las particulas no como puntuales sino como extensiones de masa. Esta modificacion de
la fuerza se explica en la siguiente seccion.

3.1.1. Longitud de Suavizado Gravitacional

Para las simulaciones de N-cuerpos es necesario introducir un factor de suavizado al
potencial gravitacional, con el objetivo de reducir los efectos de relajacién binaria ficticia
(grandes fuerzas ficticias entre vecinos cercanos) a la vez que trata de reducir el error
sistematico en el calculo de fuerzas debido a la modificacién del potencial. La influencia
de estos dos factores sobre las simulaciones de N-cuerpos depende del propédsito de la
simulacién, las propiedades del sistema que se quieren modelar y lapso de tiempo que se
quiere integrar. Una de las formas en que se modifica la fuerza (en esta seccién cuando
se habla de fuerza es en realidad la fuerza por unidad de masa) es con el modelo de
Plummer y esta dada por,

F 7

(17 = 75 + €2)

F(7) = —Gm, (3.14)

3/2°

donde € es la longitud de suavizado gravitacional. Nétese que € tiene unidades de dis-
tancia, por lo tanto todos los resultados que mostraremos seran para € en unidades del
radio del sistema. Esta fuerza se puede expresar como F' = —V®, donde

d(7) = (3.15)

sz

es el potencial gravitacional suavizado.

Para mostrar la importancia del factor de suavizado, en la figura 3.1 se compara la
fuerza real con la fuerza de las realizaciones de N-Cuerpos para distintos valores de e.
De inmediato se nota que el calculo de fuerzas con ¢ = 0 es muy malo e introduce
errores grandes. A medida que se aumenta el valor de € la fuerza se aproxima mas al
valor real y luego se aleja. El problema con este suavizado es que modifica no sélo las
escalas pequenas, sino también las escalas grandes, lo que produce un error mayor en
el estimativo de la fuerza sobre una particula. Hay otras modificaciones de la fuerza
que sOlo se dan para particulas cercanas y para particulas lejanas sigue siendo la ley de
Newton tales como el cubic spline que definiremos en breve.

Una forma maés general de estimar el potencial gravitacional es

- —GZ UL ['“’“'] (3.16)

Esta férmula separa dos aspectos de los métodos de suavizado: el kernel de suavizado
®(q), el cual determina la forma funcional de la modificacién de la gravedad, y la longitud
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Fuerza pronedio particula-particula, N=56888, 5in longitud de Suavizado

e=a ——

2 r Fuerza Verdadera 4
e=8,81 —&—

Fuerza por unidad de masa

logir/R)

Fuerza pronedio particula-particula, H=5088

e=8.85 ——

2 r Fuerza Verdadera ——— -

e=g,825 —=—
e=f,1 —#—

Fuerza por unidad de nasa

logir/R}

Figura 3.1: Comparaciones entre la fuerza real para una politropa con n = 1,5 y la fuerza
en una realizacién de 5000 particulas, para distintos valores de la longitud de suavizado.
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de suavizado €. El potencial de Plummer por ejemplo, corresponde a

1 -

¢(q) = —, con gq= . 3.17

RV e i

El campo de fuerza F=-Va® y la densidad p del sistema en estudio estan dados por,
-, m; -] F—7

iy = oy ey [0 20 3.8

7 Z — (3.18)

p(?) = i”; [V—M], (3.19)

donde

n(q) = — 473(12 94 (q gz)) (3.20)

es la densidad de kernel, que corresponde a la distribucién de masa por la cual cada

cuerpo es reemplazado. La forma de la densidad de kernel en los dos casos que nos
interesan es

3 1
Plummer : 77((]) = EW N (321)
4-6¢>+3¢4 ¢g<1
1
cubic spline : n(q) = P (2 —q)3 1<¢g<2 (3.22)

0 q>2.

El potencial del cubic spline se puede obtener integrando la ec. (3.20) y usando la forma
de n(q) dada en la ec. (3.22), haciendo esto se obtiene

3P+ 50" — 5P+ & Osg¢=l
$q) =4 —m; -3+ —Ht+ 50 +E 1<q<2 (3.23)
; q=

Este potencial también se puede obtener usando el potencial dado en el apéndice del
articulo [45] y hacer el cambio ¢(q) = —3Wa (). También se puede usar el potencial
dado en el articulo [26] y hacer el cambio ¢(q) = €f(r), donde W5 (%) y f(r) son los

potenciales usados en estos articulos.

Para calcular la fuerza se necesita la derivada del potencial, que estd dada por

—5q+ 8¢* — 34" 0<g<1
$(q) =3 e —39+37 -8 +5¢" 1<q¢<2 (3.24)

—q% q>2.
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Figura 3.2: Potenciales y derivada de los potenciales. Linea continua cubic spline. Linea
punteada Plummer. Segmentos de linea Newton.

Figura 3.3: Densidad de Kernel. Linea continua cubic spline. Linea punteada Plummer.

Para hallar un valor adecuado de la longitud de suavizado definimos F’tme(f’;) como
la fuerza verdadera en el punto 7; debida a una distribucién de masa y F, como la
fuerza calculada (incluyendo la longitud de suavizado €) en el mismo punto debida a una
realizacién de N-cuerpos de la distribucién de masa. Entonces el error cuadratico medio

(Average Square Error) entre las dos fuerzas esta dado por
| N
ASE = & Z; |Fi = Firue (73)|*, (3.25)
P

donde la suma es sobre las N particulas de la realizaciéon. Similarmente se puede intro-
ducir el error cuadratico integrado (Integrated Squared Error)

ISE = % / PP (F) = Fore () 2, (3.26)
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donde p(7) es la densidad verdadera en el punto 7, M la masa total del sistema, F(7)
la fuerza en el punto 7 calculada desde la realizacién de N-cuerpos y la integral es sobre
todo el volumen donde se encuentra la masa del sistema.

Para deshacerse de la dependencia sobre una realizaciéon en particular, se generan muchas
realizaciones y se promedia sobre ellas. Entonces el valor medio del ISE estarad dado por

MISE = / () F () — Fire(7)[2d), (3.27)

donde <> indica un promedio sobre muchas realizaciones. Segin [2, 32| el valor de ¢
que minimize el MISE sera el valor éptimo €, utilizado en las simulaciones. Este valor
optimo depende del método de suavizado que se utilize, en el caso de Plummer, ecuacién
(3.14), el €yt esta dado por [3, 2]

€opt = 0,98N"0% " con 30 < N < 300000 (3.28)
€opt = 0,63N"%2 " con 3 x10° < N <1 x10°. (3.29)
Entonces
N =5000 — € = 0,107, (3.30)
N =10000 — €gp = 0,089377. (3.31)

Calculo de fuerzas particula-particula, N=18888

e=8.,82 +
Fuerza Real
e=0,043

Fuerza por unidad de masza

log{r/R}

Figura 3.4: Dispersion de la fuerza para distintas longitudes de suavizado.
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Calculo de fuerzas particula-particula, H=5888, Sin longitud de suavizado
14

e=a +
Fuerza Real
12 + *
n
g 18 r
] +
£
o
= +
T 8 +
b +
£ ES
. ++ 1+
g ® ¥
]
+
g + + + +
2 + o+
o4 + i + g ¥
al

log{r/R}

Figura 3.5: Dispersion de la fuerza sin longitud de suavizado.

En el caso del cubic spline ec. (3.24), o cualquier otro potencial que tenga una densidad
kernel compacta, el €, es de la forma [17]

Bbp \/°
ot = [ —22E_) 32
Copt (4AagN> (3:32)

donde las constantes que dependen del sistema son
A = G*M! / p(7)[V p(7))2dF, (3.33)
B = G* / p? (F)dF. (3.34)

Estas integrales se realizan sobre el volumen ocupado por el sistema, M es la masa del
sistema y G la constante gravitacional. Las constantes

_ (47T)2 [es)
ag = (]{—'—3)'/0 'I"k+477(7")d7", (335)
e = (4m)? / r2n(r)é(r)dr, (3.36)
0

denpenden sélo de la forma del suavizado, ¢ es el potencial del sistema y 7(r) la densidad
de kernel.
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Los valores de las constantes ag y bp para el cubic spline son [17]

3T 700167
= — ~ 1,884 bp = ~ 12 205 .
ag 3 ,8849556 Ja 17395 ,696205

Los valores de las constantes A y B no se pueden calcular analiticamente para los sistemas
politrépicos en general . En la tabla 3.37 ! se dan algunos de sus valores para distintos
indices politrépicos.

A B
n=10 Mr36i(r) — Si(3m)] ~ 0,94 TG 03927 (3.37)
n=15 3,5719142 0,594587 '
n=30 909,472562 3,65909254

Entonces para un sistema politrépico con n = 1,5 usando el cubic spline se tiene que

€opt = 0,68307TN 02, (3.38)

Con lo cual
N =5000 — eop =0,1243572, (3.39)
N =10000 — €pp = 0,1082593. (3.40)

De los articulos [2, 3, 17] se pueden sacar algunas conclusiones que nos pueden ayudar
a justificar los métodos que vamos a utilizar. Las conclusiones son:

= Los kernel de suavizado compactos son mejores que el suavizado de Plummer.

= En sistemas inhomogéneos, una longitud de suavizado gravitacional adaptativa
produce errores en el calculo de fuerzas mucho menores que cuando la longitud de
suavizado es fija . En el caso en que se esté usando SPH se puede utilizar € o h,
donde h es la longitud de suavizado usada en SPH.

= Todos los resultados expuestos en esta secciéon aplican a cédigos que involucren la
construcciéon de un arbol para el calculo de fuerzas. Esto es entendible ya que el
mayor error en el cdlculo de fuerzas procede de los primeros vecinos y este calculo
se hace particula a particula.

» Los valores encontrados para €., no necesariamente seran los mejores para cual-
quier sistema, ya que no se considera la dindmica del sistema, sino el cdlculo de
fuerzas de una configuracion dada.

Respecto al dltimo punto, en [42] se hace un estudio del €,y estudiando la dindmica del
sistema y se concluye que: El €,,; debe ser en un factor de 1,5 — 2 més pequeiio que la
distancia media entre las particulas en las regiones mas densas del sistema.

'Si(x) = [ sin(t)/tdt .
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3.2. Hidrodinamica (SPH)

En esta seccién se presentan las ecuaciones basicas de la hidrodindamica y los métodos
numericos utilizados para solucionarlas. En nuestro caso el método que utilizaremos es
el Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH), que consiste en usar pseudo-particulas para
simular el movimiento del fluido en forma Lagrangiana.

Las ecuaciones basicas de hidrodindamica que vamos a utilizar las vamos a escribir en
términos de la derivada temporal Lagrangiana dada por

d dx* 0 0 0

— = -+ — =7 V+ —. 3.41

dt dt 0x* = Ot ot ( )
La primera ecuacién que queremos escribir en su forma Lagrangiana es la ecuacion de
continuidad

dp
A p¥) = 42
5 TV (p0) =0, (3.42)
usando que dp/dt = U - Vp+ 9p/0t, la ecuacién de continuidad queda como
dp
— -7 =0. 3.43
g TPV (3.43)

La segunda ecuacién que utilizaremos es la ecuacion de conservacién del momento para
fluidos no viscosos, la cual en su forma Lagrangiana es

47 P .
v_ VP gy (3.44)

a g
donde P es la presion y f codifica las fuerzas no hidrodinamicas sobre el sistema, tales
como la fuerza gravitacional o fuerzas debidas a campos electromagnéticos.
La otra ecuacién que necesitaremos para describir la dindmica del fluido es la ecuacién de
conservacion de la energia que deriva de la primera ley de la termodindmica y estd dada
por (para procesos adiabaticos)

du Pd P

g g L (3.45)

dt  p?dt p
con u la energfa interna y en la tiltima igualdad se utilizé la ecuacién (3.43). Para cerrar
nuestro conjunto de ecuaciones se utiliza la ecuacién de estado, que en el caso de un gas
ideal es

P=(y—1)pu (3.46)

Estas ecuaciones (3.43, 3.44, 3.45, 3.46) forman un conjunto cerrado de ecuaciones que
describen la hidrodinamica del sistema. Se puede notar que se utilizé la ecuacién de
estado para un gas ideal y no la ecuacién de estado politrépica, esto es por dos razones:
primero queremos hacer una formulacién general de SPH que no aplique solo a sistemas
politréopicos; segundo un sistema politrépico también satisface la ecuacién de estado de
un gas ideal.

El siguiente paso es discretizar estas ecuaciones para poder resolverlas numéricamente.
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Discretizacion Usando SPH

Ahora vamos a presentar el método de discretizacién de las ecuaciones, el cual se divide
en dos pasos principales. El primero es la aproximacién integral de las funciones y el
segundo es la aproximacién de particulas. Para obtener la representacién integral de
una funcién f(7) se utiliza un kernel de suavizado W (7 — 1/, h) tal que f(7) se puede
aproximar como

£ = / FOYW (7 =17, h) d¥ + O(h?), (3.47)

donde h es la longitud de suavizado que determina el ancho del kernel, el cual satisface
que cuando h — 0 entonces W — § y ademds estd normalizado [ Wd3r' = 1.
El segundo paso es la aproximaciéon de particula dada por

—

o~ [ J; E; W70 o = ST ) (39

donde f, = f(7) y el subindice b etiqueta una particula en la posicién 7% con masa
my (que resulta del factor p(r')d3r’). El gradiente de la funcién serd el gradiente de la
funcién aproximada [43], es decir,

YUWDZE?%ﬁWW%—ﬁmJ (3.49)
b

Igualmente se pueden expresar la divergencia y el rotacional como

1
(V . U)a = —; mb(ﬁa - l7b) . VaWab, (3.50)
Y
1
(Vx1v), = —; mp(Uy — Up) X Vo Wep, (3.51)

b

donde V Wy, = VW (7 — 7, ha).-

Para completar el cuadro debemos dar una forma explicita para la funcién de kernel que
utilizaremos. Ya se ha realizado una investigacién exhaustiva [18, 20, 38] sobre cudl es la
mejor forma del kernel en la practica; y se ha encontrado que el mejor kernel es el cubic
spline [33], dado por

4 —6¢% +3¢3 for0<¢<1
(2 —q)? forl<qg<2 | (3.52)
0 for g > 2

1 1
W(Q) = ﬁU(Q) = Anh3

donde 7(g) fue definido en la ec. (3.22) y ¢ = |F — #/|/h. Es de notar que este kernel s6lo
depende de la magnitud |7 — 7’| y no de la direccién.

Usando las ecuaciones (3.48) y (3.49) podemos escribir el sistema de ecuaciones hidro-
dindmicas (3.43, 3.44, 3.45, 3.46) en forma discreta. La primera ecuacién que se quiere
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discretizar es la ecuacién de continuidad (3.43), pero en lugar de hacer esto se se usa la
ec. (3.48) para interpolar la densidad

) = > mpW (7o — 7, ha), (3.53)

ya que la ecuacién 3.53 satisface la ecuacién de continuidad (3.43) cuando la longitud
de suavizado del kernel es constante.

La diferencia entre el kernel usado en SPH W (q) y el kernel usado en N-cuerpos n(q) es
debida a que se reconstruye la densidad de maneras distintas, ecs. (3.19, 3.53).

Si discretizamos la ecuacién del momento (3.44) usando la ec. (3.49), obtenemos

d'l7a 1 my =3

—_ = — PV W, F,, 3.54

dt N ; b bVaWap + g ( )
donde Wy, = W(F, — 7, hs). Esta ecuacién no conserva el momento, pero hay dos

alternativas para solucionar esto. Una es simetrizar la ecuacién para implementar la
conservacion del momento por medio de la tercera ley de Newton, esta es la discretizacién
estandar usada en SPH [43], dada por

% _ _Zmb<

> VaWapy + Fo. (3.55)
b

La siguiente ecuacién que debemos discretizar es la ecuacién de conservacion de la energia

ec. (3.45),

dug Pydp, P, d P,
dU 2 d p2d (ZmbWab> =22 m VaWay, (356
a a b (Z b
la cual simetrizada queda como

dug P, P\ |
s = Zmb <,02 + p;) Uab * VaWap s (357)
b a b

donde ¥, = U, — Up. Finalmente discretizamos la ecuacién de estado (3.46),
P, = (v — 1) patiq. (3.58)

Esto completa nuestro conjunto (3.53), (3.55), (3.57) y (3.58) de ecuaciones en SPH.
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Resolucion Adaptativa

Si queremos hacer la formulacién de SPH méas completa debemos decir cémo implemen-
tar la resolucién local del método. Esto significa que queremos variar la longitud de
suavizado h dependiendo del espacio y del tiempo para responder adecuadamente a la
dindmica del sistema. Varias formas de evolucionar la longitud de suavizado han sido
estudiadas durate anos [10, 21, 26|, de las cuales nos van a interesar tres formas.

La primera es mateniendo el nimero de vecinos aproximadamente constante [26], esto
hace que h sea més grande en las regiones de menos densidad y méas pequena en las
regiones de alta densidad, el nimero de vecinos utilizados dependera del nimero total
de particulas usadas en la simulacién, por ejemplo para la politropa con N = 10000 el
nimero de vecinos adecuado es N, = 50 y para N = 5000 es N,, = 40. Como es muy caro
computacionalmente encontrar el valor exacto de vecinos entonces se admite un error
del 10 % en el ntimero de vecinos.

La segunda forma de variar la longitud de suavizado es usando un criterio de densidad

tal como
h(t) ([ po 1/3
ho <P(t)> ’ (3.59)

donde el subindice 0 etiqueta las cantidades al principio de la simulacién.

La tercera forma utilizada para evolucionar h es

mo\ 1/3
ha = ho (p“) , (3.60)

donde hg puede tomar valores entre 1.2 y 1.5. Estos valores fueron obtenidos de manera
empirica en [34].

Notese que las ecuaciones que habiamos derivado para SPH suponen que h es constante,
por lo tanto variar h es en principio inconsistente con las ecuaciones que hemos obtenido.
Cuando se tiene en cuenta la variacién de h en las ecuaciones de SPH aparecen unos
términos extras llamados términos de “gradiente-h” ( “grad-h” terms) cuya importancia
depende del problema que se esté estudiando [44, 47]. Para nuestro caso no usaremos
estos términos, mds bien utilizaremos la simetrizacién del kernel planteada en [26], que
consiste en reemplazar

War = 5 Wanlha) + Was ()] (3.61)
vaI/Vab - %[vaWab(ha)"’_vaWab(hb)] (362)

en las ecuaciones (3.53), (3.55), (3.57) y (3.58). Esto no quiere decir que simetrizar el
kernel sea equivalente a introducir los términos de “gradiente-h”, sino que los errores
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debidos a la no simetrizaciéon del kernel son mayores a los debidos a la no introduccién
de los términos de “gradiente-h”.

Viscosidad Artificial

Para resolver los choques que se presentan a la hora de hacer las simulaciones se hace
necesario resolver el problema de Riemann [28] o introducir una viscosidad artificial [35],
nosotros usaremos la ultima forma, la cual se puede introducir haciendo el reemplazo

P, P P, P
<a+b)ﬂ(“+b+nab>, (3.63)

ra Py Pa Py

como es sugerido en [35], donde

Pab 5 (364)

_a_a a + 2 — —
I, — —OCablab+Plgy para - gy < 0
ab =
0 en otro caso

con

habFab : 7-_J'ab

Nabl'ab " Vab (3.65)
oy +12hg,

Hab =

Hemos adoptado la notacién de [26], es decir, las cantidades con barra significan promedio
Bap = (Ba + By)/2, ca = \/7Pa/pa es la velocidad del sonido de la particula a, v, =
Ty — Uy, Tap = |[Fap| = |Fa — 73], a = 1, B= 2y n? ~ 0,01.

Esta viscosidad artificial es basicamente la implementacién [35] en SPH de la presién
artificial sugeridad por Von Neumann y Richtmyer, definida como

q = Bph*(V - ¥)*, para V-7 <0, (3.66)
y la viscosidad de bulk dada por
q = aphcV - U, para V-7 <0, (3.67)

donde c es la velocidad del sonido.

Adicionalmente se puede introducir un limitador de la viscosidad para aliviar transportes
espurios de momento angular en la presencia de movimientos de cizalladura. Segun
Balsara [4] esto se puede hacer multiplicando la viscosidad por fu, = (f, + f3)/2, donde

(V- ¥)al
1V - Dal + [(V X Ta] + 0,0001cq /ha

fo= (3.68)

es una medida valor relativo de la cizalladura en el fluido alrededor de la particula a [48].
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Tiempo Dinamico sph

Podemos definir una escala de tiempo si consideramos perturbaciones en la estructura
inducidas por ondas de sonido con amplitud pequena, es decir, ondas adiabaticas del
centro a la superficie. Si V.2 = dp/dp es la velocidad del sonido y II el ”periodo” para
una travesia completa, entonces

2R 1 0,04

II=—~ =
Vi VG<p> /<p>/<psa>

dias, (3.69)

donde R es el radio del sistema. Para el sol II ~ 0,04 dias ~ 2,17u;. Notese que Il ~ tgy,
definido en la ec. (3.12). Usando este hecho junto con la ec. (3.13) y que los sistemas
politrépicos presentan caracteristicas de estabilidad similares, podemos decir que el paso
de tiempo en el caso hidrodindmico debe tomarse tal que

At <qll, (3.70)

con 7 < 0,03 una constante [41]. Para comprender bien qué significa este limite en el
paso de tiempo, se pueden utilizar los resultados de Monaghan [36], en los cuales, se
basan en la nocién de velocidad de una senal

Vij = ¢ +¢j — 3wij , (3.71)

con w;j = Usj - T35 /|75 si 5 - i < 0y wy; = 0 en otro caso. Con esto se puede definir
un paso de tiempo hidrodindmico tipo Courant dado por

Ccﬁ hz' - Ccﬂ hi

At; = =
* max;(vij)  max;(c; + ¢ — 3wij)

, (3.72)

donde C.y < 1 es el factor de Courant-Friedrichs-Lewy [14]. Nétese que este paso de
tiempo es para cada particula. Si consideramos sélo la velocidad de la senal vy = 2¢;
para una de las particulas y dado que en general h; < 0,2R entonces

Cenhi  Cen0,2R
ahi _ Cef

At; =
! 261' 2 C;

= Cq0,0511. (3.73)

Si tomamos C.q = 0,6 obtenemos que
At; < 0,0311, (3.74)

que es justo la ecuacién (3.70). Por lo tanto las escalas de tiempo y paso de tiempo en
el caso puramente gravitacional (sistema estelar politropico) y en el caso hidrodindmico
(estrella politrépica) son similares. El estudio realizado en [41] sobre la estabilidad de
los sistemas dependiendo del paso de tiempo es solo un reflejo del hecho conocido de que
el paso de tiempo debe satisfacer la condicién de Courant At < CeqAx.



Capitulo 8. Dindmica 31

Resumen

En esta seccién solo se quiere mostrar la forma final de las ecuaciones hidrodinamicas.
La primera es la ecuacién algebréica para la densidad que reemplaza a la ecuacién de

continuidad

Pa = Z mpWep.
b

Las ecuaciones que se deben integrar son

drg, "
- — v
di as
di, -,
= —Zm( +pg+H )vanFa,
dug, P, Pb / =

- o T VW,
dt zb:mb<pg+p§+ ab | Vab aVVab

y finalmente la ecuacién de estado

P, = (’7 - 1)/0(1“(1-
En estas ecuaciones se tiene que

War = 5 Walha) + Wap(u)].

1
v(zWab = §[VaWab(ha) + vaWab(hb)] 5

gb = Habfab .

(3.75)

(3.76)

(3.77)

(3.78)

(3.79)

(3.80)

(3.81)

(3.82)

Es importante recordar que estas ecuaciones son sdlo adecuadas para procesos adiabdti-
cos, en los casos en que se presenten procesos no adiabaticos las ecuaciones se deben

cambiar. En el apéndice E se muestran estas ecuaciones.
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Capitulo 4

Integradores

En este capitulo queremos discutir los tipos de integradores que se implementaron pa-
ra solucionar el problema de N-cuerpos. Estos integradores fueron el Euler-Trapezoidal
(predictor-corrector), el leapfrog (integrador simpléctico), el Runge-Kutta 4 (integrador
estandar) y los Runge-Kutta Felberg y Cash-Karp (métodos adaptativos). Estos inte-
gradores son una buena muestra del tipo de integradores que se pueden usar, ademas
no sélo son de interés en astrofisica, ya que pueden ser aplicados a cualquier problema
fisico, claro que la efectividad de cada uno de ellos dependeré del problema fisico que se
estudie.

4.1. Euler-Trapezoidal

Este integrador es de interés por ser de segundo orden (lo hace un integrador rapido)
presenta buena convergencia y es de facil implementacion. Estas caracteristicas hacen
que sea el primer integrador que uno piensa en implementar cuando se enfrenta a un
problema desconocido.

La idea detras de este integrador es usar una combinacién adecuada de un integrador
explicito (Euler) y un integrador implicito (trapezoidal) para obtener un método con
mejores caracteristicas de convergencia y estabilidad.

Consideremos una ecuacién diferencial ordinaria de la forma y' = f(t,y), entonces el
método de Euler nos dice que se puede integrar como

Yntl = Yn + dtf(tm yn) s (4'1)

mientras que el método trapezoidal nos dice que se puede integrar como

l f(tn-‘rla yn—f—l) + f(tna yn)] : (4'2)

Si combinamos estos dos integradores de tal manera que el Euler es usado para predecir

33
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el nuevo valor y luego este valor es corregido por el trapezoidal de la siguiente manera

yZ—H = Yn+ dtf(tna yn) (4.3)
dt
Yn+1 = UYn + E[f(tn-l-ly ?J£+1) + f(tn7 yn)] (44)

obtenemos un predictor-corector llamado método Euler-trapezoidal que es un método
explicito, de esta manera no es necesario resolver implicitamente el método trapezoidal
lo que hace que sea de ficil implementacion.

4.2. Simplécticos

Los integradores a los cuales nos referiremos como simplécticos son el leapfrog o Stormer-
Verlet y los leapfrog adaptativos [41].

. S N o
» Leapfrog, es la solucién de la ecuacién diferencial % = a que puede escribirse

como
. L1
Tpy1/2 = Tnt §At Un,
77”+1 = 17n + At 6(7%4_1/2)
. . 1., .
Tntl = Tpy1/2 + §At Un+1

donde ¥ = %. Noétese que la ecuacién diferencial que estamos solucionando es la
ecuacion de fuerzas de Newton.

La primera evolucién en las coordenadas es llamada el “Drift”, la segunda en las
velocidades es llamada el “Kick”, y la tercera es un “Drift” también; por esta razon
se denota DKD. Este integrador es construido de tal manera que la evolucion en el
tiempo se hace por medio de una transformacién candnica en el espacio de fase, por
lo tanto respeta las cantidades conservadas. Este integrador es perfecto para aplicar
en sistemas que admiten una descripcion Hamiltoniana y se quieren evolucionar
por grandes lapsos de tiempo. La forma explicita del integrador que hemos escrito
antes s6lo aplica para un Hamiltoniano de la forma H = T(p?) + V (q).

= Simpléctico adaptativo, lo que se hace en estos integradores es modificar el
leapfrog introduciendo un criterio de seleccién del paso de tiempo, es decir, hacer
el paso de tiempo adaptativo. Estos integradores se denotan como SDKD y DSKD,
esto significa que el criterio de seleccién (por ejemplo la ec. (4.16)), puede ser usado
antes de la evolucién o entre el primer Drift y el Kick. Estrictamente hablando
este no es un integrador simpléctico, pero es un integrador reversible (o método
simétrico) [22].
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4.3. Runge-Kutta

Los métodos Runge-Kutta se aplican para resolver problemas del tipo v’ = f(t,y) v
tienen la forma

Yntl = Yn + dt Z bik; (4‘5)
=1

donde las funciones k; estan dadas por
S
ki = | ta+cidt, yo +dt Y aghky | - (4.6)
j=1

Los coeficientes a;j, b;, ¢; pueden ser organizados en una tabla (llamada tabla de Butcher
[12]) de la siguiente forma

c1|amn a2 --- ails

C2 | a1 a2 --- azs
(A7)

Cs | Gs1 Qs2 *** QOgs

b1 bo bs

Dependiendo de los valores de estos coeficientes es el orden del integrador.
Uno de los integradores que se implementé es el tipico Runge-Kutta de orden 4 que se

denota como RK4 y su tabla de Butcher se encuentra en el apéndice B.

Runge-Kutta Adaptativo

Es basicamente una implementacién de dos integradores RK de diferentes ordenes dados
por su diferencia en los coeficientes b;, es decir, se toman dos integraciones distintas

Ynir = Unt+dtY bk (4.8)
=1

Yntl = Yo+ dt Z bik; (4.9)
i=1

donde las k; son las mismas para ambos métodos ya que se toman los mismos coeficientes
a;j y ¢i- Siy, ;1 es el integrador de menor orden entonces se puede definir el error

€nil = Yni1— Yoy = dt ¥ (b — b))k (4.10)
i=1
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entre las dos integraciones. Este tipo de método también se puede organizar en una tabla
de Butcher de la siguiente manera

C1| a1 aiz2 --- a1s

C2 | G21 Q22 - a2s
(4.11)

Cs | Gs1 As2 -  QOgs

bl b2 Ce bS

biooby e b

Los dos integradores adaptativos que se usaron son los llamados Fehlberg (que denota-
remos como RK-F) y Cash-Karp (denotado RK-CK). Estos dos integradores son basi-
camente una implementacién de dos integradores RK de orden 4 y 5 (denotados RK45)
con diferentes coeficientes, sus tablas de Butcher estdan dadas en el apéndice B.

El pardmetro que regula la adaptibilidad es el error de tolerancia €y, que es usado
al final de cada paso de integracién. Un estimativo para el nuevo paso de integracion
(cuando no se tiene un criterio de seleccién fisico como la densidad) estd dado por [40]

€iol 0,25
Atpew = 8 | — Atgqa ,cuando € > €01
€

€tol 0,2
Atpew = 5 [ — Atgq , cuando € < €01
€

donde s = 0,84 y € dado por la ec. (4.10).
Es importante saber que hay métodos Runge-Kutta que son simétricos o también simplécti-
cos [12, 22] pero no serén estudiados aqui.

4.4. Comparacion

Se comparan los resultados de la implementacién de distintos tipos de integradores en
la solucién numérica de una particula en un potencial Newtoniano. Los integradores
utilizados son RK4, RK45 Felberg, RK45 Cash-Karp, simpléctico (leap-frog 6 Stérmer-
Verlet) y simpléctico adaptativo.

Planteamiento del Problema

Vamos a considerar una particula de prueba (“planeta”) en un campo gravitacional
Newtoniano y usaremos unidades en las cuales el planeta presenta una aceleracion

. i
a=-—. (4.12)

r
Dado que el momento angular es conservado en un campo de fuerzas centrales, sélo
necesitamos considerar dos dimensiones espaciales para estudiar el problema. Tomaremos

ro=(L,0) y % =(0,02), (4.13)
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Energia para los integradores simplecticos

DSKD, 642 iter +
-0,96 [ SDKD, 748 iter
DKD, 10008 iter

-8.98

-1 |

-1.82 -

=1.84 -

=1.86 -

=1.88 -

-1.1

-1.,12

Figura 4.1: Compraracion entre los integradores simplécticos. Se grafica la energia total
en funcion del tiempo.

como condiciones iniciales. Otras buenas condiciones iniciales son

1
mt-e0 v 6 (o)), »
— €

donde ¢ es la excentricidad. El momento angular estd dado por Lo = v/1 — €2 y la érbita
es determinada por la curva

d

S — 4.15
" 1+ecose’ (4.15)

donde d = 1 — €2, ¢ es la anomalia verdadera. Para estudiar las propiedades de las
orbitas e = 0,6 es un buen valor.

Las simulaciones se realizaron hasta tiempos ¢ = 10, 20, 1000 con paso de tiempo At =
0,001. El criterio de seleccién para el paso de tiempo en el caso de métodos adaptativos
es

Ui
At = —— 4.16
VGp ( )

con n = 0,03 [41], G = 1 y p la densidad local, que en nuestro caso es la densidad

encerrada, definida como
3M

A3’

donde M =1 es la masa del objeto central.

p= (4.17)
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Orbita para los integradores simplecticos

" DSKD, 642 iter +
SDKD, 748 iter

8.2 DKD, 10888 iter
8.1

ol
8.1 |
-8.2

.
-8.2 8 8.2 8.4 0.6 0.8 1 1.2

Figura 4.2: Posicién X en el eje horizontal y posiciéon Y en el eje vertical. Compraracion
entre los integradores simplécticos. Evolucién de la érbita.

Comparaciones

= Entre simplécticos. La figuras 4.1 y 4.2 muestran la comparacién entre el leapfrog
(DKD) y los métodos adaptativos SDKD y DSKD. En la figura 4.1 se muestra la
evolucién de la energia. El gran cambio en la energia en un pequenio tiempo se
da cuando el planeta pasa por el perihelio. Los dos métodos adaptativos son 14
veces mas rapidos que el leapfrog, pero el Gnico que conserva la energia igual que el
leapfrog es el DSKD y es un poco mas rapido que el SDKD. La figura 4.2 muestra
que el leapfrog exhibe un efecto de precesién de la orbita, el SDKD exhibe un
decaimiento de la érbita debido a la disipacién de la energia, y el DSKD no exhibe
estos efectos andémalos, la érbita se preserva. Entonces el DSKD preserva la energia
igual que el leapfrog, es 14 veces mas rapido y no exhibe precesion de la orbita.

= Entre Runge-Kutta. Las figuras 4.3 y 4.4 muestran la comparacién entre RK4,
RK-F y RK-CK. En la figura 4.3 se muestra la evolucion de la energia, una curva
es del tradicional RK4 que disipa més energia y necesita més iteraciones (10000);
otra curva es el mismo RK4 pero usando el criterio de densidad (4.16) para obtener
el paso de integracién, este es mejor porque necesita menos iteraciones (640) y el
cambio en la energia es pequeno; las otras dos curvas son RK-F con diferentes
criterios de error, uno es usando un error Maximo (€max = 1 X 1072) y un error
minimo (emin = 1 x 1074), el otro es usando el error de tolerancia (eg) = 1 x 1072),
el cual da como resultado una optimizaciéon media ya que es 5 veces mas réapido
que el RK4 y el cambio en la energia no es muy grande.
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Canbio de energia en el paso del perihelio, para los RK4

RK4, 16608 iter
-8.96 - RK4 criterio densidad, 648 iter
RK4S error ninino y maxino, 18888 iter
RK45 error de tolerancia, 2117 iter
-8.97 -
-8.98
-8.99 -
_1 -
=i.81 -
-1.82 -
-1.83 q
=1.84 - b
=1.85
a 2 4 i1 il 18

Figura 4.3: Comparacion entre integradores Runge-Kutta. Se grafica la energia total en
funcién del tiempo para diferentes RK4 y el RK-F.

La figura 4.4 muestra la comparacién entre RK-F y RK-CK usando el error de
tolerancia e = 1 x 1072, Esta figura muestra que el RK-CK preserva mejor la
energia que el RK-F. Como ambos usan el mismo nimero de iteraciones entonces
el RK-CK es mejor.

» Entre simpléticos y Runge-Kutta. La figura 4.5 muestra la comparacién entre
leapfrog (con un paso de tiempo fijo At = 0,001), RK-F y RK-CK con error de
tolerancia €, = 1 x 1072. Esta figura nos dice que si no se tiene un criterio de
seleccién como la densidad ec. (4.16) entonces el leapfrog es mejor integrador.
El RK-CK presenta una conservacién de la energia similar a la del leapfrog pero
necesita 5 veces mas iteraciones.

La figura 4.6 muestra la comparacion entre los integradores cuando el criterio de
densidad, ec. (4.16), es usado . Esto nos dice que el criterio de densidad hace al
integrador 14 veces més rapido (sin importar si es simpléctico o RK4), ademés
ambos integradores (SDKD y el RK4) tienen un cambio similar en la energia y
un numero igual de iteraciones. Pero el SDKD solo necesita una evaluacién de la
fuerza mientras que el RK4 necesita cuatro evaluaciones de la fuerza.

Conclusiones

= Fntre todos los integradores que hemos comparado el mejor es el DSKD; el segundo
mejor es el SDKD; el tercero es el DKD y el cuarto es el RK4 con criterio de
densidad. Lo malo con el DSKD es que no es ficil implementar un criterio de
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Conparacion entre RK-F, RK-CK,

-8,977

RK—Ck; 4489 iter
RK-F, 4488 iter

-8,9773

-8.978

-8,9785

-8.979

=-8.9795

-8.98 — i I

-8,9685

Figura 4.4: Comparacion entre integradores Runge-Kutta. Se grafica la energia total en
funcién del tiempo para el RK-F y el RK-CK.

densidad en un paso intermedio de la integracion para problemas de N-cuerpos,
lo que hace que este integrador sea descartado y se utilice el SDKD como mejor
integrador.

» El criterio de densidad ec. (4.16) es un buen criterio para la seleccién del paso
de tiempo y reduce el nimero de iteraciones en un factor de 14 para cualquier
integrador (simpléctico o RK).

» Cuando no hay criterio de seleccién para el paso de tiempo adaptativo, el mejor
integrador es el leapfrog (DKD), el segundo mejor es el RK-CK vy el tercero es el
RK-F. Pero puede suceder que en problemas méas complejos el RK-CK y el RK-F
sean mejores.

= El peor integrador es el RK45 con error méximo y minimo; el segundo integrador
mas malo es el tipico RK4. Es de notar que el RK4 queddé en pentltimo lugar
aunque es uno de los integradores mas utilizados por la comunidad cientifica. Esto
muestra que la eleccién de un buen integrador debe hacerse teniendo en cuenta la
fisica del problema que se quiere solucionar.

= El problema de Kepler que utilizamos es un buen problema para hacer compara-
ciones entre integradores.

No todas estas concluciones se pueden extrapolar al problema de N-cuerpos, pero repre-
sentan una buena guia a la hora de estudiar el problema.
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Figura 4.5: Comparacién entre integradores simplécticos y Runge-Kutta.
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Conparacion entre simplectico, RK-F, RK-CK.

RK-CK, 4489 iter
RK-F, 4488 iter
DKD, 1394 iter
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Conparacion entre simplectico y RK4 con criterio de densidad
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Figura 4.6: Comparacién entre integradores simplécticos y Runge-Kutta. Se grafica la
energia en funcién del tiempo.
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Capitulo 5

Sistemas en Equilibrio

En este capitulo se estudia todo lo concerniente a los sistemas politropicos en equilibrio.
Se muestra la evolucion del sistema para comprobar que realmente estd en equilibrio
a la vez que se hace un estudio del espacio de parametros para determinar cdal es la
region de pardmetros adecuada para la estabilidad de los sistemas. Los pardmetros que
se estudiaran son:

= dt, paso de tiempo.

= N, nimero de particulas.

€, longitud de suavizado gravitacional.

hg, longitud de suavizado de SPH.

N, numero de vecinos.

Este andlisis se hace con el fin de establecer caracteristicas globales que ayuden a encon-
trar un rango adecuado en los parametros de las simulaciones y encontrar unas primeras
diferencias entre el cédigo particula a particula y el cédigo de arbol (explicado en el
apéndice D.1). Como los sistemas estelares y las estrellas presentan caracteristicas si-
milares en su estabilidad entonces los parametros dt y N se estudian en los sistemas
estelares y se extrapolan a las estrellas. Como veremos, el parametro € es diferente para
los dos sistemas. Los parametros hg y IV, solo tienen sentido para la estrella.

5.1. Sistema Estelar Politrépico

Ahora queremos determinar qué valores de los pardametros (dt, N, e€) son los adecuados
para el sistema estelar. Es de aclarar que en esta seccién todas las simulaciones usaron
un potencial de Plummer para el cdlculo de fuerzas y las simulaciones hechas con el drbol
solo contenian el término monopolar, con el fin de hacer un barrido rapido sobre una
region grande del espacio de parametros y luego estudiar la regién mas pequena donde
se comporta mejor el sistema con el cédigo particula a particula.
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Energy vstime as function of dt for 5000 part Npart vsr t=40
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Figura 5.1: Izquierda, evolucién de la energia para distintos dt, método de arbol, solo
interaccion monopolar, dos de las graficas estan incompletas debido a que demoran
mucho tiempo para la evolucién total. Derecha, Nimero de particulas encerradas en un
volumen de radio r, para distinto nimero de particulas totales.

Analisis del Paso de Integraciéon

En la figura 5.1 (izquierda) se muestra la evolucién de la energia para distintos pasos
de integracién con un integrador simpléctico y 5000 particulas. Se nota de inmediato la
convergencia de la energia a medida que se disminuye el paso de integracién. Aunque la
energia menos conservada es para dt = 0,005 es de notar que sélo se disipa un 2% de
la energia, lo cual es un error aceptable en las simulaciones de N-cuerpos. Ademés esto
se puede atribuir en gran medida a la eleccién de la longitud de suavizado (e = 0,00252
que como se verd en la seccién 3 es un valor muy pequenio comparado con el € éptimo)
y no a una mala eleccién del paso de tiempo. Por lo tanto, la eleccién de dt < 0,005 se
encuentra en una buena regién de convergencia del método. Notese que cuando hablamos
de convergencia se refiere a la tendencia de las curvas a una curva final o tedrica, no
se refiere en ningin momento a un estudio del orden de convergencia del método de
integracion.

Anadlisis del Niimero de Particulas

En la figura 5.1 (derecha) se muestra el perfil de masa acumulativo normalizado a la
masa total para simulaciones llevadas a cabo con distinto nimero de particulas (con
dt = 0,005). La grafica es para el tiempo t = 40. Si se observa la regién cercana a
r = 1 se puede notar que las curvas convergen a la curva inicial cuando el ntimero de
particulas aumenta. También se puede observar que la curva que se aleja del grupo es
la de 5000 particulas, lo que indica que la regién donde la evoluciéon es més estable es
para un numero de particulas N > 10,000. Esto no quiere decir que para N < 10000 no
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se considere estable el sistema, sélo que se debe tomar un paso de tiempo més pequeno
para preservarlo estable.

Evolucion de la energia para distintos EPS Conparacion en la evolucion de la energia, particula-particula
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Figura 5.2: Evolucién de la energia en funcién del tiempo para distintas longitudes de
suavizado, método de arbol (izquierda), interaccién particula a particula (derecha). El
valor tedrico es E = —3/7 ~ —0,43.

Analisis de la Longitud de Suavizado Gravitacional

El anélisis de la longitud de suavizado se llevé a cabo con tres métodos distintos: drbol,
particula-particula y por medio de los métodos semianaliticos expuestos en la seccién
3.1.1. Todas las simulaciones llevadas a cabo fueron con 10,000 particulas y dt = 0,005.

Conparacion perfil de densidad para distintos EPS;10088 particulas, tiempos28 Comparacion perfil de densidad para distintos EFS: 10000 particulas, tiempo=48
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Figura 5.3: Evolucién del perfil de densidad para distintas longitudes de suavizado usando
el arbol y dt = 0,005. Se grafica la densidad en funcién del radio.
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En la figura 5.2 se muestra la evolucién de la energia para distintas longitudes de suavi-
zado, tanto con el arbol como P-P. En realidad como en el darbol sélo se usé el término
monopolar, lo que puede decir la figura 5.2 (izquierda) se debe interpretar con cuidado,
es de notar que para € < 0,02 hay disipacion de energia, los cuales se pueden descartar
como buenos valores; mientras que para € > 0,02 hay oscilacién de la energia alrededor
de un valor estable. Luego a medida que aumenta el valor del e la oscilacién aumen-
ta de amplitud, pero estos valores grandes no pueden ser descartados, aunque tengan
amplitud de oscilacién grande (2% de la energia total) ya que muestran conservacion.
Lo que realmente interesa son los valores que dejan el sistema estable. Para este fin se
grafican los perfiles de densidad (figura 5.3) a distintos tiempos. Analizando estas figuras
se observa que el valor € = 0,05 es el que reproduce mejor el perfil de densidad original en
todos los tiempos. Pero hay que tener en cuenta que esto se realizé con el drbol sélo con
término monopolar. Por esta razén se estudié esta regién € = (0,05,0,15) del pardmetro
con simulaciones de interaccién particula a particula.

Conparacion perfil de densidad para distintes EPS; 16808 particulas, tiempo=48, P-P Conparacion perfil de densidad para distintos EPS; 10088 particulas, tienpo=s8e, P-P
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1 1r
0.8 0.8 [
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] 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1. [} 0.2 0.4 0.6 a.8 1 1.2

Figura 5.4: Evolucién del perfil de densidad para distintas longitudes de suavizado usando
P-P y dt = 0,005. Se grafica la densidad en funcién del radio.

En la figura 5.2 (derecha) se presenta la evolucién de la energia para tres valores del e
y de nuevo se nota que a medida que aumenta el valor del ¢ aumenta la amplitud de la
oscilacién (las graficas no estdn sobre el mismo valor de la energia porque el valor del
e se incluye en el cdlculo de la energia potencial). Se podria pensar que el mejor valor
serd el que tiene menor oscilacién, pero analizando la figura 5.4 (perfiles de densidad a
distintos tiempos) se nota que aunque los tres valores tienen un comportamiento similar
en el interior de la estrella, en el exterior se comportan distinto, ya que la estrella se
expande para € = 0,05 y se contrae para € = 0,15. Por lo tanto el valor que deja més
estable la estrella es € = 0,1, que aunque tenga una amplitud mayor de oscilacién en
la energia que en el caso de ¢ = 0,05 ésta permanece oscilando alrededor de un valor
constante. Es de notar que el valor de € = 0,1 esta cerca del valor 6ptimo €,,; = 0,107
obtenido en la ec. (3.30) minimizando el MISE.
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Evolucion de la densidad, N=5@@e, h=1,2, dt=e.ee1
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Figura 5.5: Perfil de densidad antes de la evolucién, después de la evolucién con damping
(para u = Uipjcial Y ¢ X p) y el valor analitico.

5.2. Estrella Politrépica

Para estudiar la estabilidad de una estrella politrépica hay que tener en cuenta que
al reconstruir la densidad usando la teoria de SPH se presentan errores en el calculo
de la densidad para cada particula, es decir, se presenta una gran dispersién como se
muestra en la figura 5.5, como resultado la fuerza sobre las particulas tiene una gran
desviacién de su valor esperado lo que produce movimientos violentos que dominan los
efectos que se quieren investigar (como las oscilaciones de las politropas) [30]. Por lo
tanto para generar un modelo estatico es necesario primero evolucionar el sistema con
un factor de amortiguamiento, esto se hace modificando las ecuaciones de evolucién tal
como se muestra en [30]. En nuestro caso modificamos el integrador Euler-Trapezoidal
de la siguiente forma

F£+1 = Fn_'_dtﬁ(tnafmgmun)(l +5) (5.1)
Uf:—f—l = [671 +dta(tn77?naﬁn>un)]/<1 "‘5)

. Lo dt o O,

Th+il = Tn+ E[U(tn+l7rs+17vr€+1,u£+1) +U(tn7rnvvn7un)](1 +6) (53)
. Loodt o O

Tpy1 = {vn + E[a(tnﬂ, F Uy U )+ d(tn, T, Un, un)]} /(1+6) (5.4)

con 6 = 0,3. Nétese que intencionalmente no se muestra como evolucionar la energia
interna, ya que originalmente se evoluciona la entropia y se impone como condicién
(Sn+1 = Sp) por ser un proceso adiabatico, pero en nuestro caso estamos evolucionando
la energia interna. Entonces planteamos tres formas de evolucionar la energia interna, la



48 Sistemas Politrépicos

Diferentes energias internas, N=5000, h=1.2, dt=0.001, e=0.025 Diferentes energias internas, N=5000, h=1.2, dt=0.001, e=0.025
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Figura 5.6: Evolucién de la energia termica y la energia total para los tres métodos de
evolucién de la energia interna.

primera es usar la ecuacién de estado p = (v — 1)pu y la ecuacién politrépica p = Kp?
para obtener la energia interna en cada paso de tiempo como una funcién de la densidad
%; la segunda manera es dejar la energia térmica constante durante la evolucién
Upt1 = Up = Uinicial Y& qUe en un proceso isocorico dV = 0 el cambio en la energia interna
es proporcional al cambio en la entropia du = T'ds, por lo tanto si ds = 0 entonces du = 0;
la tercera forma es evolucionar la energia interna sin factor de amortiguamiento, pero
como veremos esto produce un mal comportamiento, lo cual es de esperarse ya que no

esta justificado fisicamente.

u =

En la figura 5.6 se muestra la evolucién de la energia térmica durante aproximadamente
5 periodos de tiempo (donde el periodo P = 3,82 es el tiempo caracteristico de oscilacién
del sistema [30]) para los tres esquemas de evolucién de la energia interna. La curva con
U = Uinjcial permanece constante por definicién y es la energia térmica que uno desea ya
que estd cerca de su valor teérico T = 3/7 =~ 0,4286 para una politropa en equilibrio
con indice politrépico n = 1,5, la segunda curva con u x p empieza muy alejada de la
energia térmica deseada pero tiende asintéticamente al valor deseado, la curva en que la
energia interna evoluciona libremente se aleja del valor deseado y como se puede ver en
la figura 5.7, cuando la energia interna evoluciona libremente tiende a dispersarse mucho
mas que en los otros dos casos, que es contrario al efecto que queremos lograr que es
disminuir la dispersién tal como sucede en la figura 5.5 con la densidad final.

Nétese que las curvas finales de energia interna y densidad (ademads de la presiéon p =
(v —1)pu 6 p = Kp” que no se muestra) estdn sobre la curva analitica (en este contexto
analitica significa extraida directamente de la integracion numérica de la ecuacién de
Lane-Emden), por lo tanto la fisica del sistema no ha cambiado. Adem4ds las energias
tienden al valor tedrico para una politropa en equilibrio cuando se usan los métodos de
U = Ujpjcial Y U X p, como veremos esto no solo se cumple para la energia térmica, figura
5.6, sino también para la energia cinética, potencial y total (figuras 5.9 y 5.10).

Ya que se ha planteado cémo disminuir la dispersion en las cantidades hidrodinamicas sin
cambiar la fisica del sistema, nos planteamos estudiar el espacio de parametros usando
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Energia interna final, N=5088, h=1.2, dt=8,861, e=8,025
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Figura 5.7: Energia interna después de la evolucién con los tres métodos y el valor
analitico.

los métodos para evolucionar la energia interna u = Ujnicial ¥ ¥ X p, ya que evolucionar
libremente la energia interna no ofrece resultados fisicamente aceptables.

Analisis de la Longitud de Suavizado Gravitacional

El analisis de la longitud de suavizado gravitacional debe realizarse de nuevo ya que
este parametro depende de qué tanto se acercan las particulas durante la simulacién.
Debido a los gradientes de presion las particulas tienden a acercarse menos que cuando
la interaccién es puramente gravitacional. Por lo tanto el valor que se necesita de la
longitud de suavizado gravitacional € es distinta y como veremos el valor es menor a su
andlogo en el sistema estelar.

Para analizar cual es el valor adecuado de € analicemos la figura 5.8, donde se muestra la
evolucién de la energia total en funcién del tiempo para los dos métodos de evolucién de
la energfa interna (4 = Uipicial ¥y © X p). Para tener un criterio de seleccién recordemos
que para un sistema politrépico la energia total satisface la ecs. (3.7,3.8), si tomamos
n = 1,5 en unidades de G = M = R = 1 entonces £ = —3/7 ~ —0,4286, como se puede
ver en la figura 5.8 el valor de € que hace que la energia total se acerque méas a su valor
analitico es € = 0,0125, aunque € = 0,025 tambien es un buen valor y estd en una region
de error permitida AE = 1%. Aunque el mejor valor es ¢ = 0,0125 esto exige tomar
valores mas pequenos del paso de tiempo para evitar efectos de relajacién binaria, lo que
implica un precio méas alto en el tiempo de computo, por esta razén se toma e = 0,025
como el valor éptimo a costa de un bajo precio en la energia.
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Energa total cambiando epsilon, N=5000, h=1.2, dt=0.002 Energia total cambiando epsilon, N=5000, h=1.2, dt=0.005

Energia Total

Figura 5.8: Evolucion de la energia total para distintos valores de €, a la izquierda u o p
y a la derecha © = Ujpicial-

Analisis de la Longitud de Suavizado de SPH

La variacién de la longitud de suavizado de SPH se puede hacer por medio del cambio
de la constante hy que aparece en la ec. (3.60), esta variacién se muestra en la figura
5.9. Nétese que el cambio en los diferentes tipos de energia nunca es mayor al 1% lo
que significa que estamos en una buena region para el valor del parametro hg y ademds
el resultado final es practicamente independiente del valor de 1,0 < hy < 1,8, aunque
se puede notar en la evolucién de la energia potencial que el valor de hg = 1,2 se ve
ligeramente favorecido sobre los otros valores, ademéas es uno de los valores pequenos y
por lo tanto el niimero de vecinos es menor y el calculo de las fuerzas se realiza mas
rapido, es por estas razones que se toma hyg = 1,2 para el estudio del parametro € y se
seguird tomando para los estudios de las oscilaciones.

Anadlisis del Niimero de Vecinos

Las simulaciones para el nimero de vecinos se llevaron a cabo con el arbol, ya que es
la forma 6ptima de calcular los vecinos. Se utilizé6 § = 0,7 con términos monopolar y
cuadrupolar en todas las simulaciones. Como se puede observar en la figura 5.10 el estado
final del sistema no es muy sensible a la variacién de este parametro, ya que el valor
final de las distintas energias es muy cercano al valor deseado E = —3/7 ~ —0,4286,
K =3/7~0,4286, W = —6/7 ~ —0,857. El error es menor al 1 %.

5.3. Conclusiones

= dt < 0,005 es adecuado para la conservacién y estabilidad del sistema puramente
gravitacional, aunque también aplica para la estrella politrépica.

» El andlisis de los resultados para un ntimero pequeno de particulas (< 10,000) es
mejor hacerlo con el perfil de masa acumulativo que con el perfil de densidad, ya
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que el perfil de densidad presenta mucho ruido, mientras que el perfil de masa
acumulativa da una idea de convergencia y de estabilidad del sistema.

Para un nimero N > 10,000 particulas el sistema parece estar en una regién de
convergencia y estabilidad muy buena. Aunque valores menores de N se pueden
utilizar, pero se debe tomar un dt mas pequeno para lograr estabilidad.

El método utilizado para hallar el €,,; minimizando el MISE predice un valor de €
adecuado para la estabilidad del sistema estelar politrépico.

Introducir un factor de amortiguamiento a las ecuaciones de movimiento lleva al
sistema al estado de equilibrio deseado y disminuye la dispersién de las cantidades
hidrodinamicas.

Los métodos para evolucionar la energia interna u = uipicial ¥ ¥ X p resultaron ser
buenos para evolucionar el sistema. El método de evolucionar la energia interna
sin amortiguamiento muestra malos resultados en llevar al sistema al estado de
equilibrio que se desea.

La longitud de suavizado gravitacional para la estrella politrépica no es la misma
que para el sistema estelar. Es tanto, es el pardmetro al cual es mas sensible la
evolucién del sistema con amortiguamiento. Para N = 5000 un buen valor es
e = 0,025.

El sistema no es muy sensible a la variacién de la longitud de suavizado de SPH.
Aunque el valor hg = 1,2 se ve ligeramente favorecido.

Fl sistema no es muy sensible a la variacion del ntimero de vecinos, tomando el
nimero de vecinos entre el 2% y 5% del valor total de particulas en la simulacién.
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Energia cinetica cambiando h0, N=5000, dt=0.001, e=0.025 Energia cinetica cambiando h0, N=5000, dt=0.004, e=0.025
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Figura 5.9: Evolucién de las energias para distintos valores de hg, a la izquierda u =
Uinicial ¥ & la derecha u o p.
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Energia cinetica cambiando el numero de vecinos, N=5000, dt=0.004, e=0.025
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Figura 5.10: Evolucién de las
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energias para distintos valores de N,, a la izquierda u =



54 Sistemas Politrépicos



Capitulo 6

Sistemas Fuera del Equilibrio

En este capitulo se quiere estudiar las situaciones de no equilibrio, como son el colapso
isotérmico y las oscilaciones de los sistemas politrépicos. El primero sirve como guia
para comprobar que los cédigos estan funcionando bien, ya que ha sido estudiado y se
conocen bien sus soluciones numéricas. Por otro lado, las oscilaciones de las politropas
son también un hecho general y podran ser de utilidad para verificar cuales son las
mejores formas de implementar la hidrodinamica en el esquema de SPH.

6.1. Colapso Isotérmico

Se presentan los resultados de las simulaciones realizadas para el colapso isotérmico.
Esto se hace con el fin de estudiar cémo varian los resultados al cambiar los parametros,
ademas sirve como forma de comprobar que el programa estd funcionando correctamente
ya que este problema ha sido estudiado exhaustivamente [19, 26].

Las condiciones en las cuales se realizaron las simulaciones son las siguientes:

= Los pardmetros que se van a estudiar son: El nimero de particulas N, la longitud
de suavizado gravitacional ¢ y en menor medida la longitud del kernel h y el
integrador.

» Los pardmetros hidrodindmicos de las simulaciones son: a = 1,0 = 2,n° =
0,01, = 5/3 ~ 1,666.

= No se incluye el switch de Balsara explicado en la seccién 3.2.
» Las unidades son: G =1,M =1, R =1 y la unidad de tiempo u; del apéndice A.

» Fl paso de tiempo para la integracién de las ecuaciones de movimiento es At =
0,005 en todas las simulaciones.

95
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» Las condiciones iniciales son: v; = 0,u; = 0,05GM/R, las posiciones son extraidas
por método de rechazo de la densidad

M 1

=Ry (6.1)

p

La densidad inicial p; se calcula a la SPH dadas las posiciones iniciales. La presién
inicial p; se calcula usando la ecuacién de estado p; = (v — 1)u;p;.

= El calculo de fuerzas es Particula-Particula.
= Se usa un suavizado gravitacional tipo Plummer.
s El kernel de SPH es tipo spline.

» La longitud de suavizado de SPH se calcula segin la ecuaciéon

hi = ho <m> v (6.2)

Pi
= En todas las simulaciones hy = 1,2, a menos que se diga lo contrario.

» El integrador es un predictor-corrector Euler-Trapezoidal de segundo orden (tam-
bién se usa un RK4 para comparar los resultados).

Todas las evoluciones de las energias estdn presentadas en las graficas 6.1, 6.2, 6.3, 6.4,
6.5 asi como su explicacién. Un hecho importate que se observar es que los resultados
cuantitativos cambian a medida que se cambian los parametros, esto podria indicar que
el método para solucionar el problema no es el adecuado, pero hay un hecho importante
y es que se puede observar que todas las curvas convergen a las curvas presentadas en
la figura 6.1 (la misma mostrada en [26]) a medida que se mejoran los pardmetros (N
més grande y € mas pequeno), por lo tanto las curvas presentadas en la figura 6.1 son
la solucién fisica del problema que puede darnos los valores cuantitativos, por ejemplo
se puede notar que el valor inicial de la energia potencial es préximo a su valor tedrico
W~ —2/3 =~ —0,669, que el maximo de la energia térmica (Tiax ~ 1,5 ) y el minimo de
la energia potencial (W & —2,2) se presentan cerca del tiempo ¢ ~ 1,1, luego para tiem-
pos mds grandes el sistema estd cerca del equilibrio con una energia térmica T' ~ —W/2.

Para mostrar que los choques se producen en los tiempos adecuados y con la intensidad
requerida se muestran en las figuras 6.7, 6.8, 6.9 los perfiles del sistema en los mismos
tiempos usados en [19, 26], con N = 4096,¢ = 0,0125,h9 = 1,2 que producen una
evolucién del sistema cercana a la evolucién donde converge el sistema. Si se comparan
estos resultados con los reportados en [19, 26|, se puede ver una gran concordancia, lo
que permite tener una tranquilidad sobre el cédigo que se estd utilizando.
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Figura 6.1: Corrida para N = 4096,¢ = 0,0125,ho = 1,2. Esta es la evolucién de las
energias a la cual converge la evolucién del sistema cuando se mejoran los pardmetros.
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Figura 6.2: Corridas para N=8192, con distintos valores de ¢ = 0,1, 0,05, 0,025, 0,0125.
Las graficas mas externas corresponden a menores valores de €. Se puede ver que la
grafica con € = 0,0125 es la méas préxima a la presentada en [26].
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Figura 6.3: Corridas para ¢ = 0,025, con distintos valores de N = 4096, 8192,16384.
Las graficas més externas corresponden a mayores valores de N. Se puede ver que las
graficas con N = 8192,16384 son las mds préximas a las presentadas en [26]. Aunque
ellos usaron N = 4096, la discrepancia es por que usamos Plummer y no splines para el
calculo de las fuerzas gravitacionales.
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Figura 6.4: Corridas para ¢ = 0,025, N = 8192, con distintos valores de hg = 1,2,1,5.
Las graficas mas externas corresponden a hy = 1,2. La diferencia es debida basicamente
al nimero de vecinos que se toma en cada caso.
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Figura 6.5: Corridas para € = 0,0125 y N = 4096. Usando dos integradores distintos, el
Euler-trapezoidal de segundo orden y un RK4. Se puede ver que con los dos integradores
se obtiene la misma evolucion.
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Figura 6.6: Corridas para ¢ = 0,025 y N = 4096. Usando la interaccién particula-
particula (P-P) y el drbol (Tree) con 8 = 0 que se reduce al P-P. Se puede ver que se
obtiene la misma evolucién, lo cual sirve como un forma de comprobar que el arbol esta
funcionando adecuadamente.
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Figura 6.8: Evolucién de la distribucion de energia térmica, normalizada con wu, =
GM/R. Se puede ver que en los tiempos ¢t = 1,76 y t = 2,20 la parte externa de las
curvas coincide mejor con las curvas mds precisas presentadas en [19].
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Figura 6.9: Evolucion de la presién, normalizada con p, = pi .
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6.2. Oscilacion de Sistemas Politropicos

Se presentan los resultados de las simulaciones realizadas para los sistemas politropi-
cos. Se estudian las oscilaciones tanto de las estrellas politrépicas como de los sistemas
estelares politrépicos. En las primeras se quiere determinar ctales son las condiciones
necesarias para obtener un sistema estable con periodo de oscilacion cercano al valor
tedrico P = 3,82 [30]. Se estudiaron las consecuencias de las distintas evoluciones con
amortiguamiento en la oscilacion y el estado final del sistema, también se comparan los
resultados del esquema de evolucién de la energia interna con el esquema de evolucién
de la entropia explicado en el apéndice E.

6.2.1. Estrella Politropica

Las condiciones en las cuales se realizaron las simulaciones son las siguientes:

» Los pardmetros que se van a estudiar en la evolucién de las estrellas politropicas
son el numero de particulas N y la longitud de suavizado gravitacional €, ya que
son los parametros a los cuales el sistema responde con cambios grandes.

= Kl tnico parametro que se va a cambiar en la evolucién de los sistemas estelares
politrépicos es el nurhero de particulas N, ya que como vimos en la seccién 5.1
tomar el valor de € = €, dado por las ecuacidnes (3.28,3.29) mantiene el sistema
estable.

= En ambos sistemas el indice politrépico es n = 1,5.

= Los pardmetros hidrodindmicos de las simulaciones son: a = 1,8 = 2,n° =
0,01,7=5/3 ~ 1,666 y hg = 1,2 en todas las simulaciones.

= No se incluye el switch de Balsara explicado en la seccién 3.2.
» Las unidades son: G =1,M =1, R =1 y la unidad de tiempo u; del apéndice A.

= El paso de tiempo para la integracién de las ecuaciones de movimiento es dt = 0,002
para la estrella y dt = 0,005 para el sistema estelar.

» La forma de construir las condiciones iniciales esta explicada en la seccién 2.3.

= Kl célculo de fuerzas es Particula-Particula usando el potencial de Plummer y todas
las evoluciones se hicieron con el cédigo en paralelo, explicado en el apéndice D.2.

s El kernel de SPH es tipo spline.

= Kl integrador es un predictor-corrector Euler-Trapezoidal de segundo orden en el
caso de la estrella politrépica y un integrador simpléctico de segundo orden para
el sistema estelar politrépico.
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= En el esquema de energia interna se utiliza la ecuacion

du P, Pb .
dta = Z my (p; + ? + Hab) Uab * VaWab (6.3)
b @ b

para evolucionar la energia interna y se usa la ecuacién de estado p, = (7 — 1)uqpa
para calcular la presién p,. Mientras que en el esquema de entropia se utiliza la
ecuaciéon

dA,  1y-1
a2t

> mpTlapBas - VaWap (6.4)
b

para evolucionar la entropia y se usa la ecuacién de estado p, = A,p4 para calcular
la presion p,.

Ahora analizaremos los resultados obtenidos en la evolucién de las estrellas politrépicas
después del periodo de evoluciéon con amortiguamiento. En la seccién 5.2 se mostrd que
dos de las formas de hacer el amortiguamiento funcionaban bien (al menos en el lapso
de tiempo del amortiguamiento), una era no evolucionando la energia interna u = Ujnjcial
la otra era haciendo u = Kp?~!/(y — 1), lo cual es lo mismo que evolucionar con en-
tropia constante A(s) = K durante el amortiguado. Por lo tanto tenemos dos formas
de evolucionar durante el amortiguado que dan tres formas de evolucionar la estrella
politrépica:

= Después del amortiguamiento con u = uipjcia1 €volucionar la energia interna.

= Después del amortiguamiento con u = K p7~!/(y—1) evolucionar la energfa interna.

» Después del amortiguamiento con entropia constante (A(s) = K), lo que da una
energia interna u = Kp7~!/(y — 1), evolucionar la entropia.

Estos tres casos se analizardn por separado.

Evolucién de la Energia Interna, con u = ujyicia €n el Amortiguamiento

La evolucién de las energias se muestra en la figura 6.10, donde se puede notar una
buena conservacién de la energia total. La energia cinética presenta un primer maximo
debido a que las particulas del sistema empiezan a moverse generando la oscilacién del
sistema completo (este hecho es general para cualquiera de las evoluciones), luego la
energia cinética empieza a disminuir. La energia potencial presenta oscilaciones al igual
que la energia térmica, la amplitud de las oscilaciones disminuye a medida que pasa el
tiempo (este hecho también es general para todas las evoluciones), esto es consistente
con la disminucién de la energia cinética. En la figura 6.10 se puede observar que la
amplitud de las oscilaciones disminuye a medida que disminuye el valor de €, aunque
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llega un momento donde un valor de ¢ més pequeno no hace que la amplitud disminuya
y puede hacer que la amplitud de la oscilacién aumente de nuevo (este también es un he-
cho general). A medida que se disminuye el valor de e disminuye el periodo de oscilacién
de la energia térmica (e = 0,1 — P =5,09; ¢ = 0,056 — P =4,5; ¢ = 0,025 — P = 4,17)
hasta que llega a un punto en que empieza a aumentar (¢ = 0,0125 — P = 4,21), esto
es consistente con el cambio en la amplitud de la oscilacién (hecho general). Ademaés el
valor de € que hace la amplitud de oscilacion menor y el periodo de oscilacién menor
también es uno de los valores que hace que las energias térmica y potencial oscilen cerca
de sus valores tedricos T' = 3/7 ~ 0,4286 y W = —6/7 ~ —0,857 (hecho general). De
manera que esto nos estd dando un claro indicio del valor 6ptimo de € que se debe tomar,
que naturalmente dependerd del niimero particulas V.

Es importante resaltar que el periodo minimo que se obtiene P = 4,17 no es muy cercano
al valor tedrico P = 3,82, pero podria ser un valor aceptable si el sistema no estuviera
evolucionando fuera del equilibrio. En las gréficas de la figura 6.11 se muestran los perfi-
les de densidad y presién cuando empieza la evolucién (que es justo después de terminar
el amortiguamiento descrito en la seccién 5.2) y el estado final después de 20 unidades
de tiempo (aproximadamente 5 periodos de oscilacién), se puede ver que el estado donde
empieza la evolucién es muy cercano a la solucién analitica (en este contexto analitica
significa extraida directamente de la ecuacién de Lane-Emden por integracién numérica)
pero el estado final es completamente distinto. Por esta razén es descartado este método
de evolucion.

Fisicamente estos malos resultados se pueden explicar si tenemos encuenta la primera ley
de la termodindmica du = T'ds —pdV , como el proceso de amortiguamiento es adiabatico
ds = 0 entonces du = —pdV, si uno supone que dV = 0 entonces todo es consistente.
Lo malo es que esta suposicién es falsa ya que durante el periodo de amortiguamiento
el radio del sistema disminuye (del orden del 2% al 5%) lo que hace que dV # 0 y se
presente un pequeno cambio en la energia interna que resulta siendo importante para la
estabilidad.

Todos los hechos que hemos descrito y senalado como generales siguen aplicando para
los otros métodos y no seran discutidos de nuevo.

Evolucién de la Energia Interna, con u = Kp?~!/(y—1) en el Amortiguamiento

La evolucién de las energias se muestra en la figura 6.12. El sistema presenta perfiles de
densidad y presion (ademads de energifa interna) al inicio y al final (después de evolucionar
20 unidades de tiempo) muy cercanos al deseado tal y como se muestra en las dos gréficas
de la figura 6.13. El periodo de oscilacién es aproximadamente 4,0, el cual es el mismo
reportado en resultados anteriores [49]. Un hecho importante que se puede observar es
que la energia cinética no tiende a dismuir (que seria el estado de equilibrio) después
de un lapso de tiempo de 20 unidades, sino que tiende a aumentar. Esto hace dudar
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de que realmente el sistema esté yendo hacia el equilibrio. Por esta razén se realizan
simulaciones para lapsos de tiempo més largos (40 unidades de tiempo = 10 periodos de
oscilacién) tal como se muestra en la figura 6.14, donde se puede observar que la energia
cinética vuelve a disminuir y las demds energias (para un buen valor de €) oscilan cerca
de sus valores tedricos. Pero ahora, si analizamos los perfiles de densidad y presion de
la figura 6.15, al final de la evolucién se observa que los perfiles estdn alejados del valor
deseado. Por lo tanto el sistema no permanece en equilibrio para periodos de tiempo
mayores a b periodos.

Evolucién de la Entropia, con Entropia Constante A(s) = K en el Amortigua-
miento

Las graficas de las energias para distintos valores del niimero de particulas se muestran
en la figura 6.16 y para distintos valores de la longitud de suavizado se muestran en
la figura 6.18, para una evolucién de 40 unidades de tiempo. En estas figuras se puede
observar que todas las energfas tienen un buen comportamiento !, en tanto, el perfodo de
oscilacién para N = 3000 con el valor éptimo de € = 0,02 es P = 3,82 y para N = 5000
con € = 0,025 es P = 3,84, los cuales estan muy cerca del valor teérico P = 3,82. El
perfil de densidad y presion después de la evolucién se muestran en las graficas de la
figura 6.17, lo cual demuestra que el sistema esté en el estado de equilibrio buscado. Por
lo tanto esta es la manera adecuada de evolucionar las estrellas politrépicas.

6.2.2. Sistema Estelar Politropico

Para completar el estudio de los sistemas politropicos vamos a considerar la evolucién
de los sistemas estelares politropicos. Estos también presentan oscilaciones en la energia
cinética y la energia potencial, tal como se muestra en la figura 6.20. El periodo de
oscilacién disminuye a medida que se aumenta el nimero de particulas

N =1000 — P =467
N =3000 — P =445
N =5000 — P =429
N =10000 — P =412
N =20000 — P =410

y estd cerca del valor de su contraparte hidrodindmica P = 3,82 que es el valor predicho
por la teorfa de perturbaciones [30]. En la figura 6.19 se muestra la evolucién de la
ecuacién virial V = 2K 4+ W = 0 para distinto niimero de particulas, nétese que a medida
que N aumenta el virial tiende a cero, que es lo esperado. Los perfiles de densidad final
han sido mostrados en la figura 5.4 de la seccién 5.1 cuando se estudiaba el € éptimo y
se mostré que permanecen sobre el valor analitico.

launque la energfa total para N = 1000 parece cambiar bastante, realmente su cambio es menor al
1%, lo cual es un valor aceptable, especialmente para un nidmero tan pequernio de particulas.
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Figura 6.10: Evolucion de las energias para la politropa después del amortiguamiento
CON U = Ujnicial- EM el esquema de evoluciéon de la energia interna, con N = 5000 y
cambiando el valor de e.
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Figura 6.11: Densidad y presién inicial y final comparadas con las solucién analitica (en
este contexto analitica significa extraida directamente de la ecuacién de Lane-Emden
por integracién numérica) para la evolucién de la energia interna, con u = Ujpjcia €n el
amortiguamiento. N = 5000 y € = 0,025.
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Figura 6.12: Evolucion de las energias para la politropa después del amortiguamiento
con u = KpY~!/(y —1). En el esquema de evolucién de la energfa interna, con € = 0,05

y variando N = 1000, 3000, 5000.
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Figura 6.13: Densidad y presion inicial y final (después de 20 unidades de tiempo) compa-
radas con las solucién analitica (en este contexto analitica significa extraida directamente
de la ecuacién de Lane-Emden por integracién numérica) para la evolucién de la energia
interna, con u = Kp?~1/(y — 1) en el amortiguamiento. N = 5000 y € = 0,025.
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Figura 6.14: Evolucién de las energias después del amortiguamiento con u = Kp?¥~1/(y—
1). En el esquema de evolucién de la energia interna, con N = 3000 y variando e.
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Figura 6.15: Densidad y presién inicial y final (después de 40 unidades de tiempo) compa-
radas con las solucién analitica (en este contexto analitica significa extraida directamente
de la ecuacién de Lane-Emden por integracién numérica) para la evolucién de la energia
interna, con u = Kp?~!/(y — 1) en el amortiguamiento. N = 5000 y € = 0,025.
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Figura 6.16: Evolucién de las energias después del amortiguamiento con ds = 0. En el
esquema de evolucion de la entropia, con € = 0,05 y variando N = 1000, 3000, 5000.
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Figura 6.17: Densidad y presién inicial y final (después de 40 unidades de tiempo) compa-
radas con las solucién analitica (en este contexto analitica significa extraida directamente
de la ecuacién de Lane-Emden por integraciéon numérica) para la evolucién de la entropfia,
con entropia constante A(s) = K en el amortiguamiento. N = 5000 y ¢ = 0,025.
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Figura 6.18: Evolucién de las energias después del amortiguamiento con ds = 0. En el
esquema de evolucién de la entropia, con N = 3000 y variando € = 0,1,0,2,0,4,0,6.
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Figura 6.19: Evolucién del virial V' = 2K + W para la interaccién sélo gravitacional,
con el € 6ptimo del potencial de Plummer, variando el nimero de particulas. Integrador
simpléctico, dt = 0,005.
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Energia Cinetica

-0.6

Energia Potencial

'N=1000  «
N=20000
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N=20000

o
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Energia Cinetica Energia Potencial
0.44 . . . -0.68 T T T
dt=0.005 dt=0.005
dt=0.001 . dt=0.001 .
0.42 — -0.7 —
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Figura 6.20: Evolucion de la energia cinética y potencial para el sistema estelar politrépi-
€O, CON € = €opy para el potencial de Plummer. En las dos graficas de arriba se comparan
las energias para distinto ntimero de particulas N = 1000, 20000, abajo se comparan las

energias para distintos pasos de tiempo dt = 0,001, 0,005, con N = 5000.
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6.3. Conclusiones

Respecto a la evolucion de la estrella politrépica con cualquiera de los métodos expuestos
se puede concluir que:

= La energia cinética presenta un primer maximo debido a que las particulas del
sistema empiezan a moverse generando la oscilacién del sistema completo.

= La energia potencial presenta oscilaciones al igual que la energia térmica, la am-
plitud de las oscilaciones disminuye a medida que pasa el tiempo.

= La amplitud de las oscilaciones disminuye a medida que disminuye el valor de e,
aunque llega un momento donde un valor de € més pequeno no hace que la amplitud
disminuya y puede hacer que la amplitud de la oscilacién aumente de nuevo.

s A medida que se disminuye el valor de e disminuye el periodo de oscilacién de la
energia térmica hasta que llega a un punto en que empieza a aumentar.

s Fl valor de € que hace la amplitud de oscilacién menor y el periodo de oscilacion
menor también es uno de los valores que hace que las energias térmica y potencial
oscilen cerca de sus valores tedricos T' = 3/7 ~ 0,4286 y W = —6/7 ~ —0,857.

Respecto a los métodos usados para evolucionar la estrella politropica se puede concluir
que:

» El método de evolucién de la energia interna con u = ujpjcial €0 €l amortiguamiento
es descartado ya que el estado donde empieza la evoluciéon es muy cercano a la
solucién analitica pero el estado final es completamente distinto.

= En el método de evolucién de la energia interna con u = Kp?~!'/(y — 1) en el
amortiguamiento el sistema no permanece en equilibrio para periodos de tiempo
mayores a b periodos.

» El método de evolucién de la entropia, con entropia constante A(s) = K en el
amortiguamiento es la manera adecuada de evolucionar las estrellas politrépicas
yva que el sistema evoluciona hacia el estado de equilibrio deseado.

Respecto a la evolucién del sistema estelar politropico se puede concluir que:

s Kl periodo de oscilacién disminuye a medida que se aumenta el nimero de particu-
las y se acerca al valor de su contraparte hidrodinamica P = 3,82.

= A medida que IV aumenta el virial tiende a cero, que es lo esperado.
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Capitulo 7

Conclusiones

Respecto a la fisica de los sistemas estudiados se puede decir que:

Los métodos de N-cuerpos mostraron ser adecuados para estudiar los sistemas
politrépicos.

Se verifico la estabilidad de los sistemas politrépicos.

Se reprodujeron las oscilaciones de los sistemas politrépicos y esto ayudo a saber
cual de los esquemas de solucién de la hidrodinamica de la estrella politrépica era
el adecuado.

Se mostré que se necesita un nimero grande de particulas N > 1000 para que la es-
trella politrépica manifieste oscilaciones por si misma y no sea necesario introducir
una perturbacion inicial, tal como se hacia antes [30].

Se obtivieron resultados robustos para las oscilaciones de los sistemas politrépicos.
Se verificaron los resultados que se tenian para el colapso isotérmico.

Se pudo verificar la convergencia en la evolucién de los sistemas y con esto aprender
a obtener los parametros 6ptimos para el sistema. Tanto en las politropas como en
el colapso isotérmico.

Se comprobé la gran importancia de introducir una longitud de suavizado gravi-
tacional y se verific6 que su valor 6ptimo corresponde a los reportados en [2].

Los métodos de arbol resultaron ser verdaderamente rapidos y se hace indispensa-
ble paralelizar este tipo de cédigos para lograr un rendimiento 6ptimo.
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Respecto al desarrollo y la utilizacion de técnicas numéricas se puede decir que:

Se desarrollaron cédigos para
= Generar las condiciones iniciales de cualquier sistema politrépico.

» Evolucionar cualquier sistema hidrodinamico y autogravitante con condiciones de
frontera libres.

Los cédigos para evolucionar las ecuaciones dinamicas fueron:
= Un cédigo serial particula a particula en C.
= Un cédigo serial de arbol en fortran 90.

= Un c6digo en paralelo particula a particula en C, escalable a cualquier ntimero de
procesadores.

Algunas técnicas para el desarrollo de métodos numéricos que resultaron muy ttiles son:
= Comentar siempre el codigo.
= Realizar un readme de cada programa que se desarrolle.
» Realizar un makefile con el fin de compilar y ejecutar los programas.
» Utilizar las herramientas del precompilador con el fin de optimizar el codigo.
= Modularizar los programas, especialmente si se quieren paralelizar.
= Crear una carpeta por cada simulacién que se realice.
= Que todos los pardmetros sean externos al programa.

= Tratar de no usar masivamente la escritura y lectura a disco duro.

Y recuerde que:

“Nunca se puede demostrar que un cédigo estd bien, solo se puede demostrar que funciona
adecuadamente”.



Apéndice A

Unidades

Las unidades que usaremos son las mismas de la referencia [6], es decir,

uy = Rg=1, unidad de longitud
Uy = Mg=1, unidad de masa
Gy = 1, constante gravitacional

donde Ry = 6,96 x 10® m es el radio del sol y My = 1,989 x 10%° kg es la masa del
sol. La unidad que falta es la unidad de tiempo u;, para hallar esta unidad utilizamos la
constante gravitacional

G = 6,6742 x 10~ m]3[seg] 2[kg] ™ = Gylw)® [us] 2 [um] (A.1)
si despejamos la unidad de tiempo de esta ecuacion entonces
]2 = 6,6742 x 10~ [m]?[seg] ~2[kg]
t Gyl lum] 1
6,6742 x 10~ "Mm3seg2kg~!
(6,96 x 108m)3(1,989 x 1030kg)—!
= 39,3737 x 10 8seg 2

Por lo tanto la unidad de tiempo utilizada es

ug = 1594 seg = 26,56 min . (A.2)
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Apéndice B

Tablas de Butcher

Estas tablas son extraidas de [12]. Una referencia de mas facil acceso donde se encuen-
tran estas tablas es wikipedia.

Runge-Kutta 4

0]o0 0 0
1/211/2 0 0
12| 0 1/2 0

0

0

0

1o o0 1 0
|1/6 1/3 1/3 1/6

Runge-Kutta Fehlberg

0 0 0 0 0 0 0
1/4 1/4 0 0 0 0 0
3/8 3/32 9/32 0 0 0 0
12/13 | 1932/2197 —7200/2197 7296/2197 0 0 0
1 439/216 -8 3680/513 —845/4104 0 0
1/2 —8/27 2 —3544/2565  1859/4104 —11/40 0
25/216 0 1408/2565 2197/4104 -1/5 0
16/135 0 6656/12825 28561/56430 —9/50 2/55
Runge-Kutta Cash-Karp
0 0 0 0 0 0 0
1/5 1/5 0 0 0 0 0
3/10 3/40 9/40 0 0 0 0
3/5 3/10 -9/10 6/5 0 0 0
1 —11/54 5/2 —70/27 35/27 0 0
7/8 | 1631/55296 175/512  575/13824  44275/110592  253/4096 0
37/378 0 250/621 125/594 0 512/1771
2825/27648 0 18575/48384  13525/55296  277/14336 1/4
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Apéndice C
Expansion Multipolar

En este apéndice se quiere mostrar como calcular los términos multipolares del poten-
cial y la fuerza gravitacional en coordenadas cartesianas. Aunque es poco elegante esta
expansiéon (comparada con la expansién en polinomios de Legendre) es la més util a la
hora de integrar las ecuaciones de movimiento ya que éstas estan expresadas en coorde-
nadas cartesianas. Esta expansion multipolar es necesaria si se quiere evaluar las fuerzas
usando el Tree.

La idea es considerar las particulas més lejanas como una sola pseudoparticula (que
llamaremos nodo debido al Tree) con masa igual a la suma de sus componentes y re-
construir la informacién de la distribucién espacial de sus componentes a partir de sus
términos multipolares. Para lograr esto consideremos los vectores R = (z,y,2) desde
el punto de interés (fuera del nodo) al centro de masa del nodo y 7; = (x;y; 2;) desde
la particula (del nodo) al centro de masa, como se ilustra en la figura C.1. Entonces el
potencial en el punto de interés debido a las particulas que conforman el nodo es

@(ﬁ):_ZM

Ao = —ZGmifbi(é—Fi) (C.1)

) )

y la fuerza sobre una particula de prueba de masa m esta dada por

—

F(R)=-mV®[R) =GmY mVO(R —7;) =GmY _ mF; (C.2)

Potencial Gravitacional

La expansién multipolar para el potencial gravitacional estd dada por
— 1 1 1., . 1
‘I%’(R—T'Z’) = R—T’¢‘V<R>+2T1'V|}FZ"V<R>:|

1 1
e (D]

= M-D+Q-0+...
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Figura C.1: R es el vector desde el punto P donde se quiere calcular la fuerza hasta el
centro de masa de la pseudoparticula (nodo), r; es el vector desde la particula ¢ miembro
del nodo hasta el centro de masa del mismo.

Término Monopolar M:
1

/$2+y2+32

Término Dipolar D:

_ TL; _ YYi _ ZZ;
(z24y2+22)%/2 (z24y2+22)3/2 (z24y2+22)3/2
Término Cuadrupolar Q:
322w, 322yYy; 3y2yq? _ ;? _ yi® 4 SawizE
2(%2+y2+22)5/2 (mz+y2+zz)5/2 2(12+y2+z2)5/2 2(x2+y2+z2)3/2 2(%2+y2+22)3/2 (mz+y2+zz)5/2
3yyizz; + 32222 _ 22
(z24y2+22)°/2 2(z2+y2+22)%/? 2(z2+y2+22)%/2
Término Octupolar O:
_ 5a32;8 _ 15x2x¢2yyi _ 15mxiy2y¢2 _ 5y3y¢3 + 3xx; + 3x¢2yy¢ +
2(x2+y2+z2)7/2 2(12+y2+22)7/2 2(12+y2+z2)7/2 2(12+y2+z2)7/2 2(x2+y2+z2)5/2 2(:(:2+y2+22)5/2
3ax;y;> 3yy;3 _ 152222 22; __15zxiyyizzi 1542y, 22; 3x;22z2 +
2(12+y2+z2)5/2 2(:(:2+y2+22)5/2 2(x2+y2+22)7/2 (x2+y2+z2)7/2 2(12+y2+z2)7/2 2(12+y2+22)5/2
3yi22z; _ 15zxi2?z® 15yy22z2 + 3zx; 2> + 3yyizi . 52323
2(%2+y2+22)5/2 2(x2+y2+z2)7/2 2(x2+y2+22)7/2 2(x2+y2+22)5/2 2(:):2+y2+z2)5/2 2(x2+y2+22)7/2
3223
2(x2+y2+22)%/2

Fuerza Gravitacional

Para obtener la expansion multipolar de la fuerza gravitacional solo hace falta calcular
Fy=V&,(R—7)=VM—-VD+VQ—-VO +... (C.3)

La componente x de este vector estard dada por
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Término Monopolar 0, M:

=z
(z24y2+22)3/2

Término Dipolar 0, D:

3x2x; + 3xyy; _ T; + 3xzz;
(:1:2+y2+z2)5/2 (x2+y2+z2)5/2 (:p2+y2+z2)3/2 (x2+y2+z2)5/2

Término Cuadrupolar 0,Q:

. 1523 2,2 . 1522z, yy; . 152y>y;2 + 9zx;2 + 3T yy; + 3xy;>
2(x2+y2+z2)7/2 (12+y2+z2)7/2 2(12+y2+22)7/2 2(x 2+y2+22)5/2 (12+y2+z2)5/2 2(z24y2+22)
15x22,22; . 15zyy; 224 3224 o 1522222 + 3xz;2

(z24y2+22)7/? (224y2+22)7/? (z24y2+22)°/? 2(x2+y2+22)7/2 2(2+y2+22)%/2

Término Octupolar 0,0:

5/2

35xtx;3 10523z, %yy; 1052292y, 2 35xy3y,;3 _ 15z%x;3 _ 45222 yy; -
2(x2+y2+22)9/2 2(w2+y2+z2)9/2 2(m2+y2+z2)9/2 2(z2+y2+zz)9/2 (x2+y2+22)7/2 2(x2+y2+z2)7/2

1522 x;y;2 o 152,92y, _ 15zyy;3 3x;3 312 10523 2;222;
2(224+y2+22)7/2  2@2+y2+22)7/2  2@2+y2+22)7/2 ' 2(@2+42+22)%2 | 2(@2+442+22)%2 | 2(a2+4y2+22)"2
10522, yy; 22 105zy2y;2 22 o A5zx;2zz; _ 15xiyyizzi 152y;222; 10522222 ;2
(:Jc2+y2+22)9/2 2(w2+y2+22)9/2 2(:}02+y2+22)7/2 (x2+y2+22)7/2 2(:r2+y2+22)7/2 2(22 42 +22)9/2

1052yy; 22 22 _ 1522, 2;2 . 152yy;2;° . 1522222 3w;2i2 35x252;3 o

2(22+4y2+22)"2  2a2492+22)7/2  2(@2492+22)7/2  2(a24y2+22)7/% T 2(22492+22)%/2 | 2(a24y2422)"/?

15x22;3
2(z2+y2+z2)7/2

Programa Mathematica

Una manera simple de calcular los términos multipolares es con el siguiente programa
en Mathematica.

1
f[l’—a Y- 27] = W
[.’L‘ Y,z ] - .Z'ZD[f[.’E, Y, Z]? I’] + yzD[f[xa Y, Z]? y] + ZzD[f[xa Y, Z]? Z]
hlz,y, 2] = 5(z:Dlglz,y, 2], 2] + v Dlglx,y, 2], y] + 2 Dlg[z, y, 2], 2]) / /Expand
mlz,y, 2] = l(xzD[h[%y, z),x] + yiD[h[z,y, 2], y] + z:D[hz,y, 2], 2]) / /Expand
nlz,y, 2] = i( iD[mlz,y, 2], ] + y:D[m[x,y, 2], y] + z:D[m|z,y, 2], 2])/ /Expand

Donde el potencial hasta el término hexapolar seria de la forma ®; = f —g+h —m+n.
Las componentes de la fuerza F; se calculan como

F, = D[f[x,y, z], 2] — D|[g|x,y, 2], ] + Dlh|x,y, ], x| — DIm|x,y, 2], x]
Fy = D[f[m,y,z],y] - D[g[x,y,z],y] + D[h[x7y7z]7y] - D[m[a:vyaz]vy]
F, = D[f[:ﬂ,y, Z]?'Z] - D[g[:L‘,y, Z]?'Z] + D[h[l‘,y, Z]’Z] - D[m[xvyvz]vz}
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Apéndice D

Algoritmos

D.1. Meétodos de Arbol

Figura D.1: A la izquierda el esquema de cémo particionar el espacio y el diagrama del
arbol que se genera. A la derecha el esquema de evaluacion de fuerzas sobre una de las
particulas y el diagrama de la parte del arbol que se debié recorrer para calcular las
fuerzas. Imagenes tomadas de [37] con autorizacién del autor.

El arbol se construye con el fin de no calcular las fuerzas particula a particula, sino
usar los términos multipolares de distribuciones lejanas de particulas y solo considerar
la interaccién particula a particula para particulas cercanas. Con este método se logra
reducir el nimero de calculos de orden N? a orden Nlog(N) como se demuestra en
[39]. La construccién del arbol (como se plantea en [9]) consiste en separar el espacio en
cubos donde cada cubo contiene ocho subcubos, los subcubos se siguen dividiendo en 8
cubos hasta que cada particula quede en un cubo individual. El esquema de costruccion
del drbol en dos dimensiones asi como la evaluacién de la fuerza sobre las particulas se
muestran en la figura D.1. El criterio para seleccionar cuando se utiliza la expansién
multipolar y cudndo la interaccién particula a particula es por medio del pardmetro de
tolerancia

o= (D.1)
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Inicio

| Condiciones iniciales: r,v,m,u,p |

| Construccion del arbol |

| Busqueda de vecinos |

| Célculo del Kernel de SPH]|

|Célculo de p y p usando SPH|

| Célculo de la energia y Output |

» t_inicial - t_final |

—» i=1,...,# pasos del integrador |

| RHS - Nuevosr,v,u |

| Borrar Arbol |

A |
| Nuevo Arbol |

| Busqueda de vecinos |

| Célculo del Kernel de SPH |

| Célculodepyp |

| Célculo de la energia y Output |

Fin

Figura D.2: Diagrama de flujo del programa
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donde r es la distancia de la particula al centro de masa de la distribucién lejana con-
tenida en un cubo de lado I. Un buen equilibrio entre precision y velocidad se logra
con valores de 0,5 < 0 < 0,7. Después de construido el arbol (separacién del espacio en
cubos), se recorre para calcular los términos multipolares en cada cubo, de manera que
cuando se quiera calcular la fuerza solo es necesario tomar estos valores.

El diagrama de flujo para un programa que utiliza el drbol para calcular las fuerzas es
mostrado en la figura D.2

D.2. Paralelizacion

Para estudiar la estabilidad de las realizaciones y buscando optimizar el tiempo de
computo se paralelizo el cédigo de integracion de las ecuaciones de movimiento de N-
cuerpos. Los integradores paralelizados fueron un Leapfrog (integrador simpléctico de
segundo orden) y un Runge-Kutta de cuarto orden. La evaluacién de la fuerza se hace
particula a particula, se realizan N? evaluaciones de la fuerza en cada integracién para
el caso del integrador simpléctico y 4N? para el Runge Kutta 4. Las caracteristicas del
sistema hacen que presente fuertes fenomenos colisionales que no se ven afectados por el
calculo de fuerzas ya que no se realizan aproximaciones.

La implemantacién en paralelo de la integraciéon de las ecuaciones de movimiento se
hace de tal manera que cada procesador tenga una copia del sistema (posiciones y
velocidades) en cada instante de tiempo y cada procesador tenga un subconjunto Pj
(k = 1,...,numerodeprocesadores) de particulas, las cuales va a integrar. Para que sea
mas optima la integracién y rescalable se trata de hacer que los subconjuntos Py tengan
el mismo numero de particulas. Aunque cada proceso tiene una copia de todo el sistema
esto no representa un problema de memoria, ya que solo son seis variables de punto
flotante por particula, entonces para un sistema de un millén de particulas cada proceso
ocupa 8 megabytes, por lo tanto una memoria de un gigabyte es suficiente para correr
128 procesos.

Implementacion

Para paralelizar el c6digo se utilizé el lenguaje MPI (Message Passing Interface). En este
modelo cada procesador tiene una copia del programa y maneja una memoria local, el
trabajo en conjunto de los procesadores se da por medio del paso de mensajes. Ahora se
ilustrara cuales son las funciones y el lugar en que se utilizan.

Los comandos de inicilizacién son:

s MPI_Init, inicializa el MPI.

» MPI_Comm_size, determina el nimero de procesadores. Cada proceso lo realiza
al inicio del programa.
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» MPI _Comm _rank, rango del procesador. Cada procesador conoce su posicion
en los procesos.

Estructuras de datos:

» MPI _Datatype, crea una estructura de MPI llamada Datatype. Se utiliza en las
rutinas que realizan el Broadcast de posiciones y velocidades.

» MPI_Type_vector, crea un vector desde la estructura que contiene la informacion
de las particulas. Se utiliza para crear un vector con las posiciones, velocidades y
numero de particulas en un proceso.

» MPI_Type_commit, realiza un commit de la nueva estructura.
Comunicadores:

= MPI _Bcast, uno de los procesos informa a los demés procesos la configuracion del
sistema en un instante. Se utiliza al principio para que todos los procesos tengan las
condiciones iniciales y parametros iniciales, también se utiliza en la actualizacién
de las posiciones y velocidades en la integracion.

Operaciones globales:

= MPI_Allgatherv, toma los datos de cada proceso y distribuye el total de los
datos a todos los demdas procesos. Se utiliza despies de realizar las integraciones
para que cada proceso obtenga las nuevas posiciones y velocidades calculadas por
los otros procesos.

= MPI_Allreduce, toma los valores de cada proceso y realiza una operacién con
ellos, luego distribuye el resultado de la operaciéon a todos los procesos. Esto se
utiliza para el cdlculo del centro de masa de posiciones, velocidades y para el
calculo de la energia total del sistema.

Finalizacion:

= MPI _Finalize, finaliza el MPI. Se ejecuta al final del programa.



Apéndice E

Formulacion de SPH no
adiabatica

En este apéndice se quiere mostrar la formulacién de SPH cuando se presentan procesos
no adiabéticos, es decir, cuando hay un cambio de la entropia. La formulacién aqui ex-
puesta esta basada en el articulo de Springel y Hernquist [47], cualquier detalle sobre
esta formulacién puede ser consultado en este articulo.

La entropia especifica de un elemento de fluido puede ser caracterizada por una funcién
de entropia A(s) definida como

A(s) =2, (E.1)

A -1
A _ a=lfdu_pdp) (E.2)
dt pY~L \dt  p?dt
dA v—1,
% = 7p7_1 Uy (EB)

donde 1, es la funcién de calentamiento viscoso [7]. La discretizacién a la SPH de esta
ecuaciéon esta dada por

dA,  v—-1
. pyt

a

. Iy—-1 .
(2 (uaa pa) + 2,.;31 Z mpllgpUap - VaWas , (E4)
b

lo cual quiere decir que el cambio en la entropia es generado solo por los efectos de la
viscosidad artificial (II,;) en los choques y por las fuentes externas (i,). En el caso en
que no haya fuentes externas de calor o enfriento radiactivo la evolucion de la entropia
esta dada por
dA,
dt

v—1
pa !

1 "
= 5 Z mbHab'Uab . vaWab . (E5)
b
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La energia interna se puede calcular de la ecuacién

u = ﬁ[ﬂ_l . (EG)

La forma final de las ecuaciones hidrodindmicas en el formalismo de entropia es:
la ecuacion algebraica para la densidad que reemplaza a la ecuacion de continuidad

Pa = Z mbWab s (E?)
b

las ecuaciones que se deben integrar

dr, .
d—t" = Uy, (E.8)
dv, P, P -

% = > m (; + H;b> VaWap + Fy, (E.9)

b pa pb

dA, 1v—1 R
ar = 5 pgfl g mbH;bUab . vaWab 5 (Elo)

y la ecuacion de estado

Pa = Aapg - (E.11)

En estas ecuaciones se tiene que

W, — %[Wab(ha)JrWab(hb)] (E.12)
ValWar = 5[VaWas(ha) + VaWas(h)] (E.13)

Hizb = Habfab . (E14)
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