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Introduccion

La informacion es una de las posesiones mds valiosas de nuestra vida cotidiana. Sin embargo,
los medios usados para transmitir y almacenar la informacion nunca son perfectos, dando cabida
a errores, es por esto, que los cddigos correctores, ver los trabajos (2; 8) y sus referencias, son un

elemento clave en la transmision y almacenaje de la informacion.

En las dltimas seis décadas, la investigacion en las dreas relacionadas con la informacién ha
desarrollado una amplia gama de técnicas matematicas sofisticadas que pretenden dar cédigos co-
rrectores, para ser aplicados. Por ejemplo, se han planteado los c6digos de convolucion utilizados
para las transmisiones de misiones espaciales, los cddigos de barras (por ejemplo, el cédigo ISBN
para los libros), por tanto, hay una amplia gama de c6digos por estudiar y mejorar.

Los codigos correctores abarcan diferentes clases de codigos, particularmente: los cddigos li-

neales cldsicos, ver la Observacion 1.12, y los cddigos de convolucion, ver los trabajos (6; 11; 14;
3 9).

Los cédigos lineales clasicos se plantearon como subespacios vectoriales de espacios vecto-
riales sobre un campo finito. En este trabajo de Tesis se presenta, en particular, una manera mas
general de considerarlos, tomdndolos como submddulos de modulos libres de rango finito sobre un

anillo finito, estos seran etiquetados simplemente como codigos lineales, ver la Definicién 1.11.

Los cddigos de convolucién fueron introducidos en 1955 por P. Elias (5), quien los formul6 co-

mo una alternativa a los cddigos lineales clésicos.

En 1970, G. D. Forney, Jr. (6) plantea los c6digos de convolucién desde el punto de vista
algebraico, al considerarlos como subespacios vectoriales sobre el campo de fracciones del anillo
entero de polinomios en una variable con coeficientes en un campo finito. Luego en 1993, R. J.
McEliece presenta su trabajo titulado “The Algebraic Theory of Convolutional Codes” (! 1), donde
complementa el trabajo (6) de G. D. Forney, Jr.

En 1996, J. Rosenthal, J. M. Schumacher y E.V. York proponen una manera diferente de ver a
los c6digos de convolucidn, al tomarlos como submddulos de médulos libres de rango finito sobre
un anillo de polinomios en una variable con coeficientes en un campo finito, ver (14, Introduccion,

parrafo 4, pag. 1881) .
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Esta tesis presenta también una generalizacion de los codigos de convolucion al considerarlos
como submoddulos de mddulos libres de rango finito sobre un dominio de ideales principales, y se
pretende en la medida de lo posible extender sus pardmetros fundamentales, ver las Definiciones

2.1y 2.3, asi, como sus matrices generadoras, ver la Definicion 2.6.
A continuacién presentaremos el esquema de investigacion planteado en este trabajo de Tesis:

En el primer capitulo se dan de una manera general el concepto de un c6digo sobre un conjunto
finito no vacio, ver la Definicién 1.4, y algunos de sus parametros intrinsecos, a saber, la longitud
y el tamario, ver las Definiciones 1.5 y 1.8 respectivamente. En particular, cuando el conjunto
finito no vacio tiene una estructura algebraica de un anillo, daremos una clase de codigos llamados
codigos lineales. A cada codigo lineal se le asocia el parametro distancia minima (Definicion 1.18)
dada por la distancia de Hamming, la cual entre otras propiedades permite determinar el nimero

de errores que puede detectar y corregir nuestro codigo, ver (2).

Una aportacion de este texto, es la generalizacién del concepto de dimension de un codigo
lineal, ver la Definicién 1.14. La dimension de un codigo lineal puede ser mayor que la longitud
de este codigo, ver la Proposicion 1.18, hecho que no ocurre nunca en los cddigos lineales clasicos
ni tampoco en los cédigos lineales definidos por J. Walker en (17). Otro aporte de este texto (ver
la Proposicion 1.27) es la generalizacion de la cota de Singleton para codigos lineales clésicos, la
cual da una cota superior a la dimensién de un cédigo lineal en términos de la longitud y distancia
minima del mismo. Asi mismo se muestra la existencia de cddigos que satisfacen la igualdad en

dicha cota.

En este mismo capitulo, se incluird la matriz generadora y la matriz de control de un cédigo
lineal, ver las Definiciones 1.20 y 1.21 respectivamente, las cuales permiten exponer al cédigo
en términos de estas de manera natural. Por otro lado, una matriz de control de un cédigo lineal
C es una matriz generadora de un cédigo lineal llamado cddigo dual de C. Ademds se muestran
algunas relaciones entre los pardmetros de un c6digo lineal con su cédigo dual, por ejemplo, ver la

Proposicion 1.41.

En el segundo capitulo se propone una generalizacién de los cédigos de convolucién, cons-
truyéndolos sobre dominios de ideales principales, ver la Definicion 2.1. Esta generalizacion en-
globa las propuestas dadas por G.D. Forney, Jr. en (6) y por J. Rosenthal, J. M. Schumacher y E.V.
York en (14). Los cédigos de convolucidn se utilizan para proteger la informacién afiadiendo re-
dundancia a la misma, de manera que las palabras del cddigo tengan la distancia minima necesaria.
Ademas de que estos codigos no sélo dependen del mensaje actual sino también de una cantidad
finita de mensajes anteriores, asi estos codigos tienen una memoria, lo que los hace mas seguros.

Es por ello el interés de estudiar a tales codigos.
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Resulta ser que los codigos de convolucién sobre un campo finito son exactamente los codigos
lineales clasicos, debido a esto se quisiera dotar a los cédigos de convolucion del parametro dimen-
sién, sin embargo esto no es posible, pues no se podria aseverar que la dimension estuviera bien
definida. Por lo tanto damos el concepto de rango de un cédigo de convoluciéon (Definicién 2.3),
que es el equivalente a la dimensién en los cddigos lineales cldsicos. Sin embargo, el rango y la

dimension no coinciden salvo en el caso de los cédigos de convolucién sobre un campo finito.

En este mismo capitulo, se define a las matrices generadoras de los c6digos de convolucion,
Definicién 2.6. Ademas, se aporta una caracterizacion al conjunto de todas las matrices generadoras
de un cédigo convolucional, enunciada en la Proposicion 2.11. Después, se da el concepto de matriz
de control de un cédigo de convolucién (Definicion 2.7). Y también, se aporta una caracterizacion
al conjunto de todas las matrices de control de un c6digo convolucional, ver la Proposicién 2.19.
Mas atin, a partir de una matriz de control de un cddigo de convolucién C, se construye un c6digo
de convolucién, llamado cddigo dual de C, y se da la relacion entre los pardmetros de C y de su

c6digo dual, ver la Proposicién 2.18.

En el tercer capitulo, nos especializamos en los codigos de convolucion sobre el anillo poli-
nomios en una variable con coeficientes en un campo finito y los cédigos de convolucién sobre el
campo de fracciones de un anillo de polinomios en una variable con coeficientes en un campo fini-
to, para mas detalle de estos ultimos, véase la Definicién 3.5. Se dan las definiciones y propiedades
necesarias para definir un pardmetro fundamental, llamado grado, ver la Definicion 2.12. Es por
ello que se definen los indices de Forney (ver la Definicion 3.13) para dar de manera més sencilla
tal pardmetro. Para determinar los indices de Forney es necesario elegir una matriz generadora mi-
nimal (ver la Definicién 3.10), la cual cumple ser bdsica y reducida, (ver las Definiciones 3.7 y 3.8
y la Proposicion 3.22). Un ultimo aporte de esta Tesis es dar dos caracterizaciones de las matrices
basicas usando herramientas de geometria algebraica, ver el Teorema 3.12, incisos 3 y 4. Ademas
se extienden todas estas propiedades a los cédigos de convolucion sobre un anillo de polinomios

en una variable con coeficientes en un campo finito.

Finalmente, hemos agregado una lista de problemas abiertos de investigacion, que nos gustaria

resolver. Ver pagina 47.

Por tltimo, desarrollamos una serie de apéndices que contienen en breve algunos conceptos y
resultados relevantes que hemos utilizado a lo largo de este trabajo de Tesis. Damos también un

indice alfabetico y la bibliogratia empleada.
Morelia, Michoacan. A 13 de Junio de 2011.

C. Venegas Pérez.






Notacion y Terminologia

A lo largo de este texto se considerard que un anillo siempre es conmutativo y con unidad.
Los anillos y médulos se denotardn por letras mayusculas, mientras que sus elementos por letras
minudsculas. Un anillo se acostumbra denotar por A, tomaremos la notacion A para indicar que es un
anillo finito. Andlogamente, F' denotard un campo y F un campo finito. Por otro lado, un Dominio de
Ideales Principales (DIP) serd denotado por (A. Y el grupo multiplicativo de las matrices invertibles
de tamaiio k X k con entradas en A es denotado por G L;(A).

N y Z son asignados a los conjuntos de los nimeros naturales y enteros respectivamente.
Asi mismo Z, se refiere al conjunto de los enteros positivos, esto es, a N U {0z}.

Ademas la notacion a usar para el campo de g elementos, con g un entero natural primo, es F,.






CAPiTULO 1
Codigos

Con los avances tecnoldgicos de esta era, la transmision adecuada de la informacion es de suma
importancia pues tales avances no podrian surgir sin ella. Esto sugiere una buena codificacion de la
informacion para que las alteraciones que ocurran por el ruido existente en los canales durante la

transmision puedan ser detectadas y corregidas.

En este capitulo, daremos principalmente las herramientas matematicas de un cédigo lineal
definido sobre un anillo finito, que es una generalizacion de los cédigos lineales definidos sobre un

campo finito.

1. Concepto General de los Codigos

En esta seccion introduciremos el concepto de los codigos y algunos de sus pardmetros. En

particular, a cada codigo bloque le asociaremos su longitud y su tamaio.

DEeriNiciON 1.1. Un alfabeto Z es un conjunto finito no vacio. Un digifo de X es un elemento del

alfabeto X. Una palabra sobre X es una yuxtaposicion de un ndmero finito de digitos de X.

Esempro 1.1. El abecedario es el conjunto finito no vacio {a, b, c, ..., x,y, z}. Las palabras sobre

este alfabeto son las palabras usuales.

Esempro 1.2. El alfabeto binario F, tiene por digitos a O y 1. Las palabras sobre el alfabeto

binario, llamadas palabras binarias, son secuencias finitas de O y 1.

Una palabra es una yuxtaposicion de un nimero finito de digitos, sin embargo este nimero

puede variar dependiendo de la palabra, esto sugiere la siguiente definicion.

DEriNIcION 1.2. La longitud de una palabra sobre un alfabeto es el nimero de digitos que apa-

recen en la palabra.

Esempro 1.3. La palabra “hola” sobre el abecedario es de longitud cuatro, mientras que la pala-

bra “supercalifragilisticoespialidoso” sobre el abecedario es de longitud 32.

DEriNIcION 1.3. Sea Z un alfabeto. £" denota el conjunto de todas las palabras sobre X de longi-
tud n con n € N. El conjunto de todas las palabras sobre X es U,2" y es denotado por X*.

1
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A partir de un conjunto finito de palabras sobre un mismo alfabeto, se puede dar el concepto de

codigo. Tal concepto se da a continuacidn:
DEerNiciON 1.4. Un codigo sobre un alfabeto X es un subconjunto finito no vacio de X*.

Esempro 1.4. Sea C el conjunto {al, buen, entendedor, pocas, palabras}. C es un cédigo sobre

el abecedario.

Esempro 1.5. Un cddigo sobre el alfabeto binario es llamado cddigo binario. Sea B el conjunto
{000,011, 101, 110}. B es un codigo binario.

No necesariamente las palabras de un cédigo tienen que ser de la misma longitud. Esto justifica
la definicién siguiente:

DerinicioN 1.5. Un cédigo C sobre un alfabeto X que tiene palabras de diferentes longitudes es
un codigo de longitud variable . En caso contrario, el cédigo es de longitud fija y la longitud de

dicho cédigo es la longitud de cualquiera de sus palabras.
DEerINICION 1.6. Sea X un alfabeto. Un cddigo bloque sobre X es un codigo de longitud fija.

Esempro 1.6. Del Ejemplo 1.4, C es un c6digo cuyas palabras sobre el abecedario tienen di-
ferentes longitudes. Asi, C es un cddigo sobre el abecedario de longitud variable. Mientras que el
cddigo binario B del Ejemplo 1.5 es un c6digo bloque de longitud 3.

ProposicioN 1.7. Sea C un codigo bloque sobre un alfabeto X. Existe un uinico entero positivo

n tal que C es un subconjunto de X"
DemMosTRACION. Basta considerar a n como la longitud de dicho c6digo bloque. m|

Asi, a cada cédigo bloque le asociamos de manera natural el pardmetro n, donde n es la longitud

del cédigo.

De aqui en adelante sélo consideraremos cédigos bloque, asi cuando se mencione c6digo nos

referimos a un cédigo bloque.
DeriniciON 1.7. Las palabras pertenecientes a un codigo dado son llamadas palabras codigo.

Esempro 1.8. Las palabras al, buen, entendedor, pocas y palabras, son palabras cédigo pues
pertenecen al codigo del Ejemplo 1.4. Mientras que el resto de las palabras sobre el abecedario no

son palabras cddigo respecto a este codigo.

Otro parametro relevante de los codigos es el tamafio, definido a continuacion:
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DerniciON 1.8. El famariio de un codigo C sobre un alfabeto X es el nimero de palabras sobre

¥ que pertenecen a C, es decir, la cardinalidad de C. Y se denota por |C].

Esempro 1.9. El cédigo C sobre el abecedario del Ejemplo 1.4 tiene tamafio |C| igual a 5. Mien-

tras que el cédigo binario B del Ejemplo 1.5 tiene tamafio |B| igual a 4.

OgservaciON 1.9. El tamafio |C| de cualquier cédigo C sobre cualquier alfabeto es finito.

2. Tasa de Informacion

Un valor relevante para un c6digo sobre un alfabeto es la fasa de informacion que definiremos

enseguida:

DerniciON 1.10. Sea C un cédigo sobre un alfabeto X de longitud n. La tasa de informacion de
C es el valor .
-1 Cl.
n 0g5 IC]
Y se denota por R(C).

EsempLo 1.10. La tasa de informacion del codigo binario B del Ejemplo 1.5 es
2

1
R(B) = =log, 4 = —.
(B) 30g2 3

El siguiente Lema da un acotamiento a la tasa de informacion de un cédigo.

Lema 1.11. Sea C un codigo sobre un alfabeto X de longitud n. Se sigue que R(C) estd dentro
del rango entre Oy 1.

DEemosTRACION. Es una consecuencia de las desigualdades naturales, a saber 1 < |C| < |Z]". O

3. Codigos Lineales

En esta seccion veremos una clase particular de codigos llamados cddigos lineales, estos tienen
la propiedad de que para cualquier combinacion lineal de un nimero finito de palabras codigo es
una palabra cddigo. Para ello serd necesario dotar al alfabeto de una estructura algebraica, por lo

que consideraremos de aqui en adelante a los alfabetos como anillos finitos.

Usualmente se estudian a los codigos lineales sobre un campo finito, sin embargo la aportacién

de este texto es generalizar este concepto, tomando un anillo finito en lugar de un campo finito.

Ademds, en esta seccién asociaremos una matriz a un cddigo lineal y veremos como esta matriz
determina completamente al cdigo. Mds atn, definiremos el cddigo dual de un cédigo lineal dado

y algunos parametros de este.
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Para el resto del capitulo, A serd un alfabeto que tiene una estructura algebraica de un anillo

finito. En ocaciones solamente escribiremos c6digo en lugar de c6digo sobre A.

DEeriNiciON 1.11. Un conjunto C es un cddigo lineal sobre A si C es un A-submédulo de A”,
para algin n € N, dicho n es la longitud de C.

OBsERVACION 1.12. Con respecto a la definicién anterior, si el anillo A es un campo, enton-
ces los codigos lineales sobre A son llamados usualmente cddigos lineales cldsicos. Para mayor

informacion sobre dichos c6digos y algunas construcciones geométricas de ellos, ver el trabajo (2).

EsempLo 1.12. Consideremos el anillo finito Z/6Z, se cumple que Z/6Z es un codigo lineal

sobre Z/67Z. Ademas, dicho cédigo lineal tiene longitud 1 y tamafio 6.
Esempro 1.13. El cddigo binario B del Ejemplo 1.5 genera el cédigo lineal dado por
{(0,0,0),(0, 1, 1),(1,0, 1), (1, 1,0)},
pues es un F,-submédulo de F. Més atn su longitud es 3 y su tamafio es 4.
Esempro 1.14. Sea B’ el conjunto
{(0,0,0,1,1),(1,1,0,0,1),(1,0,1,0, 1), (1, 1, 1, 1, 1)}.

B’ es un codigo binario de longitud 5 y tamafio 4, sin embargo B’ no es un cddigo lineal, pues
(0,0,0,0,0) no pertenece a B’.

OgservaciON 1.13. Si C es un cédigo lineal sobre A de longitud n, entonces |C| < |A|".

La siguiente proposicion nos da una caracterizacion de los codigos lineales.

ProposiciON 1.15. Sea C un cédigo sobre A. C es un codigo lineal si, y solo si, existe m € N tal
que C C A™ y para cualesquiera palabras codigo u,v € C y digito A € A, las palabrasu+vy A -u

también estdn en C.
DEMOSTRACION. Su prueba es elemental. |

Asi, los codigos lineales son conjuntos de palabras que son cerrados bajo la adicion de palabras
y la multiplicacion por un digito. En particular, la palabra cero siempre pertenece a cualquier codigo

lineal.

El concepto de longitud de un mdédulo es el concepto de dimensidn en espacios vectoriales.
Usualmente, se define la dimensién de un espacio vectorial como el nimero de vectores de una
base. En los A-mdédulos pueden no existir bases, por lo tanto, no podemos utilizar esta definicion
en término de bases.
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Ahora, definiremos la dimension de un cédigo lineal.

DernicION 1.14. Sea C un cddigo lineal sobre A. La dimension de C es la longitud del médulo
C sobre A y se denota por k(C).

Esempro 1.16. El cédigo lineal del Ejemplo 1.12 es de dimension k(Z/6Z) = 2, pues una serie
de composicion del Z/6Z-médulo Z/67Z es {62} & 27/6Z & Z.]6Z.

EsemprLo 1.17. Sea B el codigo binario {(0,0,0),(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0)}. B es de dimensién
k(B) = 2.

ProposicioN 1.18. Sea C un codigo lineal sobre A de longitud n y dimension k(C). Se cumple
que k(C) < nk(A).

DEemosTrACION. Dado que C es de longitud n, se tiene que C C A”. Por la Proposicion A.16, se
satisface que k(C) < k(A") y ademas por el Lema A.21 se cumple que k(A") = nk(A). Por lo tanto,
k(C) < nk(A). |

Cororario 1.19. Sea C un cédigo lineal sobre A de longitud n. La dimension k(C) de C es

finita.

El Ejemplo 1.16 muestra claramente que si es posible dar un c6digo lineal que satisface la
igualdad en la cota de la Proposicién 1.18. Mas aun, tal c6digo lineal satisface que su dimension
es mayor estrictamente que su longitud, en oposicion a la propiedad que tienen los codigos lineales

clésicos, en los cuales se afirma que la dimension siempre es menor o igual que la longitud.

4. Peso y Distancia de Hamming

De una manera natural surgen las siguientes preguntas:

= ;Qué caracteristica podemos adjudicar a cada una de las palabras de un cédigo lineal?,

= ;CoOmo se comparan entre ellas?
Para dar respuesta a estas preguntas introduciremos el peso de Hamming.

DEriNiciON 1.15. El peso de Hamming sobre A es la siguiente funcion:
wt: A — Z,

OZ sia = OA,

1Z sia # OA.

a +— wt(a) ={

Se dice que el peso del digito a de A es wt(a).
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Una de las propiedades fundamentales del peso de Hamming sobre un anillo es el siguiente
resultado:

Lema 1.20. Sea wt el peso de Hamming sobre A. Para cualesquiera a, y a, digitos de A, se

cumple que

wt(a; + ar) < wt(ap) + Wt(az).

DEMOSTRACION. Se observa que wt(b) > 0z para todo b € A. Sean ay,a, € A.

= Sia; + a; = 04, entonces wt(a; + a,) = 0z y por lo tanto, wt(a; + a) < wt(a;) + wt(az).

» Sia; +a; # 04, setiene que a; # 04 0 ay # 04. Asi, wt(a; + a) = 1 < wt(a;) + wt(a).

O

El peso de Hamming se puede extender a cualquier A-mddulo libre de rango finito como se
muestra en la siguiente definicion.
DEeriniciON 1.16. Sea n € N. El peso de Hamming sobre A" es la funcién wt dada por:
wt: A" — Z,
v o owt(y) = 2 wit(vy).

donde v = (vy,...,v,) conv; € Ay wt(v;) es el peso del digito v;, paratodai € {1,...,n}.

El siguiente resultado es una consecuencia inmediata de las propiedades del peso de Hamming
sobre un anillo. Su demostracion es elemental.

ProposiciON 1.21. Sea wt el peso de Hamming sobre A" con n € N. Se satisfacen las siguientes

propiedades:

1. Para toda x € A", wt(x) > Oy.
2. Para toda x € A", wt(x) = 0z si, y solo si, x = Qpn.
3. Para toda x,y € A", wt(x +y) < wt(x) + wt(y).

A partir del peso de Hamming consideremos la siguiente funcion:
0: A"XA" — Z.
v,w) — o(v,w) =wt(v—w).
0 dard una estructura métrica a A", pues es una consecuencia del resultado siguiente.

Proposicion 1.22. Con la notacion anterior, 6 cumple las siguientes propiedades. Sean u,vy w

elementos de A",
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1. 6(v,w) > 0.

2. 0(v,w) = 0gz, siysolo, siv=w.
3. 6(v,w) = S(w, V).

4. 6(v,w) < o(v,u) + o(u, w).

En particular, (A", 6) es un espacio métrico.

DerinicioN 1.17. Con la notacién anterior, 6 es la distancia de Hamming sobre A",

Sivy w son elementos de A", se observa que d(v, w) es el nimero de posiciones en que v difiere
de w.

Por otro lado, con la distancia de Hamming se induce un parametro al cédigo que se llamara dis-

tancia minima del c6digo y se definird como sigue:

DEriniciON 1.18. Sea C un cédigo lineal sobre A de longitud n. La distancia minima de C es 0z
si C es nulo, si no, es el entero

min{é(u,v) | u,v € C, u # v}
donde ¢ es la distancia de Hamming sobre A". La distancia minima de C se denotaré por d(C).
Esempro 1.23. La distancia minima del cédigo lineal Z/67Z del Ejemplo 1.12 es d(Z/6Z) = 1.
EsempLo 1.24. La distancia minima del cédigo binario lineal B del Ejemplo 1.13 es d(B) = 2.

OgservaciON 1.19. El peso de Hamming sobre A" se puede expresar a través de la distancia de
Hamming sobre A" mediante la formula wt(x) = 6(x, 0), para toda x € A". Mas atin, para cualquier

codigo lineal C sobre A, se cumple que d(C) = wt(C) donde wt(C) = 0z si C es nulo, 0 sino

wt(C) = min{wt(u) | u € C, u # 0}.

5. Parametros de un Cédigo y Deteccion de Errores

Hasta el momento, se tiene que siempre es posible asignar a un cddigo lineal C sobre A los
enteros n, T, d(C) y k(C) donde n es su longitud, T es su tamafio, d(C) es su distancia minima
y k(C) es su dimensién. Dichos enteros serdn llamados los pardmetros fundamentales del codigo
lineal C. De esta manera diremos que C es un (n,k(C), d(C), T)—cddigo lineal sobre A. Se observa

que en el caso cldsico, donde A es un campo, T = |A[XO,

Con los pardmetros mencionados anteriormente, podemos con ellos determinar cuando un cédi-

go lineal detecta errores.
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Sea C un (n,k,d, T)-cédigo lineal sobre A. Cuando se envia una palabra cddigo x € C y se
recibe una palabra diferente, digamos z con z € A", se dice que C puede detectar errores si z ¢ C.

Se dird que ocurrieron s errores en la transmision si 6(x, z) = .

TeoREMA 1.25. Sea C un cédigo lineal sobre A de longitud n y distancia minima d, se tiene que

C puede detectar a lo mds d — 1 errores.

DEMOSTRACION. Supongamos que se envia la palabra cédigo x € C, asi el conjunto
{ye A" 6(x,y) <d -1},

denotado por B(x,d — 1), contiene todas las posibles palabras recibidas en las que ocurren a lo més
d — 1 errores durante la transmision. Debido a que la distancia minima entre cada palabra cédigo
es d, se tiene que el conjunto B(x,d — 1) no contiene otras palabras cddigo. De esto, si no ocurren
mads de d — 1 errores, entonces la palabra recibida no es una palabra cédigo. Por lo tanto, C puede

detectar a lo mas d — 1 errores. O

EsempLo 1.26. El codigo del Ejemplo 1.24 es un (3, 2, 2, 4)-cddigo lineal, que sélo puede detec-
tar a lo mas un error. Mientras que el (1, 2, 1, 6)-cédigo lineal del Ejemplo 1.12, no detecta errores.

6. Cota de Singleton

En esta seccion se dard una generalizacion de la cota de Singleton manejada en los codigos
lineales clésicos. La Cota de Singleton proporciona una cota superior a la dimensién de un c6digo

cuando se han fijado la longitud y la distancia minima del cédigo.

ProposicioN 1.27. Cota de Singleton.
Sea C un (n,k,d, T)-codigo lineal sobre A. Se cumple que

k< (n—d+ Dk(A).

DEMOSTRACION. Sea ¢ la proyeccion de A" sobre A""*!. Es claro que ¢(C) es un cédigo lineal
de A"4*! M4s atin, ¢|c : C — A" %! es inyectiva, pues claramente ker(¢|c) = {0¢}. Por otro lado,
se satisface que C'y ¢(C) son A-mddulos isomorfos. Por lo tanto, k = k(¢(C)) < (n—d+1)k(A). O

La Cota de Singleton es una generalizacion de la ya conocida cota de Singleton de los codigos
lineales clésicos. En efecto, sea C un (n, k, d, T')-c6digo lineal sobre un campo finito F, se tiene que
k< (n—-d+1)k(F) perok(F) =1,asid <n—k+ 1, lacual es la cota de Singleton de los c6digos

lineales clasicos.
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Retomando la notacién dada para los cddigos lineales cldsicos, diremos que los cddigos lineales
cuyos parametros alcanzan la igualdad en la Cota Singleton se llaman c6digos de méxima distancia
de separacion o MDS. Asi, un cdédigo MDS tiene la mayor dimension posible que puede tener en

términos de su longitud y su distancia minima.

Ahora, exhibiremos ejemplos de cédigos lineales que son cédigos MDS, esto permitira reforzar

la utilidad de la Cota de Singleton, mas atn, nos sustentara la existencia de c6digos MDS.
Esempro 1.28. El (1,2, 1, 6)-cédigo lineal sobre Z/6Z del Ejemplo 1.12 es un c6digo MDS.
Esempro 1.29. El (3,2, 2, 4)-codigo lineal sobre F, del Ejemplo 1.24 es un c6digo MDS.

EsempLo 1.30. Sea n un entero natural. Consideremos a C igual a A(1,...,1),donde (1,...,1)

es un elemento de A". C es un (n, k(A), n, |A|)-codigo lineal sobre A que es un cdédigo MDS.

EsempLo 1.31. Sean A un dominio entero finito y 7 un entero natural. Consideremos a C igual a
A(1,2,...,n),donde (1,2,...,n) es un elemento de A". C es un (n, k(A), n, |A])-cédigo lineal sobre
A que es un cédigo MDS.

7. Matrices Generadoras y Codificacion

En esta seccion, el principal objetivo es encontrar una manera eficiente para describir un cédigo
lineal exhibiendo todas las palabras cddigo existentes en él, esto es mediante una matriz llamada

matriz generadora. Mas aun, veremos como la matriz permite la codificacion.

DerinicioN 1.20. Una matriz generadora de un cédigo lineal es una matriz cuyos renglones
constituyen un conjunto generador del cddigo. Ademads, a cada renglon de una matriz generadora

se le llama palabra generadora.

EsempLo 1.32. Para el cédigo binario lineal del Ejemplo 1.24 una matriz generadora es

1
G= 01.
010

Hasta el momento hemos asociado una matriz a un cédigo lineal. A continuacién estudiaremos

como estd matriz es usada para trasmitir los mensajes.

Evidenciemos como se va dando la codificacién a partir de una matriz generadora.

TeorREMA 1.33. Sea G una matriz generadora de tamario r X n, con r < n, para un coédigo lineal

C sobre A de longitud n. C es el conjunto de todas las palabras uG, con u en A’.
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DEMOSTRACION. Si u es un elemento de A", entonces uG es una palabra en C, ya que uG es una
combinacioén lineal de los renglones de G. En efecto, si u = (ay,...,a,) para algunos ay,...,a, € A
y g; es el i-ésimo renglén de G paratodai € {1,...,r}, entonces uG = a;g, + ... + a,&,.

Por otro lado, ya que toda palabra v en C es una combinacion lineal de las palabras generadoras,

entonces v = uG para algin u en A’. O

Por el Teorema 1.33, un codigo lineal C sobre A esta determinado por alguna matriz generadora

G de tamafio r X n, con r < n, COMo
C=uG|ueA}.

El valor # fija la longitud de las palabras codigo uG en A" para algin elemento u de A" llamado
palabra informacion, asi r mide la cantidad de informacion, sin redundancia, que existe en las

palabras codigo. A este proceso de transformacion le llamamos codificacion.

Otra matriz que permite de manera eficiente describir un cdédigo lineal exhibiendo todas las

palabras existentes en el, es la matriz de control, definida a continuacion.

DEernicioN 1.21. Sea C un cddigo lineal con una matriz generadora G de tamafo r X n con
r < n. Sea H una matriz de tamafio (n — r) X n con entradas en A. H es una matriz de control de C
si cumple que

C={veA" | vH =0pr}.
OBSERVACION 1.22. A consecuencia de la definicion anterior se cumple que GH' = 0.

EsempLo 1.34. Para el cddigo binario lineal del Ejemplo 1.32 una matriz de control es

H=(11 1)

La matriz de control permite calcular la distancia minima del cédigo.

Proposicion 1.35. Sea C un (n,k,d, T)-codigo lineal no nulo con una matriz de control H de
tamario (n — r) X n. La distancia minima d de C coincide con el niimero minimo de columnas de H

que son linealmente dependientes.

DEemosTrACION. Como la distancia minima es d, entonces existe v en C no nulo con peso igual a
d.v € C si, y solo si, vH" = O4n-r. Asi, las columnas de H que se corresponden con las d posiciones
de v donde no son cero, deben ser linealmente dependientes. Es decir, hay d columnas linealmente
dependientes en H. Mds atin, no podria haber menos de d columnas dependientes sino se contradice

que d es la distancia minima de C. O
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Otra aplicacion de la matriz de control es la de determinar el codigo dual de un cdédigo lineal

dado, que serd visto en la siguiente seccion.

8. Cadigo Dual

A partir de un conjunto finito de palabras y con el concepto de ortogonalidad, se construye un
cddigo lineal llamado cédigo dual, veamos tal construccion. Para ello definamos el producto escalar

y ortogonalidad entre palabras, para después dar de manera natural un cédigo lineal.

DEernicioN 1.23. El producto escalar en A™ es la funcion
A"X A" — A
v, w) — vew=viw+...+Vv,w,,

dondev=(vi,...,v,) yw=W,...,w,).

Abhora aplicaremos los conceptos de ortogonalidad de dlgebra lineal a los codigos lineales.

Las palabras v y w de longitud n son ortogonales siv - w = 0,. Para un conjunto S de palabras
de longitud n, diremos que v es ortogonal al conjunto S siv-w = 04 para todo w € S. El conjunto
de todas las palabras ortogonales al conjunto S es denotado por S+ y es llamado el complemento
ortogonal de S .

Asi, para cualquier subconjunto S de A", el complemento ortogonal S+ es un A-submédulo de
A" Si § es un subconjunto finito no vacio de A”, entonces S+ es un A-submédulo finito de A", es

decir, S+ es un codigo lineal. Se induce asi la siguiente definicion.

DEerinicioN 1.24. Sea C un cédigo lineal sobre A. El cddigo dual de C es el complemento
ortogonal de C, denotado por C+.

Esempro 1.36. El cédigo dual del c6digo lineal del Ejemplo 1.12 es C*+ = {6Z}.

Esempro 1.37. El cédigo dual del cédigo lineal del Ejemplo 1.13 es C*+ = {(0,0,0), (1, 1, 1)}.

La caracterizacion de los elementos de un cédigo dual se muestra en la siguiente proposicion.

Proposicion 1.38. Sea G una matriz generadora de tamario r X n de un codigo lineal C de

longitud n, se cumple que

Cr={veA" |GV =04}
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DEemosTRACION. Sea v € A”. Hay que tener en cuenta que v es ortogonal a un submodulo si, y

solo si, es ortogonal a los elementos que lo generan, asi:

veCt & vesortogonal a cada fila de G
L=1 th = OAr.

O

A partir de un cédigo dual podemos aportar una matriz de control a nuestro codigo lineal dado.

ProposiciON 1.39. Sea C un cédigo lineal sobre A. Una matriz generadora de C*+ es una matriz

de control para C.

DEMOSTRACION. Sea H una matriz generadora de C*. Por la Proposicién 1.38, se deduce que

H'G = 0, donde G es una matriz generadora de C. Asi H es una matriz de control de C. O

Como hemos visto, para todo cédigo lineal, su cédigo dual tiene la misma longitud. Esto nos
hace preguntarnos sobre la relacion entre la dimension de un cédigo lineal y la dimensién de su

cddigo dual. Tal relacion se enuncia en la siguiente proposicion:

Proposicion 1.40. Sea C un codigo lineal sobre A de longitud n. Se satisface que

k(C*) = k(A") — k(O).

DEMOSTRACION. Sea G una matriz generadora de C de tamafio r X n. Considérese la aplicacion
A-lineal
¢o: A" — A7
v — o) =vG'.
Que satisface que ker(¢) = C* e Im(¢) es A-isomorfo a C. Construyendo asi la siguiente sucesion
exacta de A-mddulos.

0—Ct— A" —C—0.

Debido al Teorema A.19 y a que la dimensién k(A) de A es finita, se sigue que las dimensiones
k(C*) y k(C) son finitas y mas atin se cumple que k(A") = k(C*) + k(C). O

En consecuencia a todo lo planteado en esta seccion, se tiene la siguiente proposicion:

ProposicioN 1.41. Si C es un (n, k)-cddigo lineal sobre A, entonces C*+ es un (n,nk(A) — k)-

codigo lineal sobre A.



CAP{TULO 2

Cédigos de Convolucion

En el anterior capitulo se defini6 a los cddigos lineales como submddulos de mddulos libres
de rango finito sobre un anillo finito. Si dejamos de pedir que el anillo sea finito, pero en cambio,
pedimos que el anillo sea un dominio de ideales principales, entonces estaremos proponiendo una

generalizacion (ver Definicion 2.1) de los Codigos de Convolucion, ver (6) y (14).

En este capitulo se propondré tal generalizacion, ademds se tratard de ir conservando en la
medida de lo posible, las propiedadades que tienen los cédigos de convolucion, definidos en (6) y
(14, Introduccion, parrafo 4, pag. 1881). El interés de esta generalizacion es porque los codigos de

convolucién se destacan por su facil implementacién asi como su 6ptima decodificacion, ver (16).

Durante el capitulo exhibiremos que dicha propuesta es en efecto una generalizacion de las
definiciones usuales, tal como las plantearon G. D. Forney, Jr. en (0) y los autores J. Rosenthal, J.
M. Schumacher y E.V. York en (14). En donde estos ultimos, por ejemplo, consideran a los c6digos
de convoluciéon cémo submoddulos de médulos libres de rango finito sobre un anillo de polinomios

en una variable con coeficientes en un campo finito.

1. Concepto de los Codigos de Convolucion

En esta seccion se definen los cédigos de convolucidn, y se dan algunos de sus pardmetros

fundamentales: longitud y rango. Asi como la relacion existente entre estos parametros.

A lo largo de este capitulo, A serda un dominio de ideales principales.

DEerINICION 2.1. Sean n un entero natural y C un subconjunto de ‘A". C es un cddigo de convo-

lucion sobre A de longitud 7 si C es un A-submddulo de A".

Los codigos de convolucion también son conocidos como cddigos convolucionales.
EsempLo 2.1. Sea n € N. Z" es un cédigo de convolucion sobre Z de longitud n.

EsempLo 2.2. Sean (1,1,0) y (0, 1,0) elementos de Z>. Sea C igual a Z(1, 1,0) + Z(0, 1,0). C es

un c6digo de convolucién sobre Z de longitud 3, pues es un Z-submédulo de Z>.

13
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OBSERVACION 2.2. Los cddigos de convolucion pueden ser conjuntos infinitos si el dominio de
ideales principales sobre el cual se definen es infinito, por lo tanto no entran en la categoria de

codigos expuesta en el primer capitulo.

Aunque no podamos ver a los cédigos de convoluciéon como c6digos lineales, si podemos definir
pardmetros tal como lo haciamos anteriormente en los cddigos lineales. Por ejemplo, ya definimos
la longitud. Un parametro que es fundamental para los codigos lineales es la dimension, que su
equivalente en codigos de convolucién es llamado rango. Sin embargo, esté no coincide con la
dimension, salvo en el caso, de haber construido al c6digo de convolucién sobre un campo finito,
véase la Proposicion 2.6.

A partir de la siguiente proposicidon veremos que es posible definir el rango.

ProposicION 2.3. Sea r un entero natural. Cualquier A-submédulo M de A" es libre de rango

finito menor o igual a r.

DEMOSTRACION. Se mostrard por induccidn sobre r.
Supongamos r = 1.

Sea M un A-submoddulo de A, asi M es un ideal de A. Se tiene que existe ¢ € A tal que
M = Ac, pues A es un dominio de ideales principales (DIP, en breve). Si ¢ = 04, entonces
M = {04}, por lo tanto M = A°.
Si ¢ # 04, entonces la siguiente aplicacion A-lineal es biyectiva:

e: A — M

a = «ac.

En efecto, u,. es sobreyectiva pues Im(u.) = Ac, s6lo resta demostrar que y, es inyectiva.
Claramente se cumple que ker(u.) = Anng(c). Dado que ¢ # 04 y A es un dominio entero, se
sigue que Anng(c) = {04}. Por lo tanto M = A'.

Asi, los A-submaddulos de A son libres de rango 0 o 1.

Ahora supongamos que r es un entero mayor o igual que 2. Asumamos por hipétesis de in-
duccién que cualquier A-submodulo de A es libre de rango finito menor o igual que s, para toda
sefl,...,r—1}.

Seafe;|i=1,...,r}1abase canénica de A". Sea M un A-submddulo de A", se cumple que

M

MNA
MNnAep)d(MN(Aey, ®...0 Ae,)).
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Donde M N Ae; es un A-submddulo de Aeq, asi M N Ae; es isomorfo a un A-submodulo de
A, por hipétesis de induccion se deduce que M N Ae, es libre de rango finito menor o igual que
1. Andlogamente M N (Ae, @ ... ® Ae,) es un A-submddulo de Ae, & ... & Ae,, tenemos que
MN(Ae, ®...®Ae,) es isomorfo a un A-submbdulo de A", aplicando la hipétesis de induccién
se cumple que M N (Ae, @ ... ® Ae,) es libre de rango finito menor o igual que r — 1.

Dado que la suma directa finita de mddulos libres de rangos finitos es libre de rango finito, asi M

es libre de rango finito menor o igual que r. O

Se infiere de la Proposicion 2.3, que cada A-submddulo de A" estd determinado por un entero
que pertenece al conjunto {0, 1,...,n}. Tal valor es unico, es por eso que podemos enunciar la

siguiente definicion.

DEriNicION 2.3. Sea C un cédigo de convolucion sobre A de longitud n. El rango de C es el

rango de C como A-submaddulo de A", y se denota por k.
Esempro 2.4. El cédigo de convolucion de longitud 3 del Ejemplo 2.2 es de rango 2.

OBSERVACION 2.4. De la Proposicién 2.3 se concluye que siempre el rango de un cédigo de

convolucion estd acotado superiormente por su longitud.

Notacion 2.5. Sea C un cédigo de convolucion sobre (A de longitud n y rango k. Diremos que
C es un (n, k)-cddigo de convolucién sobre A.

EsempLo 2.5. Sean € N. Z" es un (n, n)-cédigo de convolucion sobre Z.

ProPOSICION 2.6. Sea C un (n, k)-codigo de convolucion sobre un dominio de ideales principales
finito A. Se cumple que C es un (n,k(C))-codigo lineal sobre ‘A. Ademds, k(C) es mayor o igual
que k.

DemosTRACION. Como C es isomorfo a A*, por el Lema A.21 se tiene que k(C) = k - k(A)
donde k(C) y k(A) denotan las dimensiones de C y de A, respectivamente. Por otro lado, siempre
se cumple que k(A) > 1, asi k(C) > k. O

De acuerdo a la notacion de la proposicion anterior, la dimension k(C) de C es mayor o igual
que el rango k de C. Estos valores son los mismo cuando la dimension k(A) de A es uno, esto

ocurre si, y solo si, A es un campo finito (ver el Lema A.22).

2. Representacion Matricial

En esta seccién veremos que existe una relacion biunivoca entre los cddigos de convolucion

y las matrices, tanto es asi, que a cada c6digo de convolucidn le corresponde una representacion
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matricial y a la vez, cada matriz con entradas en el dominio de ideales principales, tal que sus ren-
glones son linealmente independientes determina un c6digo de convolucién. Por lo que cada cédigo
de convolucidn tiene asociado una matriz que le determina. Ademas en la seccion se introducira el
concepto de codigo dual de los cddigos de convolucidn, y veremos cOmo este estd asociado con las

matrices generadoras y las matrices de control del cédigo de convolucion.

Sea C un (n, k)-cédigo de convolucion sobre A. Se cumple que C es un A-submddulo de A",
mas aun, es isomorfo a A* como A-mddulo. Por lo que existen un isomorfismo entre Ak y C,

denotado por ¢, y un morfismo ¢ dado por:

t: C — A"

v o ouy) =

De manera inmediata, se tiene que el morfismo (¢ o ¢) : A* — A" es inyectivo. Mds aun,
su imagen es C. Como el morfismo ¢ o ¢ tiene una representacion matricial, digamos G, se sigue
que C tiene naturalmente asociada la matriz G. Por otro lado, si existe un morfismo inyectivo ¥ de
A-modulos con una representacion matricial P, dado por:

Y. A& — A
u +— Ywu) =uP,
entonces la imagen de ¥ es un (n, k)-codigo de convolucion sobre A. Asi, P estd asociada de
manera clara a un cédigo de convolucién de longitud n y rango k. Todo esto da pie a la siguiente

definicidn.

DErINICION 2.6. Sea C un (n, k)-codigo de convolucion sobre A. Una matriz generadora de C
es una matriz G de tamafio k X n con entradas en A tal que G es una representacion matricial de un
morfismo inyectivo G de A-mddulos, dado por:

G: A — A
u v Gu =uG

donde la imagen Im(G) de G es igual a C. Tal morfismo G es llamado codificador asociado a G.

EsempLo 2.7. Una matriz generadora del c6digo de convolucion del Ejemplo 2.1 es

1 00
G=(0 120
0 01

EsempLo 2.8. Una matriz generadora del cddigo de convolucion del Ejemplo 2.2 es

110
G= .
(010]
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Una matriz generadora de un codigo de convolucién permite definir de manera explicita a éste.

ProposiIciON 2.9. Sea C un (n, k)-codigo de convolucion sobre ‘A con una matriz generadora G.
Se cumple que
C ={uG|ueA").

DEemosTRACION. Sea G el codificador asociado a G. Se tiene que Im(G) = C, pero

Im(G) = {uG | u € A*}, asi concluimos con lo deseado. O

Con la notacién dada en la Proposicion 2.9, el tomar un elemento u de A, que llamaremos
palabra informacion, y transformarla en uG, un elemento que pertenece a C, llamada palabra

cddigo, es un proceso llamado codificacion.

Debido a esto nos gustaria poder determinar cudndo una matriz es una matriz generadora de
un cédigo de convolucion, mds atin, nos gustaria determinarla sin necesidad de usar su codificador
asociado y sélamente empleando a la matriz. Por eso enunciamos el siguiente teorema que nos

permite caracterizar a las matrices generadoras de un codigo de convolucion.

TeOREMA 2.10. Sea C un (n, k)-codigo de convolucion sobre Ay sea G una matriz de tamano

k X n con entradas en A. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. G es una matriz generadora de C.
2. Los renglones de G son linealmente independientes sobre A 'y generan a C como A-
mdédulo.

3. G es una matriz invertible por la derecha en Ay C = {uG | u € A},

DEMOSTRACION.

= Supongamos que G es una matriz generadora de C, por verificar que sus renglones son
linealmente independientes sobre A y que tales generan a C como A-mddulo.
Consideremos a b; como el i-ésimo renglén de G para toda i € {1,...,k}. Sabemos que
para todo elemento u = (uy, . ..,u) de A~ uG esigual a uyby + ... + uby.
Mas ain, u by + . .. + upby = O si, y sélo si, uG = 0 4. Dado que G es matriz generadora
de C, el codificador asociado a G es inyectivo, por lo tanto u = Q4. Asi, {by,...,bi} esun
conjunto linealmente independiente sobre A. Ahora veamos que tal conjunto genera a C

como A-mddulo. Obsérvese que
Aby+ ...+ Aby = {uiby+ ...+ uby | (uy,...,u) Gﬂk}
= (uG|ue A",

y de la Proposicion 2.9 se tiene que C = Aby + ... + Aby.
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= Demos por hecho la Afirmacién 2, por demostrar que se cumple la Afirmacion 3.
Claramente se concluye que C = {uG | u € A*}. Basta mostrar que G es invertible por
la derecha en A, es decir, que existe un elemento P de M,«(A) tal que GP = I;. Como
G tiene rango maximal por renglén, se tiene que GG’ es una matriz cuadrada que tiene
rango maximal, por lo tanto es invertible. Se propone a P como G'(GG')™!, obteniendo lo
deseado.

= De suponer la Afirmacion 3 se desea concluir la Afirmacion 1.

Consideremos el codificador G asociado a G, dado por:
G: A — A"
u + Gu =uG.

Por verificar que G es inyectivo (su nucleo ker G es igual a {O4}) y su imagen Im(G) es

igual a C. En efecto, sea u un elemento de A

uekerG o Gu) =04z

s uG = Oy{n.
Por hipdtesis existe un elemento P de M, (A) tal que GP = I;.. Asi,
uG = Oj{n = uGP = OﬂnP
= U= Oﬂk.

Implicando que ker(G) C {04}. Por otro lado, siempre se cumple que {04} C ker(G). Por
lo tanto, G es inyectivo. Ademds, se tiene que Im(G) = {uG | u € A} = C.

Se ha hablado de las matrices generadoras de un cédigo de convolucién y como caracterizarlas.
Sin embargo, seria agradable poder caracterizar a todas las matrices que nos generan un codigo de
convolucién dado. De hecho, se dice que dos matrices generadoras son equivalentes si generan el

mismo codigo de convolucion.

La siguiente proposicion nos enuncia que es posible exhibir todas las matrices equivalentes de

un codigo de convolucion, a partir de dar s6lo una matriz generadora.

ProposicioN 2.11. Sea C un (n, k)-cédigo de convolucion sobre A con una matriz generadora

G. El conjunto de matrices generadoras de C es igual al conjunto

{UG | U € GL(A)}.
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DEmosTRACION. Veamos la doble contencion de estos conjuntos. Sea G’ una matriz generadora
de C, por demostrar que existe un elemento U de GL;(A) tal que G’ = UG. Como G" y G son
matrices generadoras de C, se sigue que G’ y G son representaciones matriciales de morfismos

inyectivos G’ y G de A-mddulos, respectivamente. De lo cual se obtiene el siguiente diagrama:

ﬂk

N

k o n
A P A"

De manera natural estos morfismos inducen isomorfismos G’ y G de A* sobre C. Sea U = G ' o G'.

Debido a esto U es un isomorfismo de A-mddulos, que hace que el siguiente diagrama conmute:

ﬂk

| G
Ul
y O

k>
fﬂgC

Ademads, U tiene por representacion matricial a un elemento U de M (A). Como U es biyectivo
se tiene que det(U) es una unidad de A. Por lo tanto, U es un elemento de GL;(A). M4s ain, como
G = GoU,secumple que G’ = UG.

Alternativamente, sea U un elemento de GL;(A), por demostrar que UG es una matriz genera-
dora de C, es decir, que el codificador asociado a UG es inyectivo y su imagen es C. Sea UG tal
codificador. Se cumple que UG = G o U, donde G y U son los codificadores asociados a G y a
U, respectivamente. Dado que G y U son inyectivos, se sigue que UG es también inyectivo. S6lo

resta mostrar que Im(UG) = C, esto se concluye de que Im(UG) = Im(G). O

Otra matriz que permite describir un cédigo de convolucion, exhibiendo todas las palabras

existentes en €l es la matriz de control, definida a continuacion.

DEriNiciON 2.7. Sea C un (n, k)-c6digo de convolucion sobre A. Sea H una matriz de tamafio

(n — k) X n con entradas en A. H es una matriz de control de C si
C = {V € ﬂn | VHt = Oﬂ)hk}.

Esempro 2.12. El (n,n)-cddigo de convolucion del Ejemplo 2.1 no tiene matrices de control,

puesto que la diferencia que hay entre la longitud y el rango es cero.

EsempLo 2.13. Una matriz de control del c6digo de convolucién del Ejemplo 2.2 es

H=(0 0 1).
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OgservaciON 2.8. Con la notacion de la definicion de matriz de control es inmediato que GH'

es igual a la matriz nula de Mj(,—x)(A), para toda matriz generadora G de C.

La siguiente proposicion es una consecuencia de las propiedades que cumple el rango por ren-

glones de una matriz.

ProposicioN 2.14. Sea H una matriz de control de un (n, k)-cédigo de convolucion C sobre A,

se cumple que los renglones de H son linealmente independientes sobre A.

DEMOSTRACION. Sea rgy el rango por renglones de H, siempre se tiene que ry es igual al rango
del A-submoddulo de A" generado por los renglones de H. Asi
ru =n—r(N(H")

donde r(N(H")) es el rango del complemento ortogonal del A-submddulo de A" generado por
los renglones de H'. Dado que H es una matriz de control de C, se cumple que el complemento
ortogonal del A-submddulo de A" generado por los renglones de H' es C, asi r(N(H")) = k. Por lo
tanto el rango por renglones de H es n — k. Asi, los renglones de H son linealmente independientes
sobre A. O

Mas atn, se verifica la siguiente proposicion, su demostracion es elemental.

Proposicion 2.15. Sea C un (n, k)-codigo de convolucion sobre ‘A con una matriz generadora

G y una matriz de control H, se satisface que

ve A |GV =0} ={wH | we A ).

Asi, tanto una matriz generadora como una matriz de control determinan el codigo dual de un

codigo de convolucién, que serd definido a continuacidn.

DEriNICION 2.9. Sea C un (n, k)-c6digo de convolucion sobre (A con una matriz generadora G.

El cddigo dual de C es el conjunto {v € A" | GV' = 04} y se denota por C*.

EsempLo 2.16. El c6digo dual del cédigo de convolucion C del Ejemplo 2.1 es C*+ = {0z}, C*+
es un (3, 0)-codigo de convolucién sobre Z.

Esempro 2.17. El cddigo dual del cédigo de convolucion C del Ejemplo 2.2 es
C*+ =27(0,0,1) = Z.

C* es un (3, 1)-c6digo de convolucién sobre Z.
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Como se ha notado en los ejemplos anteriores, se cumple que el cddigo dual de un codigo de

convolucién es también un cédigo de convolucion. Lo cual es demostrado a continuacion:

ProposICION 2.18. Sea C un (n, k)-codigo de convolucion sobre A. Su cédigo dual C*+ es un

(n,n — k)-codigo de convolucion sobre A.

DEMOSTRACION. Si n — k = 0, entonces C+ = {Og}. Por lo tanto, C* es un (n,0)-cédigo de
convolucién sobre A.
Supongamos que n — k > 0. Con ello, es posible sustentar el hecho de que existen matrices de
control para C. Sea H una matriz de control de C, asi H es un elemento de M ,_j)x,(A). Debido a
la Proposicion 2.15, se sigue que los renglones de H genera a C*+ como A-mddulo. Mas adn, se
deduce de la Proposicion 2.14, que los renglones de H son una base para C+. Por lo tanto C* es un

(n,n — k)-cédigo de convolucion sobre Ay H es una matriz generadora de C+. O

Al igual que las matrices generadoras, podemos caracterizar a las matrices de control de un
codigo de convolucion, es decir, se puede exhibir todas las matrices de control de un cédigo de

convolucion a partir de dar s6lo una matriz de control, de la siguiente manera:

ProposicioN 2.19. Sean C un (n, k)-codigo de convolucion sobre Ay H una matriz de control

de C. El conjunto de matrices de control de C es igual a

{(VH |V € GL,_1(A)}.

DEemosTrACION. Es claro que el conjunto de matrices de control de C es igual al conjunto de
matrices generadoras de C*. Y De la Proposicion 2.11, se sigue que el conjunto de matrices gene-
radoras de C* es igual a {VH | V € GL,_;(A)}. |

Bien, hasta el momento hemos conservado en la medida de lo posible, algunas propiedades de
las matrices generadoras y de las matrices de control, de los c6digos de convolucion. Ahora, durante
el resto de este texto nos dedicaremos a ver dos casos particulares de estos cédigos de convolucion.

Por ejemplo, uno de ellos lo empezaremos a desarrollar.

Para J. Rosenthal, J. M. Schumacher and E.V. York, la representacion matematica de la ope-
racion de los codigos de convolucion estd basada en el uso de polinomios en una variable con
coeficientes en un campo finito. Es decir, ellos plantearon que los cddigos de convolucion viven en
los médulos libres de rango finito sobre un anillo de polinomios en una variable con coeficientes en
un campo finito, ver (14), es por eso que incorporamos la siguiente seccion en la cual introducimos

el concepto de polinomios en una variable con coeficientes en un médulo.
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3. Polinomios con Coeficientes en un Modulo

En esta seccion extenderemos el concepto de polinomios en una variable con coeficientes en
un anillo, por el concepto de polinomios en una variable con coeficientes en un méodulo. Daremos
una caracterizacion a estos modulos. Después, tomaremos el caso particular de los polinomios en
una variable con coeficientes en un espacio vectorial de dimension finita y veremos a que modulo

es isomorfo.

Sea x una variable sobre un anillo A. Se considera el anillo A[x] de polinomios en la variable x
con coeficientes en A como la suma directa de la familia (A)ci),-ez+ de A-mddulos libres de rango 1,
es decir,

Alx] = ®icz, AX'.

DEeriNniciON 2.10. Sean x una variable sobre un anillo A y M un A-médulo. El A-médulo de
polinomios en la variable x con coeficientes en M es la suma directa de la familia (Mx'),cz, de

A-médulos donde Mx' = M ®, Ax', para cada i € Z,. Tal médulo se denota por M[x].

Con la notacién anterior, obsérvese que para toda i € I, un elemento de Mx' es de esta forma
n i
ijl(mj@) a;x')

donde n es un entero natural, m; € M y a; € A paratoda j = 1,...,n. Mediante un calculo sencillo
se puede demostrar que los elementos de Mx' son de la forma m ® x' con m € M. Se denotara por

mx' am® x'. Con tal notacién podemos decir que M[x] es el conjunto

{mo+m1x+...+mrx’ reZ,,m; € Mparatodai = 1,...,r}.

Ademads se cumple que M|[x] tiene una estructura de médulo sobre el anillo A[x]. En efecto,

definamos de manera natural la siguiente aplicacion:

x 1 A[x] X M[x] — M][x]

(a(x),m(x)) = a(x)*m(x) = X

N (al-m Xt ) :
donde a(x) = Z/_,a;x' y m(x) = X om jx/. La aplicaci6n * es la operacion multiplicacién por escalar.
Por otro lado, sabemos que M ®4 A[x] tiene una estructura clara de A[x]-mdédulo cuya multipli-
cacion por escalar esta dada por:
*: A[xX]XM®4 A[lx] — M, Alx]
(a(x),m®b(x)) B alx)*m®b(x)=me a(x)b(x).
ProposiciON 2.20. Sean x una variable sobre un anillo Ay M un A-médulo. Se cumple que M[x]

es isomorfo a M ®4 A[x] como Alx]-médulos y A-modulos.
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DEMOSTRACION. Por definicion M[x] = @;;(M ®4 Ax'). Pero dado que el producto tensorial es

compatible con la suma directa, véase la Proposicion A.15, se tiene que
M[x] =4 M ®4 (®ie;Ax') = M ®, Alx].

Aun mas, M[x] y M ®, A[x] tienen la misma estructura de A[x]-mddulo. En efecto, sean X’ Oaixi

i=l

un elemento de A[x] y Z‘J‘lzom jxf un elemento de M| x].

(Ehoair) » (oom;)

i+j

T 0Zg aim;x
= T Z5 aim; @ x"

= X0 Z,m;®aix"

= X om® (Z;Oaixi) x/

= Zj':o (Zfzoaixi) * (m; ® x)

(Zroax’) * (Zg(m; @ x7)).

Por lo tanto, M|[x] es isomorfo a M ®4 A[x] como A[x]-mddulo. O
CoroLariO 2.21. Sean z una variable sobre un campo F y n un entero natural. Se satisface que

los F(z]-modulos F"[z] y F[z]" son isomorfos.

DEemMosTRACION. Por la proposicion anterior se tiene que
F"[z] =[] F" ®F F|z].
Pero el producto tensorial es compatible con la suma directa, véase Proposicion A.15, por lo tanto
Flz]" =py (F ®F Flz])".
Por otro lado, los F[z]-mdédulos F[z] ® F'y F[z] son isomorfos, pues se deduce de la Proposicion

A.14. Por lo que tenemos que el F[z]-mdédulo F"[7] es libre de rango n. m|

Como consecuencia del corolario anterior y por abuso de notacion, F"[z] serd igual a F[z]".

4. Codigos de Convolucion sobre F[7]

Una clase de dominios de ideales principales esta dada por los anillos de polinomios en una
variable con coeficientes en un campo, ver Proposicién 2.22. Es por esto, que la definicién de
c6digo de convolucién que hemos dado engloba la propuesta de J. Rosenthal, J. M. Schumacher y
E.V. York, (14).

Proposicion 2.22. El anillo de polinomios en la variable z con coeficientes en un campo F es

un dominio de ideales principales.
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DemosTRACION. Sea [ un ideal de F[z]. Si I = {Of}, entonces I = F[z]Of.
Consideremos I # {0f}, existe g € I no nulo de grado minimo en /. Se afirma que I = F[z]g.
Sea f € I, por la division euclidiana, f = pg + g para ciertos p,q € F[z] con g = O o gr(q) < gr(g)
cuando g # Op. Supongamos que g # Og, asi gr(g) < gr(g), por otro lado se tiene que g = f—pg € 1,
absurdo, pues contradice que g es de grado minimo en /. Asi ¢ = O, implicando que f = pg, por
lo tanto I C F[z]g. O

A continuacién veremos algunos ejemplos de cddigos de convolucién sobre anillos de polino-

mios en una variable con coeficientes en un campo finito:

EsempLo 2.23. Sea z una variable sobre el campo F, que tiene dos elementos. Consideremos
C= FZ[Z](l, Z, Zz’ ZS) + PZ[Z](O’ la 2y ZZ)’

donde (1,z,7z%,2°) y (0, 1, z, z%) son elementos de F‘Z‘[z]. C es un (4,2)-cédigo de convolucién sobre
Fz [Z]

EsempLo 2.24. Sea z una variable sobre el campo F, que consta de dos elementos. Consideremos
C =Folzl(1,2,2%, 2)+Fa[2](0, 1, 2, D)+ Fa[2) (1427, 142, 242, 42 )+ Fa 2] (142, 142, 242, 2H+2)),

donde (1,z,2%,2°),(0,1,z,2%), A1 +22,1+22, 2+ 24, 22+2°) y (1 +2, 1 +2, 22 + 2%, 7* + 2°) son elementos
de F;‘[z]. C’ es un (4, 2)-codigo de convolucién sobre F,[z]. Més ain, C’ es igual a C donde C es el
cddigo de convolucién del Ejemplo 2.23.

EjempLo 2.25. Sea z una variable sobre el campo F; que consta de tres elementos. Considere
C=Fzl(z+2,z+ 1,2),
donde (z + 2,z + 1, z) es un elemento de Fg [z]. C es un (3, 1)-cddigo de convolucion sobre Fs[z].
EsempLo 2.26. Sea z una variable sobre el campo F; cuya cardinalidad es tres. Consideremos
C=Flzlz+2,z+ 1,2+ 1),
donde (z+2,z+1,z+ 1) es un elemento de F% [z]. C es un (3, 1)-cédigo de convolucion sobre Fs[z].

EsempLo 2.27. Sea z una variable sobre el campo Fs que consta de cinco elementos. Considere-

mos

C=Fs[z](2+ 27,2 +22) + F5[z](2 + 4z, 1 + ) + F5[z](0,2 + 4z + 2z2),
donde (2 +z,2 +22),(2+4z,1 +2) y (0,2 + 4z + 2z*) son elementos de F[z]. C es un (2,2)-cédigo

de convolucién sobre Fs[z].
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OBSERVACION 2.11. A pesar de que el codigo de convolucion del Ejemplo 2.24 es generado por
cuatro elementos su rango es 2. Al igual que el c6digo de convolucién del Ejemplo 2.27 es generado
por tres elementos su rango es 2. En general, el rango de un c6digo de convolucién es menor o igual

que el nimero de elementos que lo generan como A-médulo.

Hasta el momento hemos considerado anillos de polinomios en una variable con coeficientes en
un campo finito. Si quisiéramos extender a estos anillos de polinomios dotdndoles de mds variables,
entonces nos veriamos tentados por establecer codigos de convolucion sobre estos anillos. Sin
embargo, esto no es posible puesto que los anillos de polinomios en mas de dos variables con
coeficientes en un campo, no son dominios de ideales principales, esto es mostrado en la siguiente

proposicion:

Proposicion 2.28. Sean zi,...,z, variables sobre un campo F con n un entero natural. Las

siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Flzi,...,z24] es un dominio de ideales principales.

2. nes igual a uno.

DEMOSTRACION. =) Supongamos que F[zi,...,Zz,] es un dominio de ideales principales.
Por demostrar que solamente podemos elegir a n igual a 1. Supongamos que n > 2.
Consideremos al ideal F[zy,...,z,]z1 + Flz1,...,2:]22 de Fzy, ..., z,], por hipdtesis
Flzi,...,z,] es DIP, asi existe ¢(z;, ..., 2,) elemento de F|[zi,...,z,] tal que

Flzi,....znlar + Flzy, .. zlze = Flzis -, zalq(zas - 20)
Como z; € Flz1,...,2:19(z1, - . ., Z0), €Xiste p(zy,...,2,) € Flz1,...,2,] tal que
21 = P21y 2920, -5 Zn)
Al tomar el grado respecto a la variable z; y dado que F[zy,...,z,] es DIP, se cumple que
1 =gr,(pzi,....22) + 81, (q(z1, - .., Z0)-
Con ello, tenemos dos posibilidades:
8 (P, 2) =0y gr;,(q(zis....zn)) =1, o

gro(pzi,...,z)) =1y gr,(q(z,...,2,) = 0.

e Sigr,(q(zi,...,z,)) = 1,entonces q(z1, . ..,2,) = x17(22, ..., Zy) paraalgin r(za, . . ., 2,)
elemento de F|[z,...,z,] tal que gr;, (r(zz,...,2,)) = 0.
Por otro lado, z; € Flzy,...,z.0plz1,...,2.], es decir, 2, € Flz1,...,2,11(22, . . ., 20)21-

Asi z; divide a 2, en Fz3,...,2,], absurdo.
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o Sigr,(q(zy,...,2,)) =0, entonces z; & Flzy,...,2.]9(z1, ..., 2,), absurdo.
Por lo tanto n no puede ser mayor o igual que 2.
&) Sin =1, entonces F|[z;] es DIP, debido a la Proposicion 2.22.

]
Ahora nos concentraremos en estudiar a las matrices generadoras y las matrices de control de
los c6digos de convolucion sobre F[z] donde z es una variable sobre un campo finito F. Pues a partir

de las matrices generadoras se define un nuevo pardmetro para los codigos de convolucién sobre

F[z] llamado grado. Primeros daremos algunos ejemplos de estas matrices.

EsempLo 2.29. Una matriz generadora del c6digo de convolucion del Ejemplo 2.23 es

1 2 3
G = R
01 z 2
Esempro 2.30. Para el (3, 1)-cédigo de convolucién del Ejemplo 2.25, se tiene que una matriz
generadora es

G=(z+2 z+1 z).

Mientras que una matriz de control es

o= Z+2z+1 z+1 222 +7+2
- 0 2z z+1 .

Con ello, su c6digo dual es
Ct =Fslzl(Z +2z+ 1,2+ 1,22% + 2+ 2) + F3[z](0, 22,z + 1).
EsempLo 2.31. Para el cédigo de convolucién del Ejemplo 2.26 una matriz generadora es
G:(z+2 z+1 z+1 )

Por otro lado, una matriz de control es

H = z+1 0 2z+1 .
0 1 2

Mas aun, su codigo dual es

C*t =F5[z](z + 1,0,2z + 1) + F53[z](0, 1, 2).

Para el resto de este texto consideraremos a IF un campo finito y z una variable sobre F. Ademads

se considera a F[z] como el anillo de polinomios en la variable z con coeficientes en F.
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Sean G una matriz generadora y H una matriz de control de un (n, k)-codigo de convolucion C

sobre FF[z]. Por ello se tiene el siguiente morfismo inyectivo de F[z]-md6dulos

G: Flz] — P[]
u +— Gu)=uG

y el morfismo de F[z]-mddulos

H': Flz] — F ]
v +— H'(v) =vH"

Tales morfismos cumplen que ImG = ker H'. Con todo esto, se forma la siguiente sucesion
exacta de F[z]-moddulos:

0 — F'[z] -5 P 25 M —s 0.

Donde M es un F[z]-mddulo finitamente generado de rango n — k. Tomando entonces duales como

F[z]-moédulos, resulta otra sucesion exacta

—

t

0— M2 -2 ¢ — 50

ImG' ’

donde C, /ImG" es un F[z]-mddulo de torsion, cuyo anulador es

—

Anng, [ ) = ({k-menores de G}).

ImG'

El morfismo G' da luz a la nocién de grado de un cédigo de convolucién sobre F[z]. Tal con-
cepto junto con la longitud y rango del cédigo de convolucién nos permiten acotar superiormente
la “distancia minima” existente entre las palabras c6digo. Sin embargo, para definir el grado de un
codigo de convoluciéon hacemos uso de las matrices generadoras minimales (ver Definicion 3.10),
porque tales nos permiten precisar que el concepto de grado de un cédigo de convolucién sobre
F[z] este bien definido. Sin embargo por el momento no daremos mds detalles de estas matrices,
pues lo haremos en el siguiente capitulo. Por ahora s6lo enunciaremos el concepto de grado de un

codigo de convolucién, dado a continuacidn:

DEriNICION 2.12. Sea C un (n, k)-c6digo de convolucion sobre F[z] con una matriz generadora

minimal G. El grado de C es el maximo grado de los k-menores de G. Y se denota por 6.

El grado de un cddigo de convolucion es también conocido como complejidad o restriccion de

longitud total.

Esempro 2.32. El grado del c6digo de convolucion del Ejemplo 2.25 es 1, al igual que el grado

del cédigo de convolucion del Ejemplo 2.26 es 1.
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5. Cédigos de Convolucion de Maxima Distancia de Separacion

En esta seccion trataremos los c6digos de convolucion sobre F[z] de maxima distancia de sepa-
racion, estos son tales que la “distancia minima” entre sus palabras codigo alcanza el mayor de los
valores posibles dados por la longitud, el rango y el grado asociados al codigo de convolucién dado.
Tal acotacidn es llamada la Cota de Singleton Generalizada, tal nombre es debido a su semejanza
con la cota de Singleton de los codigos lineales clésicos.

Otro parametro importante para los codigos de convolucion sobre F[z] es la distancia minima,

pero tal parametro esta en terminos de la funcién peso, que a continuacién daremos.

DErINICION 2.13. Sea n un entero natural. El peso sobre F"[z] es la funcién wt dada por
wt : F*[z] — Z.
V= 27:0 vjz/ — wt(v) = 27:0 wi(v;).

donde wt(v;) denota el usual peso de Hamming de v; en F".

DEriNICION 2.14. Sea C un (n, k)-c6digo de convolucion sobre F(z]. La distancia minima de C
es Oz si C es nulo, sino es el entero min{wt(v) | v € C,v # 0}, donde wt es el peso sobre F'[z]. Y se

denota por d.
Esempro 2.33. La distancia minima del c6digo de convolucion del Ejemplo 2.23 es 3.
EsempLo 2.34. La distancia minima del cédigo de convolucién del Ejemplo 2.25 es 5.

EsempLo 2.35. La distancia minima del cddigo de convolucién del Ejemplo 2.26 es 6.

Hasta el momento hemos dado cuatro pardmetros fundamentales de los c6digos de convolucion
sobre F[z]. Sea C un cédigo de convolucién sobre F[z] de longitud n, rango k, grado ¢ y distancia
minima d, diremos que C es un (n, k, 9, d)-c6digo de convolucién sobre F[z]. Estos pardmetros no
son aleatorios, existe una relacion entre ellos dada en el siguiente teorema, la demostracion de este

se encuentra en (15, Teorema 2.2).

TeorREMA 2.36. Cota de Singleton Generalizada.

Sea C un (n, k, 6, d)-codigo de convolucion sobre F[z] no nulo. Se cumple que

ds(n—k)(ﬁJ+1)+6+l.

Los codigos de convolucion cuyos pardmetros alcanzan la igualdad en la Cota Singleton Gene-
ralizada se llaman cédigos de convolucién de Mdxima Distancia de Separacion o MDS. Llamados
asi, ya que la distancia minima de estos cédigos de convolucién tienen el mayor valor posible que

pueden tener en términos de su longitud, rango y grado dados.
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Esempro 2.37. Del Ejemplo 2.23, C es un (4, 2, 2, 3)-c6digo de convolucion que no es de MDS.
Esempro 2.38. Del Ejemplo 2.25, C es un (3, 1, 1, 5)-cdigo de convolucion que no es de MDS.

EsempLo 2.39. Del Ejemplo 2.26, C esun (3, 1, 1, 6)-codigo de convolucion de MDS.

EsempLo 2.40. Considere la siguiente matriz con entradas en F[z]:

1 1 1
z+1 z+2 2z+3 |

Esun (3,2, 1, 3)-cédigo de convoluciéon de MDS el F[z]-mddulo generado por los renglones de G.






CAPITULO 3

Indices de Forney de los Cédigos de Convolucién

Mediante el uso de los indices de Forney es mas sencillo estimar el grado de un c6digo de con-
volucién, mds adn, con ellos se determinard la memoria del cédigo de convolucion y son usados
para la demostracion de la cota de Singleton Generalizada. Es por ello que en este capitulo mos-
traremos interés en estos indices, para lo cual se enunciard un concepto mds general de los codigos
de convolucién sobre F[z] y daremos, no solamente, los conceptos y las propiedades necesarias
para la definicién de estos, sino también, la relacion de estos indices con el grado del cédigo de
convolucion.

1. Grado Interno y Grado Externo

Un co6digo de convolucién sobre F[z] tiene asociado una infinidad de matrices generadoras,
asi que estamos interesados en buscar aquellas matrices que cumplan ser las més 6ptimas en térmi-

nos del grado interno 'y del grado externo.

DEriNIcION 3.1. Sea G una matriz generadora de un (7, k)-cddigo de convolucién sobre F[z]. El

grado interno de G es el entero max{gr(y) | y es un k-menor de G}, y es denotado por gr,,(G).

Esempro 3.1. Sea G la matriz dada en el Ejemplo 2.29. Es decir,

ao| ! ® Z 7 .
01 z 2
Se tiene que gr,,(G) = 2.

Ahora, se introducird la nocién de grado externo para el cual se dard el concepto de grado de

un vector:
DEriNICcION 3.2. Sean n un entero natural y v = (vy,...,v,) un elemento de F"'[z]. El grado de v
es el entero max{gr(v;) | i = 1,...,n}, y es denotado como gr(v).

Nortacién 3.3. Por convencion, el grado del elemento nulo de F[z] es cero.

EsempLo 3.2. El grado del elemento (0, 1, z, z%) de F*[z] es 2.
31
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Con tal concepto es posible dar la siguiente definicion:

DEeriNICION 3.4. Sea G una matriz generadora de un (n, k)-c6digo de convolucién sobre F[z] y
sea {by, ..., b} el conjunto de los renglones de G. El grado externo de G es el entero Zf.‘zl gr(b;), y

es denotado por gr, (G).

Esempro 3.3. El grado externo de la matriz G del Ejemplo 3.1 es 5. Obsérvese que el grado

externo de G es estrictamente mayor que su grado interno.

El grado interno y el grado externo de una matriz generadora de un c6digo de convolucién sobre

F[z] tienen una relacion comparativa dada en el siguiente lema:

Lema 3.4. Sea G = (g;;) una matriz generadora de un (n, k)-codigo de convolucion sobre F[z].

Se cumple que
(3.1) gr, (G) < gr, (G).

DEMOSTRACION. Sea b; el i-ésimo renglén de G paratodai € {1,...,k}y seal el conjunto de los
k-menores de G.
Probar la desigualdad 3.1 es equivalente a demostrar que gr(y) es menor o igual que gr, (G), para
caday enI'. En efecto, seay € I'. Asi, y es el determinante de una k-submatriz de G, digamos que
es N donde

8iny -+ 8l
N = I
8y -+ 8k
con{ny,...,m} C{l,...,n}talquen; <...< ny.

Obsérvese que debido a las propiedades de los determinantes de matrices, cada uno de los k!
términos de y son multiplicacién de k entradas de N, donde cada una de estas entradas elimina la
oportunidad de que las otras entradas pertenezcan al renglén y a la columna donde se encuentra
dicha entrada.

Sea s € {1,...,k!}, denotemos por y;, al s término de y. Asi, para cada y,, con s € {1,...,k!},

existen dos unicas permutaciones « y 8 de k elementos tales que

Vs = /lsga(l)nﬂ“) 0 alkongy

donde A; € {1, —1g}. Al estimar el grado de 7y, tenemos que

gr(ys) gr(8a(ngy) + - - - + E(Gayngey)

gr(b(,(l)) + ...+ gr(b(,(k)) = grex(G).

IA
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Por lo tanto, el grado de cada uno de los k! términos de y esta acotado superiormente por el grado

externo de G. Con ello se sigue la tltima desigualdad de las siguientes desigualdades:

gr(y) < max{gr(y,) | s=1,...,kl} < gr, (G).

Se concluye que gr(y) < gr, (G) para todo y elemento de I'. i

A continuacién daremos una condicidn suficiente para aseverar la igualdad en la Ecuacién 3.1.

Lema 3.5. El grado interno y el grado externo de cada matriz generadora de un (n, 1)-codigo

de convolucion sobre F|z] son iguales.

DEMOSTRACION. Sea G una matriz generadora de un (n, 1)-cédigo de convolucion sobre F[z]. Por

loque G esigual a (g1 ... g1,) para ciertos elementos g1y, ..., g1, de F[z]. Se tiene que

gr,(G) = maxigr(gi) | j=1,...,n} = gr, (G).

O

EsempLo 3.6. Consideremos a G como (z z2 + 1 z%), la cual es una matriz generadora de un
(3, 1)-cddigo de convolucidn sobre F[z]. Se cumple que gr,,(G) = 3 = gr, (G).

Ahora, sera necesario dar unas notaciones para la enunciacion del Teorema 3.7.

Recordemos que U(F[z]) denota el conjunto de las unidades de F[z], y div(I") denota al conjunto
de los divisores comunes de los elementos de I' donde I' es un subconjunto de F[z]. Mds aun,
puntualicemos que a las matrices cuadradas con entradas en F[z] que son invertibles en F[z] se les

dice unimodulares.

TeOREMA 3.7. Sean G una matriz generadora de un (n, k)-codigo de convolucion sobre Flz] y I'

el conjunto de los k-menores de G. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. (I') = F[z].
2. div(I') = U(F[z)).
3. Para todo elemento G’ de M, (F[z]) y para todo elemento U de M« (F[z]) tales que

G = UG/, se cumple que U es unimodular.

DEMOSTRACION.

= Veamos que se obtiene la afirmacion 2 a partir de la afirmacion 1. Siempre se cumple
que U(F[z]) C div(l'), por lo que sélo falta mostrar que div(I') € U(F[z]). En efecto, sea
d € div(I). Se deduce que (I') C F[z]d, debido a la hipdtesis se tiene que F[z] = F[z]d. Por
lo tanto, d € U(F[z]).
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(3.2)
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= Consideremos que se tiene la afirmacion 2, por verificar que se cumple la afirmacion 3.

Sean G’ un elemento de M., (F[z]) y U un elemento de M. (F[z]) tales que G = UG".
Observemos que los k-menores de G son los k-menores de G" multiplicados con det(u), es

decir, que para todo y elemento de I,

y = det(U)B,

donde S es un k-menor de G’. Asi, det(U) € div(I'), aplicando la hipétesis se concluye que
det(U) € U(F[z]), es decir, que U es unimodular.
Para deducir la aseveracion 1, demos por hecho la afirmacion 3. Del Teorema C.1, se tiene

que existen elementos P en GL(F[z]) y O en GL,(F[z]), tales que

A ... 0
PGO=| : . ¢ Oxmeb
0 ... A&
donde Ay, ..., A, son elementos no nulos de F[z]. Como Py Q son matrices invertibles se

puede reexpresar a la ecuacion 3.2 de la siguiente manera

A ... 0
G=pP"! ot Ok o'
0 ... A4

Equivalentemente tenemos que

A4 ... 0
G=P'[ : - T A [
0 ... & 1

—
-

o

Debido a la hipétesis se tiene que la siguiente matriz es unimodular:
A ... 0
P
0 ... A
es decir, det(P)™' A, - -- A € UF[z]). Més ain, A, - - - A, € UF[z]).

Alternativamente, se deduce de que F[z] es DIP y de la ecuacion 3.2, que (I') = F[z]e
donde ¢ = aAd; - - - A, con @ € UF[z]). Por lo tanto, e € UF[z]). Asi (I') = F[z].

O

Si conocemos el grado interno de una matriz generadora de un cddigo de convolucién, podre-

mos determinar el grado interno de una familia de matrices generadoras. Veamos cOmo es esto.
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Lema 3.8. Sea G una matriz generadora de un (n, k)-coédigo de convolucion sobre E[z] y sea U
un elemento de M(F[z]) N GLi(F(z)). Se satisface que

gr,,(UG) = gr(det(U)) + gr,;,(G).

m

En particular, si U es unimodular, entonces gr, (UG) = gr, (G).

DEMOSTRACION. Observemos primeramente que una k-submatriz de UG es UP donde P es una
k-submatriz de G. Consecuentemente, un k-menor de UG es det(U)y, donde y es un k-menor de G.

Dado que F[z] es dominio entero, se tiene que para todo k-menor de G, digamos 7y, se cumple que

gr(der(U)y) = gr(der(U)) + gr(y).

Y de esto se deduce la igualdad que se desea. O

2. Matrices Basicas, Reducidas y Minimales

Como hemos mencionado, ya enunciamos a los c6digos de convolucién desde el punto de vista
en que J. Rosenthal, J. M. Schumacher and E.V. York (14) lo plantearon. Pero los c6digos de con-
volucién sobre F[z] se pueden definir a partir de conceptos mas generales que estos, considerando
a los cédigos de convolucién sobre el campo infinito de funciones racionales F(z) en la variable
z, ver la Definicion 3.5, tal como lo desarrollaron: G.D. Forney Jr. (6), R. McEliece (11) y J.A.

Dominguez, et al. (3), por mencionar algunos.

Recordemos el concepto de los cddigos de convolucion sobre F(z), segiin G.D. Forney Jr. (6),
por ejemplo. Obsérvemos que dicho concepto es un caso particular de nuestra definicion de codi-
gos de convolucién sobre dominios de ideales principales (ver la Definicién 2.1), pues F(z) es un

dominio de ideales principales:

DEeriNicION 3.5. Un (n, k)-codigo de convolucion sobre F(z) es un F(z)-subespacio vectorial de
F(2)" de dimension k.

Dado que el concepto de matriz generadora estd presente en estos codigos. Podemos realizar

una clasificacion de estas matrices cuando todas sus entradas son polinomios.

DErINICION 3.6. Sea G una matriz generadora de un (n, k)-codigo de convolucion sobre F(z). G

es una matriz generadora polinomial si sus entradas son elementos de F[z].

Sabiamos con anterioridad que las matrices generadoras de los c6digos de convolucién sobre

[F[z] tenian asociados dos parametros: grado interno y grado externo. Estos se definian en términos
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de los grados de los polinomios. Por lo que preservaremos estos pardmetros solamente para las ma-
trices generadoras polinomiales y seguiremos utilizando la misma notacién. Mds aun, se conservan

las propiedades de los Lemas 3.4 y 3.8, de la siguiente manera:

TeorREMA 3.9. Sea G una matriz generadora polinomial de un (n,k)-cédigo de convolucion

sobre F(z). Se cumple que
I. gr, (G) < gr, (G).
2. Para todo elemento U de GLi(F(2)) tal que UG pertenece a M, (E[z]), se tiene que
gr, (UG) = gr(det(U)) + gr,;,(G).

En particular, si U es unimodular, entonces gr, (UG) = gr, (G).
DemosTrACION. Es andloga a la realizada tanto en el Lema 3.4 como en el Lema 3.8. O

Ahora bien, el grado interno y el grado externo de las matrices generadoras polinomiales dan
pie a la etiquetacion de tales matrices en: bdsicas, reducidas y minimales. Veamos coémo se definen

y de que manera podemos caracterizarlas.

La siguiente definicion nos permite dar una familia de matrices que son 6ptimas en término del

grado interno, veamos cOmo es esto.

DEriNiciON 3.7. Sea G una matriz generadora polinomial de un (n, k)-cédigo de convolucién

sobre F(z). G es bdsica si
gr,,(G) = min{gr, (UG) | U € GL(F(2)), UG € M;x,(F[z])}.

EsempLo 3.10. Consideremos a G como (z z2 + 1 %), la cual es una matriz generadora de un
(3, 1)-cédigo de convolucion sobre F(z). G es bésica. En efecto, sea U un elemento de GL;(F(z))
tal que UG € M,.3(F[z]), asi U € F[z] — {Or}. Se satisface que

gr,(UG) = max{gr(Uz), gr(U(Z* + 1)), gr(Uz))}
= max{gr(U) + 1, gr(U) + 2, gr(U) + 3}
= gr(U)+3.

Asi, min{gr;, (UG) | U € F[z] — {Og}} = 3. Por otro lado, se cumple que gr,, (G) = 3. Por lo tanto, G
es basica.

EsemprLo 3.11. Consideremos la siguiente matriz la cual es una matriz generadora polinomial

de un (2, 2)-codigo de convolucién sobre F[z]:

G:(é j].
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G es basica. En efecto, sea U un elemento de GL,(F(z)) tal que UG € M, (F[z]), se tiene asi que
U € M5, (F[z]) con det(U) # Og. Se satisface que gr, (UG) = gr(det(U)), pero U es una matriz
polinomial asi gr(det(U)) > 0z = gr,,(G). Asi

min{gr;,(UG) | U € GLy,(F(2)), UG € My (Fz])} = gr;,(G).

El determinar si una matriz generadora de un cédigo de convolucion es bésica, tiene un ele-

vado costo computacional, asi que se desea dar una caracterizacion que reduzca tal costo. Esta

caracterizacion siempre es posible.

TeorREMA 3.12. Sea G una matriz generadora polinomial de un (n,k)-codigo de convolucion

sobre F(z). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1.

G es bdsica.

2. Los factores invariantes de G son unidades.

. Los cerrados de Zariski asociados a los ideales generados por los factores invariantes de

G son vacios.

. El cerrado de Zariski asociado al ideal generado por el mdximo comin divisor de los

k-menores de G es vacio.

. El mdximo comiin divisor de los k-menores de G es una unidad.

. Para toda « en la cerradura algebraica de F, G(«) tiene rango k, donde G(a) es la espe-

cializacion de a en G.

7. G es invertible por la derecha en F|z].

. Para todo elemento v de F(z)\, si vG es elemento de F"[z], entonces v pertenece a F¥[z].

. G es una submatriz de una matriz unimodular.

DEMOSTRACION. 1)— 2). Debido al Teorema C.1, existen elementos P en GLi(F[z]) y O en

(3.3)

GL,(F[z]), tales que

i ... 0
PGQ = o Ok
0o ... (077
donde a4, ..., @ son los factores invariantes de G en F[z]. Si denotamos por A; al mdximo
comun divisor de los i-menores no nulos de G, coni € {1,..., g}, se cumple que
a; = A
A

1
a; = —l, i:2,...,k.
Ai—l
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2)— 3).

3)— 4).

3)—5).

5)— 7).

3. INDICES DE FORNEY DE LOS CODIGOS DE CONVOLUCION
Abhora, consideremos la siguiente matriz:
ar ... 0
ro=| : .

0 ... (077

Asi, I';' P es un elemento de GLi(F(z)), pues det(I';' P) = det(P)/ A # 0. Més ain, I',' PG

es una matriz generadora polinomial por lo que podemos estimar su grado interno.

grin(T; ' PG) gr(det(T;' P)) + grin(G)

grdet(P)/A) + grin(G).

Si Ay ¢ U(F(z)), entonces gr(det(P)/A;) < 0, implicando que grm(l",;lPG) < gri(G),
absurdo, pues G es basica. Asi que Ay € U(F(z)), es decir, a; --- o, € UF(z)). Por lo
tanto o; € U(F(z)) paratodai € {1,...,k}.

De acuerdo a las definiciones dadas en la demostracion anterior, podemos suponer que
A1, ..., 4, son unidades de F[z]. Asi, para cada i € {1,...,k}, se tiene que F[z]1; = F[z].
Por el Lema B.3, el cerrado de Zariski V(F[z]A;) es vacio.

Siguiendo la notacién planteada en las anteriores demostraciones, A; es el maximo comun
divisor de los k-menores de G y a4, ..., a; son los factores invariantes de G en F[z]. Se

cumple que

Ak:al---ak.

Asi, V(F[z]Ay) = V(F[z]a; - - - ;). Sin embargo, V(F[z]a; - - - ar) = V(Flz]a; - - - Flz]ayg).
Debido al Lema B.2, se sigue que V(F[z]a; - - - Flz]ax) = V(F[z]ay) U - - - U V(F[z]ay), por
hipétesis estos cerrados son vacios, por lo tanto V(F[z]A;) = 0.

De acuerdo a la notacion anterior, A, es el maximo comun divisor de los k-menores de G.
Supongamos que V(F[z]A;) es vacio. Por el Lema B.3, se sigue que F[z]A; = F[z], asi A
es una unidad de F[z].

Supongamos que el médximo comin divisor de los k-menores de G es una unidad. De-
notemos a los k-menores de G por y, con s = 1,..., (Z) Por la regla de Crammer, pa-
racada s € {1,..., (Z)}, hay una pseudo-inversa para G con factor 7y, es decir, existe
H, € M, (Flz)) tal que

GHS = )/slk-

Debido a que el mdximo comun divisor de los y,’s es una unidad, existe una combinacién

lineal polinomial de los y,’s que es igual a 1. digamos que es

5O 4y, = 1,
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8)— 1).
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2)— 9).
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donde A, € F[z] paratoda s € {1,..., (’;)} De esto se sigue que
H =3V v H,

es una matriz polinomial inversa por la derecha para G.

Supongamos que G tiene una matriz inversa polinomial por la derecha H. Sea v un ele-
mento de F(z)*. Si vG € F"[z], entonces vGH € F¥[z], es decir, v € F¥[z].

Para verificar que G es bésica, basta con mostrar que para todo elemento U de GL(F(z))
tal que UG pertenece a My, (F[z]), se cumple que

grn(UG) 2 grin(G).

Sea U un elemento de GLi(F(z)) tal que UG € M;,,(F[z]). Debido a la hipétesis, afirma-
cion 8, se sigue que U es elemento de M, (F[z]) y con ello que gr(det(U)) > 0. Por otro
lado, del Teorema 3.9(2), se tiene que

grn(UG) = gr(det(U)) + grin(G).

Implicando con esto que
grin(UG) 2 grin(G).

Sea @ un elemento en la cerradura algebraica de F y sea p(z) el polinomio minimal de a.
Dado que el médximo comun divisor de los k-menores de G es una unidad, se sigue que
debe existir al menos un k-menor de G que no es divisible por p(z), lo cual significa que
el correspondiente k-menor de G(a) es invertible, es decir, G(@) tiene rango k.
Supongamos que el maximo comun divisor de los k-menores de G no es una unidad, lo
cual significa que es divisible por algin polinomio irreducible p(z). Si @ es una raiz de
p(z) en alguna extension de F, entonces todo k-menor de G(«) es cero, asi G(a) tiene
rango menor que k.

Supdngase que los factores invariantes de G son unidades. Asi, la descomposicion de G

en la Ecuacion 3.3, se puede escribir como:
G = A( Ik OkX(n—k) )B
donde A = P7'T, y B = Q°!. Mis aiin, si descomponemos a B c6mo:
B
B=|""Y
B

donde By € M, (Flzl) y BL € M,—ixn(F[z]), entonces G = ABy,. Sin embargo, como la

siguiente matriz fue obtenida a partir de la matriz unimodular B por medio de operaciones
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elementales de los primeros k renglones, se tiene que la siguiente matriz es unimodular:
ABy
B, )
. G . . .
9)— 2). SiB = H es unimodular para algun H elemento de M,_x)x,(F[z]), entonces la siguiente

ecuacion muestra que los factores invariantes de G son unidades:

G = Ik( Fk ka(n—k) )B

Esempro 3.13. Consideremos la siguiente matriz:

1 z 22 2
G = , |-
01 z z
G es una matriz generadora polinomial de un (4, 2)-c6digo de convolucion sobre F(z). Se afirma
que G es basica pues 1y es el maximo comun divisor de los 2-menores de G.
EsempLo 3.14. Consideremos la siguiente matriz:
G'=(Z 227 )

G’ es una matriz generadora polinomial de un (4,2)-cédigo de convolucion sobre F(z) que no es

basica, pues z es el maximo comun divisor de los 2-menores de G’.

Esempro 3.15. La siguiente matriz polinomial es generadora de un (4, 2)-c6digo de convolucién

sobre F(z):
|z Z 72
0 z 22 22)

G’ no es bésica pues z* es el mdximo comun divisor de los 2-menores de G'.

La siguiente proposicion nos permite encontrar una familia de matrices basicas a partir de una

matriz bésica, s6lo con el concepto de matriz unimodular.

ProposicioN 3.16. Sean G una matriz generadora bdsica de un (n, k)-codigo de convolucion
sobre F(z) y U un elemento de GLi(F[z]). Se tiene que UG es bdsica.

DEemosTRACION. Se satisface que UG es una matriz generadora de del mismo cédigo que genera
G. Ademas, se sabe que para todo elemento U’ de GL(F(z)) tal que U'UG pertenece a M. (F[z]),
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se tiene que U’U es también un elemento de GL,(F(z)) tal que U’'UG esta en My, (F[z]). Con ello

se cumple que
min{gr, (U'UG) | U’ € GL(F(2)), U'UG € M, (Flz])} > gr,,(G).

Para verificar que UG es bdsica, basta con mostrar que gr,(UG) = gr,, (G), sin embargo esto se
deduce del Lema 3.8. ]

Si pretendiéramos aplicar el concepto de matriz bédsica a las matrices generadoras de cédigos
de convolucién sobre F[z] como lo hicimos en la Definicién 3.7, entonces nuestra accion no tendria
relevancia. Pues, dirfamos que una matriz generadora G de un cédigo de convolucién sobre F[z] es
basica si es invertible en F[z] por la derecha, este hecho siempre ocurre pues G es matriz generadora,
ver Teorema 2.10(3).

Es por eso que no tiene sentido extender el concepto de matriz bésica a las matrices generadoras

de cdédigos de convolucion sobre F[z].

Ahora daremos una clase de matrices generadoras de cédigos de convolucién sobre F(z), lla-

madas matrices reducidas y mostraremos una caracterizacion de ellas.

DEriNicION 3.8. Sea G una matriz generadora polinomial de un (7, k)-cédigo de convoluciéon
sobre F(z). G es reducida si

gr,.(G) = min{gr, (UG) | U € GL(F[z])}.

Al igual que se ha observado en matrices bdsicas, el verificar si una matriz es reducida es
costoso hablando computacionalmente, es por eso que se da el siguiente teorema que caracteriza

tales matrices.

TeorReEMA 3.17. Sea G una matriz generadora polinomial de un (n, k)-codigo de convolucion
sobre F(z). Denotemos los k renglones de G por g, ...,y sean ey, ..., e, sus respectivos grados.

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. G es reducida.

2. G tiene rango k, donde G;; es el coeficiente de Z* de G;;.

3. grex(G) = grm(G)

4. Para todo elemento v = (vy,. .., v) de F¥[z], se cumple que gr(vG) = max{gr(v;)) +e; | i =
1,...,k}.

DEMOSTRACION. 1)— 2). Sin pérdida de generalidad, consideremos que G esta ordenada de ma-

nera que ¢; < ... < e;. Supongamos que G tiene rango menor que k, asi pues existe
k
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2)— 3).

3)— 1).
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@ = (ay,...,ap) € FFral que aG = Oz. Y de esto, se tiene que el coeficiente de z% en la

combinacion linear

€k—el €k—€k

g =@z g + .+ %

es cero. Si reemplazamos a g; por g; en G, entonces se tiene que G ha reducido su grado
externo. Asi, G no es reducida.

Supongamos que G tiene rango k. Denotemos las k-submatrices de G por Gy, para s =
1,..., (Z) Existe algun sy € {1,..., (Z)}, tal que det((_;m) # O, puesto que rango de G es k.
Asi, el coeficiente de z°' " en det(Gy,) es det(G,,) # Og. Por lo tanto gr;,(G) > gr..(G).

Y del Teorema 3.9(1), la otra desigualdad siempre se cumple para toda matriz polinomial

Para verificar que G es reducida, basta con mostrar que para toda U matriz unimodular de
tamafio K se cumple que

8rex(UG) 2 gre(G).
Sea U € GLi(F[z]). Se tiene por el Teorema 3.9(1) que gr..(UG) > gr;,,(UG). Debido
gri(UG) > gr;,(G) debido al Teorema 3.9(2) Y por hipétesis g7;,(G) = gr..(G). Asi com-
binando estas desigualdades, obtenemos que gr,.(UG) > gr..(G).

Seav = (vi,...,v) elemento de F*[z]. Se sigue que

vG = Vg1 + ...+ Vigk.
Si denotamos el grado de v; por d;, paratodai = 1,...,k, entonces el grado de vG es a lo
mas

d=max{d;+e; |i=1,...,k}.
d es llamado la prediccion de vG. Para probar la prediccion, notemos que el vector de los
coeficientes de z¢ en vG es (ay, ..., )G, donde «; es el coeficiente de z7~¢ en u;(z), para
todai=1,...,k. Asi gr(vG) = d si, y solo si, existe ip € {1,...,k} tal que ;, # O, esto es
equivalente a que (a1, . .., )G # O, implicando que G tiene rango k.
Por otro lado, Si G tiene rango k, entonces para toda a en F* se tiene que G # Opn.
En particular para toda («, ..., a;) elemento de F*. Por lo tanto, para todo v € F¥[z], se

cumple que gr(vG) = max{d; +e; |i=1,...,k}.

O

EsempLo 3.18. Como se ha mencionado, la matriz del Ejemplo 3.11 cumple que su grado interno

es igual a su grado externo. Por lo tanto, tal matriz es reducida.

Esempro 3.19. El grado interno de la matriz del Ejemplo 3.13 es 6, mientras que su grado

externo es 5. Por lo tanto esta matriz es no reducida.



2. MATRICES BASICAS, REDUCIDAS Y MINIMALES 43

Esempro 3.20. Por el Lema 3.5 se tiene que la matriz del Ejemplo 3.14 es reducida.

Esempro 3.21. La matriz del Ejemplo 3.15 es no reducida pues su grado interno es 7 y su grado

externo es 6.

OBSERVACION 3.9. De manera analoga extendemos el concepto de matriz reducida en las matrices
generadoras de los cédigos de convolucion sobre F[z]. Asi, las afirmaciones del anterior teorema

son aplicables a las matrices reducidas de los codigos de convolucién sobre F[z].

Deseamos precisar si la matriz que estamos empleando para generar un cédigo de convolu-
cién es de grado externo minimo sobre todas las posibles matrices que nos generen dicho cédigo
de convolucién. Tal condicion la cumplen las matrices minimales. Demos el concepto de matriz

minimal

DEriniciON 3.10. Sea G una matriz generadora polinomial de un (n, k)-cédigo de convoluciéon

sobre F(z). G es minimal si

gr.(G) = min{gr, (UG) | U € GL(F(2)), UG € M (Flz])}.

El encontrar todas las matrices que nos generen un cédigo de convolucién se convierte en una
laboriosa tarea. Por lo que, la siguiente proposicion nos facilita el trabajo al verificar si una matriz

es minimal.

ProposiciON 3.22. Sea G una matriz generadora polinomial de un (n, k)-codigo de convolucion

sobre F(z). Se satisface que G es minimal si, y solo si, es bdsica y reducida.

DEMosSTRACION. Primero veamos que es suficiente que G sea minimal, para que sea bdsica y
reducida.
Para verificar que G sea bésica es equivalente a mostrar que, para todo elemento U en GL(F(z))
tal que UG € M;,(F[z]), se cumple que gr;,(UG) es mayor o igual que gr;,(G), esto se deduce del
Teorema 3.9(2).
Y para mostrar que G es reducida es equivalente a verificar que, para todo elemento U en GL;(F[z]),
se tiene que gr.,(UG) es mayor o igual que gr,,(G). En efecto, sea U un elemento de GL(FF[z]). Asi,
UG es un elemento de M,,,(F[z]), y dado que G es minimal, se concluye que gr..(UG) > gr..(G).

Resta verificar que para que G sea minimal es necesario que sea bésica y reducida. En efecto,
sea U un elemento de GL;(F(z)) tal que UG pertenece a M;,(F[z]), por mostrar que gr..(UG) es
mayor o igual que gr,.(G).

Observe que del Lema 3.4 se tiene que gr,.(UG) > gr;,(UG)., dado que G es basica, se deduce que
gre(UG) > gr;,(G). Més ain, como G es reducida, se deriva que g7, (UG) > gr..(G). O
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Esempro 3.23. La matriz del Ejemplo 3.11 es minimal, pues es basica y reducida.
EsempLo 3.24. La matriz del Ejemplo 3.13 no es minimal, pues aunque es bésica, no es reducida.
EsempLo 3.25. La matriz del Ejemplo 3.14 no es minimal, pues no es basica aunque si reducida.
EsemprLo 3.26. La matriz del Ejemplo 3.15 no es minimal, dado que no es bésica ni reducida.

OBSERVACION 3.11. Si definimos a las matrices minimales de los c6digos de convolucién sobre
F[z] de manera andloga en cdmo lo hemos hecho en la Definicién 3.10, entonces es lo mismo
etiquetar como matriz minimal que como matriz reducida a las matrices generadoras de codigos de
convolucién sobre F[z]. Por lo que solo nos quedaremos con la etiqueta de matriz minimal cuando

hablemos de las matrices generadoras de c6digos de convolucion sobre F[z].

DErnicION 3.12. Sea G una matriz generadora polinomial de un (n, k)-cédigo de convolucion

sobre F[z]. G es minimal si gr;,(G) = gr, (G).
Esempro 3.27. La matriz del ejemplo 3.1, no es minimal.

Esempro 3.28. La matriz del ejemplo 3.6, es minimal.

En general, un cédigo de convolucion sobre F(z) puede tener diferentes matrices minimales,
sin embargo, todas estas matrices comparten algunas caracteristicas, por ejemplo, algunas de ellas

se enuncian en los siguientes teoremas, cuyas demostraciones son sencillas:

TeoREMA 3.29. Sean G y G’ matrices generadoras polinomiales de un (n, k)-codigo de convo-
lucion sobre F(z) donde G es minimal. Sean los conjuntos {ey, ..., e} y{fi,..., fx} consistentes de
los grados por renglon de estas matrices, respectivamente, tales que e; < ... < e,y fi < ... < f

Se cumple que e; < f; paratodai=1,..., k.

TeoreMA 3.30. El conjunto de grados de los renglones de las matrices minimales es el mismo

para cualquier (n, k)-coédigo de convolucion sobre F(z).

Debido a este ultimo teorema, es que podemos decir que el conjunto de grado de los renglones
de las matrices minimales es invariante para un (n, k)-cédigo de convolucién sobre F(z). Es por eso

que damos la siguiente definicion:

DEeriNiciON 3.13. Sean C un (n, k)-c6digo de convolucion sobre F(z). Los indices de Forney
de C forman el conjunto {ey, ..., e;} donde ¢; es el grado del i-ésimo renglén de cualquier matriz

generadora minimal de C,coni=1,...,k, talque e; < ... < ¢,. La memoria de C es ¢y.

Esempro 3.31. El indice de Forney del (3, 1)-c6digo de convolucién sobre F(z) del Ejemplo 3.11

es 3. Y tal cddigo de convolucién tiene memoria 3.
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Al igual, que los cdédigos sobre F(z), se cumple en los cddigos sobre F[z] que las matrices
minimales tienen el minimo grado para sus renglones respecto a otras matrices generadoras. Y
es por ello que definimos los indices de Forney de los codigos de convolucion sobre F[z] como
el conjunto ordenado de los grado de los renglones de las matrices minimales que los generan.
Ademas de que se define la memoria de un cédigo de convolucién sobre F[z] como el mayor de sus
indices de Forney.

Y como es claro, se tiene que el grado de un cddigo de convolucidn es la suma de sus indices
de Forney. Por lo que se ha dado una manera mas sencilla de estimar este parametro. Por otro lado,
la memoria indica el ndmero de palabras informacidn necesarias para dar una palabra del c6digo
de convolucioén.






Lineas Abiertas de Investigacion

Todavia queda mucho por hacer en cdédigos lineales y codigos de convolucion, esta tesis ha
aportado algunas ideas y contribuciones. Otros aspectos esperan ser resueltos, estd seccion enumera

algunas ideas que considero pueden servir de punto inicial de partida para su planteamiento.

En la tesis aporte el concepto de codigos lineales que extiende a los cddigos lineales clésicos.
Al considerar los cddigos lineales como submoédulos de médulos libres de rango finito sobre anillos
finitos, ademads de considerar la dimension de tales c6digos como la longitud del cdigo visto como
modulo sobre el anillo finito. Es por ello que una primera linea de investigacion, es extender lo mds

posible estds definiciones y que sigan siendo compatibles con la teoria existente.

Ademas, proporcione una generalizacion a la ya conocida cota de Singleton, dandola en térmi-
nos de longitud de modulos. Sin embargo, uno pensaria que es posible tomar como linea de in-
vestigacion el mejorar esta cota, pero di ejemplos de cédigos lineales que satisfacian la igualdad
en tal cota. Por lo que seria mds prudente proponer una distancia que generalice la distancia de
Hamming que se enuncid, intentando con esto, proponer nuevas relaciones entre los parametros de

los codigos lineales.

Respecto a los cddigos de convolucion, también plante una generalizacion de estos, con respec-
to a los ya anteriormente establecidos. Al hacer este planteamiento, s6lo extendi los parametros de
longitud y rango de asi como la matriz generadora de estos, falta atn extender los demas pardme-

tros, por ejemplo, el grado.
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APENDICE A

Teoria de Modulos en Breve

En este apéndice se dardn las definiciones de producto directo de modulos asi como la suma
directa de modulos para con ello dar el concepto de modulos libres y su rango, también se de-
mostraran las propiedades de producto tensorial que se utilizaron en algunas demostraciones del
capitulo 2. Ademads en este apéndice se concretard el concepto de longitud de un médulo sobre un
anillo y se aduciran algunas propiedades que se cumplen en mddulos de longitud finita. Para mas
detalles, ver (1; 10).

Durante el apéndice, A es un anillo.

1. Producto Directo y Suma Directa de Médulos

En esta seccidn veremos que a partir de una familia de médulos sobre el mismo anillo se cons-
truye un nuevo modulo sobre el anillo dado, esta construccion estd basada en el concepto del pro-
ducto cartesiano de conjuntos. Ademads exhibiremos un submodulo particular del producto directo
de mdédulos llamado suma directa de dichos médulos. Atin mds se demostrardan las propiedades

universales tanto del producto directo como de la suma directa.

DEeriNICION A.1. Sea (M,);c; una familia de A-mddulos con 7 un conjunto no vacio. El producto

directo o simplemente producto de los M;’s es el conjunto
{(mi)iell m; € M;, paratodai e I},
que denotaremos por [ [,c; M.

De una manera natural se tiene que ([ [,; M;, +, @) es un mddulo sobre A con la adicién + y la

multiplicacién e definidas por:

+: [l Mix[liagM;i — [l M;

((mi)iel, (mﬁ)iez) = (Mg + (M))ier = (M + m))ie.

o: AX[ligM; — [liaM,
(a, (m;)icr) = a e (m)icr = (a-miy.
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Por ejemplo verifiquemos que la multiplicacion e estd bien definida.
Sean (a, (m;)ier) y (@, (m;);cy) elementos de (A X [, M;) tales que (a, (m;)ie;) = (@', (m));er). Asia =
a’ym; = m] paratodai € I. Por lo que para toda i € I se cumple que a - m; = a’ - m;. Por lo tanto,

(a-m)er = (a- m;)iel-

ProprosicION A.1. Sea (M;)c; una familia de A-médulos con I un conjunto no vacio. Para cada
j €1, la aplicacion
7Tj . Hiel Mi e M/
(m;)ier — ﬂj((mi)iel) =m;
es un morfismo sobreyectivo de A-modulos. A r; se le llama la proyeccion del producto [];c; M; a

la componente M, y a (1) je; se le llama familia de proyecciones de [];c; M;

TeoreMA A.2. Propiedad Universal del Producto Directo de Modulos.
Sea [1;c; M; el producto de la familia (M;),c; de A-médulos con I un conjunto no vacio y sea la
familia de proyecciones (1) je; de | ];c; M.
Si N es un A-médulo con una familia de morfismos de A-mddulos (p;)jer donde p; : N — M;
para toda j € I, entonces existe un tinico morfismo de A-modulos ;c;p; : N — [];e; M; tal que

njolligp; = pjparatoda j € 1, es decir, para toda j € 1, el siguiente diagrama es conmutativo:

N

' Pj
[ierp; |
y O

Hie] M,; T> Mj

DemosTrACION. Consideremos la siguiente funcién
Wigpi: N — [l M;
n =l pi (1) = (pin))ier-

Es inmediato que Il;;p; es un morfismo de A-médulos. Mds atn, para toda j € I se sigue que
njolligp; = pj. En efecto, sean € N.

T ‘/(Hielpi(n))
ﬂj((Pi(”))iel)
= D j(”l)-

;o e pi(n)

Lo que queda por verificar es que Il p; es tnica. Esto es, para todo g € Homa(N, [],c; M;) tal que

mjog = p;paratoda j € I, se tiene que g = [];; p;. Consideremos un tal g, se sigue que para todo
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neN:

(7 (8(1))) jer
= (mjog(n)je

g(n)

= (m j© e pi(n)) jel
= (nj(ILigrpi(n))) jer
= ILepi(n).
Asi g(n) = [1,e; pi(n) paratodo n € N. Por lo tanto, g = [, pi- O

Una caracterizacion de la propiedad universal del producto de modulos es la siguiente:

ProposiciON A.3. Sean (M;);c; una familia de A-modulos con I un conjunto no vacio y N un
A-modulo. Los A-modulos Homa(N, [1,e; M) y [ 1, Homa(N, M;) son isomorfos.

DEMOSTRACION. Sea la familia de proyecciones (1) je; de [];c; M;.

Considere la asignacion ¥ dada por:
¥: Homa(N, [lig M) — [l Homa(N, M;)
¢ = W) = (7 0 e
Por demostrar que W esté bien definida. Sean ¢ y ¢ elementos de Homu (N, [ [,; M;) tales que ¢ = ¢,

por demostrar que Y(¢) = Y(¢), es decir, que para toda i € I se tiene que 7; o ¢ = m; o ¢. En efecto,

seani€ lyn e N, asi

7 ()
= 7(d(n)
= (mo$n).

Se sigue que ¥ es A-lineal pues la operacidon composicion lo es. Ademas ¥ es inyectiva, pues
ker(‘I’) = {OHomA(N,H,-ez Mi)}' En efecto, sea Qe HomA(N, Hie[ Ml)

(7 o @)(n)

peker(Y) e Y(¢) = 0p,, Homav,my

& (0 0)iecr = (OHoma.M)ier
7ti © @ = Ogom,(v.m,)> paratodai € [
(7m; 0 @)(n) = 0y, paratodan € Ny paratodai € [
mi(p(n)) = Oy, paratodai € [ 'y paratodan € N
¢(n) = Oy, m;» paratodan € N

¢t ¢ ¢ ¢ ¢

@Y= OHOmA(N’HiEI M;)-
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Por otro lado, ¥ es sobreyectiva por la propiedad universal del producto. En efecto, sea (f;)ic;
elemento de [[,.; Homa (N, M,), existe [],c; f: elemento de Homa (N, [],e; M;) tal que mio[ [, fi = f:
para toda i € I. Por lo tanto, W([[;c; f;) = (i o [Lic; f)ier = (fi)ier- O

Un submddulo particular del producto directo de modulos es la suma directa, veamos cOmo se
define.

DEerINICION A.2. Sea (M;),; una familia de A-mddulos con I un conjunto no vacio. La suma

directa de los M;’s es el siguiente subconjunto del producto [[;c; M;:

{(m,-),-el € 1_[ M,-' m; =0y, paratodai€l—JdondeJ C/ ﬁnito},
iel

que denotaremos por €., M;.

Se tiene que EBI.E[ M; es un A-submoédulo de ([ [,; M;, +, ).

ProposiciON A.4. Sea (M;)c; una familia de A-médulos con I un conjunto no vacio. Para cada
j €1, la aplicacion
Lj: Mj — @ielMi
m sii=],
m = Lj(m) = (m;)ic; donde m; = .. / .
Oy, siiel—{j}.
es un morfismo inyectivo de A-mddulos. A i se le llama la inclusion de la componente M; en la

suma directa ®ie;M;, y a (t;) je; se le llama familia de inclusiones en @, M;.

TeoREMA A.5. Propiedad Universal de la Suma Directa de Modulos.
Sea ®;c;M; la suma directa de la familia (M;);c; de A-médulos donde I es un conjunto no vacio con
la familia de inclusiones () je; en ®ie;M;.
Sea N un A-mddulo con una familia de morfismos de A-modulos (f;)je; donde f; : M; — N
para toda j € I, entonces existe un tinico morfismo de A-modulos ®ic;f; : ®ic;M; — N tal que
(@ic1fi) o tj = fj para toda j € I, es decir, para toda j € I se tiene que el siguiente diagrama es
conmutativo:

M;

i Ji
4
O

DietM; ——> N

ielfi

DemostrAcION. Con la notacion del teorema, consideremos la siguiente asignacion:
@ic1fi© SeaM; — N
(mdier > ®Bierfi (M)ier) = Zier fi(m;).
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Es inmediato que ®;c; es un morfismo de A-mddulos. M4s aun para toda j € I se cumple que

(®@ier fi) o tj = fj. En efecto, Seam € M}, se cumple que

((Bier fi) 0 1j)(m) = Bier f; (1(m))

sin embargo ¢;(m) = (m;)e; donde m; = my m; = Oy, paratodai € I —{j}. Asi @ic;fi (M))ier) =

fi(m). Por lo tanto, (@;erf;) o t;)(m) = f;(m).
Falta verificar que ®;¢; f; es unica, es decir, que para toda g € Hom (®;e;M;, N) tal que got; = f; para

toda j € I, se cumple que @, f; = g. En efecto, sea g con tales caracteristicas y sea (m,);c; € ®;c;M,,

8(Zierti(m;))

= Zie8(i(my))

= (g o u)(m;)

= Lierfi(m;)

= Zier(Dier fi 0 1:)(m;)
= Ziet(@jer fiti(my))
= (@ier i) Ziesti(my))
= (®ierfi)((M)ien)-

8((my)ier)

La propiedad universal de la suma de mddulos tiene una caracterizacion dada en la siguiente

proposicion:
ProprosiciON A.6. Sean (M;);c; una familia de A-modulos con I un conjunto no vacio y N un

A-modulo. Los A-modulos Homa(®;e;M;, N) y [ |;e; Homa(M;, N) son isomorfos.

DEMOSTRACION. Sea la familia de inclusiones (¢)) je; en @ M;.

Considere la asignacién ® dada por:

®: Homp(®iesM;, N) —> [, Homa(M;, N)
Y B O(p) = (¢ 0 t)ier

Por demostrar que @ estd bien definida. Sean ¢ y ¢ elementos de Hompu (@, M;, N) tales que ¢ = ¢,

por demostrar que O(¢p) = O(¢), es decir, que para toda i € [ se tiene que ¢ o ¢; = ¢ o ;. En efecto,
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seani € I 'y x € ®;;M;, asi

(@ o1)(x) @(4i(x))
P(i(x))

(¢ 0 1) (x).

Aun mas @ es A-lineal pues la operacion composicion lo es. También @ es inyectiva, dado que
ker(®) = {Ogom, @M.~ )- En efecto, sea ¢ € Homa (®;e;M;, N).
g eker(®) & O(¢) = Oy, Homa .M
€ (¢ o tier = (Onomy,.3))iel
¢ 0 t; = Opiom,(M;,N), Paratoda i € 1
(¢ o t;)(m;) = 0y, para todam; € M; y paratodai € [
@(ti(m;)) = 0y, para todam; € M; y paratodai € I

@((m;)icr) = Opy,, para toda (m;)ic; € ®iesM;

¢t ¢ ¢ 30

$= OHOHIA (®ierM;,N)+

Por otro lado, ® es sobreyectiva por la propiedad universal del producto. En efecto, sea (f;)ic;
elemento de [[;.; Homa (M;, N), existe @;c; f; elemento de Homa (®,; M;, N) tal que (®ic;f) o t; = f;
para toda i € I. Por lo tanto, ¥Y(®ic; /) = ([ Lies ) © t)ier = (fi)ier- O

OgservaciON A.3. Con la notacién anterior, claramente se concluye que si / es un conjunto

finito, entonces [[;¢; M; = @ie ; M;, para toda familia de A-médulos (M;),e; indexada por 1.

2. Modulos Libres

En esta seccion definiremos los modulos libres y sus rangos. Ademas demostraremos que cuan-

do el rango es finito este es Unico.

Los moédulos libres salvo isomorfismo es una clase particular de la suma directa de médulos.
En efecto, si (M,);c; es una familia de A-mddulos con 7 un conjunto no vacio, tal que M; = A para
toda i € I, entonces en este caso especial la suma directa se denota por A?), M4s atn, si I es un
conjunto finito de cardinal n con n € Z,, entonces A se denota como A". Por convencién A% es el

modulo cero. Esto da pie al concepto de médulos libres:

DEerFINICION A.4. Sea M un A-médulo. M es libre si es isomorfo a A donde I es un conjunto.
Ademads, a la cardinalidad del conjunto / se le conoce como rango del médulo libre. Si la cardina-

lidad de I es finita se dice que el mddulo libre es de rango finito.
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Una caracteristica suave de los mddulos libres es el hecho de que dos mddulos libres de rango

finito son isomorfos si, y s6lo si, tienen el mismo rango. Esto lo demostraremos a continuacion.

ProposicioN A.7. Sean M y N modulos libres sobre A de rango finito m y n respectivamente. Se

cumple que M y N son isomorfos si, y solo si, los enteros n' y m son iguales.

DEmosTRACION. Basta con mostrar que A™ =4 A" si, y sélo si, m = n.
La condicion de necesidad claramente se cumple. Basta verificar la condicién de suficiencia de la
afirmacion.
Sea m € Max(A). Al tensorizar con el campo A/m se preserva el isomorfismo, es decir
A A
A"®y — = A"®, —
m m
Dado que la suma directa es compatible con el producto tensorial, se tiene que
A\" A\
(ront] = fron )
m m

El producto tensorial de cualquier A-modulo con el anillo A como A-mddulos es isomorfo al médu-

() =(5)

La dimension de espacios vectoriales es tnica, por lo tanto, m = n. O

lo. Por lo que tenemos que

De esta proposicion se concluye que el rango esta univocamente determinado en los médulos

de rango finito.

3. Producto Tensorial en Breve

En el capitulo 2, se ha mencionado el producto tensorial y se ha utilizado en algunas de sus
propiedades, en esta seccion se dardn las demostraciones de tales propiedades usadas. Para ello se

seguird lo desarrollado por Atiyah en (1).

DEernicION A.5. Sean M y N A-mddulos. El producto tensorial de M con N sobre A es el

A-modulo cociente
A(MXN)

@’

donde
(m + m,a n) - (ma f’l) - (m’an)
I' = (m,n+1') = (m,n) = (m, ') mm €M, nn” e N, L€ A
(Am,n) — A(m, n)
(m, An) — A(m, n)

Tal A-modulo se denota como M ®4 N.
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El producto tensorial de mdédulos permite reducir el estudio de las aplicaciones bilineales a sélo

el estudio de aplicaciones lineales. Demos entonces la definicion de aplicacion bilineal.

DEerINICION A.6. Sean P, Q' y R A-mddulos. Una aplicacién y : P X Q — R es A-bilineal si para
toda (p, g) € P x Q las siguientes aplicaciones son A-lineales

Xp - 0 — R
s xp(s) = x(p,s),

Xq: P — R
s P xg(s) = x(s5,9).
El A-mddulo de las aplicaciones A-bilineales de P X Q en R se denota por Bila(P X O, R).

ProposicioN A.8. Para todo A-modulos M y N existe una aplicacion A-bilineal, dado por

0: MXN — M@y N

(m,n) +— O(m,n)=men.

Tal 6 es llamada aplicacion A-bilineal canénica de M X N en M ®4 N.

El siguiente teorema es la Proposicion 2.12 de (1).

TeorREMA A.9. Propiedad Universal del Producto Tensorial.
Sean M y N modulos sobre A. Considere el par (M X4 N, 0) donde 6 es la aplicacion A-bilineal
canonica de M X N en M ®4 N.
Para cada par (P, f) donde P es un A-modulo y f € Bila(M X N, P), existe una aplicacion A-lineal

tinica ]?: M Q@4 N — Ptal que [ = fo 0, es decir, el siguiente diagrama es conmutativo:

M XN

| N

M®AN—A—>P
f

Ademds (M X N, 0) es el uinico par salvo isomorfismo que satisface esta propiedad.

La siguiente proposicion se da como consecuencia de la propiedad universal del producto ten-

sorial.

ProposicioN A.10. Sean M, N y P modulos sobre A. Se cumple que los A-modulos Homa (M ®,
N, P) y Bilo(M X N, P) son isomorfos.
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DEemosTrACION. Consideremos la siguiente asignacion:

®: Hompa(M ®4 N, P) —> Bils(M X N, P)
: M® N — P Op): MXN — P
(g
men +— @(mQn) (m,n) > DO(p)(m,n) =@(m®e n)

Es facil demostrar que ® estd bien definida, por ejemplo el hecho de demostrar que ®(¢) es A-
bilineal para toda ¢ € Homa(M ®4 N, P). En efecto, sea ¢ € Homa(M ®4 N, P).
Seanm € M y n € N, las siguientes aplicaciones son A-lineales pues ¢ lo es:

o), N — P
n = O(e)y(n) = d(p)m,n) = p(m e n),

O(p),: M — P
m = O(p),(m) = P(p)(m,n) = p(m @ n).
Es inmediato que @ es A-lineal. Basta mostrar que @ es biyectivo.

Primero mostraremos que ® es inyectivo, esto se sigue de que ker(®) = Oyom,me,n.p)- En efecto,
sea ¢ € Homp(M ®,4 N, P)).

¢ € ker(®) & D(¢) = Ogil,mxn,p)

Se tiene asi que paratodom®n € M ®4 N, ¢(m ® n) = 0p. Por lo tanto, ¢ = Oom, (m,Homs(N,P)-
Por otro lado @ es sobreyectivo por la propiedad universal del producto tensorial O

No tan s6lo Bily (M XN, P) es isomorfo a Homa(M®,4 N, P) para todo A-mdédulos M, Ny P, sino
también Bils(M X N, P) es isomorfo a Homa (M, Homu (N, P)), esto se demuestra en la siguiente

proposicion.

Proposicion A.11. Sean M, N y P modulos sobre A. Se cumple que los A-modulos
Homu (M, Homa (N, P)) y Bila(M X N, P) son isomorfos.

DemosTrACION. Consideremos la siguiente asignacion:

® : Homu (M, Homu(N, P)) —> Bila(M X N, P)
¢: M — Homu(N, P)
em): N — P
no = pm)(n)

D(p): MXN — P
(m,n) > O(p)(im,n) = p(m)(n)

Con sencillas operaciones es facil demostrar que ® estd bien definida, por ejemplo el hecho de
demostrar que ®(¢) es A-bilineal para toda ¢ € Homa (M, Homu (N, P)). En efecto, sea



60 A. TEORIA DE MODULOS EN BREVE
¢ € Homa (M, Homu (N, P)). Sea m € M, la aplicacion siguiente es A-lineal pues ¢(m) lo es:

Oy, N - P
no = O(p)u(n) = O(e)im,n) = @im)n).
Sean € N, la aplicacidn siguiente es A-lineal pues ¢ lo es:
(@), M — P
m = D(p),(m) = ©(p)(m,n) = e(m)(n).

Es inmediato que ® es A-lineal. Basta mostrar que @ es biyectivo.
Primero mostraremos que ® es inyectivo, esto se sigue de que ker(®) = Opom, (m.Hom, v, p)- En efecto,
sea ¢ € Homa (M, Homu (N, P)).

¢ € ker(®) & D(¢) = Ogii,mxn,p)

Se tiene asi que para todo (m,n) € M X N, ¢(m)(n) = Op. En particular, para toda m € M, se tiene

que ¢(m) = Oxom,v.p)- Es asi que ¢ = Opom, (s, Homa (N, P))-
Sélo falta demostrar que ® es sobreyectivo. Esto es que para toda ¢ en Bila(M X N, P), dar ¢
elemento de Homa (M, Homu (N, P)) tal que ®(¢) = ¢, veamos que se cumpla. Sea ¢ elemento de

Bilo(M X N, P), considere la siguiente asignacion

¢: M — Homa(N,P)
om): N — P
n = @(m)n) =y(m,n).

Se tiene que ¢ es A-lineal debido a que y es A-bilineal y ain més se tiene que @(¢p) = . O
A consecuencia de las Proposiciones A.10 y A.11, se tiene la siguiente proposicion.

ProposicioN A.12. Sean M, N y P modulos sobre A. Se cumple que los A-modulos Homp (M ®,
N, P) y Homa (M, Homa (N, P)) son isomorfos.

El siguiente Lema es la técnica a utilizar en la demostraciones de las siguiente proposiciones.

Lema A.13. Sean M, N médulos sobre A. Se cumple que M es isomorfo a N si, y solo si, los

A-modulos Homa (M, P) y Homu (N, P) son isomorfos para todo A-modulo P.

Cuando se realiza el producto tensorial de un A-médulo N con el anillo A no es simplemente

mas que el médulo N.

ProposicioN A.14. Sea N un A-médulo. Se tiene que A ®4 N es isomorfo a N.
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DEemosTrACION. Considerando al médulo M como A en la Proposicion A.12, se tiene que para
todo A-médulo P, Homa(A ®4 N, P) =, Homa (A, Homa (N, P)). Mas atin, Homa (A, Homu (N, P))
es isomorfo a Homy (&, P). Por lo tanto, Homa (A ®4 N, P) =4 Homa (N, P) para todo A-médulo P,

por el Lema A.13 se tiene que A ®4 N es isomorfo a N. O

Otra propiedad del producto tensorial es que es compatible con la suma directa. Esto es lo que

demuestra la siguiente proposicion:

ProposicioN A.15. Sean {N,}ic; una familia de A-moédulos con I un conjunto no vacio y M un
A-modulo. Los A-médulos M @, (®ic;N;) y ®ic;(M X4 N;) son isomorfos.

DEMOSTRACION. Debido al Lema A.13, basta mostrar que para todo A-moédulo P, los A-mdédulos
Homu (M ®4 (@ic;N;), P) y Homa (®ic;(M X4 N;), P) son isomorfos. En efecto, sea P un A-mdédulo.
Homy (M ®, (@e;N;), P) =4 Homa(M, Hom(®;N;, P))

=, Homa (M, Il;c; Homu(N;, P))
=4 Ilies Homa (M, Homa (N, P))
~, Il Homs(M ®4 N;, P)
=, Homy(®;;(M ®4 N;), P).

Por el Lema A.13 se tiene que M ®, (®;c;N;) Y ®ic;(M X4 N;) son isomorfos como A-mddulos. O

4. Longitud de un Moédulo

En élgebra conmutativa, la longitud de un médulo sobre un anillo es una medida del “ta-
maiio”’del médulo sobre el anillo. La longitud de un médulo sobre un anillo es una generalizacién

del concepto de dimensidn para espacios vectoriales.

DeriNiciON A.7. Sea M un A-médulo. Una cadena de submodulos de M es una sucesion finita

Oub=Mo G M\ &...G M, =M
con 7 un entero no negativo.

Recordemos que un A-médulo M no nulo es simple cuando sus unicos submddulos son los

triviales, es decir, {0y} y M. Con esto podemos dar la siguiente definicion.

DEeriniciON A.8. Sea M un A-mddulo. Una serie de composicion de M es una cadena de submédu-

.....
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M;/M;_; es un A-mddulo simple para todo i € {1,...,n}. Diremos que la longitud de esta serie de

composicion es n.

Como los A-submddulos de M;/M;_; se corresponden biyectivamente con los A-submédulos de
M; que contienen a M;_;, el que M;/M;_; sea simple equivale a que no existe un A-mddulo N tal
que
Mi.y G NG M,
Por lo tanto, que una cadena de submddulos sea una serie de composicion equivale a decir que no
podemos anadirle més “eslabones”. Es por esto que es posible dar la definicion de longitud de un

modulo.

DEerINICION A.9. Sea M un A-mdédulo. M tiene longitud infinita sobre A si no existe una serie de
composicion de M. En caso contrario, M tiene longitud finita sobre A y la longitud de M sobre A es
el minimo de las longitudes de las series de composicion de M. Denotamos por £4(M) la longitud
de M sobre A.

OBSERVACION A.10. Para todo A-médulo M. £4,(M) € Z, U {oo}.

Es natural preguntarse como se comporta la longitud de un submoédulo con respecto a la longitud

del médulo al que pertenece. La siguiente proposicion nos da la respuesta.

ProposicioN A.16. Sean M un A-modulo y N un A-submdédulo de M. Se satisface que
CA(N) < €4(M). Mds atin, £4(N) = €4(M) si, y solo si, N = M.

DEemosTRACION. Si M es de longitud infinita sobre A, entonces se sigue el resultado. Por lo que

podemos suponer que £4(M) = n para algin n € Z,. Si n = 0, entonces se cumple lo deseado.

.....

.....

paratoda i € {0, ..., n}, cuampliéndose que
Out=No &GN &...& N, =N.
Dado que N; es un A-submoédulo de M; paratoda i € {0, ..., n}, se tiene que para todai € {1,...,n}

N; M;
—— es A-submodulo de .
i—1 i—1

Seaie{l,...,n}. Como M;/M,_, es simple, se sigue que

. Ni
N; = N;_4 O — =
Ni_
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Asi N;/N;_; es un A-médulo simple siempre que N; # N;_j coni € {1,...,n}. Por lo tanto, se induce

una serie de composicion para N de longitud menor o igual que n. Asi, £4(N) < €4(M).

Si €4(N) = £4(M), entonces N;/N;_; = M;/M;_, paratodai € {1,...,n}. Conello N; = M, para
todai € {1,...,n}. En particular, N = M. |

Si recordamos hemos definido a la longitud de un médulo en términos de las longitudes de
sus series de composicion, la siguiente proposicion nos permite redefinir la longitud de un médulo

cuando esta es finita, pues todas las series de composicion tendran la misma longitud.

ProposiciON A.17. Sea M un A-médulo de longitud finita. Toda serie de composicion de M tiene

la misma longitud.

DEMOSTRACION. Suponga que M tiene al menos una serie de composicion, asi M es de longitud

.....

de M. Por la Proposicién A.16, se tiene que
0= fA(Mo) < fA(Ml) <...< fA(Mr) = fA(M)

Lo que implica que r < £4(M), por otro lado £4(M) < r. Por tanto r = {4(M). O

Ahora bien, sabiendo la relacion dada por el Teorema de la correspondencia de Mdédulos Co-
ciente, deseariamos saber si existe relacion entre la longitud de un médulo cociente con respecto a
la longitud del mdédulo que aparece en el numerador de tal cociente. Es por eso que enunciamos y

demostramos la siguiente proposicion.

ProposicioN A.18. Sean M un A-modulo y N un A-submodulo de M. £4(M/N) < €4(M).

DemosTRACION. Si M es de longitud infinita sobre A, se satisface lo deseado. Asi, podemos
suponer que {4(M) = n para alginn € Z,.
Si N es el médulo nulo, entonces se tiene la igualdad. Por lo que, consideraremos que N # {0y}
Con ello se tiene que M # {0y,}. Asin > 0.

.....

.....

A-submoédulos de M que contienen a N tal que
N=McM &..cM_,=M

donde M;. = M. ; paratoda j € {0,...,n — k}. Mas atn, M;./M;._1 es simple para j = 1,...,n — k.

Por el Teorema de la Correspondencia de Médulos Cociente, se sigue que (M;./N) jel0...n—k) €8 una
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serie de composicion para M/N, asi

’ ’

N_Mo; 2 ¢ ng’l—k_M
- N N .« .. N - N-
Por lo que tenemos que £4(M/N) < (n — k) < £4(M). O

Hasta el momento hemos mostrado que la longitud se comporta de manera noble, acaso serd po-
sible que la longitud sea compatible con las sucesiones exactas. Tal respuesta la da la proposicion
siguiente:

@ B
TeorReMA A.19. Sea ( N M L 0 una sucesion exacta de A-mddulos.

M es de longitud finita sobre A si, y sélo si, N y L son de longitud finita sobre A. Cumpliéndose en
este caso la relacion €4(M) = £4(L) + €4(N).

DEMOSTRACION.

&) Supongamos que N y L son de longitud finita sobre A. Por demostrar que M es de longitud

finita sobre A. Digamos que la longitud de N sobre A es r mientras que la longitud de L

..........

tanto
O} =Ng &GN &...&GN, =N

O}=LoGLi&...& L= L.

Con ello, se tiene que

O} =aNo) S a(N) G ... CaN)CB L) G...e B (L)=M

implica una serie de composicién de M, puesto que B~'(L;)/a(N,) = B~ '(L,)/ kerB es
simple. Luego €a(M) = r +t = €o(N) + €4(L).

=) Supongamos que M es de longitud finita sobre A. Por demostrar que N y L son de longitud
finita sobre A. Como « es inyectiva, se cumple que N = a(N) € M, asi por la Proposicion
A.16 se tiene que £4(N) < €4(M). Por lo tanto N es de longitud finita sobre A. Por otro
lado L = M/ ker B asi €4(L) = £4(M/ ker B), y por £4(M/ ker B) < £4(M) por la Proposicion
A.18. Asi L es de longitud finita sobre A.

Cororario A.20. Sea N un A-submédulo de un A-médulo M tal que M es de longitud finita.

(0 = L) + 6 (3.
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DEemosTrACION. Aplicando el Teorema A.19 a la sucesion exacta natural de A-mddulos

0 N M o 0
se tiene que £4(M) = €4(N) + €4 (M/N) O

Ahora nos es posible determinar la longitud de mddulos libres, veamos como.

Lema A.21. Sea n € N. Si €4(A) es finita, entonces €4(A") = nla(A).

DEemosTRACION. La demostracion se seguird por principio de induccién sobre n.

» Sean = 1. Claramente se cumple que £4(A') = 1£4(A).

= Témese por hipdtesis de induccion cuando n = s para s € N. La afirmacion €4(A%) = s€4(A)
se cumple. Verificar para s + 1

» Sean = s+ 1. Por demostrar que £4(A**!") = (s + 1){4(A). Se tiene la siguiente sucesién
exacta natural

0—A——4A* —A"—0

y por el Teorema A.19 se tiene que £4(A°™!) = £4(A)+£4(A%). Por la hipétesis de induccién
se sigue que £4(A*Y) = £4(A) + s€4(A) = (s + 1)l4(A).

O

La siguiente proposicién permite caracterizar a los campos en terminos de su longitud sobre

ellos mismos.
Lema A.22. Sea A un anillo. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. A es un campo.

2. La longitud de A sobre A es uno.

DEMOSTRACION. Primero mostremos que es suficiente que A sea un campo para que £4(A) sea
igual a uno.
En efecto, si A es un campo, entonces {04} es un ideal maximal de A, implicando con ello que
solamente se puede construir una serie de composicion de A de longitud uno.
Ahora, verifiquemos que para que A sea campo es necesario que £4(A) = 1.
Supongamos que £4(A) = 1. Por lo tanto, A tiene una serie de composicion de longitud uno, tal serie
debe tener la siguiente forma {04} C A, donde A/{0,} es un A-mddulo simple. Consecuentemente,

{04} es un ideal maximal de A. Por lo tanto, A es un campo. O






APENDICE B

Espacio de Zariski de un Anillo en Breve

En el Teorema 3.12 se emplearon algunos conceptos de geometria algebraica, tales conceptos

seran detallados en este apéndice. Para mas detalles se pueden consultar (7; 13).

A cada ideal I de un anillo A le asociaremos un conjunto V(I), obteniendo asi una familia de
conjuntos que cumplird las condiciones requeridas para una topologia sobre el espectro de A, que
sabemos es el conjunto de todos los ideales primos de A y que denotamos por Spec(A). Por lo tanto,

Spec(A) serd un espacio topoldgico.

DEriniciON B.1. Sea 7 un ideal de un anillo A. El conjunto de ideales primos de A que contienen
a I ser4 denotado por V().

Con las notaciones dadas en la definicion anterior, enunciaremos algunas propiedades que sa-

tisfacen los elementos de la familia {V(/) | I es un ideal de A}.

Lema B.1. Sea A un anillo. Se cumple lo siguiente:

1. 0 = V(A).
2. Spec(A) = V({04)).

3. Para todo conjunto A no vacio que parametriza a una familia (I),ca de ideales de A.

ﬂ V() =V [Z Iﬂ) :

AeN AeA

4. Sean 1y J ideales de A. Se tiene que

VUJ)=VUI)uVJ)=VUNJ).

DEMOSTRACION. 1) Supongamos que V(A) es distinto del vacio. Asi, existe un ideal primo
p de A que contiene a A, por lo tanto p = A, absurdo.
2) Como todo ideal primo contiene al ideal cero, se sigue que V({04}) = Spec(A).

3) Basta mostrar que para todo elemento p de Spec(A), se cumple que

pev[zh) epe ﬂvuﬂ).

AeA AeA
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En efecto, sea p € Spec(A).

pev[zh] & Y Lcp

AeEA AEA
& [, Cp, paratodad e A

& peV(,), paratodad € A
& pe( V.

AeA

4) Demostraremos las contenciones siguientes:
vVanJ) € V(J) € VIHUV(J) € VU NJ).
Sea p un elemento de Spec(A).
pevVdnlJ) & INnJCp
= [JCp
= peVUJ).
Asi, V(I NnJ) € V(J). Por otro lado,
peVUJ) & I[JCp
= [ICpoJCp
= peV{) o pe V()
= peVU)UVJ).
Por lo tanto, V(IJ) € V(I) U V(J). Mas atn,
peVIHUV(J) & peVUI) o peV({J)
© ICqgoJCyq
= INJCp
= peVUnlJ).
Por lo que, V) UV(J) C VU N J).

O

Como consecuencia del Lema B.1, {Spec(A) \ V() | I es un ideal de A} es una topologia de
Spec(A), tal topologia es llamada la topologia de Zariski de A. Ademas, para cada ideal  de A,
diremos que V(1) es el cerrado de Zariski asociado a 1.

Los siguientes lemas son propiedades que satisfacen los cerrados de Zariski de Spec(A):
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Lema B.2. Seank e Ne ly,..., I ideales de un anillo A. Se cumple que
V(I] c Ik) = V(I]) Uu...uU V(Ik)

DemosTrACION. La demostracion se seguird por principio de induccién sobre k.

= Sik =1, entonces el resultado es claro.

= Supongamos por hipétesis de induccidn que para cada s en {1, ...,k — 1}, se tiene que
V(- 1) =V({) V... U V().
Por el Lema B.1(4), se cumple que
VU - Ldg) = VU ... L) UV yp)
Y aplicando la hipétesis de induccidn, se sigue que

V- L) = VUID) U ... UV U V().

Lema B.3. Sea I un ideal de un anillo A. V(I) es vacio si, y solo si, I es igual a A.

DEemosTrACION. La condicién de suficiencia claramente se cumple debido al Lema B.1(1). Resta
mostrar que si V(/) = (), entonces I = A.
Supongamos que I # A. Existe un ideal maximal de A que contiene a /. Debido a que todo ideal
maximal es un ideal primo, tenemos que existe un ideal primo de A que contiene a I, asi V(1) # 0,
absurdo. |






APENDICE C

Forma Normal Canonica de Smith de una Matriz en Breve

En los Teoremas 3.7 y 3.12 se hace uso de los factores invariantes de las matrices con coeficien-

tes en un dominio de ideales principales, es por ello que damos una aclaracion sobre tales factores

que se obtienen del siguiente teorema cuya demostracion se encuentra en (9, Teorema 3.8, pag.

181).

Proposicion C.1. Sea G una matriz de tamario k X n con coeficientes en un dominio de ideales

principales A. Existen unas matrices P € GLi(A) y Q € GL,(A) tales que

A ... 0
PGQ = e Opctr-o) ,
0 ... 4
O(k—q)xq O(k—q)X(n—q)
donde g es el rango de G y Ay, ..., A; son elementos de A.

Se llama forma normal canénica de Smith de G a la matriz PGQ. Y a los elementos A, ...

su diagonal se les llama factores invariantes de G.

Mds aun, los factores invariantes estdn dados por:

A = Ay
A, .
Ay = ——, paracada i=2,...,q.
Ay
donde A; es el mdximo comiin divisor de los i-menores de G, para toda i € {1,...,q}.
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