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P C  CḾ
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8. Código Dual 11
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Esta tesis se la dedicó a mis Padres, a quienes agradezco de todo corazón por su amor y ser mis
primeros maestros. Gracias por su esfuerzo, de toda una vida, para que yo me encuentre en el lugar
que estoy. Agradezco a mi familia por el apoyo que me brindan. A ti Salvador, que me animaste
dı́a con dı́a hasta lograrlo.

Agradezco al Dr. Mustapha Lahyane por haber confiado en mi persona, por su infinita pacien-
cia y por la dirección de este trabajo. A mi mesa de sinodales: Dr. Rolando Jiménez Benı́tez, Dr.
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Introducción

La información es una de las posesiones más valiosas de nuestra vida cotidiana. Sin embargo,
los medios usados para transmitir y almacenar la información nunca son perfectos, dando cabida
a errores, es por esto, que los códigos correctores, ver los trabajos (2; 8) y sus referencias, son un
elemento clave en la transmisión y almacenaje de la información.

En las últimas seis décadas, la investigación en las áreas relacionadas con la información ha
desarrollado una amplia gama de técnicas matemáticas sofisticadas que pretenden dar códigos co-
rrectores, para ser aplicados. Por ejemplo, se han planteado los códigos de convolución utilizados
para las transmisiones de misiones espaciales, los códigos de barras (por ejemplo, el código ISBN
para los libros), por tanto, hay una amplia gama de códigos por estudiar y mejorar.

Los códigos correctores abarcan diferentes clases de códigos, particularmente: los códigos li-
neales clásicos, ver la Observación 1.12, y los códigos de convolución, ver los trabajos (6; 11; 14;
4; 3).

Los códigos lineales clásicos se plantearon como subespacios vectoriales de espacios vecto-
riales sobre un campo finito. En este trabajo de Tesis se presenta, en particular, una manera más
general de considerarlos, tomándolos como submódulos de módulos libres de rango finito sobre un
anillo finito, estos serán etiquetados simplemente como códigos lineales, ver la Definición 1.11.

Los códigos de convolución fueron introducidos en 1955 por P. Elias (5), quien los formuló co-
mo una alternativa a los códigos lineales clásicos.

En 1970, G. D. Forney, Jr. (6) plantea los códigos de convolución desde el punto de vista
algebraico, al considerarlos como subespacios vectoriales sobre el campo de fracciones del anillo
entero de polinomios en una variable con coeficientes en un campo finito. Luego en 1993, R. J.
McEliece presenta su trabajo titulado “The Algebraic Theory of Convolutional Codes” (11), donde
complementa el trabajo (6) de G. D. Forney, Jr.

En 1996, J. Rosenthal, J. M. Schumacher y E.V. York proponen una manera diferente de ver a
los códigos de convolución, al tomarlos como submódulos de módulos libres de rango finito sobre
un anillo de polinomios en una variable con coeficientes en un campo finito, ver (14, Introducción,
párrafo 4, pág. 1881) .
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Esta tesis presenta también una generalización de los códigos de convolución al considerarlos
como submódulos de módulos libres de rango finito sobre un dominio de ideales principales, y se
pretende en la medida de lo posible extender sus parámetros fundamentales, ver las Definiciones
2.1 y 2.3, ası́, como sus matrices generadoras, ver la Definición 2.6.

A continuación presentaremos el esquema de investigación planteado en este trabajo de Tesis:

En el primer capı́tulo se dan de una manera general el concepto de un código sobre un conjunto
finito no vacı́o, ver la Definición 1.4, y algunos de sus parámetros intrı́nsecos, a saber, la longitud
y el tamaño, ver las Definiciones 1.5 y 1.8 respectivamente. En particular, cuando el conjunto
finito no vacı́o tiene una estructura algebraica de un anillo, daremos una clase de códigos llamados
códigos lineales. A cada código lineal se le asocia el parámetro distancia mı́nima (Definición 1.18)
dada por la distancia de Hamming, la cual entre otras propiedades permite determinar el número
de errores que puede detectar y corregir nuestro código, ver (2).

Una aportación de este texto, es la generalización del concepto de dimensión de un código
lineal, ver la Definición 1.14. La dimensión de un codigo lineal puede ser mayor que la longitud
de este codigo, ver la Proposición 1.18, hecho que no ocurre nunca en los códigos lineales clásicos
ni tampoco en los códigos lineales definidos por J. Walker en (17). Otro aporte de este texto (ver
la Proposición 1.27) es la generalización de la cota de Singleton para códigos lineales clásicos, la
cual da una cota superior a la dimensión de un código lineal en términos de la longitud y distancia
mı́nima del mismo. Ası́ mismo se muestra la existencia de códigos que satisfacen la igualdad en
dicha cota.

En este mismo capı́tulo, se incluirá la matriz generadora y la matriz de control de un código
lineal, ver las Definiciones 1.20 y 1.21 respectivamente, las cuales permiten exponer al código
en términos de estas de manera natural. Por otro lado, una matriz de control de un código lineal
C es una matriz generadora de un código lineal llamado código dual de C. Además se muestran
algunas relaciones entre los parámetros de un código lineal con su código dual, por ejemplo, ver la
Proposición 1.41.

En el segundo capı́tulo se propone una generalización de los códigos de convolución, cons-
truyéndolos sobre dominios de ideales principales, ver la Definición 2.1. Esta generalización en-
globa las propuestas dadas por G.D. Forney, Jr. en (6) y por J. Rosenthal, J. M. Schumacher y E.V.
York en (14). Los códigos de convolución se utilizan para proteger la información añadiendo re-
dundancia a la misma, de manera que las palabras del código tengan la distancia mı́nima necesaria.
Además de que estos códigos no sólo dependen del mensaje actual sino también de una cantidad
finita de mensajes anteriores, ası́ estos códigos tienen una memoria, lo que los hace más seguros.
Es por ello el interés de estudiar a tales códigos.
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Resulta ser que los códigos de convolución sobre un campo finito son exactamente los códigos
lineales clásicos, debido a esto se quisiera dotar a los códigos de convolución del parámetro dimen-
sión, sin embargo esto no es posible, pues no se podrı́a aseverar que la dimensión estuviera bien
definida. Por lo tanto damos el concepto de rango de un código de convolución (Definición 2.3),
que es el equivalente a la dimensión en los códigos lineales clásicos. Sin embargo, el rango y la
dimensión no coinciden salvo en el caso de los códigos de convolución sobre un campo finito.

En este mismo capı́tulo, se define a las matrices generadoras de los códigos de convolución,
Definición 2.6. Además, se aporta una caracterización al conjunto de todas las matrices generadoras
de un código convolucional, enunciada en la Proposición 2.11. Después, se da el concepto de matriz
de control de un código de convolución (Definición 2.7). Y también, se aporta una caracterización
al conjunto de todas las matrices de control de un código convolucional, ver la Proposición 2.19.
Más aún, a partir de una matriz de control de un código de convolución C, se construye un código
de convolución, llamado código dual de C, y se da la relación entre los parámetros de C y de su
código dual, ver la Proposición 2.18.

En el tercer capı́tulo, nos especializamos en los códigos de convolución sobre el anillo poli-
nomios en una variable con coeficientes en un campo finito y los códigos de convolución sobre el
campo de fracciones de un anillo de polinomios en una variable con coeficientes en un campo fini-
to, para más detalle de estos últimos, véase la Definición 3.5. Se dan las definiciones y propiedades
necesarias para definir un parámetro fundamental, llamado grado, ver la Definición 2.12. Es por
ello que se definen los ı́ndices de Forney (ver la Definición 3.13) para dar de manera más sencilla
tal parámetro. Para determinar los ı́ndices de Forney es necesario elegir una matriz generadora mi-
nimal (ver la Definición 3.10), la cual cumple ser básica y reducida, (ver las Definiciones 3.7 y 3.8
y la Proposición 3.22). Un último aporte de esta Tesis es dar dos caracterizaciones de las matrices
básicas usando herramientas de geometrı́a algebraica, ver el Teorema 3.12, incisos 3 y 4. Además
se extienden todas estas propiedades a los códigos de convolución sobre un anillo de polinomios
en una variable con coeficientes en un campo finito.

Finalmente, hemos agregado una lista de problemas abiertos de investigación, que nos gustarı́a
resolver. Ver página 47.

Por último, desarrollamos una serie de apéndices que contienen en breve algunos conceptos y
resultados relevantes que hemos utilizado a lo largo de este trabajo de Tesis. Damos también un
ı́ndice alfabetico y la bibliografı́a empleada.

Morelia, Michoacán. A 13 de Junio de 2011.

C. Venegas Pérez.





Notación y Terminologı́a

A lo largo de este texto se considerará que un anillo siempre es conmutativo y con unidad.
Los anillos y módulos se denotarán por letras mayúsculas, mientras que sus elementos por letras
minúsculas. Un anillo se acostumbra denotar por A, tomaremos la notaciónA para indicar que es un
anillo finito. Análogamente, F denotará un campo y F un campo finito. Por otro lado, un Dominio de
Ideales Principales (DIP) será denotado porA. Y el grupo multiplicativo de las matrices invertibles
de tamaño k × k con entradas enA es denotado por GLk(A).

N y Z son asignados a los conjuntos de los números naturales y enteros respectivamente.
Ası́ mismo Z+ se refiere al conjunto de los enteros positivos, esto es, a N ∪ {0Z}.

Además la notación a usar para el campo de q elementos, con q un entero natural primo, es Fq.







CAPı́TULO 1

Códigos

Con los avances tecnológicos de esta era, la transmisión adecuada de la información es de suma
importancia pues tales avances no podrı́an surgir sin ella. Esto sugiere una buena codificación de la
información para que las alteraciones que ocurran por el ruido existente en los canales durante la
transmisión puedan ser detectadas y corregidas.

En este capı́tulo, daremos principalmente las herramientas matemáticas de un código lineal
definido sobre un anillo finito, que es una generalización de los códigos lineales definidos sobre un
campo finito.

1. Concepto General de los Códigos

En esta sección introduciremos el concepto de los códigos y algunos de sus parámetros. En
particular, a cada código bloque le asociaremos su longitud y su tamaño.

D́ 1.1. Un alfabeto Σ es un conjunto finito no vacı́o. Un dı́gito de Σ es un elemento del
alfabeto Σ. Una palabra sobre Σ es una yuxtaposición de un número finito de dı́gitos de Σ.

E 1.1. El abecedario es el conjunto finito no vacı́o {a, b, c, . . . , x, y, z}. Las palabras sobre
este alfabeto son las palabras usuales.

E 1.2. El alfabeto binario F2 tiene por dı́gitos a 0 y 1. Las palabras sobre el alfabeto
binario, llamadas palabras binarias, son secuencias finitas de 0 y 1.

Una palabra es una yuxtaposición de un número finito de dı́gitos, sin embargo este número
puede variar dependiendo de la palabra, esto sugiere la siguiente definición.

D́ 1.2. La longitud de una palabra sobre un alfabeto es el número de dı́gitos que apa-
recen en la palabra.

E 1.3. La palabra “hola” sobre el abecedario es de longitud cuatro, mientras que la pala-
bra “supercalifragilisticoespialidoso” sobre el abecedario es de longitud 32.

D́ 1.3. Sea Σ un alfabeto. Σn denota el conjunto de todas las palabras sobre Σ de longi-
tud n con n ∈ N. El conjunto de todas las palabras sobre Σ es ∪n∈NΣn y es denotado por Σ∗.

1
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A partir de un conjunto finito de palabras sobre un mismo alfabeto, se puede dar el concepto de
código. Tal concepto se da a continuación:

D́ 1.4. Un código sobre un alfabeto Σ es un subconjunto finito no vacı́o de Σ∗.

E 1.4. Sea C el conjunto {al, buen, entendedor, pocas, palabras}. C es un código sobre
el abecedario.

E 1.5. Un código sobre el alfabeto binario es llamado código binario. Sea B el conjunto
{000, 011, 101, 110}. B es un código binario.

No necesariamente las palabras de un código tienen que ser de la misma longitud. Esto justifica
la definición siguiente:

D́ 1.5. Un código C sobre un alfabeto Σ que tiene palabras de diferentes longitudes es
un código de longitud variable . En caso contrario, el código es de longitud fija y la longitud de
dicho código es la longitud de cualquiera de sus palabras.

D́ 1.6. Sea Σ un alfabeto. Un código bloque sobre Σ es un código de longitud fija.

E 1.6. Del Ejemplo 1.4, C es un código cuyas palabras sobre el abecedario tienen di-
ferentes longitudes. Ası́, C es un código sobre el abecedario de longitud variable. Mientras que el
código binario B del Ejemplo 1.5 es un código bloque de longitud 3.

Ṕ 1.7. Sea C un código bloque sobre un alfabeto Σ. Existe un único entero positivo
n tal que C es un subconjunto de Σn.

D́. Basta considerar a n como la longitud de dicho código bloque. �

Ası́, a cada código bloque le asociamos de manera natural el parámetro n, donde n es la longitud
del código.

De aquı́ en adelante sólo consideraremos códigos bloque, ası́ cuando se mencione código nos
referimos a un código bloque.

D́ 1.7. Las palabras pertenecientes a un código dado son llamadas palabras código.

E 1.8. Las palabras al, buen, entendedor, pocas y palabras, son palabras código pues
pertenecen al código del Ejemplo 1.4. Mientras que el resto de las palabras sobre el abecedario no
son palabras código respecto a este código.

Otro parámetro relevante de los códigos es el tamaño, definido a continuación:
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D́ 1.8. El tamaño de un código C sobre un alfabeto Σ es el número de palabras sobre
Σ que pertenecen a C, es decir, la cardinalidad de C. Y se denota por |C|.

E 1.9. El código C sobre el abecedario del Ejemplo 1.4 tiene tamaño |C| igual a 5. Mien-
tras que el código binario B del Ejemplo 1.5 tiene tamaño |B| igual a 4.

Ó 1.9. El tamaño |C| de cualquier código C sobre cualquier alfabeto es finito.

2. Tasa de Información

Un valor relevante para un código sobre un alfabeto es la tasa de información que definiremos
enseguida:

D́ 1.10. Sea C un código sobre un alfabeto Σ de longitud n. La tasa de información de
C es el valor

1
n

log|Σ| |C|.

Y se denota por R(C).

E 1.10. La tasa de información del código binario B del Ejemplo 1.5 es

R(B) =
1
3

log2 4 =
2
3
.

El siguiente Lema da un acotamiento a la tasa de información de un código.

L 1.11. Sea C un código sobre un alfabeto Σ de longitud n. Se sigue que R(C) está dentro
del rango entre 0 y 1.

D́. Es una consecuencia de las desigualdades naturales, a saber 1 ≤ |C| ≤ |Σ|n. �

3. Códigos Lineales

En esta sección veremos una clase particular de códigos llamados códigos lineales, estos tienen
la propiedad de que para cualquier combinación lineal de un número finito de palabras código es
una palabra código. Para ello será necesario dotar al alfabeto de una estructura algebraica, por lo
que consideraremos de aquı́ en adelante a los alfabetos como anillos finitos.

Usualmente se estudian a los códigos lineales sobre un campo finito, sin embargo la aportación
de este texto es generalizar este concepto, tomando un anillo finito en lugar de un campo finito.

Además, en esta sección asociaremos una matriz a un código lineal y veremos como esta matriz
determina completamente al código. Más aún, definiremos el código dual de un código lineal dado
y algunos parámetros de este.
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Para el resto del capı́tulo, A será un alfabeto que tiene una estructura algebraica de un anillo
finito. En ocaciones solamente escribiremos código en lugar de código sobre A.

D́ 1.11. Un conjunto C es un código lineal sobre A si C es un A-submódulo de An,
para algún n ∈ N, dicho n es la longitud de C.

Ó 1.12. Con respecto a la definición anterior, si el anillo A es un campo, enton-
ces los códigos lineales sobre A son llamados usualmente códigos lineales clásicos. Para mayor
información sobre dichos códigos y algunas construcciones geométricas de ellos, ver el trabajo (2).

E 1.12. Consideremos el anillo finito Z/6Z, se cumple que Z/6Z es un código lineal
sobre Z/6Z. Además, dicho código lineal tiene longitud 1 y tamaño 6.

E 1.13. El código binario B del Ejemplo 1.5 genera el código lineal dado por

{(0, 0, 0), (0, 1, 1), (1, 0, 1), (1, 1, 0)},

pues es un F2-submódulo de F3
2. Más aún su longitud es 3 y su tamaño es 4.

E 1.14. Sea B′ el conjunto

{(0, 0, 0, 1, 1), (1, 1, 0, 0, 1), (1, 0, 1, 0, 1), (1, 1, 1, 1, 1)}.

B′ es un código binario de longitud 5 y tamaño 4, sin embargo B′ no es un código lineal, pues
(0, 0, 0, 0, 0) no pertenece a B′.

Ó 1.13. Si C es un código lineal sobre A de longitud n, entonces |C| ≤ |A|n.

La siguiente proposición nos da una caracterización de los códigos lineales.

Ṕ 1.15. Sea C un código sobre A. C es un código lineal si, y sólo si, existe m ∈ N tal
que C ⊆ Am y para cualesquiera palabras código u, v ∈ C y dı́gito λ ∈ A, las palabras u + v y λ · u
también están en C.

D́. Su prueba es elemental. �

Ası́, los códigos lineales son conjuntos de palabras que son cerrados bajo la adición de palabras
y la multiplicación por un dı́gito. En particular, la palabra cero siempre pertenece a cualquier código
lineal.

El concepto de longitud de un módulo es el concepto de dimensión en espacios vectoriales.
Usualmente, se define la dimensión de un espacio vectorial como el número de vectores de una
base. En los A-módulos pueden no existir bases, por lo tanto, no podemos utilizar esta definición
en término de bases.
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Ahora, definiremos la dimensión de un código lineal.

D́ 1.14. Sea C un código lineal sobre A. La dimensión de C es la longitud del módulo
C sobre A y se denota por k(C).

E 1.16. El código lineal del Ejemplo 1.12 es de dimensión k(Z/6Z) = 2, pues una serie
de composición del Z/6Z-módulo Z/6Z es {6Z} $ 2Z/6Z $ Z/6Z.

E 1.17. Sea B el código binario {(0, 0, 0), (0, 1, 1), (1, 0, 1), (1, 1, 0)}. B es de dimensión
k(B) = 2.

Ṕ 1.18. Sea C un código lineal sobre A de longitud n y dimensión k(C). Se cumple
que k(C) ≤ n k(A).

D́. Dado que C es de longitud n, se tiene que C ⊆ An. Por la Proposición A.16, se
satisface que k(C) ≤ k(An) y además por el Lema A.21 se cumple que k(An) = n k(A). Por lo tanto,
k(C) ≤ n k(A). �

C 1.19. Sea C un código lineal sobre A de longitud n. La dimensión k(C) de C es
finita.

El Ejemplo 1.16 muestra claramente que si es posible dar un código lineal que satisface la
igualdad en la cota de la Proposición 1.18. Más aún, tal código lineal satisface que su dimensión
es mayor estrictamente que su longitud, en oposición a la propiedad que tienen los códigos lineales
clásicos, en los cuales se afirma que la dimensión siempre es menor o igual que la longitud.

4. Peso y Distancia de Hamming

De una manera natural surgen las siguientes preguntas:

¿Qué caracterı́stica podemos adjudicar a cada una de las palabras de un código lineal?,
¿Cómo se comparan entre ellas?

Para dar respuesta a estas preguntas introduciremos el peso de Hamming.

D́ 1.15. El peso de Hamming sobre A es la siguiente función:

wt : A −→ Z+

a 7−→ wt(a) =

 0Z si a = 0A,
1Z si a , 0A.

Se dice que el peso del dı́gito a de A es wt(a).
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Una de las propiedades fundamentales del peso de Hamming sobre un anillo es el siguiente
resultado:

L 1.20. Sea wt el peso de Hamming sobre A. Para cualesquiera a1 y a2 dı́gitos de A, se
cumple que

wt(a1 + a2) ≤ wt(a1) + wt(a2).

D́. Se observa que wt(b) ≥ 0Z para todo b ∈ A. Sean a1, a2 ∈ A.

Si a1 + a2 = 0A, entonces wt(a1 + a2) = 0Z y por lo tanto, wt(a1 + a2) ≤ wt(a1) + wt(a2).
Si a1 + a2 , 0A, se tiene que a1 , 0A o a2 , 0A. Ası́, wt(a1 + a2) = 1 ≤ wt(a1) + wt(a2).

�

El peso de Hamming se puede extender a cualquier A-módulo libre de rango finito como se
muestra en la siguiente definición.

D́ 1.16. Sea n ∈ N. El peso de Hamming sobre An es la función wt dada por:

wt : An −→ Z+

v 7−→ wt(v) = Σn
i=1 wt(vi).

donde v = (v1, . . . , vn) con vi ∈ A y wt(vi) es el peso del dı́gito vi, para toda i ∈ {1, . . . , n}.

El siguiente resultado es una consecuencia inmediata de las propiedades del peso de Hamming
sobre un anillo. Su demostración es elemental.

Ṕ 1.21. Sea wt el peso de Hamming sobre An con n ∈ N. Se satisfacen las siguientes
propiedades:

1. Para toda x ∈ An, wt(x) ≥ 0Z.
2. Para toda x ∈ An, wt(x) = 0Z si, y sólo si, x = 0An .
3. Para toda x, y ∈ An, wt(x + y) ≤ wt(x) + wt(y).

A partir del peso de Hamming consideremos la siguiente función:

δ : An × An −→ Z+

(v,w) 7−→ δ(v,w) = wt(v − w).

δ dará una estructura métrica a An, pues es una consecuencia del resultado siguiente.

Ṕ 1.22. Con la notación anterior, δ cumple las siguientes propiedades. Sean u, v y w
elementos de An.
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1. δ(v,w) ≥ 0Z.
2. δ(v,w) = 0Z, si y sólo, si v = w.
3. δ(v,w) = δ(w, v).
4. δ(v,w) ≤ δ(v, u) + δ(u,w).

En particular, (An, δ) es un espacio métrico.

D́ 1.17. Con la notación anterior, δ es la distancia de Hamming sobre An.

Si v y w son elementos de An, se observa que δ(v,w) es el número de posiciones en que v difiere
de w.

Por otro lado, con la distancia de Hamming se induce un parámetro al código que se llamará dis-
tancia mı́nima del código y se definirá como sigue:

D́ 1.18. Sea C un código lineal sobre A de longitud n. La distancia mı́nima de C es 0Z

si C es nulo, si no, es el entero

min{δ(u, v) | u, v ∈ C, u , v}

donde δ es la distancia de Hamming sobre An. La distancia mı́nima de C se denotará por d(C).

E 1.23. La distancia mı́nima del código lineal Z/6Z del Ejemplo 1.12 es d(Z/6Z) = 1.

E 1.24. La distancia mı́nima del código binario lineal B del Ejemplo 1.13 es d(B) = 2.

Ó 1.19. El peso de Hamming sobre An se puede expresar a través de la distancia de
Hamming sobre An mediante la fórmula wt(x) = δ(x, 0), para toda x ∈ An. Más aún, para cualquier
código lineal C sobre A, se cumple que d(C) = wt(C) donde wt(C) = 0Z si C es nulo, o sino

wt(C) = min{wt(u) | u ∈ C, u , 0}.

5. Parámetros de un Código y Detección de Errores

Hasta el momento, se tiene que siempre es posible asignar a un código lineal C sobre A los
enteros n, T , d(C) y k(C) donde n es su longitud, T es su tamaño, d(C) es su distancia mı́nima
y k(C) es su dimensión. Dichos enteros serán llamados los parámetros fundamentales del código
lineal C. De esta manera diremos que C es un (n, k(C), d(C),T )−código lineal sobre A. Se observa
que en el caso clásico, donde A es un campo, T = |A|k(C).

Con los parámetros mencionados anteriormente, podemos con ellos determinar cuándo un códi-
go lineal detecta errores.
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Sea C un (n, k, d,T )-código lineal sobre A. Cuando se envı́a una palabra código x ∈ C y se
recibe una palabra diferente, digamos z con z ∈ An, se dice que C puede detectar errores si z < C.
Se dirá que ocurrieron s errores en la transmisión si δ(x, z) = s.

T 1.25. Sea C un código lineal sobre A de longitud n y distancia mı́nima d, se tiene que
C puede detectar a lo más d − 1 errores.

D́. Supongamos que se envı́a la palabra código x ∈ C, ası́ el conjunto

{y ∈ An | δ(x, y) ≤ d − 1},

denotado por B(x, d − 1), contiene todas las posibles palabras recibidas en las que ocurren a lo más
d − 1 errores durante la transmisión. Debido a que la distancia mı́nima entre cada palabra código
es d, se tiene que el conjunto B(x, d − 1) no contiene otras palabras código. De esto, si no ocurren
más de d − 1 errores, entonces la palabra recibida no es una palabra código. Por lo tanto, C puede
detectar a lo más d − 1 errores. �

E 1.26. El código del Ejemplo 1.24 es un (3, 2, 2, 4)-código lineal, que sólo puede detec-
tar a lo más un error. Mientras que el (1, 2, 1, 6)-código lineal del Ejemplo 1.12, no detecta errores.

6. Cota de Singleton

En esta sección se dará una generalización de la cota de Singleton manejada en los códigos
lineales clásicos. La Cota de Singleton proporciona una cota superior a la dimensión de un código
cuando se han fijado la longitud y la distancia mı́nima del código.

Ṕ 1.27. Cota de Singleton.
Sea C un (n, k, d,T )-código lineal sobre A. Se cumple que

k ≤ (n − d + 1) k(A).

D́. Sea φ la proyección de An sobre An−d+1. Es claro que φ(C) es un código lineal
deAn−d+1. Más aún, φ|C : C −→ An−d+1 es inyectiva, pues claramente ker(φ|C) = {0C}. Por otro lado,
se satisface que C y φ(C) sonA-módulos isomorfos. Por lo tanto, k = k(φ(C)) ≤ (n−d+1) k(A). �

La Cota de Singleton es una generalización de la ya conocida cota de Singleton de los códigos
lineales clásicos. En efecto, sea C un (n, k, d,T )-código lineal sobre un campo finito F, se tiene que
k ≤ (n − d + 1) k(F) pero k(F) = 1, ası́ d ≤ n − k + 1, la cual es la cota de Singleton de los códigos
lineales clásicos.
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Retomando la notación dada para los códigos lineales clásicos, diremos que los códigos lineales
cuyos parámetros alcanzan la igualdad en la Cota Singleton se llaman códigos de máxima distancia
de separación o MDS. Ası́, un código MDS tiene la mayor dimensión posible que puede tener en
términos de su longitud y su distancia mı́nima.

Ahora, exhibiremos ejemplos de códigos lineales que son códigos MDS, esto permitirá reforzar
la utilidad de la Cota de Singleton, más aún, nos sustentará la existencia de códigos MDS.

E 1.28. El (1, 2, 1, 6)-código lineal sobre Z/6Z del Ejemplo 1.12 es un código MDS.

E 1.29. El (3, 2, 2, 4)-código lineal sobre F2 del Ejemplo 1.24 es un código MDS.

E 1.30. Sea n un entero natural. Consideremos a C igual a A(1, . . . , 1), donde (1, . . . , 1)
es un elemento de An. C es un (n, k(A), n, |A|)-código lineal sobre A que es un código MDS.

E 1.31. Sean A un dominio entero finito y n un entero natural. Consideremos a C igual a
A(1, 2, . . . , n), donde (1, 2, . . . , n) es un elemento de An. C es un (n, k(A), n, |A|)-código lineal sobre
A que es un código MDS.

7. Matrices Generadoras y Codificación

En esta sección, el principal objetivo es encontrar una manera eficiente para describir un código
lineal exhibiendo todas las palabras código existentes en él, esto es mediante una matriz llamada
matriz generadora. Más aún, veremos como la matriz permite la codificación.

D́ 1.20. Una matriz generadora de un código lineal es una matriz cuyos renglones
constituyen un conjunto generador del código. Además, a cada renglón de una matriz generadora
se le llama palabra generadora.

E 1.32. Para el código binario lineal del Ejemplo 1.24 una matriz generadora es

G =

 1 0 1
0 1 0

 .
Hasta el momento hemos asociado una matriz a un código lineal. A continuación estudiaremos

como está matriz es usada para trasmitir los mensajes.

Evidenciemos como se va dando la codificación a partir de una matriz generadora.

T 1.33. Sea G una matriz generadora de tamaño r× n, con r ≤ n, para un código lineal
C sobre A de longitud n. C es el conjunto de todas las palabras uG, con u en Ar.
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D́. Si u es un elemento de Ar, entonces uG es una palabra en C, ya que uG es una
combinación lineal de los renglones de G. En efecto, si u = (a1, . . . , ar) para algunos a1, . . . , ar ∈ A

y gi es el i-ésimo renglón de G para toda i ∈ {1, . . . , r}, entonces uG = a1g1 + . . . + argr.
Por otro lado, ya que toda palabra v en C es una combinación lineal de las palabras generadoras,
entonces v = uG para algún u en Ar. �

Por el Teorema 1.33, un código lineal C sobreA está determinado por alguna matriz generadora
G de tamaño r × n, con r ≤ n, como

C = {uG | u ∈ Ar}.

El valor n fija la longitud de las palabras código uG en An para algún elemento u de Ar llamado
palabra información, ası́ r mide la cantidad de información, sin redundancia, que existe en las
palabras código. A este proceso de transformación le llamamos codificación.

Otra matriz que permite de manera eficiente describir un código lineal exhibiendo todas las
palabras existentes en el, es la matriz de control, definida a continuación.

D́ 1.21. Sea C un código lineal con una matriz generadora G de tamaño r × n con
r < n. Sea H una matriz de tamaño (n − r) × n con entradas en A. H es una matriz de control de C
si cumple que

C = {v ∈ An | vHt = 0An−r}.

Ó 1.22. A consecuencia de la definición anterior se cumple que GHt = 0.

E 1.34. Para el código binario lineal del Ejemplo 1.32 una matriz de control es

H =
(

1 1 1
)

La matriz de control permite calcular la distancia mı́nima del código.

Ṕ 1.35. Sea C un (n, k, d,T )-código lineal no nulo con una matriz de control H de
tamaño (n − r) × n. La distancia mı́nima d de C coincide con el número mı́nimo de columnas de H
que son linealmente dependientes.

D́. Como la distancia mı́nima es d, entonces existe v en C no nulo con peso igual a
d. v ∈ C si, y sólo si, vHt = 0An−r . Ası́, las columnas de H que se corresponden con las d posiciones
de v donde no son cero, deben ser linealmente dependientes. Es decir, hay d columnas linealmente
dependientes en H. Más aún, no podrı́a haber menos de d columnas dependientes sino se contradice
que d es la distancia mı́nima de C. �
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Otra aplicación de la matriz de control es la de determinar el código dual de un código lineal
dado, que será visto en la siguiente sección.

8. Código Dual

A partir de un conjunto finito de palabras y con el concepto de ortogonalidad, se construye un
código lineal llamado código dual, veamos tal construcción. Para ello definamos el producto escalar
y ortogonalidad entre palabras, para después dar de manera natural un código lineal.

D́ 1.23. El producto escalar en An es la función

· : An × An −→ A

(v,w) 7−→ v · w = v1w1 + . . . + vnwn,

donde v = (v1, . . . , vn) y w = (w1, . . . ,wn).

Ahora aplicaremos los conceptos de ortogonalidad de álgebra lineal a los códigos lineales.

Las palabras v y w de longitud n son ortogonales si v · w = 0A. Para un conjunto S de palabras
de longitud n, diremos que v es ortogonal al conjunto S si v · w = 0A para todo w ∈ S . El conjunto
de todas las palabras ortogonales al conjunto S es denotado por S ⊥ y es llamado el complemento
ortogonal de S .

Ası́, para cualquier subconjunto S de An, el complemento ortogonal S ⊥ es un A-submódulo de
An. Si S es un subconjunto finito no vacı́o de An, entonces S ⊥ es un A-submódulo finito de An, es
decir, S ⊥ es un código lineal. Se induce ası́ la siguiente definición.

D́ 1.24. Sea C un código lineal sobre A. El código dual de C es el complemento
ortogonal de C, denotado por C⊥.

E 1.36. El código dual del código lineal del Ejemplo 1.12 es C⊥ = {6Z}.

E 1.37. El código dual del código lineal del Ejemplo 1.13 es C⊥ = {(0, 0, 0), (1, 1, 1)}.

La caracterización de los elementos de un código dual se muestra en la siguiente proposición.

Ṕ 1.38. Sea G una matriz generadora de tamaño r × n de un código lineal C de
longitud n, se cumple que

C⊥ = {v ∈ An | Gvt = 0Ar}.
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D́. Sea v ∈ An. Hay que tener en cuenta que v es ortogonal a un submódulo si, y
sólo si, es ortogonal a los elementos que lo generan, ası́:

v ∈ C⊥ ⇔ v es ortogonal a cada fila de G

⇔ Gvt = 0Ar .

�

A partir de un código dual podemos aportar una matriz de control a nuestro código lineal dado.

Ṕ 1.39. Sea C un código lineal sobre A. Una matriz generadora de C⊥ es una matriz
de control para C.

D́. Sea H una matriz generadora de C⊥. Por la Proposición 1.38, se deduce que
HtG = 0, donde G es una matriz generadora de C. Ası́ H es una matriz de control de C. �

Como hemos visto, para todo código lineal, su código dual tiene la misma longitud. Esto nos
hace preguntarnos sobre la relación entre la dimensión de un código lineal y la dimensión de su
código dual. Tal relación se enuncia en la siguiente proposición:

Ṕ 1.40. Sea C un código lineal sobre A de longitud n. Se satisface que

k(C⊥) = k(An) − k(C).

D́. Sea G una matriz generadora de C de tamaño r × n. Considérese la aplicación
A-lineal

φ : An −→ Ar

v 7−→ φ(v) = vGt.

Que satisface que ker(φ) = C⊥ e Im(φ) es A-isomorfo a C. Construyendo ası́ la siguiente sucesión
exacta de A-módulos.

0 −→ C⊥ −→ An −→ C −→ 0.

Debido al Teorema A.19 y a que la dimensión k(A) de A es finita, se sigue que las dimensiones
k(C⊥) y k(C) son finitas y más aún se cumple que k(An) = k(C⊥) + k(C). �

En consecuencia a todo lo planteado en esta sección, se tiene la siguiente proposición:

Ṕ 1.41. Si C es un (n, k)-código lineal sobre A, entonces C⊥ es un (n, n k(A) − k)-
código lineal sobre A.



CAPı́TULO 2

Códigos de Convolución

En el anterior capı́tulo se definió a los códigos lineales como submódulos de módulos libres
de rango finito sobre un anillo finito. Si dejamos de pedir que el anillo sea finito, pero en cambio,
pedimos que el anillo sea un dominio de ideales principales, entonces estaremos proponiendo una
generalización (ver Definición 2.1) de los Códigos de Convolución, ver (6) y (14).

En este capı́tulo se propondrá tal generalización, además se tratará de ir conservando en la
medida de lo posible, las propiedadades que tienen los códigos de convolución, definidos en (6) y
(14, Introducción, párrafo 4, pág. 1881). El interés de esta generalización es porque los códigos de
convolución se destacan por su fácil implementación ası́ como su óptima decodificación, ver (16).

Durante el capı́tulo exhibiremos que dicha propuesta es en efecto una generalización de las
definiciones usuales, tal como las plantearon G. D. Forney, Jr. en (6) y los autores J. Rosenthal, J.
M. Schumacher y E.V. York en (14). En donde estos últimos, por ejemplo, consideran a los códigos
de convolución cómo submódulos de módulos libres de rango finito sobre un anillo de polinomios
en una variable con coeficientes en un campo finito.

1. Concepto de los Códigos de Convolución

En esta sección se definen los códigos de convolución, y se dan algunos de sus parámetros
fundamentales: longitud y rango. Ası́ como la relación existente entre estos parámetros.

A lo largo de este capı́tulo,A será un dominio de ideales principales.

D́ 2.1. Sean n un entero natural y C un subconjunto de An. C es un código de convo-
lución sobreA de longitud n si C es unA-submódulo deAn.

Los códigos de convolución también son conocidos como códigos convolucionales.

E 2.1. Sea n ∈ N. Zn es un código de convolución sobre Z de longitud n.

E 2.2. Sean (1, 1, 0) y (0, 1, 0) elementos de Z3. Sea C igual a Z(1, 1, 0) + Z(0, 1, 0). C es
un código de convolución sobre Z de longitud 3, pues es un Z-submódulo de Z3.

13
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Ó 2.2. Los códigos de convolución pueden ser conjuntos infinitos si el dominio de
ideales principales sobre el cual se definen es infinito, por lo tanto no entran en la categorı́a de
códigos expuesta en el primer capı́tulo.

Aunque no podamos ver a los códigos de convolución como códigos lineales, si podemos definir
parámetros tal como lo hacı́amos anteriormente en los códigos lineales. Por ejemplo, ya definimos
la longitud. Un parámetro que es fundamental para los códigos lineales es la dimensión, que su
equivalente en códigos de convolución es llamado rango. Sin embargo, esté no coincide con la
dimensión, salvo en el caso, de haber construido al código de convolución sobre un campo finito,
véase la Proposición 2.6.
A partir de la siguiente proposición veremos que es posible definir el rango.

Ṕ 2.3. Sea r un entero natural. Cualquier A-submódulo M de Ar es libre de rango
finito menor o igual a r.

D́. Se mostrará por inducción sobre r.

Supongamos r = 1.

Sea M un A-submódulo de A, ası́ M es un ideal de A. Se tiene que existe c ∈ A tal que
M = Ac, pues A es un dominio de ideales principales (DIP, en breve). Si c = 0A, entonces
M = {0A}, por lo tanto M = A0.
Si c , 0A, entonces la siguiente aplicaciónA-lineal es biyectiva:

µc : A −→ M
α 7−→ αc.

En efecto, µc es sobreyectiva pues Im(µc) = Ac, sólo resta demostrar que µc es inyectiva.
Claramente se cumple que ker(µc) = AnnA(c). Dado que c , 0A y A es un dominio entero, se
sigue que AnnA(c) = {0A}. Por lo tanto M � A1.
Ası́, losA-submódulos deA son libres de rango 0 o 1.

Ahora supongamos que r es un entero mayor o igual que 2. Asumamos por hipótesis de in-
ducción que cualquier A-submódulo de As es libre de rango finito menor o igual que s, para toda
s ∈ {1, . . . , r − 1}.

Sea {ei | i = 1, . . . , r} la base canónica deAr. Sea M unA-submódulo deAr, se cumple que

M = M ∩Ar

= (M ∩Ae1) ⊕ (M ∩ (Ae2 ⊕ . . . ⊕Aer)) .
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Donde M ∩ Ae1 es un A-submódulo de Ae1, ası́ M ∩ Ae1 es isomorfo a un A-submódulo de
A, por hipótesis de inducción se deduce que M ∩ Ae1 es libre de rango finito menor o igual que
1. Análogamente M ∩ (Ae2 ⊕ . . . ⊕ Aer) es un A-submódulo de Ae2 ⊕ . . . ⊕ Aer, tenemos que
M∩ (Ae2 ⊕ . . .⊕Aer) es isomorfo a unA-submódulo deAr−1, aplicando la hipótesis de inducción
se cumple que M ∩ (Ae2 ⊕ . . . ⊕Aer) es libre de rango finito menor o igual que r − 1.
Dado que la suma directa finita de módulos libres de rangos finitos es libre de rango finito, ası́ M
es libre de rango finito menor o igual que r. �

Se infiere de la Proposición 2.3, que cadaA-submódulo deAn está determinado por un entero
que pertenece al conjunto {0, 1, . . . , n}. Tal valor es único, es por eso que podemos enunciar la
siguiente definición.

D́ 2.3. Sea C un código de convolución sobre A de longitud n. El rango de C es el
rango de C comoA-submódulo deAn, y se denota por k.

E 2.4. El código de convolución de longitud 3 del Ejemplo 2.2 es de rango 2.

Ó 2.4. De la Proposición 2.3 se concluye que siempre el rango de un código de
convolución está acotado superiormente por su longitud.

Ń 2.5. Sea C un código de convolución sobre A de longitud n y rango k. Diremos que
C es un (n, k)-código de convolución sobreA.

E 2.5. Sea n ∈ N. Zn es un (n, n)-código de convolución sobre Z.

Ṕ 2.6. Sea C un (n, k)-código de convolución sobre un dominio de ideales principales
finito A. Se cumple que C es un (n, k(C))-código lineal sobre A. Además, k(C) es mayor o igual
que k.

D́. Como C es isomorfo a Ak, por el Lema A.21 se tiene que k(C) = k · k(A)
donde k(C) y k(A) denotan las dimensiones de C y de A, respectivamente. Por otro lado, siempre
se cumple que k(A) ≥ 1, ası́ k(C) ≥ k. �

De acuerdo a la notación de la proposición anterior, la dimensión k(C) de C es mayor o igual
que el rango k de C. Estos valores son los mismo cuando la dimensión k(A) de A es uno, esto
ocurre si, y sólo si,A es un campo finito (ver el Lema A.22).

2. Representación Matricial

En esta sección veremos que existe una relación biunı́voca entre los códigos de convolución
y las matrices, tanto es ası́, que a cada código de convolución le corresponde una representación
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matricial y a la vez, cada matriz con entradas en el dominio de ideales principales, tal que sus ren-
glones son linealmente independientes determina un código de convolución. Por lo que cada código
de convolución tiene asociado una matriz que le determina. Además en la sección se introducirá el
concepto de código dual de los códigos de convolución, y veremos cómo este está asociado con las
matrices generadoras y las matrices de control del código de convolución.

Sea C un (n, k)-código de convolución sobre A. Se cumple que C es un A-submódulo de An,
más aún, es isomorfo a Ak como A-módulo. Por lo que existen un isomorfismo entre Ak y C,
denotado por ϕ, y un morfismo ι dado por:

ι : C −→ An

v 7→ ι(v) = v.

De manera inmediata, se tiene que el morfismo (ι ◦ ϕ) : Ak −→ An es inyectivo. Más aún,
su imagen es C. Como el morfismo ι ◦ ϕ tiene una representación matricial, digamos G, se sigue
que C tiene naturalmente asociada la matriz G. Por otro lado, si existe un morfismo inyectivo Ψ de
A-módulos con una representación matricial P, dado por:

Ψ : Ak −→ An

u 7→ Ψ(u) = uP,

entonces la imagen de Ψ es un (n, k)-código de convolución sobre A. Ası́, P está asociada de
manera clara a un código de convolución de longitud n y rango k. Todo esto da pie a la siguiente
definición.

D́ 2.6. Sea C un (n, k)-código de convolución sobre A. Una matriz generadora de C
es una matriz G de tamaño k × n con entradas enA tal que G es una representación matricial de un
morfismo inyectivo G deA-módulos, dado por:

G : Ak −→ An

u 7→ G(u) = uG

donde la imagen Im(G) de G es igual a C. Tal morfismo G es llamado codificador asociado a G.

E 2.7. Una matriz generadora del código de convolución del Ejemplo 2.1 es

G =


1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .
E 2.8. Una matriz generadora del código de convolución del Ejemplo 2.2 es

G =

 1 1 0
0 1 0

 .
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Una matriz generadora de un código de convolución permite definir de manera explı́cita a éste.

Ṕ 2.9. Sea C un (n, k)-código de convolución sobreA con una matriz generadora G.
Se cumple que

C = {uG | u ∈ Ak}.

D́. Sea G el codificador asociado a G. Se tiene que Im(G) = C, pero
Im(G) = {uG | u ∈ Ak}, ası́ concluimos con lo deseado. �

Con la notación dada en la Proposición 2.9, el tomar un elemento u de Ak, que llamaremos
palabra información, y transformarla en uG, un elemento que pertenece a C, llamada palabra
código, es un proceso llamado codificación.

Debido a esto nos gustarı́a poder determinar cuándo una matriz es una matriz generadora de
un código de convolución, más aún, nos gustarı́a determinarla sin necesidad de usar su codificador
asociado y sólamente empleando a la matriz. Por eso enunciamos el siguiente teorema que nos
permite caracterizar a las matrices generadoras de un código de convolución.

T 2.10. Sea C un (n, k)-código de convolución sobre A y sea G una matriz de tamaño
k × n con entradas enA. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. G es una matriz generadora de C.
2. Los renglones de G son linealmente independientes sobre A y generan a C como A-

módulo.
3. G es una matriz invertible por la derecha enA y C = {uG | u ∈ Ak}.

D́.

Supongamos que G es una matriz generadora de C, por verificar que sus renglones son
linealmente independientes sobreA y que tales generan a C comoA-módulo.
Consideremos a bi como el i-ésimo renglón de G para toda i ∈ {1, . . . , k}. Sabemos que
para todo elemento u = (u1, . . . , uk) deAk, uG es igual a u1b1 + . . . + ukbk.
Más aún, u1b1 + . . .+ ukbk = 0An si, y sólo si, uG = 0An . Dado que G es matriz generadora
de C, el codificador asociado a G es inyectivo, por lo tanto u = 0Ak . Ası́, {b1, . . . , bk} es un
conjunto linealmente independiente sobre A. Ahora veamos que tal conjunto genera a C
comoA-módulo. Obsérvese que

Ab1 + . . . +Abk = {u1b1 + . . . + ukbk | (u1, . . . , uk) ∈ Ak}

= {uG | u ∈ Ak},

y de la Proposición 2.9 se tiene que C = Ab1 + . . . +Abk.
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Demos por hecho la Afirmación 2, por demostrar que se cumple la Afirmación 3.
Claramente se concluye que C = {uG | u ∈ Ak}. Basta mostrar que G es invertible por
la derecha en A, es decir, que existe un elemento P de Mn×k(A) tal que GP = Ik. Como
G tiene rango maximal por renglón, se tiene que GGt es una matriz cuadrada que tiene
rango maximal, por lo tanto es invertible. Se propone a P como Gt(GGt)−1, obteniendo lo
deseado.
De suponer la Afirmación 3 se desea concluir la Afirmación 1.
Consideremos el codificador G asociado a G, dado por:

G : Ak −→ An

u 7→ G(u) = uG.

Por verificar que G es inyectivo (su núcleo kerG es igual a {0Ak}) y su imagen Im(G) es
igual a C. En efecto, sea u un elemento deAk.

u ∈ kerG ⇔ G(u) = 0An

⇔ uG = 0An .

Por hipótesis existe un elemento P de Mn×k(A) tal que GP = Ik. Ası́,

uG = 0An ⇒ uGP = 0An P

⇒ u = 0Ak .

Implicando que ker(G) ⊆ {0Ak}. Por otro lado, siempre se cumple que {0Ak} ⊆ ker(G). Por
lo tanto, G es inyectivo. Además, se tiene que Im(G) = {uG | u ∈ Ak} = C.

�

Se ha hablado de las matrices generadoras de un código de convolución y como caracterizarlas.
Sin embargo, serı́a agradable poder caracterizar a todas las matrices que nos generan un código de
convolución dado. De hecho, se dice que dos matrices generadoras son equivalentes si generan el
mismo código de convolución.

La siguiente proposición nos enuncia que es posible exhibir todas las matrices equivalentes de
un código de convolución, a partir de dar sólo una matriz generadora.

Ṕ 2.11. Sea C un (n, k)-código de convolución sobre A con una matriz generadora
G. El conjunto de matrices generadoras de C es igual al conjunto

{UG | U ∈ GLk(A)} .



2. REPRESENTACIÓN MATRICIAL 19

D́. Veamos la doble contención de estos conjuntos. Sea G′ una matriz generadora
de C, por demostrar que existe un elemento U de GLk(A) tal que G′ = UG. Como G′ y G son
matrices generadoras de C, se sigue que G′ y G son representaciones matriciales de morfismos
inyectivos G′ y G deA-módulos, respectivamente. De lo cual se obtiene el siguiente diagrama:

Ak

G′

!!CCCCCCCC

Ak
G

// An.

De manera natural estos morfismos inducen isomorfismos G′ y G deAk sobre C. SeaU = G−1◦G′.
Debido a estoU es un isomorfismo deA-módulos, que hace que el siguiente diagrama conmute:

Ak

G′

��@@@@@@@@

U

���
�
�

	

Ak
G

// C

Además,U tiene por representación matricial a un elemento U de Mk×k(A). CómoU es biyectivo
se tiene que det(U) es una unidad deA. Por lo tanto, U es un elemento de GLk(A). Más aún, como
G′ = G ◦U, se cumple que G′ = UG.

Alternativamente, sea U un elemento de GLk(A), por demostrar que UG es una matriz genera-
dora de C, es decir, que el codificador asociado a UG es inyectivo y su imagen es C. Sea UG tal
codificador. Se cumple que UG = G ◦ U, donde G y U son los codificadores asociados a G y a
U, respectivamente. Dado que G y U son inyectivos, se sigue que UG es también inyectivo. Sólo
resta mostrar que Im(UG) = C, esto se concluye de que Im(UG) = Im(G). �

Otra matriz que permite describir un código de convolución, exhibiendo todas las palabras
existentes en él es la matriz de control, definida a continuación.

D́ 2.7. Sea C un (n, k)-código de convolución sobre A. Sea H una matriz de tamaño
(n − k) × n con entradas enA. H es una matriz de control de C si

C = {v ∈ An | vHt = 0An−k}.

E 2.12. El (n, n)-código de convolución del Ejemplo 2.1 no tiene matrices de control,
puesto que la diferencia que hay entre la longitud y el rango es cero.

E 2.13. Una matriz de control del código de convolución del Ejemplo 2.2 es

H =
(

0 0 1
)
.
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Ó 2.8. Con la notación de la definición de matriz de control es inmediato que GHt

es igual a la matriz nula de Mk×(n−k)(A), para toda matriz generadora G de C.

La siguiente proposición es una consecuencia de las propiedades que cumple el rango por ren-
glones de una matriz.

Ṕ 2.14. Sea H una matriz de control de un (n, k)-código de convolución C sobre A,
se cumple que los renglones de H son linealmente independientes sobreA.

D́. Sea rH el rango por renglones de H, siempre se tiene que rH es igual al rango
delA-submódulo deAn generado por los renglones de H. Ası́

rH = n − r(N(Ht))

donde r(N(Ht)) es el rango del complemento ortogonal del A-submódulo de An generado por
los renglones de Ht. Dado que H es una matriz de control de C, se cumple que el complemento
ortogonal delA-submódulo deAn generado por los renglones de Ht es C, ası́ r(N(Ht)) = k. Por lo
tanto el rango por renglones de H es n− k. Ası́, los renglones de H son linealmente independientes
sobreA. �

Más aún, se verifica la siguiente proposición, su demostración es elemental.

Ṕ 2.15. Sea C un (n, k)-código de convolución sobre A con una matriz generadora
G y una matriz de control H, se satisface que

{v ∈ Ak | Gvt = 0Ak} = {wH | w ∈ An−k}.

Ası́, tanto una matriz generadora como una matriz de control determinan el código dual de un
código de convolución, que será definido a continuación.

D́ 2.9. Sea C un (n, k)-código de convolución sobre A con una matriz generadora G.
El código dual de C es el conjunto {v ∈ An | Gvt = 0Ak} y se denota por C⊥.

E 2.16. El código dual del código de convolución C del Ejemplo 2.1 es C⊥ = {0Z3}. C⊥

es un (3, 0)-código de convolución sobre Z.

E 2.17. El código dual del código de convolución C del Ejemplo 2.2 es

C⊥ = Z(0, 0, 1) �Z Z.

C⊥ es un (3, 1)-código de convolución sobre Z.
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Como se ha notado en los ejemplos anteriores, se cumple que el código dual de un código de
convolución es también un código de convolución. Lo cual es demostrado a continuación:

Ṕ 2.18. Sea C un (n, k)-código de convolución sobre A. Su código dual C⊥ es un
(n, n − k)-código de convolución sobreA.

D́. Si n − k = 0, entonces C⊥ = {0An}. Por lo tanto, C⊥ es un (n, 0)-código de
convolución sobreA.
Supongamos que n − k > 0. Con ello, es posible sustentar el hecho de que existen matrices de
control para C. Sea H una matriz de control de C, ası́ H es un elemento de M(n−k)×n(A). Debido a
la Proposición 2.15, se sigue que los renglones de H genera a C⊥ como A-módulo. Más aún, se
deduce de la Proposición 2.14, que los renglones de H son una base para C⊥. Por lo tanto C⊥ es un
(n, n − k)-código de convolución sobreA y H es una matriz generadora de C⊥. �

Al igual que las matrices generadoras, podemos caracterizar a las matrices de control de un
código de convolución, es decir, se puede exhibir todas las matrices de control de un código de
convolución a partir de dar sólo una matriz de control, de la siguiente manera:

Ṕ 2.19. Sean C un (n, k)-código de convolución sobre A y H una matriz de control
de C. El conjunto de matrices de control de C es igual a

{VH | V ∈ GLn−k(A)} .

D́. Es claro que el conjunto de matrices de control de C es igual al conjunto de
matrices generadoras de C⊥. Y De la Proposición 2.11, se sigue que el conjunto de matrices gene-
radoras de C⊥ es igual a {VH | V ∈ GLn−k(A)}. �

Bien, hasta el momento hemos conservado en la medida de lo posible, algunas propiedades de
las matrices generadoras y de las matrices de control, de los códigos de convolución. Ahora, durante
el resto de este texto nos dedicaremos a ver dos casos particulares de estos códigos de convolución.
Por ejemplo, uno de ellos lo empezaremos a desarrollar.

Para J. Rosenthal, J. M. Schumacher and E.V. York, la representación matemática de la ope-
ración de los códigos de convolución está basada en el uso de polinomios en una variable con
coeficientes en un campo finito. Es decir, ellos plantearon que los códigos de convolución viven en
los módulos libres de rango finito sobre un anillo de polinomios en una variable con coeficientes en
un campo finito, ver (14), es por eso que incorporamos la siguiente sección en la cual introducimos
el concepto de polinomios en una variable con coeficientes en un módulo.
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3. Polinomios con Coeficientes en un Módulo

En esta sección extenderemos el concepto de polinomios en una variable con coeficientes en
un anillo, por el concepto de polinomios en una variable con coeficientes en un módulo. Daremos
una caracterización a estos módulos. Después, tomaremos el caso particular de los polinomios en
una variable con coeficientes en un espacio vectorial de dimensión finita y veremos a que módulo
es isomorfo.

Sea x una variable sobre un anillo A. Se considera el anillo A[x] de polinomios en la variable x
con coeficientes en A como la suma directa de la familia (Axi)i∈Z+

de A-módulos libres de rango 1,
es decir,

A[x] = ⊕i∈Z+
Axi.

D́ 2.10. Sean x una variable sobre un anillo A y M un A-módulo. El A-módulo de
polinomios en la variable x con coeficientes en M es la suma directa de la familia (Mxi)i∈Z+

de
A-módulos donde Mxi = M ⊗A Axi, para cada i ∈ Z+. Tal módulo se denota por M[x].

Con la notación anterior, obsérvese que para toda i ∈ I, un elemento de Mxi es de esta forma

Σn
j=1(m j ⊗ a jxi)

donde n es un entero natural, m j ∈ M y a j ∈ A para toda j = 1, . . . , n. Mediante un cálculo sencillo
se puede demostrar que los elementos de Mxi son de la forma m ⊗ xi con m ∈ M. Se denotará por
mxi a m ⊗ xi. Con tal notación podemos decir que M[x] es el conjunto{

m0 + m1x + . . . + mr xr
∣∣∣ r ∈ Z+,mi ∈ M para toda i = 1, . . . , r

}
.

Además se cumple que M[x] tiene una estructura de módulo sobre el anillo A[x]. En efecto,
definamos de manera natural la siguiente aplicación:

∗ : A[x] × M[x] −→ M[x]
(a(x),m(x)) 7→ a(x) ∗ m(x) = Σr

i=0Σ
s
j=0

(
aim jxi+ j

)
.

donde a(x) = Σr
i=0aixi y m(x) = Σs

j=0m jx j. La aplicación * es la operación multiplicación por escalar.

Por otro lado, sabemos que M ⊗A A[x] tiene una estructura clara de A[x]-módulo cuya multipli-
cación por escalar está dada por:

? : A[x] × M ⊗A A[x] −→ M ⊗A A[x]
(a(x),m ⊗ b(x)) 7→ a(x) ? m ⊗ b(x) = m ⊗ a(x)b(x).

Ṕ 2.20. Sean x una variable sobre un anillo A y M un A-módulo. Se cumple que M[x]
es isomorfo a M ⊗A A[x] como A[x]-módulos y A-módulos.
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D́. Por definición M[x] = ⊕i∈I(M ⊗A Axi). Pero dado que el producto tensorial es
compatible con la suma directa, véase la Proposición A.15, se tiene que

M[x] �A M ⊗A (⊕i∈IAxi) = M ⊗A A[x].

Aún más, M[x] y M ⊗A A[x] tienen la misma estructura de A[x]-módulo. En efecto, sean Σr
i=0aixi

un elemento de A[x] y Σs
j=0m jx j un elemento de M[x].(

Σr
i=0aixi

)
∗
(
Σs

j=0m jx j
)

= Σr
i=0Σ

s
j=0 aim jxi+ j

= Σr
i=0Σ

s
j=0 aim j ⊗ xi+ j

= Σs
j=0Σ

r
i=0 m j ⊗ aixi+ j

= Σs
j=0 m j ⊗

(
Σr

i=0aixi
)

x j

= Σs
j=0

(
Σr

i=0aixi
)
? (m j ⊗ x j)

=
(
Σr

i=0aixi
)
?

(
Σs

j=0(m j ⊗ x j)
)
.

Por lo tanto, M[x] es isomorfo a M ⊗A A[x] como A[x]-módulo. �

C 2.21. Sean z una variable sobre un campo F y n un entero natural. Se satisface que
los F[z]-módulos Fn[z] y F[z]n son isomorfos.

D́. Por la proposición anterior se tiene que

Fn[z] �F[z] Fn ⊗F F[z].

Pero el producto tensorial es compatible con la suma directa, véase Proposición A.15, por lo tanto

F[z]n �F[z] (F ⊗F F[z])n .

Por otro lado, los F[z]-módulos F[z] ⊗F F y F[z] son isomorfos, pues se deduce de la Proposición
A.14. Por lo que tenemos que el F[z]-módulo Fn[z] es libre de rango n. �

Como consecuencia del corolario anterior y por abuso de notación, Fn[z] será igual a F[z]n.

4. Códigos de Convolución sobre F[z]

Una clase de dominios de ideales principales está dada por los anillos de polinomios en una
variable con coeficientes en un campo, ver Proposición 2.22. Es por esto, que la definición de
código de convolución que hemos dado engloba la propuesta de J. Rosenthal, J. M. Schumacher y
E.V. York, (14).

Ṕ 2.22. El anillo de polinomios en la variable z con coeficientes en un campo F es
un dominio de ideales principales.
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D́. Sea I un ideal de F[z]. Si I = {0F}, entonces I = F[z]0F .
Consideremos I , {0F}, existe g ∈ I no nulo de grado mı́nimo en I. Se afirma que I = F[z]g.
Sea f ∈ I, por la división euclidiana, f = pg + q para ciertos p, q ∈ F[z] con q = 0F o gr(q) < gr(g)
cuando q , 0F . Supongamos que q , 0F, ası́ gr(q) < gr(g), por otro lado se tiene que q = f −pg ∈ I,
absurdo, pues contradice que g es de grado mı́nimo en I. Ası́ q = 0F , implicando que f = pg, por
lo tanto I ⊆ F[z]g. �

A continuación veremos algunos ejemplos de códigos de convolución sobre anillos de polino-
mios en una variable con coeficientes en un campo finito:

E 2.23. Sea z una variable sobre el campo F2 que tiene dos elementos. Consideremos

C = F2[z](1, z, z2, z3) + F2[z](0, 1, z, z2),

donde (1, z, z2, z3) y (0, 1, z, z2) son elementos de F4
2[z]. C es un (4, 2)-código de convolución sobre

F2[z].

E 2.24. Sea z una variable sobre el campo F2 que consta de dos elementos. Consideremos

C = F2[z](1, z, z2, z3)+F2[z](0, 1, z, z2)+F2[z](1+z2, 1+z3, z+z4, z2+z5)+F2[z](1+z, 1+z, z3+z4, z4+z5),

donde (1, z, z2, z3), (0, 1, z, z2), (1+z2, 1+z3, z+z4, z2 +z5) y (1+z, 1+z, z3 +z4, z4 +z5) son elementos
de F4

2[z]. C′ es un (4, 2)-código de convolución sobre F2[z]. Más aún, C′ es igual a C donde C es el
código de convolución del Ejemplo 2.23.

E 2.25. Sea z una variable sobre el campo F3 que consta de tres elementos. Considere

C = F3[z](z + 2, z + 1, z),

donde (z + 2, z + 1, z) es un elemento de F3
3[z]. C es un (3, 1)-código de convolución sobre F3[z].

E 2.26. Sea z una variable sobre el campo F3 cuya cardinalidad es tres. Consideremos

C = F3[z](z + 2, z + 1, z + 1),

donde (z + 2, z + 1, z + 1) es un elemento de F3
3[z]. C es un (3, 1)-código de convolución sobre F3[z].

E 2.27. Sea z una variable sobre el campo F5 que consta de cinco elementos. Considere-
mos

C = F5[z](2 + z, 2 + 2z) + F5[z](2 + 4z, 1 + z) + F5[z](0, 2 + 4z + 2z2),

donde (2 + z, 2 + 2z), (2 + 4z, 1 + z) y (0, 2 + 4z + 2z2) son elementos de F2
5[z]. C es un (2, 2)-código

de convolución sobre F5[z].
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Ó 2.11. A pesar de que el código de convolución del Ejemplo 2.24 es generado por
cuatro elementos su rango es 2. Al igual que el código de convolución del Ejemplo 2.27 es generado
por tres elementos su rango es 2. En general, el rango de un código de convolución es menor o igual
que el número de elementos que lo generan como A-módulo.

Hasta el momento hemos considerado anillos de polinomios en una variable con coeficientes en
un campo finito. Si quisiéramos extender a estos anillos de polinomios dotándoles de más variables,
entonces nos verı́amos tentados por establecer códigos de convolución sobre estos anillos. Sin
embargo, esto no es posible puesto que los anillos de polinomios en más de dos variables con
coeficientes en un campo, no son dominios de ideales principales, esto es mostrado en la siguiente
proposición:

Ṕ 2.28. Sean z1, . . . , zn variables sobre un campo F con n un entero natural. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. F[z1, . . . , zn] es un dominio de ideales principales.
2. n es igual a uno.

D́. ⇒) Supongamos que F[z1, . . . , zn] es un dominio de ideales principales.
Por demostrar que solamente podemos elegir a n igual a 1. Supongamos que n ≥ 2.
Consideremos al ideal F[z1, . . . , zn]z1 + F[z1, . . . , zn]z2 de F[z1, . . . , zn], por hipótesis
F[z1, . . . , zn] es DIP, ası́ existe q(z1, . . . , zn) elemento de F[z1, . . . , zn] tal que

F[z1, . . . , zn]z1 + F[z1, . . . , zn]z2 = F[z1, . . . , zn]q(z1, . . . , zn).

Cómo z1 ∈ F[z1, . . . , zn]q(z1, . . . , zn), existe p(z1, . . . , zn) ∈ F[z1, . . . , zn] tal que

z1 = p(z1, . . . , zn)q(z1, . . . , zn)

Al tomar el grado respecto a la variable z1 y dado que F[z1, . . . , zn] es DIP, se cumple que

1 = grz1(p(z1, . . . , zn)) + grz1(q(z1, . . . , zn)).

Con ello, tenemos dos posibilidades:

grz1(p(z1, . . . , zn)) = 0 y grz1(q(z1, . . . , zn)) = 1, o

grz1(p(z1, . . . , zn)) = 1 y grz1(q(z1, . . . , zn)) = 0.

• Si grz1(q(z1, . . . , zn)) = 1, entonces q(z1, . . . , zn) = x1r(z2, . . . , zn) para algún r(z2, . . . , zn)
elemento de F[z1, . . . , zn] tal que grz1(r(z2, . . . , zn)) = 0.
Por otro lado, z2 ∈ F[z1, . . . , zn]p[z1, . . . , zn], es decir, z2 ∈ F[z1, . . . , zn]r(z2, . . . , zn)z1.
Ası́ z1 divide a z2 en F[z1, . . . , zn], absurdo.
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• Si grz1(q(z1, . . . , zn)) = 0, entonces z1 < F[z1, . . . , zn]q(z1, . . . , zn), absurdo.
Por lo tanto n no puede ser mayor o igual que 2.

⇐) Si n = 1, entonces F[z1] es DIP, debido a la Proposición 2.22.

�

Ahora nos concentraremos en estudiar a las matrices generadoras y las matrices de control de
los códigos de convolución sobre F[z] donde z es una variable sobre un campo finito F. Pues a partir
de las matrices generadoras se define un nuevo parámetro para los códigos de convolución sobre
F[z] llamado grado. Primeros daremos algunos ejemplos de estas matrices.

E 2.29. Una matriz generadora del código de convolución del Ejemplo 2.23 es

G =

 1 z z2 z3

0 1 z z2

 .
E 2.30. Para el (3, 1)-código de convolución del Ejemplo 2.25, se tiene que una matriz

generadora es

G =
(

z + 2 z + 1 z
)
.

Mientras que una matriz de control es

H =

 z2 + 2z + 1 z + 1 2z2 + z + 2
0 2z z + 1

 .
Con ello, su código dual es

C⊥ = F3[z](z2 + 2z + 1, z + 1, 2z2 + z + 2) + F3[z](0, 2z, z + 1).

E 2.31. Para el código de convolución del Ejemplo 2.26 una matriz generadora es

G =
(

z + 2 z + 1 z + 1
)
.

Por otro lado, una matriz de control es

H =

 z + 1 0 2z + 1
0 1 2

 .
Más aún, su código dual es

C⊥ = F3[z](z + 1, 0, 2z + 1) + F3[z](0, 1, 2).

Para el resto de este texto consideraremos a F un campo finito y z una variable sobre F. Además
se considera a F[z] como el anillo de polinomios en la variable z con coeficientes en F.
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Sean G una matriz generadora y H una matriz de control de un (n, k)-código de convolución C
sobre F[z]. Por ello se tiene el siguiente morfismo inyectivo de F[z]-módulos

G : Fk[z] −→ Fn[z]
u 7−→ G(u) = uG

y el morfismo de F[z]-módulos

H t : Fn[z] −→ Fn−k[z]
v 7−→ H t(v) = vHt.

Tales morfismos cumplen que ImG = kerH t. Con todo esto, se forma la siguiente sucesión
exacta de F[z]-módulos:

0 −→ Fk[z]
G
−−−→ Fn[z]

H t

−−−−→ M −→ 0.

Donde M es un F[z]-módulo finitamente generado de rango n − k. Tomando entonces duales como
F[z]-módulos, resulta otra sucesión exacta

0 −→ M̂
H
−−−→ Fn[z]

Gt

−−−→ Ĉ −→
Ĉ

ImGt −→ 0,

donde Ĉ/ ImGt es un F[z]-módulo de torsión, cuyo anulador es

AnnF[z]

 Ĉ
ImGt

 = 〈{k-menores de G}〉.

El morfismo Gt da luz a la noción de grado de un código de convolución sobre F[z]. Tal con-
cepto junto con la longitud y rango del código de convolución nos permiten acotar superiormente
la “distancia mı́nima” existente entre las palabras código. Sin embargo, para definir el grado de un
código de convolución hacemos uso de las matrices generadoras minimales (ver Definición 3.10),
porque tales nos permiten precisar que el concepto de grado de un código de convolución sobre
F[z] este bien definido. Sin embargo por el momento no daremos más detalles de estas matrices,
pues lo haremos en el siguiente capı́tulo. Por ahora sólo enunciaremos el concepto de grado de un
código de convolución, dado a continuación:

D́ 2.12. Sea C un (n, k)-código de convolución sobre F[z] con una matriz generadora
minimal G. El grado de C es el máximo grado de los k-menores de G. Y se denota por δ.

El grado de un código de convolución es también conocido como complejidad o restricción de
longitud total.

E 2.32. El grado del código de convolución del Ejemplo 2.25 es 1, al igual que el grado
del código de convolución del Ejemplo 2.26 es 1.
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5. Códigos de Convolución de Máxima Distancia de Separación

En esta sección trataremos los códigos de convolución sobre F[z] de máxima distancia de sepa-
ración, estos son tales que la “distancia mı́nima” entre sus palabras código alcanza el mayor de los
valores posibles dados por la longitud, el rango y el grado asociados al código de convolución dado.
Tal acotación es llamada la Cota de Singleton Generalizada, tal nombre es debido a su semejanza
con la cota de Singleton de los códigos lineales clásicos.

Otro parámetro importante para los códigos de convolución sobre F[z] es la distancia mı́nima,
pero tal párametro esta en terminos de la función peso, que a continuación daremos.

D́ 2.13. Sea n un entero natural. El peso sobre Fn[z] es la función wt dada por

wt : Fn[z] −→ Z+

v =
∑N

j=0 v jz j 7−→ wt(v) =
∑N

j=0 wt(v j).

donde wt(v j) denota el usual peso de Hamming de v j en Fn.

D́ 2.14. Sea C un (n, k)-código de convolución sobre F[z]. La distancia mı́nima de C
es OZ si C es nulo, sino es el entero min{wt(v) | v ∈ C, v , 0}, donde wt es el peso sobre Fn[z]. Y se
denota por d.

E 2.33. La distancia mı́nima del código de convolución del Ejemplo 2.23 es 3.

E 2.34. La distancia mı́nima del código de convolución del Ejemplo 2.25 es 5.

E 2.35. La distancia mı́nima del código de convolución del Ejemplo 2.26 es 6.

Hasta el momento hemos dado cuatro parámetros fundamentales de los códigos de convolución
sobre F[z]. Sea C un código de convolución sobre F[z] de longitud n, rango k, grado δ y distancia
mı́nima d, diremos que C es un (n, k, δ, d)-código de convolución sobre F[z]. Estos parámetros no
son aleatorios, existe una relación entre ellos dada en el siguiente teorema, la demostración de este
se encuentra en (15, Teorema 2.2).

T 2.36. Cota de Singleton Generalizada.
Sea C un (n, k, δ, d)-código de convolución sobre F[z] no nulo. Se cumple que

d ≤ (n − k)
(⌊
δ

k

⌋
+ 1

)
+ δ + 1.

Los códigos de convolución cuyos parámetros alcanzan la igualdad en la Cota Singleton Gene-
ralizada se llaman códigos de convolución de Máxima Distancia de Separación o MDS. Llamados
ası́, ya que la distancia mı́nima de estos códigos de convolución tienen el mayor valor posible que
pueden tener en términos de su longitud, rango y grado dados.
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E 2.37. Del Ejemplo 2.23, C es un (4, 2, 2, 3)-código de convolución que no es de MDS.

E 2.38. Del Ejemplo 2.25, C es un (3, 1, 1, 5)-código de convolución que no es de MDS.

E 2.39. Del Ejemplo 2.26, C es un (3, 1, 1, 6)-código de convolución de MDS.

E 2.40. Considere la siguiente matriz con entradas en F[z]:

G =

 1 1 1
z + 1 z + 2 2z + 3

 .
Es un (3, 2, 1, 3)-código de convolución de MDS el F[z]-módulo generado por los renglones de G.





CAPı́TULO 3

Índices de Forney de los Códigos de Convolución

Mediante el uso de los ı́ndices de Forney es más sencillo estimar el grado de un código de con-
volución, más aún, con ellos se determinará la memoria del código de convolución y son usados
para la demostración de la cota de Singleton Generalizada. Es por ello que en este capı́tulo mos-
traremos interés en estos ı́ndices, para lo cual se enunciará un concepto más general de los códigos
de convolución sobre F[z] y daremos, no solamente, los conceptos y las propiedades necesarias
para la definición de estos, sino también, la relación de estos ı́ndices con el grado del código de
convolución.

1. Grado Interno y Grado Externo

Un código de convolución sobre F[z] tiene asociado una infinidad de matrices generadoras,
ası́ que estamos interesados en buscar aquellas matrices que cumplan ser las más óptimas en térmi-
nos del grado interno y del grado externo.

D́ 3.1. Sea G una matriz generadora de un (n, k)-código de convolución sobre F[z]. El
grado interno de G es el entero max{gr(γ) | γ es un k-menor de G}, y es denotado por grin(G).

E 3.1. Sea G la matriz dada en el Ejemplo 2.29. Es decir,

G =

 1 z z2 z3

0 1 z z2

 .
Se tiene que grin(G) = 2.

Ahora, se introducirá la noción de grado externo para el cual se dará el concepto de grado de
un vector:

D́ 3.2. Sean n un entero natural y v = (v1, . . . , vn) un elemento de Fn[z]. El grado de v
es el entero max{gr(vi) | i = 1, . . . , n}, y es denotado como gr(v).

Ń 3.3. Por convención, el grado del elemento nulo de F[z] es cero.

E 3.2. El grado del elemento (0, 1, z, z2) de F4[z] es 2.
31
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Con tal concepto es posible dar la siguiente definición:

D́ 3.4. Sea G una matriz generadora de un (n, k)-código de convolución sobre F[z] y
sea {b1, . . . , bk} el conjunto de los renglones de G. El grado externo de G es el entero Σk

i=1 gr(bi), y
es denotado por grex(G).

E 3.3. El grado externo de la matriz G del Ejemplo 3.1 es 5. Obsérvese que el grado
externo de G es estrictamente mayor que su grado interno.

El grado interno y el grado externo de una matriz generadora de un código de convolución sobre
F[z] tienen una relación comparativa dada en el siguiente lema:

L 3.4. Sea G = (gi j) una matriz generadora de un (n, k)-código de convolución sobre F[z].
Se cumple que

(3.1) grin(G) ≤ grex(G).

D́. Sea bi el i-ésimo renglón de G para toda i ∈ {1, . . . , k} y sea Γ el conjunto de los
k-menores de G.
Probar la desigualdad 3.1 es equivalente a demostrar que gr(γ) es menor o igual que grex(G), para
cada γ en Γ. En efecto, sea γ ∈ Γ. Ası́, γ es el determinante de una k-submatriz de G, digamos que
es N donde

N =


g1n1 . . . g1nk

...
. . .

...

gkn1 . . . gknk

 ,
con {n1, . . . , nk} ⊆ {1, . . . , n} tal que n1 < . . . < nk.

Obsérvese que debido a las propiedades de los determinantes de matrices, cada uno de los k!
términos de γ son multiplicación de k entradas de N, donde cada una de estas entradas elimina la
oportunidad de que las otras entradas pertenezcan al renglón y a la columna donde se encuentra
dicha entrada.
Sea s ∈ {1, . . . , k!}, denotemos por γs al s término de γ. Ası́, para cada γs, con s ∈ {1, . . . , k!},
existen dos únicas permutaciones α y β de k elementos tales que

γs = λsgα(1)nβ(1) · · · gα(k)nβ(k) ,

donde λs ∈ {1F,−1F}. Al estimar el grado de γs, tenemos que

gr(γs) = gr(gα(1)nβ(1)) + . . . + gr(gα(k)nβ(k))

≤ gr(bα(1)) + . . . + gr(bα(k)) = grex(G).
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Por lo tanto, el grado de cada uno de los k! términos de γ esta acotado superiormente por el grado
externo de G. Con ello se sigue la última desigualdad de las siguientes desigualdades:

gr(γ) ≤ max{gr(γs) | s = 1, . . . , k!} ≤ grex(G).

Se concluye que gr(γ) ≤ grex(G) para todo γ elemento de Γ. �

A continuación daremos una condición suficiente para aseverar la igualdad en la Ecuación 3.1.

L 3.5. El grado interno y el grado externo de cada matriz generadora de un (n, 1)-código
de convolución sobre F[z] son iguales.

D́. Sea G una matriz generadora de un (n, 1)-código de convolución sobre F[z]. Por
lo que G es igual a (g11 . . . g1n) para ciertos elementos g11, . . . , g1n de F[z]. Se tiene que

grin(G) = max{gr(g1 j) | j = 1, . . . , n} = grex(G).

�

E 3.6. Consideremos a G como (z z2 + 1 z3), la cual es una matriz generadora de un
(3, 1)-código de convolución sobre F[z]. Se cumple que grin(G) = 3 = grex(G).

Ahora, será necesario dar unas notaciones para la enunciación del Teorema 3.7.

Recordemos queU(F[z]) denota el conjunto de las unidades de F[z], y div(Γ) denota al conjunto
de los divisores comunes de los elementos de Γ donde Γ es un subconjunto de F[z]. Más aún,
puntualicemos que a las matrices cuadradas con entradas en F[z] que son invertibles en F[z] se les
dice unimodulares.

T 3.7. Sean G una matriz generadora de un (n, k)-código de convolución sobre F[z] y Γ

el conjunto de los k-menores de G. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. 〈Γ〉 = F[z].
2. div(Γ) = U(F[z]).
3. Para todo elemento G′ de Mk×n(F[z]) y para todo elemento U de Mk×k(F[z]) tales que

G = UG′, se cumple que U es unimodular.

D́.

Veamos que se obtiene la afirmación 2 a partir de la afirmación 1. Siempre se cumple
que U(F[z]) ⊆ div(Γ), por lo que sólo falta mostrar que div(Γ) ⊆ U(F[z]). En efecto, sea
d ∈ div(Γ). Se deduce que 〈Γ〉 ⊆ F[z]d, debido a la hipótesis se tiene que F[z] = F[z]d. Por
lo tanto, d ∈ U(F[z]).
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Consideremos que se tiene la afirmación 2, por verificar que se cumple la afirmación 3.
Sean G′ un elemento de Mk×n(F[z]) y U un elemento de Mk×k(F[z]) tales que G = UG′.
Observemos que los k-menores de G son los k-menores de G′ multiplicados con det(u), es
decir, que para todo γ elemento de Γ,

γ = det(U)β,

donde β es un k-menor de G′. Ası́, det(U) ∈ div(Γ), aplicando la hipótesis se concluye que
det(U) ∈ U(F[z]), es decir, que U es unimodular.
Para deducir la aseveración 1, demos por hecho la afirmación 3. Del Teorema C.1, se tiene
que existen elementos P en GLk(F[z]) y Q en GLn(F[z]), tales que

PGQ =


λ1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . λk

0k×(n−k)

(3.2)

donde λ1, . . . , λk son elementos no nulos de F[z]. Como P y Q son matrices invertibles se
puede reexpresar a la ecuación 3.2 de la siguiente manera

G = P−1


λ1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . λk

0k×(n−k)

 Q−1.

Equivalentemente tenemos que

G = P−1


λ1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . λk




1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . 1

0k×(n−k)

 Q−1.

Debido a la hipótesis se tiene que la siguiente matriz es unimodular:

P−1


λ1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . λk

 ,
es decir, det(P)−1λ1 · · · λk ∈ U(F[z]). Más aún, λ1 · · · λk ∈ U(F[z]).
Alternativamente, se deduce de que F[z] es DIP y de la ecuación 3.2, que 〈Γ〉 = F[z]e
donde e = αλ1 · · · λk con α ∈ U(F[z]). Por lo tanto, e ∈ U(F[z]). Ası́ 〈Γ〉 = F[z].

�

Si conocemos el grado interno de una matriz generadora de un código de convolución, podre-
mos determinar el grado interno de una familia de matrices generadoras. Veamos cómo es esto.
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L 3.8. Sea G una matriz generadora de un (n, k)-código de convolución sobre F[z] y sea U
un elemento de Mk×k(F[z]) ∩GLk(F(z)). Se satisface que

grin(UG) = gr(det(U)) + grin(G).

En particular, si U es unimodular, entonces grin(UG) = grin(G).

D́. Observemos primeramente que una k-submatriz de UG es UP donde P es una
k-submatriz de G. Consecuentemente, un k-menor de UG es det(U)γ, donde γ es un k-menor de G.
Dado que F[z] es dominio entero, se tiene que para todo k-menor de G, digamos γ, se cumple que

gr(det(U)γ) = gr(det(U)) + gr(γ).

Y de esto se deduce la igualdad que se desea. �

2. Matrices Básicas, Reducidas y Minimales

Como hemos mencionado, ya enunciamos a los códigos de convolución desde el punto de vista
en que J. Rosenthal, J. M. Schumacher and E.V. York (14) lo plantearon. Pero los códigos de con-
volución sobre F[z] se pueden definir a partir de conceptos más generales que estos, considerando
a los códigos de convolución sobre el campo infinito de funciones racionales F(z) en la variable
z, ver la Definición 3.5, tal como lo desarrollaron: G.D. Forney Jr. (6), R. McEliece (11) y J.A.
Domı́nguez, et al. (3), por mencionar algunos.

Recordemos el concepto de los códigos de convolución sobre F(z), según G.D. Forney Jr. (6),
por ejemplo. Obsérvemos que dicho concepto es un caso particular de nuestra definición de códi-
gos de convolución sobre dominios de ideales principales (ver la Definición 2.1), pues F(z) es un
dominio de ideales principales:

D́ 3.5. Un (n, k)-código de convolución sobre F(z) es un F(z)-subespacio vectorial de
F(z)n de dimensión k.

Dado que el concepto de matriz generadora está presente en estos códigos. Podemos realizar
una clasificación de estas matrices cuando todas sus entradas son polinomios.

D́ 3.6. Sea G una matriz generadora de un (n, k)-código de convolución sobre F(z). G
es una matriz generadora polinomial si sus entradas son elementos de F[z].

Sabı́amos con anterioridad que las matrices generadoras de los códigos de convolución sobre
F[z] tenı́an asociados dos parámetros: grado interno y grado externo. Estos se definı́an en términos
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de los grados de los polinomios. Por lo que preservaremos estos parámetros solamente para las ma-
trices generadoras polinomiales y seguiremos utilizando la misma notación. Más aún, se conservan
las propiedades de los Lemas 3.4 y 3.8, de la siguiente manera:

T 3.9. Sea G una matriz generadora polinomial de un (n, k)-código de convolución
sobre F(z). Se cumple que

1. grin(G) ≤ grex(G).
2. Para todo elemento U de GLk(F(z)) tal que UG pertenece a Mk×n(F[z]), se tiene que

grin(UG) = gr(det(U)) + grin(G).

En particular, si U es unimodular, entonces grin(UG) = grin(G).

D́. Es análoga a la realizada tanto en el Lema 3.4 como en el Lema 3.8. �

Ahora bien, el grado interno y el grado externo de las matrices generadoras polinomiales dan
pie a la etiquetación de tales matrices en: básicas, reducidas y minimales. Veamos cómo se definen
y de que manera podemos caracterizarlas.

La siguiente definición nos permite dar una familia de matrices que son óptimas en término del
grado interno, veamos cómo es esto.

D́ 3.7. Sea G una matriz generadora polinomial de un (n, k)-código de convolución
sobre F(z). G es básica si

grin(G) = min{grin(UG) | U ∈ GLk(F(z)),UG ∈ Mk×n(F[z])}.

E 3.10. Consideremos a G como (z z2 + 1 z3), la cual es una matriz generadora de un
(3, 1)-código de convolución sobre F(z). G es básica. En efecto, sea U un elemento de GL1(F(z))
tal que UG ∈ M1×3(F[z]), ası́ U ∈ F[z] − {0F}. Se satisface que

grin(UG) = max{gr(Uz), gr(U(z2 + 1)), gr(Uz3)}

= max{gr(U) + 1, gr(U) + 2, gr(U) + 3}

= gr(U) + 3.

Ası́, min{grin(UG) | U ∈ F[z] − {0F}} = 3. Por otro lado, se cumple que grin(G) = 3. Por lo tanto, G
es básica.

E 3.11. Consideremos la siguiente matriz la cual es una matriz generadora polinomial
de un (2, 2)-código de convolución sobre F[z]:

G =

 1 z
0 1

 .
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G es básica. En efecto, sea U un elemento de GL2(F(z)) tal que UG ∈ M2×2(F[z]), se tiene ası́ que
U ∈ M2×2(F[z]) con det(U) , 0F. Se satisface que grin(UG) = gr(det(U)), pero U es una matriz
polinomial ası́ gr(det(U)) ≥ 0Z = grin(G). Ası́

min{grin(UG) | U ∈ GL2(F(z)),UG ∈ M2×2(F[z])} = grin(G).

El determinar si una matriz generadora de un código de convolución es básica, tiene un ele-
vado costo computacional, ası́ que se desea dar una caracterización que reduzca tal costo. Esta
caracterización siempre es posible.

T 3.12. Sea G una matriz generadora polinomial de un (n, k)-código de convolución
sobre F(z). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. G es básica.
2. Los factores invariantes de G son unidades.
3. Los cerrados de Zariski asociados a los ideales generados por los factores invariantes de

G son vacı́os.
4. El cerrado de Zariski asociado al ideal generado por el máximo común divisor de los

k-menores de G es vacı́o.
5. El máximo común divisor de los k-menores de G es una unidad.
6. Para toda α en la cerradura algebraica de F, G(α) tiene rango k, donde G(α) es la espe-

cialización de α en G.
7. G es invertible por la derecha en F[z].
8. Para todo elemento v de F(z)k, si vG es elemento de Fn[z], entonces v pertenece a Fk[z].
9. G es una submatriz de una matriz unimodular.

D́. 1)→ 2). Debido al Teorema C.1, existen elementos P en GLk(F[z]) y Q en
GLn(F[z]), tales que

PGQ =


α1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . αk

0k×(n−k)

(3.3)

donde α1, . . . , αk son los factores invariantes de G en F[z]. Si denotamos por ∆i al máximo
común divisor de los i-menores no nulos de G, con i ∈ {1, . . . , q}, se cumple que

α1 = ∆1

αi =
∆i

∆i−1
, i = 2, . . . , k.
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Ahora, consideremos la siguiente matriz:

Γk =


α1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . αk

 .
Ası́, Γ−1

k P es un elemento de GLk(F(z)), pues det(Γ−1
k P) = det(P)/∆k , 0. Más aún, Γ−1

k PG
es una matriz generadora polinomial por lo que podemos estimar su grado interno.

grin(Γ−1
k PG) = gr(det(Γ−1

k P)) + grin(G)

= gr(det(P)/∆k) + grin(G).

Si ∆k < U(F(z)), entonces gr(det(P)/∆k) < 0, implicando que grin(Γ−1
k PG) < grin(G),

absurdo, pues G es básica. Ası́ que ∆k ∈ U(F(z)), es decir, α1 · · ·αk ∈ U(F(z)). Por lo
tanto αi ∈ U(F(z)) para toda i ∈ {1, . . . , k}.

2)→ 3). De acuerdo a las definiciones dadas en la demostración anterior, podemos suponer que
λ1, . . . , λk son unidades de F[z]. Ası́, para cada i ∈ {1, . . . , k}, se tiene que F[z]λi = F[z].
Por el Lema B.3, el cerrado de Zariski V(F[z]λi) es vacı́o.

3)→ 4). Siguiendo la notación planteada en las anteriores demostraciones, ∆k es el máximo común
divisor de los k-menores de G y α1, . . . , αk son los factores invariantes de G en F[z]. Se
cumple que

∆k = α1 · · ·αk.

Ası́, V(F[z]∆k) = V(F[z]α1 · · ·αk). Sin embargo, V(F[z]α1 · · ·αk) = V(F[z]α1 · · · F[z]αk).
Debido al Lema B.2, se sigue que V(F[z]α1 · · · F[z]αk) = V(F[z]α1) ∪ · · · ∪V(F[z]αk), por
hipótesis estos cerrados son vacı́os, por lo tanto V(F[z]∆k) = ∅.

3)→ 5). De acuerdo a la notación anterior, ∆k es el máximo común divisor de los k-menores de G.
Supongamos que V(F[z]∆k) es vacı́o. Por el Lema B.3, se sigue que F[z]∆k = F[z], ası́ ∆k

es una unidad de F[z].
5)→ 7). Supongamos que el máximo común divisor de los k-menores de G es una unidad. De-

notemos a los k-menores de G por γs con s = 1, . . . ,
(

n
k

)
. Por la regla de Crammer, pa-

ra cada s ∈ {1, . . . ,
(

n
k

)
}, hay una pseudo-inversa para G con factor γs, es decir, existe

Hs ∈ Mn×k(F[z]) tal que

GHs = γsIk.

Debido a que el máximo común divisor de los γs’s es una unidad, existe una combinación
lineal polinomial de los γs’s que es igual a 1F. digamos que es

Σ
(n

k)
s=1λsγs = 1F,
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donde λs ∈ F[z] para toda s ∈ {1, . . . ,
(

n
k

)
}. De esto se sigue que

H = Σ
(n

k)
s=1λsHs

es una matriz polinomial inversa por la derecha para G.
7)→ 8). Supongamos que G tiene una matriz inversa polinomial por la derecha H. Sea v un ele-

mento de F(z)k. Si vG ∈ Fn[z], entonces vGH ∈ Fk[z], es decir, v ∈ Fk[z].
8)→ 1). Para verificar que G es básica, basta con mostrar que para todo elemento U de GLk(F(z))

tal que UG pertenece a Mk×n(F[z]), se cumple que

grin(UG) ≥ grin(G).

Sea U un elemento de GLk(F(z)) tal que UG ∈ Mk×n(F[z]). Debido a la hipótesis, afirma-
ción 8, se sigue que U es elemento de Mk×n(F[z]) y con ello que gr(det(U)) ≥ 0. Por otro
lado, del Teorema 3.9(2), se tiene que

grin(UG) = gr(det(U)) + grin(G).

Implicando con esto que

grin(UG) ≥ grin(G).

5)→ 6). Sea α un elemento en la cerradura algebraica de F y sea p(z) el polinomio minimal de α.
Dado que el máximo común divisor de los k-menores de G es una unidad, se sigue que
debe existir al menos un k-menor de G que no es divisible por p(z), lo cual significa que
el correspondiente k-menor de G(α) es invertible, es decir, G(α) tiene rango k.

6)→ 5). Supongamos que el máximo común divisor de los k-menores de G no es una unidad, lo
cual significa que es divisible por algún polinomio irreducible p(z). Si α es una raı́z de
p(z) en alguna extensión de F, entonces todo k-menor de G(α) es cero, ası́ G(α) tiene
rango menor que k.

2)→ 9). Supóngase que los factores invariantes de G son unidades. Ası́, la descomposición de G
en la Ecuación 3.3, se puede escribir cómo:

G = A
(

Ik 0k×(n−k)

)
B

donde A = P−1Γk y B = Q−1. Más aún, si descomponemos a B cómo:

B =

 BU

BL


donde BU ∈ Mk×n(F[z]) y BL ∈ M(n−k)×n(F[z]), entonces G = ABU . Sin embargo, como la
siguiente matriz fue obtenida a partir de la matriz unimodular B por medio de operaciones
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elementales de los primeros k renglones, se tiene que la siguiente matriz es unimodular: ABU

BL

 .
9)→ 2). Si B =

 G
H

 es unimodular para algún H elemento de M(n−k)×n(F[z]), entonces la siguiente

ecuación muestra que los factores invariantes de G son unidades:

G = Ik

(
Γk 0k×(n−k)

)
B.

�

E 3.13. Consideremos la siguiente matriz:

G =

 1 z z2 z4

0 1 z z2

 .
G es una matriz generadora polinomial de un (4, 2)-código de convolución sobre F(z). Se afirma
que G es básica pues 1F es el máximo común divisor de los 2-menores de G.

E 3.14. Consideremos la siguiente matriz:

G′ =
(

z z2 z3 z4
)
.

G′ es una matriz generadora polinomial de un (4, 2)-código de convolución sobre F(z) que no es
básica, pues z es el máximo común divisor de los 2-menores de G′.

E 3.15. La siguiente matriz polinomial es generadora de un (4, 2)-código de convolución
sobre F(z):

G′ =

 z z2 z3 z5

0 z z2 z3

 .
G′ no es básica pues z2 es el máximo común divisor de los 2-menores de G′.

La siguiente proposición nos permite encontrar una familia de matrices básicas a partir de una
matriz básica, sólo con el concepto de matriz unimodular.

Ṕ 3.16. Sean G una matriz generadora básica de un (n, k)-código de convolución
sobre F(z) y U un elemento de GLk(F[z]). Se tiene que UG es básica.

D́. Se satisface que UG es una matriz generadora de del mismo código que genera
G. Además, se sabe que para todo elemento U′ de GLk(F(z)) tal que U′UG pertenece a Mk×k(F[z]),
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se tiene que U′U es también un elemento de GLk(F(z)) tal que U′UG esta en Mk×n(F[z]). Con ello
se cumple que

min{grin(U′UG) | U′ ∈ GLk(F(z)),U′UG ∈ Mk×n(F[z])} ≥ grin(G).

Para verificar que UG es básica, basta con mostrar que grin(UG) = grin(G), sin embargo esto se
deduce del Lema 3.8. �

Si pretendiéramos aplicar el concepto de matriz básica a las matrices generadoras de códigos
de convolución sobre F[z] como lo hicimos en la Definición 3.7, entonces nuestra acción no tendrı́a
relevancia. Pues, dirı́amos que una matriz generadora G de un código de convolución sobre F[z] es
básica si es invertible en F[z] por la derecha, este hecho siempre ocurre pues G es matriz generadora,
ver Teorema 2.10(3).

Es por eso que no tiene sentido extender el concepto de matriz básica a las matrices generadoras
de códigos de convolución sobre F[z].

Ahora daremos una clase de matrices generadoras de códigos de convolución sobre F(z), lla-
madas matrices reducidas y mostraremos una caracterización de ellas.

D́ 3.8. Sea G una matriz generadora polinomial de un (n, k)-código de convolución
sobre F(z). G es reducida si

grex(G) = min{grex(UG) | U ∈ GLk(F[z])}.

Al igual que se ha observado en matrices básicas, el verificar si una matriz es reducida es
costoso hablando computacionalmente, es por eso que se da el siguiente teorema que caracteriza
tales matrices.

T 3.17. Sea G una matriz generadora polinomial de un (n, k)-código de convolución
sobre F(z). Denotemos los k renglones de G por g1, . . . , gk y sean e1, . . . , ek sus respectivos grados.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. G es reducida.
2. Ḡ tiene rango k, donde Ḡi j es el coeficiente de zei de Gi j.
3. grex(G) = grin(G).
4. Para todo elemento v = (v1, . . . , vk) de Fk[z], se cumple que gr(vG) = max{gr(vi) + ei | i =

1, . . . , k}.

D́. 1)→ 2). Sin pérdida de generalidad, consideremos que G esta ordenada de ma-
nera que e1 ≤ . . . ≤ ek. Supongamos que Ḡ tiene rango menor que k, ası́ pues existe



42 3. ÍNDICES DE FORNEY DE LOS CÓDIGOS DE CONVOLUCIÓN

α = (α1, . . . , αk) ∈ Fk tal que αḠ = 0Fn . Y de esto, se tiene que el coeficiente de zek en la
combinación linear

g′k = α1zek−e1g1 + . . . + αkzek−ekgk

es cero. Si reemplazamos a gk por g′k en G, entonces se tiene que G ha reducido su grado
externo. Ası́, G no es reducida.

2)→ 3). Supongamos que Ḡ tiene rango k. Denotemos las k-submatrices de Ḡ por Ḡs, para s =

1, . . . ,
(

n
k

)
. Existe algún s0 ∈ {1, . . . ,

(
n
k

)
}, tal que det(Ḡs0) , 0F, puesto que rango de G es k.

Ası́, el coeficiente de ze1+...+ek en det(Gs0) es det(Ḡs0) , 0F. Por lo tanto grin(G) ≥ grex(G).
Y del Teorema 3.9(1), la otra desigualdad siempre se cumple para toda matriz polinomial
.

3)→ 1). Para verificar que G es reducida, basta con mostrar que para toda U matriz unimodular de
tamaño K se cumple que

grex(UG) ≥ grex(G).

Sea U ∈ GLk(F[z]). Se tiene por el Teorema 3.9(1) que grex(UG) ≥ grin(UG). Debido
grin(UG) ≥ grin(G) debido al Teorema 3.9(2) Y por hipótesis grin(G) = grex(G). Ası́ com-
binando estas desigualdades, obtenemos que grex(UG) ≥ grex(G).

2)↔ 4). Sea v = (v1, . . . , vk) elemento de Fk[z]. Se sigue que

vG = v1g1 + . . . + vkgk.

Si denotamos el grado de vi por di, para toda i = 1, . . . , k, entonces el grado de vG es a lo
más

d = max{di + ei | i = 1, . . . , k}.

d es llamado la predicción de vG. Para probar la predicción, notemos que el vector de los
coeficientes de zd en vG es (α1, . . . , αk)Ḡ, donde αi es el coeficiente de zd−ei en ui(z), para
toda i = 1, . . . , k. Ası́ gr(vG) = d si, y sólo si, existe i0 ∈ {1, . . . , k} tal que αi0 , 0F, esto es
equivalente a que (α1, . . . , αk)Ḡ , 0Fn , implicando que Ḡ tiene rango k.
Por otro lado, Si Ḡ tiene rango k, entonces para toda α en Fk se tiene que αḠ , 0Fn .
En particular para toda (α1, . . . , αk) elemento de Fk. Por lo tanto, para todo v ∈ Fk[z], se
cumple que gr(vG) = max{di + ei | i = 1, . . . , k}.

�

E 3.18. Como se ha mencionado, la matriz del Ejemplo 3.11 cumple que su grado interno
es igual a su grado externo. Por lo tanto, tal matriz es reducida.

E 3.19. El grado interno de la matriz del Ejemplo 3.13 es 6, mientras que su grado
externo es 5. Por lo tanto esta matriz es no reducida.
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E 3.20. Por el Lema 3.5 se tiene que la matriz del Ejemplo 3.14 es reducida.

E 3.21. La matriz del Ejemplo 3.15 es no reducida pues su grado interno es 7 y su grado
externo es 6.

Ó 3.9. De manera análoga extendemos el concepto de matriz reducida en las matrices
generadoras de los códigos de convolución sobre F[z]. Ası́, las afirmaciones del anterior teorema
son aplicables a las matrices reducidas de los códigos de convolución sobre F[z].

Deseamos precisar si la matriz que estamos empleando para generar un código de convolu-
ción es de grado externo mı́nimo sobre todas las posibles matrices que nos generen dicho código
de convolución. Tal condición la cumplen las matrices minimales. Demos el concepto de matriz
minimal

D́ 3.10. Sea G una matriz generadora polinomial de un (n, k)-código de convolución
sobre F(z). G es minimal si

grex(G) = min{grex(UG) | U ∈ GLk(F(z)),UG ∈ Mk×n(F[z])}.

El encontrar todas las matrices que nos generen un código de convolución se convierte en una
laboriosa tarea. Por lo que, la siguiente proposición nos facilita el trabajo al verificar si una matriz
es minimal.

Ṕ 3.22. Sea G una matriz generadora polinomial de un (n, k)-código de convolución
sobre F(z). Se satisface que G es minimal si, y sólo si, es básica y reducida.

D́. Primero veamos que es suficiente que G sea minimal, para que sea básica y
reducida.
Para verificar que G sea básica es equivalente a mostrar que, para todo elemento U en GLk(F(z))
tal que UG ∈ Mk×n(F[z]), se cumple que grin(UG) es mayor o igual que grin(G), esto se deduce del
Teorema 3.9(2).
Y para mostrar que G es reducida es equivalente a verificar que, para todo elemento U en GLk(F[z]),
se tiene que grex(UG) es mayor o igual que grex(G). En efecto, sea U un elemento de GLk(F[z]). Ası́,
UG es un elemento de Mk×n(F[z]), y dado que G es minimal, se concluye que grex(UG) ≥ grex(G).

Resta verificar que para que G sea minimal es necesario que sea básica y reducida. En efecto,
sea U un elemento de GLk(F(z)) tal que UG pertenece a Mk×n(F[z]), por mostrar que grex(UG) es
mayor o igual que grex(G).
Observe que del Lema 3.4 se tiene que grex(UG) ≥ grin(UG)., dado que G es básica, se deduce que
grex(UG) ≥ grin(G). Más aún, como G es reducida, se deriva que grex(UG) ≥ grex(G). �
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E 3.23. La matriz del Ejemplo 3.11 es minimal, pues es básica y reducida.

E 3.24. La matriz del Ejemplo 3.13 no es minimal, pues aunque es básica, no es reducida.

E 3.25. La matriz del Ejemplo 3.14 no es minimal, pues no es básica aunque si reducida.

E 3.26. La matriz del Ejemplo 3.15 no es minimal, dado que no es básica ni reducida.

Ó 3.11. Si definimos a las matrices minimales de los códigos de convolución sobre
F[z] de manera análoga en cómo lo hemos hecho en la Definición 3.10, entonces es lo mismo
etiquetar como matriz minimal que como matriz reducida a las matrices generadoras de códigos de
convolución sobre F[z]. Por lo que solo nos quedaremos con la etiqueta de matriz minimal cuando
hablemos de las matrices generadoras de códigos de convolución sobre F[z].

D́ 3.12. Sea G una matriz generadora polinomial de un (n, k)-código de convolución
sobre F[z]. G es minimal si grin(G) = grex(G).

E 3.27. La matriz del ejemplo 3.1, no es minimal.

E 3.28. La matriz del ejemplo 3.6, es minimal.

En general, un código de convolución sobre F(z) puede tener diferentes matrices minimales,
sin embargo, todas estas matrices comparten algunas caracterı́sticas, por ejemplo, algunas de ellas
se enuncian en los siguientes teoremas, cuyas demostraciones son sencillas:

T 3.29. Sean G y G′ matrices generadoras polinomiales de un (n, k)-código de convo-
lución sobre F(z) donde G es minimal. Sean los conjuntos {e1, . . . , ek} y { f1, . . . , fk} consistentes de
los grados por renglón de estas matrices, respectivamente, tales que e1 ≤ . . . ≤ ek y f1 ≤ . . . ≤ fk.
Se cumple que ei ≤ fi para toda i = 1, . . . , k.

T 3.30. El conjunto de grados de los renglones de las matrices minimales es el mismo
para cualquier (n, k)-código de convolución sobre F(z).

Debido a este último teorema, es que podemos decir que el conjunto de grado de los renglones
de las matrices minimales es invariante para un (n, k)-código de convolución sobre F(z). Es por eso
que damos la siguiente definición:

D́ 3.13. Sean C un (n, k)-código de convolución sobre F(z). Los ı́ndices de Forney
de C forman el conjunto {e1, . . . , ek} donde ei es el grado del i-ésimo renglón de cualquier matriz
generadora minimal de C, con i = 1, . . . , k, tal que e1 ≤ . . . ≤ ek. La memoria de C es ek.

E 3.31. El ı́ndice de Forney del (3, 1)-código de convolución sobre F(z) del Ejemplo 3.11
es 3. Y tal código de convolución tiene memoria 3.
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Al igual, que los códigos sobre F(z), se cumple en los códigos sobre F[z] que las matrices
minimales tienen el mı́nimo grado para sus renglones respecto a otras matrices generadoras. Y
es por ello que definimos los ı́ndices de Forney de los códigos de convolución sobre F[z] como
el conjunto ordenado de los grado de los renglones de las matrices minimales que los generan.
Además de que se define la memoria de un código de convolución sobre F[z] como el mayor de sus
ı́ndices de Forney.

Y como es claro, se tiene que el grado de un código de convolución es la suma de sus ı́ndices
de Forney. Por lo que se ha dado una manera más sencilla de estimar este parámetro. Por otro lado,
la memoria ı́ndica el número de palabras información necesarias para dar una palabra del código
de convolución.





Lı́neas Abiertas de Investigación

Todavı́a queda mucho por hacer en códigos lineales y códigos de convolución, esta tesis ha
aportado algunas ideas y contribuciones. Otros aspectos esperan ser resueltos, está sección enumera
algunas ideas que considero pueden servir de punto inicial de partida para su planteamiento.

En la tesis aporte el concepto de códigos lineales que extiende a los códigos lineales clásicos.
Al considerar los códigos lineales como submódulos de módulos libres de rango finito sobre anillos
finitos, además de considerar la dimensión de tales códigos como la longitud del código visto como
módulo sobre el anillo finito. Es por ello que una primera lı́nea de investigación, es extender lo más
posible estás definiciones y que sigan siendo compatibles con la teorı́a existente.

Además, proporcione una generalización a la ya conocida cota de Singleton, dándola en térmi-
nos de longitud de módulos. Sin embargo, uno pensarı́a que es posible tomar como lı́nea de in-
vestigación el mejorar esta cota, pero di ejemplos de códigos lineales que satisfacı́an la igualdad
en tal cota. Por lo que serı́a más prudente proponer una distancia que generalice la distancia de
Hamming que se enunció, intentando con esto, proponer nuevas relaciones entre los parámetros de
los códigos lineales.

Respecto a los códigos de convolución, también plante una generalización de estos, con respec-
to a los ya anteriormente establecidos. Al hacer este planteamiento, sólo extendı́ los parámetros de
longitud y rango de ası́ como la matriz generadora de estos, falta aún extender los demás paráme-
tros, por ejemplo, el grado.
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APÉNDICE A

Teorı́a de Módulos en Breve

En este apéndice se darán las definiciones de producto directo de módulos ası́ como la suma
directa de módulos para con ello dar el concepto de módulos libres y su rango, también se de-
mostrarán las propiedades de producto tensorial que se utilizaron en algunas demostraciones del
capı́tulo 2. Además en este apéndice se concretará el concepto de longitud de un módulo sobre un
anillo y se aducirán algunas propiedades que se cumplen en módulos de longitud finita. Para más
detalles, ver (1; 10).

Durante el apéndice, A es un anillo.

1. Producto Directo y Suma Directa de Módulos

En esta sección veremos que a partir de una familia de módulos sobre el mismo anillo se cons-
truye un nuevo módulo sobre el anillo dado, esta construcción está basada en el concepto del pro-
ducto cartesiano de conjuntos. Además exhibiremos un submódulo particular del producto directo
de módulos llamado suma directa de dichos módulos. Aún más se demostrarán las propiedades
universales tanto del producto directo como de la suma directa.

D́ A.1. Sea (Mi)i∈I una familia de A-módulos con I un conjunto no vacı́o. El producto
directo o simplemente producto de los Mi’s es el conjunto{

(mi)i∈I

∣∣∣ mi ∈ Mi, para toda i ∈ I
}
,

que denotaremos por
∏

i∈I Mi.

De una manera natural se tiene que (
∏

i∈I Mi,+, •) es un módulo sobre A con la adición + y la
multiplicación • definidas por:

+ :
∏

i∈I Mi ×
∏

i∈I Mi −→
∏

i∈I Mi(
(mi)i∈I , (m′i)i∈I

)
7→ (mi)i∈I + (m′i)i∈I = (mi + m′i)i∈I .

• : A ×
∏

i∈I Mi −→
∏

i∈I Mi

(a, (mi)i∈I) 7→ a • (mi)i∈I = (a · mi)i∈I .
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Por ejemplo verifiquemos que la multiplicación • está bien definida.
Sean (a, (mi)i∈I) y (a′, (m′i)i∈I) elementos de (A ×

∏
i∈I Mi) tales que (a, (mi)i∈I) = (a′, (m′i)i∈I). Ası́ a =

a′ y mi = m′i para toda i ∈ I. Por lo que para toda i ∈ I se cumple que a · mi = a′ · m′i . Por lo tanto,
(a · mi)i∈I = (a · m′i)i∈I .

Ṕ A.1. Sea (Mi)i∈I una familia de A-módulos con I un conjunto no vacı́o. Para cada
j ∈ I, la aplicación

π j :
∏

i∈I Mi −→ M j

(mi)i∈I 7→ π j((mi)i∈I) = m j

es un morfismo sobreyectivo de A-módulos. A π j se le llama la proyección del producto
∏

i∈I Mi a
la componente M j, y a (π j) j∈I se le llama familia de proyecciones de

∏
i∈I Mi

T A.2. Propiedad Universal del Producto Directo de Módulos.
Sea

∏
i∈I Mi el producto de la familia (Mi)i∈I de A-módulos con I un conjunto no vacı́o y sea la

familia de proyecciones (π j) j∈I de
∏

i∈I Mi.
Si N es un A-módulo con una familia de morfismos de A-módulos (p j) j∈I donde p j : N → M j

para toda j ∈ I, entonces existe un único morfismo de A-módulos Πi∈I pi : N →
∏

i∈I Mi tal que
π j ◦ Πi∈I pi = p j para toda j ∈ I, es decir, para toda j ∈ I, el siguiente diagrama es conmutativo:

N
p j

##HHHHHHHHHH

Πi∈I p j
���
�
�

	∏
i∈I Mi π j

// M j

D́. Consideremos la siguiente función

Πi∈I pi : N −→
∏

i∈I Mi

n 7→
∏

i∈I pi (n) = (pi(n))i∈I .

Es inmediato que Πi∈I pi es un morfismo de A-módulos. Más aún, para toda j ∈ I se sigue que
π j ◦ Πi∈I pi = p j. En efecto, sea n ∈ N.

π j ◦ Πi∈I pi(n) = π j(Πi∈I pi(n))

= π j((pi(n))i∈I)

= p j(n).

Lo que queda por verificar es que Πi∈I pi es única. Esto es, para todo g ∈ HomA(N,
∏

i∈I Mi) tal que
π j ◦ g = p j para toda j ∈ I, se tiene que g =

∏
i∈I pi. Consideremos un tal g, se sigue que para todo
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n ∈ N:

g(n) = (π j(g(n))) j∈I

= (π j ◦ g(n)) j∈I

= (π j ◦ Πi∈I pi(n)) j∈I

= (π j(Πi∈I pi(n))) j∈I

= Πi∈I pi(n).

Ası́ g(n) =
∏

i∈I pi(n) para todo n ∈ N. Por lo tanto, g =
∏

i∈I pi. �

Una caracterización de la propiedad universal del producto de módulos es la siguiente:

Ṕ A.3. Sean (Mi)i∈I una familia de A-módulos con I un conjunto no vacı́o y N un
A-módulo. Los A-módulos HomA(N,

∏
i∈I Mi) y

∏
i∈I HomA(N,Mi) son isomorfos.

D́. Sea la familia de proyecciones (π j) j∈I de
∏

i∈I Mi.
Considere la asignación Ψ dada por:

Ψ : HomA(N,
∏

i∈I Mi) −→
∏

i∈I HomA(N,Mi)
ϕ 7→ Ψ(ϕ) = (πi ◦ ϕ)i∈I

Por demostrar que Ψ está bien definida. Sean ϕ y φ elementos de HomA(N,
∏

i∈I Mi) tales que ϕ = φ,
por demostrar que Ψ(ϕ) = Ψ(φ), es decir, que para toda i ∈ I se tiene que πi ◦ ϕ = πi ◦ φ. En efecto,
sean i ∈ I y n ∈ N, ası́

(πi ◦ ϕ)(n) = πi(ϕ(n))

= πi(φ(n))

= (πi ◦ φ)(n).

Se sigue que Ψ es A-lineal pues la operación composición lo es. Además Ψ es inyectiva, pues
ker(Ψ) = {0HomA(N,

∏
i∈I Mi)}. En efecto, sea ϕ ∈ HomA(N,

∏
i∈I Mi).

ϕ ∈ ker(Ψ) ⇔ Ψ(ϕ) = 0∏
i∈I HomA(N,Mi)

⇔ (πi ◦ ϕ)i∈I = (0HomA(N,Mi))i∈I

⇔ πi ◦ ϕ = 0HomA(N,Mi), para toda i ∈ I

⇔ (πi ◦ ϕ)(n) = 0Mi , para toda n ∈ N y para toda i ∈ I

⇔ πi(ϕ(n)) = 0Mi , para toda i ∈ I y para toda n ∈ N

⇔ ϕ(n) = 0∏
i∈I Mi , para toda n ∈ N

⇔ ϕ = 0HomA(N,
∏

i∈I Mi).
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Por otro lado, Ψ es sobreyectiva por la propiedad universal del producto. En efecto, sea ( fi)i∈I

elemento de
∏

i∈I HomA(N,Mi), existe
∏

i∈I fi elemento de HomA(N,
∏

i∈I Mi) tal que πi◦
∏

i∈I fi = fi

para toda i ∈ I. Por lo tanto, Ψ(
∏

i∈I fi) = (πi ◦
∏

i∈I fi)i∈I = ( fi)i∈I . �

Un submódulo particular del producto directo de módulos es la suma directa, veamos cómo se
define.

D́ A.2. Sea (Mi)i∈I una familia de A-módulos con I un conjunto no vacı́o. La suma
directa de los Mi’s es el siguiente subconjunto del producto

∏
i∈I Mi:(mi)i∈I ∈

∏
i∈I

Mi

∣∣∣∣∣ mi = 0Mi , para toda i ∈ I − J donde J ⊆ I finito

 ,
que denotaremos por

⊕
i∈I Mi.

Se tiene que
⊕

i∈I Mi es un A-submódulo de (
∏

i∈I Mi,+, •).

Ṕ A.4. Sea (Mi)i∈I una familia de A-módulos con I un conjunto no vacı́o. Para cada
j ∈ I, la aplicación

ι j : M j −→ ⊕i∈I Mi

m 7→ ι j(m) = (mi)i∈I donde mi =

 m si i = j,
0Mi si i ∈ I − { j}.

es un morfismo inyectivo de A-módulos. A ι j se le llama la inclusión de la componente M j en la
suma directa ⊕i∈I Mi, y a (ι j) j∈I se le llama familia de inclusiones en ⊕i∈I Mi.

T A.5. Propiedad Universal de la Suma Directa de Módulos.
Sea ⊕i∈I Mi la suma directa de la familia (Mi)i∈I de A-módulos donde I es un conjunto no vacı́o con
la familia de inclusiones (ι j) j∈I en ⊕i∈I Mi.
Sea N un A-módulo con una familia de morfismos de A-módulos ( f j) j∈I donde f j : M j → N
para toda j ∈ I, entonces existe un único morfismo de A-módulos ⊕i∈I fi : ⊕i∈I Mi → N tal que
(⊕i∈I fi) ◦ ι j = f j para toda j ∈ I, es decir, para toda j ∈ I se tiene que el siguiente diagrama es
conmutativo:

M j
f j

""EEEEEEEEE
ι j

�� 	

⊕i∈I Mi
⊕i∈I fi

//___ N

D́. Con la notación del teorema, consideremos la siguiente asignación:

⊕i∈I fi : ⊕i∈I Mi −→ N
(mi)i∈I 7→ ⊕i∈I fi ((mi)i∈I) = Σi∈I fi(mi).
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Es inmediato que ⊕i∈I es un morfismo de A-módulos. Más aún para toda j ∈ I se cumple que
(⊕i∈I fi) ◦ ι j = f j. En efecto, Sea m ∈ M j, se cumple que

((⊕i∈I fi) ◦ ι j)(m) = ⊕i∈I fi (ι j(m))

sin embargo ι j(m) = (mi)i∈I donde m j = m y mi = 0Mi , para toda i ∈ I − { j}. Ası́ ⊕i∈I fi ((mi)i∈I) =

f j(m). Por lo tanto, ((⊕i∈I fi) ◦ ι j)(m) = f j(m).
Falta verificar que ⊕i∈I fi es única, es decir, que para toda g ∈ HomA(⊕i∈I Mi,N) tal que g◦ι j = f j para
toda j ∈ I, se cumple que ⊕i∈I fi = g. En efecto, sea g con tales caracterı́sticas y sea (mi)i∈I ∈ ⊕i∈I Mi,

g((mi)i∈I) = g(Σi∈Iιi(mi))

= Σi∈Ig(ιi(mi))

= Σi∈I(g ◦ ιi)(mi)

= Σi∈I fi(mi)

= Σi∈I(⊕i∈I fi ◦ ιi)(mi)

= Σi∈I(⊕i∈I fi(ιi(mi))

= (⊕i∈I fi)(Σi∈Iιi(mi))

= (⊕i∈I fi)((mi)i∈I).

�

La propiedad universal de la suma de módulos tiene una caracterización dada en la siguiente
proposición:

Ṕ A.6. Sean (Mi)i∈I una familia de A-módulos con I un conjunto no vacı́o y N un
A-módulo. Los A-módulos HomA(⊕i∈I Mi,N) y

∏
i∈I HomA(Mi,N) son isomorfos.

D́. Sea la familia de inclusiones (ι j) j∈I en ⊕i∈I Mi.
Considere la asignación Φ dada por:

Φ : HomA(⊕i∈I Mi,N) −→
∏

i∈I HomA(Mi,N)
ϕ 7→ Φ(ϕ) = (ϕ ◦ ιi)i∈I

Por demostrar que Φ está bien definida. Sean ϕ y φ elementos de HomA(⊕i∈I Mi,N) tales que ϕ = φ,
por demostrar que Φ(ϕ) = Φ(φ), es decir, que para toda i ∈ I se tiene que ϕ ◦ ιi = φ ◦ ιi. En efecto,
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sean i ∈ I y x ∈ ⊕i∈I Mi, ası́

(ϕ ◦ ιi)(x) = ϕ(ιi(x))

= φ(ιi(x))

= (φ ◦ ιi)(x).

Aún más Φ es A-lineal pues la operación composición lo es. También Φ es inyectiva, dado que
ker(Φ) = {0HomA(⊕i∈I Mi,N)}. En efecto, sea ϕ ∈ HomA(⊕i∈I Mi,N).

ϕ ∈ ker(Φ) ⇔ Φ(ϕ) = 0∏
i∈I HomA(Mi,N)

⇔ (ϕ ◦ ιi)i∈I = (0HomA(Mi,N))i∈I

⇔ ϕ ◦ ιi = 0HomA(Mi,N), para toda i ∈ I

⇔ (ϕ ◦ ιi)(mi) = 0Mi , para toda mi ∈ Mi y para toda i ∈ I

⇔ ϕ(ιi(mi)) = 0Mi , para toda mi ∈ Mi y para toda i ∈ I

⇔ ϕ((mi)i∈I) = 0Mi , para toda (mi)i∈I ∈ ⊕i∈I Mi

⇔ ϕ = 0HomA(⊕i∈I Mi,N).

Por otro lado, Φ es sobreyectiva por la propiedad universal del producto. En efecto, sea ( fi)i∈I

elemento de
∏

i∈I HomA(Mi,N), existe ⊕i∈I fi elemento de HomA(⊕i∈I Mi,N) tal que (⊕i∈I fi) ◦ ιi = fi

para toda i ∈ I. Por lo tanto, Ψ(⊕i∈I fi) = ((
∏

i∈I fi) ◦ ιi)i∈I = ( fi)i∈I . �

Ó A.3. Con la notación anterior, claramente se concluye que si I es un conjunto
finito, entonces

∏
i∈I Mi =

⊕
i∈I Mi, para toda familia de A-módulos (Mi)i∈I indexada por I.

2. Módulos Libres

En esta sección definiremos los módulos libres y sus rangos. Además demostraremos que cuan-
do el rango es finito este es único.

Los módulos libres salvo isomorfismo es una clase particular de la suma directa de módulos.
En efecto, si (Mi)i∈I es una familia de A-módulos con I un conjunto no vacı́o, tal que Mi = A para
toda i ∈ I, entonces en este caso especial la suma directa se denota por A(I). Más aún, si I es un
conjunto finito de cardinal n con n ∈ Z+, entonces A(I) se denota como An. Por convención A0 es el
módulo cero. Esto da pie al concepto de módulos libres:

D́ A.4. Sea M un A-módulo. M es libre si es isomorfo a A(I) donde I es un conjunto.
Además, a la cardinalidad del conjunto I se le conoce como rango del módulo libre. Si la cardina-
lidad de I es finita se dice que el módulo libre es de rango finito.
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Una caracterı́stica suave de los módulos libres es el hecho de que dos módulos libres de rango
finito son isomorfos si, y sólo si, tienen el mismo rango. Esto lo demostraremos a continuación.

Ṕ A.7. Sean M y N módulos libres sobre A de rango finito m y n respectivamente. Se
cumple que M y N son isomorfos si, y sólo si, los enteros n y m son iguales.

D́. Basta con mostrar que Am �A An si, y sólo si, m = n.
La condición de necesidad claramente se cumple. Basta verificar la condición de suficiencia de la
afirmación.
Sea m ∈Max(A). Al tensorizar con el campo A/m se preserva el isomorfismo, es decir

Am ⊗A
A
m
� An ⊗A

A
m

Dado que la suma directa es compatible con el producto tensorial, se tiene que(
A ⊗A

A
m

)m

�
(
A ⊗A

A
m

)n

El producto tensorial de cualquier A-módulo con el anillo A como A-módulos es isomorfo al módu-
lo. Por lo que tenemos que ( A

m

)m

�
( A
m

)n

La dimensión de espacios vectoriales es única, por lo tanto, m = n. �

De esta proposición se concluye que el rango esta unı́vocamente determinado en los módulos
de rango finito.

3. Producto Tensorial en Breve

En el capı́tulo 2, se ha mencionado el producto tensorial y se ha utilizado en algunas de sus
propiedades, en esta sección se darán las demostraciones de tales propiedades usadas. Para ello se
seguirá lo desarrollado por Atiyah en (1).

D́ A.5. Sean M y N A-módulos. El producto tensorial de M con N sobre A es el
A-módulo cociente

A(M×N)

〈Γ〉
,

donde

Γ =


(m + m′, n) − (m, n) − (m′, n)
(m, n + n′) − (m, n) − (m, n′)
(λm, n) − λ(m, n)
(m, λn) − λ(m, n)

m,m′ ∈ M, n, n′ ∈ N, λ ∈ A


.

Tal A-módulo se denota como M ⊗A N.
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El producto tensorial de módulos permite reducir el estudio de las aplicaciones bilineales a sólo
el estudio de aplicaciones lineales. Demos entonces la definición de aplicación bilineal.

D́ A.6. Sean P, Q y R A-módulos. Una aplicación χ : P × Q→ R es A-bilineal si para
toda (p, q) ∈ P × Q las siguientes aplicaciones son A-lineales

χp : Q → R
s 7→ χp(s) = χ(p, s),

y

χq : P → R
s 7→ χq(s) = χ(s, q).

El A-módulo de las aplicaciones A-bilineales de P × Q en R se denota por BilA(P × Q,R).

Ṕ A.8. Para todo A-módulos M y N existe una aplicación A-bilineal, dado por

θ : M × N −→ M ⊗A N
(m, n) 7→ θ(m, n) = m ⊗ n.

Tal θ es llamada aplicación A-bilineal canónica de M × N en M ⊗A N.

El siguiente teorema es la Proposición 2.12 de (1).

T A.9. Propiedad Universal del Producto Tensorial.
Sean M y N módulos sobre A. Considere el par (M ×A N, θ) donde θ es la aplicación A-bilineal
canónica de M × N en M ⊗A N.
Para cada par (P, f ) donde P es un A-módulo y f ∈ BilA(M × N, P), existe una aplicación A-lineal
única f̂ : M ⊗A N → P tal que f = f̂ ◦ θ, es decir, el siguiente diagrama es conmutativo:

M × N
f

##GGGGGGGGGG

θ
�� 	

M ⊗A N
f̂

//___ P

Además (M ×A N, θ) es el único par salvo isomorfismo que satisface esta propiedad.

La siguiente proposición se da como consecuencia de la propiedad universal del producto ten-
sorial.

Ṕ A.10. Sean M, N y P módulos sobre A. Se cumple que los A-módulos HomA(M ⊗A

N, P) y BilA(M × N, P) son isomorfos.
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D́. Consideremos la siguiente asignación:

Φ : HomA(M ⊗A N, P) −→ BilA(M × N, P)
ϕ : M ⊗A N → P

m ⊗ n 7→ ϕ(m ⊗ n)
7→

Φ(ϕ) : M × N → P
(m, n) 7→ Φ(ϕ)(m, n) = ϕ(m ⊗ n)

Es fácil demostrar que Φ está bien definida, por ejemplo el hecho de demostrar que Φ(ϕ) es A-
bilineal para toda ϕ ∈ HomA(M ⊗A N, P). En efecto, sea ϕ ∈ HomA(M ⊗A N, P).
Sean m ∈ M y n ∈ N, las siguientes aplicaciones son A-lineales pues ϕ lo es:

Φ(ϕ)m : N → P
n 7→ Φ(ϕ)m(n) = Φ(ϕ)(m, n) = ϕ(m ⊗ n),

y

Φ(ϕ)n : M → P
m 7→ Φ(ϕ)n(m) = Φ(ϕ)(m, n) = ϕ(m ⊗ n).

Es inmediato que Φ es A-lineal. Basta mostrar que Φ es biyectivo.
Primero mostraremos que Φ es inyectivo, esto se sigue de que ker(Φ) = 0HomA(M⊗AN,P). En efecto,
sea ϕ ∈ HomA(M ⊗A N, P)).

ϕ ∈ ker(Φ)⇔ Φ(ϕ) = 0BilA(M×N,P)

Se tiene ası́ que para todo m ⊗ n ∈ M ⊗A N, ϕ(m ⊗ n) = 0P. Por lo tanto, ϕ = 0HomA(M,HomA(N,P).
Por otro lado Φ es sobreyectivo por la propiedad universal del producto tensorial �

No tan sólo BilA(M×N, P) es isomorfo a HomA(M⊗A N, P) para todo A-módulos M, N y P, sino
también BilA(M × N, P) es isomorfo a HomA(M,HomA(N, P)), esto se demuestra en la siguiente
proposición.

Ṕ A.11. Sean M, N y P módulos sobre A. Se cumple que los A-módulos
HomA(M,HomA(N, P)) y BilA(M × N, P) son isomorfos.

D́. Consideremos la siguiente asignación:

Φ : HomA(M,HomA(N, P)) −→ BilA(M × N, P)
ϕ : M → HomA(N, P)

m 7→
ϕ(m) : N → P

n 7→ ϕ(m)(n)
7→

Φ(ϕ) : M × N → P
(m, n) 7→ Φ(ϕ)(m, n) = ϕ(m)(n)

Con sencillas operaciones es fácil demostrar que Φ está bien definida, por ejemplo el hecho de
demostrar que Φ(ϕ) es A-bilineal para toda ϕ ∈ HomA(M,HomA(N, P)). En efecto, sea
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ϕ ∈ HomA(M,HomA(N, P)). Sea m ∈ M, la aplicación siguiente es A-lineal pues ϕ(m) lo es:

Φ(ϕ)m : N → P
n 7→ Φ(ϕ)m(n) = Φ(ϕ)(m, n) = ϕ(m)(n).

Sea n ∈ N, la aplicación siguiente es A-lineal pues ϕ lo es:

Φ(ϕ)n : M → P
m 7→ Φ(ϕ)n(m) = Φ(ϕ)(m, n) = ϕ(m)(n).

Es inmediato que Φ es A-lineal. Basta mostrar que Φ es biyectivo.
Primero mostraremos que Φ es inyectivo, esto se sigue de que ker(Φ) = 0HomA(M,HomA(N,P). En efecto,
sea ϕ ∈ HomA(M,HomA(N, P)).

ϕ ∈ ker(Φ)⇔ Φ(ϕ) = 0BilA(M×N,P)

Se tiene ası́ que para todo (m, n) ∈ M × N, ϕ(m)(n) = 0P. En particular, para toda m ∈ M, se tiene
que ϕ(m) = 0HomA(N,P). Es ası́ que ϕ = 0HomA(M,HomA(N,P)).
Sólo falta demostrar que Φ es sobreyectivo. Esto es que para toda ψ en BilA(M × N, P), dar ϕ
elemento de HomA(M,HomA(N, P)) tal que Φ(ϕ) = ψ, veamos que se cumpla. Sea ψ elemento de
BilA(M × N, P), considere la siguiente asignación

ϕ : M → HomA(N, P)

m 7→
ϕ(m) : N → P

n 7→ ϕ(m)(n) = ψ(m, n).

Se tiene que ϕ es A-lineal debido a que ψ es A-bilineal y aún más se tiene que Φ(ϕ) = ψ. �

A consecuencia de las Proposiciones A.10 y A.11, se tiene la siguiente proposición.

Ṕ A.12. Sean M, N y P módulos sobre A. Se cumple que los A-módulos HomA(M ⊗A

N, P) y HomA(M,HomA(N, P)) son isomorfos.

El siguiente Lema es la técnica a utilizar en la demostraciones de las siguiente proposiciones.

L A.13. Sean M, N módulos sobre A. Se cumple que M es isomorfo a N si, y sólo si, los
A-módulos HomA(M, P) y HomA(N, P) son isomorfos para todo A-módulo P.

Cuando se realiza el producto tensorial de un A-módulo N con el anillo A no es simplemente
más que el módulo N.

Ṕ A.14. Sea N un A-módulo. Se tiene que A ⊗A N es isomorfo a N.
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D́. Considerando al módulo M como A en la Proposición A.12, se tiene que para
todo A-módulo P, HomA(A ⊗A N, P) �A HomA(A,HomA(N, P)). Más aún, HomA(A,HomA(N, P))
es isomorfo a HomA(N, P). Por lo tanto, HomA(A ⊗A N, P) �A HomA(N, P) para todo A-módulo P,
por el Lema A.13 se tiene que A ⊗A N es isomorfo a N. �

Otra propiedad del producto tensorial es que es compatible con la suma directa. Esto es lo que
demuestra la siguiente proposición:

Ṕ A.15. Sean {Ni}i∈I una familia de A-módulos con I un conjunto no vacı́o y M un
A-módulo. Los A-módulos M ⊗A (⊕i∈INi) y ⊕i∈I(M ×A Ni) son isomorfos.

D́. Debido al Lema A.13, basta mostrar que para todo A-módulo P, los A-módulos
HomA(M ⊗A (⊕i∈INi), P) y HomA(⊕i∈I(M ×A Ni), P) son isomorfos. En efecto, sea P un A-módulo.

HomA(M ⊗A (⊕i∈INi), P) �A HomA(M,HomA(⊕i∈INi, P))

�A HomA(M,Πi∈I HomA(Ni, P))

�A Πi∈I HomA(M,HomA(Ni, P))

�A Πi∈I HomA(M ⊗A Ni, P)

�A HomA(⊕i∈I(M ⊗A Ni), P).

Por el Lema A.13 se tiene que M ⊗A (⊕i∈INi) y ⊕i∈I(M ×A Ni) son isomorfos como A-módulos. �

4. Longitud de un Módulo

En álgebra conmutativa, la longitud de un módulo sobre un anillo es una medida del “ta-
maño”del módulo sobre el anillo. La longitud de un módulo sobre un anillo es una generalización
del concepto de dimensión para espacios vectoriales.

D́ A.7. Sea M un A-módulo. Una cadena de submódulos de M es una sucesión finita
(Mi)i∈{0,...,n} de A-submódulos de M tal que

{0M} = M0 $ M1 $ . . . $ Mn = M

con n un entero no negativo.

Recordemos que un A-módulo M no nulo es simple cuando sus únicos submódulos son los
triviales, es decir, {0M} y M. Con esto podemos dar la siguiente definición.

D́A.8. Sea M un A-módulo. Una serie de composición de M es una cadena de submódu-
los de M que es maximal. Esto es, una cadena de submódulos (Mi)i∈{0,...,n} de M, con n ∈ Z+, tal que
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Mi/Mi−1 es un A-módulo simple para todo i ∈ {1, . . . , n}. Diremos que la longitud de esta serie de
composición es n.

Como los A-submódulos de Mi/Mi−1 se corresponden biyectivamente con los A-submódulos de
Mi que contienen a Mi−1, el que Mi/Mi−1 sea simple equivale a que no existe un A-módulo N tal
que

Mi−1 $ N $ Mi.

Por lo tanto, que una cadena de submódulos sea una serie de composición equivale a decir que no
podemos añadirle más “eslabones”. Es por esto que es posible dar la definición de longitud de un
módulo.

D́ A.9. Sea M un A-módulo. M tiene longitud infinita sobre A si no existe una serie de
composición de M. En caso contrario, M tiene longitud finita sobre A y la longitud de M sobre A es
el mı́nimo de las longitudes de las series de composición de M. Denotamos por `A(M) la longitud
de M sobre A.

Ó A.10. Para todo A-módulo M. `A(M) ∈ Z+ ∪ {∞}.

Es natural preguntarse cómo se comporta la longitud de un submódulo con respecto a la longitud
del módulo al que pertenece. La siguiente proposición nos da la respuesta.

Ṕ A.16. Sean M un A-módulo y N un A-submódulo de M. Se satisface que
`A(N) ≤ `A(M). Más aún, `A(N) = `A(M) si, y sólo si, N = M.

D́. Si M es de longitud infinita sobre A, entonces se sigue el resultado. Por lo que
podemos suponer que `A(M) = n para algún n ∈ Z+. Si n = 0, entonces se cumple lo deseado.
Consideremos n > 0. Sea (Mi)i∈{0,...,n} una serie de composición de M, ası́

{0M} = M0 $ M1 $ . . . $ Mn = M.

Podemos considerar la siguiente sucesión (Ni)i∈{0,...,n} de A-submódulos de N, donde Ni = N ∩ Mi

para toda i ∈ {0, . . . , n}, cumpliéndose que

{0M} = N0 $ N1 $ . . . $ Nn = N.

Dado que Ni es un A-submódulo de Mi para toda i ∈ {0, . . . , n}, se tiene que para toda i ∈ {1, . . . , n}
Ni

Ni−1
es A-submódulo de

Mi

Mi−1
.

Sea i ∈ {1, . . . , n}. Como Mi/Mi−1 es simple, se sigue que

Ni = Ni−1 ó
Ni

Ni−1
�

Mi

Mi−1
.
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Ası́ Ni/Ni−1 es un A-módulo simple siempre que Ni , Ni−1 con i ∈ {1, . . . , n}. Por lo tanto, se induce
una serie de composición para N de longitud menor o igual que n. Ası́, `A(N) ≤ `A(M).

Si `A(N) = `A(M), entonces Ni/Ni−1 � Mi/Mi−1 para toda i ∈ {1, . . . , n}. Con ello Ni = Mi para
toda i ∈ {1, . . . , n}. En particular, N = M. �

Si recordamos hemos definido a la longitud de un módulo en términos de las longitudes de
sus series de composición, la siguiente proposición nos permite redefinir la longitud de un módulo
cuando esta es finita, pues todas las series de composición tendrán la misma longitud.

ṔA.17. Sea M un A-módulo de longitud finita. Toda serie de composición de M tiene
la misma longitud.

D́. Suponga que M tiene al menos una serie de composición, ası́ M es de longitud
finita, por lo que existe r ∈ Z+ talque `A(M) = r, además existe una serie de composición (Mi)i∈{0,...,r}

de M. Por la Proposición A.16, se tiene que

0 = `A(M0) < `A(M1) < . . . < `A(Mr) = `A(M).

Lo que implica que r ≤ `A(M), por otro lado `A(M) ≤ r. Por tanto r = `A(M). �

Ahora bien, sabiendo la relación dada por el Teorema de la correspondencia de Módulos Co-
ciente, desearı́amos saber si existe relación entre la longitud de un módulo cociente con respecto a
la longitud del módulo que aparece en el numerador de tal cociente. Es por eso que enunciamos y
demostramos la siguiente proposición.

Ṕ A.18. Sean M un A-módulo y N un A-submódulo de M. `A(M/N) ≤ `A(M).

D́. Si M es de longitud infinita sobre A, se satisface lo deseado. Ası́, podemos
suponer que `A(M) = n para algún n ∈ Z+.
Si N es el módulo nulo, entonces se tiene la igualdad. Por lo que, consideraremos que N , {0M}.
Con ello se tiene que M , {0M}. Ası́ n > 0.
Sea (Mi)i∈{0,...,n} una serie de composición de M. Sea k ∈ {1, . . . , n} tal que Mk−1 $ N ⊆ Mk. Por
tanto N = Mk, pues Mk/Mk−1 es A-módulo simple. Se construye ası́ una sucesión (M′

j) j∈{0,...,n−k} de
A-submódulos de M que contienen a N tal que

N = M′
0 $ M′

1 $ . . . $ M′
n−k = M

donde M′
j = Mk+ j para toda j ∈ {0, . . . , n − k}. Más aún, M′

j/M
′
j−1 es simple para j = 1, . . . , n − k.

Por el Teorema de la Correspondencia de Módulos Cociente, se sigue que (M′
j/N) j∈{0...,n−k} es una
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serie de composición para M/N, ası́

N =
M′

0

N
$

M′
2

N
$ . . . $

M′
n−k

N
=

M
N
.

Por lo que tenemos que `A(M/N) ≤ (n − k) < `A(M). �

Hasta el momento hemos mostrado que la longitud se comporta de manera noble, acaso será po-
sible que la longitud sea compatible con las sucesiones exactas. Tal respuesta la da la proposición
siguiente:

T A.19. Sea 0 // N
α // M

β
// L // 0 una sucesión exacta de A-módulos.

M es de longitud finita sobre A si, y sólo si, N y L son de longitud finita sobre A. Cumpliéndose en
este caso la relación `A(M) = `A(L) + `A(N).

D́.

⇐) Supongamos que N y L son de longitud finita sobre A. Por demostrar que M es de longitud
finita sobre A. Digamos que la longitud de N sobre A es r mientras que la longitud de L
sobre A es t. Ası́ existen series de composición (Ni)i={0,...,r} de N y (L j) j={0,...,t} de L. Por lo
tanto

{0N} = N0 $ N1 $ . . . $ Nr = N

y

{0L} = L0 $ L1 $ . . . $ Lt = L.

Con ello, se tiene que

{0M} = α(N0) $ α(N1) $ . . . $ α(Nr) $ β−1(L1) $ . . . $ β−1(Lt) = M

implica una serie de composición de M, puesto que β−1(L1)/α(Nr) � β−1(L1)/ ker β es
simple. Luego `A(M) = r + t = `A(N) + `A(L).

⇒) Supongamos que M es de longitud finita sobre A. Por demostrar que N y L son de longitud
finita sobre A. Como α es inyectiva, se cumple que N � α(N) ⊆ M, ası́ por la Proposición
A.16 se tiene que `A(N) ≤ `A(M). Por lo tanto N es de longitud finita sobre A. Por otro
lado L � M/ ker β ası́ `A(L) = `A(M/ ker β), y por `A(M/ ker β) ≤ `A(M) por la Proposición
A.18. Ası́ L es de longitud finita sobre A.

�

C A.20. Sea N un A-submódulo de un A-módulo M tal que M es de longitud finita.

`A(M) = `A(N) + `A

(M
N

)
.
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D́. Aplicando el Teorema A.19 a la sucesión exacta natural de A-módulos

0 // N // M // M
N

// 0

se tiene que `A(M) = `A(N) + `A (M/N) �

Ahora nos es posible determinar la longitud de módulos libres, veamos cómo.

L A.21. Sea n ∈ N. Si `A(A) es finita, entonces `A(An) = n`A(A).

D́. La demostración se seguirá por principio de inducción sobre n.

Sea n = 1. Claramente se cumple que `A(A1) = 1`A(A).
Tómese por hipótesis de inducción cuando n = s para s ∈ N. La afirmación `A(As) = s`A(A)
se cumple. Verificar para s + 1
Sea n = s + 1. Por demostrar que `A(As+1) = (s + 1)`A(A). Se tiene la siguiente sucesión
exacta natural

0 // A // As+1 // As // 0

y por el Teorema A.19 se tiene que `A(As+1) = `A(A)+`A(As). Por la hipótesis de inducción
se sigue que `A(As+1) = `A(A) + s`A(A) = (s + 1)`A(A).

�

La siguiente proposición permite caracterizar a los campos en terminos de su longitud sobre
ellos mismos.

L A.22. Sea A un anillo. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. A es un campo.
2. La longitud de A sobre A es uno.

D́. Primero mostremos que es suficiente que A sea un campo para que `A(A) sea
igual a uno.
En efecto, si A es un campo, entonces {0A} es un ideal maximal de A, implicando con ello que
solamente se puede construir una serie de composición de A de longitud uno.
Ahora, verifiquemos que para que A sea campo es necesario que `A(A) = 1.
Supongamos que `A(A) = 1. Por lo tanto, A tiene una serie de composición de longitud uno, tal serie
debe tener la siguiente forma {0A} ( A, donde A/{0A} es un A-módulo simple. Consecuentemente,
{0A} es un ideal maximal de A. Por lo tanto, A es un campo. �





APÉNDICE B

Espacio de Zariski de un Anillo en Breve

En el Teorema 3.12 se emplearon algunos conceptos de geometrı́a algebraica, tales conceptos
serán detallados en este apéndice. Para más detalles se pueden consultar (7; 13).

A cada ideal I de un anillo A le asociaremos un conjunto V(I), obteniendo ası́ una familia de
conjuntos que cumplirá las condiciones requeridas para una topologı́a sobre el espectro de A, que
sabemos es el conjunto de todos los ideales primos de A y que denotamos por Spec(A). Por lo tanto,
Spec(A) será un espacio topológico.

D́ B.1. Sea I un ideal de un anillo A. El conjunto de ideales primos de A que contienen
a I será denotado por V(I).

Con las notaciones dadas en la definición anterior, enunciaremos algunas propiedades que sa-
tisfacen los elementos de la familia {V(I) | I es un ideal de A}.

L B.1. Sea A un anillo. Se cumple lo siguiente:

1. ∅ = V(A).
2. Spec(A) = V({0A}).
3. Para todo conjunto Λ no vacı́o que parametriza a una familia (Iλ)λ∈Λ de ideales de A.⋂

λ∈Λ

V(Iλ) = V

∑
λ∈Λ

Iλ

 .
4. Sean I y J ideales de A. Se tiene que

V(IJ) = V(I) ∪ V(J) = V(I ∩ J).

D́. 1) Supongamos que V(A) es distinto del vacı́o. Ası́, existe un ideal primo
p de A que contiene a A, por lo tanto p = A, absurdo.

2) Como todo ideal primo contiene al ideal cero, se sigue que V({0A}) = Spec(A).
3) Basta mostrar que para todo elemento p de Spec(A), se cumple que

p ∈ V

∑
λ∈Λ

Iλ

⇔ p ∈
⋂
λ∈Λ

V(Iλ).

67
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En efecto, sea p ∈ Spec(A).

p ∈ V

∑
λ∈Λ

Iλ

 ⇔ ∑
λ∈Λ

Iλ ⊆ p

⇔ Iλ ⊆ p, para toda λ ∈ Λ

⇔ p ∈ V(Iλ), para toda λ ∈ Λ

⇔ p ∈
⋂
λ∈Λ

V(Iλ).

4) Demostraremos las contenciones siguientes:

V(I ∩ J) ⊆ V(IJ) ⊆ V(I) ∪ V(J) ⊆ V(I ∩ J).

Sea p un elemento de Spec(A).

p ∈ V(I ∩ J) ⇔ I ∩ J ⊆ p

⇒ IJ ⊆ p

⇒ p ∈ V(IJ).

Ası́, V(I ∩ J) ⊆ V(IJ). Por otro lado,

p ∈ V(IJ) ⇔ IJ ⊆ p

⇒ I ⊆ p o J ⊆ p

⇒ p ∈ V(I) o p ∈ V(J)

⇒ p ∈ V(I) ∪ V(J).

Por lo tanto, V(IJ) ⊆ V(I) ∪ V(J). Más aún,

p ∈ V(I) ∪ V(J) ⇔ p ∈ V(I) o p ∈ V(J)

⇔ I ⊆ q o J ⊆ q

⇒ I ∩ J ⊆ p

⇒ p ∈ V(I ∩ J).

Por lo que, V(I) ∪ V(J) ⊆ V(I ∩ J).

�

Como consecuencia del Lema B.1, {Spec(A) \ V(I) | I es un ideal de A} es una topologı́a de
Spec(A), tal topologı́a es llamada la topologı́a de Zariski de A. Además, para cada ideal I de A,
diremos que V(I) es el cerrado de Zariski asociado a I.

Los siguientes lemas son propiedades que satisfacen los cerrados de Zariski de Spec(A):
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L B.2. Sean k ∈ N e I1, . . . , Ik ideales de un anillo A. Se cumple que

V(I1 · · · Ik) = V(I1) ∪ . . . ∪ V(Ik).

D́. La demostración se seguirá por principio de inducción sobre k.

Si k = 1, entonces el resultado es claro.
Supongamos por hipótesis de inducción que para cada s en {1, . . . , k − 1}, se tiene que

V(I1 · · · Is) = V(I1) ∪ . . . ∪ V(Is).

Por el Lema B.1(4), se cumple que

V(I1 · · · IsIs+1) = V(I1 . . . Is) ∪ V(Is+1)

Y aplicando la hipótesis de inducción, se sigue que

V(I1 · · · IsIs+1) = V(I1) ∪ . . . ∪ V(Is) ∪ V(Is+1).

�

L B.3. Sea I un ideal de un anillo A. V(I) es vacı́o si, y solo si, I es igual a A.

D́. La condición de suficiencia claramente se cumple debido al Lema B.1(1). Resta
mostrar que si V(I) = ∅, entonces I = A.
Supongamos que I , A. Existe un ideal maximal de A que contiene a I. Debido a que todo ideal
maximal es un ideal primo, tenemos que existe un ideal primo de A que contiene a I, ası́ V(I) , ∅,
absurdo. �





APÉNDICE C

Forma Normal Canónica de Smith de una Matriz en Breve

En los Teoremas 3.7 y 3.12 se hace uso de los factores invariantes de las matrices con coeficien-
tes en un dominio de ideales principales, es por ello que damos una aclaración sobre tales factores
que se obtienen del siguiente teorema cuya demostración se encuentra en (9, Teorema 3.8, pág.
181).

Ṕ C.1. Sea G una matriz de tamaño k × n con coeficientes en un dominio de ideales
principalesA. Existen unas matrices P ∈ GLk(A) y Q ∈ GLn(A) tales que

PGQ =


λ1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . λq

0q×(n−q)

0(k−q)×q 0(k−q)×(n−q)

 ,
donde q es el rango de G y λ1, . . . , λk son elementos deA.
Se llama forma normal canónica de Smith de G a la matriz PGQ. Y a los elementos λ1, . . . , λq de
su diagonal se les llama factores invariantes de G.
Más aún, los factores invariantes están dados por:

λ1 = ∆1, y

λi =
∆i

∆i−1
, para cada i = 2, . . . , q.

donde ∆i es el máximo común divisor de los i-menores de G, para toda i ∈ {1, . . . , q}.
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Estado en progreso. Asesor: M. Lahyane.

[14] J. Rosenthal, J. M. Schumacher y E.V. York. On behaviors and convolutional codes.
IEEE Trans. Inform. Theory. 42(6):1881-1891, (1996).

[15] J. Rosenthal, R. Smarandache. Maximun distance separable convolutional codes.
Appl. algebra Engrg. Comm. Comput., 10(1):15-32, (1999).

[16] A.J. Viterbi. Error bounds for convolutional codes and an asymptotically optimum decoding
algorithm.
IEEE Trans. Inform. Theory, vol IT-13 (April, 1967), pp. 260-269.

[17] J. Walker. Algebraic geometric codes over rings.
Journal of pure and applied algebra, vol. 144-1, (1999), pp. 91-110.
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