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INTRODUCCIÓN

En 1971 M. Auslander en su trabajo Representation dimension of artin algebras, [Aus71],

definió la noción de dimensión de representación de un álgebra de artin Λ como una manera de

medir homológicamente qué tan lejos está un álgebra de tipo de representación infinita de ser de

tipo de representación finita (ver [Xi00]). Recientemente, en 2003, O. Iyama ha mostrado que la

dimensión de representación de cualquier álgebra de artin es finita, [Iya03]. Sin embargo, hasta la

fecha se conoce poco acerca de los valores precisos de dimensión de representación en general.

Dentro de los ejemplos que son conocidos se encuentra el trabajo producido por R. Rouquier

en [Rou06] donde muestra que el álgebra exterior de un espacio vectorial de dimensión n tiene

dimensión de representación n + 1, es ası́ que se da a conocer el primer ejemplo de un álgebra de

dimensión de representación 4, de ese modo refutando lo antiguamente creı́do que la dimensión de

representación de un álgebra no podrı́a exceder 3.

La importancia del trabajo de M. Auslander se encuentra en el hecho de que los métodos des-

critos han sido efectivamente aplicados no solamente para la teorı́a de representaciones de álgebras

de artin [ARS95], por ejemplo, se han utilizado también en la teorı́a de álgebras quasi-hereditarias

[CPS88].

Otros estudios de la dimensión de representación se han enfocado en encontrar relaciones entre

las dimensiones de representación de álgebras que estén relacionadas de alguna manera. Por ejem-

plo Auslander y Reiten en [AR78] dieron la definición de equivalencia estable y en [Xi02] C. Xi

prueba que bajo equivalencia estable de tipo de Morita se preserva la dimensión de representación;

posteriormente A. S. Dugas en [Dug07] muestra que cualesquiera dos álgebras de artin estable-

mente equivalentes tienen igual dimensión de representación, reconociendo ası́ la dimensión de

representación como una de las propiedades homológicas que son preservadas bajo equivalencia

estable.

Dada la importancia de las nociones, técnicas y métodos descritos por M. Auslander, el presente

trabajo se encuentra basado en los temas de tal artı́culo y hemos tratado de desarrollar con detalle

las demostraciones para hacer más fácil su lectura.

En el primer capı́tulo damos un desarrollo histórico de la teorı́a de representaciones, ası́ mismo

motivamos el estudio del presente trabajo.

En el segundo capı́tulo daremos los conceptos preliminares necesarios para el tratamiento de

los temas posteriores y aunque existe mucha literatura sobre tales conceptos, Auslander los utiliza

de una manera un tanto diferente, es por esa razón que este capı́tulo es de importancia para el resto

del trabajo.



II

En el tercer capı́tulo damos paso a la teorı́a clásica de representaciones de un anillo Λ, la cual

concierne primero a ver como los Λ-módulos se escinden en sumas directas de otros módulos y

describir los módulos inescindibles. Cabe hacer mención que analizamos tales temas bajo la visión

de Auslander y en el trabajo no consideramos métodos alternativos como los carcajes. En este

capı́tulo encontramos uno de nuestros principales teoremas (Teorema 3.18), en el cual se demuestra

una equivalencia de representación entre las categorı́as In jb(Mod(Λ)) e In j(Gr(Λ/a,b)). Con el

fin de aclarar el significado de ésta equivalencia mostramos que de ella se deduce la construcción

hecha por I. Reiten en [Rei75], en la que demuestra que álgebras de radical cuadrado cero son

establemente equivalentes a álgebras hereditarias.

En el cuarto capı́tulo el principal objetivo es introducir la noción de la dimensión de represen-

tación de un álgebra de artin. Se espera que la dimensión de representación de un álgebra de artin

nos de una manera razonable de medir hasta que punto un álgebra de artin arbitraria se aleja de ser

de tipo de representación finita. Después de algunos preliminares sobre categorı́as y módulos sobre

anillos de endomorfismos, una descripción de las álgebras de artin Λ de tipo de representación

finita es dada en la sección 3,4. Este resultado sirve como principal motivación para la definición

de la dimensión de representación de un álgebra de artin dada en la sección 3,5. También mostra-

mos como construir álgebras de Auslander a partir de álgebras de artin de tipo de representación

finita. Éstas construcciones nos dan el teorema principal del artı́culo, el cual prueba que existe una

biyección entre las clases de equivalencia de Morita de álgebras de artin de tipo de representación

finita y clases de equivalencia de Morita de álgebras de Auslander.

Finalmente el quinto capı́tulo, dado que la definición de la dimensión de representación de

un álgebra de artin Λ está proporcionada en términos de álgebras de artin Γ con dom.dimΓ ≥ 2 y

EndΓ(I0(Γ))op es Morita equivalente a Λ donde I0(Γ) es una envolvente inyectiva de Γ, es de interés

el conocer como construir tales álgebras de artin Γ, éste estudio lo llevamos a cabo en la sección 1.
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Índice Alfabético 123



Capı́tulo 1

Nociones básicas en la teorı́a de
representaciones.

La teorı́a de representaciones estudia la realización concreta de estructuras abstractas [CR06],

por ejemplo, dado un grupo finito G, una representación de G es un homomorfismo ϕ : G →
Gl(n, k), donde Gl(n, k) es el grupo lineal de las matrices invertibles de tamaño n × n.

Si denotamos por kG el álgebra de grupo, es decir, kG es el k-espacio vectorial con base G
y multiplicación el producto en el grupo extendido linealmente, las representaciones del grupo G
forman una categorı́a, la cual es isomorfa a la categorı́a mod(kG) de los kG−módulos de dimensión

finita. En otras palabras, dar una representación de kG es equivalente a dar un kG-módulo.

Observación 1.1. La categorı́a mod(kG) es Krull-Schmidt, es decir, todo módulo finitamente ge-

nerado tiene una única descomposición en suma directa de módulos inescindibles.

Observación 1.2. El anillo kG es un ejemplo de una k-álgebra de dimensión finita.

Observación 1.3. Para toda k-álgebra de dimensión finitaΛ, la categorı́a deΛ-módulos finitamente

generados mod(Λ) es Krull-Schmidt [AF92].

Ası́ el objetivo principal de la teorı́a de representaciones serı́a:

Encontrar todos los Λ− módulos inescindibles y los morfismos entre ellos. Esas representaciones
(por lo menos teóricamente) resultan más fáciles de ser estudiadas en el caso en que Λ es un

álgebra de tipo de representación finita, esto es, un álgebra que salvo isomorfismo tiene sólo un
número finito de módulos inescindibles.

El caso más sencillo es el de una k-álgebra semisimple. Las álgebras semisimples de dimensión

finita fueron caracterizadas por Wedderburn en 1908.

Teorema 1.4 ([AF92], [CL70]). Una k-álgebra de dimensión finita es semisimple si y sólo si es
isomorfa a un producto finito anillos de matrices con coeficientes en k-álgebras con división.

En el caso semisimple los únicos módulos inescindibles son los módulos simples y estos co-

rresponden a las columnas de los anillos de matrices, más aún, se tiene el siguiente teorema:
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Teorema 1.5. Sea Λ una k-álgebra de dimensión finita. Las siguientes condiciones son equivalen-
tes:

i) El álgebra Λ es semisimple.

ii) Todo módulo es proyectivo.

iii) Todo módulo es inyectivo.

iv) Toda sucesión exacta se escinde.

v) Todo módulo es suma directa de módulos simples.

Ejemplo 1.6 (El álgebra de grupo kG). Se tienen dos casos:

1) La caracterı́stica del campo no divide al orden del grupo:

En ese caso se tiene:

Teorema (W. Maschke 1858-1908) El álgebra de grupo kG es semisimple si y sólo si la carac-

terı́stica del campo no divide al orden del grupo.

2) El campo k tiene caracterı́stica un primo p que divide al orden de G.

En este caso podemos tener un número finito de inescindibles no isomorfos, por ejemplo si

k es un campo de caracterı́stica p y G es un grupo cı́clico de orden p o un número infinito si

G = Zp × Zp.

Segundo problema de teorı́a de representaciones:

Caracterizar las álgebras de dimensión finita con sólo un número finito de módulos inescindibles
de dimensión finita.

Ası́ surgieron las primeras ideas para clasificar las álgebras (del punto de vista de sus represen-

taciones) por ası́ decir, por el tamaño de sus categorı́as de módulos, dicho de otra manera, por la

posibilidad de describir todos sus módulos inescindibles.

Teorema 1.7 (Higman 1954 Hi). Sea k un campo de caracterı́stica p y G un grupo cuyo orden es
divisible por p. Entonces kG tiene sólo un número finito de inescindibles si sólo si el p−grupo de
Sylow de G es cı́clico.

¿Qué pasa si el p-grupo de Sylow no es cı́clico?

Ejemplo 1.8. G = Z2 × Z2 y k un campo de caracterı́stica 2.

En 1963 S. A. Krugljak [Kru63] demostró que las representaciones inescindibles de k(Z2 ×Z2)

se corresponden, salvo módulos proyectivos, con las formas canónicas de los pares de matrices de

Kronecker, [Kro80] (1870) las cuales a su vez estan relacionados con los bloques de Jordan (1870),

por lo que se puede dar una lista de todos los k(Z2 × Z2)- módulos inescindibles.

Sin embargo la situación es muy diferente para primos distintos de dos, por ejemplo, no se

conocen las representaciones del grupo Zp × Zp sobre un campo de caracterı́stica p con p ≥ 3.
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Heller y Reiner [HR61] demostraron en 1961 que este es un problema de los que hoy llamamos

salvajes, es decir la clasificación de los módulos inescindible sobre k(Zp×Zp) para un primo p ≥ 3

implicarı́a la clasificación de todas las representaciones inescindibles de las p matrices.

El problema de clasificar los inescindibles de las 3 matrices implicarı́a a su vez, la clasificación

de los módulos inescindibles para toda álgebra de dimensión finita, según demostró P. Gabriel

(1975) [Gab72], [Gab73].

Encontramos entonces tres tipos de representación:

a) Álgebras de tipo de representación finita, un número finito de inescindibles.

b) Álgebras de tipo de representación mansa, para cada dimensión los inescindibles se para-

metrizan por un número finito de curvas.

c) Álgebras de tipo de representación salvaje, la categorı́a de módulos inescindibles contiene

los módulos inescindibles de cualquier otra álgebra, por lo tanto se considera imposible

clasificar sus módulos inescindibles.

Ejemplo 1.9. El anillo de matrices triangulares:[
k 0

V k

]
con k un campo y V un k-espacio vectorial de dimensión finita es de tipo de representación finita

si dim V = 1, es manso si dimV = 2 y salvaje si dimV ≥ 3.

Problemas:

a) Clasificar todas las álgebras de tipo de representación finita.

b) Estudiar las álgebras mansas, clasificarlas, encontrar sus representaciones inescindibles.

c) Entender lo que significa ser salvaje.

Históricamente las primeras tentativas de investigación se dirigı́an a clasificar las álgebras

según el número y/o el tamaño de sus inescindibles. Las de álgebra de tipo infinito se clasificarı́an

en álgebras de tipo limitado y no limitado. Las primeras, serı́an aquellas en las que las dimensiones

de los inescindibles están acotadas. A su vez, las de tipo no limitado se clasificarı́an en los tipos

débilmente no limitado y fuertemente no limitado, siendo estas últimas aquellas en las que hay una

infinidad de dimensiones, cada una con una infinidad de inescindibles no isomorfos dos a dos.

Esta expectativa comenzó a reducirse por los años 40 cuando fueron divulgadas dos conjeturas

de Brauer y Thrall.

La primera, B − T , I, afirmaba que si un álgebra es de tipo limitado, es de tipo finito. Fue

demostrada por Roiter en 1965.

La segunda, B − T , II, afirmaba que toda álgebra de tipo infinito es de tipo fuertemente no

limitado.1

1La primera demostración conceptual de esta conjetura fue dada por Bautista [Bau85] utilizando resultados de Bau-

tista, Gabriel, Roiter, Salmeron [BGRS84] y de [Bon84].
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Para las álgebras de grupo kG es es sencillo probar las siguientes [MV90]:

a) Si kG es de tipo de representación infinita, entonces existen módulos inescindibles de di-

mensión arbitariamente grande.

b) Si kG es de tipo de representación infinita, entonces existe una sucesión de enteros positivos:n1 <

n2 < ...nk < ..., tal que para cada ni existe un número infinito de módulos inescindibles de

dimensión ni.

Estas afirmacaciones son casos particulares de la primera y segunda conjetura de Brauer-Thrall,

respectivamente.

1.1. Nilpotencia y equivalencia.

Desde los primeros dı́as de la teorı́a de álgebras se observó que lo que era determinante para

tener complicaciones y situaciones complejas era la presencia de la nilpotencia, es decir de objetos

no nulos que admiten potencias nulas. Esto ya se evidencia con la no existencia de elementos

nilpotentes. Por ejemplo, un campo o un álgebra con división no tienen elementos nilpotentes

(salvo el 0).

La existencia de elementos nilpotentes no es tan importante, sino la existencia autorepresen-

taciones, es decir subrepresentaciones de ΛΛ, que sean nilpotentes. En ese sentido, basta observar

que las álgebras de matrices, tienen todas sus representaciones completamente reducibles, no tie-

nen ideales (no nulos) nilpotentes, pero sı́ contienen elementos nilpotentes. Por ejemplo:

(
0 1

0 0

)2

=

(
0 0

0 0

)
.

Ası́ cobró importancia el ideal r, llamado el radical de Λ que contiene todos los ideales nilpo-

tentes. Resulta que él mismo es nilpotente y que es estable por multiplicaciones a la derecha. Por lo

tanto, es el máximo ideal nilpotente del álgebra Λ y además es un ideal bilateral. Y puede probarse

que el álgebra es semisimple si y sólo si su ideal r es 0.

Una propiedad caracterśtica de los ideales bilaterales, como r, es que el espacio vectorial co-

ciente, en el caso Λ/r = {x + r/x ∈ Λ}, tiene una estructura natural de álgebra (definiendo el

producto de clases (x + r)(y + r) igual a la clase del producto xy + r).

Corroborando la importancia del radical para el buen comportamiento del álgebra en cuanto a

sus representaciones, podemos anotar que el álgebra cociente, Λ/r, es siempre un álgebra semi-

simple.

Otro de los progresos que son importantes para nosotros son los teoremas de Morita. Sin entrar

en detalles, expliquemos lo que más interesa a partir de la siguiente definición.

Definición 1.10. El álgebra Λ se llama básica si en su descomposición en suma directa de proyec-

tivos inescindibles no hay repeticiones”, es decir, todos ellos son no isomorfos dos a dos.



1.2. DE ÁLGEBRAS A GRÁFICAS Y MATRICES. 5

Si Λ y Γ son álgebras tales que las categorı́as mod(Λ) y mod(Γ) son equivalentes, entonces se

dice que Λ y Γ son Morita-equivalentes.

Los teoremas de Morita garantizan que toda álgebra es Morita-equivalente a un álgebra básica,

que es única salvo isomorfismo.

Puesto que, si dos álgebras son Morita-equivalentes, sus categorı́as de módulos son categorı́as
equivalentes, se suele estudiar la teorı́a de representaciones suponiendo que el álgebra es básica.

1.2. De álgebras a gráficas y matrices.

Aunque nuestro próposito en este trabajo no es adentrarnos en carcajes, damos está sección,

mostrando la importancia, métodos y técnicas desarrollados con ellos.

Gabriel (1972)[Gab72][Gab73], demostró que las álgebras hereditarias de dimensión finita so-

bre un campo algebraicamente cerrado y tipo de representación finita son las álgebras que corres-

ponden a un diagrama de Dynkin.

De manera más precisa:

Definición 1.11. Un carcaj Q es una gráfica orientada finita, que consiste de vértices Q0 y flechas

Q1 ejemplo:

−→
↗ �

� � �

Llamamos un camino γ a una composición de flechas γ = α1α2...αk...αn . Denotamos por kQ
el álgebra con base los caminos del carcaj y producto γ1 ∗ γ2 composición de caminos si el final

de γ2 coincide con el inicio de γ1 y cero de lo contrario. Una relación ρ en Q es una combinación

lineal de caminos, ρ =
n∑

i=1
ciγi.

Sea Q un carcaj y
{
ρ j

}
1≤ j≤m

un conjunto finito de relaciones. Una representación del carcaj
Q es un par V = ({Vi}i∈Q0

, {Vα}α∈Q1
), donde Vi es un espacio vectorial de dimensión finita y Vα :

Vi → V j es una transformación lineal y α es una flecha con inicio i y final j. La representación V

satisface la relación ρ =
n∑

i=1
ciγi. Si V(ρ) =

n∑
i=1

ciV(γi) = 0, donde V(γ) = Vα1
Vα2
...Vαk ...Vαn .

Rep
(
Q,

{
ρ j

}
1≤ j≤m

)
es la categorı́a de representaciones del carcaj Q que satisfacen las relaciones{

ρ j
}
1≤ j≤m

.

Teorema 1.12 (Gabriel). Dada una k−álgebra de dimensión finita Λ sobre un campo algebraica-
mente cerrado k, existe un carcaj finito Q y un conjunto finito de relaciones

{
ρ j

}
1≤ j≤m

, tal que si I

es el ideal de kQ generado por las relaciones
{
ρ j

}
1≤ j≤m

, entonces las categorı́as de módulos fini-
tamente generados mod(Λ) y mod(kQ/I) son equivalentes y mod(kQ/I) es isomorfa a la categorı́a

de representaciones Rep
(
Q,

{
ρ j

}
1≤ j≤m

)
del carcaj Q que satisfacen las relaciones

{
ρ j

}
1≤ j≤m

.
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Teorema 1.13 (Gabriel-Yoshii [Gab72][Yos56]). Sea Q un carcaj conexo finito sin ciclos orienta-
dos, Rep(Q) tiene sólo un número finito de representaciones inescindibles sı́ y solo si Q es uno de
los diagramas de Dynkin:

An:

− − ... − − −

Bn:

�

.− .− ... −. −
�

D6:

|
−. − . −. −.

D7:

|
−. − . −. −. −.

D8:

|
−. − . −. −. −. −.

Toda álgebra básica de dimensión finitaΛ sobre un campo algebraicamente cerrado es isomorfa

a una álgebra de carcaj kQ con Q sin ciclos orientados. El teorema de Gabriel-Yoshii clasifica las

álgebras hereditarias de tipo de representación finito sobre campos algebraicamente cerrados.

Por su parte P. Donovan y M. R. Freislich [DF73] e independientemente, Nazarova, [Naz73]

clasificaron en 1973 las álgebras mansas hereditarias de dimensión finita sobre un campo alge-

braicamente cerrado y todos los módulos inescindibles, las álgebras correspondı́an a los diagramas

Euclideanos siguientes:

∼
An :

− − ... −
� ... \
... − ... −

∼
Dn :

� �

.− .− ... −.
� �
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∼
E6 :

|
|

.− .− . −. −.
∼
E7 :

|
−. −. − . −. −. −

∼
E8 :

|
−. − . −. −. −. −. −.

En la demostración utilizaron los funtores de Coxeter y una forma cuadrática, que resulta ser

positiva no definida (Ver [DR76] para el caso de especies y una demostración más conceptual y

completa).

Por su parte la escuela de Kiev de Roiter y Nazarova utilizó métodos matriciales para encon-

tar los módulos inescindibles de álgebras de dimensión finita, ası́ como de otros objetos como:

parcialmente ordenados, policarcajes etc.

1.3. Álgebras de tipo finito y la dimensión de representación.

Aparte de la teorı́a de representaciones, y con un alcance más general, fueron desenvolviéndo-

se, por la década de los 50, dos grandes ramas del álgebra: el álgebra homológica y la teorı́a de

categorı́as. Fue hasta principios de los 70 que M. Auslander en sus trabajos de teorı́a de represen-

taciones de álgebras de artin, dio un gran auge e importancia a éstas dos ramas de la matemática.

Por supuesto, existen otras personas muy importantes que ayudaron al auge de estas ramas (por

ejemplo, P. Gabriel), pero es de resaltar los puntos de vista homológicos con los que trabajaba

Auslander.

Para continuar con el desarrollo de este capı́tulo hagamos enfásis en los conceptos y trabajos

desarrollados por Auslander. Los cuales como veremos proporcionan herramientas para resolver el

problema si un álgebra de artin es de tipo de representación finita.

El desarrollo de métodos y aplicaciones funtoriales de la categorı́a de funtores a la teorı́a de

módulos fue uno de los trabajos esenciales de Auslander. Dichos trabajos de Auslander comenza-

ron con [Aus98] en 1966, precediendo su interés en la teorı́a de representaciones de álgebras de

artin. Como veremos en el capı́tulo 4, en este tema se investiga la categorı́a de funtores coherentes

Ĉ ⊂ (Cop, Ab), asociados con una categorı́a abeliana C. En particular, se sabe que esta categorı́a de

funtores tiene dimensión global a lo más 2, que la categorı́a abeliana original C puede ser construi-

da como un cociente de la categorı́a de funtores módulo una subcategorı́a densa. Cuando C tiene

suficientes proyectivos, dicha subcategorı́a densa es precisamente Ĉ.
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En conexión con los trabajos de funtores coherentes se encuentran las categorı́as establemente

equivalentes. En particular, en en [AR73] se muestra que si la categorı́a abeliana C = mod(Λ), para

un álgebra de artin Λ y Ĉ0(Λ) denota la subcategorı́a plena de funtores coherentes Ĉ que se anulan

sobre objetos proyectivos. Si P denota la subcategorá plena de Ĉ0(Λ), e I la subcategorı́a plena

de objetos inyectivos en Ĉ0(Λ), entonces existen equivalencias de categorı́as α : mod(Λ) → P y

β : mod(Λ) → I. De ésta manera, se muestra que Ĉ0(Λ) determina la categorı́a estable mod(Λ), e

inversamente Ĉ0(Λ) es determinada por mod(Λ).

Uno de los princiaples resultados de la equivalencia estable, es la caracterización de álgebras

que son establemente equivalentes a álgebras hereditarias, un ejemplo de ello es visto en 3.5 del

presente trabajo.

Combinado resultados de Gabriel [Gab72] y Yoshii [Yos56] con resultados de Mitchell [Mit68],

se pueden clasificar una gran cantidad de clases de álgebras hereditarias en cuanto a si son de tipo

finito o no, llamemosle álgebras hereditarias las cuales son producto finito de subanillos de anillos

de matrices triangulares inferiores con entradas en un campo k, Trn(k).

Dentro de los trabajos más recientes, dando uso e imporatancia de la equivalencia estable, se

encuentra el trabajo hecho por Dugas.

Teorema 1.14 (A. Dugas [Dug07]). Sean Λ y Λ′ dos álgebras de artin establemente equivalentes.
Entonces, rep.dimΛ = rep.dimΛ′.

Los conceptos y temas mencionados al incio de esta sección continuarón desarrollandose en-

contrando una nueva conexión con la dimensión de representación de un álgebra de artin, defi-

nido por Auslander en [Aus71]. Se espera que la dimensión de representación nos da una manera

razonable de medir hasta que punto un álgebra de artin arbitraria se aleja de ser de tipo de repre-

sentación finita.

Proposición 1.15 (Auslander 4.45). Sea Λ un álgebra de artin:

a) rep.dimΛ = 1 si y sólo si Λ es semisimple.

b) rep.dimΛ ≤ 2 si y sólo si Λ es de tipo de representación finita.

Siendo este el primer resultado que nos da fé de la relación existente entre el concepto de

dimensión de representación y el tipo de representación para álgebras de artin. Después de ello

siguieron resultados como el de Iyama.

Teorema 1.16 (O. Iyama [Iya03]). La dimensión de representación de cualquier álgebra de artin
es de tipo finita.

Con los trabajo hechos hasta su momento fue que Igusa-Todorov relacionó la dimensión de

representación con la conjetura de dimensión finitistica; la cual establece que dada un álgebra de

aritin Λ, la dimensión proyectiva de todo Λ-módulo M se encuentra acotada.

Teorema 1.17 (Igusa-Todorov [IT05]). Sea Λ un álgebra. Si rep.dimΛ ≤ 3 entonces Λ satisface
la conjetura de dimensión finitı́stica.
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Hasta el año 2001, para todas las álgebras de artin Λ a las que se les calculó la dimensión

de la representación, resultó que rep.dim ≤ 3. Por lo tanto, hubo una fuerte sensación de que

todas las álgebras de artin podrı́an tener esta propiedad. Si esto hubiera sido cierto, la conjetura de

dimensión finitı́stica y por lo tanto muchas otras conjeturas homológica hubieran sido probadas.

Fue sin embargo R. Rouquier quien da a conocer el primer ejemplo de un álgebra de dimensión de

representación 4.

Teorema 1.18 (R. Rouquier [Rou06]). Sea V un k-espacio vectorial de dimensión n, donde k es
un campo, y Λ(V), el álgebra exterior correspondiente. Entonces, rep.dimΛ(V) = 1 + n.

De ésta manera, podemos observar que la dimensión de representación se encuentra relaciona-

da con la clasificación de tipo de representación de álgebras, y surgen preguntas acerca del alcance

de dicho concepto, por ejemplo, del Teorema de Rouquier 4.54, es conocido que las álgebras exte-

riores de dimensión 3, son salvajes. Ası́ mismo dado que bajo equivalencia estable, por el Teorema

de Dougas 1.14, la dimensión de representación se preserva, entonces tenemos conocidas algunas

de sus propiedades homológicas.





Capı́tulo 2

Fundamentos Categóricos

En este capı́tulo introduciremos algunas definiciones básicas y hechos de la teorı́a de categorı́as

las cuales necesitaremos en el desarrollo del presente trabajo.

2.1. Categorı́as y Subcategorı́as.

Definición 2.1. Una categorı́a C se encuentra compuesta por:

a) Una colección Obj C de objetos de C.

b) Para cada par de objetos C1, C2 en C un conjunto de morfismos de C1 a C2 al cual lo deno-

tamos por C(C1,C2) = HomC(C1,C2).

c) Funciones

C(C1,C2) × C(C2,C3) −→ C(C1,C3)

para todas las ternas (C1,C2,C3) de objetos en C, las cuales denotaremos por ( f , g) �→ g f ,

que llamamos la composición de los morfismos f y g, los cuales estan sujetos a las siguientes

condiciones:

i) Para cada objeto C en Obj C, existe un morfismo 1C ∈ C(C,C), llamado el morfismo

identidad tal que:

• f 1C = f , para todo f ∈ C(C, X), y X ∈ C.

• 1Cg = g, para todo g ∈ C(X,C), y X ∈ C.

ii) La composición es asociativa, es decir, si f ∈ C(C1,C2), g ∈ C(C2,C3) y h ∈ C(C3,C4),

entonces:

h(g f ) = (hg) f .

Observación 2.2. a) Para cada C en Obj C, existe solamente un morfismo identidad 1C ∈
C(C,C). Llamaremos a los elementos de C(C,C) los endomorfismos de C y serán deno-

tados por End(C).
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b) Cuando es obvio en que categorı́a se encuentran nuestros elementos, escribiremos (C1,C2)

en lugar de HomC(C1,C2), para denotar el conjunto de morfismos de C1 a C2 en C.

c) No estamos asumiendo que nuestra colección de objetos de C sea un conjunto. En el caso en

que Obj C sea un conjunto, diremos que C es una categorı́a pequeña.

A continuación daremos algunos ejemplos de categorı́as.

Ejemplo 2.3. Categorı́a de conjuntos. Denotaremos por S ets la categorı́a cuyos objetos son los

conjuntos, los morfismo entre objetos son las funciones y la composición de morfismos es la com-

posición usual de funciones entre conjuntos.

Definida ası́ de esta manera es claro que S ets es una categorı́a.

Ejemplo 2.4. Categorı́a de grupos abelianos. Denotaremos por Ab a la categorı́a cuyos objetos son

los grupos abelianos, los morfismos entre sus objetos son los homomorfismos de grupos abelianos

y la composición de morfismos es la composición de funciones.

Ejemplo 2.5. Recordemos que un monoide es un conjunto con una operación binaria que es aso-

ciativa y que tiene un elemento neutro. Asociado a un monoide Λ se encuentra la categorı́a C(Λ)

la cual consiste de un solo objeto C, el conjunto de morfismos HomC(Λ)(C,C) = Λ es el monoide

Λ y la composición de morfismos está dada por:

C(C,C) × C(C,C) −→ C(C,C)

( f , g) �−→ g f

la multiplicación en Λ, es decir, g f es el producto de g y f en Λ. En particular si Λ es un anillo

podemos construir C(Λ).

Ejemplo 2.6. Categorı́a opuesta. Asociada a una categorı́a C esta la categorı́a Cop llamada la

categorı́a opuesta de C, la cual es dada por los siguientes datos:

a) Obj Cop = Obj C.

b) Cop(C1,C2) = C(C2,C1).

c) La composición en Cop se encuentra dada por ( f , g) �→ f g, donde f g es la composición de f
y g en C.

Cop(C1,C2) × Cop(C2,C3) −→ Cop(C1,C3)

( f , g) �−→ f g

C(C3,C2) × C(C2,C1) −→ C(C3,C1)

(g, f ) �−→ f g

Esto es, lo que tenemos en Cop es lo mismo que en C, excepto que los morfismos en Cop son

en dirección contraria. Lo siguiente es de interés particular para este trabajo. Si Λ es un anillo,

definimos Λop como el anillo cuyos elementos son los de Λ, cuya suma (+) es la suma de Λ y cuya

multiplicación (×) es definida por x × y = y · x, donde y · x es la multiplicación de y y x en Λ. A

(Λop,+,×) llamamos el anillo opuesto de Λ. Se puede comprobar fácilmente que:
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C(Λop) = C(Λ)op.

Demostración: Tenemos por definición que C(Λop) es la categorı́a dada con un solo elemento

C y tal que HomC(Λop)(C,C) = Λop, es decir, dados x y y en HomC(Λop)(C,C) = Λop, entonces

x × y = yx, la multiplicación usual en Λ.

Por otra parte C(Λ)op es la categorı́a opuesta de C(Λ), se sigue que C(Λop) tiene un solo

objeto C y HomC(Λ)op(C1,C2) = HomC(Λ)op(C2,C1) = Λop, donde C1 = C = C2 y por lo

tanto las categorı́as son las mismas.

�

Claramente Λop = Λ, si Λ es un anillo conmutativo.

Ejemplo 2.7. Categorı́a de módulos. Sea Λ un anillo con unidad. Denotamos por Mod(Λ), la

categorı́a deΛ-módulos izquierdos con susΛ-homomorfismos como sus morfismos en la categorı́a.

Se debe notar que Mod(Λop) es la categorı́a de Λ-módulos derechos.

Ejemplo 2.8. Sea C una categorı́a. Denotaremos por Morph C la categorı́a dada por los siguientes

datos:

a) Los objetos de Morph C son todas las ternas (C1,C2, f ), donde C1 y C2 estan en Obj C y f
en HomC(C1,C2).

b) Dados objetos (C1,C2, f ) y (C′
1
,C′

2
, f ′) definimos Morph(C) ((C1,C2, f ), (C′

1
,C′

2
, f ′)) como

el conjunto de todos los pares (α, β), donde α es un morfismo α : C1 → C′
1

y β es un

morfismo β : C2 → C′
2
, ambos en C y son tales que:

C1
f ��

α

��

C2

β

��
C′

1 f ′
�� C′

2

β f = f ′α.

c) Dados morfismos (α1, β1) : f → f ′ y (α2, β2) : f ′ → f ′′ en Morph C definimos su compo-

sición (α2, β2)(α1, β1) en Morph C como:

(MorphC)((C1,C2, f ), (C′1,C
′
2. f
′)) × (MorphC)((C′1,C

′
2, f ′), (C′′1 ,C

′′
2 . f
′′)) −→

(MorphC)((C1,C2, f ), (C′′1 ,C
′′
2 . f
′′))

((α1, β1), (α2, β2)) �−→ (α2, β2), (α1, β1) = (α2α1, β2β1)

C1
f ��

α1

��

C2

β1

��
C′

1 f ′
��

α2

��

C′
2

β2

��
C′′

1 f ′′
�� C′′

2

(α2α1, β2β1), donde α2α1 y β2β1 son las composiciones usuales en C.
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Definición 2.9. Sea C una categorı́a. Una subcategorı́a C′ de C es una categorı́a tal que cumple:

a) Obj C′ ⊆ Ob jC.

b) Para todo C1,C2 en Obj C′, C′(C1,C2) ⊆ C(C1,C2).

c) Para todo C en C′, 1C = 1C′ .

d) Para todo C1,C2,C3 en Obj C′ tenemos que la composición

C′(C1,C2) × C′(C2,C3)→ C′(C1,C3)

es la restricción de la función composición en C.

Una subcategorı́a C′ de C se dice subcategorı́a plena de C si y sólo si C′(C1,C2) = C(C1,C2)

para todo objeto C1,C2 en C′. Debe de observarse que una subcategorı́a plena de C está completa-

mente determinada diciendo cuales objetos de C son objetos en C′.
A continuación mostramos algunos ejemplos de subcategorı́as.

Ejemplo 2.10. SeaC una categorı́a, denotamos por End(C) la subcategorı́a de Morph(C) cuyos ob-

jetos son todos los pares (C, f ), donde C ∈ Obj C y f ∈ End(C). Definimos End(C)((C, f ), (C′, f ′))
como todos los morfismos α : C → C′ tal que f ′α = α f . End(C) no es una subcategorı́a plena de

MorphC. Estrictamente hablando los objetos de End(C) deberı́an ser denotados por (C,C, f ) y los

morfismos por (α, α), pero por razones obvias acortamos nuestra notación.

Ejemplo 2.11. En la categorı́a Mod(Λ) denotaremos porP(Λ) la subcategorı́a plena deΛ-módulos

proyectivos y por F(Λ) la subcategorı́a plena de P(Λ) consistiendo de Λ-módulos libres.

2.2. Tipos especiales de morfismos.

Sea C una categorı́a. Un morfismo f : C1 → C2 en C se dice un isomorfismo si y sólo si existe

un morfismo g : C2 → C1 en C tal que g f = 1C1
y f g = 1C2

. Un isomorfismo tiene las siguientes

propiedades:

a) Para cada C ∈ C, 1C es un isomorfismo.

b) Si f : C1 → C2 es un isomorfismo entonces existe un único morfismo g : C2 → C1, tal

que g f = 1C1
y f g = 1C2

. Este único morfismo g : C2 → C1 es un isomorfismo llamado el

inverso de f y es denotado por f −1. Claramente ( f −1)−1 = f .

c) Si f y g son isomorfismos y su composición g f está bien definida en C, luego g f es un

isomorfismo y (g f )−1 = f −1g−1.

d) Si gf es un isomorfismo y f g es también un isomorfismo entonces ambos f y g son un

isomorfismo.
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Dos objetos C1 y C2 en C son isomorfos si existe un isomorfismo f : C1 → C2. Ser isomorfos es

una relación de equivalencia sobre los objetos de C, la cual denotaremos por C1 
 C2.

Existen otros tipos importantes de morfismo, de los cuales mencionaremos los más importantes

para este trabajo. En general sea f : C1 → C2 un morfismo en una categorı́a C. Entonces:

a) f es un epimorfismo si tiene la propiedad que dados morfismos g, h : C2 → C3 y g f = h f
entonces g = h.

b) f es un monomorfismo si tiene la propiedad que dados morfismos g, h : C0 → C1 y f h = f g
entonces g = h.

Los epimorfismos y monomorfismos tienen las siguientes propiedades:

a) Todos los isomorfismos son epimorfismos y monomorfismos.

b) Si f : C1 → C2 y g : C2 → C1 son morfismos en C, entonces:

i) Si f y g son monomorfismos (respectivamente epimorfismos) entonces g f es un mo-

nomorfismo (epimorfismo).

ii) Si g f es un monomorfismo, entonces f es un monomorfismo.

C0

h1 ��
h2

�� C1
f �� C2

g �� C3

Supóngase que tenemos morfismos h1, h2 : C0 → C1, tales que f h1 = f h2, entonces

g( f h1) = g( f h2), de donde obtenemos que (g f )h1 = (g f )h2, y como por hipótesis g f
es un monomorfismo, entonces h1 = h2, y por lo tanto f es un monomorfismo.

�

iii) Si g f es un epimorfismo entonces g es un epimorfismo.

Esto lo podemos ver de manera análoga al anterior.

�

iv) Debe ser notado que si los objetos de C son conjuntos (no importando otras estructuras)

y los morfismos son funciones de conjuntos, entonces si f es una función suprayectiva

(respectivamente inyectiva) de conjuntos, f es un epimorfismo (monomorfismo). Mien-

tras que todos los isomorfismos son epimorfismos y monomorfismos, no es cierto que

todos los morfismos que son monomorfismos y epimorfismos sean isomorfismos. Para

ver esto, consideremos la categorı́a de anillos, cuyos objetos son anillos con unidad,

los morfismos son homomorfismos de anillos (enviando la unidad en la unidad) y cuya

composición de morfismos es la composición usual de funciones. En anillos considere

el morfismo inclusión de Z ↪→ Q, este es inyectivo. Por otro lado también tenemos que

es un epimorfismo, para cualquier homomorfismo de anillos de Q dentro de cualquier

otro anillo este es completamente determinado por sus valores en Z. Pero i : Z→ Q no

es un isomorfismo.
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Ahora no es difı́cil ver que en las categorı́as S ets, Ab y Mod(Λ), los epimorfismos son preci-

samente los morfismos que son suprayectivos. Por esta razón los epimorfismos en estas categorı́as

tienen las siguientes propiedades:

Si f : A→ B es un epimorfismo y estamos dando un diagrama conmutativo:

B
g

��
α

��

A

f
��

h ��

C

X
k

��

con k un monomorfismo, entonces existe un morfismo α : B→ X, tal que α f = h.

Demostración: Por lo descrito anteriormente f es suprayectiva entonces podemos definir α :

B→ X como α(b) := h(a), donde a ∈ A es tal que f (a) = b. Veamos que está bien definida.

Notemos que si existen a, a′ en A tales que f (a) = f (a′), entonces g( f (a)) = g( f (a′)) =
k(h(a)) = k(h(a′)) y por ser k un monomorfismo entonces h(a) = h(a′), ası́ α( f (a)) = h(a) =

h(a′) = α( f (a′)), por lo tanto hemos mostrado que α esta bien definida y es tal que α f = h.

�

Esta observación nos lleva a realizar la siguiente definición.

Definición 2.12. Sea C una categorı́a. Diremos que un epimorfismo f : A → B en C es un epi-
morfismo fuerte si dado cualquier diagrama conmutativo:

B
g

��
α

��

A

f
��

h ��

C

X
k

��

con k un monomorfismo, entonces existe un morfismo α : B→ X en C, tal que kα = g.

Es claro que si tal morfismo α existe es único, ya que si existe otro morfismo α′ : B → X, tal

que kα′ = g, entonces kα = kα′, de donde α = α′ (recordemos k es un monomorfismo). Más aún α

tiene la propiedad que α f = h, lo cual se sigue de la igualdad g f = kh, entonces kα f = kh y como

por hipótesis k es un monomorfismo, entonces α f = h.

Definición 2.13. Sea C una categorı́a. Diremos que un monomorfismo k : X → C es un mono-
morfismo fuerte, si dado cualquier diagrama conmutativo:

B
g

��
β

��

A

f
��

h ��

C

X
k

��
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con f un epimorfismo, entonces existe un morfismo β : B → X, tal que β f = h. Si tal morfismo β

existe, este es único y tiene la propiedad que kβ = g.

Sea C una categorı́a, f : A → B y g : B → C morfismos en C. Algunas de las propiedades de

los epimorfismo fuertes y los monomorfismos fuertes son las siguientes:

i) Si f y g son epimorfismo fuertes (respectivamente monomorfismo fuertes), entonces g f es

un epimorfismo fuerte (monomorfismo fuerte).

ii) Si g f es un epimorfismo fuerte, entonces g es un epimorfismo fuerte. Si g f es un monomor-

fismo fuerte, entonces f es un monomorfismo fuerte.

iii) Isomorfismos son epimorfismos fuertes y monomorfismos fuertes. Por lo tanto un epimorfis-

mo escindible (es decir, un morfismo f : A → B tal que existe g : B → A, con la propiedad

que f g = 1B) es un epimorfismo fuerte. Similarmente un monomorfismo escindible (es de-

cir, un morfismo f : A → B tal que existe g : B → A con la propiedad que g f = 1A) es un

monomorfismo fuerte.

iv) Para un morfismo f : A → B que es un epimorfismo y monomorfismo, las siguientes son

equivalentes:

a) f es un isomorfismo.

b) f es un epimorfismo fuerte.

c) f es un monomorfismo fuerte.

Definición 2.14. Sea C una categorı́a y f : C1 → C2 un morfismo en C.

a) Una coimagen de f es una factorización de f

C1
f0 �� B

f1 �� C2

donde f0 es un epimorfismo fuerte y f1 un monomorfismo.

b) Una imagen de f es una factorización de f :

C1
g0 �� D

g1 �� C2

donde g0 es un epimorfismo y g1 es un monomorfismo fuerte.

Sea f : C1 → C2 un morfismo en C y C1
g �� X h �� C2 una factorización de f , con g un

epimorfismo y h un monomorfismo. Algunas propiedades básicas de la coimagen e imagen son las

siguientes:

i) Si C1
f0 �� Coim f

f1 �� C2 es una coimagen de f , entonces existe un único morfismo

α : Coim f → X, tal que hace conmutar el siguiente diagrama:

C1
f0 �� Coim f

f1 ��

α

��

C2

C1
g �� X h �� C2
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Esto es válido, notemos que tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

Coim f
f1

��
C1

f0
��

g
��

C2

X
h

��

como h en un monomorfismo y f0 es un epimorfismo fuerte, entonces existe un único

α : Coim f → X tal que f1 = hα y además α f0 = g. También α es un epimorfismo y

monomorfismo. Es epimorfismo notando que g = α f con g un epimorfismo y es un mono-

morfismo, dado que f1 = hα con f1 un monomorfismo. Más aún si C1
g �� X h �� C2

es una coimagen de f , es decir, g es un epimorfismo fuerte entonces es claro de α es un

isomorfismo. Por lo tanto, hasta isomorfismo, las coimágenes de los morfismos son únicas.

ii) Si C1
g0 �� Im f

g1 �� C2 es una imagen de f , entonces existe un único morfismo β : X →
Im f , tal que el siguiente diagrama conmuta:

C1
g �� X h ��

β

��

C2

C1
g0 �� Im f

g1 �� C2

El morfismo β es un monomorfismo y un epimorfismo. Más aún, si C1
g �� X h �� C2

es una imagen de f , es decir, h es un monomorfismo fuerte, entonces β es un isomorfismo.

Por lo tanto, hasta isomorfismo, las imágenes de morfismos son únicas. Esta propiedad la

podemos ver de manera análoga al inciso anterior.

iii) De i) y ii) tenemos que existe un único morfismo Coim f → Im f el cual hace conmutar el

siguiente diagrama:

C1
f0 �� Coim f

f1 ��

��

C2

C1
g0 �� Im f

g1 �� C2

Este único morfismo es un epimorfismo y monomorfismo. Por lo tanto si C tiene la pro-

piedad que todos los morfismos que son monomorfismos y epimorfismos son isomorfismos,

entonces para cualquier morfismo f , el único morfismo Coim f → Im f es un isomorfismo.

iv) Para un morfismo f en C, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) f = hg, donde g es un epimorfismo fuerte y h es un monomorfismo fuerte.

b) f tiene una Coim f y una Im f y el morfismo canónico Coim f → Im f es un isomorfis-

mo.

Definición 2.15. Por un análisis de un morfismo f en C entendemos una factorización f = hg,

donde g es un epimorfismo fuerte y h es un monomorfismo fuerte.



2.2. TIPOS ESPECIALES DE MORFISMOS. 19

Sea f un morfismo en una categorı́a C el cual tiene un análisis, algunas de las propiedades

básicas son las siguientes.

i) Si f = hg donde g es un epimorfismo y h un monomorfismo, entonces hg es un análisis de

f .

ii) Cualesquiera dos análisisis de f son únicos hasta isomorfismo. Estos es, si f : C1 → C2

puede ser factorizado como:

C1
g �� A h �� C2

C1
g′ �� A′ h′ �� C2

donde g, g′ son epimorfismos fuertes y h, h′ son monomorfismo fuertes, entonces existe un

único morfismo α : A→ A′ que hace conmutar el siguiente diagrama:

A
h

��
α

��

C1

g
		

g′ ��

C2

A
h′

		

iii) Con el morfismo α dado en el inciso anterior se sigue que (α, 1c) es un isomorfismo de h a

h′ en MorphC y (1A, α) es un isomorfismo de g a g′ en MorphC.

En suma tenemos la siguiente proposición.

Proposición 2.16. Para una categorı́a C las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) Todo morfismo en C tiene un análisis.

b) Cada morfismo en C puede ser únicamente escrito (hasta isomorfismo en el sentido descrito
anteriormente) como un epimorfismo seguido de un monomorfismo.

c) Todo epimorfismo en C es un epimorfismo fuerte, igualmente todo monomorfismo en C en
un monomorfismo fuerte, y todo morfismo en C puede ser factorizado como un epimorfismo
seguido de un monomorfismo.

d) Todo morfismo en C tiene una coimagen y además todo morfismo en C que sea epimorfismo
y monomorfismo es un isomorfismo.

e) Todo morfismo en C tiene una imagen y además todo morfismo en C que sea epimorfismo y
monomorfismo es un isomorfismo.

f) Todo morfismo en C tiene una imagen y una coimagen y ellos son isomorfos.
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2.3. Funtores.

Definición 2.17. Sean C y D categorı́as. Un funtor covariante (respectivamente funtor con-
travariante) T : C → D es una asignación de un objeto T (C) en D para cada objeto C en C
y un morfismo T ( f ) : T (C) → T (C′) (respectivamente T ( f ) : T (C′) → T (C)) en D, para cada

morfismo f : C → C′ en C, el cual satisface las siguientes condiciones:

a) Para f : C1 → C2 y g : C2 → C3 morfismos en C, T (g f ) = T (g)T ( f ) (respectivamente

T (g f ) = T ( f )T (g)).

b) T (1C) = 1T (C) para todo C en C.

Algunos ejemplos de funtores son:

Ejemplo 2.18. Funtor identidad. Definido por 1C : C → C, la identidad en objetos de la categorı́a

C y morfismos en C.

Ejemplo 2.19. Para cada objeto C en C determinamos un funtor covariante

HomC(C, ∗) : C −→ S ets

el cual es dado por los siguientes datos:

a) HomC(C, ∗)(X) = HomC(C, X) para cada X en C.

b) Para cada f : X → X′ en C definimos:

HomC(C, ∗)( f ) : HomC(C, X)→ HomC(C, X′)

(HomC(C, ∗)( f ))(α) = fα

para cada α en HomC(C, X). Escribimos HomC(C, f ) en lugar de HomC(C, ∗)( f ).

Notemos que cumple las propiedades a) y b) de la definición 2.17. Primero sea C un objeto en la

categorı́a C y consideremos el funtor HomC(C, ∗). Sean C1, C2 dos objetos en C y f : C1 → C2 y

g : C2 → C3 dos morfismos en C, entonces:

HomC(C, g f )(α) = g fα = g( fα) = HomC(C, g)( fα) = (HomC(C, g))(HomC(C, f ))(α)

para todo α en HomC(C,C1), con lo cual HomC(C, g f ) = HomC(C, g)HomC(C, f ).

Finalmente observemos que dado el morfismo identidad 1X : X → X, entonces

HomC(C, 1X)(α) = 1Xα = α

para todo α en HomC(C, X), con lo cual términamos de demostrar que HomC(C, ∗) es un funtor

covariante.

Ejemplo 2.20. De manera similar a nuestro ejemplo anterior, cada objeto C en C también deter-

mina un funtor contravariante:

HomC(∗,C) : C → S ets

dado por los siguientes datos:
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a) HomC(∗,C)(X) = HomC(X,C) para cada X en C.

b) Para cada f : X → X′ en C definimos:

HomC(∗,C)( f ) : HomC(X′,C)→ HomC(X,C)

HomC((∗,C)( f ))(α) = α f

para todo α en (X′,C). Escribimos HomC( f ,C) en lugar de HomC(∗,C)( f ).

Es sencillo ver que cumple las propiedades a) y b) de la definición 2.17 para el caso de funtor

contravariante. Primero sea C un objeto en la categorı́a C y consideremos el funtor HomC(∗,C).

Sean C1, C2 dos objetos en C y f : C1 → C2 y g : C2 → C3 dos morfismos en C, entonces:

HomC(g f ,C)(α) = α(g f ) = (αg) f = HomC( f ,C)(αg) = (HomC( f ,C))(HomC(g,C))(α)

para todo α en HomC(C3,C), con lo cual HomC(g f ,C) = HomC( f ,C)HomC(g,C).

Finalmente dado el morfismo identidad 1X : X → X tenemos

HomC(1X ,C)(α) = α1X = α

para todo α en HomC(X,C), con lo cual términamos de demostrar que HomC(∗,C) es un funtor

contravariante.

Ejemplo 2.21. Asociado con cada subcategorı́a C′ de C está el funtor inclusión i : C′ → C, el

cual es dado por la función inclusión de los objetos de C′ dentro de los objetos de C, ası́ como las

funciones inclusión de los morfimos de C′ dentro de los morfismos de C.

Ejemplo 2.22. Si C es una categorı́a arbitraria cuyos objetos son conjuntos y cuyos morfismos

son funciones de conjuntos (en adición a cualquier otra estructura que pudiera tener), definimos el

funtor olvidadizo:

F : C → S ets

enviando cada objeto C de C a su conjunto.

Ahora supóngase que estamos dando dos funtores covariantes T1 : C → D y T2 : D → E.

Entonces definimos su composición T2T1 : C → E por T2T1(C) = T2(T1(C)) para todo C en C y

dado un morfismo f : C1 → C2 en HomC(C1,C2) definimos (T2T1)( f ) : T2(T1(C1))→ T2(T1(C2))

como T2(T1( f )). La composición de funtores es asociativa. De igual manera podemos definir la

composición de funtores contravariantes, dados dos funtores contravariantes T1 : C → D y T2 :

D → E definimos su composición T2T1 : C → E por T2T1(C) = T2(T1(C)) para todo C en C y

dado un morfismo f : C1 → C2 en HomC(C1,C2) definimos (T2T1)( f ) : T2(T1(C1))→ T2(T1(C2))

como T2(T1( f )).

Existe una manera de comparar dos funtores covariantes T1,T2 : C → D, para ello ocupamos

la siguiente definición:
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Definición 2.23. Un morfismo φ : T1 → T2 es una colección de morfismos φC : T1(C) → T2(C)

enD, uno para cada C en C, sujetos a la regla que para cada morfismo f : X → Y en C el siguiente

diagrama conmuta.

T1(X)
φX ��

T1( f )

��

T2(X)

T2( f )

��
T1(Y)

φY �� T2(Y)

Nota 2.24. A tal morfismo φ que cumple con tales propiedades también se le suele llamar una

transformación natural.

Definición 2.25. Sea C una categorı́a arbitraria. Una subcategorı́a plena C′ de C se dice densa si y

sólo si dado cualquier objeto C en C existe un objeto C′ en C′, tal que C 
 C′ en C. Se dice que C
es esqueléticamente pequeña si existe una subcategorı́a pequeña y densa C′ de C.

Denotaremos la colección de todos los morfismos de T1 a T2 por (T1,T2). En general (T1,T2)

no es un conjunto. Si C es una categorı́a pequeña entonces (T1,T2) es un conjunto debido a que

(T1,T2) está en correspondencia 1 − 1 con Ob jC. De manera más general si C es una categorı́a

esqueléticamente pequeña, entonces (T1,T2) es un conjunto para todo par de funtores T1,T2 : C →
D.

Ejemplo 2.26. Sea C la subcategorı́a plena de conjuntos de cardinalidad menor o igual a un car-

dinal fijo χ. Entonces C no es pequeña pero es esqueléticamente pequeña. Para lo cual podemos

elegir para cada cardinal χi ≤ χ un conjunto fijo Xi de cardinalidad χi. Sea C′ la subcategorı́a plena

de C cuyos objetos son precisamente los Xi. Entonces C′ es una subcategorı́a pequeña y densa de

C. Por lo tanto C es una categorı́a esqueléticamente pequeña.

En la práctica, muchas de las categorı́as con las que estaremos trabajando serán esquelética-

mente pequeña.

Ahora dados dos morfismos φ : T1 → T2 y ψ : T2 → T3 definimos su composición ψφ

por (ψφ)C = ψCφC para cada objeto C en C. Finalmente, el morfismo 1T en (T,T ) definido por

(1T )C = 1T (C) para todo C en C tiene la propiedad que 1Tφ = φ para todo morfismo φ : T ′ → T y

todo funtor T ′ : C → D. Similarmente ψ1T = ψ. De esta manera podemos ver que Fun(C,D) la

cual consiste de todos los funtores de C a D junto con todos los morfismos de T1 a T2, (T1,T2) y

las funciones:

(T1,T2) × (T2,T3)→ (T1,T3)

dado por la composición de morfismos de funtores es una categorı́a siempre que cada (T1,T2) sea

un conjunto. Entonces si C es una categorı́a esqueléticamente pequeña, Fun(C,D) es una categorı́a

para cualquier categorı́aD. Llamamos a Fun(C,D) la categorı́a de funtores de C aD.

Definición 2.27. Un funtor T : C → D se dice pleno si T : C(C1,C2) → D(T (C1),T (C2)) es

suprayectivo para todo par de objetos C1, C2 en C. Un funtor se dice fiel si T : C(C1,C2) →
D(T (C1),T (C2)) es inyectivo para todo par de objetos C1, C2 en C. Si C′ es una subcategorı́a de C
entonces el funtor inclusión iC′ : C′ → C es un funtor fiel.

T se dice un funtor fiel y pleno si T : C(C1,C2) → D(T (C1),T (C2)) es un isomorfismo

(de conjuntos). T se dice un funtor denso si la subcategorı́a plena con objetos T (Ob jC) es una

subcategorı́a densa deD.
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Obviamente, utilizamos los funtores ya que nos dan un significado de comparar categorı́as.

Como un ejemplo, definiremos lo que significa que dos categorı́as sean isomorfas.

Definición 2.28. Un funtor T : C → D es un isomorfismo de categorı́as si y sólo si existe un

funtor T ′ : D → C tal que T ′T = 1C y TT ′ = 1D. Las categorı́as C yD son isomorfas si existe un

isomorfismo T : C → D.

Es claro que un funtor T : C → D es un isomorfismo de categorı́as si y sólo si la función

T : Ob jC → Ob jD es un isomorfismo y además T : (C1,C2)→ (T (C1),T (C2)) es un isomorfismo

para cada para de objetos C1, C2 en C.

En la práctica los isomorfismos de categorı́a no ocurren muy normalmente. Lo que es más

común es la noción de equivalencia de categorı́as. En orden par definir este concepto necesitamos la

noción de funtores isomorfos, una noción que tiene sentido aunque Fun(C,D) no sea una categorı́a.

Definición 2.29. Sean T1, T2 : C → D dos funtores. Un morfismo φ : T1 → T2 se dice un

isomorfismo de funtores si existe un morfismo ψ : T2 → T1 tal que ψφ = 1T1
y φψ = 1T2

. Diremos

que T1 es isomorfo a T2 (notación T1 
 T2) si existe un isomorfismo de funtores ψ : T1 → T2.

Claramente, ser isomorfo establece una relación de equivalencia sobre los funtores de C aD.

Definición 2.30. Un funtor T : C → D de categorı́as se dice una equivalencia de categorı́as
si existe un funtor T ′ : D → C tal que TT ′ 
 1C y TT ′ 
 1D. Las categorı́as C y D se dicen

equivalentes si existe un funtor T : C → D el cual es una equivalencia de categorı́as.

Proposición 2.31. Un funtor T : C → D es una equivalencia de categorı́as si y sólo si T es un
funtor denso, fiel y pleno.

La importancia de la noción de una equivalencia de categorı́as miente en el hecho que cate-

gorı́as equivalentes tienen exactamente las mismas propiedades. Este punto será claro mientras

vayamos avanzando en el presente trabajo.

Ejemplo 2.32. Sea C′ una subcategorı́a plena de C. Tenemos que C′ es una subcategorı́a densa de

C si y sólo si el funtor inclusión de C′ a C es una equivalencia de categorı́as.

Ejemplo 2.33. Sea k un campo y C la categorı́a de k-espacios vectoriales de dimensión finita. El

funtor:

C −→ C
V �−→ V∗∗

es una equivalencia de categorı́as, pero no un isomorfismo.

Ejemplo 2.34. Sea Λ un anillo y Λ[x] el anillo de polinomios conmutativo sobre el anillo Λ.

Definimos el funtor

F : Mod(Λ[x]) −→ End(Mod(Λ))

M �−→ F(M) = (M, f )

donde f : M → M es el Λ-morfismo dado por f (m) = xm. Este es un isomorfismo de categorı́as.
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Ejemplo 2.35. Sea Λ un anillo y T2(Λ) el anillo de matrices triangulares inferiores sobre Λ, es

decir, las matrices de la forma (
λ1 0

λ2 λ3

)
Definimos el funtor

G : Morph(Mod(Λ)) −→ Mod(T2(Λ))

(M1,M2, f ) �−→ G(M1,M2, f )

el cual es un T2(Λ)-módulo de la siguiente manera, es un grupo abeliano con la estructura de la

suma directa de los grupos M1 + M2 cuyos elementos escribimos como una columna:(
m1

m2

)

con mi en Mi, junto con la operación del anillo T2(Λ) sobre M1 + M2 dada por:(
λ1 0

λ2 λ3

) (
m1

m2

)
=

(
λ1m1

λ2m2 + λ3m2

)

G es una equivalencia de categorı́as, pero no es un isomorfismo. En [ARS95] (capı́tuloIII, sección

2) podemos encontrar un estudio mas profundo sobre el anillo de matrices.

Observación 2.36. Como un resultado de los dos últimos ejemplos obtenemos la siguiente manera

de comparar las categorı́as Mod(Λ[x]) y (Mod(T2(Λ))). Sea Λ un anillo y T : Mod(Λ[x]) →
Mod(T2(Λ)) el funtor obtenido de la composición de funtores

Mod(Λ[x])
F

 �� End(Mod(Λ))

i �� Morph(Mod(Λ))
G

equiv.
�� Mod(T2(Λ))

Entonces T tiene la propiedad que T : (M1,M2)→ (T (M1),T (M2)) es una inclusión para todo

M1, M2 en Mod(Λ[x]). No es obvio como ésta manera de comparar las categorı́as de módulos

de los anillos Λ[x] y T2(Λ) puede ser obtenida de comparaciones directas de los anillos mismos.

En el caso especial en en que Λ es un campo k, tenemos que la teorı́a de módulos de T2(k) es

considerablemente más simple que k[x]. T2(k) tiene solamente tres módulos inescindibles no cero y

todo T2(k)-módulo es isomorfos de manera única a sumas directas de estos módulos inescindibles.

De estos módulos inescindibles, dos son módulos proyectivos y uno no proyectivo. Por otra parte

k[x] tiene un número infinito de módulos inescindibles de k-dimensión finita e infinita.

2.4. Relaciones de equivalencia en categorı́as.

Definición 2.37. Sea C un conjunto no vacı́o y R una relación binaria definida sobre C. Se dice que

R es una relación de equivalencia si cumple las siguientes propiedades:

a) Reflexividad: Todo elemento de C está relacionado consigo mismo. Es decir,

∀x ∈ C, xRx.
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b) Simetrı́a: Sean x, y elementos de C. Si x está relacionado con y, entonces y también se

relaciona con x. Es decir,

∀x, y ∈ C, xRy ⇒ yRx

c) Transitividad: Sean x, y, z elementos de C. Si x está relacionado con y, e y está relacionado

con z, entonces x estará relacionado también con y. Es decir,

∀x, y, z ∈ C, xRy, yRz ⇒ xRz

Observación 2.38. Supóngase T : C → D es un funtor. Entonces asociado a T se encuentra la

siguiente relación de equivalencia TR sobre los morfismos de C. Si f1 y f2 son morfismos en C,

entonces f1TR f2 si y sólo si:

i) Existen objetos C1 y C2 tales que f1, f2 estan en C(C1,C2) y,

ii) T ( f1) = T ( f2).

La relación de equivalencia TR también satisface las dos siguientes condiciones equivalentes:

iii) Si f1TR f2 y g : C2 → C3, h : C0 → C1, entonces g f1hTRg f2h.

iii’) Supóngase f1TR f2 y f ′
1
TR f ′

2
entonces las relación f1 f ′

1
TR f2 f ′

2
se mantiene cuando la compo-

siciones f1 f ′
1

y f2 f ′
2

son definidas.

Demostración: Comencemos con iii) implica iii′), supóngase por ejemplo que tenemos morfis-

mos f1, f2 : C1 → C2 y f ′
1
, f ′

2
: C2 → C3 tales que f1TR f2 y f ′

1
TR f ′

2
, y consideremos 1C1

entonces

por iii):
f ′1 f1 = f ′1 f11C1

TR f ′1 f21C1
= f ′1 f2

y

f ′2 f1 = f ′2 f11C1
TR f ′2 f21C1

= f ′2 f2

ası́, T ( f ′
1
)T ( f1) = T ( f ′

1
)T ( f2) = T ( f ′

2
)T ( f1) = T ( f ′

2
)T ( f2), de donde obtenemos f ′

1
f1TR f ′

2
f2.

Queda por ver que iii′) implica iii). Supóngase que tenemos morfismos f1, f2 : C1 → C2,

g : C2 → C3 y h : C0 → C1, tales que f1TR f2. Notemos que gTRg y hTRh entonces por iii′)
primero g f1TRg f2 y luego g f1hTRg f2h.

�

Definición 2.39. Sea C una categorı́a. Por una relación de equivalencia sobre C, entendemos

una relación de equivalencia R sobre los morfismos de C satisfaciendo las condiciones i) y iii) o

equivalentemente i) y iii′) de la observación 2.38.

Ahora mostramos como construir una nueva categorı́a dada una relación de equivalencia R
sobre una categorı́a C. Este tipo de construcción será muy usada en el resto del presente trabajo.

Definimos la categorı́a C/R llamada la categorı́a C módulo R de la siguiente manera:

a) Ob j(C/R) = Ob jC.
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b) Para cada par de objetos C1 y C2 en Ob j(C/R) definimos Hom(C/R)(C1,C2) = HomC(C1,C2)/R.

c) Definimos la composición

Hom(C/R)(C1,C2) × Hom(C/R)(C2,C3) −→ Hom(C/R)(C1,C3)

como la única aplicación que hace conmutar el siguiente diagrama

HomC(C1,C2)

��

× HomC(C2,C3) ��

��

HomC(C1,C3)

��
Hom(C/R)(C1,C2) × Hom(C/R)(C2,C3) �� Hom(C/R)(C1,C3)

donde cada una de las lı́neas verticales es la función canónica del conjunto X a X/R donde

X/R es el conjunto de clases de equivalencia bajo la relación de equivalencia R.

Claramente, asociado con una relación de equivalencia R sobre una categorı́a C está el funtor

canónico

π : C −→ C/R
el cual es la identidad sobre los objetos y es la función proyección sobre el conjunto de morfismos

π : HomC(C1,C2)→ Hom(C/R)(C1,C2)

para todo par de objetos C1, C2 enC. El funtor canónico π tiene la propiedad que π : HomC(C1,C2)→
Hom(C/R)(C1,C2) es suprayectivo para todo par de objetos en C. En otras palabras, éste es un funtor

pleno.

Ahora supóngase que tenemos un funtor T : C → D el cual define una relación de equivalencia

TR sobre C, entonces el funtor π : C → C/TR tiene la propiedad que existe un único funtor

G : C/TR → D tal que hace conmutar el siguiente diagrama:

C π ��

T ��

C/TR

G

D
Además tal funtor G tiene la propiedad que es un funtor fiel. Entonces la factorización de T definida

por T = Gπ, de un funtor pleno seguido de un funtor fiel es llamada la factorización canónica de
T .

2.5. Funtores representables y problemas universales.

Sea C una categorı́a y F : C → S ets un funtor de C a la categorı́a de conjuntos. Queremos

describir los morfismos de HomC(C, ∗) a F para cada objeto C en C. Supóngase φ : HomC(C, ∗)→
F es un morfismo. Asociado con φ está la función φC : HomC(C,C) → F(C) y por lo tanto el

elemento φC(1C) en F(C).

HomC(C,C)
φC(1C) ��

HomC(C,1C)

��

F(C)

1F(C)

��
HomC(C,C)

φC(1C) �� F(C)
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A continuación establecemos el teorema de Yoneda el cual es central en toda la teorı́a de categorı́as.

Teorema 2.40. Yoneda. Sea C una categorı́a y F : C → S ets un funtor. Si C es un objeto en C,
entonces:

a) Dos morfismos φ, ψ : (C; ∗)→ F son iguales si y sólo si φC(1C) y ψC(1C) son los mismos en
F(C).

b) Dado cualquier elemento X en F(C) existe uno y solamente un morfismo φ : (C, ∗)→ F, tal
que φC(1C) = X en F(C).

O equivalentemente: la colección (HomC(C, ∗), F) de todos los morfismos de HomC(C, ∗) a F es un
conjunto el cual es isomorfo a F(C) bajo la función que envı́a un morfismo φ : HomC(C, ∗) → F
al elemento φC(1C) en F(C).

El isomorfismo Y : (HomC(C, ∗), F) → F descrito en el teorema de Yoneda es llamado el

isomorfismo de Yoneda. No es difı́cil ver que el isomorfismo de Yoneda

Y : (HomC(C, ∗), F)

 �� F

es funtorial en ambos lados en HomC(C, ∗) y F. Esto es, si estamos dando un morfismo f : C → C′
en C, entonces el morfismo HomC( f , ∗) : HomC(C, ∗) → HomC(C′, ∗) hace conmutar el siguiente

diagrama.

(HomC(C, ∗), F)
YC ��

(( f ,∗),1F )

��

F(C)

F( f )

��
(HomC(C′, ∗), F)

YC′ �� F(C′)
donde las funciones horizontales son los isomorfismo de Yoneda. También si estamos dando dos

funtores F, G : C → S ets y un morfismo g : F → G el siguiente diagrama conmuta para cada C
en C.

(HomC(C, ∗), F)
Y ��

(( f ,∗),g)

��

F(C)

gC

��
(HomC(C, ∗),G)

Y �� G(C)

Cuando no exista peligro de confusión identificaremos (HomC(C, ∗), F) y F(C) por el entendido

del isomorfismo de Yoneda.

Un importante caso especial a considerar es cuando F′ = HomC(C′, ∗) para algún C′ en C. El

teorema de Yoneda nos dice entonces que bajo el isomorfismo de Yoneda, (HomC(C, ∗),HomC(C′, ∗)) =
HomC(C′,C). No es difı́cil ver que para este caso el inverso del isomorfismo de Yoneda es la fun-

ción bien conocida

HomC(C′,C) −→ (HomC(C, ∗),HomC(C′, ∗))
f : C′ → C �−→ ( f , ∗) : HomC(C, ∗)→ HomC(C′, ∗)

donde HomC( f , X) : (C, X)→ (C, X′) es la función HomC( f , X)(α) = α f para todo morfismo α en

HomC(C, X) y todo objeto X enC. Por lo tanto, la función HomC(C′,C)→ (HomC(C, ∗),HomC(C′, ∗))
dada por f �→ HomC( f , ∗) para todo f en HomC(C′,C) es un isomorfismo. Como otra consecuencia

importante tenemos lo siguiente.
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Proposición 2.41. Sean C y C′ dos objetos en la categorı́a C. Un morfismo f : C′ → C es un
isomorfismo si y sólo si el correspondiente morfismo de funtores HomC( f , ∗) : HomC(C, ∗) →
HomC(C′, ∗) es un isomorfismo. Por lo tanto, dos objetos C y C′ en C son isomorfos si y sólo si los
funtores HomC(C, ∗) y HomC(C′, ∗) son isomorfos.

Lo que nos dice esta proposición es en escencia que un objeto en una categorı́a arbitraria es
determinado por sus morfismos a los otros objetos. Este es precisamente el centro de toda la
teorı́a de categorı́as. Esto sugiere un nueva manera de describir objetos en una categorı́a. Es

decir, en lugar de describir los objetos directamente es suficiente describir sus morfismos a los
demás objetos.

Esto enfatiza la importancia de los funtores (C, ∗) : C → S ets definiendo la categorı́a C y nos da la

siguiente noción general.

Definición 2.42. Sea C una categorı́a y T un funtor T : C → S ets. Decimos que un objeto C en C
representa el funtor T si T es isomorfo a HomC(C, ∗).

Por el Teorema de Yoneda dos objetos en C representan el mismo funtor de C a S ets si y sólo

si ellos son isomorfos.

Una representación para el funtor T consiste de un objeto C en C junto con un isomorfismo

T 
 HomC(C, ∗). Finalmente, un funtor T : C → S ets es representable si existe un objeto en C el

cual representa a T .

Ejemplo 2.43. i) Sea G la categorı́a de grupos. Entonces el funtor olvidadizo F : G → S ets
es el definido por enviar el grupo G al subyaciente conjunto de G, F es un funtor fiel y es

representable por Z, el grupo de los enteros.

De manera similar los funtores olvidadizos sobre las siguientes categorı́as son fieles y repre-

sentables.

ii) Sobre la categorı́a Mod(Λ) el funtor olvidadizo es representable por Λ.

iii) Sobre la categorı́a de anillos el funtor olvidadizo es representado por Z[z].

iv) Sobre conjuntos el funtor olvidadizo es representado por un solo punto.

Ejemplo 2.44. Sea F : End(S ets) → S ets definido por F(X, f ) = X, entonces F es un funtor fiel

el cual es representado por (Z+, s) y s : Z+ → Z+ es la función sucesor, es decir, s(n) = n + 1 para

todo n en Z+.

Ejemplo 2.45. Sea C una categorı́a. Asociado con cualquier familia {Ci}i∈I de objetos de C (I un

conjunto) esta el funtor: ∏
i∈I

(Ci, ∗) : C −→ S ets

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝∏
i∈I

(Ci, ∗)
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (C) =

∏
i∈I

(Ci,C)
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para todo C en C. Un objeto C en C se dice que representa la suma
∐

i∈I Ci de la familia {Ci}i∈I de

objetos en C si C representa el funtor
∏

i∈I(Ci, ∗). Dado un objeto C en C el cual representa la suma∐
i∈I Ci, entonces al isomorfismo ψ : (C, ∗)→∏

i∈I(Ci, ∗) corresponde la familia de morfismos

{ fi : Ci → C}

tal que los morfismos

(C, ∗) ( fi,∗) �� (Ci, ∗)
inducen el isomorfismo

(C, ∗) ψ �� ∏(Ci, ∗)
Por lo tanto C representa la suma

∐
i∈I Ci si y sólo si existen morfismos fi : Ci → C tal que el

morfismo inducido de funtores (C, ∗)→∏
i∈I(Ci, ∗) es un isomorfismo.

A continuación mostramos algunos ejemplos de sumas.

Ejemplo 2.46. i) En S ets sumas arbitrarias existen. La suma
∐

i∈I Ci es la unión disjunta de

los conjuntos Ci.

ii) Sea Λ un anillo, entonces Mod(Λ) tiene sumas arbitrarias, la suma
∐

i∈I Mi es la suma di-

recta de los Mi. En este caso usualmente denotamos
∐

i∈I Mi por la notación usual
∑

i∈I Mi

(También utilizada la notación ⊕i∈I Mi).

iii) Sea C la categorı́a de R-álgebras conmutativas. Entonces C tiene sumas finitas, es decir,

dado cualquier conjunto Λ1, . . . ,Λn de R-álgebras, entonces
∐i=n

i=1Λi existe en C. De hecho∐i=n
i=1Λi = Λ1 ⊗R Λ2⊗R, . . . ,⊗RΛn.

Debe ser notado que en general sumas de varios tipos no necesariamente existen en una ca-

tegorı́a especı́fica. Por supuesto, todo lo que hemos hecho hasta ahora para funtores covariantes

puede ser hecho también para funtores contravariantes. En particular, el Teorema de Yoneda tiene

la siguiente forma.

Teorema 2.47. Yoneda. Sea C una categorı́a, C un objeto en C y F : C → S ets un funtor con-
travariante. Entonces (HomC(∗,C), F) es un conjunto que es isomorfo a F(C) bajo la función que
manda φ en (HomC(∗,C), F), con φC(1C) en F(C). Este isomorfismo de Yoneda es funtorial en F y
C. De igual manera que con los funtores covariantes, si F = HomC(∗,C′), entonces el inverso del
isomorfismo de Yoneda (HomC(∗,C),HomC(∗,C′))→ HomC(C,C′) es el morfismo usual:

HomC(C,C′) −→ (HomC(∗,C),HomC(∗,C′))

f : C → C′ �−→ HomC(∗, f ) : HomC(∗,C)→ HomC(∗,C′)
También un morfismo F : C → C′ es un isomorfismo si y sólo si HomC(∗, f ) : HomC(∗,C) →
HomC(∗,C′) es un isomorfismo. Por lo tanto C 
 C′ si y sólo si HomC(∗,C) 
 HomC(∗,C′).
Finalmente, un funtor contravariante F : C → S ets es representable por un objeto C en C si y sólo
si F 
 HomC(∗,C). Claramente, dos objetos C y C′ representan el mismo funtor contravariante si
y sólo si ellos son isomorfos.
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Ejemplo 2.48. Sea C una categorı́a y {Ci}i∈I una familia de objetos en C (I un conjunto). Entonces

asociado con la familia {Ci}i∈I está el funtor contravariante
∏

(∗,Ci) : C → S ets dado por:⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝∏
i∈I

(∗,Ci)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (X) =
∏
i∈I

(X,Ci)

para todo X en C. Un objeto C en C de dice que representa el producto
∏

i∈I Ci de {Ci} si C repre-

senta el funtor
∏

i∈I Ci. Los isomorfismos entre HomC(∗,C) y
∏

(∗,Ci) están en correspondencia

uno a uno con las familias de morfismos { fi : C → Ci}, tal que los morfismos HomC(∗,C) →
HomC(∗,Ci) inducen un isomorfismo HomC(∗,C) → ∏

HomC(∗,Ci). Por lo tanto C represen-

ta el producto
∏

i∈I Ci si y sólo si existen morfismos C → Ci tal que el morfismo inducido

HomC(∗,C)→∏
HomC(∗,Ci) es un isomorfismo.

Algunos ejemplos de productos son los siguiente:

Ejemplo 2.49. a) En la categorı́a S ets los productos arbitrarios existen.
∏

Ci es el producto

cartesiano usual de los conjuntos {Ci}i∈I .
b) En Mod(Λ), productos arbitrarios también existen,

∏
Mi es el producto ordinario de los

módulos {Mi}i∈I .
c) En la categorı́a de R-álgebras, el producto

∏
Λi es el producto ordinario de R-álgebras.

Ası́ mismo como con las sumas, el producto de dos objetos en una categorı́a no necesariamente

existe. Al menos si el producto de familias finitas de objetos existe, el producto de familias infinitas

no necesariamente existe.

2.6. Categorı́as preaditivas.

Definición 2.50. Sea A un anillo conmutativo. Por una A-categorı́a preaditiva nos referimos a

una categorı́a C tal que satisface las siguientes condiciones:

a) Para cualquier par de objetos C1, C2 en C, el conjunto HomC(C1,C2) es un A-módulo.

b) Para toda terna de objetos C1, C2, C3 en C, la composición de morfismos HomC(C1,C2) ×
HomC(C2,C3) → HomC(C1,C3) son funciones bilineales, es decir, ( f + a f ′)g = f g + a f ′g
y f (g + ag′) = f g + a f g′, para toda a en A.

Si A es igual a Z, al anillo de los enteros, entonces una A-categorı́a preaditiva será simplemente

llamada categorı́a preaditiva.

Ejemplo 2.51. Sea Λ una A-álgebra. La categorı́a C(Λ) es una A-categorı́a preaditiva, esto se debe

a que el único objeto C en C(Λ) tiene la propiedad que HomC(C,C) = Λ es un A-módulo y la

composición:

HomC(C,C) × HomC(C,C) −→ HomC(C,C)

la cual es la misma que la función Λ × Λ → Λ, dada por la multiplicación en Λ es ciertamente

bilineal.
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Ejemplo 2.52. Sea A el centro del anillo Λ. Entonces Mod(Λ) es una A-categorı́a preaditiva.

Ejemplo 2.53. Sea C una categorı́a arbitraria yD una A-categorı́a preaditiva. Sean F, G : C → D
dos funtores. Si φ, ω : F → G son morfimos, definimos su suma como el morfismo:

φ + ω : F −→ G

(φ + ω)X : F(X)→ G(X) = φX + ωX

para todo X en C. También dado cualquier a en A definimos:

(aφ) : F −→ G

(aφ)X : F(X)→ G(X) = a(φX)

para todo X en C. De hecho estas operaciones hacen (F,G) un A-módulo cuando (F,G) es un

conjunto. Más aún, si C es esqueléticamente pequeña y D es una A-categorı́a preaditiva, entonces

Fun(C,D) es una A-categorı́a preaditiva, donde (F,G) es considerado un A-módulo como lo des-

cribimos anteriormente. De esta manera, siempre consideramos a Fun(C,D) como una A-categorı́a

preaditiva.

Supóngase que C y D son dos A-categorı́as preaditivas. Un funtor F : C → D se dice un

funtor aditivo si y sólo si F : C(C1,C2) → D(F(C1), F(C2)) es un morfismo de A-módulos para

todo C1, C2 en C. Obviamente la composición de dos funtores aditivos es nuevamente un funtor

aditivo.

Definición 2.54. Sea C una A-categorı́a preaditiva. Una subcategorı́a C′ de C es una subcategorı́a
preaditiva de C si HomC′(C1,C2) es un A-submódulo de HomC(C1,C2) para todo par de objetos

C1, C2 en C′.

Obviamente una subcategorı́a preaditiva de una categorı́a preaditiva es en sı́ misma una cate-

gorı́a preaditiva. En particular, toda subcategorı́a plena de una categorı́a preaditiva es una subcate-

gorı́a preaditiva.

Ejemplo 2.55. Sea C una A-categorı́a preaditiva esqueléticamente pequeña y D una A-categorı́a

preaditiva arbitraria. Entonces la subcategorı́a plena de Fun(C,D) que consiste de todos los funto-

res aditivos es una categorı́a preaditiva la cual denotaremos por (C,D) y la llamaremos la categorı́a
de funtores aditivos de C aD.

Ejemplo 2.56. Supóngase que C es una A-categorı́a preaditiva. Entonces los funtores HomC(C, ∗) :

C → Mod(A) son funtores aditivos.

Ejemplo 2.57. Sea C una A-categorı́a preaditiva y F : C → Mod(A) un funtor aditivo. Entonces

para cada C en C, la colección (HomC(C, ∗), F) es un conjunto y por lo tanto un A-módulo. Más

aún, el isomorfismo de Yoneda (HomC(C, ∗), F)→ F(C) es un isomorfismo de A-módulos.

Definición 2.58. Diremos que dos A-categorı́as preaditivas C y D son isomorfas (respectivamen-

te equivalentes) si existe un funtor aditivo C → D el cual es un isomorfismo (equivalencia) de

categorı́as.
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Por ejemplo sea Λ un anillo y C(Λ) su categorı́a preaditiva asociada. Considere el funtor

(C(Λ), Ab) �� Mod(Λ)

F : C(Λ)→ Ab � �� F(C)

consistente del grupo abeliano F(C), donde C es el único objeto de C(Λ) y la operación de Λ sobre

F(C) es dada por λ(x) = F(λ)x para todo λ en Λ y x en F(C). Entonces este funtor (C(Λ), Ab) −→
Mod(Λ) es un isomorfismo de categorı́as preaditivas.

Sea C una A-categorı́a preaditiva y R una relación de equivalencia en C. Entonces la categorı́a

C/R tiene a lo más una estructura de A- categorı́a preaditiva tal que el funtor canónico π : C → C/R
es aditivo. Esta única estructura de A-categorı́a preaditiva existe si y sólo si la relacion R satisface

lo siguiente:

a) Si tenemos morfismos f1, f ′
1
, f2, f ′

2
tales que f1R f2 y f ′

1
R f ′

2
, entonces ( f1 + f ′

1
)R( f2 + f ′

2
).

b) Si f1R f2, entonces a f1Ra f2 para todo a en A.

Una relación R sobre una A-categorı́a preaditiva es llamada una relación aditiva si satisface

las condiciones a) y b).

Proposición 2.59. Sean C y D A-categorı́a preaditivas. Si el funtor T : C → D es un funtor
aditivo, entonces las clases de equivalencia bajo la relación TR sobre C forman una categorı́a
preaditiva y todos los funtores en la factorización canónica de T como un funtor pleno seguido de
un funtor fiel C → C/R→ D son funtores aditivos.

2.6.1. Pseudo-kerneles y Kerneles.

Definición 2.60. Sea C una A-categorı́a preaditiva. Sea f : C1 → C2 un morfismo en C. Un

pseudo-kernel de f es un morfismo g : C0 → C1, tal que para cada C en C la sucesión de A-

módulos

HomC(C,C0)
HomC(C,g)�� HomC(C,C1)

HomC(C, f )�� HomC(C,C2)

es exacta. Un pseudo-kernel g de f se llama kernel de f si g es un monomorfismo. Más explı́cita-

mente, un morfismo g : C0 → C1 es un kernel de f si y sólo si tenemos una sucesión exacta

0 �� HomC(C,C0)
HomC(C,g)�� HomC(C,C1)

HomC(C, f )�� HomC(C,C2)

para todo C en C.

En general, los pseudo-kerneles de un morfismo en C no son únicos. Sin embargo, el kernel

de un morfismo f : C1 → C2 es único en el siguiente sentido. Supóngase que g : C0 → C1 y

g′ : C′
0
→ C1 son dos kerneles de f . Entonces por el teorema de Yoneda existe uno y solamente un
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morfismo φ : C0 → C′
0

tal que el diagrama siguiente conmuta y este morfismo φ es un isomorfismo.

C0
g ��

φ

��

C1

C′
0

g′ �� C1

En general un morfismo f en C no necesariamente tiene un kernel. Si lo tiene usualmente

elegiremos uno en particular el cual denotaremos por Ker f → C1. Diremos que una A-categorı́a

preaditiva C tiene pseudo-kernels o kernels si todo morfismo en C tiene pseudo-kerneles o kerneles,

respectivamente.

Proposición 2.61. Todo kernel en un A-categorı́a preaditiva C es un monomorfismo fuerte.

Definición 2.62. Sea f : C1 → C2 un morfismo en una A-categorı́a preaditiva C. Un morfismo

h : C2 → C3 en C se dice un pseudo-cokernel de f si para todo C en C la siguiente sucesión de

A-módulos

HomC(C3,C)
HomC(h,C)�� HomC(C2,C)

HomC( f ,C)�� HomC(C1,C)

es exacta. Un pseudo-cokernel h : C2 → C3 para f se llama cokernel de f si h : C2 → C3 es un

epimorfismo o equivalentemente si y sólo si la siguiente sucesión de A-módulos:

0 �� HomC(C3,C)
HomC(h,C)�� HomC(C2,C)

HomC( f ,C)�� HomC(C1,C)

es exacta para todo C en C.

Como el caso de los pseudo-kerneles y kerneles, los pseudo-cokerneles o cokerneles pueden

no existir para un morfismo particular en C. En general los pseudo-cokerneles no son únicos. Sin

embargo, si los cokerneles existen ellos son únicos en el mismo sentido que los kerneles son únicos.

Esto es, si h : C2 → C3 y h′ : C2 → C′
3

son cokerneles para el mismo morfismo f : C1 → C2 en

C entonces por el teorema de Yoneda existe uno y solamente un morfismo ψ : C3 → C′
3

tal que el

siguiente diagrama conmuta.

C2
h �� C3

ψ

��
C2

h′ �� C′
3

Y elψ es un isomorfismo. Si un morfismo f : C1 → C2 tiene cokerneles usualmente tomaremos

uno el cual denotaremos por C2 → Coker f . Diremos que una categorı́a C tiene pseudo-cokerneles

o cokerneles si todo morfismo en C tiene pseudo-cokerneles o cokerneles respectivamente.

Proposición 2.63. Sea C una A-categorı́a preaditiva. Entonces todos los cokerneles son epimor-
fismos fuertes.

Ejemplo 2.64. Sea Λ un anillo y P(Λ) e I(Λ) subcategorı́as plenas de Mod(Λ) consistentes de

todos los módulos proyectivos y todos los módulos inyectivos respectivamente. Entoces P(Λ) tie-

ne pseudo-kerneles e I(Λ) tiene pseudo-cokerneles. Sin Embargo P(Λ) generalmente no tiene

kerneles e I(Λ) generalmente no tiene cokerneles. De hecho, las siguientes afirmaciones son equi-

valentes para cualquier anillo Λ.
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i) gl.dimΛ ≤ 2.

ii) P(Λ) tiene kerneles.

iii) I(Λ) tiene cokerneles.

Ejemplo 2.65. Sea Λ un anillo noetheriano (es decir, un anillo el cual es noetheriano izquierdo

y derecho). Sea ρ(Λ) la categorı́a de Λ-módulos proyectivos finitamente generados. Entonces es

bien sabido que ρ(Λ) tiene pseudo-kerneles, lo que no es bien conocido es que ρ(Λ) también tiene

pseudo-cokerneles. Esto puede ser visto como sigue: sea ρ(Λop) la categorı́a de Λop-módulos pro-

yectivos finitamente generados. Como Λop también es noetheriano entonces ρ(Λop) tiene pseudo-

kerneles. Ahora el funtor contravariante D : ρ(Λ) → ρ(Λop) dado por P → P∗ = HomΛ(P,Λ) es

una dualidad entre ρ(Λ) y ρ(Λop).

Para ver que D es una dualidad, consideremos el funtor contravariante D′ : ρ(Λop) → ρ(Λ)

el cual es dado por Q �→ Q∗. Ahora el morfismo φp : P → P∗∗ dado por φP(x)( f ) = f (x) para

todo x en P y f en P∗ define un morfismo 1φ(Λ) → D′D el cual es un isomorfismo de funtores,

esto se sigue de que cada φP es un isomorfismo por el hecho de que cada P en ρ(Λ) es un Λ-

módulo proyectivo finitamente generado. Similarmente, como cada ψQ es un isomorfismo por el

hecho que cada uno de los Q es un Λ-módulo proyectivo finitamente generado, se sigue que el

morfismo ψQ : Q→ Q∗∗ dado por ψQ(y)(g) = g(y) para todo y en Q y g en Q∗ define un morfismo

1ρ(Λop) → DD′ el cual es un isomorfismo de funtores. Por lo tanto D es un dualidad. El hecho que

ρ(Λop) tiene pseudo-kerneles ahora implica que ρ(Λ) tiene pseudo-cokerneles.

2.7. Categorı́as aditivas y categorı́as abelianas.

Definición 2.66. Una A-categorı́a preaditiva C es llamada una A-categorı́a aditiva si y sólo si

cumple las siguientes condiciones:

a) Existe un objeto cero 0 en C, es decir, existe un objeto 0 con la propiedad que HomC(0,C) =

{0} y HomC(C, 0) = {0} (como A-módulos) para todo C en C.

b) Existen sumas finitas en C.

Proposición 2.67. Si C es una A-categorı́a aditiva, entonces
∐

i∈I Ci =
∏

i∈U Ci, para un conjunto
finito indexado I.

El único morfismo 0 → C es siempre un monomorfismo fuerte y el único morfismo C → 0

siempre es un epimorfismo fuerte. Si C1 y C2 son objetos de la categorı́a aditiva C entonces, el

morfismo cero 0 : C1 → C2 es la composición de los morfismos C1 → 0 y 0 → C2. Más aún,

α : C1 → C2 es un monomorfismo si y sólo si α f = 0 implica f = 0 para todo morfismo

f : C0 → C1 y β : C1 → C2 es un epimorfismo si y sólo si gβ = 0 implica g = 0 para todo

morfismo g : C2 → C3.

Proposición 2.68. Si f : C1 → C2 es un morfismo en la categorı́a aditiva C, entonces un morfismo
g : C0 → C1 es un kernel para f si y sólo si:

a) f g es el morfismo cero 0 : C0 → C2 y
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b) Si g′ : X → C tiene la propiedad que f g′ = 0, entonces existe un único morfismo X → C0

tal que el siguiente diagrama conmuta.

X

��

g′

��
C0 g

�� C1

Como estamos en un categorı́a aditiva estas dos condiciones implican que g es un monomorfismo.

Similarmente para los cokerneles existe una proposición análoga.

Proposición 2.69. Si f : C1 → C2 es un morfismo en la categorı́a aditiva C, entonces un morfismo
h : C2 → C3 es un cokernel para f si y sólo si:

a) h f es el morfismo 0, y

b) Si h′ : C2 → Y tiene la propiedad que h′ f = 0, entonces existe un único morfismo C3 → Y
tal que el siguiente diagrama conmuta.

C3

��
C2

h
		

h′
�� Y

Ahora supóngase que C es una categorı́a aditiva con la propiedad que todo morfismo tiene un

kernel y un cokernel (único hasta isomorfismo). Entonces si tenemos el morfismo f : C1 → C2

obtenemos el diagrama

Ker f �� C1
��

f
��

CokerKer f

C2

donde el morfismo C1 → CokerKer f es un epimorfismo fuerte como fue establecido en la sec-

ción anterior. Luego por la proposición 2.69 existe un único morfismo CokerKer f → C2 con la

propiedad que hace conmutar el diagrama siguiente:

Ker f �� C1
��

f
��

CokerKer f

��
C2

De manera análoga si dado un morfismo f : C1 → C2 obtenemos el diagrama

C1

f
��

KerCoker f �� C2
�� Coker f
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donde el morfismo KerCoker f → C2 es un monomorfismo fuerte como fue establecido en la

sección anterior. Entonces por la proposición 2.68 existe un único morfismo C1 → KerCoker f
con la propiedad que hace conmutar el diagrama siguiente:

C1

f
����

KerCoker f �� C2
�� Coker f

Uniendo estas observaciones y de la definición 2.12 y definición 2.13 de epimorfismo fuerte y

monomorfismo fuerte, respectivamente, existe un único morfismo CokerKer f → KerCoker f que

hace conmutar el diagrama.

C1

��

epi. f uerte�� CokerKer f

��


KerCoker f

mono. f uerte �� C2

Este morfismo no es necesariamente un isomorfismo. Sin embargo notemos que de la definición

2.14 de la imagen y coimagen, y de sus propiedades básicas, tenemos que si tal morfismo es un

monomorfismo entonces CokerKer f 
 Coim f , si es un epimorfismo entonces KerCoker f 
 Im f .

Definición 2.70. Sea C una categorı́a aditiva con kerneles y cokerneles. Si el morfismo definido

anteriormente CokerKer f → KerCoker f es un isomorfismo para todo f en C, entonces C se dice

una categorı́a abeliana.

O equivalentemente una categorı́a abeliana es una categorı́a aditiva tal que:

i) Todo morfismo tiene un kernel y un cokernel.

ii) Todo monomorfismo es un kernel y todo epimorfismo es un cokernel.

Proposición 2.71. Si C es una categorı́a abeliana entonces, Coim f , CokerKer f , KerCoker f e
Im f son isomorfos para todo morfismo f en C.

Es interesante saber que existen ejemplos de categorı́as aditivas con kerneles y cokerneles y en

la cual todo morfismo tiene un análisis pero no es una categorı́a abeliana.

Ejemplo 2.72. Sea Λ un anillo noetheriano. Sea m la categorı́a de Λ-módulos finitamente gene-

rados. Supóngase que HomΛ(∗,Λ) es un funtor fiel (el cual es un caso en cualquier anillo local

artiniano). Denotamos por HomΛ(M,Λ) por M∗ para cada M en m. Sea φ : M → M∗∗ el homo-

morfismo canónico definido por φ(x)( f ) = f (x). Sea C la subcategorı́a de m cuyos objetos son esos

M con φ : M → M∗∗ un monomorfismo (es decir, M esta contenido en un módulo libre). Entonces

C es una subcategorı́a aditiva con kerneles y cokerneles. Más aún, toda función tiene un análisis.

Pero C es abeliana si y sólo si C = m; es decir, si y sólo si todo módulo finitamente generado es un

submódulo de un módulo libre (o equivalentemente, si y sólo si Λ es auto-inyectiva).

Para demostrar que C tiene las propiedades afirmadas anteriormente considere un morfismo

f : M1 → M2 en C. Entonces el kernel de f (en el sentido de teorı́a de módulos) es un objeto de
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C. Ahora consideremos la suceción exacta (en m)

M1
f �� M2

�� L �� 0

L no necesariamente esta en C, pero φ(L) ⊂ L∗∗ esta en C y M2 → φ(L) es Coker f en C. Esto es

cierto porque HomC(M,C) 
 HomC(φ(M), L) para todo C en C. Por lo tanto la exactitud de

0→ HomC(L,C)→ HomC(M2)→ HomC(M1,C)

implica que

0→ HomC(φ(L),C)→ HomC(M2,C)→ HomC(M1,C)

es exacta en C. Entonces hemos mostrado que kerneles y cokerneles existen en C.

Ahora mostraremos que todo f : M1 → M2 tiene un análisis. No es difı́cil ver que los mono-

morfismo en C son monomorfismos de módulos, por lo tanto 1−1. Mostramos que los epimorfismo

son sobreyectivos. Sea f un epimorfismo en C. Supóngase que la sucesión

M1
f �� M2

�� N �� 0

es exacta en m. Queremos probar que N es cero. Tenemos la sucesión exacta.

0→ HomC(N,Λ)→ HomC(M2,Λ)→ HomC(M1,Λ)

Pero como Λ esta en C, (N,Λ) = 0, por lo tanto N = 0.

Estos resultados nos dan la información adicional que todo monomorfismo es un monomor-

fismo fuerte y todo epimorfismo es un epimorfismo fuerte. Luego M1 → f (M1) → M2 es un

análisis.

Finalmente, queremos verifcar que si C no es m entonces C no es abeliana. Si C no es m se

sigue que existe un módulo L tal que L → φ(L) no es un isomorfismo. Considérese el siguiente

diagrama:

0 �� K �� F �� L ��

��

0

K′ �� F �� φ(L)

��
0

donde F es un módulo libre finitamente generado sobre L. Sea K el kernel de esta aplicación y sea

f : K → F la inclusión. Entonces hemos visto que φ(L) es Coker f de donde K′ es KerCoker f .

Pero K es CokerKer f y como L′ no es isomorfo a φ(L), K no es isomorfo a K′.

Un contraejemplo es el siguiente. Sea k un campo y sea Λ =
k[x,y]

(x,y)2 . Como el soclo de Λ (la

parte semisimple de Λ) es de dimensión 2, Λ no es autoinyectiva.

Ahora veremos algunas propiedades de las categorı́as abelianas, las cuales utilizaremos en este

trabajo.
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Proposición 2.73. En una categorı́a abeliana todo monomorfismo es un kernel y todo epimorfismo
es un cokernel, en particular, todo monomorfismo es un monomorfismo fuerte y todo epimorfismo
es un epimorfismo fuerte.

Note que cuando uno tiene categorı́as abelianas se puede considerar el concepto de sucesiones

exactas.

Definición 2.74. Una sucesión

C1
f �� C2

g �� C3

en una categorı́a abeliana se dice sucesión exacta si g f = 0 y si el morfismo Im f → Kerg es un

isomorfismo.

Definición 2.75. Supóngase que tenemos un diagrama

B

g
��

A
f

�� C

en una categorı́a. Entonces un pullback de este diagrama, es un diagrama conmutativo

P
g0 ��

f0
��

B

g
��

A
f

�� C

con la propiedad que para todo diagrama conmutativo

X
g′

0 ��

f ′
0
��

B

g
��

A
f

�� C

existe un único morfismo h : X → P tal que

X h ��

f ′
0 ��

P

f0
��

A

y

X h ��

g′
0 ��

P

g0

��
B

conmutan, es decir, f ′
0
= f0h y g′

0
= g0h
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Definición 2.76. Similarmente a la definición anterior, dado un diagrama

A
f ��

g
��

B

C

en una categorı́a. Entonces un pushout de este diagrama es un diagrama conmutativo

A
f ��

g
��

B

f1
��

C g1

�� P

con la propiedad que para todo diagrama conmutativo

A
f ��

g
��

B

f ′
1

��
C

g′
1

�� X

existe un único morfismo l : P→ X tal que los siguientes diagramas conmutan.

P l �� X

B

f1

��

f ′
1

��

y

P l �� X

C

g1

��

g′
1

��

es decir, f ′
1
= l f1 y g′

1
= lg1.

Proposición 2.77. En una categorı́a abeliana todo diagrama

B

��
A �� C

tiene un pullback que es único hasta isomorfismo y todo diagrama de la forma

A ��

��

B

C

tiene un pushout único hasta isomorfismo.
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Otras conceptos muy útiles son los de objetos proyectivos y objetos inyectivos. No necesitamos

una categorı́a abeliana para definir tales objetos, debido a que al menos una categorı́a aditiva es

suficiente pero es en estos contextos es que estaremos usando tales objetos. Las definiciones son

enteramente análogas a las mismas nociones para módulos.

Definición 2.78. Un objeto P en una categorı́a C se dice proyectivo si dado cualquier epimorfismo

f : C1 → C2 y un morfismo h : P → C2 entonces, existe un morfismo h̃ : P → C1 tal que hace

conmutar el siguiente diagrama

P

h
��

h̃

��
C1 f

�� C2
�� 0

Un objeto Q en una categorı́a C se dice inyectivo si dado culaquier monomorfismo g : C0 → C1

y un morfismo h : C0 → Q entonces, existe un morfismo h̃ : C1 → Q tal que el siguiente diagrama

conmuta

Q

0 �� C0

h

��

g
�� C1

h̃
��

Como una alternativa familiar para categorı́as abelianas tenemos:

Proposición 2.79. En una categorı́a abeliana un objeto P es proyectivo si y sólo si dada una
sucesión exacta C1 → C2 → 0 entonces, la sucesión (P,C1) → (P,C2) → 0 es exacta. Un
objeto Q es inyectivo si y sólo si dada una sucesión exacta 0 → C0 → C1 entonces, la sucesión
(C1,Q)→ (C0,Q)→ 0 es exacta.

Definición 2.80. Si C es un objeto en la categorı́a abeliana C definimos una presentación proyec-
tiva de C como una sucesión exacta P2 → P1 → C → 0 donde P1 y P2 son objetos proyectivos

en C. Una copresentación inyectiva de C es una sucesión exacta 0→ C → Q1 → Q2 donde Q1 y

Q2 son objetos inyectivos en C.

Si todo objeto en C tiene una presentación proyectiva decimos que C es una categorı́a con

suficientes proyectivos. De igual manera si todo objeto tiene una copresentación inyectiva decimos

que C es una categorı́a con suficientes inyectivos.

En el siguiente capı́tulo haremos uso de morfismos idempotentes. Recordemos que un morfis-

mo f : C → C es idempotente si y sólo si f 2 = f . Un idempotente se dice que se escinde si y sólo

si tiene kernel y cokernel. Si f es idempotente que se escinde entonces C es isomorfo a la suma

Ker f + Coker f . En una categorı́a aditiva arbitrarira todos los idempotentes no necesariamente se

escinden, pero por supuesto en el caso en que C es una categorı́a abeliana todo idempotente se

escinde.

En los siguientes capı́tulos cuando estamos considerando categorı́as aditivas o abelianas C yD
y un funtor F : C → D entonces se asumirá que F es al menos un funtor aditivo sino se dice otra

cosa.



Capı́tulo 3

Equivalencias de representaciones.

3.1. Preliminares de la teorı́a de representaciones.

La teorı́a clásica para la representación de un anillo Λ, se refiere primero a ver como los Λ-

módulos se escinden en sumas directas de otros módulos y describir los módulos inescindibles,

esos que no pueden ser escritos como suma directa de dos Λ-módulos no cero.

Ası́ la teorı́a de representaciones estudia la categorı́a mod(Λ), en lo que concierne a la estructura

aditiva más que a la estructura abeliana de la categorı́a. Por esta razón, es mejor considerar la

teorı́a de representaciones esencialmente como el estudio de categorı́as aditivas en la cual todos los

idempotentes se escinden. Aplicaciones desde este punto de vista de la teorı́a de representaciones

de anillos serán dadas en la sección 3.

Todas las categorı́as aditivas que utilizamos en este capı́tulo tienen la propiedad que los idem-

potentes se escinden. Por lo tanto para simplificar terminologı́a, cuando decimos que una categorı́a

es una categorı́a aditiva esto significará automaticamente que los idempotentes en la categorı́a se

escinden.

Para una categorı́a aditiva A denotaremos por Rep(A) la colección de todas las clases de

isomorfismos de objetos en A. Por cada A en A denotaremos su clase de isomorfismo en Rep(A)

por [A]. En Rep(A) introducimos la ley de composición dada por:

[A] + [A′] = [A + A′]

donde A + A′ es la suma de A y A′ en A. Es claro que esta ley de composición es conmutativa,

asociativa y tiene elemento neutro [0]. Por lo tanto Rep(A) es un monoide conmutativo si Rep(A)

es un conjunto o equivalentemente siA es una categorı́a esqueléticamente pequeña.

Supóngase que F : A → A′ es un funtor aditivo. Entonces asociado al funtor F tenemos la

función Rep(F) = Rep(A) → Rep(A′), definida por Rep(F)([A]) = [F(A)] para todo A en A.

Claramente Rep(F) satisface las siguientes propiedades:

i) Rep(F)([A] + [A′]) = Rep(F)([A]) + Rep(F)([A]′).
Demostración: Esto se debe a que Rep(F)([A] + [A′]) = Rep(F)([A + A′]) = [F(A + A′)] =
[F(A) + F(A′)] = Rep(F)([A]) + Rep(F)([A]′).
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ii) Rep(F)([0]) = [0].

Ası́ siA es esqueléticamente pequeña, Rep(F) : Rep(A)→ Rep(A′) es un morfismo de monoides.

Obviamente para cada categorı́a aditivaA el funtor identidad 1A : A → A tiene la propiedad que:

Rep(1A) : Rep(A)→ Rep(A)

es la identidad. Como Rep(GF)([A]) = [GF(A)] = [G(F(A))] = Rep(G)[F(A)] = Rep(G)(Rep(F)([A]),

para cada par de funtores funtores F : A → A′ y G : A′ → A′′

Rep(GF) = Rep(G)Rep(F)

Entonces si denotamos por Add la categorı́a de categorı́as aditivas esqueléticamente pequeñas y

por Monoid la categorı́a de todos los monoides tenemos el funtor

Rep : Add −→ Monoid

A �−→ Rep(A)

Llamaremos funtor de representación a Rep : Add −→ Monoid. El estudio de este funtor

será nuestro mayor propósito en este capı́tulo.

Recordemos ahora algunas definiciones clásicas y resultados. Sea A una categorı́a aditiva.

Decimos que un elemento [A] en Rep(A) es inescindible si y sólo si [A] = [B] + [C] implica que

[B] = [0] o [C] = [0]. Un objeto A en A se dice inescindible si [A] en Rep(A) es inescindible.

Como todos los idempotentes en A se escinde, un objeto A en A y por tanto [A] en Rep(A) es

inescindible si y sólo si End(A) no tiene idempotentes no triviales (es decir, 0 y 1 son los únicos

idempotentes en End(A)), notemos que dado f en End(A) idempotente, entonces A = Ker f +
Coker f .

Decimos que una categorı́a aditiva A es una categorı́a Krull-Schmidt si todo elemento de

Rep(A) puede ser escrito en una y sólamente una manera en una suma finita de elementos inescin-

dibles no cero. Obviamente siA′ es una subcategorı́a plena deA la cual es aditiva, entoncesA′ es

una categorı́a Krull-Schmidt siA lo es.

Observación 3.1. Es bien conocido que la categorı́a de módulos finitamente generados sobre un

anillo de artin Λ es una categorı́a Krull-Schmidt.

Estas serán los principales tipos de categorı́as Krull-Schmidt que serán de nuestro interés.

Proposición 3.2. Si A es una categorı́a esqueléticamente pequeña, entonces A es una categorı́a
Krull-Schmidt si y sólo si Rep(A) es un monoide libre con el conjunto de elementos inescindibles
en Rep(A) como una base libre.

Demostración: Sea A una categorı́a Krull-Schmidt, entonces todo elemento de Rep(A) puede

ser escrito en una sola manera como suma de inescindibles no cero. Por otra parte por lo visto

anteriormente Rep(A) es un monoide. Sea {[Ai]}i∈I el conjunto de inescindibles en Rep(A), como
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A es Krull-Schimidt {[Ai]}i∈I es una base libre de Rep(A) y por lo tanto Rep(A) es un monoide

libre.

Por último supóngase que Rep(A) es un monoide libre y con el conjunto de elementos ines-

cindibles {[Ai]}i∈I una base libre en Rep(A), luego todo [A] puede ser escrito de una sola manera

como suma finita de elementos inescindibles no cero, es decir,A es una categorı́a Krull-Schmdt.

�

Definición 3.3. Decimos que un elemento A en A es un generador de la representación de A,

si el elemento [A] en Rep(A) tiene la propiedad que para cada B en A existe un entero n tal que

n[A] = [B] + [C] para algún C enA.

Una categorı́a aditivaA se dice de tipo de representación finita siA tiene un generador de la

representación.

Definición 3.4. Sea Λ un álgebra de artin, se dice que es de tipo de representación finita o de una

una manera más corta de tipo finito, si existe solamente un numero finito de objetos inescindibles

en mod(Λ). Tales álgegras son las de mayor interés de estudio en nuestro trabajo.

Como un ejemplo tenemos la categorı́a ρ(Λ) que consiste de todos los módulos proyectivos

finitamente generados sobre un anilloΛ. Claramente ρ(Λ) es de tipo de representación finita puesto

que Λ mismo es un generador de la representación para la categorı́a ρ(Λ).

No es difı́cil ver que si una categorı́a A es de tipo de representación finita entonces A es

esqueléticamente pequeña. También si A es una categorı́a Krull-Schmidt, A es de tipo de repre-

sentación finita si y sólo si Rep(A) tiene solamente un número finito de elementos inescindibles.

Más aún, supóngase que A es de tipo de representación finita y A1, . . . , An son objetos en A tales

que [A1], . . . , [An] son todos los elementos inescindibles de Rep(A). Entonces
∑n

i=1 Ai enA es un

generador de la representación deA.

Ahora describiremos los tipos de funtores que son de interés para el presente trabajo. Un tal

funtor puede ser visto como una manera de decir que la teorı́a de representaciones de dos categorı́as

aditivas son esencialmente la misma.

Observación 3.5. Sea F : A → A′ un funtor, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) Rep(F) : Rep(A)→ Rep(A′) es biyectivo.

b) F es un funtor denso, el cual tiene la propiedad que si A1 y A2 estan en A y F(A1) 
 F(A2)

enA′, entonces A1 
 A2 enA.

Demostracióm: Claramente a) implica b). Sea A′ un objeto en la categorı́aA′ como Rep(F) es

sobreyectivo existe A enA tal que [F(A)] = [A′], ası́ F(A) 
 A′ y por lo tanto F es denso. Además

si A1 y A2 son objetos en A tales que F(A1) 
 F(A2) entonces [F(A1)] = [F(A2)] y por ser F
inyectivo [A1] = [A2], lo cual implica que A1 
 A2.

Para ver que b) implica a), notemos que por ser F denso Rep(F) es sobreyectivo, por otro lado

dados dos objetos A1 y A2 en A tales que [F(A1)] = [F(A2)] se sigue que F(A1) 
 F(A2) lo cual

implica por b) que A1 
 A2 de donde [A1] = [A2] y por lo tanto Rep(F) es inyectivo.
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�

Definición 3.6. Un funtor F : A → A′ es llamado equivalencia débil de representación si

satisface cualesquiera de las dos condiciones equivalentes anteriores.

Observación 3.7. SiA yA′ son categorı́as aditivas esqueléticamente pequeñas entonces un funtor

F : A → A′ es una equivalencia débil de representación si y sólo si Rep(F) : Rep(A)→ Rep(A′)
es un isomorfismo de monoides.

Ahora bien sea F : A → A′ una equivalencia débil de representación. Algunas de las propie-

dades básicas que tenemos son:

a) F(A) = 0 si y sólo si A = 0.

Esto es por inciso b) de nuestra observación 3.5 y además el objeto 0 es único.

b) A es inescindible si y sólo si F(A) es inescindible.

Demostración: Dado A enA tal que [F(A)] = [A′
1
]+[A′

2
] entonces por ser F una equivalencia

débil de representación existen A1 y A2 en A tales que [A′
1
] = [F(A1)] y [A′

2
] = [F(A2)], es

decir, A = A1 + A2 y por lo tanto A es inescindible si y sólo si F(A) es inescindible.

c) Todo objeto enA es suma finita de objetos inescindibles si y sólo si todo objeto enA′ tiene

la misma propiedad (recordemos Rep(F) es biyectivo).

d) A es una categorı́a Kull-Schmidt si y sólo siA′ es una categorı́a Krull-Schmidt.

e) A en A es un generador de la representación si y sólo si F(A) es A es un generador de la

representación.

f) A es de tipo de representación finita si y soloA′ es de tipo de representación finita.

Esta es una consecuencia del inciso e).

�

A continuación enunciaremos otra definición que surge como una consecuencia de la definición

de equivalencia débil de representación.

Definición 3.8. Dos categorı́as aditivasA yA′ tienen representaciones débilmente equivalentes
si existe un conjunto finito A = A0,A1, . . . ,An = A′ de categorı́as aditivas tal que para cada

i = 0, 1, . . . , n, existen equivalencias débiles de representación Fi : Ai → Ai+1 o Fi : Ai+1 → Ai.

La definición anterior toma en cuenta el hecho que la existencia de una equivalencia débil de

representación F : A → A′ no necesariamente implica la existencia de una equivalencia débil de

representación deA′ aA.

Algunas de las propiedades básicas de categorı́as que tienen representaciones débilmente equi-

valentes son:

a) La relación ”A se relaciona con A′ si y sólo si tienen representaciones débimente equiva-

lentes”, es una relación de equivalencia.

SiA yA′ tienen representaciones débilmente equivalentes entonces:
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b) A es una categorı́a Krull-Schmidt si y sólo siA′ es una categorı́a Krull-Schmidt.

c) A es de tipo de representación finita si y sólo siA′ es de tipo de representación finita.

d) A es esqueléticamente pequeña si y sólo siA′ lo es.

e) Si A y A′ son categorı́as esqueléticamente pequeñas, entonces Rep(A) y Rep(A′) son mo-

noides isomorfos.

f) El conjunto de elementos inescindibles en Rep(A) y el conjunto de elementos inescindibles

en Rep(A′) tienen la misma cardinalidad.

Mientras que la definición de una equivalencia débil de representación tiene la apariencia de

simplicidad, las únicas representaciones débilmente equivalentes conocidas por Maurice Auslan-

der, son funtores que satisfacen condiciones fuertes las cuales son descritas a continuación:

Proposición 3.9. Sea F : A → A′ un funtor pleno.

a) Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) Para cada A enA, un endomorfismo f : A→ A es un isomorfismo si F( f ) = 1F(A).

ii) Para cada A en A, el kernel del epimorfismo de anillos F : End(A) → End(F(A))

está contenido en el radical de End(A).

iii) Un morfismo f : A → A′ en A es un isomorfismo si F( f ) : F(A) → F(A′) es un
isomorfismo enA′.

b) Si F : A → A′ satisface cualesquiera de las condiciones equivalentes de a) y es denso
entonces F es una equivalencia débil de representación.

Demostración: Primero demostremos la equivalencia del inciso a). Veamos que i) implica ii).
Recordemos que el radical de un anillo Λ (rad(Λ)), es la intersección de todos sus ideales maxi-

males. Sea K = KerF y supóngase que K no esta contenido en rad(End(A)), el radical de End(A),

por tanto existe un morfismo f en K tal que f no esta en rad(End(A)), es decir existe un ideal

maximal m, tal que f no esta en m. Ası́ mismo existe un morfismo g en m tal que f + g = 1A, de

donde tenemos que 1F(A) = F( f + g) = F( f ) + F(g) = F(g), luego F(g) = 1F(A) y por i), g es

un isomorfismo lo cual es una contradicción dado que esto implica que 1 ∈ m. Por lo tanto K esta

contenido en rad(End(A)).

Veamos que iii) implica i). Sea f : A→ A tal que F( f ) = 1F(A), como 1F(A) es un isomorfismo

enA′ por iii), f es un isomorfismo enA.

Queda por demostrar b) Sea F : A → A′ un funtor denso y pleno que cumple cualquiera de

las condiciones equivalentes anteriores. Sean A1, A2 enA tales que F(A1) 
 F(A2) enA′, por iii)
del inciso anterior A1 
 A2.

�

Como solamente trabajaremos con los funtores que satisfacen alguna de las condiciones equi-

valentes anteriores, para simplificar nuestro lenguaje formularemos la siguiente definición.
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Definición 3.10. Un funtor F : A → A′ se dice una equivalencia de representación si es un

funtor pleno y denso, con la propiedad que un morfismo f : A1 → A2 en A es un isomorfismo si

el morfismo F( f ) : F(A1)→ F(A2) es un isomorfismo enA′.

Algunas de las propiedades básicas para un funtor F que es equivalencia de representación,

son:

i) El funtor identidad 1 : A → A es una equivalencia de representación.

ii) La composición de dos equivalencias de representación, es una equivalencia de representa-

ción.

Demostración: Primero sean F, G dos funtores A F �� A′ G �� A′′ densos y plenos, en-

tonces su composición también es densa y plena. Ahora bien sean A1, A2 en A tales que

GF(A1) 
 GF(A2), como G es una equivalencia de representación tenemos que F(A1) 

F(A2), luego por ser F un equivalencia de representación A1 
 A2.

�

iii) Todas las equivalencias de representación son equivalencias débiles de representación.

Definición 3.11. Dos categorı́as A y A′ se dice que tienen representaciones equivalentes si

existe un conjunto finito A = A0, . . . ,An = A′ de categorı́as tal que para cada i = 0, . . . , n − 1

existen equivalencias de representación Fi : Ai → Ai+1 o Fi : Ai+1 → Ai.

Observación 3.12. La relación ”A esta relacionado con A′ ”si A y A′ tienen representaciones

equivalentes es una relación de equivalencia.

Finalizamos esta sección con un ejemplo el cual es conveniente tener disponible en las si-

guientes secciones. Sin embargo, revisamos primero algunos hechos concernientes a morfismos

esenciales.

Sea C una categorı́a abeliana. Recordemos que un morfismo f : C → D se dice esencial si

es un monomorfismo y cualquier morfismo g : D → X en C es un monomorfismo siempre que

la composición g f es un monomorfismo. En el caso en que C sea la categorı́a de módulos un

morfismo f : C → D es esencial si y sólo si es un monomorfismo y dado cualquier submódulo

D′ de D tal que f (C) ∩ D′ = 0, entonces D′ = 0. También dados los morfismos f : C → D y

g : D→ E, tenemos:

i) g f es esencial si f y g son esenciales.

ii) Si g f es esencial y f ,g son monomorfismos, entonces f es esencial.

iii) Si f : C → D es esencial y C es inyectivo, entonces f es un isomorfismo.

Más aún, supóngase { fi : Ci → Di}i∈I es una familia de morfismos. Entonces
∑

fi :
∑

Ci →∑
Di es esencial si y sólo si cada fi : Ci → Di es esencial.

Definición 3.13. Un morfismo j : C → Q en C se dice una envolvente inyectiva si j es esencial y

Q es inyectivo.
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Si j : C → Q es una envolvente inyectiva y f : C → Q′ es esencial entonces existe un

morfismo h : Q′ → Q tal que j = h f y cualquier tal morfismo h es un monomorfismo.

Notemos que Q′ es inyectivo si y sólo si cualquier h : Q′ → Q tal que j = h f es un iso-

morfismo. Decimos que C tiene envolventes inyectivas si para cada objeto C en C existe una

envolvente inyectiva f : C → Q. Si C tiene envolventes inyectivas, denotamos la subcategorı́a ple-

na de MorphC cuyos objetos son las envolventes inyectivas en C por In j(C). No es difı́cil mostrar

que In j(C) en una categorı́a aditiva.

Ejemplo 3.14. Sea C una categorı́a abeliana con envolventes inyectivas. Entonces el funtor φ :

In j(C)→ C dado por φ(C,Q, j) = C es una equivalencia de representación.

Demostración: Primero veamos que la aplicación φ : In j(C) → C dada por φ(C,Q, j) = C
es un funtor. Sean (C,Q, j), (C′,Q′, j′) y (C′′,Q′′, j′′) objetos y morfismos ( f , g) : (C,Q, j) →
(C′,Q′, j′), ( f ′, g′) : (C′,Q′, j′) → (C′′,Q′′, j′′) morfismos en In j(C). Tenemos por definición de

φ que φ(( f , g)) = f : C → C′ con lo que obtenemos que φ(( f ′, g′)( f , g)) = φ(( f ′ f , g′g)) = f ′ f =
φ(( f ′, g′))φ(( f , g)). Y por último φ((1C , 1Q)) = 1C , con esto terminamos de demostrar que es un

funtor.

Tal funtor φ induce una función suprayectiva en Ob j(In j(C)) −→ Ob j(C), ya que por hipótesis

C es una categorı́a con envolventes inyectivas. Con esto tenemos que φ es un funtor denso.

Ahora bien veamos que es un funtor pleno. Sean C, C′ objetos en C y (C,Q, j), (C′,Q′, j′) sus

respectivas envolventes inyectivas, supóngase que tenemos un morfismo f : C → C′ en C luego

por ser Q′ inyectivo existe g : Q→ Q′ tal que hace conmutar el siguiente diagrama:

0 �� C
j ��

f
��

Q

g
��

0 �� C′
j′

�� Q′

Ası́ tenemos objetos (C,Q, j) y (C′,Q′, j′) y un morfismo ( f , g) en In j(C) tal que φ(( f , g)) = f y

con esto demostramos que el funtor φ es un funtor pleno.

Terminaremos nuestra demostración si mostramos que un morfismo ( f , g) en In j(C) es un

isomorfismo cuando f : C → C′ es un isomorfismo en C. Sin embargo si f : C → C′ es un

isomorfismo entonces el hecho que j y j′ son envolventes inyectivas implica que g : Q→ Q′ es un

isomorfismo.

Por lo tanto f y g son isomorfismos si f lo es. Esto muestra que el morfismo ( f , g) en In j(C)

es un isomorfismo si f es un isomorfismo en C. Con esto terminamos de demostrar que el funtor φ

es una equivalencia de representación.

�



48 3.- EQUIVALENCIAS DE REPRESENTACIONES.

3.2. Categorı́as de Grassman.

Antes de pasar a nuestro principal objetivo de esta sección, el cual es mostrar que varias sub-

categorı́as aditivas plenas de las categorı́as de módulos sobre ciertos anillos de artin tienen repre-

sentaciones equivalentes es necesario desarrollar la noción de una categorı́a de Grassman. Como

el nombre lo sugiere esta es una generalización de una situación familiar en la cual uno estudia la

colección de todos los subespacios de una dimensión fija en un espacio vectorial.

Sea Λ un anillo y A un bimódulo. La categorı́a Grassman del par (Λ, A), que denotaremos por

Gr(Λ, A), es dada por los siguientes datos.

Los objetos de Gr(Λ, A) consisten de todas las ternas (M1,M2, f ) donde los Mi son Λ-módulos

izquierdos y f : M1 → HomΛ(A,M2) es un monomorfismo deΛ-módulos izquierdos, aquı́ HomΛ(A,M2)

es considerado como un Λ-módulo izquierdo en el sentido usual, es decir, dado A un Λ-bimódulo

y g en HomΛ(A,M2) entonces definimos (λg) : A → M2 por (λg)(a) = g(aλ), para todo a en A, λ

en Λ y g en HomΛ(A,M2).

Un morfismo (g1, g2) de (M1,M2, f ) a (M′
1
,M′

2
, f ′) consiste de un par de Λ-morfismos, g1 :

M1 → M′
1

y g2 : M2 → M′
2

tal que el siguiente diagrama conmuta

M1
f��

g1

��

HomΛ(A,M2)

HomΛ(A,g2)

��
M′

1

f ′�� HomΛ(A,M′
2
)

Notemos que dados dos morfismos (g1, g2) de (M1,M2, f ) a (M′
1
,M′

2
, f ′) y (h1, h2) de (M′

1
,M′

2
, f ′)

a (M′′
1
,M′′

2
, f ′′), entonces tenemos que el par el par (h1g1, h2g2) es un morfismo de (M1,M2, f ) a

(M′′
1
,M′′

2
, f ′′).

M1
f ��

g1

��
h1g1

��

HomΛ(A,M2)

��
HomΛ(A,h2g2)

��

M′
1

f ′��

h1

��

HomΛ(A,M′
2
)

��
M′′

1

f ′′�� HomΛ(A,M′′
2

)

Lo cual podemos ver de las igualdades f ′g1 = HomΛ(A, g2) f y f ′′h1 = HomΛ(A, h2) f ′, de donde

obtenemos:

f ′′h1g1 = HomΛ(A, h2) f ′g1 = HomΛ(A, h2)HomΛ(A, g2) f = HomΛ(A, g2h2) f

Con esto queda definida la composición.

Ası́ con estos datos definimos una categorı́a Gr(Λ, A) la cual tiene las siguientes propiedades:

a) Para cada (M1,M2, f ) en Gr(Λ, A) el par (1M1
, 1M2) es un endomorfismo de (M1,M2, f ) el

cual es la identidad sobre (M1,M2, f ).
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b) Un morfismo (g1, g2) : (M1,M2, f )→ (M′
1
,M′

2
, f ′) es un isomorfismo si y sólo si g1y g2 son

isomorfismos. Además, si (g1, g2) es un isomorfismo, entonces (g1, g2)−1 = (g−1
1
, g−2

2
).

Ahora consideramos Gr(Λ, A) como una categorı́a preaditiva por medio de la operación (g1, g2) +

(g′
1
, g′

2
) = (g1+g′

1
, g′

2
+g′

2
) para todos los morfismos (g1, g2) y (g′

1
, g′

2
) de (M1,M2, f ) a (M′

1
,M′

2
, f ′).

Notemos que si (M1,M2, f ) y (M′
1
,M′

2
, f ′) están en Gr(Λ, A) se sigue que (M1+M′

1
,M2+M′

2
, f+ f ′)

en Gr(Λ, A) es la suma de ellos, donde Mi + M′i es la suma de Mi y M′i como Λ-módulos y

f + f ′ : M1+M′
1
→ HomΛ(A,M2+M′

2
) es la suma de las funciones f : M1 → HomΛ(A,M2) y f ′ :

M′
1
→ HomΛ(A,M′

2
), después identificamos HomΛ(A,M2+M′

2
) con HomΛ(A,M2)+HomΛ(A,M′

2
)

en la manera usual. Por lo tanto Gr(Λ, A) es una categorı́a aditiva y no solo preaditiva.

Por otra parte notemos que dado un endomorfismo (g1, g2), tenemos (g1, g2)2 = (g2
1
, g2

2
), con lo

cual un endomorfismo (g1, g2) en Gr(Λ, A) es idempotente si y sólo si g1 y g2 son idempotentes,

Por lo tanto vemos que Gr(Λ, A) es una categorı́a aditiva en la cual sus idempotentes se escin-

den. El lector puede verificar que mientras Gr(Λ, A) no es en general una categorı́a abeliana, tiene

kerneles, cokerneles y consecuentemente todo morfismo en Gr(Λ, A) tiene un análisis.

Teminaremos la discusión de las propiedades de las categorı́as de Grassman Gr(Λ, A) con las

siguientes observaciones.

Observación 3.15. Supóngase queA es una subcategorı́a aditiva, plena, esqueléticamente pequeña

de Mod(Λ) con idempotentes escindibles. Entonces la subcategorı́a plena de Gr(Λ, A) que consiste

de todos los objetos (M1,M2, f ) con M2 enA es una subcategorı́a aditiva, plena, esqueléticamente

pequeña con idempotentes que se escinden, la cual llamaremos la subcategorı́a de Gr(Λ, A) gene-

rada porA.

Demostración: Primero notemos que el objeto (0, 0, 0) de Gr(Λ, A)

0
0 �� HomΛ(A, 0) = 0

está en en la subcategorı́a generada por A, debido a que 0 esta en A, de igual manera la subcate-

gorı́a generada porA tiene sumas finitas.

Para ver que es plena consideremos objetos (M1,M2, f ), (M′
1
,M′

2
, f ′) en la subacategorı́a de

Gr(Λ, A) generada por A y sea (g1, g2) un morfismo entre tales objetos en Gr(Λ, A), ası́ tenemos

el diagrama conmutativo:

M1
f��

g1

��

HomΛ(A,M2)

HomΛ(A,g2)

��
M′

1

f ′�� HomΛ(A,M′
2
)

donde M2, M′
2

están en A y por lo tanto g2 : M2 → M′
2

está en A, ası́ el morfismo (g1, g2) se

encuentra en la subcategorı́a generada porA.

Finalmente queda por demostrar que la subcategorı́a generada por A es esqueléticamente pe-

queña. Sea (M1,M2, f ) un objeto en Gr(Λ, A), entonces por serA esqueléticamente pequeña exis-

te un objeto M′
2

en A tal que M2 
 M′
2
, sea g : M2 → M′

2
tal isomorfismo, tomando el objeto
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(M1,M′2,HomΛ(A, g) f ) en la subcategorı́a de Gr(Λ, A) generada por A y el isomorfismo entre

(M1,M2, f ) y (M1,M′2, (HomΛ(A, g)) f :

M1
f��

1M1

��

HomΛ(A,M2)

HomΛ(A,g)

��
M1

(HomΛ(A,g)) f�� HomΛ(A,M′
2
)

demostramos que la subcategorı́a de Gr(Λ, A) generada porA es esqueléticamente pequeña.

�

3.3. Teorema principal.

En toda esta sección Λ es un anillo. Para cada ideal bilateral b en Λ definimos el funtor

S b : Mod(Λ) −→ Mod(Λ)

M �−→ HomΛ(Λ/b,M) = {m ∈ M|bm = 0}

para cada M en Mod(Λ).

Obviamente bS b(M) = 0 para cada M en Mod(Λ). De aquı́ que S b(M) es un Λ/b-módulo para

cada M en Mod(Λ). También si M es un Λ-módulo inyectivo entonces S b(M) es un Λ/b-módulo

inyectivo.

Considerando el funtor identidad I : Mod(Λ) −→ Mod(Λ), obtenemos el monomorfismo de

funtores definido por:

0 −→ S b −→ I

donde para cada M en Mod(Λ), ib : S b(M) → M es la función de inclusión de S b(M) dentro de

M.

Definiendo el funtor

Tb : Mod(Λ) −→ Mod(Λ)

M �−→ M/S b(M)

podemos asociar con cada ideal bilateral b en Λ la sucesión exacta de funtores.

0 −→ S b −→ I −→ Tb −→ 0

de Mod(Λ) en Mod(Λ). Por otra parte la sucesión exacta de Λ-módulos:

0 �� b �� Λ �� Λ/b �� 0

produce la sucesión exacta de funtores de Mod(Λ) a Mod(Λ):

0 �� HomΛ(Λ/b, ∗) �� HomΛ(Λ, ∗) �� HomΛ(b, ∗) .
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Pero tenemos S b = HomΛ(Λ/b, ∗) e I = HomΛ(Λ, ∗) y el monomorfismo 0 → S b −→ I es

el mismo que 0 �� HomΛ(Λ/b, ∗) �� HomΛ(Λ, ∗) , por lo tanto existe un único morfismo

σ : Tb → HomΛ(b, ∗) que hace conmutar el siguiente diagrama.

0 �� S b �� I �� Tb ��

σ

��

0

0 �� HomΛ(Λ/b, ∗) �� HomΛ(Λ, ∗) �� HomΛ(b, ∗)

Tal morfismo σ : Tb → HomΛ(b, ∗) es un monomorfismo. Notemos que σ tiene la propiedad

que si M es inyectivo entonces σ : Tb(M) → HomΛ(b,M) es un isomorfismo. En conjunto,

asociado con cada ideal bilateral b en Λ esta la sucesión exacta de funtores

0 −→ S b −→ I −→ Tb −→ 0

junto con el único monomorfismo 0 �� Tb
σ�� HomΛ(b, ∗) el cual hace conmutar el siguien-

te diagrama.

0 �� S b �� I �� Tb ��

σ

��

0

0 �� HomΛ(Λ/b, ∗) �� HomΛ(Λ, ∗) �� HomΛ(b, ∗)

Observación 3.16. Supóngase ahora que a es un ideal bilateral enΛ tal que ab = 0 = ba. Entonces

para cada Λ-módulo M tenemos:

i) La función 0 �� HomΛ(b, S a(M)) �� HomΛ(b,M) inducida por la función inclusión

ia : S a(M)→ M es un isomorfismo natural el cual consideramos como una identificación.

ii) aHomΛ(b,M) = 0 y en consecuencia a(Tb(M)) = 0.

Demostración: Consideremos la función inclusión ia : S a(M)→ M, aplicando el funtor exacto

izquierdo HomΛ(b, ∗) tenemos la sucesión exacta:

0 �� HomΛ(b, S a(M))
HomΛ(b,ia) �� HomΛ(b,M)

Resta probar que HomΛ(b, ia) es sobreyectivo. Sea ϕ : b → M un Λ-homomorfismo, dado

que aϕ(b) = ϕ(ba) = 0, ϕ se anula en a, entonces ϕ(b) ⊆ S a(M) y por lo tanto ϕ está en

HomΛ(b, S a(M)).

Finalmente queda por demostrar el inciso ii). Observemos que dado un Λ-homomorfismo ϕ en

HomΛ(b,M) éste es anulado por a puesto que ba = 0 y como Tb(M) ⊆ HomΛ(b,M) se sigue que

a(Tb(M)) = 0.

�

Estas observaciones nos permiten definir el funtor F : In j(Mod(Λ))→ Gr(Λ/a,b) como sigue:
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Supóngase 0 �� M
j �� Q es una envolvente inyectiva, aplicando el funtor exacto izquier-

do HomΛ(b, ∗), se induce el monomorfismo

0 �� HomΛ(b,M)
HomΛ(b, j)�� HomΛ(b,Q)

Por otra parte, por la observación anterior HomΛ(b,Q) 
 HomΛ(b, S a(Q)), y por lo tanto tenemos

el monomorfismo

0 �� HomΛ(b,M) �� HomΛ(b, S a(Q)) .

Con esto podemos definir el funtor F para toda envolvente inyectiva j : M → Q por:

In j(Mod(Λ))
F �� Gr(Λ/a,b)

(M,Q, j) � �� (Tb(M), S a(Q), F( j))

Veamos que esta bien definido. Primero, notemos que Tb(M) es un Λ/a-módulo dado que por la

observación anterior a(Tb(M)) = 0. Segundo, considerando los monomorfismos

0 �� Tb(M)
σ �� HomΛ(b,M)

y

0 �� HomΛ(b,M) �� HomΛ(b, S aQ) .

entonces su composición es un monomorfismo el cual es denotado por F( j)

0 �� Tb(M)
F( j) �� HomΛ(b, S aQ)

Por último como por hipótesis ab = 0 = ba, S a(Q) es por definición un Λ/a-módulo y b es un

Λ/a-bimódulo, con éstas observaciones notamos que el funtor F está bien definido.

Es este funtor F el principal objeto de estudio de esta sección. Sin embargo, antes de que

podamos formular y probar nuestro principal resultado concerniente al funtor F, necesitamos supo-

siciones extras para el ideal b las cuales explicamos ahora.

Definición 3.17. Sea b un ideal bilateral en Λ. Decimos que el funtor S b es esencial si satisface

cualquiera de las dos condiciones equivalentes.

a) Si M es un Λ-módulo y S b(M) = 0, entonces M = 0.

b) El monomorfismo 0→ S b(M)→ M es esencial para todo Λ-módulo M.

Sea b un ideal en Λ, algunas de las propiedades son:

i) Si b es nilpotente (es decir, bn = 0, para algun entero positivo n), entonces S b es esencial.

Ahora bien, dado un monomorfismo esencial 0 → M1 → M2 de Λ-módulos y S b esencial,

entonces:
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ii) Tenemos el monomorfismo esencial

0 −→ S b(M1) −→ S b(M2).

iii) Si M1 es un Λ/b-módulo inyectivo

0 −→ M1 −→ S b(M2)

es un isomorfismo.

Sea In j(Gr(Λ, A)) la subcategorı́a plena de Gr(Λ, A) que consiste de todas las triplas (M1,M2, f )

con M2 inyectivo. Nuestro principal resultado es:

Teorema 3.18. Sea Λ un anillo y a, b dos ideales bilaterales en Λ tal que S a y S b son esenciales.
Supóngase que ab = 0 = ba, entonces:

a) La subcategorı́a plena In jb(Mod(Λ)) de In j(Mod(Λ)) que consiste de esas envolventes in-
yectivas f : M → Q tal que S b(M) es un Λ/b-módulo inyectivo, es una categorı́a aditiva en
la cual todos los idempotentes se escinden.

b) El funtor J : In jb(Mod(Λ))→ In j(Gr(Λ/a,b)), inducido por el funtor F : In j(Mod(Λ))→
Gr(Λ/a,b) es una equivalencia de representación.

Demostración: Comencemos con el primer inciso de nuestro teorema. Veamos que In jb(Mod(Λ))

es una subcategorı́a aditiva de In j(Mod(Λ)).

Sean (M,Q, j), (M′,Q′, j′) objetos de In jb(Mod(Λ)) y de manera canónica consideremos su

suma (M,Q, j)+ (M′,Q′, j′) como (M +M′,Q+Q′, j+ j′). Notemos que S b(M +M′) = S b(M)+

S b(M′) y dado que la suma de módulos inyectivos es inyectivo, ası́ S b(M+M′) es un Λ/b- módulo

inyectivo y por consiguiente la subcategorı́a In jb(Mod(Λ)) es aditiva.

Continuemos con b). Primero probemos que J es denso. Supóngase que (N1,N2, h) está en

In j(Gr(Λ/a,b)), es decir, tenemos una sucesión

0 �� N1
h�� HomΛ(b,N2) .

Sea (N2,Q, j) una envolvente inyectiva de N2 en Mod(Λ). Dado que N2 es un Λ/a-módulo y por

definición S a(Q) es el Λ/a-módulo más grande contenido en Q, N2 ⊆ S a(Q). Por otra parte como

N2 ⊆ Q es esencial y N2 ⊆ S a(Q), se sigue que N2 ⊆ S a(Q) es esencial, es decir, dado X submódulo

de S a(Q), tal que X ∩ N2 = 0, entonces X = 0, esto se sigue de que X en particular es submódulo

de Q y N2 es esencial en Q. Pero por hipótesis N2 es un Λ/a-módulo inyectivo y por lo visto

anteriormente N2 = S a(Q).

Ahora bien considerando la sucesión exacta

0 �� HomΛ(Λ/b,Q) �� HomΛ(Λ,Q) �� HomΛ(b,Q) �� 0
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y recordando que HomΛ(b,Q) = HomΛ(b, S a(Q)) y S a(Q) = N2, obtenemos el siguiente diagrama

0

��
N1

h
��

0 �� HomΛ(Λ/b,Q) �� HomΛ(Λ,Q) �� HomΛ(b,N2) �� 0 .

Tomando el pull-back de

N1

h
��

HomΛ(Λ,Q) = Q �� HomΛ(b,N2) �� 0

nos da el siguiente diagrama conmutativo

0

��

0

��
0 �� S b(Q) �� M1

��

��

N1

h
��

0 �� HomΛ(Λ/b,Q) �� HomΛ(Λ,Q) �� HomΛ(b,N2) �� 0 .

Del hecho que S b(Q) → M1 → Q es un monomorfismo se sigue que S b(Q) → M1 es un

monomorfismo. Por otra parte como el funtor S b es esencial entonces S b(Q)→ Q es esencial, por

lo tanto h′ : M1 → Q es un monomorfismo esencial y (M1,Q, h′) está en In j(Mod(Λ)). Aplicando

el funtor S b al diagrama exacto

0

��
0 �� S b(Q) �� M1

��
0 �� S b(Q) �� Q

obtenemos el diagrama conmutativo

0 �� S b(Q) �� S b(M1)



��

0 �� S b(Q) �� S b(Q)

de donde se sigue que S b(M1) 
 S b(Q). Como S b(M1) es esencial y S b(Q) es Λ/b-inyectivo,

S b(M1) es Λ/b- inyectivo. Por lo tanto 0→ M1 → Q está en In jb(Mod(Λ)).
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Aplicando el funtor J a la terna (M1,Q, h′) obtenemos: J(M1,Q, h′) = (Tb(M1), S a(Q), F(h′)),
y como de nuestros diagramas anteriores tenemos que M1 
 N1/S b(Q), Q 
 HomΛ(b,N2)/S b(Q),

conseguimos lo siguiente:

Tb(M1) =
M1

S b(M1)



N1

S b(Q)

S b(M1)
=

N1

S b(Q) + S b(M1)
=

N1

S b(Q)

Ası́ podemos formar el diagrama conmutativo exacto:

0 �� Tb(M1)
F(h′)��



��

HomΛ/a(b, S a(Q))

HomΛ/b(∗,
)

��
0 �� N1 h

�� HomΛ/a(b,N2)

Por lo tanto (Tb(M1), S a(Q), F(h′)) 
 (N1,N2, h). Esto completa la demostración que J es un funtor

denso. Hasta el momento se deberá notar que el hecho que S a sea esencial no ha sido utilizado hasta

el momento.

A continuación mostraremos que un morfismo (g1, g2) : (M1,Q1, j1)→ (M2,Q2, j2) en In jb(Mod(Λ))

es un isomorfismo si J(g1, g2) = F(g1, g2) es un isomorfismo en In j(Gr(Λ/a,b)). Por lo visto an-

teriormente F(g1, g2) es un isomofismo si y sólo si los morfismo Tb(g1) : Tb(M1) → Tb(M2) y

S a(g2) : S a(Q1)→ S a(Q2) son isomorfismos. Como tenemos el diagrama exacto conmutativo

0 �� S a(Q1)
i1 ��

S a(g2)

��

Q1

g2

��
0 �� S a(Q2)

i2
�� Q2

y como i1, i2 son envolventes injectivas dado que S a es esencial, se sigue que el hecho que S a(g2)

sea un isomorfismo implica que g2 sea un isomorfismo también. Solo queda por ver que el morfis-

mo g1 : M1 → M2 es un isomorfismo.

Notemos que por hipótesis cada objeto (Mi,Qi, ji) esta en In jb(Mod(Λ)), y por tanto cada uno

de los S b(Mi) es Λ/b-inyectivo. Esto combinado con el hecho que S b es esencial implica que cada

una de las envolventes inyectivas Mi → Qi induce un isomorfismo S b(Mi)→ S b(Qi). Tomando en

cuenta el diagrama conmutativo

S b(M1)

 ��

S b(g1)

��

S b(Q1)

S b(g2)

��
S b(M2) 
 �� S b(Q2)

y el hecho que g2 es un isomorfismo, implica que S b(g2) es un isomorfismo y en consecuencia

S b(g1) es un isomorfismo. Entonces si consideramos el siguiente diagrama conmutativo

0 �� S b(M1) ��

S b(g1)

��

M1
��

g1

��

Tb(M1) ��

Tb(g1)

��

0

0 �� S b(M2) �� M2
�� Tb(M2) �� 0
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y ya que por hipótesis Tb(g1) es un isomorfismo, g1 es un isomorfismo. Con esto terminamos de

demostrar que J refleja isomorfismos. Solamente nos queda por demostrar que J es pleno para

completar la demostración de que J es una equivalencia de representación.

Supóngase que (M1,Q1, j1) y (M2,Q2, j2) están en In jb(Mod(Λ)) y un morfismo (h1, h2) :

(Tb(M1), S a(Q1), F( j1)) → (Tb(M2), S a(Q2), F( j2)) en In j(Gr(Λ/a,b)), es decir, tenemos morfis-

mos h1 : Tb(M1)→ Tb(M2) y h2 : S a(Q1)→ S a(Q2) tales que el siguiente diagrama conmuta

0 �� Tb(M1)
F( j1)��

h1

��

HomΛ/a(b, S a(Q1))

HomΛ/a(∗,h2)

��
0 �� Tb(M2)

F( j2)
�� HomΛ/a(b, S a(Q2))

Como cada uno de los Qi son inyectivos podemos encontrar un morfismo g2 : Q1 → Q2 tal

que el siguiente diagrama conmuta

0 �� S a(Q1) ��

h2

��

Q1

g2

��
0 �� S a(Q2) �� Q2

Consideremos la sucesión exacta 0→ b→ Λ→ Λ/b→ 0 y apliquemos el funtor HomΛ(∗,Qi)

a tal sucesión, esto combinado con el hecho de que HomΛ(b, S a(Qi)) = HomΛ(b,Qi) obtenemos

el siguiente diagrama conmutativo

0 �� S b(Q1) ��

h2

��

Q1
��

g2

��

HomΛ/a(b, S a(Q1))

HomΛ/a(∗,h2)

��

�� 0

0 �� S b(Q2) �� Q2
�� HomΛ/a(b, S a(Q2)) �� 0

Ahora bien dado que (Mi,Qi, ji) estan en In jb(Mod(Λ)) entonces sabemos que S b(Mi) es un

Λ/b- módulo inyectivo y dado que S b es esencial, S b(Mi) 
 S b(Qi). Ası́ podemos expandir nuestro
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anterior diagrama a el siguiente diagrama conmutativo:

0

��

0

��

0

��
0 �� S b(M1) ��

S b( j1)

��

M1
��

j1
��

Tb(M1)

F( j1)

��

�� 0

0 �� S b(Q1) ��

h2

��

Q1
��

g2

��

HomΛ/a(b, S a(Q1))

HomΛ/a(∗,h2)

��

�� 0

0 �� S b(Q2) �� Q2
�� HomΛ/a(b, S a(Q2)) �� 0

0 �� S b(M2) ��

S b( j2)

��

M2
��

j2

��

Tb(M2)

F( j2)

��

�� 0

0

��

0

��

0

��

Como podemos ver del diagrama anterior, la función h1 : Tb(M1) → Tb(M2) tiene la propiedad

que HomΛ(∗, h2)F( j1) = F( j2)h1, de donde se sigue que Im(HomΛ(∗, h2)F( j1)) ⊆ ImF( j2). De

esta observación no es difı́cil deducir del diagrama anterior que Im(g2 j1) ⊆ Im( j2). Como j2 :

M2 → Q2 es un monomorfismo entonces existe un único morfismo g1 : M1 → M2 tal que hace

conmutar el siguiente diagrama

0 �� M1
j1 ��

g1

��

Q1

g2

��
0 �� M2 j2

�� Q2

Por lo tanto (g1, g2) es un morfismo de (M1,Q1, j1) a (M2,Q2, j2) en In jb(Mod(Λ)). Notemos que

J(g1, g2) = F(g1, g2) = (h1, h2) en In j(Gr(Λ/a,b)). Por lo tanto tenemos que el funtor J es un

funtor pleno y por ende J es una equivalencia de representación.

�

Terminamos esta sección dando una reformulación del teorema principal en el siguiente len-

guaje.

Definición 3.19. Sea Λ un anillo y b un ideal bilateral en Λ. Denotamos por Mod(Λ)b la subca-

tegorı́a plena de Mod(Λ) que consiste de todos los módulos M tal que S b(M) es un Λ/b-módulo

inyectivo. Denotamos por In jb(Mod(Λ)) la subcategorı́a plena de In j(Mod(Λ)) que consiste de

todas las envolventes inyectivas (M,Q, j) tal que S b(M) es un Λ/b-módulo inyectivo.

Sea b un ideal bilateral en Λ, algunas de las propiedades básicas son las siguientes:

i) Mod(Λ)b e In jb(Mod(Λ)) son categorı́as aditivas en las cuales todo idempotente se escinde.
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Demostración: Por el Teorema 3.18, In jb(Mod(Λ)) es una categorı́a aditiva en la cual todo

idempotente se escinde. Queda por demostrar lo mismo para Mod(Λ)b.

De manera análoga al Teorema 3.18 podemos demostrar que Mod(Λ)b es una subcategorı́a

aditiva de Mod(Λ). Queda por ver que todo idempotente en Mod(Λ)b se escinde, dado que la

categorı́a Mod(Λ) es abeliana, entonces todo morfismo tiene un análisis, es decir, todo mor-

fismo tiene un kernel y un cokernel, entonces dado un morfismo g en Mod(Λ)b idempotente,

este tiene un análisis, g = kerg + cokerg, con esto tenemos que g se escinde.

�

ii) La equivalencia de representación φ : In j(Mod(Λ)) → Mod(Λ) dada en el ejemplo 3.14,

induce un equivalencia de representación φ : In jb(Mod(Λ))→ Mod(Λ)b.

Demostración: Primero notemos que φ : In jb(Mod(Λ)) → Mod(Λ)b esta bien definido,

dado que S b(M) es un Λ/b-módulo inyectivo por definición de In jb(Mod(Λ)). Solo queda

por demostrar que φ es denso, pleno y refleja isomorfismos.

φ es denso ya que Mod(Λ) es un categorı́a con suficientes inyectivos y de igual manera al

ejemplo 3.14, φ es pleno y refleja isomorfismos.

�

Ahora podemos reescribir nuestro teorema principal de la siguiente manera.

Teorema 3.20. Sean a, b dos ideales bilaterales enΛ tal que S a y S b son esenciales y ab = 0 = ba,
entonces las categorı́as Mod(Λ)b e In j(Gr(Λ/a,b)) tienen representaciones equivalentes.

Demostración: Tenemos las equivalencias de representación:

φ : In jb(Mod(Λ)) −→ Mod(Λ)b

y

J : In jb(Mod(Λ)) −→ In j(Gr(Λ/a,b))

entonces Mod(Λ)b e In j(Gr(Λ/a,b)) tienen representaciones equivalentes.

�

Corolario 3.21. Sean Λ, a, b y Λ′, a′, b′, anillos e ideales los cuales satisfacen la hipótesis
del teorema anterior. Supóngase que existe un isomorfismo de anillos f : Λ/a → Λ′/a′ y un
isomorfismo de grupos g : b→ b′ tal que g(xb) = f (x)g(b) y g(bx) = g(b) f (x) para todo x en Λ/a
y b en b. Entonces Mod(Λ)b y Mod(Λ′)b′ tienen representaciones equivalentes.

Demostración: Los isomorfismos f y g inducen un isomorfismos de categorı́as

In j(Gr(Λ/a,b)) −→ In j(Gr(Λ′/a′,b′)).

Por lo tanto In j(Gr(Λ/a,b)) e In j(Gr(Λ′/a′,b′)) tienen representaciones equivalentes. Dado que

Mod(Λ)b e In j(Gr(Λ/a,b)) tienen representaciones equivalentes, y también de igual manera Mod(Λ′)b′

e In j(Gr(Λ′/a′,b′)) tienen representaciones equivalentes, entonces se sigue que Mod(Λ)b y Mod(Λ′)b′

tienen representaciones equivalentes.

�



3.4. ÁLGEBRAS DE ARTIN. 59

3.4. Álgebras de artin.

3.4.1. Aplicaciones del teorema principal.

Ahora damos algunas interpretaciones de nuestro resultado principal. Pero primero introduci-

remos algo de terminologı́a.

Un ideal a en un anillo Λ se dice nilpotente si existe un entero n ≥ 1 tal que an = 0. Si a
es nilpotente, definimos el ı́ndice de nilpotencia de a como el mı́nimo entero n tal que an = 0.

Hemos visto que si a es un ideal bilateral nilpotente en Λ entonces S a es esencial, en consecuencia

nuestro principal teorema nos da lo siguiente:

Teorema 3.22. Si a es un ideal nilpotente bilateral en Λ con ı́ndice de nilpotenia n entonces
Mod(Λ)ai e In j(Gr(Λ/an−i, ai)) tienen representaciones equivalentes para cada i = 1, . . . , n − 1.

Demostración: Notemos que (ai)n = 0 para todo i = 1, . . . , n − 1 y ası́ todos esos ideales ai

son nilpotentes, por lo tanto S ai es esencial y (ai)(an−i) = an = 0 = an = (an−i)(ai). Aplicando

el teorema 3.18 tenemos que Mod(Λ)ai e In j(Gr(Λ/an−i, ai)) tienen representaciones equivalentes

para cada i = 1, . . . , n − 1.

�

Ahora aplicaremos este resultado en anillos semiprimarios. Recordemos que un anillo Λ se

dice semiprimario si su radical r es nilpotente yΛ/r es semisimple artiniano. SiΛ es semiprimario,

definimos el ı́ndice de Λ como el ı́ndice de nilpotencia del radical de Λ. Reemplazando a por r en

nuestro teorema previo nos da:

Teorema 3.23. Sea Λ un anillo semiprimario con radical r e ı́ndice n. Entonces Mod(Λ)ri e
In j(Gr(Λ/rn−i, ri)) tienen representaciones equivalentes para cada i = 1, . . . , n − 1.

�

Supóngase que i = 1. Como Mod(Λ)r es la subcategorı́a plena de Mod(Λ) que consiste de

todos los módulos M tal que S r(M) es Λ/r-inyectivo, entonces el hecho que Λ/r es un anillo

semisimple implica que todos los Λ/r-módulos son inyectivos y por lo tanto Mod(Λ) = Mod(Λ)r.

Ası́ podemos dar la siguiente descripción de la teorı́a de representación de la categorı́a Mod(Λ) en

el caso en que Λ es un anillo semiprimario.

Corolario 3.24. Sea Λ un anillo semiprimario de ı́ndice n con radical r. Entonces Mod(Λ) e
In j(Gr(Λ/rn−1, r)) tienen representaciones equivalentes.

�

Este resultado y el último corolorario 3.21 visto en la sección anterior tiene como consecuencia

la siguiente afirmación:
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Corolario 3.25. Sean Λ, Λ′, anillos semiprimarios del mismo ı́ndice n y radicales r y r′ respecti-
vamente. Supóngase que existe un isomorfismo de anillos f : Λ/rn−1 → Λ′/(r′)n−1 y un isomorfimo
de grupos g : r → r′ tal que g(xr) = f (x)g(r) y g(rx) = g(r) f (x) para todo x en Λ/rn−1 y r en r.
Entonces Mod(Λ) y Mod(Λ′) tienen representaciones equivalentes.

�

Para poder establecer nuestro siguiente resultado necesitamos lo siguiente

Definición 3.26. Sea Λ un anillo y A un Λ-bimódulo. Definimos el anillo Λ+ A el cual es llamado

la extensión trivial de Λ por A, como el anillo cuya estructura de grupo abeliano es la suma de

los grupos abelianos de Λ y A, es decir:

(x, a) + (x′, a′) := (x + x′, a + a′)

de donde vemos claramente que: la suma es asociativa, tiene elemento neutro (0Λ, 0A) + (x, a) =

(0Λ + x, 0A + a) = (x, a), tiene inversos (x, a)+ (−x,−a) = (x− x, a− a) = (0, 0) y la suma conmuta

(x, a) + (x′, a′) = (x + x′, a + a′) = (x′ + x, a′ + a) = (x′, a′) + (x, a).

Y cuya multiplicación es dada por

(x, a)(x′, a′) := (xx′, ax′ + xa′)

para todo x, x′ en Λ y a, a′ en A, la cual distribuye sobre la suma, notemos: (x, a)
(
(x′, a′) +

(x′′, a′′)
)
= (x, a)(x′ + x′′, a′ + a′′) =

(
x(x + x′), a(x′ + x′′) + x(a′ + a′′)

)
= (xx′ + xx′′, ax′ +

ax′′ + xa′ + xa′′) = (x, a)(x′, a′) + (x, a)(x′′, a′′).

Si A es un Λ-bimódulo entonces algunas de las propiedades básicas son:

i) El radical de Λ + A es r + A, donde r es el radical de Λ.

ii) (r + A)i = (ri,
∑

k+i=n rkAri), para todo k, i ≥ 0.

iii) Si Λ es semiprimario de ı́ndice n, entonces Λ + A es semiprimario de ı́ndice ≤ n + 1.

En consecuencia, en el caso particular en que Λ sea semiprimario de ı́ndice 2 y por la última

observación anterior, obtenemos:

Proposición 3.27. Si Λ es un anillo semiprimario de ı́ndice 2 con radical r, entonces Mod(Λ),
Mod((Λ/r) + r) y Gr(Λ/r, r) tienen representaciones equivalentes.

Demostración: Ya que Λ/r es semisimple sabemos que todos los Λ/r- módulos son inyec-

tivos y por lo tanto In j(Gr(Λ/r, r)) = Gr(Λ/r, r). Pero por lo visto anteriormente sabemos que

Mod(Λ) e In j(Gr(Λ/r, r)) tienen representaciones equivalentes. Ası́ Mod(Λ) y Gr(Λ/r, r) tienen

representaciones equivalentes.

Por otra parte, como Λ/r es semisimple sabemos que 0 + r es el radical del anillo (Λ/r) + r.

Por lo tanto Mod((Λ/r) + r) y Gr(Λ/r, r) tienen representaciones equivalentes. Ası́ tenemos el

resultado de que Mod(Λ), Mod((Λ/r) + r) y Gr(Λ/r, r) tienen representaciones equivalentes.
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�

Supóngase que Γ es un anillo semisimple y A un Γ-bimódulo. Por nuestro último resultado

sabemos que Mod(Γ + A)) y Gr(Γ, A) tienen representaciones equivalentes. Estas observaciones

nos dan la siguiente.

Proposición 3.28. Sea Λ un anillo semiprimario de ı́ndice n y con radical r. Entonces Mod(Λ)rn−1

y Mod((Λ/r) + rn−1) tienen representaciones equivalentes.

Demostración: Por nuestros resultados generales sabemos que Mod(Λ)rn−1 e In j(Gr(Λ/r, rn−1))

tienen representaciones equivalentes. Dado que Λ/r es semisimple, sabemos que la subcategorı́a

plena In j(Gr(Λ/r, rn−1)) de Gr(Λ/r, rn−1) es todo Gr(Λ/r, rn−1). Por lo tanto Mod(Λ)rn−1 y Gr(Λ/r, rn−1)

tienen representaciones equivalentes. Pero como hemos observado anteriormente, el hecho de que

Λ/r es semisimple implica que Mod(Λ)rn−1 y Mod((Λ/r) + rn−1) tienen representaciones equiva-

lentes.

�

Antes de enunciar nuestro resultado final de esta sección, necesitamos dar algunas definiciones

y notación la cual también será usada en los siguientes capı́tulos.

Definición 3.29. Sea (Λ,R, φ) una R-álgebra. Decimos que Λ es una R- álgebra de artin, si R
es un anillo artiniano y Λ es un R-módulo finitamente generado, con la estructura de R-módulo

inducida por el morfismo de anillos φ : R→ Λ.

Sea R un anillo conmutativo y Λ un anillo. Recordamos que la terna (Λ,R, φ), con φ : R → Λ
un morfismo de anillos tal que φ(R) ⊆ Cen(Λ), es una R-álgebra.

Para efectos del presente trabajo estaremos considerando a R = Cen(Λ) y diremos queΛ es una

álgebra de artin, si es un anillo de artin el cual es finitamente generado sobre su centro y además

el Cen(Λ) es también un anillo de artin.

A continuación describimos propiedades de las álgebras de artin Λ las cuales necesitamos

inmediatamente.

i) Λ es un anillo de artin bilateral.

ii) Todo anillo cociente de Λ es un álgebra de artin.

iii) Si M es un Λ-módulo finitamente generado y 0 → M → Q es una extensión esencial,

entonces Q es un Λ-módulo finitamente generado.

La demostración de las primeras dos propiedades estan estableciadas. Demostraremos la última

propiedad después.

Definición 3.30. Sea Λ un anillo. Denotaremos la subcategorı́a plena de Mod(Λ) cuyos objetos

son Λ-módulos finitamente presentados por mod(Λ).

Algunas de las propiedades básicas de la subcategorı́a mod(Λ) son:
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i) mod(Λ) es una categorı́a aditiva esqueléticamente pequeña con idempotentes escindibles.

Si además asuminos que Λ es un anillo noetheriano izquierdo entonces:

ii) Un Λ-módulo es finitamente presentado si y sólo si es finitamente generado.

iii) mod(Λ) consiste de los Λ-módulos finitamente generados.

iv) mod(Λ) es una categorı́a abeliana.

v) Si Λ es un álgebra de artin entonces mod(Λ) es una categorı́a abeliana con envolventes

inyectivas.

Supóngase ahora que Λ es un álgebra de artin y A es un Λ-bimódulo. Si A es un Λ-módulo

finitamente generado sobre cada lado, entonces es un módulo finitamente generado sobre el centro

de Λ y entonces es un Cen(Λ)-módulo finitamente generado sobre ambos lados. También, si M es

un Λ-módulo finitamente generado entonces HomΛ(A,M) y en consecuencia cada submódulo de

HomΛ(A,M) son también Λ-módulos finitamente generados.

Si A es un Λ-módulo finitamente generado, entonces denotaremos por gr(Λ, A) la subcate-

gorı́a plena de Gr(Λ, A) que consiste de todas las triplas (M1,M2, f ) en Gr(Λ, A) con M1 y M2

Λ-módulos finitamente generados.

También acordaremos en denotar por In j(gr(Λ, A)) la subcategorı́a plena de gr(Λ, A) que con-

siste de todas las ternas (M1,M2, f ) en gr(Λ, A) tal que M2 es un Λ-módulo inyectivo. No es difı́cil

ver que gr(Λ, A) es una categorı́a esqueléticamente pequeña, aditiva y con idempotentes que se

escinden.

También denotaremos por In j(mod(Λ)) la subcategorı́a plena de in j(Mod(Λ)) la cual consiste

de todas las envolventes inyectivas (M,Q, j) con M un Λ-módulo finitamente generado. Dado que

Λ es un álgebra de artin, sabemos que Q es finitamente generado si (M,Q, j) esta en In j(mod(Λ)).

También no es dificı́l ver que In j(mod(Λ)) es una categorı́a esqueléticamente pequeña, aditiva y

con idempotentes que se escinden. Además la equivalencia de representaciones In j(Mod(Λ)) →
Mod(Λ), induce una equivalencia de representaciones In j(mod(Λ))→ mod(Λ).

Teorema 3.31. Sean a y b dos ideales bilaterales en el álgebra de artin Λ tal que ab = 0 = ba y
S a y S b son esenciales. Entonces la equivalencia de representaciones

J : In jb(Mod(Λ)) −→ In j(Gr(Λ/a,b))

induce una equivalencia de representaciones

J : In jb(mod(Λ)) −→ In j(gr(Λ/a,b))

la cual también denotaremos por J. Consecuentemente mod(Λ)b e In j(gr(Λ/a,b)) tienen repre-
sentaciones equivalentes.

De manera similar podemos especializar los otros resultados obtenidos para las categorı́as

Mod(Λ) y Gr(Λ/a,b) donde Λ es un álgebra de artin. En particular obtenemos:
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Proposición 3.32. Sea Λ un álgebra de artin de ı́ndice n, con radical r. Entonces mod(Λ)rn−1 y
mod((Λ/r) + rn−1) tienen representaciones equivalentes. Consecuentemente si mod(Λ) es de tipo
de representación finita entonces cada una de las categorı́as mod((Λ/r) + (ri/ri+1)) son de tipo de
representación finita para todo i.

Los resultados que hemos obtenido en esta sección claramente indican que varias subcategorı́as

plenas de las categorı́as de Grassmann son de considerable interés en el estudio de teorı́as de

representaciones de al menos anillos semiprimarios. Desafortunadamente poco parece ser conocido

acerca de las categorı́as de Grassman, incluso en casos muy simples. Por ejemplo, si K es un campo

y V es un espacio vectorial de dimensión finita sobre K entonces es poco lo conocido acerca de

Gr(K,V), excepto cuando [V : K] ≤ 2, en tal caso una descripción más o menos completa de

Gr(K,V) esta disponible. En general, el estudio de las categorı́as Gr(K,V) esta ı́ntimamente ligada

a los problemas clásicos de clasificar para cada entero n todas las familias {M1, . . . ,Mn} de matrices

cuadradas de un tamaño fijo, las cuales conmutan y también tienen la propiedad que M2
i = 0 para

todo i = 1, . . . , n.

3.4.2. Dualidad.

Una importante razón por la que se fija la atención sobre álgebras de artin Λ, es la existencia

de una dualidad entre mod(Λ) y mod(Λop).

Sea Λ una R-álgebra de artin, como R es un anillo conmutativo de artin, tiene solamente un

número finito de módulos simples no isomorfos, S 1, . . . , S n. Sea I(S i) la envolvente inyectiva

de i y sea J =
∐n

i=1 I(S i). Entonces J es la envolvente inyectiva de
∐n

i=1 S i y para cada X en

mod(R) existe un monomorfismo 0 → X → J′, con J′ en addJ, la subcategorı́a de mod(R)

generada por J. Tenemos que S i 
 R/mi, donde mi es un ideal maximal de R y obtenemos R-

isomorfismos HomR(S i, S i) 
 Homr(R/mi, S i) 
 HomR(R, S i) 
 S i. Además para cada i � j
tenemos HomR(S i, S j) = 0.

Lema 3.33. Sea R un anillo conmutativo artiniano, J la envolvente inyectiva de
∐n

i=1 S i y X en
mod(R). Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen:

a) HomR(X, J) ∈ mod(R) y mS i(HomR(X, J)) = mS i(X) para todo i = 1, . . . , n.

b) El R-morfismo φX : X → HomR (HomR(X, J), J), definido por φX(x)( f ) := f (x), es un
isomorfismo natural.

Demostración: Para la prueba de a) procedamos por inducción sobre l(X). Si X = 0 no hay

nada que probar. Supóngase que l(X), entonces X 
 S j para algún j. Puesto que HomR(S i, J) 

HomR

(
S j,

∐n
i=1 S I

)

 HomR(S j, S i) 
 S j, y por lo tanto obtenemos mS i(X) = mS i (HomR(X, J)).1

Ahora bien supongamos que l(X) > 1, entonces existe una sucesión exacta 0 → X′ →
X → X′′ → 0 en mod(R) con X′ 
 S j, para algún j, entonces tenemos la sucesión exacta

0 → HomR(X′′, J) → HomR(X, J) → S j → 0 en mod(R). Dado que lR(X′′) = lR(X) − 1, con-

cluimos por inducción que HomR(X′′, J) está en mod(R) y mS i(HomR(X′′, J)) = mS i(X
′′); por lo

1msi (X) denota el número de factores de composición que son isomorfos a S i y l(X) la longitud de X, ver [AS93] I.1.
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que HomR(X, J) esta en mod(R); y además

mS i(HomR(X, J)) = mS i(S i) + mS i(HomR(X′′, J)) = mS i(S j) + mS i(X
′′) = mS i(X).

b) Veamos la naturalidad de φ : mod(R)→ HomR(HomR(∗, J), J). Sea f : X → Y un morfismo

en mod(R); luego tenemos los siguientes morfismos en mod(R):

HomR( f , J) : HomR(Y, J) −→ HomR(X, J).

HomR(HomR( f , J), J) : HomR(HomR(X, J), J) −→ HomR(HomR(Y, J))

A continuación veamos que el siguiente diagrama conmuta:

X
f ��

φX
��

Y

φY
��

HomR(HomR(X, J), J)
ϕ( f ) �� HomR(HomR(Y, J))

donde ϕ( f ) := HomR(HomR( f , J), J). Primero recordamos que para todo α en HomR(Y, J) se tiene

HomR( f , J)(α) := α f y para todo x en X, ϕ( f )(φX(x)) := φX(x)HomR( f , J). Entonces

(ϕ( f )(φX(x))) (α) = (φX(x)HomR( f , J)) (α) = φX(x)(HomR( f , J)(α)) = φX(x)(α f ) = (α f )(x) =

α( f (x)) = φY ( f (x))(α) = ((φY f )(x)(α)) .

Por lo tanto ϕ( f )(φX(x)) = (φY f )(x), para todo x en X y por consiguiente ϕ( f )φX = φY f .

Ahora, veamos que φX es un isomorfismo. Por a), sabemos que

lR(HomR(HomR(X, J), J)) = lR(X).

Por lo tanto, basta ver que φX es un monomorfismo. Como φ(x)( f ) = f (x) para todo f en HomR(X, J)

y x en X, tenemos que φ(x) � 0 si existe un F : X → J tal que f (X) � 0. Supóngase x es un elemnto

no cero de X y sea Rx el submódulo de X generado por x, pero entonces Rx/(rad(Rx))Rx � 0 por

el teorema de Nakayama y por lo tanto existe un morfismo no cero:

Rx
(rad(Rx))Rx

−→
n∐

i=1

S i.

Entonces, la función inducida g : Rx → J es no cero, en particular g(x) � 0. Como J es inyectivo,

podemos extender g a una función f : X → J la cual no se anula en X. Por lo tanto φ : X →
HomR (HomR(X, J), J) es un isomorfismo.

�

Teorema 3.34. Sea R un anillo conmutativo artiniano, J la envolvente inyectiva de
∐n

i=1 S i. En-
tonces, las siguientes condiciones se satisfacen:

a) El funtor contravariante D : mod(R) → mod(R), definido por D(∗) = HomR(∗, J) es una
dualidad.
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b) Para todo R-módulo simple S i, mS i(R) = mS i(J).

c) R 
 EndR(J).

Demostración: a) Por el Lema 3.33 a) tenemos que D(X) ∈ mod(R) para todo X en mod(R). Y

por 3.33 b), φ : 1mod(R) → D2 es un isomorfismo.

b) Sea S i simple. Por 3.33 a), mS i(R) = mS i(HomR(R, J)) = mS i(J).

c) R 
 End(R)op y por a), End(R)op 
 End(D(R)) 
 EndR(J), donde el último isomorfismo se

da puesto que D(R) 
 J.

�

Teorema 3.35. La dualidad DR : mod(R) → mod(R) define una dualidad, la cual también deno-
taremos por DΛ:

DΛ : mod(Λ) −→ mod(Λop)

donde DΛ(ΛX) = HomR(ΛXR, JR).2

Demostración: Primero veamos que para todo X en mod(Λ), DΛ(ΛX) está en mod(Λop).

Sea Λ una R-álgebra de artin vı́a ϕ : R → Λ. Luego Λop es una R-álgebra de artin vı́a ϕop :

R→ Λop, donde ϕop(λop) := ϕ(λ). Por lo tanto, tenemos 2 estructuras de R-módulo en D(X):

(λ · f )(x) := f (λx), para cada f en HomR(X, J) y λ en Λ.

λ ◦ f , dada por el cambio de anillos ϕop : R→ Λop, puesto que DΛ(ΛX) es un Λop-módulo.

Notemos que ambas estructuras de R-módulo coinciden, ya que:

(λ ◦ f )(x) = (ϕop(λ) f )(x) = ( fϕ(λ))(x) = f (ϕ(λ)x) = f (λx) = (λ · f )(x).

Es claro que HomR(X, J) es un Λop-módulo finitamente generado puesto que es un R-módulo

finitamente generado por la proposición 1.1 de II [ARS95].

Ahora probamos que si f : X → Y está en mod(Λ), se tiene que HomR( f , J) : DΛ(Y)→ DΛ(X)

es un morfismo en mod(Λop). Esto se sigue del hecho que para toda α en D(Y) = HomR(Y, J), para

todo x en X, λ en Λ tenemos las igualdades:

D( f )(αλ)(x) = HomR( f , J)(αλ)(x) = ((αλ) f )(x) = (αλ)( f (x)) =

α(λ f (x)) = α( f (λx)) = HomR( f , J)(α)(λx) = (D( f )(α))λ)(x).

Por lo tanto D( f )(λopα) = (D( f )(α))λ = λopD( f )(α).

Por lo anterior tenemos que DΛ : mod(Λ) → mod(Λop) con DΛ(X) = HomR(X, J) es un R-

funtor. Análogamente (reemplazando a Λ por Λop), tenemos que DΛop : mod(Λop) → mod(Λ) es

un R-funtor. Ahora bien:

φ : X → HomR(HomR(X, J), J) = DΛop DΛ(X)

2Cuando no exista confusión alguna simplemente escribiremos D.
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con φX(x)( f ) := f (x) es un R-isomorfismo natural (por 3.33 b)). Veamos que phi es unΛ-morfismo

(en particular, tendrı́amos que φ : 1mod(Λ) → DΛop DΛ es un isomorfismo natural. Esto se sigue del

hecho que si λ esta en Λ y x en X se tiene que:

φ(λx)( f ) = f (λx) = ( fλ)(x) = φ(x)( fλ) = (λφ(x))( f )

para todo f en HomR(X, J), por lo tanto φ(λx) = λφ(x). Por lo tanto tenemos un isomorfismo

φ : 1mod(Λ) → D2 y similarmente un isomorfismo φ : 1mod(Λop) → D2 y concluimos que D :

mod(Λ)→ mod(Λop) es una dualidad.

�

Observación 3.36. Sea Λ una R-álgebra de artin. Tenemos que:

i) D(Λ) = HomR(λ, J) en Mod(Λ) por medio de:

• D(Λ) = HomR(Λ, J) = DΛop(Λ).

• D(Λ) = HomR(Λ, J) = DΛ(Λ).

ii) HomΛ(∗,D(Λ)) : mod(Λ)→ mod(Λop) es un R-funtor contravariante.

Observación 3.37. Como mod(Λop) tiene suficientes proyectivos, esta dualidad muestra que mod(Λ)

tiene suficientes inyectivos o equivalentemente si S es un Λ-módulo simple y S → I es una envol-

vente inyectiva, se sigue que I es un Λ-módulo finitamente generado.

Proposición 3.38. SeaΛ una R-álgebra de artin. Entonces, los funtores HomR(∗, J) y HomΛ(∗,D(Λ))

son isomorfos.

Considerando RΛΛ y usando la adjunción y el producto tensorial, tenemos los isomorfismos

naturales:

HomR(M, J)

 �� HomR(RΛΛ ⊗Λ M, J)


 �� HomΛ(M,HomR(Λ, J)) HomΛ(M,D(Λ)) .

para todo Λ-módulo M.

�

3.5. Equivalencia estable

Continuando con nuestras aplicaciones de la equivalencia de representación, en esta sección

damos la prueba de una equivalencia estable entre un álgebra de artin de radical cuadrado cero

Λ y un álgebra hereditaria Γ. Esta prueba es general y tiene como aplicación particular lo hecho

por I. Reiten en [Rei75]. Dando ası́ una muestra más de la importancia de la equivalencia de

representación proporcionada por Auslander. Para ello comenzamos con los siguientes datos.

Consideraremos otra categorı́a asociada con Λ, la categorı́a de módulos proyectivamente
estable denotada por mod(Λ). Los objetos son los Λ-módulos finitamente generados, los cuales
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denotaremos por M y los morfismos son dados por Hom(M,N) = HomΛ(M,N)/R(M,N) donde

R(M,N) es el subgrupo de HomΛ(M,N) consistiendo de los Λ-homomorfismos de M a N que se

factorizan a través de un Λ-módulo proyectivo. Supóngase que modP(Λ) denota la subcategorı́a

plena de mod(Λ) cuyos objetos son los Λ-módulos sin sumandos directos que sean proyectivos.

Entonces la correspondiente categorı́a proyectivamente estable modP(Λ), es equivalente a mod(Λ).

Análogamente se define la categorı́a de módulos inyectivamente estable mod(Λ) asociada a

mod(Λ). Los objetos de mod(Λ) son los mismos que los objetos de mod(Λ) y serán denotados por

M, los morfismos están dados por Hom(M,N) = HomΛ(M,N)/U(M,N) donde U(M,N) es el sub-

grupo de HomΛ(M,N) consistiendo de los Λ-homomorfismos de M a N los cuales se factorizan a

través de un Λ-módulo inyectivo. Supóngase que modI(Λ) denota la subcategorı́a plena de mod(Λ)

cuyos objetos son los Λ-módulos sin sumando directos inyectivos, entonces modI(Λ) y mod(Λ)

son equivalentes.

Dada un álgebra de artin Λ tenemos que las categorı́as modP(Λ) y modI(Λ) son equivalentes.

Esto surge de los hechos que dado un Λ-módulo M en modP(Λ), entonces T (M) ∈ modP(Λop),

donde T es definida como sigue: Sea P1 → P0 → M → 0 una presentación proyectiva de M,

definimos T (M) como el objeto tal que la siguiente sucesión es exacta:

P∗0 −→ P∗1 −→ T (M) −→ 0

donde P∗i = HomΛ(Pi,Λ), como veremos al término de 3,1, T induce una dualidad T : mod(Λ)→
mod(Λop). Sea M un Λop-módulo, y D la dualidad dada en el teorema 3.35. D nos proporciona una

dualidad D : mod(Λop)→ mod(Λ), la cual induce una dualidad D : modP(Λop)→ modI(Λ), de es-

to es sencillo notar que obtenemos una dualidad, la cual también denotaremos por D, de mod(Λop)

a mod(Λ). Por lo tanto la composición D ◦ T : mod(Λ) → mod(Λop) → mod(Λ) nos proporciona

nuestra equivalencia deseada. De ésta manera justificamos el denotar como equivalencia estable en

un álgebra de artin Λ, sin importar si es estable módulo proyectivos o inyectivos.

Definición 3.39. Diremos que dos álgebra de artin Λ y Λ′ son establemente equivalentes si

mod(Λ) y mod(Λ′) son equivalentes.

Existen casos sencillos donde álgebras no isomorfas son establemente equivalentes: Si Λ y Λ′
son Morita equivalentes ellas son claramente establemente equivalentes. También podemos ver que

si S es un álgebra semisimple, entonces Λ y Λ × S son establemente equivalentes.

En orden de ideas para continuar con nuestra siguiente aplicación, veamos lo siguiente:

Dados dos anillos T y U y un U − T -módulo M construimos el anillo de matrices triangulares

Γ =

(
T 0

M U

)

donde la operación multiplicación se encuentra dada por:

(
t 0

m u

) (
t′ 0

m′ u′

)
=

(
tt′ 0

mt′ + um′ uu′

)
,

Γ tiene a los idempotentes

e1 =

(
1 0

0 0

)
y e2 =

(
0 0

0 1

)
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los cuales cumplen las siguientes propiedades: e1Γe1 = T , e2Γe2 = U y e2Γe1 = M. Además dado

un Γ-módulo izquierdo X, obtenemos un T -módulo X1 := e1X, un U-módulo X2 := e2X y un

homomorfismo μ : M ⊗T X1 → X2 dado por la multiplicación:

e2Γe1 × e1X �� e2X

e2re1 × e1x � �� e2re1x

Es bien conocido ([ARS95] III,2) que Γ es un R-álgebra de artin si y sólo si T , U son R-álgebras

de artin y M es un R-módulo finitamente generado.

Definición 3.40. Definimos la categorı́a coma C, como la categorı́a cuyos objetos son ternas de

la forma (X1, X2, ϕ), donde X1 es un T -módulo, X2 es U-módulo y ϕ : M ⊗ X1 → X2 un U-

homomorfismo.

Un morfismo en C está dado por ( f1, f2) : (X1, X2, ϕ) → (Y1,Y2, ψ), donde f1 : X1 → Y1 es un

T -homomorfismo y f2 : X2 → Y2 es un U-homomorfismo tal que, el siguiente diagrama conmuta

M ⊗ X1
ϕ ��

1⊗ f1
��

X2

f2
��

M ⊗ Y1
ψ �� Y2

Observación 3.41. Sean T , U anillos y sea Γ el anillo de matrices definido anteriormente, sea C la

categorı́a coma, entonces tenemos una equivalencia de categorı́as φ : ModΓ → C, dada en objetos

por φ(X) = (e1X, e2X, μ). De esta manera identificaremos C con ModΓ

Una prueba de esta afirmación y análisis mas profundo puede ser encontrada en [ARS95],

capı́tulo III, sección 2.

Por otra parte tenemos la categorı́a co-comaC0, cuyos objetos son ternas de la forma (X1, X2, η),

donde X1 es un T -módulo, X2 un U-módulo y η : X1 → HomU(M, X2) un T -homomorfismo.

La adjunción HomU(M ⊗T X1, X2) 
 HomT (X1,HomU(M, X2)) nos induce un isomorfismo de

categorı́as, C 
 C0, ası́ de esta manera podemos identificar C0 con ModΓ.

Ahora bien consideremos un álgebra de artin Λ con radical de Jacobson r, tal que r � 0 y

r2 = 0. Notemos que r es un Λ/r - Λ/r-bimódulo y por consiguiente podemos construir el anillo

de matrices triangulares Γ =

(
Λ/r 0

r Λ/r

)
.

Identificando ModΓ con la categorı́a coma tenemos que un Γ-módulo (X1, X2, ϕ), ϕ : M⊗X1 →
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X2 un Λ/r-homomorfismo. Tiene como resolución proyectiva:

0

��
0 ��

��

K

��
M ⊗ X1

��

��

M ⊗ X1 ⊕C

��
M ⊗ X1

�� X2

��
0

donde K = Kerϕ y C = Cokerϕ. Ası́ de esta manera (X1,M ⊗ X1, 1) y (0,K, 0) son proyectivos y

por lo tanto Γ es un álgebra hereditaria.

Idun Reiten en [Rei75] demostró que el funtor

F : modΛ �� modΓ

que asocia al Λ-módulo X la terna ( X
rX , rX, μ), donde μ : r ⊗ X/(rX)→ rX, es la multiplicación por

r, induce una equivalencia estable modΛ 
 modΓ. Demostrando ası́ que toda áñgebra de artin de

radical cuadrado cero es establemente equivalente a un álgebra hereditaria.

Es esta sección queremos aplicar la equivalencia de representación J : In jb(Mod(Λ)) →
In j(Gr(Λ/a,b)) visto en 2,3, al caso particular, Λ un álgebra de artin de radical cuadrado cero,

con r = a = b y estudiar las relaciones entre este funtor y el funtor dado por I. Reiten.

Primero notemos que tenemos el funtor S b(M) = {HomΛ(Λ/b,M)} = S r(M) = HomΛ(Λ/r,M) =

S oc(M). Por lo tanto S r(M) es esencial en M.

Por otra parte notemos que la categorı́a de Grassman Gr(Λ/r, r) son todas las ternas (M1,M2, ϕ)

tales que, M1, M2 son Λ/r-módulos y ϕ : M1 → HomΛ/r(r,M2) es un monomorfismo. Co-

mo r2 = 0, r es un Λ/r-módulo y HomΛ/r(r ⊗Λ/r M1,M2) 
 HomΛ/r(M1,HomΛ/r(r,M2)).

Por consiguiente obtenemos que Gr(Λ/r, r) es una subcategorı́a plena de la categorı́a co-coma

C0 = {(M1,M2, ϕ)|ϕ ∈ HomΛ/r(M1,HomΛ/r(r,M2))}, la cual recordemos es equivalente a modΓ.

Dado un morfismo ϕ : M1 → HomΛ/r(r,M2), tenemos que M1 = Kerϕ ⊕ Imϕ y ϕ es isomorfo

a 0 → Imϕ ↪→ HomΛ/r(r,M2) ⊕
(
Kerϕ → 0

)
. Por lo tanto Gr(Λ/r, r) es la subcategorı́a plena de

C0 que no tiene sumandos de la forma S → 0, con S un Λ/r-módulo simple.

De la sucesión exacta 0→ r→ Λ→ Λ/ra→ 0, tenemos el diagrama conmutativo exacto:

0 �� S oc(M) �� M ��



��

M/S oc(M) ��

σ

��

0

0 �� HomΛ(Λ/r,M) �� HomΛ(Λ,M) �� HomΛ(r,M)

notemos que el funtor Tb, se encuentra dado por Tb(M) = Tr(M) = M/S oc(M) y tenemos un

monomorfismo 0 �� M/soc(M)
σ �� HomΛ(r,M) .



70 3.- EQUIVALENCIAS DE REPRESENTACIONES.

Observación 3.42. El hecho que r sea semisimple implica que HomΛ(r,M) = HomΛ(r, S oc(M)).

Sea (M,Q, j) la envolvente inyectiva de M, dado que S oc(M) es esencial en M tenemos que

S oc(M) = S oc(Q) y HomΛ(r,M) = HomΛ(r, S oc(M)) = HomΛ(r,Q) = HomΛ(r, S oc(Q)). Por lo

tanto HomΛ(r, j) : HomΛ(r,M)→ HomΛ(r,Q) es un isomorfismo.

Tomemos el funtor F : In j(Mod(Λ))→ Gr(Λ/r, r), dado por F(M,Q, j) = (Tr(M), S r(Q), F( j)),
en resumén tenemos que Tr(M) = M/S oc(M), S r(Q) = S oc(Q) = S oc(M) y j : M → Q
induce el isomorfismo j′ : S oc(M) → S oc(Q) y F( j) = HomΛ(r, j′)σ. Por lo tanto tenemos

F(M,Q, j) = (M/S oc(M), S oc(M),HomΛ(r, j′)σ).

El morfismo σ : M/S oc(M)→ HomΛ(r,M) esta definido de la siguiente manera:

σ(m + S oc(M))(r) = σ′(m)(r)

y σ′(m) = h, con h(r) = rm. Por lo tanto σ(m + S oc(M)) = rm ∈ S oc(M).

Tenemos un diagrama conmutativo:

M/S oc(M)
σ �� HomΛ(r, S oc(M))

HomΛ(r, j′)
��

M/S oc(M)
ασ �� HomΛ(r, S oc(Q))

donde α = HomΛ(r, j′) y ασ : M/S oc(M)→ HomΛ(r, S oc(Q)) ésta definido por αr(m+S oc(M))(r) =

σ j(m). Por consiguiente la terna (M/S oc(M), S oc(M), σ) es isomorfa a la terna (M/S oc(M), S oc(M), ασ)

en Gr(Λ/r, r). Por lo tanto F(M,Q, j) = (M/S oc(M), S oc(M), σ).

Con lo cual obtenemos que F induce una equivalencia de representación:

J : In jr(Mod(Λ)) −→ In j(Gr(Λ/r, r))

donde In jr(Mod(Λ)) = { j : M ↪→ Q} tal que (M,Q, j) es envolvente inyectiva de M y S r(M)

en Λ/r-inyectivo, ası́ In jr(Mod(Λ)) = In j(Mod(Λ)). Por otra parte In j(Gr(Λ/r, r)) son todas

las ternas (M1,M2, f ) tales que M2 es inyectivo y f un monomorfismo, ası́ In j(Gr(Λ/r, r)) =

Gr(Λ/r, r). Por lo tanto F = J : In j(Mod(Λ))→ Gr(Λ/r, r) es una equivalencia de representación.

Observación 3.43. Existe una equivalencia de representación φ : In j(Mod(Λ)) → Mod(Λ), dada

por φ(M,Q, j) = M.

Sea G el funtor. G : Mod(Λ)→ Gr(Λ/r, r), dado por G(M) = (M/S oc(M), S oc(M), σ), donde

σ : M/S oc(M) → HomΛ(r, S oc(M)) es σ(m + S oc(M)) = rm. El morfismo α : Gr(Λ/r, ra) →
Gr(Λ/r, ra) esta dado de la siguiente manera: dado (M1,M2, g) con g : M1 → HomΛ(r,M2) un

monomorfismo y M1, M2 Λ/r-módulos. Además si (M2,Q, j) es la envolvente inyectiva de M2,

entonces j induce un isomorfismo j′ : M2 → S oc(Q), tomando

α((M1,M2, g)) := (M1, S oc(Q),HomΛ(r, j′)g)

tenemos que α es un equivalencia de categorı́as y el siguiente diagra conmuta:

In j(Mod(Λ))
F ��

φ

��

Gr(Λ/r, r)

α

��
Mod(Λ)

G
�� Gr(Λ/r, r)
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Los hechos de que F, φ sean equivalencias de representación y α una equivalencia de categorı́as

implican que G es una equivalencia de representación.

Como vimos anteriormente, podemos identificar Gr(Λ/r, r) con una subcategorı́a plena de C0,

donde los objetos de tal subcategorı́a son ternas que no tienen sumandos de la forma (S , 0, 0).

Mediante la equivalencia C → C0 identificamos a Gr(Λ/r, r) con las ternas (M1,M2, f ) en C que

no tiene sumandos de la forma (S , 0, 0) y denotamos esta categorı́a por ModS (Γ) la cual puede ser

identificada con una subcategorı́a plena de Mod(Γ).

Bajo al adjunción HomΛ/r(r ⊗Λ/r M1,M2) = HomΛ/r(M1,HomΛ/r(r,M2)), el morfismo σ :

M/S oc(M)→ HomΛ(r, S oc(M)) corresponde con la multiplicación μ : r⊗M/S oc(M)→ S oc(M)

y el funtor inducido G ésta definido por:

G(M) := (M/S oc(M), S oc(M), μ)

Dado que G es una equivalencia de representación, entonces es un funtor denso. En orden de

ideas para continuar con esta sección queremos describir el kernel de G.

Sea h : M → N un morfismo de Λ-módulos, h induce el siguiente diagrama conmutativo:

0 �� S oc(M)

h′
��

f �� M π ��

h
��

M/S oc(M)

h′′
��

�� 0

0 �� S oc(N)
f ′ �� N π′ �� M/S oc(N) �� 0

(3.5.1)

y G(h) = (h′, h′′).

Ahora bien notemos que G(h) = 0 si y sólo si existe un morfismo t : M/S oc(M)→ S oc(N) tal

que f ′tπ = h. Esta propiedad es la que nos describe el kernel de G. Como G es denso, G induce

una equivalencia Mod(Λ)
∼ 
 ModS (Γ), donde

Hom(M,N)

∼ :=
Hom(M,N)

KerG(M,N)
.

Queremos demostrar ahora que G : Mod(Λ) → ModS (Γ) induce una equivalencia Mod(Λ) 

Mod(Γ) en las categorı́as estables módulo inyectivos.

Si M es un Λ-módulo no semisimple, entonces S oc(M) � M y rM ⊂ S oc(M), puesto que

r2M = 0, de ésto se sigue que existe un epimorfismo M/rM → M/S oc(M) → 0 y M/S oc(M) es

semisimple.

Supóngase que h : M → N es un morfismo de Λ-módulos y h′ = 0, entonces existe un

morfismo t′ : M/S oc(M) → N tal que h se factoriza a través de t′, t′π = h, e Imt′ ⊂ S oc(N), por

lo tanto h′′ = 0.

Sean (M,Q, j) y (N,Q′, j′) las envolventes inyectivas de M y N, respectivamente. Entonces

existe un morfismo g : Q→ Q′, tal que g j = j′h:

M
j ��

h
��

Q

g
��

N
j′ �� Q′
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e isomorfismos λ : S oc(M) → S oc(Q), λ′ : S oc(N) → S oc(Q′) tales que el siguiente diagrama

conmuta:

0 �� S oc(M)
f ��

��

λ

��

M

��

π ��

j

��

M
S oc(M)

��

��

i

��

0

0 �� S oc(Q)
ν ��

g′

��

Q

g

��

q �� Q
S oc(Q)

g′′

��

�� 0

0 �� S oc(N) ��

λ′

��

N
j′

��

�� N
S oc(N)

i′

��

�� 0

0 �� S oc(Q′) ν′ �� Q′
q′ �� Q′

S oc(Q′)
�� 0

donde identicamos los morfismos que la cara del fondo del diagrama con los dados en 3.5.1.

Supóngase que G(h) = (h′, h′′) = 0, dado que λ y λ′ son isomorfismos h′ = 0 implica g′ = 0,

entonces existe un morfismo s′ : Q/S oc(Q) → Q′, tal que s′q = g. Como S oc(Q) � Q,

rQ ⊂ S oc(Q), Q/S oc(Q) es semisimple y s′(Q/S oc(Q)) ⊂ S oc(Q′). Por lo taanto existe s :

Q/S oc(Q)→ S oc(Q′), con ν′sq = g.

Consideremos el morfismo η = f ′(λ′)−1sq, η : Q → N, satisface que η j = f ′(λ′)−1sq j, de

donde j′η j = j′ f ′(λ′)−1sq j = ν′sq j = g j = j′h. j′ un monomorfismo implica η j = h y por

consiguiente h se factoriza por el inyectivo Q. Por lo tanto podemos concluir que KerG(M,N) ⊂
U(M,N).

En el caso en que M sea un Λ-módulo semisimple tenemos que KerG(M,N) = 0. Por lo tanto

KerG(M,N) ⊂ U(M,N) en cualesquiera de los dos casos y existe un epimorfismo

HomΛ
∼ =

Hom(M,N)

KerG(M,N)
�� Hom(M,N) �� 0

Afirmación 3.44. El funtor G : Mod(Λ) → ModS (Γ), envı́a Λ-módulos inyectivos en Γ-módulos
inyectivos.

Demostración: Sea I un Λ-módulo inyectivo. La sucesión exacta 0 → r → Λ → Λ/r → 0

induce una sucesión exacta

0 −→ HomΛ(Λ/r, I) −→ HomΛ(Λ, I) −→ HomΛ(r, I) −→ 0

y por lo descrito anteriormente existe un morfismo σ : I/S oc(I) → HomΛ/r(r, S oc(I)) dado por

σ(x + S oc(I))(r) = rx, que en este caso es un isomorfismo.

La composición:

r ⊗Λ/r HomΛ/r(r, S oc(I))
r⊗σ−1

�� r ⊗ I/S oc(I)
μ �� S oc(I)

con μ multiplicación, es el morfismo evaluación e : r ⊗Λ/r HomΛ/r(r, S oc(I)) → S oc(I), dado por

e(r ⊗ f ) = f (r).

Dado que Λ/r es semisimple, entonces la terna (HomΛ/r(r, S oc(I)), S oc(I), e) es un Γ-módulo

inyectivo (ver [ARS95]). Por lo anto G preserva módulos inyectivos.
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�

Los objetos de la forma (S , 0, 0) de Mod(Γ) son Γ-módulos inyectivos. Sea (HomΛ/r(r, X), X, e)

un Γ-módulo inyectivo sin sumandos de la forma (S , 0, 0). Como G es denso en ModS (Γ), existe

un Λ-módulo M tal que:

G(M) = (M/S oc(M), S oc(M), μ) 
 (HomΛ/r(r, X), X, e)

es decir, X 
 S oc(M) y M/S oc(M) 
 HomΛ/r(r, X).

Sea (M,Q, j) la envolvente inyectiva de M. Entonces tenemos el siguiente diagrama conmuta-

tivo

0 �� S oc(M)

j′ 

��

�� M ��

j
��

M/S oc(M)

j′′
��


 �� HomΛ(r, S oc(M))

HomΛ(r, j′) 

��

0 �� S oc(Q) �� Q �� Q/S oc(Q)

 �� HomΛ(r, S oc(Q))

de dicho diagrama obtenemos que j′′ es un isomorfismo y po el lema del cinco, j es un isomorfismo

también. Por lo tanto hemos demostrado que M es un inyectivo.

Sea f : M → N un morfismo en Λ que se factoriza a través de un inyectivo, digamos I

M
g �� I h �� N, hg = f .

por la afirmación anterior, G(M)
G(g) �� G(I)

G(h) �� G(N) , G( f ) = G(h)G(g) con G(I) inyectivo.

Inversamente, si existe una factorización G(M)
ϕ �� J

ψ �� G(N) , con ϕ, ψ Γ-morfismo y

J inyectivo. Dado que G(M), G(N) no tiene sumandos de la forma (S , 0, 0), podemos suponer que

J no tiene sumandos de esta forma y existe un Λ-módulo inyectivo I tal que G(I) = J, como G es

denso, existen morfismos g : M → I y f : I → N tales que G(g) = ϕ y G( f ) = ψ.

Afirmación 3.45. El funtor G induce una equivalencia:

G : Mod(Λ) −→ Mod(Γ)

dado por G( f − U(M,N)) = G( f ) − U(M,N)

Demostración: Por lo visto anteriormente, G está bien definido y es fiel. el hecho que G sea

pleno se sigue de que G es pleno. G es denso ya que los objetos de la forma (S , 0, 0) son inyectivos

en Mod(Γ) y por lo tanto son cero en Mod(Γ).

�

Ası́ mismo por otra parte tenemos que el funtorG : Mod(Λ) −→ Mod(Γ) induce una equivalen-

cia entre las categorı́as estables mod(Λ) y mod(Γ) la cual denotaremos por g : mod(Λ) −→ mod(Γ).

Si consideramos módulos derechos tenemos la equivalencia mod(Λop)
g0 �� mod(Γop) .

Consideremos la siguiente composición de funtores

mod(Λ)
D �� mod(Λop)

g0 �� mod(Γop)
D �� mod(Γ)
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Afirmación 3.46. La composición Dg0D es el funtor dado por I. Reiten en [Rei75].

Demostración: Sea M un Λ-módulo finitamente generado sin sumandos proyectivos. Notemos

que g0(D(M)) es la terna (D(M)/S oc(D(M)), S oc(D(M)), μ), donde μ : D(M)/S oc(D(M)) ⊗ r →
S oc(D(M)) es multiplicación por r.

Dualizando tenemos un morfismo:

D(S oc(D(M))) �� HomΛ(D(M)/S oc(D(M)) ⊗ r,D(Λ))

el cual por adjunción nnos proporciona

D(S oc(D(M)))
D(μ) �� HomΛ

(
r,D

(
D(M)

S oc(D(M))

))
pero para cualquierΛ-módulo finitamente generado X tenemos que D(X/S oc(X)) 
 rX y D(S oc(X)) =

X/rX. Por lo tanto D(S oc(D(M))) = D2(M)

rD2(M)

 M

rM y D
(

D(M)
S oc(D(M))

)
= rD2(M) 
 rM.

Tenemos por lo tanto un morfismo

M
rM

ν′ �� HomΛ/r
(

M
rM ,HomΛ/r(r, rM)

)
y por adjunción HomΛ/r

(
M

rM ,HomΛ/r(r, rM)
)
= HomΛ/r

(
r ⊗ M

rM , rM
)
. ν′ corresponde a un mor-

fismo ν′ : r ⊗ M
rM → rM, basta comprobar que ν′ es multiplicación.

�



Capı́tulo 4

Dimensión de Representación de
Álgebras de Artin.

El principal objetivo de este capı́tulo es introducir la noción de la dimensión de representación

de un álgebra de artin. Se espera que la dimensión de representación de un álgebra de artin nos

de una manera razonable de medir hasta que punto la categorı́a de módulos finitamente generados

sobre un álgebra de artin es una categorı́a de tipo de representación finita.

Después de algunos preliminares sobre categorı́as y módulos sobre anillos de endomorfismos,

una descripción de las álgebras de artin de tipo de representación finita es dada en la sección 4. Este

resultado sirve como principal motivación para la definición de la dimensión de representación de

un álgebra de artin dada en la sección 5.

4.1. Módulos, comódulos y módulos de homotopı́a.

SeaA una categorı́a aditiva y (g1, g2) un morfismo en Morph(A), es decir, tenemos un diagra-

ma conmutativo:

A1
f ��

g1

��

A2

g2

��
A′

1

f ′ �� A′
2

Decimos que (g1, g2) es proyectivamente trival si existe un morfismo h : A2 → A′
1

tal que

f ′h = g2.

A1
f ��

g1

��

A2

g2

��

h

��
A′

1

f ′ �� A′
2

Decimos que (g1, g2) es inyectivamente trival si existe un morfismo h : A2 → A′
1

tal que h f = g1.

Finalmente, (g1, g2) se dice homotópicamente trivial si existe un morfismo h : A2 → A′
1

tal que
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f ′h f = g2 f = f ′g1.

SeaA una categorı́a aditiva, algunas de las propiedades básicas son:

i) Un morfismo en Morph(A) que es proyectivamente trivial, o inyectivamente trivial, es ho-

motópicamente trivial.

Demostración: Supóngase primero que (g1, g2) es proyectivamente trivial, entonces existe un

morfismo h : A2 → A′
1

tal que f ′h = g2. Por hipótesis tenemos que f ′g1 = g2 f , ası́ usando

la igualdad anterior nos da g2 f = f ′h f = f ′g1 y por lo tanto (g1, g2) es homotópicamente

trivial.

De manera análoga si que (g1, g2) es inyectivamente trivial, se sigue que h f = g1 y por lo

tanto f ′g1 = f ′h f = g2 f .

�

ii) Cada una de las relaciones en Morph(A) dada por:

a) (g1, g2) se relaciona con (g′
1
, g′

2
), (g1, g2)P(g′

1
, g′

2
), si y sólo si (g1 − g′

1
, g2 − g′

2
) es

proyectivamente trivial.

b) (g1, g2) se relaciona con (g′
1
, g′

2
), (g1, g2)I(g′

1
, g′

2
), si y sólo si (g1 − g′

1
, g2 − g′

2
) es

inyectivamente trivial.

c) (g1, g2) se relaciona con (g′
1
, g′

2
), (g1, g2)H(g′

1
, g′

2
), si y sólo si (g1 − g′

1
, g2 − g′

2
) es

homotópicamente trivial.

es una relación de equivalencia sobre Morph(A).

Demostración: Veamos que P cumple con las condiciones i) y iii) de 2.38 para ver que es una

relación de equivalencia sobre Morph(A), claramente se cumple i). Queda por demostrar

iii) consideremos entonces (g1, g2)P(g′
1
, g′

2
) y supóngase que tenemos morfismos (l1, l2) y

(k1, k2) tales que tenemos el siguiente diagrama conmutativo

B1
f0 ��

l1
��

B2

l2
��

A1
f ��

g1−g′
1

��

A2

g2−g′
2

��

h

��
A′

1

f ′ ��

k1

��

A′
2

k2

��
C′

1

f1 �� C′
2

consideremos h′ : B2 → C′
1

como h′ = k1hl2, entonces tenemos que f1h′ = f1k1hl2 =
k2 f ′hl2 = k2(g2 − g′

2
)l2, por lo tanto el morfismo ((k1(g1 − g′

1
)l1), (k2(g2 − g′

2
)l2)) es proyecti-

vamente trivial, es decir, (k1, k2)(g1, g2)(l1, l2)P(k1, k2)(g′
1
, g′

2
)(l1, l2), con lo cual terminamos

de probar que P es un relación de equivalencia en MorphA.
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Queda por demostrar que es una relación de equivalencia aditiva, consideremos (g1, g2)P(g′
1
, g′

2
)

y (g̃1, g̃2)P(g̃1
′, g̃2

′), de aquı́ que existen morfismos h, h̃ : A2 → A′
1

tales que f ′h = g2 − g′
2

y

f ′h̃ = g̃2 − g̃2
′, sumando ambas igualdades obtenemos f ′(h + h̃) = g2 + g′

2
− (g′

2
+ g̃2

′), ası́:

((g1, g2) + (g̃1, g̃2)) P
(
(g′1, g

′
2) + (g̃1

′, g̃2
′)
)

Por lo tanto hemos probado que P es una relación de equivalencia aditiva sobre Morph(A),

de manera similar podemos demostrar que las relaciones I y H sobre Morph(A) son rela-

ciones de equivalencia aditivas.

�

Llamamos a Morph(A)/P la categorı́a de módulos sobre A y la denotaremos por Mod(A).

Llamamos a Morph(A)/I la categorı́a de comódulos sobreA y la denotaremos por Comod(A).

Por último, llamamos a Morph(A)/H la categorı́a de módulos de homotopı́a sobre A y la

denotaremos por H − Mod(A).

Ejemplo 4.1. Sea Λ un anillo, P la subcategorı́a de Mod(Λ) que consiste de todos los módulos

proyectivos en Mod(Λ).

a) El funtor

φ : Morph(P) −→ Mod(Λ)

dado por φ(P1, P2, f ) = P2/Im f , induce una equivalencia de categorı́as

ϕ : Mod(P) −→ Mod(Λ)

también el funtor

ψ : P −→ Mod(P)

dado por ψ(P) = (0, P,0) es un funtor fiel y pleno.

b) No es difı́cil ver que el diagrama exacto conmutativo de Λ-módulos

P2
f ��

g2

��

P1
ε ��

h

��
g1

��

M

g
��

t

��

�� 0

P′
2

f ′ �� P′
1

ε′ �� M′ �� 0

con los Pi y P′i Λ-módulos proyectivos, tienen la propiedad que existe un morfismo h : P1 →
P′

2
tal que f ′h f = g1 f = f ′g2, es decir, (g2, g1) : f → f ′ es homotópicamente trivial si y

sólo si existe una función t : M → P′
1

tal que g = ε′t.

c) Además para un morfismo g : M → M′ en Mod(Λ), las siguientes afirmaciones son equiva-

lentes:

i) Existe una factorización M → P→ M′ de g con P proyectivo.

ii) Si P → M′ → 0 es exacta entonces existe un morfismo t : M → P tal que g es la

composición de M → P→ M′.
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Usando esta observación, se muestra fácilmente que la relación R(P) sobre Mod(Λ) definida

por:

f2 : M → M′ entonces f1R(P) f2 si y sólo si f1 − f2 : M → M′ se factoriza a través de un
módulo proyectivo.

Es una relación de equivalencia aditiva. Estas observaciones convenientemente son resumidas

de la siguiente manera.

Proposición 4.2. El funtor φ : Morph(P) → Mod(Λ) , induce una equivalencia de categorı́as
H − Mod(P)→ Mod(Λ)/R(P) = Mod(Λ).

�

Ejemplo 4.3. Sea Λ un anillo, I la subcategorı́a de Mod(Λ) que consiste de todos los módulos

inyectivos en Mod(Λ).

a) El funtor

φ̃ : Morph(I) −→ Mod(Λ)

dado por φ̃(I0, I1, f ) = Ker f , induce una equivalencia de categorı́as

ϕ̃ : Comod(I) −→ Mod(Λ).

También el funtor

ψ̃ : I −→ Comod(I)

dado por ψ̃(I) = (I, 0,0) es un funtor fiel y pleno.

b) Dado un diagrama exacto conmutativo de Λ-módulos

0 �� M ε ��

g
��

I0
f ��

g0

��

I1

g1

��
0 �� M′ ε′ �� I′

0

f ′ �� I′
1

con los Ii y I′i Λ-módulos inyectivos, tienen la propiedad que existe un morfismo h : I1 → I′
0

tal que f ′h f = f ′g0 = g1 f , es decir, (g0, g1) : f → f ′ es homotópicamente trivial si y sólo

si existe una función t : I0 → M′ tal que tε = ε′.

c) Además para un morfismo g : M → M′ en Mod(Λ), las siguientes afirmaciones son equiva-

lentes:

i) Existe una factorización M → I → M′ de g con I inyectivo.

ii) Dado un morfismo M → I con I inyectivo, entonces existe un morfismo t : I → M′ tal

que g es la composición de M → I → M′.

De esto se sigue que la relación R(I) sobre Mod(Λ) definida por:

f1, f2 : M → M′ entonces f1R(I) f2 si y sólo si f1 − f2 : M → M′ se factoriza a través de
un módulo inyectivo. Es una relacion de equivalencia aditiva. Estas obervaciones son resumidas

convenientemente en la siguiente manera.
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Proposición 4.4. El funtor ϕ̃ : Morph(I) → Mod(Λ) induce una equivalencia de categorı́as
H − Mod(I)→ Mod(Λ)/R(I) = Mod(Λ).

�

Tales ejemplos sugieren hacer lo siguiente:

Definición 4.5. SeaA una categorı́a aditiva. Definimos el funtor

P : A −→ Mod(A)

dado por P(A) = (0, A, 0), y el funtor

I : A −→ Comod(A)

por I(A) = (A, 0, 0).

Ahora bien notemos que dada cualquier categorı́a aditivaA tenemos el funtor contravariante

D : Morph(A) −→ Morph(Aop)

dado por D( A1
f �� A2 ) = A2

f �� A1 en Morph(Aop). Como las composiciones

Morph(A)
D �� Morph(Aop)

D �� Morph(A)

y

Morph(Aop)
D �� Morph(A)

D �� Morph(Aop)

son claramente la identidad, se sigue que D : Morph(A) −→ Morph(Aop) es una dualidad. Tal

funtor dualidad tiene las siguientes propiedades, donde πP y πI denotan los funtores canónicos:

a) Este induce un funtor contravariante DP : Mod(A) → Comod(Aop) el cual es una dualidad

con la propiedad de que el siguiente diagrama conmuta:

Morph(A)
D ��

πP

��

Morph(Aop)

πI

��
Mod(A)

DP �� Comod(Aop)

b) Este induce un funtor contravariante DI : Comod(A) → Mod(Aop) el cual es una dualidad

teniendo la propiedad de que el siguiente diagrama conmuta:

Morph(A)
D ��

πI

��

Morph(Aop)

πP

��
Comod(A)

DI �� Mod(Aop)
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c) Éste induce un funtor contravariante DH : H − Mod(A) → H − Mod(Aop) el cual es una

dualidad teniendo la propiedad de que el siguiente diagrama conmuta;

Morph(A)
D ��

πH

��

Morph(Aop)

πH

��
H − Mod(A)

DH �� H − Mod(Aop)

Como una aplicación de estos resultados mostramos que para un anillo arbitrarioΛ, la categorı́a

de Λ-módulos izquierdos finitamente presentados determina la categorı́a de Λ-módulos derechos

finitamente presentados. Sea ρ(Λ) la subcategorı́a plena de Mod(Λ) que consiste de todos los Λ-

módulos proyectivos finitamente presentado. Obviamente ρ(Λ) ⊂ P(Λ), la categorı́a de todos los

Λ-módulos proyectivos. La inclusión ρ(Λ) ⊂ P(Λ) induce un funtor fiel y pleno Mod(ρ(Λ)) →
Mod(P(Λ)). Entonces la composición.

Mod(ρ(Λ))
i �� Mod(P(Λ))

ϕ �� Mod(Λ)

es un funtor fiel y pleno. Es sencillo notar que un módulo M en Mod(Λ) es finitamente presentado

si y sólo si M es isomorfo a algo en la imagen de Mod(ρ(Λ))→ Mod(Λ). Por lo tanto si denotamos

por mod(Λ) la subcategorı́a plena de Mod(Λ) que consiste de los Λ-módulos finitamente presenta-

dos, entonces el funtor fiel y pleno Mod(ρ(Λ)) → Mod(Λ) induce una equivalencia de categorı́as

Mod(ρ(Λ))→ mod(Λ).

A continuación describiremos una equivalencia de categorı́as de Mod(ρ(Λ)op) a mod(Λop), la

subcategorı́a plena de Λ-módulos derechos finitamente presentados. Haremos esto demostrando

que (ρ(Λ))op es equivalente a ρ(Λop), los Λ-módulos derechos proyectivos, finitamente presenta-

dos.

A saber defı́nase:

ψ : (ρ(Λ))op −→ ρ(Λop)

por ψ(P) := P∗ = HomΛ(P,Λ) para cada P en (ρ(Λ))op, es decir, para cada Λ-módulo izquierdo

proyectivo finitamente presentado P. Notemos que ψ es una equivalencia de categorı́as, dado que

cada Λ-módulo proyectivo finitamente presentado P es reflexivo, es decir, el morfismo φP : P →
P∗∗ dado por φP(x)( f ) = f (x) para todo x en P y f en P∗∗ es un isomorfismo.

Obviamente la equivalencia de categorı́as ψ induce una equivalencia de categorı́as Mod
(
(ρ(Λ))op

)
→

Mod(ρ(Λop)). Por lo tanto la composición de equivalencias

Mod
(
(ρ(Λ))op

)
−→ Mod(ρ(Λop)) −→ mod(Λop)

nos da la equivalencia de categorı́as Mod
(
(ρ(Λ))op

)
→ mod(Λop), que es la equivalencia de cate-

gorı́as que deseabamos obtener.

Como hemos descrito anteriormente tenemos una dualidad particular

DI : Comod(ρ(Λ)) −→ Mod((ρ(Λ))op)

y la composición:

Comod(ρ(Λ))
DI �� Mod((ρ(Λ))op) �� mod(Λop)
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nos da una dualidad particular, Comod(ρ(Λ))→ mod(Λop). Notemos que esta dualidad nos da una

equivalencia de categorı́as

Comod((ρ(Λ))op) −→ mod(Λop)

Estamos ahora en posición de mostrar que hasta equivalencia canónica, la categorı́a de módulos

izquierdos finitamente presentados mod(Λ) determina la categorı́a de módulos derechos finitamen-

te presentados mod(Λop). Dada la categorı́a mod(Λ) podemos determinar cuando un módulo M
en mod(Λ) es proyectivo. Entonces la categorı́a mod(Λ) determina la subcategorı́a plena ρ(Λ) de

mod(Λ) y por lo tanto la categorı́a Comod(ρ(Λ)). Como ya hemos descrito anteriormente una equi-

valencia de categorı́as de Comod((ρ(Λ))op) a mod(Λop), vemos como hasta equivalencia de cate-

gorı́as, la categorı́a mod(Λ) de módulos izquierdos finitamente presentados determina la categorı́a

mod(Λop) de Λ-módulos derechos finitamente presentados.

Antes de regresar a nuestra discusión general de varias categorı́as de módulos asociados con

una categorı́a arbitraria aditivaA, sentamos una consecuencia más de la equivalencia de categorı́as:

ψ : (ρ(Λ))op −→ ρ(Λop)

Esta equivalencia de categorı́as induce una equivalencia de categorı́as

ψH : H − Mod((ρ(Λ))op) −→ H − Mod(ρ(Λop))

pero ya hemos definido la dualidad canónica DH : H − Mod(ρ(Λ)) → H − Mod((ρ(Λ))op), por lo

tanto la composición

H − Mod(ρ(Λ))
DH �� H − Mod((ρ(Λ))op)

ψH �� H − Mod(ρ(Λop))

nos da una dualidad entre H −Mod(ρ(Λ)) y H −Mod(ρ(Λop)). Ahora interpretamos este resultado

en términos de las categorı́as mod(Λ) y mod(Λop).

Sea R(ρ(Λ)) la restricción a mod(Λ) de la relación de equivalencia aditiva R(P(Λ)) de Mod(Λ).

Similarmente, sea R(ρ(Λop)) la restricción a mod(Λop) de la relación de equivalencia R(P(Λop))

sobre Mod(Λop). Entonces los funtores inclusión mod(Λ) → Mod(Λ) y mod(Λop) → Mod(Λop)

inducen funtores fieles y plenos:

mod(Λ) =
mod(Λ)

R(ρ(Λ))
−→ Mod(Λ)

R(P(Λ))
= Mod(Λ)

y

mod(Λop) =
mod(Λop)

R(ρ(Λop))
−→ Mod(Λop)

R(P(Λop))
= Mod(Λop)

los cuales permiten considerar a mod(Λ) y mod(Λop) como subcategorı́as plenas de Mod(Λ) y

Mod(Λop), respectivamente.

También los funtores inclusión ρ(Λ) → P(Λ) y ρ(Λop) → P(Λop) inducen funtores fieles y

plenos

H − Mod(ρ(Λ)) −→ H − Mod(P(Λ))

y

H − Mod(ρ(Λop)) −→ H − Mod(P(Λop))
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Ahora se puede comprobar fácilmente que las composiciones

H − Mod(ρ(Λ)) −→ H − Mod(P(Λ)) −→ Mod(Λ)

y

H − Mod(ρ(Λop)) −→ H − Mod(P(Λop)) −→ Mod(Λop)

inducen equivalencias de categorı́as

H − Mod(ρ(Λ)) −→ mod(Λ)

y

H − Mod(ρ(Λop)) −→ mod(Λop)

Como H − Mod(ρ(Λ)) → mod(Λ) es una equivalencia de categorı́as sabemos que existe una

equivalencia de categorı́as mod(Λ)→ H − Mod(ρ(Λ)) tal que las composiciones

mod(Λ) −→ H − Mod(ρ(Λ)) −→ mod(Λ)

H − Mod(ρ(Λ)) −→ mod(Λ) −→ H − Mod(ρ(Λ))

son isomorfas a los funtores identidad apropiados. En general no existe una manera canónica de

elegir la equivalencia mod(Λ)→ H−Mod(ρ(Λ)). Sin embargo, una vez elegida una la composición

de equivalencias

mod(Λ) −→ H − Mod(ρ(Λ)) −→ H − Mod(ρ(Λop)) −→ mod(Λop)

nos da una dualidad mod(Λ) → mod(Λop). Se comprueba fácilmente ahora que el siguiente dia-

grama conmuta

Morph(ρ(Λ)) ��

��

Morph(ρ(Λop))

��
mod(Λ) �� mod(Λop)

donde Morph(ρ(Λ)) → Morph(ρ(Λop)) es la dualidad dada por P1 → P0 va a P∗
0
→ P∗

1
. Como

en el caso en que los Pi son módulos libres la matriz de morfismos P∗
0
→ P∗

1
no es nada mas

que la transpuesta de la matriz de P1 → P0, llamaremos a la dualidad T : mod(Λ) → mod(Λop)

la transpuesta y usualmente será denotada por T . Por lo tanto si estamos dando un Λ-módulo

izquierdo finitamente presentado M, entonces visto como un objeto en mod(Λ) el objeto T (M)

en mod(Λop), puede ser visto hasta isomorfismo como sigue: Sea P1 → P0 → M → 0 una

presentación proyectiva de M con los Pi en ρ(Λop). Entonces el cokernel de P∗
0
→ P∗

1
es isomorfo

a T (M) cuando es visto como objeto en mod(Λop).

4.2. La categorı́a Mod(A)

Nuestro objetivo en esta sección es desarrollar algunos de los hechos básicos concernientes a

la categorı́a Mod(A). Todos los resultados que establecemos para la categorı́a Mod(A) son válidos
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cuando A es esqueléticamente pequeña o no. Sin embargo, como las demostraciones son técnica-

mente menos involucradas para categorı́as esqueléticamente pequeñas y como estas son suficientes

para las aplicaciones que tendremos en mente, desarrollamos la teorı́a de Mod(A) bajo la hipótesis

adicional queA es una categorı́a esqueléticamente pequeña.

Comenzaremos por mostrar que Mod(A) es equivalente a ciertas subcategorı́as plenas de las

categorı́as abelianas Fun(Aop, Ab). Para esto definimos un funtor Morph(A) → Fun(Aop, Ab) el

cual involucrará un funtor fiel y pleno Mod(A)→ Fun(Aop, Ab).

Asociado con cada objeto (A1, A2, f ) en Morph(A) se encuentra funtor:

F : Aop −→ Ab

dado por F(A) := Cokernel(HomA(A, A1) → HomA(A, A2)) = HomA(A, A2)/Im(HomA(A, f )),

para todo A en A. Notemos que F está bien definido ya que para cada morfismo g : A → A′ en

Aop adquirimos un correspondiente morfismo g : A′ → A enA el cual hace conmutar el siguiente

diagrama

HomA(A, A1)
HomA(A, f )��

HomA(g,A1)

��

HomA(A, A2)

HomA(g,A2)

��

�� F(A) ���� 0

HomA(A′, A1)
HomA(A′, f )�� HomA(A′, A2) �� F(A′) �� 0

Ası́ mismo para todo A enA nos encontramos con la sucesión exacta de funtores en Fun(Aop, Ab):

HomA(∗, A1)
HomA(∗, f )�� HomA(∗, A2)

ε �� F �� 0

Como un morfismo (g1, g2) en Morph(A) no es más que un diagrama conmutativo

A1
f ��

g1

��

A2

g2

��
A′

1

f ′ �� A′
2

entonces existe un único morfismo F → F′ que hace conmutar el siguiente diagrama

HomA(∗, A1)
HomA(∗, f )��

HomA(∗,g1)

��

HomA(∗, A2)
ε ��

HomA(∗,g2)

��

F ��

��

0

HomA(∗, A′
1
)
HomA(∗, f ′)�� HomA(∗, A′

2
)
ε′ �� F′ �� 0

Estos datos son los que definen nuestro funtor deseado ψ : Morph(A)→ Fun(Aop, Ab). Como

los funtores HomA(∗, A) son objetos proyectivos en Fun(Aop, Ab), esto combinado con álgebra

homológica estándar y los isomorfismos de Yoneda muestran dos cosas acerca de los funtores

ψ : Morph(A)→ Fun(Aop, Ab).

a) Es un funtor pleno.
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Demostración: Sean (A1, A2, f ), (A′
1
, A′

2
, f ′) en Morph(A) para los cuales asociamos los

funtores F y F′ en Fun(Aop, Ab), respectivamente. Supóngase que existe un morfismo g :

F → F′ en Fun(Aop, Ab), como los objetos HomA(∗, Ai) y HomA(∗, A′i) son proyectivos

entonces tenemos el siguiente diagrama exacto conmutativo:

HomA(∗, A1)
HomA(∗, f )��

��

HomA(∗, A2)
ε ��

��

F ��

g
��

0

HomA(∗, A′
1
)
HomA(∗, f ′)�� HomA(∗, A′

2
)
ε′ �� F′ �� 0

tal diagrama proporciona morfismos g1 : A1 → A′
1

y g2 : A2 → A′
2

tales que producen el

siguiente diagrama conmutativo

A1
f ��

g1

��

A2

g2

��
A′

1

f ′ �� A′
2

De ésta manera podemos tomar el morfismo (g1, g2) en Morph(A) el cual cumple que

ψ(g1, g2) = g.

�

b) Un morfismo en Morph(A) va a cero si y sólo si es proyectivamente trivial.

Demostración: Por lo visto anteriormente logramos el siguiente diagrama conmutativo exac-

to

HomA(∗, A1)
HomA(∗, f )��

HomA(∗,g1)

��

HomA(∗, A2)
ε ��

HomA(∗,g2)

��

F ��

g
��

0

HomA(∗, A′
1
)
HomA(∗, f ′)�� HomA(∗, A′

2
)
ε′ �� F′ �� 0

Supóngase que el morfismo (g1, g2) en Morph(A) es proyectivamente trivial, entonces existe

h : A2 → A′
1

tal que g2 = f ′h, ası́ conseguimos un morfismo (∗, h) : (∗, A2)→ (∗, A′
1
), tal que

HomA(∗, g2) = HomA(∗, f ′)HomA(∗, h), de aquı́ que el morfismo inducido g es el morfismo

cero.

Asi si tenemos que si un morfismo (g1, g2) en Morph(A) es el morfismo (0, 0), entonces por

el diagrama anterior tenemos que el morfismo inducido.

�

Observación 4.6. Considerando el funtor ψ : Morph(A) → Fun(Aop, Ab) y dado que un morfis-

mo en Morph(A) bajo ψ va a dar a cero si y sólo si es proyectivamente trivial. Entonces tenemos

que ψ induce un funtor fiel y pleno Mod(A)→ Fun(Aop, Ab).

�
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Ahora es fácil ver que un funtor G es isomorfo a la imagen de un objeto en Mod(A) si y sólo

si existe una sucesión exacta

HomA(∗, A1) −→ HomA(∗, A2) −→ G −→ 0

para algunos objetos A1 y A2 enA. Esto sugiere la siguiente definición:

Definición 4.7. Decimos que un funtor G : Aop → Ab es coherente si existe una sucesión exacta

HomA(∗, A1) −→ HomA(∗, A2) −→ G −→ 0.

Denotamos la subcategorı́a plena de Fun(Aop, Ab) que consiste de todos los funtores coherentes

por Â.

Nota 4.8. Para simplificar notación en lo que resta del presente trabajo, cuando no exista ambi-

guedad acerca de la categorı́a C o del anillo Λ abreviamos los grupos HomC(A, B) = Hom(A, B) y

HomΛ(A, B) = Hom(A, B), respectivamente. De manera similar denotamos los funtores HomC(∗, A) =

Hom(∗, A) y HomΛ(∗, A) = Hom(∗, A).

Notemos que el funtor fiel y pleno ψ : Mod(A) → Fun(Aop, Ab) induce una equivalencia de

categorı́as Mod(A)→ Â tal que el siguiente diagrama conmuta:

A �� Mod(A)

��

A �� Â

donde A → Â es el funtor dado por A va a dar a Hom(∗, A), para todo A en A. La equivalencia

de categorı́as canónicamente definida, nos muestra que poco importa si estudiamos Mod(A) o Â.

Como Â es una subcategorı́a plena de la categorı́a abeliana Fun(Aop, Ab) es un tanto más fácil de

estudiar que la categorı́a abstracta dada Mod(A). Por esta razón trabajaremos principalmente con

la categorı́a Â. Por supuesto, cualquier cosa que establezcamos para Â también se mantiene para

Mod(A) vı́a nuestra equivalencia de categorı́as.

Los resultados básicos referentes a la categorı́a Â son simplemente casos especiales de algunos

resultados generales concernientes a objetos proyectivos en categorı́as abelianas. Antes de dar estos

resultados generales es conveniente dar algunas definiciones.

Definición 4.9. Supóngase queP es una subcategorı́a aditiva plena de una categorı́a abeliana C que

consiste de objetos proyectivos en C. Por una P - presentación de un objeto C en C entendemos

una sucesión exacta

P1 −→ P0 −→ C −→ 0

con los Pi enP. Denotaremos la subcategorı́a plena de C consistente de esos objetos en C los cuales

tienen P - presentaciones por P(C).

Supóngase que P es una subcategorı́a aditiva plena de C cuyos objetos son proyectivos en C.

Dejamos a la verificación del lector los siguientes puntos básicos.

i) P(C) es una subcategorı́a aditiva de C.
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ii) P(C) es esqueléticamente pequeña si P es esqueléticamente pequeña.

iii) El funtor Morph(P) → P(C) dado por P1 → P2 va a Coker(P1 → P2) induce una equiva-

lencia de categorı́as

Mod(P) −→ P(C).

iv) Si 0→ C1 → C2 → C2 → 0 es una sucesión exacta en C y C1 y C3 están en P(C), entonces

C2 está en P(C).

Con lo anterior estamos en posición de establecer nuestro principal resultado de esta sección.

Proposición 4.10. Sea P una subcategorı́a plena aditiva de una categorı́a abeliana C cuyos obje-
tos son todos proyectivos enC. Entonces la categorı́a aditivaP(C) tiene las siguientes propiedades:

a) Si C2 → C3 → C4 → 0 es exacta en C y C2, C3 están en P(C), entonces C4 está en P(C).
Por lo tanto todos los morfismos en P(C) tienen cokerneles.

b) Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) Si 0→ C1 → C2 → C3 es exacta en C con C2 y C3 en P(C), entonces C1 esta en P(C).

ii) Dado cualquier morfismo P2 → P3 en P existe un morfismo P1 → P2 en P tal que
P1 → P2 → P3 es exacta en C.

iii) P(C) es una categorı́a abeliana y el funtor inclusión P(C)→ C es exacto.

c) Supóngase que P y P(C) son categorı́as esqueléticamente pequeñas yD una categorı́a adi-
tiva tal que todo morfismo enD tiene un cokernel enD. Si

u∗ : Fun(P(C),D) −→ Fun(P,D)

es el funtor inducido por el funtor inclusión i : P → P(C), entonces existe un funtor

u∗ : Fun(P,D) −→ Fun(P(C),D)

tal que:

i) Existen isomorfismos
(u∗F,G) 
 (F, u∗G)

los cuales son naturales en F y en G para todo F en Fun(P,D) y G en Fun(P(C),D).

ii) u∗u∗F = F para todo F en Fun(P,D).

iii) u∗F : P(C)→ D es exacto derecho.

Demostración: Comezaremos con la demostración del inciso a), es decir, que todos los morfis-

mos en P(C) tienen cokerneles, consideremos la siguiente sucesión exacta en C

C2
f �� C3

h �� C4
�� 0

tal que C2 y C3 están en P(C), por demostrar que C4 esta en P(C), es decir, por demostrar que C4

tiene una P-presentación.
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Como C2 y C3 están en P(C), entonces tienen P-presentaciones digamos:

P1
g1 �� P0

ε �� C2

f
��

�� 0

P′
1

g′
1 �� P′

0

ε′ �� C3
�� 0

dado que los Pi y P′i son proyectivos en C se sigue que f puede ser levantado y producir el siguiente

diagrama conmutativo exacto

P1
g1 ��

f1
��

P0
ε ��

f0
��

C2

f
��

�� 0

P′
1

g′
1 �� P′

0

ε′ �� C3
�� 0

De tal diagrama si consideramos las sucesiones:

P : · · · �� 0
∂2=0 �� P1

∂1=g1 �� P0
∂0=0 �� 0 �� · · ·

y

P′ : · · · �� 0
∂′

2
=0

�� P′
1

∂′=g′
1 �� P′

0

∂′
0
=0

�� 0 �� · · ·

Por lo tanto P y P′ son complejos, y obtenemos el morfismo de complejos P
f �� P′ de la

siguiente manera:

P :

f
��

· · · �� 0
0 ��

f2=0

��

P1
g1 ��

f1
��

P0
0 ��

f0
��

0 ��

f−1=0

��

· · ·

P′ : · · · �� 0
0 �� P′

1

g′
1 �� P′

0

0 �� 0 �� · · ·

Sea M = M( f ) la aplicación cono de f , es decir, Mn = Pn−1 ⊕ P′n y ∂(P, P′) = (−∂P, ∂P′ + f P).

Como es bien sabido (ver [Lan65]), tenemos la sucesión exacta de homologı́a

· · · �� Hn(P′)
i′∗ �� Hn(Mn( f ))

π∗ �� Hn−1(P)
f∗ �� Hn−1(P′) �� · · · (4.2.1)

donde i′ es la inclusión i′ : P′ → Mn, π es la proyección π : Mn → P+, con P+ el complejo

P elevado en un grado, es decir, (P+)n = Pn−1 y f∗ = Hn( f ) : Hn(P) → Hn(P′) definido por

f∗(C + ∂Pn+1) = fC + ∂P′n+1
, de la misma manera tenemos definidos i′∗ y π∗. Ası́ notemos que el

complejo M es el siguiente:

M : · · · �� 0
∂3(P,P′)�� P1

∂2(P,P′)�� P0 ⊕ P′
1

∂1(P,P′) �� P′
0

∂0(P,P′) �� 0 �� · · ·

Ahora bien haciendo los cálculos para la homologı́a de los complejos P y P′ proporciona los

siguientes datos: H2(P) = 0, H1(P) =
Kerg1

Im∂2
= Kerg1, H0(P) = Ker∂0

Im∂1
=

P0

g1(P1)
= C2, H−1(P) = 0,

de igual manera para el caso del complejo P′ tenemos: H2(P′) = 0, H1(P′) = Kerg′
1
, H0(P′) = C3
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y H−1(P′) = 0, por último notemos que H0( f ) : H0(P) → H0(P′) es f∗(C + ∂P1) = f0C + ∂′
1
P′

1
=

f0C + g1P′
1
= f . De esta manera la sucesión 4.2.1 en el grado 1 y 0 es de la forma:

· · · �� Kerg′
1

�� H1(M1( f )) �� C2
f �� C3

�� H0(M0( f )) �� 0 �� · · ·

Luego H0(M( f )) 
 Coker f . Pero la sucesión exacta

P0 + P′
1

�� P′
0

�� H0(M( f )) �� 0

muestra que H0(M( f )) está en P(C) dado que P0 + P′
1

y P′
0

están en P, por lo tanto Coker f está en

P(C), con lo cual está demostrada la parte a).

Continuamos con la demostración de b), claramente b)i) implica b)iii) ya que por lo demostrado

en a) P(C) tiene cokerneles y por hipótesis P(C) tiene kerneles, por lo tanto P(C) es un categorı́a

abeliana. Claramente b)iii) implica b)i).

Veamos que b)ii) implica b)i). Asuma que P tiene la propiedad que si P2 → P3 es un morfismo

en P, entonces existe un morfismo P1 → P2 en P tal que P1 → P2 → P3 es exacta en C. De esto

se sigue que para cada morfismo g : Q→ Q′ de C su kernel se encuentra en P(C).

Supóngase que tenemos una sucesión exacta 0 �� C1
�� C2

f �� C3 , C2 y C3 están en

P(C), ası́ podemos formar el siguiente diagrama:

0

��
C1

��
P1

g1 ��

f1
��

P0
ε ��

f0
��

C2

f
��

�� 0

P′
1

g′
1 �� P′

0

ε′ �� C3
�� 0

y consideremos nuevamente los complejos P y P′, con su morfismo de complejos f : P → P′
como fue descrito anteriormente

P :

f
��

· · · �� 0
0 ��

f2=0

��

P1
g1 ��

f1
��

P0
0 ��

f0
��

0 ��

f−1=0

��

· · ·

P′ : · · · �� 0
0 �� P′

1

g′
1 �� P′

0

0 �� 0 �� · · ·

Por lo tanto dado que H1(P′) = Kerg′
1

tenemos que H1(P′) está enP(C). Considerando nuevamente

la sucesión 4.2.1 en grado 0 y 1 tenemos:

· · · �� H1(P)
f∗ �� H1(P′)

i′∗ �� H1(M1( f ))
π∗ �� C2

f �� C3
�� H0(M0( f )) �� · · ·

con H1(P), H1(P′), C2 y C3 en P(C), esto junto con el hecho que demostramos en a), muestra que

Ker( f ) = Ker(H0(P)→ H0(P′)) está en P(C) si H1(M( f )) está en P(C).
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Pero notemos que H1(M( f )) = Ker∂1/Im∂2 = Coker(M2( f )→ Z1(M( f ))), donde Z1(M( f )) =

Ker∂1. Dado que M1( f ) = P0 ⊕ P′
1

y M0( f ) = P′
0
, entonces Ker∂1 está en P(C) también tenemos

M2( f ) = P1 está en P(C), por lo tanto por a) H1(M1( f )) está en P(C) y por consiguiente Ker f
también lo está.

Ahora veamos que b)i) implica b)ii). Sea P2 → P3 un morfismo en P, notemos que P2 y P3

están en P(C) ya que podemos tomar las sucesiones exactas

0 �� P2 P2
�� 0

y

0 �� P3 P3
�� 0

como las P-presentaciones de P2 y P3, respectivamente. Entonces por el análisis hecho en el párra-

fo anterior tenemos que existe un morfismo P1 → P2 con P1 en P.

Finalmente, terminaremos con la demostración de c). Comenzaremos definiendo un funtor

u∗ : Fun(P,D) −→ Fun(P(C),D)

el cual tendrá las propiedades deseadas. Para cada C en P(C) elegimos una P-presentación fija

P1
g1 �� P0

ε �� C �� 0

con la única condición que si C esta en P(C) entonces tomamos la P-presentación

0 �� C C �� 0

Para cada funtor aditivo F : P → D definimos

u∗F : P(C) −→ D

por u∗F(C) = Coker(F(P1) → F(P0)), donde P1
g1 �� P0

ε �� C �� 0 es la P-presentación

de C elegida, notemos que u∗F está bien definada dado que todo morfismo en D tiene cokernel

en D por hipótesis. Notemos que en el caso particular en que C esta en P tenemos que u∗F(C) =

Coker(F(0) → F(C)) = F(C), ası́ tenemos que para todo C en P, u∗F(C) = F(C). Si tenemos un

morfismo en f : C → C′ en P(C) es bien sabido que este puede ser levantado a morfismos Pi → P′i
tales que nos dan el siguiente diagrama conmutativo.

P1
g1 ��

f1
��

P0
ε ��

f0
��

C

f
��

�� 0

P′
1

g′
1 �� P′

0

ε′ �� C �� 0

Aplicando F al cuadro izquierdo y cálculando conúcleos tenemos:

F(P1)
F(g1) ��

F( f1)

��

F(P0) ��

F( f0)

��

u∗F(C2)

u∗F( f )

��

�� 0

F(P′
1
)

F(g′
1
)
�� F(P′

0
) �� u∗F(C3) �� 0
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el cual nos da un morfismo u∗F( f ) : u∗F(C) → u∗F(C′). Ası́ tenemos definido un funtor u∗F :

P(C)→ D para cada funtor F : P → D. Con esto podemos definir el funtor

u∗ : Fun(P,D) −→ Fun(P(C),D)

F �−→ u∗F

También como u∗F(∗) = F(∗) para todo F en Fun(P,D) tenemos:

Fun(P,D)
u∗ �� Fun(P(C),D)

u∗ �� Fun(P,D)

F � �� u∗F � �� F

u∗(u∗F) = F para todo F en Fun(P,D), lo cual establece c)ii).

Ahora continuamos con la demostración de c)i). Supóngase ahora que estamos dando funtores

F : P → D y G : P(C) → D. Queremos definir un isomorfismo (u∗F,G) → (F, u∗G) el cual es

funtorial en F y en G. Supóngase que estamos dando una transformación natural ψ : u∗F → G. Ya

que para cada P en P sabemos que u∗G(P) = G(P) y u∗F(P) = F(P), asociado con el morfismo

ψ : u∗F → G se encuentra el correspondiente morfismo ψ′ : F → u∗G dado por:

{ψP : u∗F(P)→ G(P)} �−→ {ψ′P : F(P)→ u∗G(P)}
para todo P en P. Entonces obtenemos morfismo (u∗F,G) → (F, u∗G) los cuales son obviamente

funtoriales en F y en G. No es difı́cil mostrar que los morfismos (u∗F,G) → (F, u∗G) son todos

isomorfismos, lo cual completa la demostración de c)i).

Finalizamos con la demostración de c)iii). Mostramos ahora que para cada F : P → D el

funtor u∗F : P(C) → D es exacto derecho. Supóngase que P1
g1 �� P0

ε �� C �� 0 es una

P-presentación de C elegida y P′
1

g′
1 �� P′

0

ε′ �� C �� 0 es una P-presentación arbitraria de

C. Ya que los Pi y P′i son proyectivos en C, los complejos

P : P1
g1 �� P0

ε �� C �� 0

P′ : P′
1

g′
1 �� P′

0

ε′ �� C �� 0

son homotópicamente equivalentes, de aquı́ que los complejos

u∗F(P) : u∗F(P1)
u∗F(g1)�� u∗F(P0)

u∗F(ε) �� u∗F(C) �� 0

u∗F(P′) : u∗F(P′
1
)

u∗F(g′
1
)
�� u∗F(P′

0
)

u∗F(ε′) �� u∗F(C) �� 0

son homotópicamente equivalentes. Por lo tanto los complejos de funtores:

0 �� (u∗F(C), ∗) �� (u∗F(P′
0
), ∗) �� (u∗F(P′

1
), ∗)

0 �� (u∗F(C), ∗) �� (u∗F(P0), ∗) �� (u∗F(P1), ∗)

(4.2.2)
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son homotópicamente equivalentes.

El hecho que la sucesión inferior en la ecuación 4.2.2 es exacta implica que la sucesión supe-

rior en la ecuación 4.2.2 es exacta también ya que ellos tienen la misma homologı́a. Por lo tanto

hemos mostrado que si P′
1

g′
1 �� P′

0

ε′ �� C �� 0 es exacta en C con los P′i en P, entonces

u∗F(P′) : u∗F(P′
1
)

u∗F(g′
1
)
�� u∗F(P′

0
)

u∗F(ε′) �� u∗F(C) �� 0 es exacta enD.

Ahora supóngase que estamos dando una sucesión exacta C1
f �� C2

h �� C3
�� 0 en

C con los C1 en P(C). Si P1
g1 �� P0

ε �� C1
�� 0 y P′

1

g′
1 �� P′

0

ε′ �� C2
�� 0 son las

P-presentaciones y considerando nuevamente la aplicación cono descrita en la demostración de a),

tenemos la sucesión exacta:

P0 + P′
1

�� P′
0

�� C3
�� 0

Por lo tanto por nuestro resultado anterior sabemos que u∗F(P0 + P′
1
) �� u∗F(P′

0
) �� u∗F(C3) �� 0

es exacta. Combinando estos datos dentro del siguiente diagrama conmutativo con filas exactas

0 �� (u∗F(C3), ∗) ��

��

(u∗F(P′
0
), ∗) ��

��

(u∗F(P0 + P′
1
), ∗)

��
0 �� (u∗F(C2), ∗) ��

��

(u∗F(P′
0
), ∗) ��

��

(u∗F(P′
1
), ∗)

��
0 �� (u∗F(C1), ∗) �� (u∗F(P0), ∗) �� (u∗F(P1), ∗)

obtenemos nuestro resultado deseado que 0 �� (u∗F(C3), ∗) �� (u∗F(C2), ∗) �� (u∗F(C1), ∗)
es exacta. Por lo tanto si la sucesión C1

f �� C2
h �� C3

�� 0 es exacta en C con los Ci en

P(C), entonces u∗F(C1)
u∗F( f ) �� u∗F(C2)

u∗F(h) �� u∗F(C3) �� 0 es exacta en D. Esto termina la

demostración de c)iii) lo cual completa la demostración de nuestra proposición.

�

Aplicamos ahora estos resultados a la categorı́a Â y por consiguiente también a Mod(A). Si

dejamos que P sea la subcategorı́a plena de C = Fun(Aop, Ab) consistiendo de todos esos funtores

(∗, A) con A en A es claro que P es una subcategorı́a plena aditiva de C = Fun(Aop, Ab) consis-

tente de objetos proyectivos en Fun(Aop, Ab) y que P(C) = Â. Aplicamos nuestras proposiciones

anteriores a Â como el primer paso para estudiar la categorı́a Â. La traslación de estos resultados

a la categorı́a Mod(A) se deja al lector.

Proposición 4.11. SeaA una categorı́a aditiva esqueléticamente pequeña, entonces tenemos:

a) Todo morfismo en Â tiene un cokernel.

b) Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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i) Todo morfismo enA tiene un pseudo-kernel.

ii) Todo morfismo en Â tiene un kernel.

iii) Â es una categorı́a abeliana y el funtor inclusion Â → Fun(Aop, Ab) es exacto.

iv) Â es una categorı́a abeliana.

c) Supóngase que D es una categorı́a aditiva tal que todo morfismo en D tiene un cokernel y
G : A → D es un funtor arbitrario. Entonces existe un funtor exacto derecho F : Â → D
tal que FP = G donde P : A → Â es el funtor dado por P(A) = (∗, A). Más aún, si
F′ : Â → D es otro funtor exacto derecho tal que F′P = G, entonces existe uno y sólo un
isomorfismo F → F′.

Demostración: Dado que todo objeto de la forma (∗, A) es proyectivo en Fun(Aop, Ab) consi-

derando a Â = P(C) y C = Fun(Aop, Ab) por la proposición anterior es válido a).

Claramente en b) tenemos las equivalencias i), ii) y iii), de igual manera iii) implica iv). La

única parte de esta proposición que no se sigue trivialmente de la proposición anterior es el hecho

que b)iv) implica b)iii). Supóngase ahora que Â es abeliana y que

0 −→ F1 −→ F2 −→ F3 −→ 0

es exacta en Â. Dado que cada uno de los (∗, A) es proyectivo en Â, entonces tenemos la sucesión

exacta

0 −→ (
(∗, A), F1

) −→ (
(∗, A), F2

) −→ (
(∗, A), F3

) −→ 0

para todo A enA. Por lo tanto la sucesión F1(A)→ F2(A)→ F3(A) es exacta para todo A enA si

F1 → F2 → F3 es exacta en Â.

Pero esto significa que F1 → F2 → F3 es exacta en Fun(Aop, Ab). Por lo tanto el funtor

inclusión Â → Fun(Aop, Ab) es exacto si Â es abeliana. De esta manera tenemos b)iv) implica

b)iii).

�

Este último resultado nos proporciona la siguiente descripción del funtor P : A → Â.

Corolario 4.12. SeaA una categorı́a aditiva esqueléticamente pequeña. Supóngase que B es una
categorı́a aditiva con cokerneles y P′ : A → B un funtor satisfaciendo la condición que dada
cualquier categorı́a aditiva D con cokerneles y cualquier funtor G : A → D, existe un funtor
exacto derecho F : B → D tal que FP′ = G. Entonces existe una equivalencia de categorı́as
J : Â → B tal que el siguiente diagrama conmuta:

A P �� Â
J
��

A
P′

�� B

y si J′ : Â → B es otra tal equivalencia, entonces existe un único isomorfismo J → J′.



4.2. LA CATEGORÍA MOD(A) 93

Demostración: Por la proposición 4.11 Â es una categorı́a con cokerneles, ası́ tomamosD = Â
y por consiguiente existe un funtor exacto derecho F : B → Â tal que

A P′ �� B
F
��

A
P

�� Â

FP′ = P, de igual manera por la proposición 4.11 c) existe F′ : Â → B tal que F′P = P′. Tales

funtores F y F′ nos aportan lo siguiente: F′FP′ = F′P = P′ y FF′P = FP′ = P, ası́ F′F 
 1B
y FF′ 
 1Â, es decir, las categorı́as Â y B son equivalentes con la propiedad que dada cualquier

otra equivalencia existe un único isomorfismo.

�

Terminamos esta sección dando algunas conexiones de la categorı́a Mod(A) con la categorı́a

de módulos sobre anillos.

Supóngase que A es una categorı́a aditiva esqueléticamente pequeña, A0 un objeto en A y

Λ = End(A0). Entonces, para cada F en Fun(Aop, Ab), consideramos el grupo abeliano F(A0)

como un Λ-módulo derecho mediante la asignación

xλ = F(λ)(x)

para cada x en F(A0) y λ enΛ. Es unΛ-módulo derecho dado que x(λμ) = F(λμ)(x) = F(μ)F(λ)(x) =

F(μ)(F(λ)(x)) = (xλ)μ. En consecuencia, asociado con cada A0 enA esta el funtor

ψ : Fun(Aop, Ab) −→ Mod(Λop)

dado por ψ(F) = F(A0). En vista de nuestra discusión hasta ahora no es difı́cil establecer:

Proposición 4.13. Sea A0 un generador de la representación de la categorı́a aditiva A y Λ =
End(A0) . La restricción Â → Mod(Λop) del funtor exacto ψ : Fun(Aop, Ab) −→ Mod(Λop) dado
por ψ(F) = F(A0) tiene las siguientes propiedades:

a) Si A en A es una suma finita de copias de A0 en A entonces HomA(A0, A) es un Λop-
módulo libre finitamente generado. Por lo tanto P la subcategorı́a plena de Mod(Λop) cuyos
objetos son losΛop-módulos HomA(A0, A) para todo A enA, es una subcategorı́a aditiva de
Mod(Λop) que consiste de todos los Λop-módulos proyectivos finitamente generados. Más
aún, P contiene todos los Λop-módulos libres finitamente generados.

b) Si F está en Â entonces F(A0) es un Λop-módulo finitamente presentando. En consecuencia
la imagen de Â en Mod(Λop) esta contenida en mod(Λop), la categorı́a de Λop-módulos
finitamente presentados.

c) El funtor inducido Â → mod(Λop) es una equivalencia de categorı́as.

d) Â es una categorı́a abeliana si y sólo si mod(Λop) es una categorı́a abeliana.
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Demostración: Comencemos primero con la demostración de a) Supóngase que A = ⊕i=n
i=1

A0, de

aquı́ que HomA(A0, A) = HomA(A0,⊕i=n
i=1

A0) = ⊕i=n
i=1

HomA(A0, A0) = ⊕i=n
i=1

End(A0) = ⊕i=n
i=1
Λ = Λn.

Por lo tanto HomA(A0, A) es un Λop-módulo libre finitamente generado. Por otra parte recordemos

que un Λ-módulo P es proyectivo y finitamente generado si y sólo si para algún Λ-módulo P′ y un

entero n positivo existe un isomorfismo Λn 
 P ⊕ P′. Luego dado que Λ = End(A0), tenemos que

P contiene todos los Λop-módulos libres.

Notemos que el inciso b) se sigue de a). Sea F en Â entonces existe una sucesión exacta

HomA(A0, A1) ��



��

HomA(A0, A2) ��



��

F(A0) �� 0

Λm �� Λn �� F(A0) �� 0

y de ésta manera F(A0) es finitamente presentado.

Para c) notemos que cumple con el corolario anterior. Finalmente, d) se sigue de manera sen-

cilla.

�

Sea Λ un anillo y supóngase que la categorı́a de Λ-módulos derechos finitamente presentados

mod(Λop) es abeliana, es fácil probar las siguientes propiedades bajo estas condiciones.

Proposición 4.14. Para un anillo Λ las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) mod(Λop) es abeliana.

b) Si M es un Λ-módulo derecho finitamente presentado, entonces M tiene una Λ-resolución
proyectiva, cada uno de cuyos términos es un Λ-módulo proyectivo finitamente generado.

c) Si M es un Λ-módulo derecho finitamente presentado y M′ ⊂ M es un submódulo de M
finitamente generado, entonces M′ es un Λ-módulo derecho finitamente presentado.

Como los anillos que satisfacen cualquier de las condiciones anteriores son anillos coherentes

podemos sumar esta discusión en lo siguiente:

Proposición 4.15. Sea A una categorı́a aditiva con un generador de la representación A0 cuyo
anillo de endomorfismos denotaremos por Λ. Entonces:

a) Mod(A) es equivalente a mod(Λop).

b) A tiene pseudo-kerneles si y sólo si Mod(A) es abeliana si y sólo si Λ es coherente derecho.

c) En particular, si Λ es noetheriano derecho entoncesA tiene pseudo-kerneles.
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4.3. Anillos de endomorfismos

En esta sección aplicaremos algunos de nuestros resultados anteriores al estudio del anillo de

endomorfismos de un Λ- módulo. Si M es un objeto en una categorı́a aditiva A denotaremos por

Add(M) la subcategorı́a plena de A consistente de todos los objetos isomorfos a sumandos de

sumas finitas de M. Claramente Add(M) es una categorı́a aditiva que es esqueléticamente pequeña.

Los idempotentes en Add(M) se escinden si todos los idempotentes en A se escinden. Llamamos

a Add(M) la subcategorı́a aditiva deA generada por M.

Notación 4.16. El lo siguiente a menos que se diga otra cosa, dada una categorı́a abeliana C y P
un objeto proyectivo en C, denotaremos la subcategorı́a generada por P, Add(P) por P.

Nuestros resultados de la sección anterior nos proporcionan lo siguiente:

Proposición 4.17. Sea C una categorı́a abeliana, P un objeto proyectivo en C y P = Add(P).
Entonces P(C) la subcategorı́a plena de C que consiste en esos objetos teniendo P-presentaciones
tiene la propiedad que el funtor

F : P(C) −→ mod((EndC(P))op)

dado por F(C) = HomC(P,C) para todo C en C, es una equivalencia de categorı́as. Por lo tanto si
End(P) es coherente derecho entonces P(C) y mod((EndC(P))op) son categorı́as abelianas.

Demostración: La prueba de esta afirmación es una consecuencia inmediata de 4.13c).

�

Como una consecuencia inmediata de esta proposición tenemos:

Corolario 4.18. SeaΛ un anillo, P unΛ-módulo proyectivo finitamente generado tal queΛ está en
P. Entonces el funtor

F : mod(Λ) −→ mod((EndΛ(P))op)

dado por F(C) = HomC(P,C) para todo C en mod(Λ) es una equivalencia de categorı́as.

Demostración: Para este caso particular tenemos que C = Mod(Λ) y dado que Λ está en P, por

lo tanto mod(Λ) = P(Mod(Λ)) y por 4.17 tenemos el resultado.

�

Estamos ahora en condiciones de demostrar el celebre teorema de Morita:

Teorema 4.19. Para dos anillos Λ y Λ′ las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) Las categorı́as mod(Λ) y mod(Λ′) son equivalentes.

b) Existe unΛ-módulo proyectivo P finitamente generado tal queΛ esta en P y además End(P)

y Λ′op son anillos isomorfos.
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c) Existen P y P′ Λ y Λ′-módulos proyectivos finitamente generados, respectivamente, tal que
Λ esta en P y Λ′ esta en P′ y los anillos End(P) y End(P′) son isomorfos.

Demostración: Comencemos con a) implica b). Sea F : mod(Λ′) → mod(Λ) una equivalencia

de categorı́as. Es sencillo probar que F(Λ′) = P es un Λ-módulo proyectivo finitamente generado

tal que Λ esta en P. Como F es una equivalencia de categorı́as sabemos que F : End(Λ′) →
End(P) es un isomorfismo de anillos, pero End(Λ′) = (Λ′)op, por lo tanto (Λ′)op y End(P) son

anillos isomorfos.

Notemos que b) implica a). Supóngase que existe un Λ-módulo proyectivo finitamente genera-

do P, tal que Λ está en P y EndΛ(P) 
 Λ′op, entonces mod(Λ′op) y mod(EndΛ(P)) son categorı́as

equivalentes, luego mod(Λ′) y mod(EndΛ(P)op) son categorı́as equivalentes. Por otra parte por

4.18 mod(Λ) y mod(EndΛ(P)op) son equivalentes y por lo tanto mod(Λ′) y mod(Λ) son categorı́as

equivalentes.

Que b) implica c) se sigue fácilmente. Por las hipótesis de b) EndΛ(P) 
 Λ′op y EndΛ′(P′) 

Λop y como mod(Λ) y mod(Λ′) son categorı́as equivalentes por a), tenemos que Λ 
 Λ′ y por

consiguiente Λop 
 Λ′op. Por lo tanto EndΛ(P) 
 EndΛ′(P′).

Por último veamos que c) implica a). Dado que End(P) y End(P′) son anillos isomorfos

en consecuencia lo son End(P)op y End(P′)op. Por consiguiente las categorı́as mod(End(P)op) y

mod(End(P′)op) son equivalentes. Por el corolario anterior el hecho queΛ esta enP yΛ′ esta enP′
nos da que mod(Λ) y mod(End(P)op) son categorı́as equivalentes y que mod(Λ′) y mod(End(P′)op)

son también categorı́as equivalentes. Por lo tanto mod(Λ) y mod(Λ′) son categorı́as equivalentes.

�

Estos resultados nos sugieren la siguiente definición:

Definición 4.20. Dos anillos Λ y Λ′ se dicen Morita equivalentes (notación: Λ ∼ Λ′) y si y sólo

si mod(Λ) y mod(Λ′) son equivalentes.

Observación 4.21. Claramente la relación sobre anillos dada por dos anillos estan relacionados si

ellos son Morita equivalentes es una relación de equivalencia.

Observación 4.22. No es difı́cil mostrar que para dos anillos Λ y Λ′, las categorı́as Mod(Λ) y

Mod(Λ′) son equivalentes si y sólo si las categorı́as mod(Λ) y mod(Λ′) son equivalentes. Por lo

tanto Λ y Λ′ son Morita equivalentes si y sólo si Mod(Λ) y Mod(Λ′) son categorı́as equivalentes.

Un análisis y prueba de tal afirmación pueden ser encontrados en [AF92].

Dado que lo que más nos interesa acerca de un anillo Λ es la categorı́a mod(Λ), optaremos

por considerar que dos anillos son lo ”mismo”si ellos son Morita equivalentes. Esta no es una

gran diferencia ya que el Teorema de Morita nos dice como dos anillos Morita equivalentes estan

relacionados.

Antes de continuar revisaremos algunas propiedades de la teorı́a de módulos de anillos de artin.

Las pruebas de estas propiedades pueden ser encontrados en [ARS95] capı́tulos I y II.

Sea Λ un anillo izquierdo de artin con radical r. Entonces sabemos que rn = 0 para algún

entero n positivo. Definimos el ı́ndice de nilpotencia de Λ como el menor entero n tal que rn = 0.



4.3. ANILLOS DE ENDOMORFISMOS 97

También como Λ/r es un anillo de artin semisimple éste tiene solamente un número finito de

módulos simples no-isomorfos.

Dado que r es nilpotente se ve fácilmente que un submódulo M′ de M es todo M si y sólo si la

composición M′ → M → M/rM es suprayectiva. De esto se sigue que si M y M′ son Λ-módulos,

un morfismo f : M → M′ es un epimorfismo si y sólo si el morfismo inducido

M/rM −→ M′/rM′

es un epimorfismo. En particular, si P y P′ son módulos proyectivos obtenemos que:

i) Un morfismo f : P → P′ es un isomorfismo si y sólo si el morfismo inducido P/rP →
P′/rP′ es un isomorfismo.

ii) Si g : P/rP → P′/rP′ es un isomorfismo, entonces existe un isomorfismo g̃ : P → P′ el

cual induce g : P/rP → P′/rP′. Más aún, el hecho que idempotentes en Λ/r pueden ser

levantados a Λ muestra que dado cualquier módulo simple S existe un módulo proyectivo

P tal que P/rP 
 S . Por lo tanto dado cualquier módulo semisimple M existe un módulo

proyectivo P y un epimorfismo P → M tal que el morfismo inducido P/rP → M es un

isomorfismo.

Más aún, si estamos dando otro epimorfismo P′ → M → 0 con P′ proyectivo tal que P′/rP′ →
M es un isomorfismo entonces existe un morfismo P→ P′ tal que el diagrama siguiente conmuta

P ��

��

M

P′ �� M

y cualquier tal morfismo P → P′ es un isomorfismo. Por lo tanto un módulo proyectivo P es

inescindible si y sólo si P/rP es simple.

De manera más general, dado cualquier módulo M existe un epimorfismo P → M → 0 con P
proyectivo tal que P/rP → M/rM es un isomorfismo. Tal epimorfismo es llamado una cubierta
proyectiva de M. Si P′ → M → 0 es otra cubierta proyectiva mı́nima entonces existe un morfismo

P→ P′ que hace conmutar el siguiente diagrama

P ��

��

M �� 0

P′ �� M �� 0

y tal morfismo P→ P′ es un isomorfismo.

Una resolución proyectiva

· · · �� P1
f1 �� P0

f0 �� M �� 0

es llamada una resolución proyectiva si y sólo si cada epimorfismo Pi
fi �� Ker( fi−1) �� 0 es

una cubierta proyectiva mı́nima. Obviamente todos los módulos tienen resoluciones proyectivas
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minimales y cualesquiera dos resoluciones proyectivas minimales son isomorfas como complejos.

Una resolución proyectiva

· · · �� P1
f1 �� P0

f0 �� M �� 0

es una resolución proyectiva minimal si y sólo si Im fi ⊆ rPi−1, para todo i ≥ 1.

También como r es nilpotente se sigue que un módulo M es 0 si y sólo si HomΛ(Λ/r,M) = 0

donde HomΛ(Λ/r,M) es un submódulo semisimple de M consistiendo de todos los m en M tal

que rm = 0. Recordamos que HomΛ(Λ/r,M) es llamado el soclo de M el cual algunas veces

denotamos por soc(M).

Ahora no es difı́cil ver que un monomorfismo f : M → M′ es esencial si y sólo si el morfis-

mo inducido soc(M) → soc(M′) es un isomorfismo. Por lo tanto 0 → M → I es una envolvente

inyectiva si y sólo si 0 → soc(M) → I es un envolvente inyectiva. También como Λ es noet-

heriano sabemos que una suma arbitraria de envolventes inyectivas es una envolvente inyectiva.

Combinando estos hechos tenemos:

a) Un módulo inyectivo I es un envolvente inyectiva de su soclo.

b) Si soc(I) =
∑

S i, donde los S i son módulos simples, entonces I 
 ∑
Ii, donde Ii es la

envolvente inyectiva de S i para toda i.

c) Un módulo inyectivo I es inescindible si y solo su soclo es simple.

d) Dos módulos inyectivos I e I′ son isomorfos si y sólo si sus soclos son isomorfos.

Por lo tanto Λ tiene solamente un número finito de módulos proyectivos e inyectivos inescindibles

no isomorfos, uno para cada Λ-módulo simple. En particular supóngase que P y P′ son dos Λ-

módulos proyectivos finitamente generados. Entonces P y P′, las subcategorı́as aditivas generadas

por P y P′ respectivamente, son las misma si y sólo si todo sumando inescindible de P es isomorfo

a un sumando inescindible de P′ y viceversa.

Dado que las categorı́asP(Mod(Λ)) y mod(End(P)op) son equivalentes, dondeP es la categorı́a

aditiva generada por P, obtenemos que existen solamente un número finito de categorı́as diferentes

P como P corre a través de todos los módulos proyectivos finitamente generados.

Especı́ficamente, End(P) y End(P′) son Morita equivalentes si y sólo si todo sumando de P es

isomorfo a un sumando de P′ y viceversa. Como aplicación de algunas de estas ideas demostramos

las siguientes afirmaciones:

Lema 4.23. Sea Λ un anillo izquierdo de artin con ı́ndice de nilpotencia n y sea M =
∑i=n

1=1Λ/r
i.

Si C es un Λ-módulo tal que rmC = 0 con m ≤ n, entonces tenemos una sucesión exacta de
Λ-módulos

0 −→ Mm −→ · · · −→ M1 −→ C −→ 0

con Mi en Add(M), tal que

0 −→ (X,Mm) −→ (X,Mm−1) −→ · · · −→ (X,M1) −→ (X,C) −→ 0

es exacta para todo X en Add(M).
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Demostración: Procedemos por inducción sobre n. Si n = 1 se sigue que Λ es semisimple y

C está en Add(M) puesto que Add(M) es la categorı́a de los Λ-módulos finitamente generados.

Además designando M1 = C obtenemos nuestra sucesión exacta deseada

0 �� M1 C �� 0

Supóngase que el teorema es cierto para n ≥ 1 y el ı́ndice de nilpotencia de Λ es n + 1. Sea C un

Λ-módulo tal que rmC = 0 con m ≤ n. Entonces C es un Λ/rn-módulo y por hipótesis de inducción

sabemos que existe una sucesión exacta

0 −→ Mm −→ Mm−1 −→ · · · −→ M1 −→ C −→ 0

de Λ-módulos tal que:

i) Los Mi estan en la subcategorı́a aditiva Add(N), donde N =
∑i=n

i=1Λ/r
i.

ii) La sucesión

0 −→ (X,Mm) −→ (X,Mm−1) −→ · · · −→ (X,M1) −→ (X,C) −→ 0

es exacta para todo X en la subcategorı́a aditiva de Mod(Λ) generada por N.

Ahora el hecho que
∑i=n

i=1Λ/r
i es un sumando de

∑i=n+1
i=1 Λ/ri implica que Add(N) ⊂ Add(M),

ası́ cada uno de los Mi esta en Add(M). También, como los únicos Λ-módulos inescindibles en

Add(M) que no están en Add(N) son Λ-módulos proyectivos y como la sucesión

0 −→ Mm −→ Mm−1 −→ · · · −→ M1 −→ C −→ 0

es exacta, entonces

0 −→ (X,Mm) −→ (X,Mm−1) −→ · · · −→ (X,M1) −→ (X,C) −→ 0

es exacta para todo X en Add(M). Por lo tanto, si rmC = 0 con m ≤ n, obtenemos nuestra sucesión

exacta deseada.

Queda por ver el caso en que m = n + 1. Supóngase ahora que rnC � 0. Sea C′ el submódulo

de C consistiendo de todos los c en C tal que rnc = 0. Entonces rnC′ = 0. Además sabemos que

existe un epimorfismo

M′ −→ C′ −→ 0

con M′ en Add(N), tal que (X,M′) −→ (X,C′) −→ 0 es una sucesión exacta para todo X en

Add(N). Dado que para cada X en Add(N) tenemos que rnX = 0, se sigue que la composición

M′ → C′ → C la cual denotamos por f : M′ → C tiene la propiedad que (X,M′) → (X,C) → 0

es exacta para todo X en Add(N).

Ahora consideramos el epimorfismo h : P → C/C′ → 0 de Λ-módulos como un cubriente

proyectivo de C/C′. Dado que π : C → C/C′ → 0 es un epimorfismo, existe un morfismo g : P→
C tal que la composición P

g �� C π �� C/C′ es nuestro cubriente proyectivo h.

P h ��

g
��

C/C′ �� 0

C π �� C/C′ �� 0
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Dado que h es un cubriente proyectivo sabemos que Kerh ⊆ rP. Como g−1(C′) ⊆ Kerh, se sigue

que g−1(C′) ⊆ rP.

Enseguida tomando el morfismo t : P + M′ → C dado por t(p,m) = g(p) + f (m′). Puesto que

M′ → C′ y la composición P → C → C/C′ son epimorfismos se sigue que t es un epimorfismo.

También el hecho que (X,M′) → (X,C) → 0 es exacta para todo X en Add(N) muestra que

(X, P + M′) → (X,C) → 0 es exacta para todo X en Add(M), ya que los únicos Λ-módulos

inescindibles en Add(M) que no estan en Add(N) son Λ-módulos proyectivos.

Finalmente veamos que rnKert = 0. Tenemos que (p,m′) está en Ker t si y sólo si g(p) =

− f (m′), como Im f = C′, se sigue que si (p,m′) esta en Ker t entonces p esta en g−1(C′). Como

rng−1(C′) = 0 y rnM′ = 0 se sigue que rnKer t = 0. De esta manera, por nuestro resultado previo

podemos encontrar una sucesión exacta.

0 −→ Mn+1 −→ Mn −→ · · · −→ M2 −→ Kert −→ 0

de Λ-módulos con los Mi en Add(N) ⊂ Add(M) tal que

0 −→ (X,Mn+1) −→ (X,Mn) −→ · · · −→ (X,M2) −→ (X,Kert) −→ 0

es exacta para todo X en Add(M). Por lo tanto la sucesión exacta

0 −→ Mn+1 −→ Mn −→ · · · −→ M2 −→ P + M′ −→ C −→ 0

tiene nuestra propiedad deseada que los Mi estan Add(M) y

0 −→ (X,Mn+1) −→ (X,Mn) −→ · · · −→ (X,M2) −→ (X, P + M′) −→ (X,C) −→ 0

es exacta para todo X en Add(M).

�

Teorema 4.24. SeaΛ un anillo izquierdo de artin con ı́ndice de nilpotencia n y sea M =
∑i=n

1=1Λ/r
i.

Entonces Γ = End(M)op tiene las siguientes propiedades:

a) Γ es coherente izquierdo.

b) Si N es un Γ-módulo finitamente presentado, entonces pdΓN ≤ n + 1.

c) Existe un Γ-módulo proyectivo finitamente generado P, tal que EndΓ(P)op 
 Λ.

Demostración: Comencemos con el inciso a). Para mostrar que Γ es coherente izquierdo es

lo mismo que probar que End(M) es coherente derecho: Pero ya hemos visto que End(M) es

coherente derecho si y sólo si Add(M) tiene pseudo-kerneles. Ahora supóngase que estamos dando

un morfismo f : M2 → M3 en Add(M) y sea C = Ker f . Entonces rnC = 0 y por el lema anterior

podemos encontrar un epimorfismo M1 → C → 0 con M1 en Add(M) tal que (X,M1)→ (X,C)→
0 es exacta para todo X en Add(M).

Sea g la composición M1 → C → M2, de lo anterior se sigue que la sucesión exacta M1M2
g ��f �� M3

tiene la propiedad que (X,M1)→ (X,M2)→ (X,M3) es exacta para todo X en Add(M). Por lo tanto
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M1 → M2 es un pseudo-kernel de M2 → M3, ası́ Add(M) tiene pseudo-kerneles, lo cual muestra

que End(M) es coherente derecho.

Para el inciso b) sabemos que el funtor ̂Add(M)→ mod(End(M)op) dado por F → F(M) es una

equivalencia de categorı́as. Por consiguiente dado un End(M)op-módulo finitamente presentado N
existe un funtor F en ̂Add(M) tal que F(M) 
 N. Sea M1 → M0 en Add(M) tal que

(∗,M1) −→ (∗,M) −→ F −→ 0

es exacta. Si tomamos C = Ker(M1 → M0) y como rnC = 0, entonces por el lema anterior tenemos

que existe una sucesión exacta

0 −→ Mn+1 −→ Mn −→ · · · −→ M2 −→ C −→ 0

de Λ-módulos con los Mi en Add(M) tal que

0 −→ (X,Mn+1) −→ (X,Mn) −→ · · · −→ (X,M2) −→ (X,C) −→ 0

es exacta para todo X en Add(M). Ası́ tenemos que la sucesión

0 −→ (∗,Mn+1) −→ (∗,Mn) −→ · · · −→ (∗,M2) −→ (∗,M1) −→ (∗,M0) −→ F −→ 0

es exacta en ̂Add(M). Por lo tanto

0 −→ (M,Mn+1) −→ (M,Mn) −→ · · · −→ (M,M1) −→ (M,M0) −→ F(M) −→ 0

es una sucesión exacta de End(M)op-módulos. Como cada (M,Mi) es un End(M)op-módulo pro-

yectivo y F(M) 
 N se sigue que pdEnd(M)op N ≤ n + 1 donde n es el ı́ndice de Λ. Como esto es

cierto para cualquier End(M)op-módulo finitamente presentado N hemos probado b).

c) Ahora (∗,Λ) es un objeto proyectivo en ̂Add(M) y End ˆAdd(M)(∗,Λ) 
 End(Λ) 
 Λop. Por

4.13 tenemos que el funtor

ψ : ̂Add(M) −→ mod(End(M)op)

dado por ψ(F) = F(M) es una equivalencia de categorı́as, se sigue por el teorema de Morita que el

End(M)op-módulo, P := (M,Λ) es un End(M)op-módulo proyectivo tal que EndEnd(M)op(P) 
 Λop.

Por lo tanto EndΓ(P)op 
 Λ, nuestro resultado deseado.

�

Observación 4.25. Dado que M =
∑n

i=1Λ/r
i es un Λ-módulo finitamente generado, sabemos que

el funtor (M, ∗) conmuta con sumas arbitrarias. Si tomamos que D sea la categorı́a de todos los

Λ-módulos que son sumandos de sumas arbitrarias de copias de M, entonces D es una categorı́a

aditiva.

No es difı́cil ver que el funtor

ψ : D̂ −→ Mod(End(M)op)

dado por ψ(F) = F(M), es una equivalencia de categorı́as. Ahora solamente con una pequeña

modificación del argumento usado para módulos finitamente generados C proporciona el resultado

que si C es un módulo arbitrario, entonces existe una sucesión exacta de Λ-módulos.

0 −→ Mn+1 −→ Mn −→ · · · −→ M1 −→ C −→ 0
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con los Mi enD tal que tenemos la siguiente sucesión exacta.

0 −→ (M,Mn+1) −→ (M,Mn) −→ · · · −→ (M,M1) −→ (M,C) −→ 0

Como cada M,Mi es un Γ = End(M)op-módulo proyectivo, procediendo como lo hicimos

anteriormente para Γ-módulos finitamente presentados podemos mostrar que la pdΓN ≤ n+ 1 para

Γ-módulos arbitrarios N. Por lo tanto si n = ı́ndice Λ tenemos que gl.dimΓ ≤ n + 1.

Supóngase ahora que Λ es un álgebra de artin, es decir, el centro de Λ es un anillo conmutativo

de artin y Λ es un módulo finitamente generado sobre su centro. Entonces cada Λ-módulo M
finitamente generado tiene la propiedad que End(M) es también un álgebra de artin. Por lo tanto

como una consecuencia inmediata de nuestro teorema tenemos:

Corolario 4.26. SeaΛ un álgebra de artin de ı́ndice n. Entonces el álgebra de artin Γ = End(
∑n

i=1Λ/r
i)

tiene las siguientes propiedades:

a) gl.dimΓ ≤ n + 1.

b) Existe un Γ-módulo proyectivo P finitamente generado tal que EndΓ(P)op y Λ son álgebras
de artin isomorfas.

Este corolario tiene la siguiente interpretación.

Como Γ corre através de todas las álgebras de artin de dimensión global finita, el álgebra de

artin de la formaΛ = EndΓ(P)op con P un Γ-módulo proyectivo finitamente generado, corre atraves

de todas las álgebras de artin. Por lo tanto, en este sentido las álgebras de artin de dimensión global

finita determinan todas las álgebras de artin.

4.4. Álgebras de artin de tipo de representación finita

Esta sección está dedicada principalmente a mostrar como construir álgebras tales que dom.dim ≥
2 y gl.dim ≤ 2 a partir de álgebras de artin de tipo de representación finita. Estas construcciones

nos dan una biyección entre las clases de álgebras de artin Morita equivalentes tales que son de tipo

de representación finita y clases de álgebras de artin Morita equivalentes tales que dom.dim ≥ 2 y

gl.dim ≤ 2.

Supóngase que I es un Λ-módulo inyectivo finitamente generado y Π = Add(I) la subcategorı́a

aditiva de mod(Λ) generada por I. Sea mod(Λ)(Π) la subcategorı́a plena de mod(Λ) que consiste

de todos los M en mod(Λ) tal que existe una sucesión exacta

0 −→ M −→ I1 −→ I2

con los Ii en Π, es decir, la subcategorı́a plena de mod(Λ) que tiene Π-copresentaciones. Obvia-

mente mod(Λ)(Π) es una categorı́a aditiva. Ahora mostraremos que mod(Λ)(Π) es una categorı́a

equivalente a mod(End(I)op) y es entonces una categorı́a abeliana.

Dado que I es un Λ-módulo inyectivo finitamente generado entonces sabemos por la obser-

vación 3.37 que P = D(I) es un Λop-módulo proyectivo finitamente generado. También D(Π)
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es equivalente a P la subcategorı́a aditiva de mod(Λop) generada por P. Por lo tanto la dualidad

D : mod(Λ)→ mod(Λop) nos produce una dualidad:

D : mod(Λ)(Π) −→ P(mod(Λop))

Ya hemos establecido una equivalencia de categorı́as.

P(mod(Λop)) −→ mod(EndΛop(P)op)

Por lo tanto obtenemos una dualidad mod(Λ)(Π) → mod(EndΛop(P)op). Pero se ve fácilmente

que EndΛop(D(M))op y EndΛ(M) son isomorfos para cada Λ-módulo M. Por lo tanto EndΛ(I) 

EndΛop(P)op y entonces mod(EndΛ(I)) es equivalente a mod(EndΛop(P)op). Por lo tanto tenemos

una dualidad

mod(Λ)(Π) −→ mod(EndΛ(I))

Como EndΛ(I) es un álgebra de artin sabemos por 3.35 que mod(EndΛ(I)) y mod(EndΛ(I)op) son

duales. Asi la dualidad mod(Λ)(Π) → mod(EndΛ(I)) nos produce una equivalencia de categorı́as

entre mod(Λ)(Π) y mod(EndΛ(I)op).

Sumando la discusión hasta el momento tenemos:

Lema 4.27. Sea Λ un álgebra de artin, I un Λ-módulo inyectivo finitamente generado y Π =
Add(I) la categorı́a aditiva generada por I. Entonces la categorı́a mod(Λ)(Π) es equivalente a la
categorı́a mod(EndΛ(I)op) donde EndΛ(I)op es también un álgebra de artin.

�

Una vez vistos estos resultados, comenzamos nuestro estudio de álgebras de artin de tipo de

representación finita.

Supóngase que Λ es un álgebra de artin de tipo de representación finita. Por lo tanto existe

solamente un número finito de Λ-módulos inescindibles finitamente generados M1, . . . ,Mn no iso-

morfos. De aquı́ que todo Λ-módulo M finitamente generado es isomorfo a una suma finita de

los Mi. Sea C = mod(Λ). Por consiguiente C es una categorı́a abeliana esqueléticamente pequeña.

Consideremos ahora la categorı́a Ĉ. Nuestras primeras observaciones concernientes a la categorı́a

Ĉ están basadas en los siguientes hechos generales.

Proposición 4.28. Sea C una categorı́a arbitraria, abeliana y esqueléticamente pequeña. Entonces
la categorı́a Ĉ tiene las siguientes propiedades:

a) Ĉ es una categorı́a abeliana con suficientes objetos proyectivos.

b) F en Ĉ es proyectivo si y sólo si F 
 (∗,M) para algún M en C.

c) gl.dimĈ ≤ 2.

d) Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) C es semisimple.
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ii) El funtor
ψ : C −→ Ĉ

dado por ψ(C) = (∗,C) es una equivalencia de categorı́as.

iii) Ĉ es semisimple.

iv) gl.dimĈ < 2.

Demostración: Iniciemos con la prueba del inciso a). Como la categorı́a C es abeliana todo

morfismo en C tiene un pseudo-kernel ya que todo morfismo en C tiene un kernel. Por teorema

4,11 Ĉ es una categorı́a abeliana. También cada (∗,M) es proyectivo en Ĉ dado que es proyectivo en

Fun(Cop, Ab) de la cual Ĉ es una subcategorı́a plena. Por lo tanto, el hecho que Ĉ tiene suficientes

proyectivos se sigue puesto que F en Fun(Cop, Ab) está en Ĉ si y sólo si existe una sucesión exacta

en Fun(Cop, Ab)

(∗,C1) −→ (∗,C0) −→ F −→ 0.

Supóngase F en Ĉ es proyectivo y como existe un epimorfismo (∗,C) → F −→ 0, tenemos

que F es un sumando directo de (∗,C). Dado que C es abeliana, un sumando directo de (∗,C) es

isomorfo a (∗,C′) donde C′ es un sumando de C. De esta manera F 
 (∗,C′) con C′ un sumando

directo de C. Luego si F es proyectivo se sigue que F 
 (∗,C′) para algún C′ en C, con esta

discusión probamos b).

Continuamos con la prueba del inciso c). Supóngase que F está en Ĉ. Entonces existe una

sucesión exacta

(∗,C1) −→ (∗,C0) −→ F −→ 0

Por el teorema de Yoneda sabemos que existe un único morfismo C1 → C0 el cual induce el

morfismo (∗,C1) → (∗,C0). Como C es abeliana, el morfismo C1 → C0 tiene un kernel C2 → C1

en C. Ası́ considerando la sucesión exacta

0 −→ C2 −→ C1 −→ C0

ésta nos produce una sucesión exacta

0 −→ (∗,C2) −→ (∗,C1) −→ (∗,C0) −→ F −→ 0

la cual nos muestra que pdF ≤ 2 dado que los (∗,Ci) son proyectivos en Ĉ. Luego como ésto es

cierto para todo F en Ĉ, tenemos que gl.dimĈ ≤ 2.

Finalmente, queda por probar d). Recordemos que una categorı́a abeliana se dice una categorı́a
semisimple si todo monomorfismo (o equivalentemente, todo epimorfismo) se escinde. Supóngase

ahora que C es semisimple, entonces si C2 → C1 → C0 → 0 es exacta en C se sigue que (∗,C2)→
(∗,C1)→ (∗,C0)→ 0 es exacta en Ĉ.

Ahora bien si F está en Ĉ y

(∗,C2) −→ (∗,C1) −→ F −→ 0

es exacta, se sigue que F 
 (∗,C0) donde C0 = Coker(C2 → C1). Por lo tanto todos los funtores en

Ĉ son representables lo cual muestra que el funtor C → Ĉ es una equivalencia de categorı́as. Esto

muestra que i) implica ii).
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Ahora veamos que ii) implica iii). Si C → Ĉ es una equivalencia de categorı́as, se sigue que

cada F en Ĉ es isomorfo a (∗,C) para algún C en C. Por consiguiente cada F en Ĉ es proyectivo,

lo cual significa que Ĉ es semisimple.

El hecho que iii) implica iv) es claro. Solo queda por ver que iv) implica i). Supóngase que

gl.dimĈ < 2. Sea

0 −→ C0 −→ C1 −→ C2

una sucesión exacta en C. Luego, tenemos una sucesión exacta en Ĉ:

0 −→ (∗,C0) −→ (∗,C1) −→ (∗,C2) −→ F −→ 0 .

Como gl.dimĈ < 2 sabemos que el Ker((∗,C2) → F) es proyectivo en Ĉ. Por lo tanto el mono-

morfismo 0 → (∗,C0) → (∗,C1) se escinde lo cual significa que el monomorfismo 0 → C0 → C1

se escinde. Por lo tanto si gl.dimĈ < 2 todo monomorfismo en C se escinde lo cual muestra que C
es semisimple.

�

Observación 4.29. Regresando a nuestra situación original donde C = mod(Λ) y Λ es un álgebra

de artin de tipo de representación finita, tenemos que Ĉ es una categorı́a abeliana de dimensión

global finita a lo más 2.

Observación 4.30. Ahora bien sea P la subcategorı́a plena de Ĉ consistiendo de todos los (∗,C)

con C en C, entonces por 4.17 y 4.18, P(Ĉ) es equivalente a C = mod(Λ).

Pero el hecho que Λ es de tipo de representación finita implica que P tiene como generador de

la representación a (∗,∑n
i=1 Mi), donde M1 . . . ,Mn son los Λ-módulos inescindibles no isomorfos

en mod(Λ). Con esto dado cualquier M en C, éste es un sumando de una suma finita de
∑n

i=1 Mi,

lo cual significa que (∗,M) es un sumando de una suma finita de (∗,∑n
i=1 Mi), lo cual muestra que

(∗,∑n
i=1 Mi) es un generador de la representación de P.

En resumen, por 4.13, Ĉ es equivalente a mod(EndĈ(∗,∑n
i=1 Mi)

op).

Ahora bien, por Yoneda EndĈ
(
∗,∑n

i=1 Mi
)op 
 EndΛ

(∑n
i=1 Mi

)op
. Por lo tanto Ĉ es equivalente

a mod
(
EndΛ

(∑n
i=1 Mi

)op)
, en particular Γ = EndΛ

(∑n
i=1 Mi

)op
es un álgebra de artin con gl.dimΓ

es 0 o 2 en función de si Λ es semisimple o no. Más aún si Λ es semisimple por d) de la prosición

anterior tenemos que mod(Λ) es equivalente a Ĉ.

Con estas observaciones hemos demostrado lo siguiente:

Teorema 4.31. Sea Λ una álgebra de artin de tipo de representación finita y M1, . . . ,Mn un sis-
tema completo de Λ-módulos inescindibles no isomorfos en mod(Λ). Sea Γ = EndΛ

(∑n
i=1 Mi

)op
,

entonces tenemos lo siguiente:

a) Si Λ es semisimple, entonces Γ es semisimple y Morita equivalente a Λ.

b) Si Λ no es semisimple, entonces gl.dimΓ = 2.

�
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Ahora desarrollamos algunas de las propiedades del álgebra de artin Γ.

Recordamos que la equivalencia entre Ĉ y mod(Γ) es dada por F → F(
∑n

i=1 Mi) para todo F
en Ĉ. Lo primero que mostramos es que si P es un Γ-módulo proyectivo en mod(Γ) y

0 −→ P −→ I1 −→ I2 −→ I3 −→ 0

es una resolución inyectiva minimal de P, entonces I1 e I2 son Γ-módulos proyectivos ası́ como

Γ-módulos inyectivos.

El Γ-módulo proyectivo P corresponde a (∗,C) para algún C en C. Como Λ es un álgebra de

artin sabemos que C tiene una copresentación inyectiva minimal

0 −→ C −→ I0 −→ I1

Supóngase que hemos mostrado que cada uno de los (∗, Ii) es inyectivo en Ĉ y la sucesión

exacta

0 −→ (∗,C) −→ (∗, I0) −→ (∗, I1)

es una copresentación minimal inyectiva de (∗,C). Luego tomando el módulo proyectivo P =(∑n
i=1 Mi,C

)
tiene la propiedad deseada que

(∑n
i=1 Mi, I0

)
y
(∑n

i=1 Mi, I1

)
son proyectivos dado que

(∗, I0) y (∗, I1) son proyectivos en Ĉ. De esta manera nuestro resultado deseado se obtiene de lo

siguiente:

Lema 4.32. Sea C una categorı́a abeliana esqueléticamente pequeña. Se verifican las siguientes
propiedades:

a) Un objeto C en C es inyectivo si y sólo si (∗,C) es inyectivo en Ĉ.

b) Si 0→ C → I0 → I1 es exacto en C con los Ii inyectivos, entonces

0 −→ C −→ I0 −→ I1

es una copresentación inyectiva minimal de C si y sólo si

0 −→ (∗,C) −→ (∗, I0) −→ (∗, I1)

es una copresentación inyectiva minimal de (∗,C) en Ĉ.

Demostración: Iniciamos con la prueba de a). Sabemos que (∗,C) es inyectivo en Ĉ si y sólo si

Exti(F, (∗,C)) = 0 para todo i > 0 y todo F en Ĉ. Supóngase que

0 −→ (∗,C2) −→ (∗,C1) −→ (∗,C0) −→ F −→ 0

es exacta en Ĉ. Luego los grupos Exti(F, (∗,C)) pueden ser calculados por la homologı́a del com-

plejo

0 �� ((∗,C0), (∗,C)) ��



��

((∗,C1), (∗,C)) ��



��

((∗,C2), (∗,C)) ��



��

0

0 �� (C0,C) �� (C1,C) �� (C2,C) �� 0
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De donde obtenemos que Exti(F, (∗,C)) = 0 para i > 0 y todo F en Ĉ si y sólo si dada cualquier

sucesión exacta en C
0 −→ C2 −→ C1 −→ C0

entonces la sucesión

(C0,C) −→ (C1,C) −→ (C2,C) −→ 0

es exacta. Por lo tanto se sigue que Exti(F, (∗,C)) = 0 para todo i > 0 y todo F en Ĉ si y sólo

si C es inyectivo en C. Por lo tanto hemos mostrado que (∗,C) es inyectivo en Ĉ si y sólo si C es

inyectivo en C.

Finalmente, queda por probar b). Ahora no es difı́cil mostrar que una sucesión exacta

0 −→ C −→ I0 −→ I1

con Ii inyectivo en una categorı́a abeliana arbitraria es una copresentación inyectiva minimal de C
si y sólo si dada cualquier sucesión exacta con los I′i inyectivos,

0 −→ C −→ I′0 −→ I′1

existe un diagrama conmutativo exacto

0

��

0

��
0 �� C �� I0

��

��

I1

��
0 �� C �� I′

0
�� I′

1

De esto se sigue que una sucesión exacta

0 −→ C −→ I0 −→ I1

es una copresentación inyectiva minimal de C en C si y sólo si

0 −→ (∗,C) −→ (∗, I0) −→ (∗, I1)

es una copresentación inyectiva minimal de (∗,C) en Ĉ.

�

Este resultado sugiere lo siguiente:

Definición 4.33. Sea C una categorı́a abeliana tal que cada objeto de C tiene una resolucion inyec-

tiva minimal. Si

0 −→ C −→ I0 −→ I1 −→ · · ·
es una resolución inyectiva minimal de C en C, entonces la dimensión dominante de C (notación:

dom.dimC) se dice que es mayor o igual a n ≥ 1 si y sólo si Ii es proyectivo para todo i ≤ n − 1.
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Por lo tanto lo que hemos probado es que los módulos proyectivos finitamente generados sobre

Γ tienen dimensión dominante al menos 2. Ası́, si M1, . . . ,Mn son un conjunto completo de módu-

los inescindibles no isomorfos para un álgebra de artin Λ de tipo de representación finita, entonces

el álgebra de artin Γ = EndΛ(
∑n

i=1 Mi)
op tiene

i) gl.dimΓ ≤ 2.

y

ii) dom.dimΓ ≥ 2.

Esto nos lleva a considerar otro clase de álgebras, las cuales definimos ahora:

Definición 4.34. Un álgebra de artin Γ es un álgebra de Auslander si satisface las condiciones i)
y ii), del parrafo anterior.

A continuación mostraremos como construir álgebras de Auslander a partir de álgebras de tipo

de representación finita y viceversa.

Sabemos que existen solamente un número finito de Γ-módulos inescindibles no isomorfos

V1, . . . ,Vn, los cuales son proyectivos e inyectivos. Si mostramos que EndΓ(
∑n

i=1 Vi)
op es Morita

equivalente a Λ, entonces habremos mostrado como recuperar un álgebra de artin Morita equiva-

lente a Λ de Γ.

Sea I1, . . . , Im un conjunto completo de Λ-módulos inyectivos inescindibles no isomorfos. En-

tonces por lo que ya hemos mostrado tenemos que las imágenes (
∑

Mi, I j) de los (∗, I j) bajo la

equivalencia Ĉ → mod(Γ) tiene la propiedad que m = n y después de un cambio de ı́ndices apro-

piado, tenemos (
∑

Mi, I j) 
 V j para j = 1, . . . , n. Por lo tanto tenemos el isomorfismo de álgebras

de artin:

EndΓ

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝ n∑
i=1

Vi

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ 
 EndĈ

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝∗, n∑

i=1

Ii

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Dado que I1 . . . , In es un conjunto completo de Λop-módulos inyectivos inescindibles no iso-

morfos, obtenemos que EndĈ
(
(∗,∑n

i=1 Ii)
)

 EndΛ

(∑n
i=1 Ii

)

 EndΛop

(∑n
i=1 D(Ii)

)op
. Por lo tanto

Λop está en la categorı́a aditiva generada por
∑n

i=1 D(Ii). En consecuencia EndΛop

(∑n
i=1 D(Ii)

)op
es

Morita equivalente a Λop. Pero ya hemos mostrado que

EndΓ
(∑

Vi
)

 EndΛop

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝ n∑
i=1

D (Ii)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
op

Por lo tanto tenemos que EndΓ(
∑

Vi)
op es Morita equivalente a Λ, nuestro resultado deseado.

Resumimos nuestra discusión hasta el momento en:

Proposición 4.35. SupóngaseΛ es un álgebra de artin de tipo de representación finita y M1, . . . ,Mn

es un conjunto completo de Λ-módulos inescindibles no isomorfos. Entonces el álgebra de artin
Γ = EndΛ

(∑n
i=1 Mi

)op
tiene las siguientes propiedades:



4.4. ÁLGEBRAS DE ARTIN DE TIPO DE REPRESENTACIÓN FINITA 109

a) Γ es un álgebra de Auslander.

b) Si V1, . . . ,Vm es un conjunto completo de Γ-módulos inescindibles no isomorfos los cuales
son proyectivos e inyectivos, entonces EndΓ

(∑n
i=1 Vi

)op
es Morita equivalente a Λ.

�

Supóngase ahora que Γ es un álgebra de artin con gl.dimΓ ≤ 2. Sea M un Γ-módulo que es

proyectivo e inyectivo y sea Add(M) una categorı́a aditiva generada por M. Como M es un Γ-

módulo inyectivo sabemos por 4.27 que mod(Γ)(Add(M)) es equivalente a mod(EndΓ(M)op). Pero

mod(Γ)(Add(M)) es la subcategorı́a plena de mod(Γ) que consiste de todos los Γ-módulos C tal

que existe una sucesión exacta

0 −→ C −→ M0 −→ M1

con los Mi en Add(M). Como los Mi son también Γ-módulos proyectivos, el hecho que el gl.dimΓ ≤
2 implica que C es un Γ-módulo proyectivo. Por lo tanto mod(Γ)(Add(M)) es una subcategorı́a ple-

na de la categorı́a ρ(Γ) de Γ-módulos proyectivos finitamente generados. El hecho que ρ(Γ) tiene

solamente un número finito de Γ-módulos inescindibles no isomorfos implica que mod(Γ)(Add(M))

y por lo tanto mod(EndΓ(M)op) tiene solamente un número finito de objetos inescindibles no iso-

morfos. Entonces hemos establecido el siguiente lema:

Lema 4.36. Supóngase Γ es un álgebra de artin con gl.dim ≤ 2 y M un Γ-módulo finitamente
generado que es proyectivo e inyectivo. Entonces

a) mod(Γ)(Add(M)) es una subcategorı́a plena de ρ(Γ) y por lo tanto de tipo de representación
finita.

b) EndΓ(M)op es un álgebra de artin de tipo de representación finita puesto que las categorı́as
mod(Γ)(Add(M)) y mod(EndΓ(M)op) son equivalentes.

�

Observación 4.37. Supóngase ahora que dom.dimΓ ≥ 2 ası́ como gl.dimΓ ≤ 2. Sea M1, . . . ,Mn

un conjunto completo de Γ-módulos proyectivos e inyectivos, inescindibles no isomorfos. Además

sea M =
∑n

i=1 Mi y sea Add(M) la categorı́a aditiva generada por M. Dado que dom.dimΓ ≥
2, gl.dimΓ ≤ 2, se sigue que mod(Γ)(Add(M)) = ρ(Γ) donde ρ(Γ) es la subcategorı́a plena de

mod(Γ) que consiste de todos los Γ-módulos proyectivos finitamente generados. Por lo tanto ρ(Γ)

es equivalente a mod(EndΓ(M)op). De esta manera obtenemos que Λ = EndΓ(M)op es un álgebra

de artin de tipo de representación finita con la propiedad que ρ(Γ) es equivalente a mod(Λ).

Observación 4.38. Sea N1, . . . ,Nn un conjunto completo de Λ-módulos inescindibles no isomor-

fos y sean P1, . . . , Pn los objetos en ρ(Γ) que corresponden a N1, . . . ,Nn bajo la equivalencia

ρ(Γ) → mod(Λ), luego EndΛ
(∑n

i=1 Ni
)

 EndΓ

(∑n
i=1 Pi

)
. Pero el conjunto P1, . . . , Pn es un con-

junto completo de Γ-módulos proyectivos inescindibles no isomorfos, por lo tanto EndΓ
(∑n

i=1 Pi
)op

es Morita equivalente a Γ, de donde se sigue que EndΛ
(∑n

i=1 Ni
)op

es Morita equivalente a Γ.

En resumen tenemos la siguiente proposición:
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Proposición 4.39. Sea Γ un álgebra de artin tal que gl.dimΓ ≤ 2 y dom.dimΓ ≥ 2. Sea M1, . . . ,Mn

un conjunto completo de Γ-módulos inescindibles no isomorfos los cuales son proyectivos e in-
yectivos. Entonces Λ = EndΓ

(∑n
i=1 Mi

)op
es un álgebra de artin de tipo de representación finita

teniendo las siguientes propiedades:

a) ρ(Γ) es equivalente a mod(Λ).

b) Si N1, . . . ,Nn es un conjunto completo de Λ-módulos inescindibles no isomorfos entonces
EndΛ

(∑n
i=1 Ni

)
es Morita equivalente a Γ.

Demostración: Notemos que a) se obtiene de la observación 4.37 y b) es la observación 4.38.

�

Combinando nuestras dos últimas proposiciones obtenemos nuestro principal resultado de esta

sección.

Teorema 4.40. Sea S la clase cuyos objetos son las clases de álgebras de artin Morita equivalentes
[Λ], tales que son de tipo de representación finita. Sea J la clase cuyos objetos son las clases de
álgebras de artin Morita equivalentes [Γ], tales que son álgebras de Auslander. Entonces existe
una correspondencia uno a uno entre S y J dada de la siguiente manera:

a) Si Λ es un álgebra de artin de tipo de representación finita y M1, . . . ,Mn es un conjunto
completo de Λ-módulos inescindibles no isomorfos, entonces enviamos

Λ −→ Γ = EndΛ

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝ n∑
i=1

Mi

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
op

b) Si Γ es un álgebra de Auslander y N1, . . . ,Nm es un conjunto completo de Γ-módulos pro-
yectivos e inyectivos, inescindibles no isomorfos, entonces tenemos la asignación

Γ −→ Λ = EndΓ

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝ m∑
i=1

Ni

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
op

.

Este teorema muestra que el problema de clasificar álgebras de artin de tipo de representación

finita (hasta equivalencia de Morita) es lo mismo que clasificar (hasta equivalencia de Morita)

álgebras de Auslander. Hasta le facha se conocen trabajos para determinar cunado un álgebra de

artin es de tipo de representación finita [Bon84], [Rie80]. En la práctica teoricamente se puede

decir que es más sencillo determinar si un álgebra de artin, es un álgebra de Auslander, puesto que

esto es un proceso finito.

4.5. Dimensión de representación de álgebras de artin.

Nuestro propósito en esta sección es introducir la noción de la dimensión de representación de

un álgebra de artin. Se espera que ésto nos de una manera razonable de medir hasta que punto un

álgebra de artin se aleja de ser un álgebra de tipo de representación finita.
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En la proposión 4.35 vimos que si Λ es un álgebra de artin de tipo de representación finita

entonces existe asociada con ella un álgebra de artin Γ satisfaciendo

a) Γ es un álgebra de Auslander.

b) Λ es Morita equivalente a End(
∑n

i=1 Mi)
op donde M1, . . . ,Mn es un conjunto completo de

Γ-módulos inescindibles no isomorfos que son proyectivos e inyectivos.

Sea I0(Γ) una envolvente inyectiva de Γ, dado que dom.dimΓ ≥ 2, entonces I0(Γ) es proyec-

tivo y notemos que tiene la propiedad que Add(I0(Γ)) = Add
(∑n

i=1 Mi
)
. Por 4.37 las categorı́as

mod (EndΓ (I0(Γ))op) y mod
((∑n

i=1 Mi
)op)

son equivalentes y por consiguiente EndΓ (I0(Γ))op es

Morita equivalente a EndΓ
(∑n

i=1 Mi
)op

. Por lo tanto el álgebra de artin Γ tiene las siguientes por-

piedades:

a) Γ es un álgebra de Auslander.

b) Λ es Morita equivalente a End(I0(Γ))op donde I0(Γ) es un envolvente inyectivo de Γ.

Este resultado sugiere lo siguiente:

Notación 4.41. Para cada álgebra de artin Λ consideremos la coleccion A(Λ) de todas las álgebras

de artin Γ satisfaciendo:

i) dom.dimΓ ≥ 2.

ii) Λ es Morita equivalente a EndΓ(I0(Γ))op, donde I0(Γ) es una envolvente inyectiva de Γ.

Como veremos más adelante, la dimensión de representación de Λ es determinada por la di-

mensión global de las álgebras de artin en A(Λ). Sin embargo, antes de dar la definición formal de

la dimensión de la representación de Λ mostramos que A(Λ) es no vacı́o.

Lema 4.42. Sea Λ un álgebra de artin y M un Λ-módulo finitamente generado tal que Add(M)

contiene todo Λ-módulo proyectivo finitamente generado. Las siguientes afirmaciones se satisfa-
cen:

a) La sucesión de Λ-módulos en Add(M)

C1 −→ C2 −→ C3

es exacta si la sucesión
(∗,C1) −→ (∗,C2) −→ (∗,C3)

es exacta en ̂Add(M).

b) C en Add(M) es un Λ-módulo inyectivo si y sólo si (∗,C) es inyectivo en ̂Add(M).
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c) Una sucesión exacta de Λ-módulos en Add(M)

0 −→ C −→ I0 −→ I1

es una copresentación inyectiva minimal de C si y sólo si la sucesión exacta

0 −→ (∗,C) −→ (∗, I0) −→ (∗, I1)

es una copresentación inyectiva minimal de (∗,C) en ˆAdd(M).

Demostración: Iniciemos con la prueba de a). Supóngase que la sucesión C1 → C2 → C3 en

Add(M) tiene la propiedad que (∗,C1) → (∗,C2) → (∗,C3) es exacta en ˆAdd(M). En particular

(Λ,C1)→ (Λ,C2)→ (Λ,C3) es exacta puesto queΛ está en Add(M). Pero (Λ, X) es funtorialmente

isomorfo a X para todo X en mod(Λ), por lo tanto la sucesión de Λ-módulos

C1 −→ C2 −→ C3

es exacta.

Continuamos con el inciso b). Sea C en Add(M), por consiguiente (∗,C) es inyectivo en
̂Add(M) si y sólo si Ext1(F, (∗,C)) = 0 para todo F en ̂Add(M). Pero de manera análoga a la

prueba de 4.32.a) no es difı́cil mostrar que Ext1(F, (∗,C)) = 0 para todo F en ̂Add(M) si y sólo si

dada cualquier sucesión en Add(M),

C2 −→ C1 −→ C0

tal que la sucesión (∗,C2) −→ (∗,C1) −→ (∗,C0) es exacta en ̂Add(M), entonces la siguiente

sucesión es exacta

(C0,C) −→ (C1,C) −→ (C2,C).

Ahora bien ya hemos visto que si (∗,C2) −→ (∗,C1) −→ (∗,C0) es exacta se sigue que C2 −→
C1 −→ C0 es exacta. Por lo tanto si C en Add(M) es inyectivo y (∗,C2) −→ (∗,C1) −→ (∗,C0) es

exacta en ̂Add(M), obtenemos que C2 −→ C1 −→ C0 es exacta lo cual implica que (C0,C) −→
(C1,C) −→ (C2,C) es exacta. Por lo tanto si C en Add(M) es inyectiva, entonces (∗,C) en ̂Add(M)

es inyectivo.

Supóngase ahora que C en Add(M) es tal que (∗,C) es inyectivo en ̂Add(M) y que a es un ideal

izquierdo en Λ. Como Add(M) contiene todos los Λ-módulos proyectivos finitamente generados y

Add(M) tiene pseudo-cokerneles, podemos encontrar una sucesión en Add(M) C2 −→ C1 −→ Λ,

tal que

(∗,C2) −→ (∗,C1) −→ (∗,Λ)

es exacta en ̂Add(M) e Im(C1 → Λ) = a. Dado que (∗,C) es inyectivo se sigue que la siguiente

sucesión es exacta.

((∗,Λ), (∗,C)) −→ ((∗,C1), (∗,C)) −→ ((∗,C2), (∗,C))

y por lo tanto la sucesión

(Λ,C) −→ (C1,C) −→ (C2,C)
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es exacta. Pero el hecho que (∗,C2) −→ (∗,C1) −→ (∗,Λ) sea exacta implica que C2 → C1 → Λ
es exacta. Por lo tanto C2 −→ C1 −→ a −→ 0 sea exacta. Por consiguiente si (∗,C) es inyectivo en
̂Add(M), entonces

(Λ,C) −→ (a,C) −→ 0

es exacta para todo ideal izquierdo a en Λ, pero esto es equivalente a que C sea inyectivo. Esto

concluye la prueba que si (∗,C) es inyectivo en ̂Add(M), entonces C es inyectivo.

La prueba de c) es de manera análoga a la prueba de 4.32.b).

�

Proposición 4.43. Sea Λ un álgebra de artin y M un Λ-módulo finitamente generado tal que todo
Λ-módulo inyectivo inescindible y todo proyectivo inescindible es isomorfo a un sumando de M
(o equivalentemente, Add(M) contiene todos los Λ-módulos finitamente generados proyectivos e
inyectivos). Entonces Γ = EndΛ(M)op está en A(Λ).

Demostración: Primero mostraremos que dom.dimΓ ≥ 2. Sabemos por 4.13 que ̂Add(M) es

equivalente a mod(Γ) y que los objetos proyectivos en mod(Γ) corresponden a los funtores repre-

sentables en ̂Add(M). Sea C en Add(M), dado que losΛ-módulos inyectivos finitamente generados

estan en Add(M), sabemos que existe un copresentación inyectiva minimal de C en Add(M):

0 −→ C −→ I0 −→ I1.

Como una consecuencia inmediata del lema anterior tenemos que

0 −→ (∗,C) −→ (∗, I0) −→ (∗, I1)

es una copresentación inyectiva minimal de (∗,C) en ̂Add(M). Esto muestra que dom.dim(∗,C) ≥ 2

dado que los (∗, I1) son obviamente tanto proyectivos como inyectivos en ̂Add(M). Como ˆAdd(M)

y mod(Γ) son categorı́as equivalentes se sigue que dom.dimΓ ≥ 2.

Para ver que Γ se encuentra en A(Λ), tenemos que demostrar que EndΓ(I0(Γ))op es Morita equi-

valente a Λ. Pero la subcategorı́a aditiva generada por I0(Γ) es la subcategorı́a plena de mod(Γ) que

consiste de todos los Γ-módulos que son proyectivos e inyectivos. Esto corresponde a la subcate-

gorı́a plena de todos los objetos en ̂Add(M) que son proyectivos e inyectivos en ̂Add(M). Dado que

por nuestro lema anterior F en ̂Add(M) es proyectivo e inyectivo en ̂Add(M) si y sólo si F 
 (∗, I)

con I inyectivo, se sigue que (∗,∑n
i=1 Ii) genera la categorı́a aditiva de todos los objetos en ̂Add(M)

que son proyectivos e inyectivos, donde I1, . . . , In es un conjunto completo de Λ-módulos inyecti-

vos inescindibles no isomorfos. Son estas observaciones que nos proporcionan que EndΓ (I0(Γ))op

y End ̂Add(M)

(
(∗,∑n

i=1 Ii)
)op

son álgebras Morita equivalentes.

Por otra parte, también sabemos que End ̂Add(M)

(
(∗,∑n

i=1 Ii)
)

 EndΛ

(∑n
i=1 Ii

)
el cual es Morita

equivalente a Λop. Por lo tanto EndΓ (I0(Γ))op es Morita equivalente a Λ, esto termina la demos-

tración que si M es un Λ-módulo finitamente generado tal que Add(M) contiene todo Λ-módulo

proyectivo finitamente generado ası́ como todo módulo inyectivo finitamente generado, entonces

Γ = EndΛ(M) está en A(Λ).

�
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Estamos ahora en posición de definir la dimensión de representación de un álgebra de artin.

Definición 4.44. Sea Λ un álgebra de artin.

a) Si Λ es semisimple definimos la dimensión de la representación de Λ, la cual denotaremos

por rep.dimΛ, igual a uno.

b) Si Λ no es semisimple definimos la rep.dimΛ como el mı́nimo de las dimensiones globales

de todas las álgebras de artin en A(Λ) .

Tenemos los siguientes hechos concernientes a la dimensión de la representación de un álgebra

de artin:

Proposición 4.45 (Auslander). Sea Λ un álgebra de artin, entonces:

a) rep.dimΛ = 1 si y sólo si Λ es semisimple.

b) rep.dimΛ ≤ 2 si y sólo si Λ es de tipo de representación finita.

Demostración: Iniciamos con la prueba de a). Como por definición un álgebra semisimple

tiene dimensión de representación uno, para probar el primer inciso es suficiente mostrar que si

rep.dimΛ = 1, entonces Λ es semisimple. Hacemos esto mostrando que si Λ no es semisimple y Γ

está en A(Λ), entonces gl.dimΓ ≥ 2 lo cual muestra que rep.dimΛ ≥ 2.

Supóngase que Λ no es semisimple y Γ está en A(Λ). Sabemos que si 0 −→ Γ −→ I0 −→ I1

es una copresentación inyectiva minimal de Γ, entonces I0 e I1 son módulos proyectivos y Λ es

Morita equivalente a EndΓ(I0)op. Supóngase gl.dimΓ ≤ 1, se sigue que

0 −→ Γ −→ I0 −→ I1

es exacta. Como I1 es proyectivo sabemos que esta sucesión se escinde, lo cual significa que Γ es un

sumando de I0 y por lo tanto inyectivo ası́ como proyectivo. Pero es bien conocido que un álgebra

de artin autoinyectiva es semisimple o tiene dimensión global infinita. Por lo tanto tenemos que Γ es

semisimple, de esta manera Λ es semisimple puesto que Λ es Morita equivalente a EndΓ(I0)op = Γ.

Pero por hipótesis Λ no es semisimple y Γ esta en A(Λ) de donde gl.dimΓ ≥ 2. Esto termina la

demostración que si Λ no es semisimple, entonces rep.dimΛ ≥ 2

Finalmente notemos que b) se sigue del Teorema 4.31.

�

Uno de primeros resultados que surgieron, muestra que álgebras de artin autoinyectivas son de

tipo de representación finita.

Proposición 4.46. Sea Λ un álgebra de artin autoinyectiva, es decir, Λ es un Λ-módulo inyectivo
con ı́ndice de nilpotencia n. Entonces rep.dimΛ ≤ n + 1.

Demostración: Sea M = Λ/r+Λ/r2+ · · ·+Λ/rn. ComoΛ/rn = Λ sabemos que todoΛ-módulo

proyectivo inescindible es sumando de M, la hipótesis de que Λ es autoinyectiva implica que todo
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Λ-módulo inyectivo inescindible es también proyectivo, por consiguiente todoΛ-módulo inyectivo

inescindible es también sumando de M.

Por 4.43 sabemos que EndΛ(M)op está en A(Λ), pero hemos probado en el resultado 4.26 que

gl.dimEndΛ(M)op ≤ n+1, esto combinado con el hecho que EndΛ(M)op esta en A(Λ) muestra que

rep.dimΛ ≤ n + 1.

�

Como una primera aplicación de este resultado tenemos:

Corolario 4.47. Sea G un grupo finito y k un campo, entonces el anillo de grupos k[G] tiene la
propiedad que rep.dimk[G] ≤ n + 1, donde n es el ı́ndice de nilpotencia d k[G].

Demostración: Como k[G] es autoinyectivo, este resultado se sigue de la proposición anterior.

�

Nuestra siguiente aplicación es basada en el hecho que toda álgebra de artin es homeomorfa a

la imagen de un álgebra de artin autoinyectiva, un resultado que ahora demostraremos.

Sea Λ un álgebra de artin con centro R y sea I un envolvente R-inyectivo de R/I, donde r es el

radical de R. Como ya hemos observado el funtor

(∗, I) : mod(R) −→ mod(R)

es una dualidad. Sea E = HomR(Λ, I) el cual consideramos un Λ-módulo bilateral dado por

(λ f )(x) = f (λx) para todo f en E, λ en Λ y x en Λ. Debe ser observado que desde que Λ es

un Λop-módulo proyectivo, E = HomR(Λ, I) es un Λ-módulo inyectivo. También no es difı́cl de

ver que todo Λ-módulo inyectivo izquierdo inescindible es un sumando de E. Por simetrı́a el Λop-

módulo E tiene propiedades similares.

Sea Γ = Λ + E una extensión trivial derecha de Λ por E, obviamente Γ es un álgebra de

artin. Ahora mostramos que Γ es autoinyectiva probando que los Γ-módulos Γ y HomR(Γ, I) son

isomorfos. Como HomR(Γ, I) es obviamente Γ-inyectivo esto implica que Γ es Γ-inyectivo.

Considere la función t : Γ → HomR(Γ, I) dado por t(λ, f )(λ′, f ′) = f (λ′) + f ′(λ) para (λ, f ),

(λ′, f ′) en Γ = Λ + HomR(Λ, I). No es difı́cil verificar que t es un morfismo de Γ-módulos. Ahora

bien t(λ, f ) = 0 si y sólo si f (λ′) = f ′(λ) = 0, para todo λ′ en Λ y todo f ′ en HomR(Λ, I). Por lo

tanto si t(λ, f ) = 0 deberı́amos de tener que

t(λ, f )(0, f ′) = f ′(λ) = 0

Para todo f ′ en HomR(Λ, I). Pero esto implica que λ = 0, dado que (∗, I) : mod(R) → mod(R) es

una dualidad. Entonces si t(λ, f ) = 0, tenemos que λ = 0. Por otra parte, si t(0, f ) = 0, se sigue

que t(0, f )(λ, 0) = f (λ) = 0 para todo λ en Λ. De ésta manera si t(0, f ) = 0 obtenemos que f = 0.

Ası́ t(λ, f ) = 0 si y sólo si λ = 0 = f , por lo tanto t : Γ → HomR(Γ, I) es un monomorfismo de

Γ-módulos y por consiguiente de R-módulos. Pero visto como R-módulo Γ y HomR(Γ, I) tienen la

mism longitud, por lo tanto t es suprayectiva y luego es un isomorfimo de Γ-módulos. Esto termina

el argumento que Γ es autoinyectiva.

Por lo tanto hemos establecido.
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Lema 4.48. Sea Λ un álgebra de artin. Entonces existe un álgebra de artin autoinyectiva Γ tal que
Λ 
 Γ/a, donde a es un ideal bilateral tal que a2 = 0.

Combinando esto con nuestros resultados previos tenemos:

Proposición 4.49. SeaΛ un álgebra de artin. Entonces existe un álgebra de artin Γ con rep.dimΓ <
∞ tal que Λ = Γ/a donde a2 = 0.

Estos resultados sugieren las siguientes preguntas concernientes a un álgebra de artin Λ

a) ¿Es rep.dimΛ ≥ rep.dimΛ/a, para todo ideal bilateral a en Λ?.

b) ¿Es rep.dimΛ ≥ rep.dimΛ/a, si a2 = 0?.

c) ¿El que rep.dimΛ sea finito implica que rep.dimΛ/a sea finito, para todo ideal bilateral a?.

d) ¿El que rep.dimΛ sea finito implica que rep.dimΛ/a sea finito, para todo ideal bilateral a tal

que a2 = 0?.

Obviamente, una respuesta afirmativa a cualesquiera de estas preguntas implicará que rep.dimΛ
es finita para toda álgebra de artin Λ. Éstas fueron algunas de las preguntas hechas por Auslander,

con la inteción de conocer si una álgebra de artin es de tipo de representación finita. Fue hasta el

año 2003 que O. Iyamma nos da una respuesta afirmativa de tal hecho.

Teorema 4.50 (O. Iyama [Iya03]). La dimensión de representación de cualquier álgebra de artin
es de tipo finita.

A continuación algunos ejemplos de álgebras de artin Λ tales que rep.dimΛ ≤ 3.

Proposición 4.51. SeaΛ un álgebra de artin con radical r e ı́ndice de nilpotencia n. Si rep.dimΛ/rn−1 ≤
2, entonces rep.dimΛ ≤ 3. En particular, si Λ es un álgebra de artin arbitraria con r2 = 0, enton-
ces rep.dimΛ ≤ 3.

Demostración: Asumamos que Λ/rn−1 es de tipo de representación finita. Sea N1, . . . ,Nt un

conjunto completo deΛ/rn−1-módulos inescindibles no isomorfos y sea N =
∑t

i=1 Ni. Sea P1, . . . , PS

un conjunto completo de Λ-módulos proyectivos inescindibles no isomorfos y I1, . . . , Is un con-

junto completo de Λ-módulos inyectivos inescindibles no isomorfos.

Es algo sencillo de demostrar que todo submódulo propio de un Pi y todo módulo cociente de

Ii es anulado por rn−1 y entonces es un Λ/rn−1-módulo. Sea V = N +
∑s

i=1 Pi +
∑s

i=1 Ii y Add(V) la

categorı́a aditiva generada por V .

Primero debe ser notado que Add(V) contiene todo Λ/rn−1-módulo. A continuación establece-

mos nuestro resultado deseado mostrando que gl.dimEndΛ(V)op ≤ 3. Para ello veremos primero

que dado un Λ-módulo inescindible M existe una sucesión exacta

0 −→ V3 −→ V2 −→ M −→ 0

con los Vi en Add(V) tal que

0 −→ (X,V3) −→ (X,V2) −→ (X,M) −→ 0
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es exacta para todo X en Add(V).

Si M está en Add(V) entonces habremos terminado. Simplemente definimos V2 = M y V3 = 0

y el morfismo V2 → M la identidad.

Supongamos que M no está en Add(V). Entonces rn−1M � 0. Sea M′ el submódulo de M

consistiendo de todos los m en M tal que rn−1m = 0. Sea P
g �� M/M′ �� 0 un cubriente

proyectivo minimal de M/M′ como Λ-módulo. Como P es proyectivo entonces existe un morfismo

h : P→ M tal que la composición P h �� M �� M/M′ es g : P→ M/M′.

En seguida definimos f : P + M′ → M por f (p,m′) = h(p) + m′, par todo p en P y todo m′
en M′: Claramente f es un epimorfismo. Más aún, supóngase que X es un módulo inescindible

en Add(V). Afirmamos que (X, P + M′) → (X,M) → 0, es exacta, para probar esto notemos que

tenemos tres casos: X es un Λ/rn−1 -módulo, si X en Add(V) no es un Λ/rn−1-módulo, se sigue

que X es un Λ-módulo proyectivo ó X es un Λ-módulo inyectivo.

Notemos que si X es unΛ/rn−1-módulo, entonces (X,M′) = (X,M) y queda demostrada nuestra

afirmación.

Supóngase que X en Add(V) no es un Λ/rn−1-módulo, si X es proyectivo no hay nada que

probar.

Finalmente que X es inyectivo, si α : X → M es un morfismo, entonces α no es un monomor-

fismo puesto que si lo fuera entonces el monomorfismo 0 �� X
g �� M se escindirı́a, por ser

X inyectivo y como M es inescindible obtenemos que X 
 M y por consiguiente X están en Add(N)

lo cual es una contradicción. Por lo tanto, cada morfismo α : X → M no es un monomorfismo.

Como X es un Λ-módulo inyectivo inescindible, sabemos que X es una extensión esencial de su

soclo S el cual es semisimple. Con lo cual obtenemos que S está contenido en Kerα para todo

morfismo α : X → M. Entonces el morfismo X → X/S induce un isomorfismo

(X/S ,M) −→ (X,M)

Pero rn−1X � 0 puesto que X no es un Λ/rn−1-módulo, entonces S ⊂ rn−1X. Como r(rn−1X) = 0,

tenemos que rn−1X ⊂ soclo(X) = S y ası́ tenemos que S = rn−1X. Por lo tanto X/S es un Λ/rn−1-

módulo lo cual muestra que (X,M) = (X/S ,M) = (X/S ,M′). De esto se sigue trivialmente que

(X, P + M′) −→ (X,M) −→ 0

es exacta para todo X en Add(V) inyectivo inescindible.

Por lo tanto hemos probado que (X, P+M′) −→ (X,M) −→ 0 es exacta para todo X en Add(V)

inescindible y entonces para todo X en Add(V).

Por otra parte notemos que ker(P + M′ → M) está en Add(V) por que es un Λ/rn−1-módulo.

Tenemos (p,m′) en ker f si y sólo si h(p) = −m′, donde h : P → M tienen la propiedad que

la composición P h �� M �� M/M′ es un cubriente proyectivo minimal de M/M′. Sea K =
h−1(M′), entonces el morfismo φ : K → P+M′ definido por φ(p) = (p,−h(p)) nos da una sucesión

exacta

0 �� K
φ �� P + M′

f �� M �� 0
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Como la composición P h �� M �� M/M′ es un cubriente proyectivo minimal, tenemos

que ker(P → M/M′) esta contenido en rP y es entonces un Λ/rn−1-módulo. Como K y M′ son

Λ/rn−1-módulos, se sigue que K y P+M′ estan en Add(V), lo cual muestra que la sucesión exacta

0 −→ K −→ P + M′ −→ M −→ 0

tiene nuestras propiedades deseadas, que K y P + M están en Add(V) y son tales que la sucesión

0→ (X,K)→ (X, P + M′)→ (X,M)→ 0 es exacta.

Por lo tanto hemos mostrado que si M es inescindible entonces existe una sucesión exacta

0 −→ V3 −→ V2 −→ M −→ 0

con Vi en Add(V) tal que

0 −→ (X,V3) −→ (X,V2) −→ (X,M) −→ 0

es exacta para todo X en Add(V).

De este resultado se sigue trivialmente que dado cualquier Λ-módulo M finitamente generado

podemos encontrar una sucesión exacta

0 −→ V3 −→ V2 −→ M −→ 0

con los Vi en Add(V) tal que 0 → (X,V3) → (X,V2) → (X,M) → 0 es exacta para todo X en

Add(V).

Ahora usamos esto para mostrar que gl.dim ˆAdd(M) ≤ 3. Para ello supóngase que F esta en
̂Add(V), entonces existe un morfismo V1 → V0 en Add(V) tal que la siguiente sucesión es exacta

(∗,V1) −→ (∗,V0) −→ F −→ 0.

Sea M = ker(V1 → V0), por nuestro resultado arriba mencionado sabemos que podemos

encontrar una sucesión exacta→ V3 → V2 → M −→ 0 con los Vi en Add(V) tal que la sucesión

0→ (X,V3)→ (X,V2)→ (X,M)→ 0 es exacta para todo X en Add(V). Por consiguiente podemos

formar la siguiente sucesión exacta en ̂Add(V):

0 −→ (X,V3) −→ (X,V2) −→ (X,V1) −→ (X,V0) −→ F −→ 0.

Por lo tanto pdF ≤ 3, lo cual muestra que gl.dim ̂Add(V) ≤ 3. Por 4.13 sabemos que las cate-

gorı́as ̂Add(V) y mod (EndΛ(V)op) son equivalentes y por consiguiente gl.dimEndΛ(V)op ≤ 3. Esto

termina la demostración que si rep.dimΛ/rn−1 ≤ 2, entonces rep.dimΛ ≤ 3.

Supóngase ahora queΛ es un álgebra de artin con radical cuadrado cero, entonces comoΛ/r es

semisimple por el teorema 4.31 tenemos que rep.dimΛ/r ≤ 2. Por lo tanto en este caso obtenemos

que rep.dimΛ ≤ 3.

�

Proposición 4.52. Sea Λ un álgebra de artin con gl.dimΛ ≤ 1. Entonces rep.dimΛ ≤ 3.
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Demostración: Procederemos de manera análoga a la proposición anterior. Sean P1, . . . , Ps un

conjunto completo de Λ-módulos proyectivos inescindibles no isomorfos y I1, . . . , Is un conjun-

to completo de Λ-módulos inyectivos inescindibles no isomorfos. Sea V =
∑n

i=1 Pi +
∑n

i=1 Ii y

consideremos Add(V).

Supóngase que M es unΛ-módulo finitamente generado y M′ un submódulo inyectivo máximal

de M, entonces la suceción exacta 0 → M′ → M → M/M′ → 0 tiene la propiedad que M =

M′ +M/M′ y M/M′ no tiene submódulos inyectivos. Como gl.dim ≤ 1, sabemos que la imagen de

todo Λ-módulo inyectivo es inyectivo, por consiguiente sı́ I es un módulo inyectivo y f : I → M
es un morfismo, entonces Im f ⊂ M′.

Supóngase que gl.dimΛ ≤ 1, para M/M′ tenemos que existe una sucesión exacta 0 → P1 →
P0 → M/M′ → 0 con los Pi Λ-módulos proyectivos finitamente generados. Entonces tenemos la

sucesión exacta 0 → P1 → P0 + M′ → M/M′ + M′ → 0. Claramente P1 y P0 + M′ están en

Add(V).

Ahora mostraremos que 0 → (X, P1) → (X, P0 + M′) → (X,M/M′ + M′) → 0 es exacta pra

todo X en Add(V), para ello es suficiente hacerlo para X inescindible.

Sea X en Add(V) inescindible, entonces tenemos dos casos: X es proyectivo ó X es inyectivo.

Si X es proyectivo no hay nada que hacer.

Supóngase que X es inyectivo, dado que M/M′ no tiene submódulos inyectivos, entonces

(X,M/M′+M′) = (X,M′) y por consiguiente 0→ (X, P1)→ (X, P1+M′)→ (X,M/M′+M′)→ 0

es exacta.

De manera similar a nuestra prueba anterior esto muestra que gl.dim ̂Add(V) ≤ 3 lo cual muestra

que gl.dimEndΛ(V)op ≤ 3. Esto termina la prueba que rep.dimΛ ≤ 3 si gl.dimΛ ≤ 1.

�

Como hemos visto con estos resultados dichas álgebras de artin tienen la propiedad que dim.repΛ ≤
3. Ası́ si dim.repΛ ≤ 3 para toda álgebra de artin, entonces por los resultados vistos es este trabajo,

tendrı́amos una clasificación de las álgebras de artin por la dimensión de representación, en tres

tipos:

a) Λ es un álgebra semisimple.

b) Λ es de tipo de representación finta.

c) Λ no es de tipo de representación finta.

Bajo la hipótesis que rep.dimΛ ≤ 3 para toda álgebra de artin, fue que Igusa-Todorov re-

lacionó la dimensión de representación con la conjetura de dimensión finitistica; la cual establece

que dada un álgebra de artinΛ, la dimensión proyectiva de todoΛ-módulo M se encuentra acotada.

Teorema 4.53 (Igusa-Todorov [IT05]). Sea Λ un álgebra. Si rep.dimΛ ≤ 3 entonces Λ satisface
la conjetura de dimensión finitı́stica.

Hasta el año 2001, para todas las álgebras de artin Λ a las que se les calculó la dimensión

de la representación, resultó que rep.dim ≤ 3. Por lo tanto, hubo una fuerte sensación de que
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todas las álgebras de artin podrı́an tener esta propiedad. Si esto hubiera sido cierto, la conjetura de

dimensión finitı́stica y por lo tanto muchas otras conjeturas homológica hubieran sido probadas.

Fue sin embargo R. Rouquier quien da a conocer el primer ejemplo de un álgebra de dimensión de

representación 4.

Teorema 4.54 (R. Rouquier [Rou06]). Sea V un k-espacio vectorial de dimensión n, donde k es
un campo, y Λ(V), el álgebra exterior correspondiente. Entonces, rep.dimΛ(V) = 1 + n.

De ésta manera, podemos observar que la dimensión de representación se encuentra relaciona-

da con la clasificación de tipo de representación de álgebras, y surgen preguntas acerca del alcance

de dicho concepto, por ejemplo, del Teorema de Rouquier, es conocido que las álgebras exteriores

de dimensión 3, son salvajes.

Ası́ mismo dado que bajo equivalencia estable, por el Teorema de Dougas 1.14, la dimensión de

representación se preserva, entonces tenemos conocidas algunas de sus propiedades homológicas.

Es por ello que resulta interesante en la teorı́a de representaciones, el estudio de la dimensión

de representación de un álgebra, como hemos visto, nos brinda la oportunidad de conocer si un

álgebra de artin es de tipo de representación finita, pero queda aún desconocido que es lo que

exactamente mide la dimensión de representación o los alcances de dicho concepto.
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México, 1990.

[Naz73] L. A. Nazarova. Representations of quivers of infinite type. Izv. Akad. Nauk SSSR,

37:75–91, 1973.

[Rei75] I. Reiten. Stable equivalence for some categories with radical square zero. American
Mathematical Society, 212:333–345, 1975.

[Rie80] Ch. Riedtmann. Algebren, darstellungsk Überlagerungen und zurück. Comment.
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