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INTRODUCCION

En 1971 M. Auslander en su trabajo Representation dimension of artin algebras, [Aus71],
definié la nocién de dimensién de representacion de un dlgebra de artin A como una manera de
medir homolégicamente qué tan lejos esta un dlgebra de tipo de representacion infinita de ser de
tipo de representacion finita (ver [Xi0O0]). Recientemente, en 2003, O. Iyama ha mostrado que la
dimension de representacion de cualquier algebra de artin es finita, [Iya03]. Sin embargo, hasta la
fecha se conoce poco acerca de los valores precisos de dimension de representacién en general.
Dentro de los ejemplos que son conocidos se encuentra el trabajo producido por R. Rouquier
en [Rou06] donde muestra que el dlgebra exterior de un espacio vectorial de dimensioén n tiene
dimension de representacion n + 1, es asi que se da a conocer el primer ejemplo de un dlgebra de
dimension de representacion 4, de ese modo refutando lo antiguamente creido que la dimensién de
representacion de un dlgebra no podria exceder 3.

La importancia del trabajo de M. Auslander se encuentra en el hecho de que los métodos des-
critos han sido efectivamente aplicados no solamente para la teoria de representaciones de dlgebras
de artin [ARS95], por ejemplo, se han utilizado también en la teoria de dlgebras quasi-hereditarias
[CPS88].

Otros estudios de la dimensién de representacion se han enfocado en encontrar relaciones entre
las dimensiones de representacion de dlgebras que estén relacionadas de alguna manera. Por ejem-
plo Auslander y Reiten en [AR78] dieron la definicidén de equivalencia estable y en [Xi02] C. Xi
prueba que bajo equivalencia estable de tipo de Morita se preserva la dimension de representacion;
posteriormente A. S. Dugas en [Dug07] muestra que cualesquiera dos dlgebras de artin estable-
mente equivalentes tienen igual dimensién de representacion, reconociendo asi la dimensién de
representaciéon como una de las propiedades homoldgicas que son preservadas bajo equivalencia
estable.

Dada la importancia de las nociones, técnicas y métodos descritos por M. Auslander, el presente
trabajo se encuentra basado en los temas de tal articulo y hemos tratado de desarrollar con detalle
las demostraciones para hacer mas facil su lectura.

En el primer capitulo damos un desarrollo histdrico de la teoria de representaciones, asi mismo
motivamos el estudio del presente trabajo.

En el segundo capitulo daremos los conceptos preliminares necesarios para el tratamiento de
los temas posteriores y aunque existe mucha literatura sobre tales conceptos, Auslander los utiliza
de una manera un tanto diferente, es por esa razon que este capitulo es de importancia para el resto
del trabajo.
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En el tercer capitulo damos paso a la teoria cldsica de representaciones de un anillo A, la cual
concierne primero a ver como los A-mdédulos se escinden en sumas directas de otros mddulos y
describir los médulos inescindibles. Cabe hacer mencion que analizamos tales temas bajo la vision
de Auslander y en el trabajo no consideramos métodos alternativos como los carcajes. En este
capitulo encontramos uno de nuestros principales teoremas (Teorema 3.18), en el cual se demuestra
una equivalencia de representacion entre las categorias Inj,(Mod(A)) e Inj(Gr(A/a,b)). Con el
fin de aclarar el significado de ésta equivalencia mostramos que de ella se deduce la construccién
hecha por I. Reiten en [Rei75], en la que demuestra que algebras de radical cuadrado cero son
establemente equivalentes a dlgebras hereditarias.

En el cuarto capitulo el principal objetivo es introducir la nocién de la dimensién de represen-
tacion de un dlgebra de artin. Se espera que la dimension de representacion de un dlgebra de artin
nos de una manera razonable de medir hasta que punto un 4lgebra de artin arbitraria se aleja de ser
de tipo de representacion finita. Después de algunos preliminares sobre categorias y médulos sobre
anillos de endomorfismos, una descripcién de las dlgebras de artin A de tipo de representacion
finita es dada en la seccién 3,4. Este resultado sirve como principal motivacion para la definicion
de la dimension de representacion de un dlgebra de artin dada en la seccién 3,5. También mostra-
mos como construir dlgebras de Auslander a partir de dlgebras de artin de tipo de representacién
finita. Estas construcciones nos dan el teorema principal del articulo, el cual prueba que existe una
biyeccién entre las clases de equivalencia de Morita de dlgebras de artin de tipo de representacién
finita y clases de equivalencia de Morita de dlgebras de Auslander.

Finalmente el quinto capitulo, dado que la definicién de la dimensién de representacion de
un dlgebra de artin A estd proporcionada en términos de dlgebras de artin I' con dom.diml” > 2y
Endr(1p(I'))°P es Morita equivalente a A donde Io(I') es una envolvente inyectiva de I', es de interés
el conocer como construir tales dlgebras de artin I, éste estudio lo llevamos a cabo en la seccién 1.
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Capitulo 1

Nociones basicas en la teoria de
representaciones.

La teoria de representaciones estudia la realizacion concreta de estructuras abstractas [CR06],
por ejemplo, dado un grupo finito G, una representacion de G es un homomorfismo ¢ : G —
Gl(n, k), donde Gl(n, k) es el grupo lineal de las matrices invertibles de tamaifio n X .

Si denotamos por kG el dlgebra de grupo, es decir, kG es el k-espacio vectorial con base G
y multiplicacién el producto en el grupo extendido linealmente, las representaciones del grupo G
forman una categoria, la cual es isomorfa a la categoria mod(kG) de los kG—mddulos de dimensién
finita. En otras palabras, dar una representacion de kG es equivalente a dar un kG-modulo.

Observacion 1.1. La categoria mod(kG) es Krull-Schmidt, es decir, todo médulo finitamente ge-
nerado tiene una tnica descomposicién en suma directa de modulos inescindibles.

Observacion 1.2. El anillo kG es un ejemplo de una k-algebra de dimension finita.
Observacion 1.3. Para toda k-algebra de dimension finita A, la categoria de A-médulos finitamente

generados mod(A) es Krull-Schmidt [AF92].

Asfi el objetivo principal de la teoria de representaciones seria:

Encontrar todos los A— modulos inescindibles y los morfismos entre ellos. Esas representaciones
(por lo menos teoricamente) resultan mds fdciles de ser estudiadas en el caso en que A\ es un
dlgebra de tipo de representacion finita, esto es, un dlgebra que salvo isomorfismo tiene sélo un
nimero finito de modulos inescindibles.

El caso més sencillo es el de una k-algebra semisimple. Las dlgebras semisimples de dimensién
finita fueron caracterizadas por Wedderburn en 1908.

Teorema 1.4 ([AF92], [CL70]). Una k-dlgebra de dimension finita es semisimple si y solo si es

isomorfa a un producto finito anillos de matrices con coeficientes en k-dlgebras con division.

En el caso semisimple los tnicos médulos inescindibles son los médulos simples y estos co-
rresponden a las columnas de los anillos de matrices, m4s atn, se tiene el siguiente teorema:
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Teorema 1.5. Sea A una k-dlgebra de dimension finita. Las siguientes condiciones son equivalen-
tes:

i) El dlgebra A es semisimple.
ii) Todo médulo es proyectivo.
iti) Todo modulo es inyectivo.
iv) Toda sucesion exacta se escinde.
v) Todo médulo es suma directa de modulos simples.
Ejemplo 1.6 (El dlgebra de grupo £G). Se tienen dos casos:
1) La caracteristica del campo no divide al orden del grupo:

En ese caso se tiene:

Teorema (W. Maschke 1858-1908) El algebra de grupo kG es semisimple si y sélo si la carac-
teristica del campo no divide al orden del grupo.

2) El campo k tiene caracteristica un primo p que divide al orden de G.

En este caso podemos tener un ndmero finito de inescindibles no isomorfos, por ejemplo si
k es un campo de caracteristica p y G es un grupo ciclico de orden p o un nimero infinito si
G=7Z,XZp.

Segundo problema de teoria de representaciones:

Caracterizar las dlgebras de dimension finita con solo un niimero finito de modulos inescindibles
de dimension finita.

Asi surgieron las primeras ideas para clasificar las dlgebras (del punto de vista de sus represen-
taciones) por asi decir, por el tamafio de sus categorias de médulos, dicho de otra manera, por la
posibilidad de describir todos sus médulos inescindibles.

Teorema 1.7 (Higman 1954 Hi). Sea k un campo de caracteristica p y G un grupo cuyo orden es
divisible por p. Entonces kG tiene sélo un niimero finito de inescindibles si solo si el p—grupo de
Sylow de G es ciclico.

(Qué pasa si el p-grupo de Sylow no es ciclico?
Ejemplo 1.8. G = Z, X Z, y k un campo de caracteristica 2.

En 1963 S. A. Krugljak [Kru63] demostré que las representaciones inescindibles de k(Z, X Z;)
se corresponden, salvo mddulos proyectivos, con las formas canénicas de los pares de matrices de

Kronecker, [Kro80] (1870) las cuales a su vez estan relacionados con los bloques de Jordan (1870),
por lo que se puede dar una lista de todos los k(Z; X Z;)- médulos inescindibles.

Sin embargo la situacion es muy diferente para primos distintos de dos, por ejemplo, no se
conocen las representaciones del grupo Z, X Z,, sobre un campo de caracteristica p con p > 3.



Heller y Reiner [HR61] demostraron en 1961 que este es un problema de los que hoy llamamos
salvajes, es decir la clasificacion de los modulos inescindible sobre k(Z, X Z,,) para un primo p > 3
implicaria la clasificacidn de todas las representaciones inescindibles de las p matrices.

El problema de clasificar los inescindibles de las 3 matrices implicaria a su vez, la clasificacion
de los mddulos inescindibles para toda dlgebra de dimension finita, segin demostré P. Gabriel
(1975) [Gab72], [Gab73].

Encontramos entonces tres tipos de representacion:

a) Algebras de tipo de representacién finita, un nimero finito de inescindibles.

b) Algebras de tipo de representacion mansa, para cada dimension los inescindibles se para-
metrizan por un nimero finito de curvas.

c) Algebras de tipo de representacion salvaje, la categoria de médulos inescindibles contiene
los médulos inescindibles de cualquier otra dlgebra, por lo tanto se considera imposible
clasificar sus mddulos inescindibles.

Ejemplo 1.9. El anillo de matrices triangulares:
k 0
V k
con k un campo y V un k-espacio vectorial de dimension finita es de tipo de representacion finita

sidimV = 1, es manso si dimV = 2y salvaje si dimV > 3.

Problemas:

a) Clasificar todas las dlgebras de tipo de representacion finita.
b) Estudiar las dlgebras mansas, clasificarlas, encontrar sus representaciones inescindibles.

¢) Entender lo que significa ser salvaje.

Histoéricamente las primeras tentativas de investigacion se dirigian a clasificar las dlgebras
segin el nimero y/o el tamafio de sus inescindibles. Las de dlgebra de tipo infinito se clasificarian
en dlgebras de tipo limitado y no limitado. Las primeras, serian aquellas en las que las dimensiones
de los inescindibles estdn acotadas. A su vez, las de tipo no limitado se clasificarian en los tipos
débilmente no limitado y fuertemente no limitado, siendo estas tltimas aquellas en las que hay una
infinidad de dimensiones, cada una con una infinidad de inescindibles no isomorfos dos a dos.

Esta expectativa comenz6 a reducirse por los afios 40 cuando fueron divulgadas dos conjeturas
de Brauer y Thrall.

La primera, B — T, I, afirmaba que si un dlgebra es de tipo limitado, es de tipo finito. Fue
demostrada por Roiter en 1965.

La segunda, B — T, 11, afirmaba que toda dlgebra de tipo infinito es de tipo fuertemente no
limitado.'

'La primera demostracién conceptual de esta conjetura fue dada por Bautista [Bau85] utilizando resultados de Bau-
tista, Gabriel, Roiter, Salmeron [BGRS84] y de [Bon84].
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Para las dlgebras de grupo kG es es sencillo probar las siguientes [MV90]:

a) Si kG es de tipo de representacién infinita, entonces existen médulos inescindibles de di-
mension arbitariamente grande.

b) SikG esde tipo de representacion infinita, entonces existe una sucesion de enteros positivos:n; <

ny < ..ng < ..., tal que para cada n; existe un nimero infinito de médulos inescindibles de
dimension n;.

Estas afirmacaciones son casos particulares de la primera y segunda conjetura de Brauer-Thrall,
respectivamente.

1.1. Nilpotencia y equivalencia.

Desde los primeros dias de la teoria de algebras se observo que lo que era determinante para
tener complicaciones y situaciones complejas era la presencia de la nilpotencia, es decir de objetos
no nulos que admiten potencias nulas. Esto ya se evidencia con la no existencia de elementos
nilpotentes. Por ejemplo, un campo o un dlgebra con divisién no tienen elementos nilpotentes
(salvo el 0).

La existencia de elementos nilpotentes no es tan importante, sino la existencia autorepresen-
taciones, es decir subrepresentaciones de 5 A, que sean nilpotentes. En ese sentido, basta observar
que las dlgebras de matrices, tienen todas sus representaciones completamente reducibles, no tie-
nen ideales (no nulos) nilpotentes, pero si contienen elementos nilpotentes. Por ejemplo:

01y (00
0 0 L0 o)
Asi cobré importancia el ideal r, llamado el radical de A que contiene todos los ideales nilpo-
tentes. Resulta que €l mismo es nilpotente y que es estable por multiplicaciones a la derecha. Por lo

tanto, es el mdximo ideal nilpotente del dlgebra A y ademds es un ideal bilateral. Y puede probarse
que el dlgebra es semisimple si y s6lo si su ideal r es 0.

Una propiedad caracterstica de los ideales bilaterales, como r, es que el espacio vectorial co-
ciente, en el caso A/r = {x + r/x € A}, tiene una estructura natural de dlgebra (definiendo el
producto de clases (x + r)(y + r) igual a la clase del producto xy + r).

Corroborando la importancia del radical para el buen comportamiento del algebra en cuanto a
sus representaciones, podemos anotar que el dlgebra cociente, A/r, es siempre un algebra semi-
simple.

Otro de los progresos que son importantes para nosotros son los teoremas de Morita. Sin entrar
en detalles, expliquemos lo que mds interesa a partir de la siguiente definicién.

Definicion 1.10. El dlgebra A se llama basica si en su descomposicion en suma directa de proyec-
tivos inescindibles no hay repeticiones”, es decir, todos ellos son no isomorfos dos a dos.



1.2. DE ALGEBRAS A GRAFICAS Y MATRICES.

Si A y I son dlgebras tales que las categorias mod(A) y mod(I') son equivalentes, entonces se
dice que A y I' son Morita-equivalentes.

Los teoremas de Morita garantizan que toda dlgebra es Morita-equivalente a un dlgebra bésica,
que es unica salvo isomorfismo.

Puesto que, si dos dlgebras son Morita-equivalentes, sus categorias de modulos son categorias
equivalentes, se suele estudiar la teoria de representaciones suponiendo que el dlgebra es bdsica.

1.2. De dlgebras a graficas y matrices.

Aunque nuestro proposito en este trabajo no es adentrarnos en carcajes, damos estd seccion,
mostrando la importancia, métodos y técnicas desarrollados con ellos.

Gabriel (1972)[Gab72][Gab73], demostrd que las dlgebras hereditarias de dimension finita so-
bre un campo algebraicamente cerrado y tipo de representacion finita son las dlgebras que corres-
ponden a un diagrama de Dynkin.

De manera més precisa:

Definicion 1.11. Un carcaj Q es una grafica orientada finita, que consiste de vértices Qg y flechas
0 ejemplo:

/ L
O 2 O

Llamamos un camino y a una composicién de flechas y = aja;3...ak...a, . Denotamos por kQ
el dlgebra con base los caminos del carcaj y producto y; * y» composiciéon de caminos si el final
de vy, coincide con el inicio de vy y cero de lo contrario. Una relacién p en Q es una combinacion

n

lineal de caminos, p = Y, ¢;y;.
i=1

Sea Q un carcaj y {p j} 1< jcm U0 conjunto finito de relaciones. Una representacion del carcaj
Qesunpar V = ({Vilieg, » {_ V;}QEQI), donde V; es un espacio vectorial de dimension finita 'y V,, :

Vi — V; es una transformacion lineal y « es una flecha con inicio i y final j. La representacion V

n n
satisface la relacion p = )} ¢;y;. Si V(p) = X ¢;V(y;) = 0, donde V(y) = Vo, Vy,... Vo, ... Vo,
i=1 i=1

Rep (Q, {p j}1<j<m) es la categoria de representaciones del carcaj Q que satisfacen las relaciones

{'Oj}lﬁjSm ’
Teorema 1.12 (Gabriel). Dada una k—dlgebra de dimension finita A sobre un campo algebraica-
mente cerrado k, existe un carcaj finito Q y un conjunto finito de relaciones {p j}1<j<m’ tal que si 1

es el ideal de kQ generado por las relaciones {p j} , entonces las categorias de médulos fini-

1<j<m
tamente generados mod(N) y mod(kQ/I) son equivalentes y mod(kQ/I) es isomorfa a la categoria

de representaciones Rep (Q, {p j} del carcaj Q que satisfacen las relaciones {p j}

1<j<m 1<j<m’
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Teorema 1.13 (Gabriel-Yoshii [Gab72][Yos56]). Sea Q un carcaj conexo finito sin ciclos orienta-
dos, Rep(Q) tiene sélo un niimero finito de representaciones inescindibles si y solo si Q es uno de

los diagramas de Dynkin:

Ay
B,:
N
/
D6.‘
|
D7:
|
Dyg:

Toda é4lgebra basica de dimensidn finita A sobre un campo algebraicamente cerrado es isomorfa
a una algebra de carcaj kQ con Q sin ciclos orientados. El teorema de Gabriel-Yoshii clasifica las
algebras hereditarias de tipo de representacion finito sobre campos algebraicamente cerrados.

Por su parte P. Donovan y M. R. Freislich [DF73] e independientemente, Nazarova, [Naz73]
clasificaron en 1973 las dlgebras mansas hereditarias de dimension finita sobre un campo alge-
braicamente cerrado y todos los médulos inescindibles, las dlgebras correspondian a los diagramas

Euclideanos siguientes:



1.3. ALGEBRAS DE TIPO FINITO Y LA DIMENSION DE REPRESENTACION.

En la demostracion utilizaron los funtores de Coxeter y una forma cuadrética, que resulta ser
positiva no definida (Ver [DR76] para el caso de especies y una demostracién mas conceptual y
completa).

Por su parte la escuela de Kiev de Roiter y Nazarova utiliz6 métodos matriciales para encon-
tar los médulos inescindibles de algebras de dimension finita, asi como de otros objetos como:
parcialmente ordenados, policarcajes etc.

1.3. Algebras de tipo finito y la dimensién de representacion.

Aparte de la teorfa de representaciones, y con un alcance mds general, fueron desenvolviéndo-
se, por la década de los 50, dos grandes ramas del dlgebra: el dlgebra homoldgica y la teoria de
categorias. Fue hasta principios de los 70 que M. Auslander en sus trabajos de teoria de represen-
taciones de dlgebras de artin, dio un gran auge e importancia a éstas dos ramas de la matematica.
Por supuesto, existen otras personas muy importantes que ayudaron al auge de estas ramas (por
ejemplo, P. Gabriel), pero es de resaltar los puntos de vista homoldgicos con los que trabajaba
Auslander.

Para continuar con el desarrollo de este capitulo hagamos enfésis en los conceptos y trabajos
desarrollados por Auslander. Los cuales como veremos proporcionan herramientas para resolver el
problema si un algebra de artin es de tipo de representacién finita.

El desarrollo de métodos y aplicaciones funtoriales de la categoria de funtores a la teoria de
modulos fue uno de los trabajos esenciales de Auslander. Dichos trabajos de Auslander comenza-
ron con [Aus98] en 1966, precediendo su interés en la teoria de representaciones de dlgebras de
artin. Como veremos en el capitulo 4, en este tema se investiga la categoria de funtores coherentes
C c (C°P, Ab), asociados con una categoria abeliana C. En particular, se sabe que esta categoria de
funtores tiene dimension global a lo més 2, que la categoria abeliana original C puede ser construi-
da como un cociente de la categoria de funtores médulo una subcategoria densa. Cuando C tiene
suficientes proyectivos, dicha subcategoria densa es precisamente C.



1.- NOCIONES BASICAS EN LA TEORIA DE REPRESENTACIONES.

En conexién con los trabajos de funtores coherentes se encuentran las categorias establemente
equivalentes. En particular, en en [AR73] se muestra que si la categoria abeliana C = mod(A), para
un 4lgebra de artin A y Co(A) denota la subcategoria plena de funtores coherentes C que se anulan
sobre objetos proyectivos. Si # denota la subcategora plena de Co(A), e T la subcategoria plena
de objetos inyectivos en Cy(A), entonces existen equivalencias de categorias « : mod(A) — Py

B : mod(A) — I.De ésta manera, se muestra que Co(A) determina la categoria estable mod(A), e

inversamente Co(A) es determinada por mod(A\).

Uno de los princiaples resultados de la equivalencia estable, es la caracterizacion de dlgebras
que son establemente equivalentes a dlgebras hereditarias, un ejemplo de ello es visto en 3.5 del
presente trabajo.

Combinado resultados de Gabriel [Gab72] y Yoshii [ Yos56] con resultados de Mitchell [Mit68],
se pueden clasificar una gran cantidad de clases de algebras hereditarias en cuanto a si son de tipo
finito o no, llamemosle dlgebras hereditarias las cuales son producto finito de subanillos de anillos
de matrices triangulares inferiores con entradas en un campo k, 77, (k).

Dentro de los trabajos mds recientes, dando uso e imporatancia de la equivalencia estable, se
encuentra el trabajo hecho por Dugas.

Teorema 1.14 (A. Dugas [Dug07]). Sean Ay A’ dos dlgebras de artin establemente equivalentes.
Entonces, rep.dimA = rep.dim\’.

Los conceptos y temas mencionados al incio de esta seccion continuarén desarrollandose en-
contrando una nueva conexion con la dimension de representacion de un algebra de artin, defi-
nido por Auslander en [Aus71]. Se espera que la dimensién de representacion nos da una manera
razonable de medir hasta que punto un dlgebra de artin arbitraria se aleja de ser de tipo de repre-
sentacion finita.

Proposicion 1.15 (Auslander 4.45). Sea A un dlgebra de artin:

a) rep.dimA =1 siy solo si A es semisimple.

b) rep.dimA <2 siy solo si A es de tipo de representacion finita.

Siendo este el primer resultado que nos da fé de la relacion existente entre el concepto de
dimensién de representacion y el tipo de representacion para dlgebras de artin. Después de ello
siguieron resultados como el de Iyama.

Teorema 1.16 (O. Iyama [lya03]). La dimension de representacion de cualquier dlgebra de artin
es de tipo finita.

Con los trabajo hechos hasta su momento fue que Igusa-Todorov relacioné la dimensién de
representacion con la conjetura de dimension finitistica; la cual establece que dada un édlgebra de
aritin A, la dimensién proyectiva de todo A-moédulo M se encuentra acotada.

Teorema 1.17 (Igusa-Todorov [ITO5]). Sea A un dlgebra. Si rep.dimA < 3 entonces A satisface
la conjetura de dimension finitistica.
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Hasta el afio 2001, para todas las dlgebras de artin A a las que se les calculd la dimensién
de la representacion, resultd que rep.dim < 3. Por lo tanto, hubo una fuerte sensacion de que
todas las dlgebras de artin podrian tener esta propiedad. Si esto hubiera sido cierto, la conjetura de
dimension finitistica y por lo tanto muchas otras conjeturas homoldgica hubieran sido probadas.
Fue sin embargo R. Rouquier quien da a conocer el primer ejemplo de un dlgebra de dimension de
representacion 4.

Teorema 1.18 (R. Rouquier [Rou06]). Sea V un k-espacio vectorial de dimensién n, donde k es
un campo, y A(V), el dlgebra exterior correspondiente. Entonces, rep.dimA(V) =1 + n.

De ésta manera, podemos observar que la dimension de representacion se encuentra relaciona-
da con la clasificacion de tipo de representacion de dlgebras, y surgen preguntas acerca del alcance
de dicho concepto, por ejemplo, del Teorema de Rouquier 4.54, es conocido que las dlgebras exte-
riores de dimension 3, son salvajes. Asi mismo dado que bajo equivalencia estable, por el Teorema
de Dougas 1.14, la dimensién de representacion se preserva, entonces tenemos conocidas algunas
de sus propiedades homolégicas.






Capitulo 2

Fundamentos Categoricos

En este capitulo introduciremos algunas definiciones bésicas y hechos de la teoria de categorias
las cuales necesitaremos en el desarrollo del presente trabajo.

2.1. Categorias y Subcategorias.
Definicion 2.1. Una categoria C se encuentra compuesta por:

a) Una coleccién Obj C de objetos de C.

b) Para cada par de objetos Cy, C en C un conjunto de morfismos de C; a C» al cual lo deno-
tamos por C(C1, Cy) = Home(Cq, Cy).

¢) Funciones
C(C1, C2) X C(C2,C3) — C(C1,C3)

para todas las ternas (Cy, C, C3) de objetos en C, las cuales denotaremos por (f, g) — gf,
que llamamos la composicion de los morfismos f'y g, los cuales estan sujetos a las siguientes
condiciones:

i) Para cada objeto C en Obj C, existe un morfismo 1¢ € C(C, C), llamado el morfismo
identidad tal que:
o flc = f,paratodo f € C(C,X),y X € C.
e lcg=g,paratodog e C(X,C),y X € C.

ii) La composicidn es asociativa, es decir, si f € C(Cy, C2), g € C(Cp,C3)y h € C(C3,Cy),
entonces:

h(gf) = (hg)f.

Observacion 2.2. a) Para cada C en Obj C, existe solamente un morfismo identidad 1¢ €
C(C,C). Llamaremos a los elementos de C(C, C) los endomorfismos de C y serdn deno-
tados por End(C).
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b) Cuando es obvio en que categoria se encuentran nuestros elementos, escribiremos (Cy, C»)
en lugar de Hom¢(Cy, C»), para denotar el conjunto de morfismos de C; a C; en C.

¢) No estamos asumiendo que nuestra coleccion de objetos de C sea un conjunto. En el caso en
que Obj C sea un conjunto, diremos que C es una categoria pequena.

A continuacion daremos algunos ejemplos de categorias.

Ejemplo 2.3. Categoria de conjuntos. Denotaremos por Sets la categoria cuyos objetos son los
conjuntos, los morfismo entre objetos son las funciones y la composicién de morfismos es la com-
posicion usual de funciones entre conjuntos.

Definida asi de esta manera es claro que S efs es una categoria.

Ejemplo 2.4. Categoria de grupos abelianos. Denotaremos por Ab a la categoria cuyos objetos son
los grupos abelianos, los morfismos entre sus objetos son los homomorfismos de grupos abelianos
y la composicién de morfismos es la composicioén de funciones.

Ejemplo 2.5. Recordemos que un monoide es un conjunto con una operacién binaria que es aso-
ciativa y que tiene un elemento neutro. Asociado a un monoide A se encuentra la categoria C(A)
la cual consiste de un solo objeto C, el conjunto de morfismos Homga)(C, C) = A es el monoide
A 'y la composicién de morfismos estd dada por:

C(C,C) x C(C,C) — C(C,C)
(f,e) — gf

la multiplicacién en A, es decir, gf es el producto de g y f en A. En particular si A es un anillo
podemos construir C(A).

Ejemplo 2.6. Categoria opuesta. Asociada a una categoria C esta la categoria C°7 llamada la
categoria opuesta de C, la cual es dada por los siguientes datos:
a) Obj C°” =0bj C.
b) CP(Cy,C2) = C(C2,Cy).
¢) La composicién en C°? se encuentra dada por (f, g) — fg, donde fg es la composicién de f
y genC.
CP(C1,C2) X CP(C2,C3) — CP(Cy,C3)
(f.89) — fg
C(C3,C2) X C(C2, Cy) — C(C3,Ch)
& NHr—fg

Esto es, lo que tenemos en C°7 es lo mismo que en C, excepto que los morfismos en C°” son
en direccion contraria. Lo siguiente es de interés particular para este trabajo. Si A es un anillo,
definimos A°”? como el anillo cuyos elementos son los de A, cuya suma (+) es la suma de A y cuya
multiplicacion (X) es definida por x X y = y - x, donde y - x es la multiplicaciéon de y y x en A. A
(A%, +, x) llamamos el anillo opuesto de A. Se puede comprobar ficilmente que:
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s C(A?) = C(A)°P.
Demostracion: Tenemos por definicion que C(A?) es la categoria dada con un solo elemento
C y tal que Homgpery(C, C) = AP, es decir, dados x y y en Homgaery(C, C) = A, entonces
x Xy = yx, la multiplicacién usual en A.
Por otra parte C(A)°? es la categoria opuesta de C(A), se sigue que C(A°?) tiene un solo
objeto C 'y Homgnyr(C1,C2) = Homgayr(Ca,C1) = AP, donde C; = C = C, y por lo
tanto las categorias son las mismas.

= Claramente A°? = A, si A es un anillo conmutativo.

Ejemplo 2.7. Categoria de médulos. Sea A un anillo con unidad. Denotamos por Mod(A), la
categoria de A-modulos izquierdos con sus A-homomorfismos como sus morfismos en la categoria.
Se debe notar que Mod(A°?) es la categoria de A-mddulos derechos.

Ejemplo 2.8. Sea C una categoria. Denotaremos por Morph C la categoria dada por los siguientes
datos:

a) Los objetos de Morph C son todas las ternas (Cy, C», f), donde C; y C; estanen Obj Cy f
en Homg(Cq, C)).

b) Dados objetos (Cy, Ca, f) y (C}, CS, ) definimos Morph(C) ((Cy, C2, f),(C}, C%, f)) como
el conjunto de todos los pares (a,f3), donde « es un morfismo @ : C; — C] y es un
morfismo 8 : C; — C, ambos en C'y son tales que:

o —L-c,

o

C—FG

Bf = fa.
¢) Dados morfismos (a1,81) : f — f'y (@2,B2) : f* — f” en Morph C definimos su compo-
sicion (az, B2)(ay,B1) en Morph C como:
(MorphC)(Cy, Ca, ), (C1, C5.f")) X (MorphC)(CY, C, f),(CY, CY.f) —
(MorphC)(Cy, Ca, f), (CY,C5.f"))

((a1,B1), (@2, 52)) ¥ (@2, B2), (@1, B1) = (a2a1, B281)

Cl—f>C2

C—G

azj | jﬁz

C’/ C’/
1 Vi 2

(pay,B2B1), donde aral y 851 son las composiciones usuales en C.
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Definicion 2.9. Sea C una categoria. Una subcategoria C’ de C es una categoria tal que cumple:

a) ObjC’ c ObjC.

b) Paratodo Ci,C, en Obj C’, C'(C1,Cy) C C(Cy, C)).

¢) ParatodoCenC’, 1¢c = l¢.

d) Paratodo Cy, C;,C3 en Obj C’ tenemos que la composicion
C'(C1,C2) X C'(C2,C3) = C'(C1,C3)

es la restriccion de la funcién composicion en C.

Una subcategoria C” de C se dice subcategoria plena de C si y sélo si C'(Cy, C2) = C(Cy, Cr)
para todo objeto C1, C> en C’. Debe de observarse que una subcategoria plena de C esta completa-
mente determinada diciendo cuales objetos de C son objetos en C”.

A continuacién mostramos algunos ejemplos de subcategorias.

Ejemplo 2.10. Sea C una categoria, denotamos por End(C) la subcategoria de Morph(C) cuyos ob-
jetos son todos los pares (C, f), donde C € Obj Cy f € End(C). Definimos End(C)((C, f),(C’, "))
como todos los morfismos a : C — C’ tal que f'a@ = af. End(C) no es una subcategoria plena de
MorphC. Estrictamente hablando los objetos de End(C) deberian ser denotados por (C, C, f) y los
morfismos por (@, @), pero por razones obvias acortamos nuestra notacion.

Ejemplo 2.11. En la categoria Mod(A) denotaremos por P(A) la subcategoria plena de A-médulos
proyectivos y por &(A) la subcategoria plena de $(A) consistiendo de A-mddulos libres.

2.2. Tipos especiales de morfismos.

Sea C una categorfa. Un morfismo f : C; — C, en C se dice un isomorfismo si y s6lo si existe
un morfismo g : C, — CyenCtalque gf = 1c, y fg = 1¢,. Un isomorfismo tiene las siguientes
propiedades:

a) Paracada C € C, 1¢ es un isomorfismo.

b) Sif: C; — C, esun isomorfismo entonces existe un tnico morfismo g : C, — Cj, tal
que gf = 1¢, y fg = 1l¢,. Este tnico morfismo g : C» — C; es un isomorfismo llamado el
inverso de f y es denotado por f~!. Claramente (f~')~! = f.

c¢) Si fy g son isomorfismos y su composicion gf estd bien definida en C, luego gf es un
isomorfismo y (gf)~' = f gL

d) Si gf es un isomorfismo y fg es también un isomorfismo entonces ambos f y g son un
isomorfismo.
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Dos objetos C; y C, en C son isomorfos si existe un isomorfismo f : C; — C,. Ser isomorfos es
una relacion de equivalencia sobre los objetos de C, la cual denotaremos por Cy = C;.

Existen otros tipos importantes de morfismo, de los cuales mencionaremos los mas importantes
para este trabajo. En general sea f : C; — C» un morfismo en una categoria C. Entonces:

a) f es un epimorfismo si tiene la propiedad que dados morfismos g,k : C; —» C3y gf = hf
entonces g = A.

b) f esun monomorfismo si tiene la propiedad que dados morfismos g,h: Co — C1y fh = fg
entonces g = h.

Los epimorfismos y monomorfismos tienen las siguientes propiedades:

a) Todos los isomorfismos son epimorfismos y monomorfismos.

b) Sif
1)

ii)

1i1)

iv)

:Cy — Cyy g: Cy— C;pson morfismos en C, entonces:

Si f y g son monomorfismos (respectivamente epimorfismos) entonces gf es un mo-
nomorfismo (epimorfismo).

Si gf es un monomorfismo, entonces f es un monomorfismo.

c0—>T‘>cl—f>cz—g>cz
2

Supoéngase que tenemos morfismos iy, hy : Co — Cy, tales que fh; = fhy, entonces
g(fhy) = g(fhy), de donde obtenemos que (gf)h; = (gf)h>, y como por hipétesis g f
es un monomorfismo, entonces /1 = hy, y por lo tanto f es un monomorfismo.

Si gf es un epimorfismo entonces g es un epimorfismo.
Esto lo podemos ver de manera andloga al anterior.

Debe ser notado que si los objetos de C son conjuntos (no importando otras estructuras)
y los morfismos son funciones de conjuntos, entonces si f es una funcién suprayectiva
(respectivamente inyectiva) de conjuntos, f es un epimorfismo (monomorfismo). Mien-
tras que todos los isomorfismos son epimorfismos y monomorfismos, no es cierto que
todos los morfismos que son monomorfismos y epimorfismos sean isomorfismos. Para
ver esto, consideremos la categoria de anillos, cuyos objetos son anillos con unidad,
los morfismos son homomorfismos de anillos (enviando la unidad en la unidad) y cuya
composicién de morfismos es la composicion usual de funciones. En anillos considere
el morfismo inclusién de Z — Q, este es inyectivo. Por otro lado también tenemos que
es un epimorfismo, para cualquier homomorfismo de anillos de Q dentro de cualquier
otro anillo este es completamente determinado por sus valores en Z. Peroi : Z — Q no
es un isomorfismo.
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Ahora no es dificil ver que en las categorias Sets, Ab y Mod(\), los epimorfismos son preci-
samente los morfismos que son suprayectivos. Por esta razén los epimorfismos en estas categorias
tienen las siguientes propiedades:

= Si f:A — Besunepimorfismo y estamos dando un diagrama conmutativo:

/\
\/

con k un monomorfismo, entonces existe un morfismo @ : B — X, tal que af = h.
Demostracion: Por lo descrito anteriormente f es suprayectiva entonces podemos definir « :
B — X como a(b) := h(a), donde a € A es tal que f(a) = b. Veamos que estd bien definida.
Notemos que si existen a, @’ en A tales que f(a) = f(a’), entonces g(f(a)) = g(f(a")) =
k(h(a)) = k(h(a")) y por ser k un monomorfismo entonces h(a) = h(a’), asi a(f(a)) = h(a) =
h(a’) = a(f(a’)), por lo tanto hemos mostrado que « esta bien definida y es tal que af = h.

Esta observacion nos lleva a realizar la siguiente definicion.

Definicion 2.12. Sea C una categoria. Diremos que un epimorfismo f : A — B en C es un epi-
morfismo fuerte si dado cualquier diagrama conmutativo:

con k un monomorfismo, entonces existe un morfismo « : B — X en C, tal que ka = g.

Es claro que si tal morfismo « existe es Ginico, ya que si existe otro morfismo @’ : B — X, tal
que ka’ = g, entonces ka = ka’, de donde @ = @’ (recordemos k es un monomorfismo). Mds atn «
tiene la propiedad que a f = h, lo cual se sigue de la igualdad gf = kh, entonces ka f = kh 'y como
por hipdtesis k es un monomorfismo, entonces a.f = h.

Definicion 2.13. Sea C una categoria. Diremos que un monomorfismo k£ : X — C es un mono-
morfismo fuerte, si dado cualquier diagrama conmutativo:

/\
\/
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con f un epimorfismo, entonces existe un morfismo 8 : B — X, tal que 8f = h. Si tal morfismo 3
existe, este es nico y tiene la propiedad que k5 = g.

Sea C una categoria, f : A —» By g : B — C morfismos en C. Algunas de las propiedades de
los epimorfismo fuertes y los monomorfismos fuertes son las siguientes:

i) Si fy g son epimorfismo fuertes (respectivamente monomorfismo fuertes), entonces gf es
un epimorfismo fuerte (monomorfismo fuerte).

ii) Si gf es un epimorfismo fuerte, entonces g es un epimorfismo fuerte. Si g f es un monomor-
fismo fuerte, entonces f es un monomorfismo fuerte.

iii) Isomorfismos son epimorfismos fuertes y monomorfismos fuertes. Por lo tanto un epimorfis-
mo escindible (es decir, un morfismo f : A — B tal que existe g : B — A, con la propiedad
que fg = 1p) es un epimorfismo fuerte. Similarmente un monomorfismo escindible (es de-
cir, un morfismo f : A — B tal que existe g : B — A con la propiedad que gf = 14) es un
monomorfismo fuerte.

iv) Para un morfismo f : A — B que es un epimorfismo y monomorfismo, las siguientes son
equivalentes:

a) f esunisomorfismo.
b) f esun epimorfismo fuerte.

¢) f esun monomorfismo fuerte.

Definicion 2.14. Sea C una categoriay f : C; — C, un morfismo en C.

a) Una coimagen de f es una factorizacion de f

C Jo B h C,

donde fjy es un epimorfismo fuerte y f; un monomorfismo.
b) Unaimagen de f es una factorizacién de f:
80 81
Ci,—D—(,
donde gg es un epimorfismo y g; es un monomorfismo fuerte.
8 h L
Sea f : C; = Cp un morfismoen Cy C; —— X —— (C, una factorizacién de f, con g un

epimorfismo y 4 un monomorfismo. Algunas propiedades bésicas de la coimagen e imagen son las
siguientes:

N fo . h . . L.
i) Si C; —— Coimf —— C, es una coimagen de f, entonces existe un tnico morfismo
a : Coimf — X, tal que hace conmutar el siguiente diagrama:

¢, — coimp L,

la

c—f x—" ¢,
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Esto es vélido, notemos que tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

como & en un monomorfismo y fp es un epimorfismo fuerte, entonces existe un unico
a : Coimf — X tal que fi = ha y ademds afy = g. También @ es un epimorfismo y
monomorfismo. Es epimorfismo notando que g = af con g un epimorfismo y es un mono-

L, . . 8 h
morfismo, dado que f; = ha con f; un monomorfismo. Mds atin si C; —= X —— (>
es una coimagen de f, es decir, g es un epimorfismo fuerte entonces es claro de o es un
isomorfismo. Por lo tanto, hasta isomorfismo, las coimdgenes de los morfismos son tnicas.

80 81

ii) Si Cy Imf C, esunaimagen de f, entonces existe un inico morfismo S5 : X —
Imf, tal que el siguiente diagrama conmuta:
O —t-x—l-c
| b
Cr —2 Im ¥ LIS

El morfismo 8 es un monomorfismo y un epimorfismo. Mds atn, si C| o x C
es una imagen de f, es decir, & es un monomorfismo fuerte, entonces 8 es un isomorfismo.
Por lo tanto, hasta isomorfismo, las imagenes de morfismos son tnicas. Esta propiedad la
podemos ver de manera andloga al inciso anterior.

iii) De i) y ii) tenemos que existe un tnico morfismo Coimf — Imf el cual hace conmutar el
siguiente diagrama:

¢, —2 coimf L—c,

H @ l e H
C,—2=Imf =~ C,
Este unico morfismo es un epimorfismo y monomorfismo. Por lo tanto si C tiene la pro-

piedad que todos los morfismos que son monomorfismos y epimorfismos son isomorfismos,
entonces para cualquier morfismo f, el inico morfismo Coimf — Imf es un isomorfismo.

iv) Para un morfismo f en C, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) f = hg, donde g es un epimorfismo fuerte y 4 es un monomorfismo fuerte.
b) f tiene una Coimf y una Imf y el morfismo canénico Coimf — Imf es un isomorfis-
mo.

Definicion 2.15. Por un analisis de un morfismo f en C entendemos una factorizacién f = hg,
donde g es un epimorfismo fuerte y /4 es un monomorfismo fuerte.
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Sea f un morfismo en una categoria C el cual tiene un andlisis, algunas de las propiedades
basicas son las siguientes.

i) Si f = hg donde g es un epimorfismo y 4 un monomorfismo, entonces sg es un analisis de

f.

ii) Cualesquiera dos andlisisis de f son dnicos hasta isomorfismo. Estos es, si f : C; = C»

puede ser factorizado como:
8 h
g , N

donde g, g’ son epimorfismos fuertes y &, 4’ son monomorfismo fuertes, entonces existe un
unico morfismo @ : A — A’ que hace conmutar el siguiente diagrama:

A
N
|
Ci la (&)
|
|
Av%
A

iii) Con el morfismo « dado en el inciso anterior se sigue que («, 1.) es un isomorfismo de % a

h en MorphC'y (14, @) es un isomorfismo de g a g’ en MorphC.

En suma tenemos la siguiente proposicion.

Proposicion 2.16. Para una categoria C las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a)
b)

c)

e)

Todo morfismo en C tiene un andlisis.

Cada morfismo en C puede ser tinicamente escrito (hasta isomorfismo en el sentido descrito
anteriormente) como un epimorfismo seguido de un monomorfismo.

Todo epimorfismo en C es un epimorfismo fuerte, igualmente todo monomorfismo en C en
un monomorfismo fuerte, y todo morfismo en C puede ser factorizado como un epimorfismo
seguido de un monomorfismo.

Todo morfismo en C tiene una coimagen y ademds todo morfismo en C que sea epimorfismo
Y monomorfismo es un isomorfismo.

Todo morfismo en C tiene una imagen y ademds todo morfismo en C que sea epimorfismo y
monomorfismo es un isomorfismo.

Todo morfismo en C tiene una imagen 'y una coimagen y ellos son isomorfos.
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2.3. Funtores.

Definicion 2.17. Sean C y D categorias. Un funtor covariante (respectivamente funtor con-
travariante) 7 : C — D es una asignacién de un objeto 7(C) en D para cada objeto C en C
y un morfismo T(f) : T(C) — T(C’) (respectivamente T(f) : T(C') — T(C)) en D, para cada
morfismo f : C — C’ en C, el cual satisface las siguientes condiciones:

a) Para f:C; —» Cyyg: Cy — C3 morfismos en C, T(gf) = T(g)T(f) (respectivamente
T(gf) =T(HT(g).

b) T(l¢) = 17(c) paratodo C en C.

Algunos ejemplos de funtores son:

Ejemplo 2.18. Funtor identidad. Definido por 1¢ : C — C, la identidad en objetos de la categoria
C y morfismos en C.

Ejemplo 2.19. Para cada objeto C en C determinamos un funtor covariante
Home(C, %) : C —> Sets

el cual es dado por los siguientes datos:

a) Homg(C, *)(X) = Home(C, X) para cada X en C.
b) Paracada f : X — X’ en C definimos:
Homg(C, #)(f) : Homc(C, X) —» Homg(C,X')

(Home(C, #)(f)(a) = fa
para cada @ en Hom¢(C, X). Escribimos Hom¢(C, f) en lugar de Hom¢(C, )(f).

Notemos que cumple las propiedades a) y b) de la definicién 2.17. Primero sea C un objeto en la
categoria C y consideremos el funtor Hom¢(C, ). Sean Cy, C dos objetosen Cy f : C; —» Co y
g : C» — (3 dos morfismos en C, entonces:

Home(C,gf)(@) = gfa = g(fa) = Home(C, g)(fa) = (Homc(C, 8))(Home(C, f))(@)
para todo @ en Hom¢(C, C), con lo cual Homg(C, gf) = Homc(C, g)Homc(C, f).
Finalmente observemos que dado el morfismo identidad 1x : X — X, entonces
Home(C, 1x)(a) = lya =«

para todo @ en Homg(C, X), con lo cual términamos de demostrar que Hom¢(C, *) es un funtor
covariante.

Ejemplo 2.20. De manera similar a nuestro ejemplo anterior, cada objeto C en C también deter-
mina un funtor contravariante:
Homg(x,C) : C — Sets

dado por los siguientes datos:
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a) Homg(x,C)(X) = Home(X, C) para cada X en C.
b) Paracada f : X — X’ en C definimos:

Homg(x,C)(f) : Homc(X',C) — Homg(X, C)

Home((+, O)(/)@) = af

para todo a en (X', C). Escribimos Homg(f, C) en lugar de Home(x, C)(f).

Es sencillo ver que cumple las propiedades a) y b) de la definicién 2.17 para el caso de funtor
contravariante. Primero sea C un objeto en la categoria C y consideremos el funtor Homg(x, C).
Sean Cy, C, dos objetosen Cy f: C; = Cry g : C, — C3 dos morfismos en C, entonces:

Homc(gf, C)@) = a(gf) = (ag)f = Home(f, C)ag) = (Home(f, C))(Homc(g, C))(a)

para todo @ en Hom¢(Cs, C), con lo cual Home(gf, C) = Home(f, C)Homg(g, C).

Finalmente dado el morfismo identidad 1y : X — X tenemos
Home(1x,C)a) = aly = a

para todo @ en Homg(X, C), con lo cual términamos de demostrar que Homg(*,C) es un funtor
contravariante.

Ejemplo 2.21. Asociado con cada subcategoria C’ de C esta el funtor inclusién i : C' — C, el
cual es dado por la funcién inclusién de los objetos de C’ dentro de los objetos de C, asi como las
funciones inclusién de los morfimos de C” dentro de los morfismos de C.

Ejemplo 2.22. Si C es una categoria arbitraria cuyos objetos son conjuntos y cuyos morfismos
son funciones de conjuntos (en adicién a cualquier otra estructura que pudiera tener), definimos el
funtor olvidadizo:

F:C— Sets

enviando cada objeto C de C a su conjunto.

Ahora supéngase que estamos dando dos funtores covariantes 7) : C - Dy Tr : D — &.
Entonces definimos su composicion 75,7, : C — & por ToT1(C) = T»(T1(C)) paratodo C en Cy
dado un morfismo f : C; — C, en Homg(Cy, Co) definimos (T2T1)(f) : To(T1(Cy)) — To(T1(C2))
como To(T(f)). La composicion de funtores es asociativa. De igual manera podemos definir la
composicion de funtores contravariantes, dados dos funtores contravariantes 7y : C = Dy T :
P — & definimos su composicion 7,7 : C — &E por ToT1(C) = To(T((C)) paratodo C en Cy
dado un morfismo f : C; — C, en Homg(Cy, Co) definimos (T2T1)(f) : To(T1(Cy)) — To(T1(C2))
como To(T1(f)).

Existe una manera de comparar dos funtores covariantes 71, 7> : C — D, para ello ocupamos
la siguiente definicién:
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Definicion 2.23. Un morfismo ¢ : 71 — T, es una coleccién de morfismos ¢¢ : T1(C) — T»(C)
en O, uno para cada C en C, sujetos a la regla que para cada morfismo f : X — Y en C el siguiente
diagrama conmuta.

T1(X) —2 Ty(X)

T (f)t sz(f)
¢

Ty(Y) —Ta(Y)
Nota 2.24. A tal morfismo ¢ que cumple con tales propiedades también se le suele llamar una
transformacion natural.

Definicion 2.25. Sea C una categoria arbitraria. Una subcategoria plena C’ de C se dice densa si y
s6lo si dado cualquier objeto C en C existe un objeto C’ en C’, tal que C ~ C’ en C. Se dice que C
es esqueléticamente pequeiia si existe una subcategoria pequefia y densa C’ de C.

Denotaremos la coleccién de todos los morfismos de 7 a T por (11, T>). En general (T, T5)
no es un conjunto. Si C es una categoria pequeia entonces (7’1, T») es un conjunto debido a que
(T'1,T>) estd en correspondencia 1 — 1 con ObjC. De manera mas general si C es una categoria
esqueléticamente pequeia, entonces (71, T») es un conjunto para todo par de funtores 71,7, : C —
D.

Ejemplo 2.26. Sea C la subcategoria plena de conjuntos de cardinalidad menor o igual a un car-
dinal fijo y. Entonces C no es pequefa pero es esqueléticamente pequefia. Para lo cual podemos
elegir para cada cardinal y; < y un conjunto fijo X; de cardinalidad y;. Sea C’ la subcategoria plena
de C cuyos objetos son precisamente los X;. Entonces C’ es una subcategoria pequefia y densa de
C. Por lo tanto C es una categoria esqueléticamente pequea.

En la prictica, muchas de las categorias con las que estaremos trabajando serdn esquelética-
mente pequena.

Ahora dados dos morfismos ¢ : Ty — Tr y ¢ : T, — T3 definimos su composicién ¢
por (Wd)c = Ycoc para cada objeto C en C. Finalmente, el morfismo 17 en (7', T) definido por
(17)c = l7(c) para todo C en C tiene la propiedad que 17¢ = ¢ para todo morfismo ¢ : T/ — Ty
todo funtor 77 : C — D. Similarmente ¥ 17 = . De esta manera podemos ver que Fun(C, D) la
cual consiste de todos los funtores de C a D junto con todos los morfismos de 71 a 15, (T1,7T2) y
las funciones:

(T, T2) X (T2, T3) — (T1,T3)

dado por la composicién de morfismos de funtores es una categoria siempre que cada (7, 7>) sea
un conjunto. Entonces si C es una categoria esqueléticamente pequeiia, Fun(C, D) es una categoria
para cualquier categoria 9. Llamamos a Fun(C, D) la categoria de funtores de C a D.

Definicion 2.27. Un funtor T : C — D se dice pleno si T : C(Cy,Cs) — D(T(Cy),T(C»)) es
suprayectivo para todo par de objetos C;, C, en C. Un funtor se dice fiel si T : C(Cy,Cy) —
D(T(Cy), T(C»)) es inyectivo para todo par de objetos Ci, C, en C. Si C’ es una subcategoria de C
entonces el funtor inclusion icr : C' — C es un funtor fiel.

T se dice un funtor fiel y pleno si 7 : C(Cy,Cy) — D(T(Cy),T(C;)) es un isomorfismo
(de conjuntos). T se dice un funtor denso si la subcategoria plena con objetos 7(ObjC) es una
subcategoria densa de D.
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Obviamente, utilizamos los funtores ya que nos dan un significado de comparar categorias.
Como un ejemplo, definiremos lo que significa que dos categorias sean isomorfas.

Definicion 2.28. Un funtor 7 : C — D es un isomorfismo de categorias si y solo si existe un
funtor 77 : D —» Ctalque T'T = l¢ y TT' = 1. Las categorias C y D son isomorfas si existe un
isomorfismo 7 : C — D.

Es claro que un funtor 7 : C — D es un isomorfismo de categorias si y solo si la funcién
T : ObjC — ObjD esun isomorfismo y ademds T : (Cy,Cy) — (T(Cy), T(C>)) es un isomorfismo
para cada para de objetos Cy, C en C.

En la préactica los isomorfismos de categoria no ocurren muy normalmente. Lo que es mas
comun es la nocién de equivalencia de categorias. En orden par definir este concepto necesitamos la
nocidén de funtores isomorfos, una nocioén que tiene sentido aunque Fun(C, D) no sea una categoria.

Definicion 2.29. Sean Ty, T, : C — D dos funtores. Un morfismo ¢ : T; — T» se dice un
isomorfismo de funtores si existe un morfismo ¢ : 7o — T talque ¢ = 17, y ¢y = 1r,. Diremos
que T es isomorfo a T (notaciéon 77 =~ T») si existe un isomorfismo de funtores ¢ : T} — T».
Claramente, ser isomorfo establece una relacion de equivalencia sobre los funtores de C a D.

Definicion 2.30. Un funtor T : C — D de categorias se dice una equivalencia de categorias
si existe un funtor 77 : © — Ctal que TT" ~ l¢y TT' ~ lp. Las categorias C y D se dicen
equivalentes si existe un funtor 7 : C — D el cual es una equivalencia de categorias.

Proposicion 2.31. Un funtor T : C — D es una equivalencia de categorias si y sélo si T es un
funtor denso, fiel y pleno.

La importancia de la nocién de una equivalencia de categorias miente en el hecho que cate-
gorias equivalentes tienen exactamente las mismas propiedades. Este punto serd claro mientras
vayamos avanzando en el presente trabajo.

Ejemplo 2.32. Sea C’ una subcategoria plena de C. Tenemos que C’ es una subcategoria densa de
C siy s6lo si el funtor inclusion de C’ a C es una equivalencia de categorias.

Ejemplo 2.33. Sea k£ un campo y C la categoria de k-espacios vectoriales de dimension finita. El
funtor:

Cc—C
es una equivalencia de categorias, pero no un isomorfismo.

Ejemplo 2.34. Sea A un anillo y A[x] el anillo de polinomios conmutativo sobre el anillo A.
Definimos el funtor

F : Mod(A[x]) — End(Mod(A))
M +— F(M) = (M, f)

donde f : M — M es el A-morfismo dado por f(m) = xm. Este es un isomorfismo de categorias.
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Ejemplo 2.35. Sea A un anillo y 7>(A) el anillo de matrices triangulares inferiores sobre A, es
decir, las matrices de la forma
A 0
( L A )

G : Morph(Mod(N)) — Mod(T>(N))
(M, M3, ) — G(My, Ma, f)

Definimos el funtor

el cual es un 75(A)-mdédulo de la siguiente manera, es un grupo abeliano con la estructura de la
suma directa de los grupos M| + M, cuyos elementos escribimos como una columna:

()

con m; en M;, junto con la operacién del anillo T»>(A) sobre M| + M, dada por:

A1 0 my \ Aimy

Ay A3 my B Aomy + Azmyp
G es una equivalencia de categorias, pero no es un isomorfismo. En [ARS95] (capitulo//1], seccion
2) podemos encontrar un estudio mas profundo sobre el anillo de matrices.

Observacion 2.36. Como un resultado de los dos tltimos ejemplos obtenemos la siguiente manera
de comparar las categorias Mod(A[x]) y (Mod(T2(A))). Sea A un anilloy T : Mod(A[x]) —
Mod(T»(A)) el funtor obtenido de la composicién de funtores

Mod(A[x]) —== End(Mod(N)) —~ Morph(Mod(A))equ> Mod(T>(A))

Entonces T tiene la propiedad que T : (M, M) — (T (M), T(M>)) es una inclusion para todo
M, My en Mod(A[x]). No es obvio como ésta manera de comparar las categorias de médulos
de los anillos A[x] y T>(A) puede ser obtenida de comparaciones directas de los anillos mismos.
En el caso especial en en que A es un campo k, tenemos que la teoria de médulos de T»(k) es
considerablemente mas simple que k[x]. 7> (k) tiene solamente tres médulos inescindibles no cero y
todo T»(k)-mddulo es isomorfos de manera tnica a sumas directas de estos modulos inescindibles.
De estos mddulos inescindibles, dos son médulos proyectivos y uno no proyectivo. Por otra parte
k[x] tiene un nimero infinito de médulos inescindibles de k-dimension finita e infinita.

2.4. Relaciones de equivalencia en categorias.

Definicion 2.37. Sea C un conjunto no vacio y R una relacion binaria definida sobre C. Se dice que
R es una relacion de equivalencia si cumple las siguientes propiedades:

a) Reflexividad: Todo elemento de C estd relacionado consigo mismo. Es decir,

Vx € C, xRx.
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b) Simetria: Sean x, y elementos de C. Si x estd relacionado con y, entonces y también se
relaciona con x. Es decir,
Vx,y € C, xRy = yRx

¢) Transitividad: Sean x, y, z elementos de C. Si x estd relacionado con y, e y estd relacionado
con z, entonces x estard relacionado también con y. Es decir,

Vx,vy,z€C, xRy,yRz = xRz

Observacion 2.38. Supéngase 7 : C — D es un funtor. Entonces asociado a T se encuentra la
siguiente relacion de equivalencia T sobre los morfismos de C. Si f; y f> son morfismos en C,
entonces f1Tgf> siy solo si:

i) Existen objetos C; y C; tales que fi, f> estan en C(C1,C2) Y,
i) T(f1) =T(f2).

La relacién de equivalencia Tk también satisface las dos siguientes condiciones equivalentes:

iii) Si fiTrfryg:Cy — C3,h: Cy — Cy, entonces gfihTrg frh.

iii’) Supdngase f1Trf>y f{Trf, entonces las relacion fi f{Tr f>f, se mantiene cuando la compo-
siciones f1f] y f2f; son definidas.

Demostracion: Comencemos con iii) implica iii’), supongase por ejemplo que tenemos morfis-
mos fi, f2 : C1 = Coy f], f; : C2 = Cs tales que fiTrf2y f{Trf,,y consideremos l¢, entonces
por iii):

fifi = fifile,Trfiplc, = fi o

L= Hile Trf Lo, = LA
ast, T(fNT(f1) = TUDT () = T(T (fi) = T(f;)T(f2), de donde obtenemos f{ fiTrf; f.

Queda por ver que iii’") implica iii). Supéngase que tenemos morfismos fi, /> : C; — Ca,
g:Cy > Ci3yh:Cy— Cy,tales que fiTgrf>. Notemos que gTrg y hTrh entonces por iii’)
primero gf1Trgf2 y luego g fihTrg f2h.

Definicion 2.39. Sea C una categoria. Por una relacion de equivalencia sobre C, entendemos
una relacion de equivalencia R sobre los morfismos de C satisfaciendo las condiciones i) y iii) o
equivalentemente #) y iii’) de la observacion 2.38.

Ahora mostramos como construir una nueva categoria dada una relacion de equivalencia R
sobre una categoria C. Este tipo de construccién serd muy usada en el resto del presente trabajo.

Definimos la categoria C/R llamada la categoria C médulo R de la siguiente manera:

a) Obj(C/R) = ObjC.
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b) Para cada par de objetos Cy y C> en Obj(C/R) definimos Homc/ry(C1, C2) = Home(C1, C2)/R.
¢) Definimos la composicion
Homcr)(C1, C2) X Homcr)(C2, C3) — Homcr)(C1, C3)

como la tnica aplicacién que hace conmutar el siguiente diagrama

Homc(C1, Cr) X Homg(C2,C3) Homg(C1, C3)
Hom/ry(Cy,C2) X Homc/gy(Ca, C3) ——= Homcg)(C1, C3)

donde cada una de las lineas verticales es la funcién canénica del conjunto X a X/R donde
X/R es el conjunto de clases de equivalencia bajo la relacion de equivalencia R.

Claramente, asociado con una relacion de equivalencia R sobre una categoria C estd el funtor
canénico
m:C—C/R

el cual es la identidad sobre los objetos y es la funcién proyeccion sobre el conjunto de morfismos
n: Homc(Cy, Cy) — Homcgy(Cy, Cr)

para todo par de objetos Cy, C; en C. El funtor canénico r tiene la propiedad que 7 : Homg(Cy, Cp) —
Homc r)(C1, C2) es suprayectivo para todo par de objetos en C. En otras palabras, éste es un funtor
pleno.

Ahora supéngase que tenemos un funtor 7' : C — D el cual define una relacion de equivalencia
Tr sobre C, entonces el funtor 7 : C — C/Tk tiene la propiedad que existe un unico funtor
G : C/Tr — D tal que hace conmutar el siguiente diagrama:

C - C/Tg
x /
D

Ademas tal funtor G tiene la propiedad que es un funtor fiel. Entonces la factorizacion de 7" definida
por T = Gn, de un funtor pleno seguido de un funtor fiel es 1lamada la factorizacién canénica de
T.

2.5. Funtores representables y problemas universales.

Sea C una categoriay F : C — Sets un funtor de C a la categoria de conjuntos. Queremos
describir los morfismos de Hom(C, *) a F para cada objeto C en C. Supoéngase ¢ : Homg(C, x) —
F es un morfismo. Asociado con ¢ estd la funcién ¢¢c : Home(C,C) — F(C) y por lo tanto el
elemento ¢c(1¢) en F(C).

1
Home(C, 5L F(c)
Homc(C,IC) 1F(C)

Home(C, S5 F(c)
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A continuacién establecemos el teorema de Yoneda el cual es central en toda la teoria de categorias.

Teorema 2.40. Yoneda. Sea C una categoria’y F : C — Sets un funtor. Si C es un objeto en C,
entonces:

a) Dos morfismos ¢, : (C;*) — F son iguales siy sélo si pc(1¢) y wc(1¢) son los mismos en
F(O).

b) Dado cualquier elemento X en F(C) existe uno y solamente un morfismo ¢ : (C,*) — F, tal
que ¢c(lc) = X en F(C).

O equivalentemente: la coleccion (Homg(C, %), F) de todos los morfismos de Homc(C, *) a F es un
conjunto el cual es isomorfo a F(C) bajo la funcion que envia un morfismo ¢ : Homg(C, *) — F
al elemento ¢c(1¢) en F(C).

El isomorfismo Y : (Homg(C, ), F) — F descrito en el teorema de Yoneda es llamado el
isomorfismo de Yoneda. No es dificil ver que el isomorfismo de Yoneda

Y : (Home(C, %), F) F

es funtorial en ambos lados en Hom¢(C, %) y F. Esto es, si estamos dando un morfismo f : C — C’
en C, entonces el morfismo Home(f, *) : Home(C, %) — Home(C’, %) hace conmutar el siguiente
diagrama.

(Home(C, ), F) “—~ F(C)
((f’*)’lF)j LF(f)
(Homc(C', %), F) —= F(C")

donde las funciones horizontales son los isomorfismo de Yoneda. También si estamos dando dos
funtores F, G : C — Sets y un morfismo g : F — G el siguiente diagrama conmuta para cada C
en C.

(Homg(C, %), F)'— F(C)

((f9).8) l lgc

(Homg(C, ), G)'— G(C)

Cuando no exista peligro de confusién identificaremos (Hom¢(C, *), F)) y F(C) por el entendido
del isomorfismo de Yoneda.

Un importante caso especial a considerar es cuando F’ = Homg(C’, ) para algin C’ en C. El
teorema de Yoneda nos dice entonces que bajo el isomorfismo de Yoneda, (Homc(C, ), Homc(C’, *)) =
Hom¢(C’, C). No es dificil ver que para este caso el inverso del isomorfismo de Yoneda es la fun-
cién bien conocida

Homc(C', C) — (Homg(C, ), Homg(C', %))
f:C" = C v (f,*): Homc(C, %) — Homc(C', %)
donde Home(f, X) : (C,X) — (C,X’) es la funcion Home(f, X)(@) = af para todo morfismo a en
Homg(C, X) y todo objeto X en C. Por lo tanto, la funciéon Homc(C’, C) — (Homc(C, ), Homc(C’, %))

dada por f — Homg(f, =) paratodo f en Homc(C’, C) es un isomorfismo. Como otra consecuencia
importante tenemos lo siguiente.
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Proposicion 2.41. Sean C y C’ dos objetos en la categoria C. Un morfismo f : C' — C es un
isomorfismo si y solo si el correspondiente morfismo de funtores Home(f,*) : Homc(C, %) —
Homg(C’, %) es un isomorfismo. Por lo tanto, dos objetos C y C’ en C son isomorfos si 'y sélo si los
Sfuntores Home(C, %) y Home(C’, %) son isomorfos.

Lo que nos dice esta proposicion es en escencia que un objeto en una categoria arbitraria es
determinado por sus morfismos a los otros objetos. Este es precisamente el centro de toda la
teoria de categorias. Esto sugiere un nueva manera de describir objetos en una categoria. Es
decir, en lugar de describir los objetos directamente es suficiente describir sus morfismos a los
demds objetos.

Esto enfatiza la importancia de los funtores (C, %) : C — Sets definiendo la categoria C y nos da la
siguiente nocion general.

Definicion 2.42. Sea C una categoria y T un funtor T : C — Sets. Decimos que un objeto C en C
representa el funtor 7 si T es isomorfo a Hom¢(C, *).

Por el Teorema de Yoneda dos objetos en C representan el mismo funtor de C a Sets si 'y s6lo
si ellos son isomorfos.

Una representacion para el funtor 7' consiste de un objeto C en C junto con un isomorfismo
T ~ Hom¢(C, %). Finalmente, un funtor 7' : C — S ets es representable si existe un objeto en C el
cual representa a 7.

Ejemplo 2.43. i) Sea G la categoria de grupos. Entonces el funtor olvidadizo F' : G — Sets
es el definido por enviar el grupo G al subyaciente conjunto de G, F' es un funtor fiel y es
representable por Z, el grupo de los enteros.

De manera similar los funtores olvidadizos sobre las siguientes categorias son fieles y repre-
sentables.

ii) Sobre la categoria Mod(A) el funtor olvidadizo es representable por A.

iii) Sobre la categoria de anillos el funtor olvidadizo es representado por Z[z].

iv) Sobre conjuntos el funtor olvidadizo es representado por un solo punto.

Ejemplo 2.44. Sea F : End(Sets) — Sets definido por F(X, f) = X, entonces F es un funtor fiel
el cual es representado por (Z*, s)y s : Z* — Z* es la funcién sucesor, es decir, s(n) = n + 1 para
todo n en Z*.

Ejemplo 2.45. Sea C una categoria. Asociado con cualquier familia {C;};c; de objetos de C (/ un
conjunto) esta el funtor:

H(C,-, %) 1 C —> Sets

iel

[]—[ (e *)] ©=[]w.0

iel iel
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para todo C en C. Un objeto C en C se dice que representa la suma | [,; C; de la familia {C;};c; de
objetos en C si C representa el funtor [[;;(C;, *). Dado un objeto C en C el cual representa la suma
[;er Ci, entonces al isomorfismo ¢ : (C, *) — [],;c;(C;, *) corresponde la familia de morfismos

{fi: Ci— C}

tal que los morfismos
(€. L2 ()
inducen el isomorfismo
(C.) —= T1(Ci. %)

Por lo tanto C representa la suma [[;c; C; si y s6lo si existen morfismos f; : C; — C tal que el
morfismo inducido de funtores (C, *) — [];c;(C;, %) es un isomorfismo.

A continuacién mostramos algunos ejemplos de sumas.

Ejemplo 2.46. i) En Sets sumas arbitrarias existen. La suma [[;c; C; es la unién disjunta de
los conjuntos C;.

ii) Sea A un anillo, entonces Mod(A) tiene sumas arbitrarias, la suma [[;; M; es la suma di-
recta de los M;. En este caso usualmente denotamos [ [;c; M; por la notacién usual ) ;c; M;
(También utilizada la notacién ®;c; M;).

iii) Sea C la categoria de R-dlgebras conmutativas. Entonces C tiene sumas finitas, es decir,
dado cualquier conjunto Aj,..., A, de R-dlgebras, entonces [[:Z] A; existe en C. De hecho
H;z’f A= A1 ®r Ao®g, ..., rA,.

Debe ser notado que en general sumas de varios tipos no necesariamente existen en una ca-
tegoria especifica. Por supuesto, todo lo que hemos hecho hasta ahora para funtores covariantes
puede ser hecho también para funtores contravariantes. En particular, el Teorema de Yoneda tiene
la siguiente forma.

Teorema 2.47. Yoneda. Sea C una categoria, C un objeto en Cy F : C — Sets un funtor con-
travariante. Entonces (Homg(*, C), F) es un conjunto que es isomorfo a F(C) bajo la funcion que
manda ¢ en (Home(x,C), F), con ¢c(1¢) en F(C). Este isomorfismo de Yoneda es funtorial en F 'y
C. De igual manera que con los funtores covariantes, si F = Homg(x, C"), entonces el inverso del
isomorfismo de Yoneda (Homc(x, C), Home(x,C")) — Home(C, C”) es el morfismo usual:

Homc(C,C") — (Homge(x, C), Homc(x, C"))

f:C — C’"+> Homc(x, f) : Homg(*,C) — Homg(*,C")

También un morfismo F : C — C’ es un isomorfismo si y solo si Home(x, ) : Homg(x,C) —
Homg(x,C’) es un isomorfismo. Por lo tanto C =~ C’ si y sélo si Home(x,C) =~ Home(x,C’).
Finalmente, un funtor contravariante F : C — S ets es representable por un objeto C en C si 'y solo
si F =~ Homg(x, C). Claramente, dos objetos C y C’ representan el mismo funtor contravariante si
y solo si ellos son isomorfos.
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Ejemplo 2.48. Sea C una categoria y {C;};c; una familia de objetos en C (I un conjunto). Entonces
asociado con la familia {C;};cs esta el funtor contravariante [[(x, C;) : C — Sets dado por:

[H(*, c,-)) x) = [ [x.c

i€l i€l
para todo X en C. Un objeto C en C de dice que representa el producto [],; C; de {C;} si C repre-
senta el funtor [];c; C;. Los isomorfismos entre Hom¢(x, C) y [[(x, C;) estan en correspondencia
uno a uno con las familias de morfismos {f; : C — C;}, tal que los morfismos Hom¢(*x,C) —
Homg(x,C;) inducen un isomorfismo Homg(x,C) — [] Homg(x, C;). Por lo tanto C represen-
ta el producto [];; C; si y sdlo si existen morfismos C — C; tal que el morfismo inducido
Homg(x,C) — [ Homg(x, C;) es un isomorfismo.

Algunos ejemplos de productos son los siguiente:

Ejemplo 2.49. a) En la categoria Sets los productos arbitrarios existen. [[ C; es el producto
cartesiano usual de los conjuntos {C};c;.

b) En Mod(A), productos arbitrarios también existen, [] M; es el producto ordinario de los
modulos {Mi}iel-

¢) En la categoria de R-dlgebras, el producto [] A; es el producto ordinario de R-4lgebras.

Asi mismo como con las sumas, el producto de dos objetos en una categoria no necesariamente
existe. Al menos si el producto de familias finitas de objetos existe, el producto de familias infinitas
no necesariamente existe.

2.6. Categorias preaditivas.

Definicion 2.50. Sea A un anillo conmutativo. Por una A-categoria preaditiva nos referimos a
una categoria C tal que satisface las siguientes condiciones:

a) Para cualquier par de objetos Cy, C2 en C, el conjunto Homg(Cq, C2) es un A-moédulo.

b) Para toda terna de objetos Cy, C», C3 en C, la composicion de morfismos Homg(Cy, Cy) X
Homg(Ca,C3) — Homg(Cq, C3) son funciones bilineales, es decir, (f + af’)g = fg+af’g
y f(g+ag')=fg+afg paratodaaenA.

Si A es igual a Z, al anillo de los enteros, entonces una A-categoria preaditiva serd simplemente
llamada categoria preaditiva.

Ejemplo 2.51. Sea A una A-dlgebra. La categoria C(A) es una A-categoria preaditiva, esto se debe
a que el unico objeto C en C(A) tiene la propiedad que Homg(C,C) = A es un A-mddulo y la
composicion:

Hom¢(C,C) X Home(C,C) — Homg(C, C)

la cual es la misma que la funcién A X A — A, dada por la multiplicacién en A es ciertamente
bilineal.
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Ejemplo 2.52. Sea A el centro del anillo A. Entonces Mod(A) es una A-categoria preaditiva.

Ejemplo 2.53. Sea C una categoria arbitraria y 9 una A-categoria preaditiva. Sean F, G : C — D
dos funtores. Si ¢, w : F — G son morfimos, definimos su suma como el morfismo:

p+w:F—G

(¢ +wx : F(X) = G(X) = ¢x + wx

para todo X en C. También dado cualquier a en A definimos:
(ap) : F — G

(ad)x : F(X) = G(X) = a(¢x)

para todo X en C. De hecho estas operaciones hacen (F,G) un A-mddulo cuando (F,G) es un
conjunto. Mds aun, si C es esqueléticamente pequefia y O es una A-categoria preaditiva, entonces
Fun(C, D) es una A-categoria preaditiva, donde (F, G) es considerado un A-médulo como lo des-
cribimos anteriormente. De esta manera, siempre consideramos a Fun(C, 9) como una A-categoria
preaditiva.

Supoéngase que C y D son dos A-categorias preaditivas. Un funtor F : C — D se dice un
funtor aditivo si y s6lo si ' : C(Cy,Cs) — D(F(Cy), F(C3)) es un morfismo de A-moédulos para
todo Ci, C; en C. Obviamente la composicién de dos funtores aditivos es nuevamente un funtor
aditivo.

Definicion 2.54. Sea C una A-categoria preaditiva. Una subcategoria C’ de C es una subcategoria
preaditiva de C si Homg (C1, Cy) es un A-submédulo de Homc(Cy, C,) para todo par de objetos
Cy,CrenC.

Obviamente una subcategoria preaditiva de una categoria preaditiva es en si misma una cate-
goria preaditiva. En particular, toda subcategoria plena de una categoria preaditiva es una subcate-
goria preaditiva.

Ejemplo 2.55. Sea C una A-categoria preaditiva esqueléticamente pequefia y 9 una A-categoria
preaditiva arbitraria. Entonces la subcategoria plena de Fun(C, D) que consiste de todos los funto-
res aditivos es una categoria preaditiva la cual denotaremos por (C, D) y la llamaremos la categoria
de funtores aditivos de C a D.

Ejemplo 2.56. Supéngase que C es una A-categoria preaditiva. Entonces los funtores Homg(C, ) :
C — Mod(A) son funtores aditivos.

Ejemplo 2.57. Sea C una A-categoria preaditivay F : C — Mod(A) un funtor aditivo. Entonces
para cada C en C, la coleccién (Homg(C, %), F) es un conjunto y por lo tanto un A-médulo. Mas
aun, el isomorfismo de Yoneda (Hom¢(C, ), F') — F(C) es un isomorfismo de A-mddulos.

Definicion 2.58. Diremos que dos A-categorias preaditivas C y D son isomorfas (respectivamen-
te equivalentes) si existe un funtor aditivo C — D el cual es un isomorfismo (equivalencia) de
categorias.
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Por ejemplo sea A un anillo y C(A) su categoria preaditiva asociada. Considere el funtor

(C(A),Ab) ——— Mod(A)

F:CA) - Ab——F(C)

consistente del grupo abeliano F(C), donde C es el tinico objeto de C(A) y la operacion de A sobre
F(C) es dada por A(x) = F(1)x paratodo A en A 'y x en F(C). Entonces este funtor (C(A), Ab) —
Mod(A) es un isomorfismo de categorias preaditivas.

Sea C una A-categoria preaditiva y R una relacion de equivalencia en C. Entonces la categoria
C/R tiene a lo mds una estructura de A- categoria preaditiva tal que el funtor canénicon : C — C/R
es aditivo. Esta unica estructura de A-categoria preaditiva existe si y sdlo si la relacion R satisface
lo siguiente:

a) Sitenemos morfismos fi, f], f2, f; tales que fiRf>y f{Rf,, entonces (fi + f{)R(f> + f;).

b) Si fiRf>, entonces afiRaf, paratodo a en A.

Una relacién R sobre una A-categoria preaditiva es llamada una relacion aditiva si satisface
las condiciones a) y b).

Proposicion 2.59. Sean C y D A-categoria preaditivas. Si el funtor T : C — D es un funtor
aditivo, entonces las clases de equivalencia bajo la relacion Tg sobre C forman una categoria
preaditiva y todos los funtores en la factorizacion canénica de T como un funtor pleno seguido de
un funtor fiel C — C/R — D son funtores aditivos.

2.6.1. Pseudo-kerneles y Kerneles.

Definicion 2.60. Sea C una A-categoria preaditiva. Sea f : C; — C, un morfismo en C. Un
pseudo-kernel de f es un morfismo g : Co — Cy, tal que para cada C en C la sucesion de A-
moédulos

ome(C,g

Home(C, Co) S Home(C, €, 52 Home(C, Cy)

es exacta. Un pseudo-kernel g de f se llama kernel de f si g es un monomorfismo. Mds explicita-
mente, un morfismo g : Co — C es un kernel de f si y s6lo si tenemos una sucesion exacta

ome(C.g

0 —— Home(C, Co) S tomec, ) 2 S Home(C, Cy)

para todo C en C.

En general, los pseudo-kerneles de un morfismo en C no son tnicos. Sin embargo, el kernel
de un morfismo f : C; — C, es Unico en el siguiente sentido. Supéngase que g : Cop — C; y
g’ : €y — C son dos kerneles de f. Entonces por el teorema de Yoneda existe uno y solamente un
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morfismo ¢ : Cp — Cj tal que el diagrama siguiente conmuta y este morfismo ¢ es un isomorfismo.

Co—=C;

|,

C'—>C1

En general un morfismo f en C no necesariamente tiene un kernel. Si lo tiene usualmente
elegiremos uno en particular el cual denotaremos por Kerf — Cj. Diremos que una A-categoria
preaditiva C tiene pseudo-kernels o kernels si todo morfismo en C tiene pseudo-kerneles o kerneles,
respectivamente.

Proposicion 2.61. Todo kernel en un A-categoria preaditiva C es un monomorfismo fuerte.

Definicion 2.62. Sea f : C; — C, un morfismo en una A-categoria preaditiva C. Un morfismo
h : Cy, — C5 en C se dice un pseudo-cokernel de f si para todo C en C la siguiente sucesioén de
A-médulos

Homg(Cs, O 2% Home(Cy, 5L Home(Cy, ©)

es exacta. Un pseudo-cokernel 4 : C, — C3 para f se llama cokernel de f si i : C; — C3 es un
epimorfismo o equivalentemente si y sélo si la siguiente sucesion de A-mddulos:

0 — Home(Cs, 32l ome(Cy, ) 2L Home(Cy, ©)

es exacta para todo C en C.

Como el caso de los pseudo-kerneles y kerneles, los pseudo-cokerneles o cokerneles pueden
no existir para un morfismo particular en C. En general los pseudo-cokerneles no son tnicos. Sin
embargo, si los cokerneles existen ellos son tinicos en el mismo sentido que los kerneles son tnicos.
Estoes,sih: Cy — C3y I’ : C; — C} son cokerneles para el mismo morfismo f : C; — C; en
C entonces por el teorema de Yoneda existe uno y solamente un morfismo ¢ : C3 — C7 tal que el
siguiente diagrama conmuta.

C, 2

Y ely es un isomorfismo. Si un morfismo f : C; — C; tiene cokerneles usualmente tomaremos
uno el cual denotaremos por C; — Cokerf. Diremos que una categoria C tiene pseudo-cokerneles
o cokerneles si todo morfismo en C tiene pseudo-cokerneles o cokerneles respectivamente.

Proposicion 2.63. Sea C una A-categoria preaditiva. Entonces todos los cokerneles son epimor-
fismos fuertes.

Ejemplo 2.64. Sea A un anillo y P(A) e Z(A) subcategorias plenas de Mod(A) consistentes de
todos los médulos proyectivos y todos los médulos inyectivos respectivamente. Entoces P(A) tie-
ne pseudo-kerneles e J(A) tiene pseudo-cokerneles. Sin Embargo $(A) generalmente no tiene
kerneles e 7(A) generalmente no tiene cokerneles. De hecho, las siguientes afirmaciones son equi-
valentes para cualquier anillo A.
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1) gldimA < 2.
i) P(A) tiene kerneles.
iii) J(A) tiene cokerneles.

Ejemplo 2.65. Sea A un anillo noetheriano (es decir, un anillo el cual es noetheriano izquierdo
y derecho). Sea p(A) la categoria de A-mddulos proyectivos finitamente generados. Entonces es
bien sabido que p(A) tiene pseudo-kerneles, lo que no es bien conocido es que p(A) también tiene
pseudo-cokerneles. Esto puede ser visto como sigue: sea p(A°?) la categoria de A°?-mddulos pro-
yectivos finitamente generados. Como A°? también es noetheriano entonces p(A°?) tiene pseudo-
kerneles. Ahora el funtor contravariante D : p(A) — p(A°?) dado por P — P* = Homa(P, A) es
una dualidad entre p(A) y p(A°P).

Para ver que D es una dualidad, consideremos el funtor contravariante D’ : p(A°?) — p(A)
el cual es dado por Q — Q. Ahora el morfismo ¢, : P — P** dado por ¢p(x)(f) = f(x) para
todo x en Py f en P* define un morfismo 14,4y — D’D el cual es un isomorfismo de funtores,
esto se sigue de que cada ¢p es un isomorfismo por el hecho de que cada P en p(A) es un A-
modulo proyectivo finitamente generado. Similarmente, como cada g es un isomorfismo por el
hecho que cada uno de los Q es un A-mdédulo proyectivo finitamente generado, se sigue que el
morfismo o : Q@ — Q™ dado por o(y)(g) = g(y) para todo y en Q'y g en Q" define un morfismo
1yaery — DD’ el cual es un isomorfismo de funtores. Por lo tanto D es un dualidad. El hecho que
P(A°P) tiene pseudo-kerneles ahora implica que p(A) tiene pseudo-cokerneles.

2.7. Categorias aditivas y categorias abelianas.

Definicion 2.66. Una A-categoria preaditiva C es llamada una A-categoria aditiva si y sélo si
cumple las siguientes condiciones:

a) Existe un objeto cero 0 en C, es decir, existe un objeto O con la propiedad que Hom¢(0,C) =
{0} y Hom¢(C,0) = {0} (como A-mé6dulos) para todo C en C.

b) Existen sumas finitas en C.

Proposicion 2.67. Si C es una A-categoria aditiva, entonces ||;c; Ci = [1;ev Ci, para un conjunto
finito indexado 1.

El dnico morfismo 0 — C es siempre un monomorfismo fuerte y el tnico morfismo C — 0
siempre es un epimorfismo fuerte. Si C; y C» son objetos de la categoria aditiva C entonces, el
morfismo cero 0 : C; — C, es la composicién de los morfismos C; — 0y 0 — C,. Mds atin,
a : C; — C, es un monomorfismo si y solo si af = 0 implica f = 0 para todo morfismo
f:Co— CrypB: Cy — Cyesun epimorfismo siy sélo si g8 = 0 implica g = 0 para todo
morfismo g : Cy — Cs.

Proposicion 2.68. Si f : Cy — C; es un morfismo en la categoria aditiva C, entonces un morfismo
g:Co — Cy esunkernel para f siy solo si:

a) fgeselmorfismoceroQ:Cy— Cyy
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b) Sig' : X — C tiene la propiedad que fg' = 0, entonces existe un vinico morfismo X — Cy
tal que el siguiente diagrama conmuta.

S

Como estamos en un categoria aditiva estas dos condiciones implican que g es un monomorfismo.

Similarmente para los cokerneles existe una proposicion andloga.

Proposicion 2.69. Si f : C; — C; es un morfismo en la categoria aditiva C, entonces un morfismo
h: Cy — C3 es un cokernel para f siy sélo si:

a) hf es el morfismo 0, y

b) Sih' : Cy — Y tiene la propiedad que W' f = 0, entonces existe un tinico morfismo C3 — Y
tal que el siguiente diagrama conmuta.

Cs
RN
C—— Y

Ahora supdngase que C es una categoria aditiva con la propiedad que todo morfismo tiene un
kernel y un cokernel (Gnico hasta isomorfismo). Entonces si tenemos el morfismo f : C; — C;
obtenemos el diagrama

Kerf —— C; —— CokerKerf

lf

)

donde el morfismo C; — CokerKerf es un epimorfismo fuerte como fue establecido en la sec-
cién anterior. Luego por la proposicién 2.69 existe un tnico morfismo CokerKerf — C; con la
propiedad que hace conmutar el diagrama siguiente:

Kerf —— Cy —— CokerKerf

|

)
De manera analoga si dado un morfismo f : C; — C, obtenemos el diagrama

Ci

I

KerCoker f —— Cy —— Cokerf
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donde el morfismo KerCokerf — C, es un monomorfismo fuerte como fue establecido en la
seccion anterior. Entonces por la proposicion 2.68 existe un tinico morfismo C; — KerCokerf
con la propiedad que hace conmutar el diagrama siguiente:

Cy

b

KerCokerf —— Cy —— Cokerf

Uniendo estas observaciones y de la definicion 2.12 y definicion 2.13 de epimorfismo fuerte y
monomorfismo fuerte, respectivamente, existe un tinico morfismo CokerKerf — KerCokerf que
hace conmutar el diagrama.

Ci em'fumeC okerKerf
L el - l
KerCo ker}nono. fuerte )

Este morfismo no es necesariamente un isomorfismo. Sin embargo notemos que de la definicién
2.14 de la imagen y coimagen, y de sus propiedades basicas, tenemos que si tal morfismo es un
monomorfismo entonces CokerKerf ~ Coimf, si es un epimorfismo entonces KerCokerf ~ Imf.

Definicion 2.70. Sea C una categoria aditiva con kerneles y cokerneles. Si el morfismo definido
anteriormente CokerKerf — KerCokerf es un isomorfismo para todo f en C, entonces C se dice
una categoria abeliana.

O equivalentemente una categoria abeliana es una categoria aditiva tal que:

1) Todo morfismo tiene un kernel y un cokernel.
ii) Todo monomorfismo es un kernel y todo epimorfismo es un cokernel.

Proposicion 2.71. Si C es una categoria abeliana entonces, Coimf, CokerKerf, KerCokerf e
Imf son isomorfos para todo morfismo f en C.

Es interesante saber que existen ejemplos de categorias aditivas con kerneles y cokerneles y en
la cual todo morfismo tiene un anélisis pero no es una categoria abeliana.

Ejemplo 2.72. Sea A un anillo noetheriano. Sea m la categoria de A-mddulos finitamente gene-
rados. Supéngase que Hom(*, A) es un funtor fiel (el cual es un caso en cualquier anillo local
artiniano). Denotamos por Homa (M, A) por M* para cada M en m. Sea ¢ : M — M™* el homo-
morfismo candnico definido por ¢(x)(f) = f(x). Sea C la subcategoria de m cuyos objetos son esos
M con ¢ : M — M** un monomorfismo (es decir, M esta contenido en un médulo libre). Entonces
C es una subcategoria aditiva con kerneles y cokerneles. Mds atn, toda funcién tiene un andlisis.
Pero C es abeliana si y s6lo si C = m; es decir, si y s6lo si todo médulo finitamente generado es un
submédulo de un médulo libre (o equivalentemente, si y sélo si A es auto-inyectiva).

Para demostrar que C tiene las propiedades afirmadas anteriormente considere un morfismo
f 1 My — M; en C. Entonces el kernel de f (en el sentido de teoria de médulos) es un objeto de
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C. Ahora consideremos la sucecion exacta (en m)

My —L M, L 0

L no necesariamente esta en C, pero ¢(L) C L™ estaen Cy M, — ¢(L) es Cokerf en C. Esto es
cierto porque Homg(M, C) ~ Homg(¢(M), L) para todo C en C. Por lo tanto la exactitud de

0 — Home(L,C) —» Homc(My) — Homg(My,C)
implica que
0 — Home(¢(L),C) = Home(M»,C) — Home(M, C)

es exacta en C. Entonces hemos mostrado que kerneles y cokerneles existen en C.

Ahora mostraremos que todo f : M; — M, tiene un anélisis. No es dificil ver que los mono-
morfismo en C son monomorfismos de médulos, por lo tanto 1—1. Mostramos que los epimorfismo
son sobreyectivos. Sea f un epimorfismo en C. Supdngase que la sucesion

M —L = m, N 0

es exacta en m. Queremos probar que N es cero. Tenemos la sucesion exacta.
0 —» Homg(N,A) —» Homc(M,, A) — Home(M1, A)

Pero como A estaen C, (N, A) = 0, por lo tanto N = 0.

Estos resultados nos dan la informacién adicional que todo monomorfismo es un monomor-
fismo fuerte y todo epimorfismo es un epimorfismo fuerte. Luego M| — f(M;) — M, es un
andlisis.

Finalmente, queremos verifcar que si C no es m entonces C no es abeliana. Si C no es m se
sigue que existe un médulo L tal que L — ¢(L) no es un isomorfismo. Considérese el siguiente
diagrama:

0 K F L 0

|

K'——F ——¢(L)

|

0

donde F es un médulo libre finitamente generado sobre L. Sea K el kernel de esta aplicacién y sea
f : K — F lainclusién. Entonces hemos visto que ¢(L) es Cokerf de donde K’ es KerCokerf.
Pero K es CokerKerfy como L’ no es isomorfo a ¢(L), K no es isomorfo a K’.

klx,y]
(xy)?

Un contragjemplo es el siguiente. Sea k un campo y sea A = Como el soclo de A (la

parte semisimple de A) es de dimensién 2, A no es autoinyectiva.

Ahora veremos algunas propiedades de las categorias abelianas, las cuales utilizaremos en este
trabajo.
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Proposicion 2.73. En una categoria abeliana todo monomorfismo es un kernel y todo epimorfismo
es un cokernel, en particular, todo monomorfismo es un monomorfismo fuerte y todo epimorfismo
es un epimorfismo fuerte.

Note que cuando uno tiene categorias abelianas se puede considerar el concepto de sucesiones
exactas.

Definicion 2.74. Una sucesion

Cl—f>C2—g>C3

en una categoria abeliana se dice sucesion exacta si gf = 0y si el morfismo Imf — Kerg es un
isomorfismo.

Definicion 2.75. Supdngase que tenemos un diagrama

B
g

A—-
fC

en una categoria. Entonces un pullback de este diagrama, es un diagrama conmutativo
P B

fol 8
A

C

E

,

con la propiedad que para todo diagrama conmutativo

80

X——B
fs l g
A——=C
f
existe un tnico morfismo & : X — P tal que
xL-p
5 Lfo
A
y
X P

.

ool

conmutan, es decir, fj = foh'y g = goh
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Definicion 2.76. Similarmente a la definicién anterior, dado un diagrama

A—L.B

|

C

en una categorfa. Entonces un pushout de este diagrama es un diagrama conmutativo

|-

A B
8 N

con la propiedad que para todo diagrama conmutativo
A-l.p

g Nt
C X

|

’
1

8

existe un dnico morfismo / : P — X tal que los siguientes diagramas conmutan.

es decir, f] = If1y g} = Ig1.

Proposicion 2.77. En una categoria abeliana todo diagrama

B

|

A—C
tiene un pullback que es uinico hasta isomorfismo y todo diagrama de la forma

A——B

|

C

tiene un pushout tinico hasta isomorfismo.
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Otras conceptos muy ttiles son los de objetos proyectivos y objetos inyectivos. No necesitamos
una categoria abeliana para definir tales objetos, debido a que al menos una categoria aditiva es
suficiente pero es en estos contextos es que estaremos usando tales objetos. Las definiciones son
enteramente andlogas a las mismas nociones para modulos.

Definicion 2.78. Un objeto P en una categoria C se dice proyectivo si dado cualquier epimorfismo
f :Cy — Cy yun morfismo h : P — C, entonces, existe un morfismo 4 : P — C; tal que hace
conmutar el siguiente diagrama

P

]7[/
7/
»

Cl—f>C2—>O

Un objeto QO en una categoria C se dice inyectivo si dado culaquier monomorfismo g : Cyp — C;
y un morfismo & : Cyp — Q entonces, existe un morfismo 4 : C; — Q tal que el siguiente diagrama
conmuta

0—>Co—g>C1

Como una alternativa familiar para categorias abelianas tenemos:

Proposicion 2.79. En una categoria abeliana un objeto P es proyectivo si y solo si dada una
sucesion exacta C; — Cp — 0 entonces, la sucesion (P,C1) — (P,Cy) — 0 es exacta. Un
objeto Q es inyectivo si y solo si dada una sucesion exacta 0 — Cy — C entonces, la sucesion
(C1, Q) = (Co, Q) = 0 es exacta.

Definicion 2.80. Si C es un objeto en la categoria abeliana C definimos una presentacion proyec-
tiva de C como una sucesion exacta P, — P; — C — 0 donde P; y P, son objetos proyectivos
en C. Una copresentacion inyectiva de C es una sucesion exacta0 - C — Q) — O, donde Q; y
(0, son objetos inyectivos en C.

Si todo objeto en C tiene una presentacion proyectiva decimos que C es una categoria con
suficientes proyectivos. De igual manera si todo objeto tiene una copresentacion inyectiva decimos
que C es una categoria con suficientes inyectivos.

En el siguiente capitulo haremos uso de morfismos idempotentes. Recordemos que un morfis-
mo f : C — C es idempotente si y s6lo si f2 = f. Un idempotente se dice que se escinde si y sélo
si tiene kernel y cokernel. Si f es idempotente que se escinde entonces C es isomorfo a la suma
Kerf + Cokerf. En una categoria aditiva arbitrarira todos los idempotentes no necesariamente se
escinden, pero por supuesto en el caso en que C es una categoria abeliana todo idempotente se
escinde.

En los siguientes capitulos cuando estamos considerando categorias aditivas o abelianas C y D
y un funtor F : C — D entonces se asumird que F es al menos un funtor aditivo sino se dice otra
cosa.



Capitulo 3

Equivalencias de representaciones.

3.1. Preliminares de la teoria de representaciones.

La teoria cldsica para la representacion de un anillo A, se refiere primero a ver como los A-
modulos se escinden en sumas directas de otros modulos y describir los médulos inescindibles,
esos que no pueden ser escritos como suma directa de dos A-médulos no cero.

Asi la teoria de representaciones estudia la categoria mod(A), en lo que concierne a la estructura
aditiva mds que a la estructura abeliana de la categoria. Por esta razén, es mejor considerar la
teoria de representaciones esencialmente como el estudio de categorias aditivas en la cual todos los
idempotentes se escinden. Aplicaciones desde este punto de vista de la teoria de representaciones
de anillos serdn dadas en la seccién 3.

Todas las categorias aditivas que utilizamos en este capitulo tienen la propiedad que los idem-
potentes se escinden. Por lo tanto para simplificar terminologia, cuando decimos que una categoria
es una categoria aditiva esto significard automaticamente que los idempotentes en la categoria se
escinden.

Para una categoria aditiva A denotaremos por Rep(A) la coleccidon de todas las clases de
isomorfismos de objetos en (A. Por cada A en A denotaremos su clase de isomorfismo en Rep(A)
por [A]. En Rep(A) introducimos la ley de composicién dada por:

[Al+[A]=[A+A']

donde A + A’ es la suma de A y A" en A. Es claro que esta ley de composicién es conmutativa,
asociativa y tiene elemento neutro [0]. Por lo tanto Rep(A) es un monoide conmutativo si Rep(A)
es un conjunto o equivalentemente si (A es una categoria esqueléticamente pequeia.

Supdngase que F : A — A’ es un funtor aditivo. Entonces asociado al funtor F tenemos la
funcién Rep(F) = Rep(A) — Rep(A’), definida por Rep(F)([A]) = [F(A)] para todo A en A.
Claramente Rep(F') satisface las siguientes propiedades:

i) Rep(F)([A] + [A’]) = Rep(F)([A]) + Rep(F)([A]).
Demostracion: Esto se debe a que Rep(F)([A] + [A’]) = Rep(F)([A + A’]) = [F(A+ A)] =
[F(A) + F(A")] = Rep(F)([A]) + Rep(F)([A]).
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ii) Rep(F)([0]) = [0].

Asi si A es esqueléticamente pequefia, Rep(F) : Rep(A) — Rep(A’) es un morfismo de monoides.
Obviamente para cada categoria aditiva A el funtor identidad 14 : A — A tiene la propiedad que:

Rep(17) : Rep(A) — Rep(A)

es laidentidad. Como Rep(GF)([A]) = [GF(A)] = [G(F(A))] = Rep(G)[F(A)] = Rep(G)(Rep(F)([A]),
para cada par de funtores funtores ' : A > A’ 'y G : A" —» A"

Rep(GF) = Rep(G)Rep(F)

Entonces si denotamos por Add la categoria de categorias aditivas esqueléticamente pequefias y
por Monoid la categoria de todos los monoides tenemos el funtor

Rep : Add — Monoid

A +—> Rep(A)

Llamaremos funtor de representacion a Rep : Add — Monoid. El estudio de este funtor
serd nuestro mayor propdsito en este capitulo.

Recordemos ahora algunas definiciones cldsicas y resultados. Sea A una categoria aditiva.
Decimos que un elemento [A] en Rep(A) es inescindible si y sélo si [A] = [B] + [C] implica que
[B] = [0] o [C] = [0]. Un objeto A en A se dice inescindible si [A] en Rep(A) es inescindible.
Como todos los idempotentes en (A se escinde, un objeto A en A y por tanto [A] en Rep(A) es
inescindible si y sélo si End(A) no tiene idempotentes no triviales (es decir, 0 y 1 son los tnicos
idempotentes en End(A)), notemos que dado f en End(A) idempotente, entonces A = Kerf +
Cokerf.

Decimos que una categoria aditiva A es una categoria Krull-Schmidt si todo elemento de
Rep(A) puede ser escrito en una y s6lamente una manera en una suma finita de elementos inescin-
dibles no cero. Obviamente si A’ es una subcategoria plena de A la cual es aditiva, entonces A’ es
una categoria Krull-Schmidt si A lo es.

Observacion 3.1. Es bien conocido que la categoria de médulos finitamente generados sobre un
anillo de artin A es una categoria Krull-Schmidt.

Estas seran los principales tipos de categorias Krull-Schmidt que serdn de nuestro interés.

Proposicion 3.2. Si A es una categoria esqueléticamente pequeria, entonces ‘A es una categoria
Krull-Schmidt si 'y sélo si Rep(A) es un monoide libre con el conjunto de elementos inescindibles
en Rep(A) como una base libre.

Demostracion: Sea A una categoria Krull-Schmidt, entonces todo elemento de Rep(A) puede
ser escrito en una sola manera como suma de inescindibles no cero. Por otra parte por lo visto
anteriormente Rep(A) es un monoide. Sea {[A;]}ie; el conjunto de inescindibles en Rep(A), como
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A es Krull-Schimidt {[A;]};e; es una base libre de Rep(A) y por lo tanto Rep(A) es un monoide
libre.

Por dltimo supdngase que Rep(A) es un monoide libre y con el conjunto de elementos ines-
cindibles {[A;]};c; una base libre en Rep(A), luego todo [A] puede ser escrito de una sola manera
como suma finita de elementos inescindibles no cero, es decir, A es una categoria Krull-Schmdt.

Definicion 3.3. Decimos que un elemento A en A es un generador de la representacion de A,
si el elemento [A] en Rep(A) tiene la propiedad que para cada B en (A existe un entero n tal que
n[A] = [B] + [C] para algin C en A.

Una categoria aditiva A se dice de tipo de representacion finita si A tiene un generador de la
representacion.

Definicion 3.4. Sea A un édlgebra de artin, se dice que es de tipo de representacion finita o de una
una manera mas corta de tipo finito, si existe solamente un numero finito de objetos inescindibles
en mod(A). Tales dlgegras son las de mayor interés de estudio en nuestro trabajo.

Como un ejemplo tenemos la categoria p(A) que consiste de todos los mdédulos proyectivos
finitamente generados sobre un anillo A. Claramente p(A) es de tipo de representacion finita puesto
que A mismo es un generador de la representacion para la categoria p(A).

No es dificil ver que si una categoria A es de tipo de representacion finita entonces A es
esqueléticamente pequefia. También si A es una categoria Krull-Schmidt, A es de tipo de repre-
sentacion finita si y s6lo si Rep(A) tiene solamente un nimero finito de elementos inescindibles.
Mas atin, supdngase que A es de tipo de representacion finitay Ay, ..., A, son objetos en A tales
que [A1],...,[A,] son todos los elementos inescindibles de Rep(A). Entonces 3. | A; en A es un
generador de la representacion de A.

Ahora describiremos los tipos de funtores que son de interés para el presente trabajo. Un tal
funtor puede ser visto como una manera de decir que la teoria de representaciones de dos categorias
aditivas son esencialmente la misma.

Observacion 3.5. Sea F : A — A’ un funtor, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) Rep(F): Rep(A) — Rep(A’) es biyectivo.

b) F esun funtor denso, el cual tiene la propiedad que si A} y Ay estanen Ay F(A1) =~ F(Ay)
en A’, entonces A; ~ A, en A.

Demostraciom: Claramente @) implica b). Sea A’ un objeto en la categoria A’ como Rep(F) es
sobreyectivo existe A en A tal que [F(A)] = [A’], asi F(A) ~ A" y por lo tanto F es denso. Ademas
si A} y A son objetos en (A tales que F(A;) ~ F(A;) entonces [F(A1)] = [F(Ay)] y por ser F
inyectivo [A(] = [Az], lo cual implica que A| = A,.

Para ver que ) implica a), notemos que por ser F denso Rep(F) es sobreyectivo, por otro lado
dados dos objetos A y A, en A tales que [F(A)] = [F(Ay)] se sigue que F(A) ~ F(A3) lo cual
implica por b) que A| ~ A; de donde [A] = [A2] y por lo tanto Rep(F') es inyectivo.
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Definicion 3.6. Un funtor F : A — A’ es llamado equivalencia débil de representacion si
satisface cualesquiera de las dos condiciones equivalentes anteriores.

Observacion 3.7. Si Ay A’ son categorias aditivas esqueléticamente pequefias entonces un funtor
F : A — A esuna equivalencia débil de representacion si y sélo si Rep(F) : Rep(A) — Rep(A’)
es un isomorfismo de monoides.

Ahora bien sea F : A — A’ una equivalencia débil de representacion. Algunas de las propie-
dades basicas que tenemos son:

a) F(A)=0siysolosiA =0.
Esto es por inciso b) de nuestra observacion 3.5 y ademas el objeto 0 es tnico.

b) A esinescindible siy sélo si F(A) es inescindible.
Demostracion: Dado A en A tal que [F(A)] = [A]]+[A}] entonces por ser F una equivalencia
débil de representacion existen Ay y A en A tales que [A’l] =[FAD]y [A’z] =[F(A)], es
decir, A = A} + Ay y por lo tanto A es inescindible si y s6lo si F'(A) es inescindible.

c) Todo objeto en A es suma finita de objetos inescindibles si y s6lo si todo objeto en A’ tiene
la misma propiedad (recordemos Rep(F’) es biyectivo).

d) Aes una categoria Kull-Schmidt si y sélo si A’ es una categoria Krull-Schmidt.

e) A en A es un generador de la representacion si y sélo si F(A) es A es un generador de la
representacion.

f) A es de tipo de representacion finita si y solo A’ es de tipo de representacion finita.
Esta es una consecuencia del inciso e).

A continuacién enunciaremos otra definicién que surge como una consecuencia de la definicién
de equivalencia débil de representacion.

Definicion 3.8. Dos categorias aditivas Ay A’ tienen representaciones débilmente equivalentes
si existe un conjunto finito A = Ay, Ay, ..., A, = A’ de categorias aditivas tal que para cada
i=0,1,...,n, existen equivalencias débiles de representacion F; : A; —» A;1 0 F; : Aipp — A;.

La definicién anterior toma en cuenta el hecho que la existencia de una equivalencia débil de
representacion F : A — A’ no necesariamente implica la existencia de una equivalencia débil de
representacion de A’ a A.

Algunas de las propiedades basicas de categorias que tienen representaciones débilmente equi-
valentes son:

a) La relacion ”A se relaciona con A’ si y soélo si tienen representaciones débimente equiva-
lentes”, es una relacion de equivalencia.

Si Ay A’ tienen representaciones débilmente equivalentes entonces:
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b) A es una categoria Krull-Schmidt si y s6lo si A" es una categoria Krull-Schmidt.
c) Aes de tipo de representacion finita si y sélo si A’ es de tipo de representacion finita.
d) A es esqueléticamente pequeiia si y sélo si A’ 1o es.

e) Si Ay A son categorias esqueléticamente pequeiias, entonces Rep(A) y Rep(A’) son mo-
noides isomorfos.

f) El conjunto de elementos inescindibles en Rep(A) y el conjunto de elementos inescindibles
en Rep(A’) tienen la misma cardinalidad.

Mientras que la definicién de una equivalencia débil de representacion tiene la apariencia de
simplicidad, las unicas representaciones débilmente equivalentes conocidas por Maurice Auslan-
der, son funtores que satisfacen condiciones fuertes las cuales son descritas a continuacion:

Proposicion 3.9. Sea F : A — A’ un funtor pleno.

a) Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) Para cada A en A, un endomorfismo f : A — A es un isomorfismo si F(f) = 1.

ii) Para cada A en A, el kernel del epimorfismo de anillos F : End(A) — End(F(A))
estd contenido en el radical de End(A).

iii) Un morfismo f : A — A’ en A es un isomorfismo si F(f) : F(A) — F(A’) es un
isomorfismo en A’

by Si F : A — A satisface cualesquiera de las condiciones equivalentes de a) y es denso
entonces F es una equivalencia débil de representacion.

Demostracion: Primero demostremos la equivalencia del inciso a). Veamos que i) implica if).
Recordemos que el radical de un anillo A (rad(A)), es la interseccidon de todos sus ideales maxi-
males. Sea K = KerF'y supéngase que K no esta contenido en rad(End(A)), el radical de End(A),
por tanto existe un morfismo f en K tal que f no esta en rad(End(A)), es decir existe un ideal
maximal m, tal que f no esta en m. Asi mismo existe un morfismo g en m tal que f + g = 14, de
donde tenemos que 1pu) = F(f + g) = F(f) + F(g) = F(g), luego F(g) = 1ru) y por i), g es
un isomorfismo lo cual es una contradiccién dado que esto implica que 1 € m. Por lo tanto K esta
contenido en rad(End(A)).

Veamos que iii) implica i). Sea f : A — A tal que F(f) = 1), como 1) es un isomorfismo
en A’ por iii), f es un isomorfismo en A.

Queda por demostrar b) Sea F : A — A’ un funtor denso y pleno que cumple cualquiera de
las condiciones equivalentes anteriores. Sean A, A, en A tales que F(A;) = F(A,) en A’, por iii)
del inciso anterior A; =~ A».

Como solamente trabajaremos con los funtores que satisfacen alguna de las condiciones equi-
valentes anteriores, para simplificar nuestro lenguaje formularemos la siguiente definicion.
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Definicion 3.10. Un funtor F : A — A’ se dice una equivalencia de representacion si es un
funtor pleno y denso, con la propiedad que un morfismo f : A; — A, en A es un isomorfismo si
el morfismo F(f) : F(A;) — F(A3) es un isomorfismo en A’.

Algunas de las propiedades bdsicas para un funtor F que es equivalencia de representacion,
son:

1) El funtor identidad 1 : A — A es una equivalencia de representacion.

ii) La composicion de dos equivalencias de representacion, es una equivalencia de representa-
cién.
Demostracion: Primero sean F, G dos funtores A LA S A" densos y plenos, en-
tonces su composicion también es densa y plena. Ahora bien sean A;, A, en A tales que
GF(A)) ~ GF(Ay), como G es una equivalencia de representacion tenemos que F(A;) =~
F(A»), luego por ser F' un equivalencia de representacion A; =~ Aj.

iii) Todas las equivalencias de representacién son equivalencias débiles de representacion.

Definicion 3.11. Dos categorias A y A’ se dice que tienen representaciones equivalentes si
existe un conjunto finito A = Ay, ..., A, = A’ de categorias tal que paracadai =0,...,n— 1
existen equivalencias de representacion F; : A; — A1 0 Fi : Aiy1 — A,

Observacion 3.12. La relacion A esta relacionado con A" ”’si Ay A’ tienen representaciones
equivalentes es una relacién de equivalencia.

Finalizamos esta seccion con un ejemplo el cual es conveniente tener disponible en las si-
guientes secciones. Sin embargo, revisamos primero algunos hechos concernientes a morfismos
esenciales.

Sea C una categoria abeliana. Recordemos que un morfismo f : C — D se dice esencial si
es un monomorfismo y cualquier morfismo g : D — X en C es un monomorfismo siempre que
la composicién gf es un monomorfismo. En el caso en que C sea la categoria de mddulos un
morfismo f : C — D es esencial si y sélo si es un monomorfismo y dado cualquier submédulo
D’ de D tal que f(C) N D’ = 0, entonces D’ = 0. También dados los morfismos f : C — Dy
g: D — E, tenemos:

1) gf esesencial si fy g son esenciales.

ii) Si gf es esencial y f,g son monomorfismos, entonces f es esencial.

iii) Si f: C — D esesencial y C es inyectivo, entonces f es un isomorfismo.

Mas atn, supdngase {f; : C; — D;};c; es una familia de morfismos. Entonces )’ f; : >, C; —
>, D; es esencial siy sélo si cada f; : C; — D; es esencial.

Definicion 3.13. Un morfismo j : C — Q en C se dice una envolvente inyectiva si j es esencial y
0 es inyectivo.
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Si j: C — Q es una envolvente inyectivay f : C — Q’ es esencial entonces existe un
morfismo i : Q" — Q tal que j = hf y cualquier tal morfismo 4 es un monomorfismo.

Notemos que Q' es inyectivo si y sélo si cualquier 2 : Q" — Q tal que j = hf es un iso-
morfismo. Decimos que C tiene envolventes inyectivas si para cada objeto C en C existe una
envolvente inyectiva f : C — Q. Si C tiene envolventes inyectivas, denotamos la subcategoria ple-
na de MorphC cuyos objetos son las envolventes inyectivas en C por Inj(C). No es dificil mostrar
que /nj(C) en una categoria aditiva.

Ejemplo 3.14. Sea C una categoria abeliana con envolventes inyectivas. Entonces el funtor ¢ :
Inj(C) — C dado por ¢(C, Q, j) = C es una equivalencia de representacion.

Demostracion: Primero veamos que la aplicacién ¢ : Inj(C) — C dada por ¢(C, Q, j) = C
es un funtor. Sean (C, Q, j), (C’,Q’,j) y (C”,Q",j’) objetos y morfismos (f,g) : (C,Q,)) —
O, (f",g): (C',Q,j) — (C”,Q", ;) morfismos en Inj(C). Tenemos por definicion de
¢ que ¢((f.8)) = f : C — C’ con lo que obtenemos que ¢((f.g')(f.8)) = $((f'f.£'g) = f'f =
o((f', 8 Ne((f, g). Y por dltimo ¢((1c, 1p)) = 1¢, con esto terminamos de demostrar que es un
funtor.

Tal funtor ¢ induce una funcién suprayectiva en Ob j(Inj(C)) — Obj(C), ya que por hipétesis
C es una categoria con envolventes inyectivas. Con esto tenemos que ¢ es un funtor denso.

Ahora bien veamos que es un funtor pleno. Sean C, C’ objetos en Cy (C, Q, j), (C’, Q’, j') sus
respectivas envolventes inyectivas, supdngase que tenemos un morfismo f : C — C’ en C luego
por ser Q' inyectivo existe g : Q — Q' tal que hace conmutar el siguiente diagrama:

0—->Cc—1-0

1)

0—C —=¢

Asi tenemos objetos (C, Q, j) y (C’, Q’, j’) y un morfismo (f, g) en Inj(C) tal que ¢((f,g) = fy
con esto demostramos que el funtor ¢ es un funtor pleno.

Terminaremos nuestra demostracién si mostramos que un morfismo (f, g) en Inj(C) es un
isomorfismo cuando f : C — C’ es un isomorfismo en C. Sin embargo si f : C — C’ es un
isomorfismo entonces el hecho que jy j” son envolventes inyectivas implicaque g : Q — Q' esun
isomorfismo.

Por lo tanto f y g son isomorfismos si f lo es. Esto muestra que el morfismo (f, g) en Inj(C)
es un isomorfismo si f es un isomorfismo en C. Con esto terminamos de demostrar que el funtor ¢
es una equivalencia de representacion.
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3.2. Categorias de Grassman.

Antes de pasar a nuestro principal objetivo de esta seccién, el cual es mostrar que varias sub-
categorias aditivas plenas de las categorias de médulos sobre ciertos anillos de artin tienen repre-
sentaciones equivalentes es necesario desarrollar la nocién de una categoria de Grassman. Como
el nombre lo sugiere esta es una generalizacidn de una situacién familiar en la cual uno estudia la
coleccién de todos los subespacios de una dimension fija en un espacio vectorial.

Sea A un anillo y A un bimédulo. La categoria Grassman del par (A, A), que denotaremos por
Gr(A,A), es dada por los siguientes datos.

Los objetos de Gr(A, A) consisten de todas las ternas (M1, M>, f) donde los M; son A-mddulos
izquierdos y f : M1 — Homa (A, M) es un monomorfismo de A-moédulos izquierdos, aqui Hom (A, M5)
es considerado como un A-médulo izquierdo en el sentido usual, es decir, dado A un A-bimdédulo
y g en Homa (A, M>) entonces definimos (1g) : A — M, por (1g)(a) = g(ad), para todo a en A, A
en Ay gen Homp (A, M>).

Un morfismo (g1, g2) de (M1, Ma, f) a (M, M, f’) consiste de un par de A-morfismos, g :
M, — M}y g : My — M tal que el siguiente diagrama conmuta

M, —>fH0mA(A, M)

gll LHU’71A(A,82)
M, —L Homp(A, M)

Notemos que dados dos morfismos (g1, g2) de (M1, Ma, f) a (M}, M, ')y (h1, h2) de (M7, M}, f7)
a(My, M}, f"), entonces tenemos que el par el par (h1g1, h2g2) es un morfismo de (M1, Ma, f) a
(M. My ).

My ——L Homp(A, My)

o,

higi M| —— Homp(A, M}) | Homa(Ah2g2)

S

M —L Homp(a, M2)

Lo cual podemos ver de las igualdades f'g; = Homa(A, g2)fy f""h1 = Homa(A, hy)f’, de donde
obtenemos:

f"hig1 = Homa(A, ho)f' g1 = Homa(A, ho)Homa(A, g2)f = Homa(A, g2ha) f
Con esto queda definida la composicidon.

Asi con estos datos definimos una categoria Gr(A, A) la cual tiene las siguientes propiedades:

a) Para cada (M, My, f) en Gr(A, A) el par (1), 1M>) es un endomorfismo de (M1, M», f) el
cual es la identidad sobre (M, M>, f).
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b) Un morfismo (g1, g2) : (M1, M2, f) — (M}, M}, f) es un isomorfismo si y s6lo si g1y g son
isomorfismos. Ademads, si (g1, g2) s un isomorfismo, entonces (gi, gz)‘1 = (g;1 s ggz).

Ahora consideramos Gr(A, A) como una categoria preaditiva por medio de la operacion (g1, g2) +
(g7,85) = (g1+8], &,+&5) para todos los morfismos (g1, g2) y (g}, &,) de (M1, Ma, f) a (M}, M}, f').
Notemos que si (M1, M, f)y (M|, M, f’) estan en Gr(A, A) se sigue que (M+M7{, My+M,,, f+f")
en Gr(A,A) es la suma de ellos, donde M; + M es la suma de M; y M; como A-médulos y
f+f: My+M{ — Homp(A, M+ M)) es la suma de las funciones f : My — Homa(A, Ma)y f :
M| — Homa (A, M}), después identificamos Homa (A, My +M}) con Homa(A, M2)+Homa(A, M)
en la manera usual. Por lo tanto Gr(A, A) es una categoria aditiva y no solo preaditiva.

Por otra parte notemos que dado un endomorfismo (g1, g2), tenemos (g1, gz)2 = (g%, g%), con lo
cual un endomorfismo (g, g2) en Gr(A, A) es idempotente si y sélo si g y g2 son idempotentes,

Por lo tanto vemos que Gr(A, A) es una categoria aditiva en la cual sus idempotentes se escin-
den. El lector puede verificar que mientras Gr(A, A) no es en general una categoria abeliana, tiene
kerneles, cokerneles y consecuentemente todo morfismo en Gr(A, A) tiene un analisis.

Teminaremos la discusion de las propiedades de las categorias de Grassman Gr(A, A) con las
siguientes observaciones.

Observacion 3.15. Supdngase que A es una subcategoria aditiva, plena, esqueléticamente pequefia
de Mod(A) con idempotentes escindibles. Entonces la subcategoria plena de Gr(A, A) que consiste
de todos los objetos (M, M,, ) con M, en A es una subcategoria aditiva, plena, esqueléticamente
pequeia con idempotentes que se escinden, la cual llamaremos la subcategoria de Gr(A, A) gene-
rada por A.

Demostracion: Primero notemos que el objeto (0,0, 0) de Gr(A, A)

0 0

Homa(A,0) =0
estd en en la subcategoria generada por A, debido a que 0 esta en A, de igual manera la subcate-
goria generada por A tiene sumas finitas.

Para ver que es plena consideremos objetos (M1, My, f), (M’,Mé, f7) en la subacategoria de
Gr(A,A) generada por Ay sea (g1, g2) un morfismo entre tales objetos en Gr(A, A), asi tenemos
el diagrama conmutativo:

M, — Hom (4, M»)
81 l LHomA(A,gz)
’ f, ’
M| —— Homa (A, M)
donde M>, Mé estdn en A y por lo tanto g : My — Mé estd en A, asi el morfismo (g1, g2) se
encuentra en la subcategoria generada por A.

Finalmente queda por demostrar que la subcategoria generada por A es esqueléticamente pe-
quena. Sea (M, M, f) un objeto en Gr(A, A), entonces por ser A esqueléticamente pequena exis-
te un objeto M} en A tal que My =~ M), sea g : My — M) tal isomorfismo, tomando el objeto
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(M1, M}, Homa(A, g)f) en la subcategoria de Gr(A, A) generada por A y el isomorfismo entre
(M1, Ma, )y (My, M}, (Homp(A, g))f:

M, —>fH0mA(A,M2)
La, j lHomA(ﬂ g)
(H()m/\(

B oma(A, M)

demostramos que la subcategoria de Gr(A, A) generada por A es esqueléticamente pequeiia.

3.3. Teorema principal.

En toda esta seccion A es un anillo. Para cada ideal bilateral b en A definimos el funtor
Sp : Mod(A) — Mod(A)
M +—— Homp(A/b, M) = {m € M|bm = 0}

para cada M en Mod(A\).

Obviamente bS,(M) = 0 para cada M en Mod(A). De aqui que S,(M) es un A/b-mddulo para
cada M en Mod(A). También si M es un A-mdédulo inyectivo entonces Sp(M) es un A/b-mddulo
inyectivo.

Considerando el funtor identidad I : Mod(A) — Mod(A), obtenemos el monomorfismo de
funtores definido por:
00— Sp—1

donde para cada M en Mod(A), iy : Sp(M) — M es la funcién de inclusién de Sy (M) dentro de
M.

Definiendo el funtor
Ty : Mod(A) — Mod(\)

M +— M/Sp(M)

podemos asociar con cada ideal bilateral b en A la sucesion exacta de funtores.
00— Sy —>I1—0Tp, —0
de Mod(A) en Mod(A). Por otra parte la sucesion exacta de A-mdédulos:

0 b A A/b 0

produce la sucesion exacta de funtores de Mod(A) a Mod(A):

0 ——= Homp(A/b, x) —— Homp (A, *) —— Homp (b, *) .



3.3. TEOREMA PRINCIPAL.

Pero tenemos Sy, = Homa(A/b,*) e I = Homa(A,*) y el monomorfismo 0 — Sy, — [ es
el mismo que 0 ——= Homp(A/b, *) —— Hom (A, *) , por lo tanto existe un dnico morfismo
o : Ty, — Homp (b, %) que hace conmutar el siguiente diagrama.

0 Sb 1 Ty 0
‘ [

| o
0 ——= Homa(A /b, x) —— Homp (A, x) —— Hom (b, *)

Y

Tal morfismo o : Ty, — Homa (b, %) es un monomorfismo. Notemos que o tiene la propiedad
que si M es inyectivo entonces o : Th(M) — Homa(b, M) es un isomorfismo. En conjunto,
asociado con cada ideal bilateral b en A esta la sucesién exacta de funtores

0—Sy—>I1—Tp,—0

junto con el tnico monomorfismo 0 —— Ty, —Z Homa(b, *) el cual hace conmutar el siguien-
te diagrama.

0 S» 1 Ty 0

| X

0 ——= Homa(A /b, x) —— Homp (A, x) —— Homa (b, )

Observacion 3.16. Supdongase ahora que a es un ideal bilateral en A tal que ab = 0 = ba. Entonces
para cada A-médulo M tenemos:

i) La funcién 0 —— Homa (b, S a(M)) — Hom (b, M) inducida por la funcién inclusién
In : Sa(M) — M es un isomorfismo natural el cual consideramos como una identificacion.
ii) aHoma (b, M) = 0y en consecuencia a(Ty,(M)) = 0.
Demostracion: Consideremos la funcidn inclusion iy : S (M) — M, aplicando el funtor exacto

izquierdo Homp (b, *) tenemos la sucesion exacta:

oma (b,iy)

00— Homp(b, S a(DY 225 Homa (b, M)

Resta probar que Hom(b, i) es sobreyectivo. Sea ¢ : b — M un A-homomorfismo, dado
que agp(b) = ¢(ba) = 0, ¢ se anula en a, entonces ¢(b) C Sa,(M) y por lo tanto ¢ estd en
Homp (b, Sa(M)).

Finalmente queda por demostrar el inciso ii). Observemos que dado un A-homomorfismo ¢ en
Homa (b, M) éste es anulado por a puesto que ba = 0y como Th(M) € Homp (b, M) se sigue que
a(Ty(M)) = 0.

Estas observaciones nos permiten definir el funtor F : Inj(Mod(A)) — Gr(A/a,b) como sigue:
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. J . . . . .
Supéngase 0 —— M —— O es una envolvente inyectiva, aplicando el funtor exacto izquier-
do Hom (b, ), se induce el monomorfismo

Hom(b, )

0 Homa(b, M) ——=Hom (b, Q)

Por otra parte, por la observacién anterior Homa (b, Q) ~ Homa(b, S a(Q)), y por lo tanto tenemos
el monomorfismo

Homa (b, M) ——— Homx (b, S 2(Q)) .

Con esto podemos definir el funtor F para toda envolvente inyectiva j : M — Q por:

Inj(Mod(A)) —=

Gr(A/a,b)

Veamos que esta bien definido. Primero, notemos que 7,(M) es un A/a-mdédulo dado que por la
observacidn anterior a(Tp(M)) = 0. Segundo, considerando los monomorfismos

0 —— Tp(M) —% Homp(b, M)

00— Homp(b, M) —— Homp(b,S.0) .

entonces su composicién es un monomorfismo el cual es denotado por F ()

F(j)

0 Tw(M) Homa (b, S,0)

Por dltimo como por hipédtesis ab = 0 = ba, S ,(Q) es por definiciéon un A/a-médulo y b es un

A/a-bimddulo, con éstas observaciones notamos que el funtor F estd bien definido.

Es este funtor F el principal objeto de estudio de esta seccién. Sin embargo, antes de que
podamos formular y probar nuestro principal resultado concerniente al funtor F, necesitamos supo-
siciones extras para el ideal b las cuales explicamos ahora.

Definicion 3.17. Sea b un ideal bilateral en A. Decimos que el funtor S, es esencial si satisface
cualquiera de las dos condiciones equivalentes.

a) Si M esun A-méduloy Sp(M) = 0, entonces M = 0.

b) El monomorfismo 0 — Sy,(M) — M es esencial para todo A-mddulo M.
Sea b un ideal en A, algunas de las propiedades son:

i) Sib es nilpotente (es decir, b" = 0, para algun entero positivo n), entonces Sy, es esencial.

Ahora bien, dado un monomorfismo esencial 0 - M| — M, de A-médulos y S, esencial,
entonces:



3.3. TEOREMA PRINCIPAL. 53

ii) Tenemos el monomorfismo esencial

0 — Sp(M1) — Sp(M).

iii) Si M; es un A/b-mdédulo inyectivo
0— M| — Sp(M>)

es un isomorfismo.

Sea Inj(Gr(A, A)) la subcategoria plena de Gr(A, A) que consiste de todas las triplas (M1, M, f)
con M> inyectivo. Nuestro principal resultado es:

Teorema 3.18. Sea A un anillo y a, b dos ideales bilaterales en A tal que S,y Sy, son esenciales.
Supongase que ab = 0 = ba, entonces:

a) La subcategoria plena Injy(Mod(N)) de Inj(Mod(\)) que consiste de esas envolventes in-
vectivas [ : M — Q tal que Sp(M) es un A/b-modulo inyectivo, es una categoria aditiva en
la cual todos los idempotentes se escinden.

b) El funtor J : Inji,(Mod(N)) — Inj(Gr(A/a,b)), inducido por el funtor F : Inj(Mod(A)) —
Gr(A/a,b) es una equivalencia de representacion.

Demostracion: Comencemos con el primer inciso de nuestro teorema. Veamos que In j,(Mod(N))
es una subcategoria aditiva de In j(Mod(A)).

Sean (M, Q, j), (M’, Q’, j') objetos de Injn,(Mod(A)) y de manera candnica consideremos su
suma (M, Q, )+ (M’,Q’, j’) como (M + M’,Q+ Q’, j+ j). Notemos que Sp,(M + M") = Sp(M) +
Sp(M’)y dado que la suma de médulos inyectivos es inyectivo, asi Sp(M + M’) es un A/b- médulo
inyectivo y por consiguiente la subcategoria Inj,(Mod(A)) es aditiva.

Continuemos con b). Primero probemos que J es denso. Supéngase que (N1, Na, h) estd en
Inj(Gr(A/a,b)), es decir, tenemos una sucesion

0 —= Ny —L Homx(b,N>) .

Sea (N,, Q, j) una envolvente inyectiva de N> en Mod(A). Dado que N> es un A/a-médulo y por
definicién S ,(Q) es el A/a-mdédulo mas grande contenido en Q, No C S ,(Q). Por otra parte como
N> € Qesesencial y N> € S,(0), se sigue que N € S ,4(Q) es esencial, es decir, dado X submddulo
de Sa(Q), tal que X N N, = 0, entonces X = 0, esto se sigue de que X en particular es submédulo
de Q y N, es esencial en Q. Pero por hipétesis N, es un A/a-mddulo inyectivo y por lo visto
anteriormente N> = S,(Q0).

Ahora bien considerando la sucesion exacta

0 ——= Homp(A/b, Q) —— Homp (A, Q) —— Homp(b, Q) ——0
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y recordando que Hom (b, Q) = Homa(b, S2(Q))y S 4.(Q) = N,, obtenemos el siguiente diagrama

0

|

Ny
h

0 ——= Homp(A/b, Q) —— Homp (A, Q) — Homp (b, N;) ——0 .
Tomando el pull-back de

N

|

Homa (A, Q) = Q —— Homp(b,N;) —=0

nos da el siguiente diagrama conmutativo

T T
0 Sn(Q) M, N

| | ]

0 ——= Homp(A/b, Q) —— Homp (A, Q) —— Homp(b,N;) —— 0 .

Del hecho que Sp(Q) — M; — Q es un monomorfismo se sigue que Sp(Q) — M es un
monomorfismo. Por otra parte como el funtor S}, es esencial entonces S(Q) — Q es esencial, por
lo tanto &’ : My — Q es un monomorfismo esencial y (M1, Q, k") estd en Inj(Mod(A)). Aplicando
el funtor Sy, al diagrama exacto

-~ O

0 Sn(Q) M,

0 Sn(Q) Q

obtenemos el diagrama conmutativo

0 ——=Sp(Q) ——= Sp(My)

|k

0 ——=38p(Q) ——=Sn(Q)

de donde se sigue que Sp(M;) ~ Sp(Q). Como Sp(M;) es esencial y S1,(Q) es A/b-inyectivo,
Sp(My) es A/b- inyectivo. Por lo tanto 0 — M| — Q estd en In ji,(Mod(\)).
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Aplicando el funtor J a la terna (M, Q, h’) obtenemos: J(M1, Q, ') = (Ty(M1), Sa(Q), F(1')),
y como de nuestros diagramas anteriores tenemos que M| =~ N /Sp(Q), O =~ Hompa(b, N2)/Sp(0),
conseguimos lo siguiente:

Ny
My S Ny N

Sp(M1) — Sp(M1)  Sp(Q) + Sp(M)) - Sp(Q)

Asi podemos formar el diagrama conmutativo exacto:

Ty(My) =

0 —— To(M1) —~"Pomp ja(b, Sa(Q)

=l jHomA/b(*s:)

0 N; - Homp ja(b, N2)

Por lo tanto (Tp (M), S 2(Q), F(h')) = (N1, N2, h). Esto completa la demostracién que J es un funtor
denso. Hasta el momento se debera notar que el hecho que S , sea esencial no ha sido utilizado hasta
el momento.

A continuacion mostraremos que un morfismo (g1, g2) : (M1, Oy, j1) = (M2, O, j») en Injp(Mod(A))
es un isomorfismo si J(g1,g2) = F(g1, g2) es un isomorfismo en I/nj(Gr(A/a,b)). Por lo visto an-
teriormente F(gy, g2) es un isomofismo si y sélo si los morfismo Ty(g1) : Tp(M1) — Tp(M>) y
Salg2) 1 Sa(Q1) — Sa(Qr) son isomorfismos. Como tenemos el diagrama exacto conmutativo

0——= S.(0) =0,

Sa(gz)t lgz

0—>Sa(Q) — 02

y como iy, i» son envolventes injectivas dado que S, es esencial, se sigue que el hecho que S,(g>)
sea un isomorfismo implica que g»> sea un isomorfismo también. Solo queda por ver que el morfis-
mo g1 : My — M, es un isomorfismo.

Notemos que por hipdtesis cada objeto (M;, Q;, j;) esta en In j,(Mod(A)), y por tanto cada uno
de los S(M;) es A/b-inyectivo. Esto combinado con el hecho que Sy, es esencial implica que cada
una de las envolventes inyectivas M; — Q; induce un isomorfismo S (M;) — S1(Q;). Tomando en
cuenta el diagrama conmutativo

Sp(My) —= Sp(Q1)
Sb(gl)l LSb(gz)
Sp(Mz) —— Sp(Q2)

y el hecho que g, es un isomorfismo, implica que Sp(g2) es un isomorfismo y en consecuencia
Sp(g1) es un isomorfismo. Entonces si consideramos el siguiente diagrama conmutativo

0——SpMy) — M ——=Tp(M;) —=0

Sb(gl)l glt Tb(gl)j

0 ——Sp(M2) — M) ——Tp(M) ——0
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y ya que por hipétesis Th(g;) es un isomorfismo, g; es un isomorfismo. Con esto terminamos de
demostrar que J refleja isomorfismos. Solamente nos queda por demostrar que J es pleno para
completar la demostracién de que J es una equivalencia de representacion.

Supoéngase que (M1, Q1, j1) ¥ (M2, Qa, j») estan en Injn(Mod(A)) y un morfismo (hy, hy) :
(To(M1), Sa(Q1), F(j1)) = (To(M2), Sa(Q2), F(j2)) en Inj(Gr(A/a,b)), es decir, tenemos morfis-
mos hy : Tp(My) = Tpy(M>)y hy : Sa(Q1) — Sa(Q») tales que el siguiente diagrama conmuta

F(
0 ——Ty(M)) —>J)‘}0mz\/a(b, Sa(Q1))
h l lHomA/a(*shZ)

0 ——Ty(M>) —F>(j12")10m1\/a(b, Sa(@2))

Como cada uno de los Q; son inyectivos podemos encontrar un morfismo g, : Q; — O tal
que el siguiente diagrama conmuta

0——=5a(Q1) — O

hzt lgz

0——=S5a(0)—= >

Consideremos la sucesion exacta) — b — A — A/b — 0y apliquemos el funtor Homa (x, Q;)
a tal sucesion, esto combinado con el hecho de que Homa (b, S a(Q;)) = Homp (b, Q;) obtenemos
el siguiente diagrama conmutativo

0 ——Sp(Q1) — Q1 ——= Homp ja(b, S 2(Q1)) —=0

hzl gzL LHomA/a(*,hz)

0 ——Sp(Q2) —— Q2 —— Hompja(b, S a(Q2)) ——0

Ahora bien dado que (M;, Q;, j;) estan en Inji,(Mod(A)) entonces sabemos que Sy(M;) es un
A/b- médulo inyectivo y dado que S, es esencial, Sp(M;) ~ Sp(Q;). Asi podemos expandir nuestro
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anterior diagrama a el siguiente diagrama conmutativo:

0 0 0

0 ——=Sp(My) M, TyM) ———0

Sp(j1) Ji F(j1)
0 ——Sp(Q1) —— Q1 —— Hompa(b, Sa(Q1)) —0
I 82 Homp ja(+,h2)
0 ——8p(Q2) —— Q2 —— Hompa(b, Sa(Q2)) —0
Sn(j2) J2 F(j2)

0 ——=Sp(M>) M, Tyw(M>) 0

0 0 0

Como podemos ver del diagrama anterior, la funcion Ay : Th(M{) — Ty(M>) tiene la propiedad
que Homp(x, hy)F(j1) = F(j2)h;, de donde se sigue que Im(Homa (x, hy)F(j1)) € ImF(j,). De
esta observacién no es dificil deducir del diagrama anterior que Im(g,j;) € Im(j;). Como j, :
M, — (5 es un monomorfismo entonces existe un tnico morfismo g; : M; — M, tal que hace
conmutar el siguiente diagrama

0— M ——= 0,

glt lgz

O——=M,—— O
o

Por lo tanto (g1, g2) es un morfismo de (M1, Q1, j1) a (M2, Qa, jo) en Inj,(Mod(A)). Notemos que
J(g1,82) = F(g1,82) = (h,h) en Inj(Gr(A/a,b)). Por lo tanto tenemos que el funtor J es un
funtor pleno y por ende J es una equivalencia de representacion.

Terminamos esta seccion dando una reformulacidn del teorema principal en el siguiente len-
guaje.

Definicion 3.19. Sea A un anillo y b un ideal bilateral en A. Denotamos por Mod(A)y, la subca-
tegoria plena de Mod(A) que consiste de todos los médulos M tal que Sy (M) es un A/b-mddulo
inyectivo. Denotamos por Inj,(Mod(A)) la subcategoria plena de Inj(Mod(A)) que consiste de
todas las envolventes inyectivas (M, Q, j) tal que Sp(M) es un A/b-médulo inyectivo.

Sea b un ideal bilateral en A, algunas de las propiedades bdsicas son las siguientes:

1) Mod(M)p e Inj,(Mod(A)) son categorias aditivas en las cuales todo idempotente se escinde.
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Demostracion: Por el Teorema 3.18, Inj,(Mod(A)) es una categoria aditiva en la cual todo
idempotente se escinde. Queda por demostrar lo mismo para Mod(A)p.

De manera andloga al Teorema 3.18 podemos demostrar que Mod(A)y, es una subcategoria
aditiva de Mod(A). Queda por ver que todo idempotente en Mod(A)y, se escinde, dado que la
categoria Mod(A) es abeliana, entonces todo morfismo tiene un andlisis, es decir, todo mor-
fismo tiene un kernel y un cokernel, entonces dado un morfismo g en Mod(A)p idempotente,
este tiene un andlisis, g = kerg + cokerg, con esto tenemos que g se escinde.

ii) La equivalencia de representacion ¢ : Inj(Mod(A)) — Mod(A) dada en el ejemplo 3.14,
induce un equivalencia de representacion ¢ : Injy(Mod(A)) — Mod(A)y.

Demostraciéon: Primero notemos que ¢ : Injn(Mod(A)) — Mod(A)y esta bien definido,
dado que Sp(M) es un A/b-médulo inyectivo por definicién de Inj,(Mod(A)). Solo queda
por demostrar que ¢ es denso, pleno y refleja isomorfismos.

¢ es denso ya que Mod(A) es un categoria con suficientes inyectivos y de igual manera al
ejemplo 3.14, ¢ es pleno y refleja isomorfismos.

Ahora podemos reescribir nuestro teorema principal de la siguiente manera.
Teorema 3.20. Sean a, b dos ideales bilaterales en A tal que S 3 y Sy, son esenciales y ab = 0 = ba,
entonces las categorias Mod(N)y e Inj(Gr(A/a,b)) tienen representaciones equivalentes.
Demostracion: Tenemos las equivalencias de representacion:

¢ : Injn(Mod(A)) — Mod(A)y

J : Injp(Mod(N)) — Inj(Gr(A/a,b))

entonces Mod(A)y e Inj(Gr(A/a,b)) tienen representaciones equivalentes.

Corolario 3.21. Sean A, a, b y A’, a’, b, anillos e ideales los cuales satisfacen la hipdtesis
del teorema anterior. Supongase que existe un isomorfismo de anillos f : AJa — A’J/a’ y un
isomorfismo de grupos g : b — b’ tal que g(xb) = f(x)g(b) y g(bx) = g(b) f(x) para todo x en A/a
y b enb. Entonces Mod(MN)y y Mod(A )y tienen representaciones equivalentes.
Demostracion: Los isomorfismos f'y g inducen un isomorfismos de categorias
Inj(Gr(A/a,b)) — Inj(Gr(A’/a’,b")).

Por lo tanto Inj(Gr(A/a,b)) e Inj(Gr(A’/a’,b’)) tienen representaciones equivalentes. Dado que

Mod(M)p e Inj(Gr(A/a, b)) tienen representaciones equivalentes, y también de igual manera Mod(A')yy
e Inj(Gr(A’/a’,b’)) tienen representaciones equivalentes, entonces se sigue que Mod(A)p y Mod(A )y

tienen representaciones equivalentes.
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34. Algebras de artin.

3.4.1. Aplicaciones del teorema principal.

Ahora damos algunas interpretaciones de nuestro resultado principal. Pero primero introduci-
remos algo de terminologia.

Un ideal a en un anillo A se dice nilpotente si existe un entero n > 1 tal que a” = 0. Si a
es nilpotente, definimos el indice de nilpotencia de a como el minimo entero n tal que a” = 0.
Hemos visto que si a es un ideal bilateral nilpotente en A entonces S , es esencial, en consecuencia
nuestro principal teorema nos da lo siguiente:

Teorema 3.22. Si a es un ideal nilpotente bilateral en A con indice de nilpotenia n entonces
Mod(\),i e Inj(Gr(A/a"™", a")) tienen representaciones equivalentes para cada i =1,...,n— 1.

Demostracién: Notemos que (a’)" = 0 paratodoi = 1,...,n — 1y asi todos esos ideales a’
son nilpotentes, por lo tanto S, es esencial y (a')(@") = a" = 0 = a" = (a"/)(a’). Aplicando
el teorema 3.18 tenemos que Mod(A), e Inj(Gr(A/ a" a')) tienen representaciones equivalentes
paracadai=1,...,n— 1.

Ahora aplicaremos este resultado en anillos semiprimarios. Recordemos que un anillo A se
dice semiprimario si su radical r es nilpotente y A/r es semisimple artiniano. Si A es semiprimario,
definimos el indice de A como el indice de nilpotencia del radical de A. Reemplazando a por r en
nuestro teorema previo nos da:

Teorema 3.23. Sea A un anillo semiprimario con radical r e indice n. Entonces Mod(\),i e
Inj(Gr(A/x"7', 1)) tienen representaciones equivalentes para cadai=1,...,n— 1.

Supoéngase que i = 1. Como Mod(A), es la subcategoria plena de Mod(A) que consiste de
todos los médulos M tal que S (M) es A/r-inyectivo, entonces el hecho que A/r es un anillo
semisimple implica que todos los A/r-mdédulos son inyectivos y por lo tanto Mod(A) = Mod(A)y.
Asi podemos dar la siguiente descripcion de la teoria de representacion de la categoria Mod(A) en
el caso en que A es un anillo semiprimario.

Corolario 3.24. Sea A un anillo semiprimario de indice n con radical r. Entonces Mod(A\) e
Inj(Gr(A/ r"~1,r)) tienen representaciones equivalentes.

Este resultado y el dltimo corolorario 3.21 visto en la seccion anterior tiene como consecuencia
la siguiente afirmacion:
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Corolario 3.25. Sean A, N, anillos semiprimarios del mismo indice n 'y radicales r y ¥’ respecti-
vamente. Supéngase que existe un isomorfismo de anillos f : AJx"~' — A’/(¢")'"' y un isomorfimo
de grupos g . v — v’ tal que g(xr) = f(x)g(r) y g(rx) = g(r)f(x) para todo x en AY"Vyrenr.
Entonces Mod(A) y Mod(A\”) tienen representaciones equivalentes.

Para poder establecer nuestro siguiente resultado necesitamos lo siguiente

Definicion 3.26. Sea A un anillo y A un A-bimédulo. Definimos el anillo A + A el cual es llamado
la extension trivial de A por A, como el anillo cuya estructura de grupo abeliano es la suma de
los grupos abelianos de A y A, es decir:

x,a)+(xX',d)=(x+x,a+d)

de donde vemos claramente que: la suma es asociativa, tiene elemento neutro (0x,04) + (x,a) =
(Op + x,04 + @) = (x,a), tiene inversos (x,a) + (—x, —a) = (x — x,a —a) = (0,0) y la suma conmuta
x,a)+(X,d)y=x+x,a+d)=X +x,d +a)=,d)+ (x,a).

Y cuya multiplicacién es dada por
(x,a)(x',a") = (xx',ax’ + xa’)

para todo x, X’ en A y a, a’ en A, la cual distribuye sobre la suma, notemos: (x, a)((x’,a') +

(x”,a”)) = (x,a)x' +x'",a +ad") = (x(x + x),a(x" + x") + x(a’ + a")) = (xx’ + xx”,ax" +
ax” + xa’ + xa”) = (x,a)(xX',d’) + (x,a)(x”,ad"”).

Si A es un A-bimédulo entonces algunas de las propiedades basicas son:

1) Elradical de A + Aesr + A, donde r es el radical de A.
i) (r+A) = (r', Y psimn XA, para todo k, i > 0.

iii) Si A es semiprimario de indice n, entonces A + A es semiprimario de indice < n + 1.

En consecuencia, en el caso particular en que A sea semiprimario de indice 2 y por la Gltima
observacion anterior, obtenemos:

Proposicion 3.27. Si A es un anillo semiprimario de indice 2 con radical r, entonces Mod(\),
Mod((A/r) + 1)y Gr(A/r,r) tienen representaciones equivalentes.

Demostracion: Ya que A/r es semisimple sabemos que todos los A/r- médulos son inyec-
tivos y por lo tanto Inj(Gr(A/r,r)) = Gr(A/r,r). Pero por lo visto anteriormente sabemos que
Mod(A) e Inj(Gr(A/r,r)) tienen representaciones equivalentes. Asi Mod(A) y Gr(A/r,r) tienen
representaciones equivalentes.

Por otra parte, como A/r es semisimple sabemos que 0 + r es el radical del anillo (A/r) + r.
Por lo tanto Mod((A/r) + r) y Gr(A/r,r) tienen representaciones equivalentes. Asi tenemos el
resultado de que Mod(A), Mod((A/r) + r) y Gr(A/r, r) tienen representaciones equivalentes.
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Supoéngase que I es un anillo semisimple y A un I'-bimédulo. Por nuestro dltimo resultado
sabemos que Mod(I' + A)) y Gr(I', A) tienen representaciones equivalentes. Estas observaciones
nos dan la siguiente.

Proposicion 3.28. Sea A un anillo semiprimario de indice n'y con radical r. Entonces Mod(A)-1
y Mod((A/r) + " 1) tienen representaciones equivalentes.

Demostracion: Por nuestros resultados generales sabemos que Mod(A)-1 € In j(Gr(A/r, r 1)
tienen representaciones equivalentes. Dado que A/r es semisimple, sabemos que la subcategoria
plena In j(Gr(A/r,r"~ 1)) de Gr(A/r,r" ') es todo Gr(A/r,r*~'). Por lo tanto Mod(A)um-1 y Gr(A/r, ¥ 1)
tienen representaciones equivalentes. Pero como hemos observado anteriormente, el hecho de que
A/r es semisimple implica que Mod(A)p-1'y Mod((A/r) + r"~!) tienen representaciones equiva-
lentes.

Antes de enunciar nuestro resultado final de esta seccidn, necesitamos dar algunas definiciones
y notacién la cual también serd usada en los siguientes capitulos.

Definicion 3.29. Sea (A, R, ¢) una R-dlgebra. Decimos que A es una R- algebra de artin, si R
es un anillo artiniano y A es un R-mdédulo finitamente generado, con la estructura de R-médulo
inducida por el morfismo de anillos ¢ : R — A.

Sea R un anillo conmutativo y A un anillo. Recordamos que la terna (A, R, ¢),con ¢ : R — A
un morfismo de anillos tal que ¢(R) C Cen(A), es una R-4lgebra.

Para efectos del presente trabajo estaremos considerando a R = Cen(A) y diremos que A es una
algebra de artin, si es un anillo de artin el cual es finitamente generado sobre su centro y ademas
el Cen(A) es también un anillo de artin.

A continuacién describimos propiedades de las dlgebras de artin A las cuales necesitamos
inmediatamente.

1) A esun anillo de artin bilateral.
ii) Todo anillo cociente de A es un algebra de artin.

iii) Si M es un A-médulo finitamente generado y 0 — M — Q es una extension esencial,
entonces Q es un A-mddulo finitamente generado.

La demostracién de las primeras dos propiedades estan estableciadas. Demostraremos la dltima
propiedad después.

Definicion 3.30. Sea A un anillo. Denotaremos la subcategoria plena de Mod(A) cuyos objetos
son A-mdédulos finitamente presentados por mod(A).

Algunas de las propiedades bdsicas de la subcategoria mod(A) son:
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1) mod(A) es una categoria aditiva esqueléticamente pequeia con idempotentes escindibles.

Si ademds asuminos que A es un anillo noetheriano izquierdo entonces:
ii) Un A-mddulo es finitamente presentado si y sélo si es finitamente generado.
iii) mod(A) consiste de los A-mddulos finitamente generados.
iv) mod(A) es una categoria abeliana.

v) Si A es un dlgebra de artin entonces mod(A) es una categoria abeliana con envolventes
inyectivas.

Supoéngase ahora que A es un dlgebra de artin y A es un A-bimdédulo. Si A es un A-médulo
finitamente generado sobre cada lado, entonces es un médulo finitamente generado sobre el centro
de A y entonces es un Cen(A)-mddulo finitamente generado sobre ambos lados. También, si M es
un A-moédulo finitamente generado entonces Homa (A, M) y en consecuencia cada submddulo de
Homa (A, M) son también A-mddulos finitamente generados.

Si A es un A-mdédulo finitamente generado, entonces denotaremos por gr(A,A) la subcate-
goria plena de Gr(A,A) que consiste de todas las triplas (M, M, f) en Gr(A,A) con M|y M>
A-mddulos finitamente generados.

También acordaremos en denotar por Inj(gr(A, A)) la subcategoria plena de gr(A, A) que con-
siste de todas las ternas (M, M, f) en gr(A, A) tal que M> es un A-mddulo inyectivo. No es dificil
ver que gr(A,A) es una categoria esqueléticamente pequeia, aditiva y con idempotentes que se
escinden.

También denotaremos por Inj(mod(A)) la subcategoria plena de inj(Mod(A)) la cual consiste
de todas las envolventes inyectivas (M, Q, j) con M un A-mddulo finitamente generado. Dado que
A es un dlgebra de artin, sabemos que Q es finitamente generado si (M, Q, j) esta en In j(mod(\)).
También no es dificil ver que Inj(mod(A)) es una categoria esqueléticamente pequeia, aditiva y
con idempotentes que se escinden. Ademds la equivalencia de representaciones Inj(Mod(A)) —
Mod(A), induce una equivalencia de representaciones In j(mod(A)) — mod(N).

Teorema 3.31. Sean a y b dos ideales bilaterales en el dlgebra de artin A tal que ab =0 =ba y
Say Sy son esenciales. Entonces la equivalencia de representaciones

J : Injp(Mod(A)) — Inj(Gr(A/a,b))
induce una equivalencia de representaciones
J @ Injp(mod(A)) — Inj(gr(A/a,b))

la cual también denotaremos por J. Consecuentemente mod(MN)y, e Inj(gr(A/a,b)) tienen repre-
sentaciones equivalentes.

De manera similar podemos especializar los otros resultados obtenidos para las categorias
Mod(A) y Gr(A/a,b) donde A es un algebra de artin. En particular obtenemos:
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Proposicion 3.32. Sea A un dlgebra de artin de indice n, con radical r. Entonces mod(A)m-1 y
mod((A/r) + ¥~ 1) tienen representaciones equivalentes. Consecuentemente si mod(A\) es de tipo
de representacion finita entonces cada una de las categorias mod((A/r) + (r'/ r'*th) son de tipo de
representacion finita para todo i.

Los resultados que hemos obtenido en esta seccion claramente indican que varias subcategorias
plenas de las categorfas de Grassmann son de considerable interés en el estudio de teorfas de
representaciones de al menos anillos semiprimarios. Desafortunadamente poco parece ser conocido
acerca de las categorias de Grassman, incluso en casos muy simples. Por ejemplo, si K es un campo
y V es un espacio vectorial de dimension finita sobre K entonces es poco lo conocido acerca de
Gr(K, V), excepto cuando [V : K] < 2, en tal caso una descripcion mds o menos completa de
Gr(K, V) esta disponible. En general, el estudio de las categorias Gr(K, V) esta intimamente ligada
a los problemas clésicos de clasificar para cada entero n todas las familias {M, ..., M, } de matrices
cuadradas de un tamafio fijo, las cuales conmutan y también tienen la propiedad que Ml.2 = ( para
todoi=1,...,n.

3.4.2. Dualidad.

Una importante razén por la que se fija la atencién sobre dlgebras de artin A, es la existencia
de una dualidad entre mod(A) y mod(A°P).

Sea A una R-dlgebra de artin, como R es un anillo conmutativo de artin, tiene solamente un
nimero finito de médulos simples no isomorfos, Si,...,S,. Sea I(S;) la envolvente inyectiva
de ; y sea J = ], I(S;). Entonces J es la envolvente inyectiva de [[}_, S; y para cada X en
mod(R) existe un monomorfismo 0 — X — J’, con J’ en addJ, la subcategoria de mod(R)
generada por J. Tenemos que S; =~ R/m;, donde m; es un ideal maximal de R y obtenemos R-
isomorfismos Homg(S;,S;) ~ Hom,(R/m;,S;) ~ Homg(R,S;) ~ S;. Ademas para cada i # j
tenemos Homg(S;, S ;) = 0.

Lema 3.33. Sea R un anillo conmutativo artiniano, J la envolvente inyectiva de [[;_; S; y X en
mod(R). Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen:

a) Homp(X,J) € mod(R)y ms,(HomR(X, J)) = ms (X) paratodoi=1,...,n.

b) EIl R-morfismo ¢x : X — Homg (Homg(X, J),J), definido por ¢x(x)(f) = f(x), es un
isomorfismo natural.

Demostracién: Para la prueba de a) procedamos por induccion sobre /(X). Si X = 0 no hay
nada que probar. Supdngase que /(X), entonces X =~ §; para algtn j. Puesto que Homg(S;,J) =
Homgpg (Sj, 7, SI) ~ Homg(S ;,S;) = S, y por lo tanto obtenemos mg,(X) = mg, (Homg(X, ).

Ahora bien supongamos que /(X) > 1, entonces existe una sucesion exacta 0 — X' —
X — X” — 0en mod(R) con X’ ~ §;, para alglin j, entonces tenemos la sucesién exacta
0 — Homg(X"”,J) —» Homg(X,J) — S; — 0 en mod(R). Dado que Ir(X") = Ir(X) — 1, con-
cluimos por induccién que Homg(X"', J) estd en mod(R) y ms ,(Homg(X",J)) = mgs,(X""); por lo

'm,(X) denota el nimero de factores de composicién que son isomorfos a S; y /(X) la longitud de X, ver [AS93] L.1.
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que Homg(X, J) esta en mod(R); y ademds

ms,(Homg(X, J)) = mgs,(S;) + mg,(Homg(X",J)) = mg,(S j) + mg,(X"") = mg,(X).

b) Veamos la naturalidad de ¢ : mod(R) — Homg(HomR(x,J),J). Sea f : X — Y un morfismo
en mod(R); luego tenemos los siguientes morfismos en mod(R):

Homg(f,J) : Homg(Y,J) — Homg(X, J).
Homg(Homg(f,J),J) : Homg(Homg(X, J),J) — Homg(Homg(Y, J))
A continuacién veamos que el siguiente diagrama conmuta:

X ! Y

L(PX L¢Y
o(f)

Homp(Homg(X, J), J) —— Homgr(Homg(Y, J))

donde ¢(f) := Homg(Homg(f, J), J). Primero recordamos que para todo @ en Homg(Y, J) se tiene
Homg(f,J)(@) := af y paratodo x en X, o(f)(¢dx(x)) := ¢x(x)Hompg(f, J). Entonces

(e(N(@x(x) (@) = (px(x)Homg(f, ))) (@) = ¢x(x)(Homg(f, J)(@)) = ¢x(x)(af) = (af)(x) =

a(f(x)) = ¢y (f() (@) = (y fH(x)(@)) .
Por lo tanto ¢(f)(dx(x)) = (¢y f)(x), para todo x en X y por consiguiente ¢(f)dx = ¢y f.
Ahora, veamos que ¢x es un isomorfismo. Por a), sabemos que

lR(HomR(HomR(X, J), J)) = lR(X)

Por lo tanto, basta ver que ¢x es un monomorfismo. Como ¢(x)(f) = f(x) paratodo f en Homg(X, J)
y x en X, tenemos que ¢(x) # O siexisteun F : X — J tal que f(X) # 0. Supdngase x es un elemnto
no cero de X y sea Rx el submodulo de X generado por x, pero entonces Rx/(rad(Rx))Rx # 0 por
el teorema de Nakayama y por lo tanto existe un morfismo no cero:

(rad(Rx))Rx U Si

Entonces, la funcién inducida g : Rx — J es no cero, en particular g(x) # 0. Como J es inyectivo,
podemos extender g a una funcién f : X — J la cual no se anula en X. Por lo tanto ¢ : X —
Hompg (Homg(X, J), J) es un isomorfismo.

Teorema 3.34. Sea R un anillo conmutativo artiniano, J la envolvente inyectiva de [[}_, S ;. En-
tonces, las siguientes condiciones se satisfacen:

a) El funtor contravariante D : mod(R) — mod(R), definido por D(x) = Homg(x,J) es una
dualidad.
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b) Para todo R-modulo simple S ;, mg,(R) = mg,(J).
¢) R = Endg(J).
Demostracion: a) Por el Lema 3.33 a) tenemos que D(X) € mod(R) para todo X en mod(R). Y
por 3.33b), ¢ : 1noaw) — D? es un isomorfismo.
b) Sea §; simple. Por 3.33 a), ms (R) = ms,(Homg(R, J)) = mgs ,(J).
¢) R ~ End(R)°? y por a), End(R)°? ~ End(D(R)) ~ Endg(J), donde el Gltimo isomorfismo se
da puesto que D(R) =~ J.

Teorema 3.35. La dualidad Dy : mod(R) — mod(R) define una dualidad, la cual también deno-
taremos por Dy :
Dy : mod(A) — mod(A°P)

donde DA(AX) = HomR(AXR, JR).Z

Demostracion: Primero veamos que para todo X en mod(A), DA(aX) estd en mod(A°P).
Sea A una R-dlgebra de artin via ¢ : R — A. Luego A°” es una R-algebra de artin via @7 :
R — A°P donde ¢°?(1°P) := ¢(A). Por lo tanto, tenemos 2 estructuras de R-mddulo en D(X):

= (1 f)(x):= f(Ax), paracada f en Homg(X,J)y A en A.

= 1o f, dada por el cambio de anillos ¢°” : R — AP, puesto que D (pX) es un A°’-modulo.

Notemos que ambas estructuras de R-mddulo coinciden, ya que:
(Ao fHx) = (@D )x) = (fe(D)(x) = fe(Dx) = f(Ax) = (4 f)(x).
Es claro que Homg(X, J) es un A°’?-mdédulo finitamente generado puesto que es un R-modulo

finitamente generado por la proposicion 1.1 de II [ARS95].

Ahora probamos que si f : X — Y estd en mod(A\), se tiene que Homg(f,J) : DA(Y) = DA(X)
es un morfismo en mod(A°P). Esto se sigue del hecho que para toda @ en D(Y) = Homg(Y, J), para
todo x en X, A en A tenemos las igualdades:

D(f)(@)(x) = Homg(f, J)(a)(x) = (@) f)(x) = (@D)(f(x)) =
a(Af(x)) = a(f(4x)) = Homg(f, J)(@)(Ax) = (D(f)(@))(x).
Por lo tanto D(f)(1°Pa) = (D(f)(@))A = 2°PD(f)(a).

Por lo anterior tenemos que Dy : mod(A) — mod(A°P) con Da(X) = Homg(X,J) es un R-
funtor. Andlogamente (reemplazando a A por A°P), tenemos que Dpor : mod(A°P) — mod(A) es
un R-funtor. Ahora bien:

¢ X = Homgr(Homg(X, J), J) = Dpor DA(X)

2Cuando no exista confusién alguna simplemente escribiremos D.
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con ¢x(x)(f) := f(x) es un R-isomorfismo natural (por 3.33 b)). Veamos que phi es un A-morfismo
(en particular, tendriamos que ¢ : 1,,,04A) — Daer D €s un isomorfismo natural. Esto se sigue del
hecho que si A estaen A 'y x en X se tiene que:

P(Ax)(f) = f(Ax) = (fD(x) = ¢()(f D) = (Ap(x))(f)

para todo f en Homg(X,J), por lo tanto ¢(dx) = A¢(x). Por lo tanto tenemos un isomorfismo
& ¢ Lnoain)y — D? y similarmente un isomorfismo ¢ : 1,04A0r) — D? y concluimos que D :
mod(A) — mod(A°P) es una dualidad.

Observacion 3.36. Sea A una R-dlgebra de artin. Tenemos que:

i) D(A) = Homg(A,J) en Mod(A) por medio de:

e D(A) = Homg(A,J) = Dpor(N).
e D(A) = Homg(A,J) = Da(A).

1) Homa(x, D(A)) : mod(A) — mod(A°P) es un R-funtor contravariante.

Observacion 3.37. Como mod(A°P) tiene suficientes proyectivos, esta dualidad muestra que mod(A)
tiene suficientes inyectivos o equivalentemente si S es un A-médulo simple y S — [ es una envol-
vente inyectiva, se sigue que / es un A-mdédulo finitamente generado.

Proposicion 3.38. Sea A una R-dlgebra de artin. Entonces, los funtores Homg(x, J) y Homa (, D(A))
son isomorfos.

Considerando gA y usando la adjuncién y el producto tensorial, tenemos los isomorfismos
naturales:

Homg(M, J) Homp(rRAA QA M, J)

Homa(M, Homg(A, J)) =—— Homa (M, D(\)) .

para todo A-médulo M.

3.5. Equivalencia estable

Continuando con nuestras aplicaciones de la equivalencia de representacion, en esta seccion
damos la prueba de una equivalencia estable entre un dlgebra de artin de radical cuadrado cero
Ay un &lgebra hereditaria I'. Esta prueba es general y tiene como aplicacién particular lo hecho
por I. Reiten en [Rei75]. Dando asi una muestra mds de la importancia de la equivalencia de
representacion proporcionada por Auslander. Para ello comenzamos con los siguientes datos.

Consideraremos otra categoria asociada con A, la categoria de médulos proyectivamente
estable denotada por mod(A). Los objetos son los A-mdédulos finitamente generados, los cuales
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denotaremos por M y los morfismos son dados por HomM,N) = Homa(M,N)/R(M, N) donde
R(M, N) es el subgrupo de Homa (M, N) consistiendo de los A-homomorfismos de M a N que se
factorizan a través de un A-moédulo proyectivo. Supdngase que modp(A) denota la subcategoria
plena de mod(A) cuyos objetos son los A-mddulos sin sumandos directos que sean proyectivos.
Entonces la correspondiente categoria proyectivamente estable modp(A), es equivalente a mod(A).

Andlogamente se define la categoria de médulos inyectivamente estable mod(A) asociada a
mod(A). Los objetos de mod(A) son los mismos que los objetos de mod(A) y serdn denotados por
M, los morfismos estén dados por Hom(M,N) = Homa(M, N)/U(M, N) donde U(M, N) es el sub-
grupo de Homa (M, N) consistiendo de los A-homomorfismos de M a N los cuales se factorizan a
través de un A-mddulo inyectivo. Supdngase que mod;(A) denota la subcategoria plena de mod(A)
cuyos objetos son los A-mddulos sin sumando directos inyectivos, entonces mod;(A) y mod(A)
son equivalentes.

Dada un algebra de artin A tenemos que las categorias modp(A) y mod;(A) son equivalentes.
Esto surge de los hechos que dado un A-médulo M en modp(A), entonces T (M) € modp(A°P),
donde T es definida como sigue: Sea Py — Py — M — 0 una presentacion proyectiva de M,
definimos T (M) como el objeto tal que la siguiente sucesién es exacta:

Py— P| —TM)—0

donde P} = Homa(P;, A), como veremos al término de 3,1, T induce una dualidad 7' : mod(A) —
mod(A°?). Sea M un A°P-mddulo, y D la dualidad dada en el teorema 3.35. D nos proporciona una
dualidad D : mod(A°?) — mod(A), la cual induce una dualidad D : modp(A°P) — mod(A), de es-
to es sencillo notar que obtenemos una dualidad, la cual también denotaremos por D, de mod(A°?)

a mod(A). Por lo tanto la composicion D o T : mod(A) — mod(A°P) — mod(A) nos proporciona
nuestra equivalencia deseada. De ésta manera justificamos el denotar como equivalencia estable en
un élgebra de artin A, sin importar si es estable médulo proyectivos o inyectivos.

Definicion 3.39. Diremos que dos dlgebra de artin A y A’ son establemente equivalentes si
mod(A) y mod(A’) son equivalentes.

Existen casos sencillos donde algebras no isomorfas son establemente equivalentes: Si A y A’
son Morita equivalentes ellas son claramente establemente equivalentes. También podemos ver que
si S esun algebra semisimple, entonces A y A X S son establemente equivalentes.

En orden de ideas para continuar con nuestra siguiente aplicacién, veamos lo siguiente:

Dados dos anillos 7y U y un U — T-médulo M construimos el anillo de matrices triangulares
T 0
(o)

donde la operacién multiplicacion se encuentra dada por:

—_
o
~————
—_—
3~
~
S o
~———
Il
—_
~
X
o

mt’ +um’  uy’
I" tiene a los idempotentes
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los cuales cumplen las siguientes propiedades: ejl'e; = T, exl'ey = U y exl'e; = M. Ademds dado
un ['-mdédulo izquierdo X, obtenemos un 7-médulo X := e X, un U-médulo X, := e, X y un
homomorfismo u : M ®r X; — X, dado por la multiplicacién:

elle; X el X ——e)X

errer X ejx+———eprex

Es bien conocido ([ARS95] 111,2) que I es un R-algebra de artin siy s6lo si 7', U son R-algebras
de artin y M es un R-mddulo finitamente generado.

Definicion 3.40. Definimos la categoria coma C, como la categoria cuyos objetos son ternas de
la forma (X1, X, ¢), donde X; es un 7-médulo, X» es U-méduloy ¢ : M ® X; — X, un U-
homomorfismo.

Un morfismo en C estd dado por (f1, f>) : (X1,X2,¢) = (Y1, Y2,¥), donde fi : X; — Y| esun
T-homomorfismo y f» : X — Y» es un U-homomorfismo tal que, el siguiente diagrama conmuta

MeX, X=X,

1®f1l lfz

Moy, 7Y,

Observacion 3.41. Sean T, U anillos y sea I el anillo de matrices definido anteriormente, sea C la
categoria coma, entonces tenemos una equivalencia de categorias ¢ : Modr — C, dada en objetos
por ¢(X) = (e1X, exX, ). De esta manera identificaremos C con Modr

Una prueba de esta afirmacion y andlisis mas profundo puede ser encontrada en [ARS95],
capitulo III, seccién 2.

Por otra parte tenemos la categoria co-coma Cy, cuyos objetos son ternas de la forma (X1, X5, n7),
donde X; es un 7-mddulo, X, un U-médulo y n : X1 — Homy(M, X3) un T-homomorfismo.

La adjuncién Homy(M ®r X1, X3) ~ Homp(X,, Homy(M, X»)) nos induce un isomorfismo de
categorias, C ~ Cy, asi de esta manera podemos identificar Cyp con Modr.

Ahora bien consideremos un algebra de artin A con radical de Jacobson r, tal que r # Oy
r?> = 0. Notemos que r es un A/r - A/r-bimédulo y por consiguiente podemos construir el anillo

. . Alr 0
de matrices triangulares I' = ( N )

Identificando Modr con la categoria coma tenemos que un I'-médulo (X, X2, ¢), ¢ : M®X| —
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X5 un A/r-homomorfismo. Tiene como resolucidn proyectiva:

0

MX—MeX;8C

M X

X3

0

donde K = Kerg 'y C = Cokery. Asi de esta manera (X1, M ® X1, 1) y (0, K, 0) son proyectivos y
por lo tanto I es un dlgebra hereditaria.

Idun Reiten en [Rei75] demostré que el funtor
F : modx —— modr

que asocia al A-médulo X la terna (ri, rX, i), donde u : r® X/(rX) — rX, es la multiplicacion por
r, induce una equivalencia estable modx =~ modr. Demostrando asi que toda dfigebra de artin de
radical cuadrado cero es establemente equivalente a un dlgebra hereditaria.

Es esta seccién queremos aplicar la equivalencia de representacién J : Injp(Mod(A)) —
Inj(Gr(A/a,b)) visto en 2,3, al caso particular, A un dlgebra de artin de radical cuadrado cero,
con r = a = b y estudiar las relaciones entre este funtor y el funtor dado por I. Reiten.

Primero notemos que tenemos el funtor S, (M) = {Homa(A/b, M)} = S (M) = Homa(A/r, M) =
Soc(M). Por lo tanto S (M) es esencial en M.

Por otra parte notemos que la categoria de Grassman Gr(A/r,r) son todas las ternas (M1, M», ¢)
tales que, My, M son A/r-médulos y ¢ : My — Homp(r, M>) es un monomorfismo. Co-
mo r’ = 0, r es un A/r-médulo y Homp(r ®xjr My, Ma) = Homp;(My, Hompx(x, My)).
Por consiguiente obtenemos que Gr(A/r,r) es una subcategoria plena de la categoria co-coma

Co = {(M1, M3, 0)lp € Homp (M1, Homp r(r, M2))}, 1a cual recordemos es equivalente a modr.

Dado un morfismo ¢ : M| — Homp r(r, M>), tenemos que M| = Kerp @ Imgp 'y ¢ es isomorfo

a0 — Imp — Homp(r, M) ® (Kergo — O). Por lo tanto Gr(A/r,r) es la subcategoria plena de
Co que no tiene sumandos de la forma § — 0, con S un A/r-médulo simple.

De la sucesion exacta) - r - A — A/ra — 0, tenemos el diagrama conmutativo exacto:

0

Soc(M) M M/Soc(M)——0

C

0 ——= Homp(A/r, M) —— Homa(A, M) —— Homp(r, M)

notemos que el funtor Ty, se encuentra dado por Ty(M) = T(M) = M/Soc(M) y tenemos un
monomorfismo 0 —s M/soc(M) —== Hom(r, M) .
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Observacion 3.42. El hecho que r sea semisimple implica que Hom (r, M) = Homa(r, S oc(M)).

Sea (M, Q, j) la envolvente inyectiva de M, dado que Soc(M) es esencial en M tenemos que
Soc(M) = Soc(Q)y Homp(x, M) = Homp(r, S oc(M)) = Homp(x, Q) = Hom(r, S oc(Q)). Por lo
tanto Hom (r, j) : Homa(r, M) — Hom(r, Q) es un isomorfismo.

Tomemos el funtor F : Inj(Mod(A)) — Gr(A/r,r),dado por F(M, Q, j) = (T-(M), S +(Q), F())),
en resumén tenemos que 7w(M) = M/Soc(M), S¢(Q) = Soc(Q) = Soc(M)y j: M — Q
induce el isomorfismo j : Soc(M) — Soc(Q)y F(j) = Homa(r, j')o. Por lo tanto tenemos
F(M, Q, j)=(M/Soc(M),S oc(M), Homp(r, j" )o).

El morfismo o : M/Soc(M) — Hom(r, M) esta definido de la siguiente manera:
o(m+ Soc(M))(r) = o’ (m)(r)
y o’(m) = h, con h(r) = rm. Por lo tanto o(m + S oc(M)) = rm € Soc(M).
Tenemos un diagrama conmutativo:

M/S oc(M) —=% Hom(r, S oc(M))

LHomA(r,j’)
M/S oc(M) —== Homn(r, S 0c(Q))
donde @ = Homp(x, )y ac : M/Soc(M) — Homa(r, S oc(Q)) ésta definido por ar(m+S oc(M))(r) =

o j(m). Por consiguiente la terna (M/S oc(M), S oc(M), o) es isomorfa alaterna (M/S oc(M), S oc(M), aor)
en Gr(A/r,r). Por lo tanto F(M, Q, j) = (M/S oc(M), S oc(M), o).

Con lo cual obtenemos que F induce una equivalencia de representacion:
J : Injy(Mod(A)) — Inj(Gr(A/r,r))

donde Inj.(Mod(AN)) = {j : M — Q} tal que (M, Q, j) es envolvente inyectiva de M y S (M)
en A/r-inyectivo, asi Inj.(Mod(A)) = Inj(Mod(A)). Por otra parte Inj(Gr(A/r,r)) son todas
las ternas (M, M», f) tales que M, es inyectivo y f un monomorfismo, asi Inj(Gr(A/r,r)) =
Gr(A/r,r).Porlotanto F = J : Inj(Mod(A)) — Gr(A/r,r) es una equivalencia de representacion.

Observacion 3.43. Existe una equivalencia de representacion ¢ : Inj(Mod(A)) — Mod(A), dada
por ¢(M, O, j) = M.

Sea G el funtor. G : Mod(A) — Gr(A/r,r), dado por G(M) = (M/S oc(M), S oc(M), o), donde
o M/Soc(M) — Homp(r,Soc(M)) es o(m + Soc(M)) = rm. El morfismo « : Gr(A/r,ra) —
Gr(A/r, ra) esta dado de la siguiente manera: dado (M, M»,g) con g : My — Homx(r, M») un
monomorfismo y My, M, A/r-médulos. Ademas si (M», O, j) es la envolvente inyectiva de M,
entonces j induce un isomorfismo j* : M, — Soc(Q), tomando

a((My, M2, 8)) := (M1, S 0c(Q), Homa(r, j')g)

tenemos que « es un equivalencia de categorias y el siguiente diagra conmuta:

Inj(Mod(A)) ——— Gr(A/r,r)

4 j

Mod(N\) — Gr(A/r,r)
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Los hechos de que F, ¢ sean equivalencias de representacion y « una equivalencia de categorias
implican que G es una equivalencia de representacion.

Como vimos anteriormente, podemos identificar Gr(A/r, r) con una subcategoria plena de Co,
donde los objetos de tal subcategoria son ternas que no tienen sumandos de la forma (S, 0, 0).
Mediante la equivalencia C — Cy identificamos a Gr(A/r,r) con las ternas (M, M>, f) en C que
no tiene sumandos de la forma (S, 0, 0) y denotamos esta categoria por Mods (') 1a cual puede ser
identificada con una subcategoria plena de Mod(I').

Bajo al adjuncién Homp /p(r @zx M1, M) = Homp (M1, Homp r(r, M2)), el morfismo o :
M/Soc(M) — HomA_(r, S oc(M)) corresponde con la multiplicacién p : r® M/S oc(M) — S oc(M)
y el funtor inducido G ésta definido por:

G(M) = (M/S oc(M), S oc(M), 1)
Dado que G es una equivalencia de representacion, entonces es un funtor denso. En orden de
ideas para continuar con esta seccion queremos describir el kernel de G.

Seah: M — N un morfismo de A-mddulos, 4 induce el siguiente diagrama conmutativo:

0—>Soc(M)f—>M—£M/Soc(M)—>O (3.5.1)
|l
0 —= Soc(N) L—= N —Z M/S0c(N) —= 0
y G(h) = (W', h").
Ahora bien notemos que G(h) = 0 siy sélo si existe un morfismo ¢ : M/ S_oc(M )—> S gc(N) tal

que f’tr = h. Esta propiedad es la que nos describe el kernel de G. Como G es denso, G induce
una equivalencia w ~ Modg(I'), donde

Hom(M,N)  Hom(M,N)
~ " KerG(M,N)

Queremos demostrar ahora que G : Mod(A) — Mods(T) induce una equivalencia Mod(A) =~
Mod(T') en las categorias estables médulo inyectivos.

Si M es un A-mddulo no semisimple, entonces Soc(M) # My rM C Soc(M), puesto que
r’M = 0, de ésto se sigue que existe un epimorfismo M/rM — M/Soc(M) — 0y M/Soc(M) es
semisimple.

Supéngase que h : M — N es un morfismo de A-moédulos y 4’ = 0, entonces existe un

morfismo ' : M/Soc(M) — N tal que h se factoriza a través de ', t'm = h, e Imt’ C Soc(N), por
lo tanto A" = 0.

Sean (M, Q, j) y (N, Q’, j’) las envolventes inyectivas de M y N, respectivamente. Entonces
existe un morfismo g : Q — Q’, tal que gj = j'h:

J

M—1-9
b lg
N—L- o
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e isomorfismos A : Soc(M) — Soc(Q), A’ : Soc(N) — Soc(Q’) tales que el siguiente diagrama
conmuta:

7

n M
0 S OCI(M) Z\I/I SocD
/ | / | / |
| |
|
v Iq 0 X
0 Soc(Q) i Q | Soc@ | 0
| |
! | !
¥ ¥ X]
O-———g|-———=Soc(N)— = =gt — = =N—— == g2 — = > e =0
0 Soc(Q') : o T 25 0

donde identicamos los morfismos que la cara del fondo del diagrama con los dados en 3.5.1.
Supéngase que G(h) = (W', k") = 0, dado que 1y A’ son isomorfismos 4’ = 0 implica g’ = 0,
entonces existe un morfismo s* : Q/Soc(Q) — Q’, tal que s'g = g. Como Soc(Q) # O,
rQ c Soc(Q), Q/Soc(Q) es semisimple y s'(Q/Soc(Q)) C Soc(Q’). Por lo taanto existe s :

Q/Soc(Q) — Soc(Q), conV'sq = g.

Consideremos el morfismo 7 = /(1) 'sq, n : Q — N, satisface que nj = f'(1') 'sqj, de
donde j'nj = j f'(A) 'sqj = v'sqj = gj = j’h. j/ un monomorfismo implica nj = hy por
consiguiente & se factoriza por el inyectivo Q. Por lo tanto podemos concluir que KerG(M,N) C
U(M,N).

En el caso en que M sea un A-moédulo semisimple tenemos que K. erG(M, N) = 0. Por lo tanto
KerG(M,N) c U(M, N) en cualesquiera de los dos casos y existe un epimorfismo

Homa — Horﬁ(M,N) Hom(ﬁ N) 0
~ KerG(M,N) ’

Afirmacion 3.44. El funtor G : Mod(A) — Mods (), envia A-mddulos inyectivos en I'-médulos
inyectivos.

Demostracion: Sea I un A-médulo inyectivo. La sucesién exacta0 - r - A - A/r - 0
induce una sucesién exacta
0 — Homa(A/r,I) — Homp(A,I) — Homp(r,I) — 0

y por lo descrito anteriormente existe un morfismo o : I/Soc(I) — Homp(r, S oc(I)) dado por
o(x + Soc(I))(r) = rx, que en este caso es un isomorfismo.

La composicién:

-1
X=INT HomA/r(r,Soc(l))W—> rel/Soc() -

Soc(l)
con u multiplicacién, es el morfismo evaluacion e : r ®a;r Homp (1, S oc(I)) — Soc(I), dado por
e(r® f) = f(r).

Dado que A/r es semisimple, entonces la terna (Homp /¢(r, S oc(I)), S oc(I), e) es un I'-mdédulo
inyectivo (ver [ARS95]). Por lo anto G preserva médulos inyectivos.
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Los objetos de la forma (S, 0, 0) de Mod(I') son I'-mddulos inyegtivos. Sea (Homp x(r, X), X, e)
un ['-mddulo inyectivo sin sumandos de la forma (S, 0,0). Como G es denso en Mods (I'), existe
un A-médulo M tal que:

G(M) = (M/S 0c(M), S oc(M), 1) ~ (Homp (r, X), X, €)
es decir, X = Soc(M)y M/S oc(M) = Homp /(r, X).

Sea (M, Q, j) la envolvente inyectiva de M. Entonces tenemos el siguiente diagrama conmuta-
tivo
0 —— Soc(M) —= M — M/S oc(M) —= Homp(r, S oc(M))

J j ~ jJ JL HomA(r,ij:
0 ——Soc(Q) — Q — Q/S0c(Q) —— Hom(r, S 0c(Q))
de dicho diagrama obtenemos que ;" es un isomorfismo y po el lema del cinco, j es un isomorfismo
también. Por lo tanto hemos demostrado que M es un inyectivo.

Sea f: M — N un morfismo en A que se factoriza a través de un inyectivo, digamos /

ML N, hg = f.

G(g)

por la afirmacién anterior, G(M) o G() o) G(N) , G( f) = E(h)a(g) con G(I) inyectivo.

Inversamente, si existe una factorizacién G(M) £ g v E(N) , con @, ¥ I-morfismo y

J inyectivo. Dado que E(M), E(N ) no tiene sumandos de la forma (S, 0, 0), pgdemos suponer que
J no tiene sumandos de esta forma y existe un A-modulo inyectivo / tal que G(/) = J, como G es
denso, existen morfismos g: M — Iy f : I — N tales que G(g) = ¢ y G(f) = ¢.

Afirmacion 3.45. El funtor G induce una equivalencia:

G : Mod(A) — Mod(T')
dado por G(f — UM, N)) = G(f) — U(M, N)

Demostracion: Por lo visto anteriormente, G estd bien definido y es fiel. el hecho que G sea
pleno se sigue de que G es pleno. G es denso ya que los objetos de la forma (S, 0, 0) son inyectivos

en Mod(I') y por lo tanto son cero en Mod(I').

Asimismo por otra parte tenemos que el funtor G : Mod(A) — Mod(T") induce una equivalen-
cia entre las categorias estables mod(A) y mod(T') 1a cual denotaremos por g : mod(A) — mod(I').

. . . . . T ) T
Si consideramos modulos derechos tenemos la equivalencia mod(A°P) = mod(I°P) .

Consideremos la siguiente composicién de funtores

mod(N) —2= mod(A°P) —~~ mod([TP) —2—~ mod(T)
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Afirmacion 3.46. La composicion DgyD es el funtor dado por L. Reiten en [Rei75].

Demostracién: Sea M un A-mdédulo finitamente generado sin sumandos proyectivos. Notemos
que go(D(M)) es la terna (D(M)/S oc(D(M)), S oc(D(M)), ), donde u : D(M)/S oc(D(M)) @ r —
S oc(D(M)) es multiplicacion por r.

Dualizando tenemos un morfismo:
D(S oc(D(M))) ——= Homa(D(M)/S oc(D(M)) ® r, D(A))

el cual por adjuncién nnos proporciona

D(u)
D(S oc(D(M))) Homp (r, D (—S OZ(DA/(II)VI)) ))
pero para cualquier A-mddulo finitamente generado X tenemos que D(X/S oc(X)) ~ rX 'y D(S oc(X)) =

X/xX. Por lo tanto D(Soc(D(M))) = 200 = My p(DOB ) = xD2(M) = xM.

Tenemos por lo tanto un morfismo

,

M
rM

HOWLA/r (%, HomA/r(r, I'M))

y por adjuncién Homp r (% Homp jx(r, rM)) = Hompr (r ® I, rM). V' corresponde a un mor-

fismo V' : r® % — rM, basta comprobar que v’ es multiplicacion.



Capitulo 4

Dimension de Representacion de
Algebras de Artin.

El principal objetivo de este capitulo es introducir la nocién de la dimensién de representacién
de un algebra de artin. Se espera que la dimensién de representacién de un dlgebra de artin nos
de una manera razonable de medir hasta que punto la categoria de médulos finitamente generados
sobre un dlgebra de artin es una categoria de tipo de representacion finita.

Después de algunos preliminares sobre categorias y médulos sobre anillos de endomorfismos,
una descripcidn de las dlgebras de artin de tipo de representacion finita es dada en la seccion 4. Este
resultado sirve como principal motivacién para la definicién de la dimension de representacion de
un algebra de artin dada en la seccién 5.

4.1. Médulos, comodulos y médulos de homotopia.

Sea A una categoria aditiva 'y (g1, g2) un morfismo en Morph(A), es decir, tenemos un diagra-
ma conmutativo:

Decimos que (g1, g2) es proyectivamente trival si existe un morfismo 4 : Ay — Aj tal que
f'h =g
f
Al — Ay
7/
gll }L/ lgz
} f/
’ ’
Al = A5
Decimos que (g1, g2) es inyectivamente trival si existe un morfismo & : A, — A} tal que Af = gj.
Finalmente, (g1, g2) se dice homotopicamente trivial si existe un morfismo z : A, — A] tal que
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J'hf

=gf=f2a.

Sea A una categoria aditiva, algunas de las propiedades basicas son:

)

i)

Un morfismo en Morph(A) que es proyectivamente trivial, o inyectivamente trivial, es ho-
motdpicamente trivial.

Demostracion: Supdngase primero que (g1, g2) €s proyectivamente trivial, entonces existe un
morfismo i : Ay — A} tal que f’h = g>. Por hip6tesis tenemos que f’g; = g2f, asi usando
la igualdad anterior nos da g»f = f'hf = f’g1 y por lo tanto (g1, g>) es homotdpicamente
trivial.

De manera andloga si que (g1, g2) es inyectivamente trivial, se sigue que if = g; y por lo
tanto f'g1 = f'hf = g2 f.

Cada una de las relaciones en Morph(A) dada por:

a) (g1,82) se relaciona con (g}, g5), (g1,82)P(g],g5), si y s6lo si (g1 — g1,82 — &5) es
proyectivamente trivial.

b) (g1,42) se relaciona con (g},g5), (g1,82)1(g],&5), si y s6lo si (g1 — g],82 — &5) es
inyectivamente trivial.

¢) (g1.8&2) se relaciona con (g1, g5), (g1.82)H(g}. &), si y sélo si (g1 — g].82 — &) es
homotépicamente trivial.

es una relacién de equivalencia sobre Morph(A).

Demostracion: Veamos que P cumple con las condiciones i) y iii) de 2.38 para ver que es una
relacion de equivalencia sobre Morph(A), claramente se cumple 7). Queda por demostrar
iii) consideremos entonces (g1, g2)P(g},&5) y supongase que tenemos morfismos (/1,5) y
(k1, k) tales que tenemos el siguiente diagrama conmutativo

B -~ B,

I I
;

Al —— A

i /

a-g| 7 |eg

% f/

Al ——=A4,

ki ko

h Cé

C
consideremos i’ : By — C| como i’ = kihlp, entonces tenemos que fih' = fikihly =
ko f'hly = ka(g2 — 85)l2, por lo tanto el morfismo ((k1(g1 — g7)!1), (ka(g2 — 85)12)) es proyecti-
vamente trivial, es decir, (ki, k2)(g1, g2)(l1, ) P(k1, k2)(g], g5)(11, 2), con lo cual terminamos
de probar que P es un relacion de equivalencia en MorphA.
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Queda por demostrar que es una relacién de equivalencia aditiva, consideremos (g1, g2)P(g], £5)
y (&1, 82)P(g1’, §2"), de aqui que existen morfismos /i : Ay — Al talesque f"h=g2— g,y
f'h = g — g, sumando ambas igualdades obtenemos f’(h + h) = g» + g, — (g} + §'), as:

((g1.82) + (1. 82)) P((8]. 85) + (61", &)

Por lo tanto hemos probado que P es una relacion de equivalencia aditiva sobre Morph(A),
de manera similar podemos demostrar que las relaciones I y H sobre Morph(A) son rela-
ciones de equivalencia aditivas.

Llamamos a Morph(A)/P la categoria de médulos sobre A y la denotaremos por Mod(A).
Llamamos a Morph(A)/I la categoria de coméddulos sobre A y la denotaremos por Comod(A).
Por tltimo, llamamos a Morph(A)/H la categoria de modulos de homotopia sobre A y la
denotaremos por H — Mod(A).

Ejemplo 4.1. Sea A un anillo, # la subcategoria de Mod(A) que consiste de todos los médulos
proyectivos en Mod(A\).

a)

b)

El funtor
¢ : Morph(P) — Mod(N\)

dado por ¢(Py, P2, f) = Po/Imf, induce una equivalencia de categorias
¢ Mod(P) — Mod(N)

también el funtor
Y P — Mod(P)

dado por ¢/(P) = (0, P,0) es un funtor fiel y pleno.
No es dificil ver que el diagrama exacto conmutativo de A-mddulos

S/ e

P> P M 0
7 /
gzl ho gll e gl
¥ f ¥ &
P'2 Pll M’ 0

con los P; y P; A-mddulos proyectivos, tienen la propiedad que existe un morfismo 4 : Py —
Pl tal que f'hf = gif = f'g2, es decir, (g2,81) : f — f’ es homotdpicamente trivial si y
s6lo si existe una funcién 7 : M — P tal que g = £'t.

Ademas para un morfismo g : M — M’ en Mod(A), las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

i) Existe una factorizacion M — P — M’ de g con P proyectivo.

i) Si P - M’ — 0 es exacta entonces existe un morfismo r : M — P tal que g es la
composicionde M - P — M’.
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Usando esta observacion, se muestra ficilmente que la relacién R(P) sobre Mod(A) definida
por:

fr i M — M’ entonces fiR(P)f, siy solo si fi — f» : M — M’ se factoriza a través de un
modulo proyectivo.

Es una relacién de equivalencia aditiva. Estas observaciones convenientemente son resumidas
de la siguiente manera.

Proposicion 4.2. El funtor ¢ : Morph(P) — Mod(A) , induce una equivalencia de categorias
H — Mod(P) — Mod(A)/R(P) = Mod(\).

Ejemplo 4.3. Sea A un anillo, 7 la subcategoria de Mod(A) que consiste de todos los médulos
inyectivos en Mod(A).

a) El funtor
& : Morph(I) — Mod(A)
dado por ¢(Iy, I1, f) = Kerf, induce una equivalencia de categorias
@ : Comod(I) — Mod(N).

También el funtor
W+ I — Comod(I)

dado por ¢(I) = (1,0,0) es un funtor fiel y pleno.

b) Dado un diagrama exacto conmutativo de A-mdédulos

0 M—p Lo
8 L gol 81 l

2 g’ ’ f, ’
0—=M (.

con los I; y I A-médulos inyectivos, tienen la propiedad que existe un morfismo i : Iy — I
tal que f'hf = f'go = g1f, es decir, (go,g1) : f — f’ es homotdpicamente trivial si y sélo
si existe una funcién ¢ : [y — M’ tal que re = &’.

¢) Ademads para un morfismo g : M — M’ en Mod(A), las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:
i) Existe una factorizacién M — I — M’ de g con I inyectivo.

ii) Dado un morfismo M — I con [ inyectivo, entonces existe un morfismo ¢z : I — M’ tal
que g es la composicionde M — I — M’.

De esto se sigue que la relaciéon R(1) sobre Mod(A) definida por:

fisfo i M — M’ entonces fiR(I)f> si 'y solo si fi — f» : M — M’ se factoriza a través de
un modulo inyectivo. Es una relacion de equivalencia aditiva. Estas obervaciones son resumidas
convenientemente en la siguiente manera.
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Proposicion 4.4. El funtor ¢ : Morph(I) — Mod(A) induce una equivalencia de categorias
H — Mod(I) — Mod(A)/R(I) = Mod(\).

Tales ejemplos sugieren hacer lo siguiente:

Definicion 4.5. Sea A una categoria aditiva. Definimos el funtor
P:A— Mod(A)
dado por P(A) = (0, A, 0), y el funtor
I: A— Comod(A)
por I(A) = (A,0,0).
Ahora bien notemos que dada cualquier categoria aditiva A tenemos el funtor contravariante

D : Morph(A) — Morph(A°P)
dado por D( A, —f> Ary) = A —f> A1 en Morph(A°P). Como las composiciones

Morph(A) b Morph(A°P) L. Morph(A)

Morph(A°P) L. Morph(A) b Morph(A°P)

son claramente la identidad, se sigue que D : Morph(A) — Morph(A°P) es una dualidad. Tal
funtor dualidad tiene las siguientes propiedades, donde 7p y 71; denotan los funtores candnicos:

a) Este induce un funtor contravariante Dp : Mod(A) — Comod(A°?) el cual es una dualidad
con la propiedad de que el siguiente diagrama conmuta:

Morph(A) —2= Morph(A°P)

Mod(A) _ P Comod(A°P)

b) Este induce un funtor contravariante D; : Comod(A) — Mod(A°P) el cual es una dualidad
teniendo la propiedad de que el siguiente diagrama conmuta:

Morph(A) 2. Morph(A°P)

Comod(A) P m 0d(AP)
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c) Este induce un funtor contravariante Dy : H — Mod(A) —» H — Mod(A°P) el cual es una
dualidad teniendo la propiedad de que el siguiente diagrama conmuta;

Morph(A) —2—~ Morph(A°P)

H — Mod(A) —2% H — Mod(A°P)

Como una aplicacion de estos resultados mostramos que para un anillo arbitrario A, la categoria
de A-mddulos izquierdos finitamente presentados determina la categoria de A-médulos derechos
finitamente presentados. Sea p(A) la subcategoria plena de Mod(A) que consiste de todos los A-
modulos proyectivos finitamente presentado. Obviamente p(A) C P(A), la categoria de todos los
A-mddulos proyectivos. La inclusién p(A) € P(A) induce un funtor fiel y pleno Mod(p(A)) —
Mod(P(N)). Entonces la composicion.

Mod(p(A)) ——> Mod(P(A)) ——= Mod(A)

es un funtor fiel y pleno. Es sencillo notar que un médulo M en Mod(A) es finitamente presentado
siy s6lo si M es isomorfo a algo en la imagen de Mod(po(A)) — Mod(A). Por lo tanto si denotamos
por mod(A) la subcategoria plena de Mod(A) que consiste de los A-mddulos finitamente presenta-
dos, entonces el funtor fiel y pleno Mod(p(A)) — Mod(A) induce una equivalencia de categorias
Mod(p(A)) — mod(A).

A continuacién describiremos una equivalencia de categorias de Mod(p(A)°P) a mod(A°P), la
subcategoria plena de A-mddulos derechos finitamente presentados. Haremos esto demostrando
que (p(A))°? es equivalente a p(A°?), los A-mddulos derechos proyectivos, finitamente presenta-
dos.

A saber definase:
¥ (p(A)P — p(AP)
por Y(P) := P* = Homx(P, A) para cada P en (p(A))°?, es decir, para cada A-mdédulo izquierdo
proyectivo finitamente presentado P. Notemos que ¢ es una equivalencia de categorias, dado que
cada A-mddulo proyectivo finitamente presentado P es reflexivo, es decir, el morfismo ¢p : P —
P** dado por ¢p(x)(f) = f(x) paratodo xen Py f en P*™ es un isomorfismo.

Obviamente la equivalencia de categorias i induce una equivalencia de categorias M od((p(A))oP) -

Mod(p(A°P)). Por lo tanto la composicion de equivalencias

Mod((p(A))*") — Mod(p(A’?)) — mod(A’P)

nos da la equivalencia de categorias Mod((p(A))"” ) — mod(A°P), que es la equivalencia de cate-
gorias que deseabamos obtener.

Como hemos descrito anteriormente tenemos una dualidad particular
Dy : Comod(p(A)) — Mod((p(N))°F)

y la composicién:

Comod(p(N)) —2= Mod((p(A))°?) —— mod(A°P)



4.1. MODULOS, COMODULOS Y MODULOS DE HOMOTOPIA.

nos da una dualidad particular, Comod(p(A)) — mod(A°P). Notemos que esta dualidad nos da una
equivalencia de categorias
Comod((p(A))°P) — mod(A°P)

Estamos ahora en posicién de mostrar que hasta equivalencia canénica, la categoria de médulos
izquierdos finitamente presentados mod(A) determina la categoria de médulos derechos finitamen-
te presentados mod(A°P). Dada la categoria mod(A) podemos determinar cuando un médulo M
en mod(A) es proyectivo. Entonces la categoria mod(A) determina la subcategoria plena p(A) de
mod(A) y por lo tanto la categoria Comod(p(A)). Como ya hemos descrito anteriormente una equi-
valencia de categorias de Comod((p(A))°?) a mod(A°P), vemos como hasta equivalencia de cate-
gorias, la categoria mod(A) de médulos izquierdos finitamente presentados determina la categoria
mod(A°?) de A-médulos derechos finitamente presentados.

Antes de regresar a nuestra discusion general de varias categorias de médulos asociados con
una categoria arbitraria aditiva A, sentamos una consecuencia mas de la equivalencia de categorias:

Y (p(A)P — p(A°P)
Esta equivalencia de categorias induce una equivalencia de categorias
Y : H— Mod((p(A)°") — H — Mod(p(A°"))

pero ya hemos definido la dualidad canénica Dy : H — Mod(p(A)) — H — Mod((o(A\))°P), por lo
tanto la composicion

H - Mod(p(A)) —2% H — Mod((o(A)°?) -2~ H — Mod(p(A°?))

nos da una dualidad entre H — Mod(p(A)) y H — Mod(p(A°P)). Ahora interpretamos este resultado
en términos de las categorias mod(A) y mod(A°P).

Sea R(p(A)) la restriccién a mod(A) de la relacion de equivalencia aditiva R(P(A)) de Mod(A).
Similarmente, sea R(o(A°?)) la restriccion a mod(A°P) de la relacién de equivalencia R(P(A°P))
sobre Mod(A°P). Entonces los funtores inclusion mod(A) — Mod(A) y mod(A°P) — Mod(A°P)
inducen funtores fieles y plenos:

_ mod(A) . Mod(N)
modA) = pioay " Rpay - Mod®)
y
o mod(AP)  Mod(A°P) ,
mod(A°P) = RO(AT)) RCP(AT) = Mod(A°P)

los cuales permiten considerar a mod(A) y mod(A°P) como subcategorias plenas de Mod(A) y

Mod(A°P), respectivamente.

También los funtores inclusién p(A) — P(A) y p(A°?) — P(A°P) inducen funtores fieles y

plenos

H — Mod(p(A)) — H — Mod(P(N))

H — Mod(p(A°P)) — H — Mod(P(A°P))
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Ahora se puede comprobar facilmente que las composiciones

H — Mod(p(A)) — H — Mod(P(A)) —> Mod(A)

H — Mod(p(A°P)) — H — Mod(P(A°?)) — Mod(A°P)

inducen equivalencias de categorias

H — Mod(p(A)) — mod(A\)

H — Mod(p(A°P)) — mod(A°P)

Como H — Mod(p(A)) — mod(A) es una equivalencia de categorias sabemos que existe una
equivalencia de categorias mod(A) — H — Mod(p(A)) tal que las composiciones

mod(A) — H — Mod(p(N)) — mod(N\)

H — Mod(p(A)) — mod(A) — H — Mod(p(A))

son isomorfas a los funtores identidad apropiados. En general no existe una manera candnica de
elegir la equivalencia mod(A) — H—Mod(p(A)). Sin embargo, una vez elegida una la composicion
de equivalencias

mod(A) — H — Mod(p(A)) — H — Mod(p(A°P)) — mod(A°P)

nos da una dualidad mod(A) — mod(A°P). Se comprueba facilmente ahora que el siguiente dia-
grama conmuta

Morph(p(A)) — Morph(o(A°P))

| |

mod(A) mod(A°P)

donde Morph(p(A)) — Morph(p(A°P)) es la dualidad dada por Py — Py va a Py — P}. Como
en el caso en que los P; son médulos libres la matriz de morfismos P; — P} no es nada mas
que la transpuesta de la matriz de Py — Py, llamaremos a la dualidad T : mod(A) — mod(A°P)
la transpuesta y usualmente serd denotada por 7'. Por lo tanto si estamos dando un A-mdédulo
izquierdo finitamente presentado M, entonces visto como un objeto en mod(A) el objeto T(M)
en mod(A°P), puede ser visto hasta isomorfismo como sigue: Sea P —» Py —» M — 0 una
presentacion proyectiva de M con los P; en p(A°?). Entonces el cokernel de P; — P es isomorfo
a T(M) cuando es visto como objeto en mod(A°P).

4.2. La categoria Mod(A)

Nuestro objetivo en esta seccion es desarrollar algunos de los hechos basicos concernientes a
la categoria Mod(A). Todos los resultados que establecemos para la categoria Mod(A) son validos
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cuando A es esqueléticamente pequefia o no. Sin embargo, como las demostraciones son técnica-
mente menos involucradas para categorias esqueléticamente pequefias y como estas son suficientes
para las aplicaciones que tendremos en mente, desarrollamos la teoria de Mod(:A) bajo la hipdtesis
adicional que A es una categoria esqueléticamente pequeia.

Comenzaremos por mostrar que Mod(A) es equivalente a ciertas subcategorias plenas de las
categorias abelianas Fun(A°P, Ab). Para esto definimos un funtor Morph(A) — Fun(A°?, Ab) el
cual involucrard un funtor fiel y pleno Mod(A) — Fun(A°P, Ab).

Asociado con cada objeto (A1, Az, f) en Morph(A) se encuentra funtor:
F: AP — Ab

dado por F(A) := Cokernel(Hom#(A,A1) — Homz(A,Az)) = Homa(A, Ay)/Im(Hom#(A, f)),
para todo A en A. Notemos que F estd bien definido ya que para cada morfismo g : A — A’ en
A°P adquirimos un correspondiente morfismo g : A” — A en A el cual hace conmutar el siguiente
diagrama
a(A,
Homa(A, A3 Hom (A, Ay) ——= F(A) — 0

Homﬂ(g,Al)L jHomﬂ(g,Az)

Homa(A", A 22 om (A, Ay) —— F(A") —— 0

Asimismo para todo A en A nos encontramos con la sucesion exacta de funtores en Fun(A°P, Ab):

Hom#(*, Ay mf}-lomﬂ(*,Ag)g—> F——0

Como un morfismo (g1, g2) en Morph(A) no es mas que un diagrama conmutativo

Aj —f>A2

gll lgz
f/

’ ’
Aj = Ay
entonces existe un unico morfismo F — F’ que hace conmutar el siguiente diagrama

Homﬂ(*,A]?mfAOmﬂ(*,Az); F——0

HOmﬂ(*,gl)l Lﬂomﬂ(*,gz)

Homa(sf :

Homaa (e, A7) 225 Bom g (v, A= F/ — 0

Estos datos son los que definen nuestro funtor deseado ¢ : Morph(A) — Fun(A°P, Ab). Como
los funtores Hom#(*,A) son objetos proyectivos en Fun(A°?, Ab), esto combinado con algebra
homolégica estdndar y los isomorfismos de Yoneda muestran dos cosas acerca de los funtores
W Morph(A) — Fun(A°P, Ab).

a) Es un funtor pleno.
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Demostracion: Sean (A, As, f), (A}, A}, ') en Morph(A) para los cuales asociamos los
funtores F'y F’ en Fun(A°P, Ab), respectivamente. Supdngase que existe un morfismo g :
F — F’" en Fun(A°,Ab), como los objetos Homz(x,A;) y Homg(*,A}) son proyectivos
entonces tenemos el siguiente diagrama exacto conmutativo:

Homa(s, AL 2 Homa(e, Ay)—s F ——= 0

| |

Homa(x, A7y 22 Yom g, A F' — 0

tal diagrama proporciona morfismos g : Ay — A}y g2 : Ay — A tales que producen el
siguiente diagrama conmutativo

De ésta manera podemos tomar el morfismo (g1, g2) en Morph(A) el cual cumple que
¥(g1,82) =&

b) Un morfismo en Morph(A) va a cero si y s6lo si es proyectivamente trivial.

Demostracién: Por lo visto anteriormente logramos el siguiente diagrama conmutativo exac-
to

Homz(x, Alg_l }-Iomgq(* A)"——F ——=0
Homz(x, gl)j lHomg((*,gz) lg
Homa(s, A7y 22 om g, A= F' — 0

Supongase que el morfismo (g1, g2) en Morph(A) es proyectivamente trivial, entonces existe
h: Ay — A tal que g2 = f”h, asi conseguimos un morfismo (x, h) : (x, A2) — (x,A}), tal que
Hom(x, g2) = Homa(*, f"YHom#(*, h), de aqui que el morfismo inducido g es el morfismo
cero.

Asi si tenemos que si un morfismo (g1, g2) en Morph(A) es el morfismo (0, 0), entonces por
el diagrama anterior tenemos que el morfismo inducido.

Observacion 4.6. Considerando el funtor ¢ : Morph(A) — Fun(A°?, Ab) y dado que un morfis-
mo en Morph(A) bajo ¢ va a dar a cero si y s6lo si es proyectivamente trivial. Entonces tenemos
que ¢ induce un funtor fiel y pleno Mod(A) — Fun(A°P, Ab).
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Ahora es facil ver que un funtor G es isomorfo a la imagen de un objeto en Mod(A) si 'y s6lo
si existe una sucesion exacta

Hom#(x,A1) — Homg(x,Ar) — G — 0

para algunos objetos A1 y A, en A. Esto sugiere la siguiente definicion:

Definicion 4.7. Decimos que un funtor G : A°? — Ab es coherente si existe una sucesion exacta
Homag(x,A1) — Homg(x,Ay) — G — 0.

Denotamos la subcategoria plena de Fun(A°?, Ab) que consiste de todos los funtores coherentes
por A.

Nota 4.8. Para simplificar notacién en lo que resta del presente trabajo, cuando no exista ambi-
guedad acerca de la categoria C o del anillo A abreviamos los grupos Hom¢(A, B) = Hom(A, B) y
Homa (A, B) = Hom(A, B), respectivamente. De manera similar denotamos los funtores Homg(x, A)
Hom(x,A) y Homp (%, A) = Hom(x, A).

Notemos que el funtor fiel y pleno ¢ : Mod(A) — Fun(A°P, Ab) induce una equivalencia de
categorias Mod(A) — A tal que el siguiente diagrama conmuta:

T"[ —— Mod(A)
A A

donde A — A es el funtor dado por A va a dar a Hom(x*,A), para todo A en A. La equivalencia
de categorias canénicamente definida, nos muestra que poco importa si estudiamos Mod(A) o A.
Como A es una subcategoria plena de la categoria abeliana Fun(A°?, Ab) es un tanto mas facil de
estudiar que la categoria abstracta dada Mod(A). Por esta razén trabajaremos principalmente con
la categoria A. Por supuesto, cualquier cosa que establezcamos para A también se mantiene para
Mod(A) via nuestra equivalencia de categorias.

Los resultados basicos referentes a la categoria ‘A son simplemente casos especiales de algunos
resultados generales concernientes a objetos proyectivos en categorias abelianas. Antes de dar estos
resultados generales es conveniente dar algunas definiciones.

Definicion 4.9. Supéngase que P es una subcategoria aditiva plena de una categoria abeliana C que
consiste de objetos proyectivos en C. Por una # - presentacion de un objeto C en C entendemos
una sucesion exacta

PL—Py—C—0

con los P; en . Denotaremos la subcategoria plena de C consistente de esos objetos en C los cuales
tienen P - presentaciones por £(C).

Supéngase que ¥ es una subcategoria aditiva plena de C cuyos objetos son proyectivos en C.
Dejamos a la verificacion del lector los siguientes puntos basicos.

i) P(C) es una subcategoria aditiva de C.
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ii) P(C) es esqueléticamente pequeia si P es esqueléticamente pequeiia.

iii) El funtor Morph() — P(C) dado por P, — P, va a Coker(P; — P;) induce una equiva-
lencia de categorias
Mod(P) — P(C).

iv) Si0 - C; —» C, —» C, — 0 es una sucesion exactaen Cy Cy y Csz estan en $(C), entonces
C, estaen P(O).
Con lo anterior estamos en posicién de establecer nuestro principal resultado de esta seccidn.

Proposicion 4.10. Sea P una subcategoria plena aditiva de una categoria abeliana C cuyos obje-

tos son todos proyectivos en C. Entonces la categoria aditiva P(C) tiene las siguientes propiedades:

a) SiCy — C3 = C4q4 — 0es exacta en Cy Cy, Cs estdan en P(C), entonces Cy estd en P(C).
Por lo tanto todos los morfismos en P(C) tienen cokerneles.

b) Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) Si0— Cy — Cy — Csesexactaen C con Cyy Cz en P(C), entonces Cy esta en P(C).

ii) Dado cualquier morfismo Py — P3 en P existe un morfismo Py — P, en P tal que
Py — Py — P3 es exacta en C.

iii) P(C) es una categoria abeliana y el funtor inclusion P(C) — C es exacto.

c) Supongase que Py P(C) son categorias esqueléticamente pequenias y D una categoria adi-
tiva tal que todo morfismo en D tiene un cokernel en D. Si

u, : Fun(P(C), D) — Fun(P, D)

es el funtor inducido por el funtor inclusion i : P — P(C), entonces existe un funtor
u* : Fun(P,D) — Fun(P(C), D)

tal que:

i) Existen isomorfismos
u'F,G) ~ (F,u.G)
los cuales son naturales en F' y en G para todo F en Fun(P, D)y G en Fun(P(C), D).
ii) u.u*F = F para todo F en Fun(P, D).
iii) u*F : P(C) = D es exacto derecho.

Demostracién: Comezaremos con la demostracion del inciso a), es decir, que todos los morfis-
mos en P(C) tienen cokerneles, consideremos la siguiente sucesion exacta en C

C,—L syt

Cy 0

tal que C, y C3 estan en P(C), por demostrar que Cy4 esta en $(C), es decir, por demostrar que Cy
tiene una $-presentacion.
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Como C, y C3 estan en P(C), entonces tienen P-presentaciones digamos:

81 &

Py Py C, 0
jf

pSp g ¢ 0
1 0 3

, . . . o
d?_dO quelos P;y Pl.. son proyectivos en C se sigue que f puede ser levantado y producir el siguiente
diagrama conmutativo exacto

P p, -0, 0
flt fot Lf

, 4 , &

P P Cs 0

De tal diagrama si consideramos las sucesiones:

0= 01= 0p=0
P: .——s0 2T p M p AT

=0 _ &'=g, =0
2 ’ 1 5 %
P Py

P 1

Por lo tanto P y P’ son complejos, y obtenemos el morfismo de complejos P . P’ dela
siguiente manera:

81 0

P: te 0 P1 P() 0
fl fZZOL fll/ foL f_1:0l
P: 0P S L

Sea M = M(f) la aplicacion cono de f, es decir, M,, = P,_1 ® P, y O(P, P’") = (—0P,0P" + fP).
Como es bien sabido (ver [Lan65]), tenemos la sucesion exacta de homologia

= Hy(P") —5 Hy(M(f)) ——= Hy1(P) Py — - (4.2.1)

donde i’ es la inclusién i’ : P’ — M,, m es la proyeccién © : M,, — P*, con P* el complejo
P elevado en un grado, es decir, (P*), = P,—1 y f. = Hy(f) : H,(P) — H,(P’) definido por
fi(C +0Pyyy) = fC + 0P, |, de la misma manera tenemos definidos i, y 7.. Asi notemos que el
complejo M es el siguiente:

O3(PP) (PP PP)) (PP
M- 03( )Pl 2( })O@Plﬁl( ) PE)O( )O

Ahora bien haciendo los calculos para la homologia de los complejos Py P’ proporciona los

siguientes datos: Hy(P) = 0, H(P) = ’fm—g; = Kergi, Hy(P) = ’5;’(;’10 = gl’(’gl) = Cy, H,1(P) = 0,

de igual manera para el caso del complejo P’ tenemos: Hy(P') = 0, H{(P') = Kerg}, Hy(P') = C3
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y H_1(P’) = 0, por dltimo notemos que Ho(f) : Ho(P) — Ho(P’) es fi(C + dPy) = foC + 9P| =
JoC + g1P] = f. De esta manera la sucesion 4.2.1 en el grado 1y 0 es de la forma:

. —— Kerg| — H\ (M, (f)) —> C; —= €3 —— Ho(Mo(f)) — 0 — - --

Luego Hyo(M(f)) ~ Cokerf. Pero la sucesion exacta
Py + P} —— P\, —— Ho(M(f)) —=0

muestra que Ho(M(f)) estd en P(C) dado que Py + P y P estén en $, por lo tanto Coker f estd en
P(C), con lo cual estd demostrada la parte a).

Continuamos con la demostracion de b), claramente b)i) implica b)iii) ya que por lo demostrado
en a) P(C) tiene cokerneles y por hipdtesis P(C) tiene kerneles, por lo tanto $(C) es un categoria
abeliana. Claramente b)iii) implica b)i).

Veamos que b)ii) implica b)i). Asuma que P tiene la propiedad que si P, — P3 es un morfismo
en P, entonces existe un morfismo P; — P, en P tal que P, — P, — Pj3 es exacta en C. De esto
se sigue que para cada morfismo g : Q — Q' de C su kernel se encuentra en P(C).

Supdéngase que tenemos una sucesion exacta 0 Cq C / C3, Cy y C3 estdn en
P(C), asi podemos formar el siguiente diagrama:

0
Ci
PP, -G, 0
fll fot s
P p G0

y consideremos nuevamente los complejos P y P’, con su morfismo de complejos f : P — P’
como fue descrito anteriormente

P: 0—2p, & p,—20
ft fz=0t fll fol f1=0J
P: 00— S D

Por lo tanto dado que H(P’) = Kerg/ tenemos que H;(P’) estd en P(C). Considerando nuevamente
la sucesién 4.2.1 en grado O y 1 tenemos:

Hy(P) L Hy(P)) — " Hy(My () " Cy —L = C3 —— Hy(Mo(f)) —— - -

con H{(P), H(P"), C, y C3 en P(C), esto junto con el hecho que demostramos en a), muestra que
Ker(f) = Ker(Ho(P) — Hy(P")) estd en P(C) si H{(M(f)) estd en P(C).
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Pero notemos que H{(M(f)) = Kerd,/Imd, = Coker(M»(f) — Z(M(f))), donde Z(M(f)) =
Kerd,. Dado que M (f) = Po® P}y Mo(f) = P, entonces Kerd; estd en (C) tambié€n tenemos
M,(f) = P; estd en P(C), por lo tanto por a) Hi(M(f)) estd en P(C) y por consiguiente Kerf
también lo esta.

Ahora veamos que b)i) implica b)ii). Sea P, — Pz un morfismo en £, notemos que P, y P3
estan en P(C) ya que podemos tomar las sucesiones exactas

0——=Pr=—=P,——0

0—>P3=——=P; —>0

como las P-presentaciones de P, y P3, respectivamente. Entonces por el andlisis hecho en el parra-
fo anterior tenemos que existe un morfismo P; — P, con P en P.

Finalmente, terminaremos con la demostracion de ¢). Comenzaremos definiendo un funtor
u* : Fun(P, D) — Fun(P(C), D)
el cual tendré las propiedades deseadas. Para cada C en P(C) elegimos una $-presentacion fija
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P, Py—==C 0

con la tnica condicién que si C esta en $(C) entonces tomamos la P-presentacion

Para cada funtor aditivo F : £ — D definimos
uw'F:PC) — D
por u*F(C) = Coker(F(Py) — F(Py)), donde P, ok Py—=C 0 es la P-presentacion
de C elegida, notemos que u*F estd bien definada dado que todo morfismo en D tiene cokernel
en D por hipdtesis. Notemos que en el caso particular en que C esta en P tenemos que u*F(C) =
Coker(F(0) — F(C)) = F(C), asi tenemos que para todo C en P, u*F(C) = F(C). Si tenemos un
morfismoen f : C — C’ en P(C) es bien sabido que este puede ser levantado a morfismos P; — P;
tales que nos dan el siguiente diagrama conmutativo.

P p,—£-C 0
fll ﬁ)t Lf
, 4 , &
P Py C 0

Aplicando F al cuadro izquierdo y cdlculando contcleos tenemos:

F(P) 2L F(Pg) — u* F(Cy) —0
|
F(fl)t F(fo)t | u*F(f)
F(g)) ¥
F(P) — F(P)) U F(Cs3) —0
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el cual nos da un morfismo u*F(f) : u*F(C) — u*F(C’). Asi tenemos definido un funtor u*F :
P(C) — D para cada funtor F : P — D. Con esto podemos definir el funtor

u* : Fun(P, D) — Fun(P(C), D)
F— u'F
También como u*F(x) = F(x) para todo F en Fun(P, D) tenemos:

Fun(®, D) —"“~ Fun(P(C), D) -2 Fun(P, D)

Fi uFt F
u.(u*F) = F para todo F en Fun(P, D), lo cual establece c)ii).

Ahora continuamos con la demostracién de c)i). Supdngase ahora que estamos dando funtores
F:P—>DyG:PC)— D. Queremos definir un isomorfismo (u*F,G) — (F,u.G) el cual es
funtorial en F'y en G. Supdngase que estamos dando una transformacion natural ¢ : u*F — G. Ya
que para cada P en P sabemos que u.G(P) = G(P) y u*F(P) = F(P), asociado con el morfismo
Y : u'F — G se encuentra el correspondiente morfismo ¢’ : F — u,G dado por:

{p:u"F(P) - G(P)} — {Yp: F(P) — u.G(P)}

para todo P en #. Entonces obtenemos morfismo (#*F, G) — (F, u.G) los cuales son obviamente
funtoriales en F' y en G. No es dificil mostrar que los morfismos (u*F,G) — (F, u.G) son todos
isomorfismos, lo cual completa la demostracién de c)i).

Finalizamos con la demostracién de c)iii). Mostramos ahora que para cada F : P — D el

funtor u*F : P(C) — D es exacto derecho. Supéngase que P, il Py—==C 0 esuna

’

. . 8 / . . .
P-presentacion de C elegiday P ' P £.C 0 es una P-presentacion arbitraria de

C. Yaque los P; y P} son proyectivos en C, los complejos

P: P> py—~=C 0
[ . By Ay
: 1 0

son homotépicamente equivalentes, de aqui que los complejos

. *
WF(P) : wF(P) L PPy 2L F(C) —— 0
5 Y % ’ ”*F(gll) 5 Y u'F(e) %

u'F(P): wFP) —uFP) —uF(C)—=0

son homotépicamente equivalentes. Por lo tanto los complejos de funtores:

0 —— (U'F(C),*) —= (u'F(P), *) —= (" F(P}), *) (4.2.2)

0 —— W' F(C), %) — W F(Py), *) — (W F(P), *)
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son homotdpicamente equivalentes.

El hecho que la sucesion inferior en la ecuacion 4.2.2 es exacta implica que la sucesion supe-
rior en la ecuacion 4.2.2 es exacta también ya que ellos tienen la misma homologia. Por lo tanto

’
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hemos mostrado que si P Py L. C 0 es exacta en C con los P} en P, entonces
F(
uwF(P"): u F(P’)—gl> u F(P, )u ) u*F(C)——=0 esexactaen D.
Ahora supdngase que estamos dando una sucesion exacta C; / C h C;3 0 en
C conlos Cy en P(C). Si P ek Py —=C, 0y P il P ¢ C 0 son las

P-presentaciones y considerando nuevamente la aplicacién cono descrita en la demostracion de a),
tenemos la sucesion exacta:

Py + P, P)——C3 —0

Por lo tanto por nuestro resultado anterior sabemos que u*F(Pg + P’ ) ——u*F (P )——=u*F(C3)——0
es exacta. Combinando estos datos dentro del siguiente diagrama conmutativo con filas exactas
0 —— (W' F(C3), ) — (u"F(Py), ¥) — (u"F(Poy + P),*)

| l |

0 —— (" F(C2), %) — (u"F(P), ) — (" F(P}), %)

| | |

0 —— W' F(Cy), ) — " F(Po), %) (u*F(P1), )

obtenemos nuestro resultado deseado que 0 —— (1*F(C3), *) —— (" F(C2), *) —— (u* F(C), *)

h
C3 0 es exacta en C con los C; en

. ., f
es exacta. Por lo tanto si la sucesiéon C; C

u'F
P(C), entonces u*F(Cy) —(f>) u F(Cy) —(i u*F(C3) ——0 es exacta en D. Esto termina la

demostracion de ¢)iii) lo cual completa la demostracion de nuestra proposicion.
|

Aplicamos ahora estos resultados a la categoria A y por consiguiente también a Mod(A). Si
dejamos que P sea la subcategoria plena de C = Fun(A°?, Ab) consistiendo de todos esos funtores
(*,A) con A en A es claro que P es una subcategoria plena aditiva de C = Fun(A°?, Ab) consis-
tente de objetos proyectivos en Fun(A°?, Ab) y que P(C) = A. Aphcamos nuestras proposiciones
anteriores a A como el primer paso para estudiar la categoria A. La traslacién de estos resultados
a la categoria Mod(A) se deja al lector.

Proposicion 4.11. Sea A una categoria aditiva esqueléticamente pequeiia, entonces tenemos:

a) Todo morfismo en A tiene un cokernel.

b) Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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i) Todo morfismo en A tiene un pseudo-kernel.
ii) Todo morfismo en A tiene un kernel.
iii) A es una categoria abeliana y el funtor inclusion A — Fun(A°P, Ab) es exacto.

iv) A es una categoria abeliana.

c) Supongase que D es una categoria aditiva tal que todo morfismo en D tiene un cokernel y
G : A — D es un funtor arbitrario. Entonces existe un funtor exacto derecho F : A — D
tal que FP = G donde P : A — A es el funtor dado por P(A) = (x,A). Mds ain, si
F' : A — D es otro funtor exacto derecho tal que F'P = G, entonces existe uno y sélo un
isomorfismo F — F’.

Demostracién: Dado que todo objeto de la forma (x, A) es proyectivo en Fun(A°P, Ab) consi-
derando a A = P(C) y C = Fun(A°P, Ab) por la proposicién anterior es valido a).

Claramente en b) tenemos las equivalencias i), i) y iii), de igual manera iii) implica iv). La
Unica parte de esta proposicion que no se sigue trivialmente de la proposicion anterior es el hecho
que b)iv) implica b)iii). Supéngase ahora que A es abeliana y que

0O—F —F,— F;—0

es exacta en A. Dado que cada uno de los (x, A) es proyectivo en A, entonces tenemos la sucesién
exacta
O — ((*’A)’Fl) — ((*aA)aFZ) — ((*aA)aF?)) — O

para todo A en ‘A. Por lo tanto la sucesion F(A) — F,(A) — F3(A) es exacta para todo A en A si
F, — F, — F3esexactaen A.

Pero esto significa que F; — F, — Fj3 es exacta en Fun(A°?,Ab). Por lo tanto el funtor
inclusion A — Fun(A°P, Ab) es exacto si A es abeliana. De esta manera tenemos b)iv) implica
b)iii).

Este tltimo resultado nos proporciona la siguiente descripcién del funtor P : A — A.

Corolario 4.12. Sea A una categoria aditiva esqueléticamente pequenia. Supongase que B es una
categoria aditiva con cokerneles y P’ : A — B un funtor satisfaciendo la condicion que dada
cualquier categoria aditiva D con cokerneles y cualquier funtor G : A — D, existe un funtor
exacto derecho F : B — D tal que FP' = G. Entonces existe una equivalencia de categorias
J : A — Bital que el siguiente diagrama conmuta:

S

A ——
‘ )

P
A —
P’

-

®

ysiJ : A — Bes otra tal equivalencia, entonces existe un tinico isomorfismo J — J'.
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Demostracién: Por la proposicion 4.11 A es una categoria con cokerneles, asi tomamos D = A
y por consiguiente existe un funtor exacto derecho F : 8 — A tal que

A-L.g
|

FP" = P, de igual manera por la proposicién 4.11 ¢) existe F’ : A — B tal que F’P = P’. Tales
funtores F'y F’ nos aportan lo siguiente: F'FP' = F'/P = Py FF'P = FP' = P,asi F'F ~ 1g
y FF’ =14, es decir, las categorias A 'y B son equivalentes con la propiedad que dada cualquier
otra equivalencia existe un Uinico isomorfismo.

Terminamos esta seccion dando algunas conexiones de la categoria Mod(A) con la categoria
de médulos sobre anillos.

Supéngase que A es una categoria aditiva esqueléticamente pequefa, Ag un objeto en A y
A = End(Ap). Entonces, para cada F en Fun(A°P, Ab), consideramos el grupo abeliano F(Ap)
como un A-médulo derecho mediante la asignacién

xA = F()(x)

paracada xen F(Ag) y Aen A. Es un A-mddulo derecho dado que x(Au) = F(Au)(x) = F(u)F(A)(x) =
F(u)(F(A)(x)) = (xA)u. En consecuencia, asociado con cada Ag en A esta el funtor

W 2 Fun(A°P, Ab) — Mod(A°P)
dado por ¥(F) = F(Ap). En vista de nuestra discusion hasta ahora no es dificil establecer:

Proposicion 4.13. Sea Ay un generador de la representacion de la categoria aditiva Ay A =
End(Ao) . La restriccion A — Mod(A°P) del Sfuntor exacto  : Fun(A°P, Ab) — Mod(A°P) dado
por W (F) = F(Ay) tiene las siguientes propiedades:

a) Si A en A es una suma finita de copias de Ay en A entonces Homz(Ag,A) es un A°P-
modulo libre finitamente generado. Por lo tanto P la subcategoria plena de Mod(A°?) cuyos
objetos son los N°P-médulos Hom#(Ag, A) para todo A en A, es una subcategoria aditiva de
Mod(A°P) que consiste de todos los A°P-mddulos proyectivos finitamente generados. Mds
atin, P contiene todos los A°P-modulos libres finitamente generados.

b) SiF estd en A entonces F(Ay) es un A°P-mddulo finitamente presentando. En consecuencia
la imagen de A en Mod(A°P) esta contenida en mod(A°P), la categoria de A°P-modulos
finitamente presentados.

¢) El funtor inducido A — mod(A°P) es una equivalencia de categorias.

d) A es una categoria abeliana si 'y solo si mod(A°P) es una categoria abeliana.
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Demostracion: Comencemos primero con la demostracién de a) Supdngase que A = @ﬁjAo, de
aqui que Hom (Ao, A) = Homa(Ag, &=} Ag) = &= Homa(Ao, Ag) = ®Z1 End(Ag) = ®Z1A = A",
Por lo tanto Hom#(Ag, A) es un A°?-mddulo libre finitamente generado. Por otra parte recordemos
que un A-médulo P es proyectivo y finitamente generado si y sélo si para algin A-médulo P’ y un
entero n positivo existe un isomorfismo A" ~ P & P’. Luego dado que A = End(Ay), tenemos que

P contiene todos los A°?-mddulos libres.

Notemos que el inciso b) se sigue de a). Sea F en A entonces existe una sucesion exacta

Homa(Ap, A1) —= Homgz(Ag, Ay) —— F(Ag) ——=0

, | |

A™ A" F(Ap) —0

y de ésta manera F(Ap) es finitamente presentado.

Para ¢) notemos que cumple con el corolario anterior. Finalmente, d) se sigue de manera sen-
cilla.

Sea A un anillo y supdngase que la categoria de A-mddulos derechos finitamente presentados
mod(A°P) es abeliana, es facil probar las siguientes propiedades bajo estas condiciones.

Proposicion 4.14. Para un anillo A las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) mod(A°P) es abeliana.

b) Si M es un A-mddulo derecho finitamente presentado, entonces M tiene una A-resolucion
proyectiva, cada uno de cuyos términos es un A-modulo proyectivo finitamente generado.

¢) Si M es un A-modulo derecho finitamente presentado y M’ C M es un submddulo de M
finitamente generado, entonces M’ es un A-mddulo derecho finitamente presentado.

Como los anillos que satisfacen cualquier de las condiciones anteriores son anillos coherentes
podemos sumar esta discusion en lo siguiente:

Proposicion 4.15. Sea A una categoria aditiva con un generador de la representacion Agy cuyo
anillo de endomorfismos denotaremos por A. Entonces:

a) Mod(A) es equivalente a mod(A°P).
b) Atiene pseudo-kerneles si 'y solo si Mod(A) es abeliana si'y solo si A es coherente derecho.

¢) En particular, si A es noetheriano derecho entonces A tiene pseudo-kerneles.
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4.3. Anillos de endomorfismos

En esta seccion aplicaremos algunos de nuestros resultados anteriores al estudio del anillo de
endomorfismos de un A- médulo. Si M es un objeto en una categoria aditiva A denotaremos por
Add(M) la subcategoria plena de A consistente de todos los objetos isomorfos a sumandos de
sumas finitas de M. Claramente Add(M) es una categoria aditiva que es esqueléticamente pequeiia.
Los idempotentes en Add(M) se escinden si todos los idempotentes en A se escinden. Llamamos
a Add(M) la subcategoria aditiva de ‘A generada por M.

Notacion 4.16. El lo siguiente a menos que se diga otra cosa, dada una categoria abeliana C 'y P
un objeto proyectivo en C, denotaremos la subcategoria generada por P, Add(P) por P.

Nuestros resultados de la seccion anterior nos proporcionan lo siguiente:

Proposicion 4.17. Sea C una categoria abeliana, P un objeto proyectivo en C y P = Add(P).
Entonces P(C) la subcategoria plena de C que consiste en esos objetos teniendo P-presentaciones
tiene la propiedad que el funtor

F : P(C) — mod((Endc(P))°F)

dado por F(C) = Hom¢(P, C) para todo C en C, es una equivalencia de categorias. Por lo tanto si
End(P) es coherente derecho entonces P(C) y mod((Endc(P))°P) son categorias abelianas.

Demostracion: La prueba de esta afirmacién es una consecuencia inmediata de 4.13c¢).

Como una consecuencia inmediata de esta proposicion tenemos:

Corolario 4.18. Sea A un anillo, P un A-modulo proyectivo finitamente generado tal que A estd en
P. Entonces el funtor
F : mod(A) — mod((Enda(P))°?)

dado por F(C) = Homg(P, C) para todo C en mod(A\) es una equivalencia de categorias.

Demostracion: Para este caso particular tenemos que C = Mod(A) y dado que A estd en P, por
lo tanto mod(A) = P(Mod(\)) y por 4.17 tenemos el resultado.

Estamos ahora en condiciones de demostrar el celebre teorema de Morita:

Teorema 4.19. Para dos anillos Ay N’ las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) Las categorias mod(A\) y mod(\") son equivalentes.

b) Existe un A-modulo proyectivo P finitamente generado tal que A esta en Py ademds End(P)
y A’°P son anillos isomorfos.
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¢) Existen Py P’ Ay N'-mddulos proyectivos finitamente generados, respectivamente, tal que
ANestaen Py N estaen P’ ylos anillos End(P) y End(P") son isomorfos.

Demostracion: Comencemos con a) implica b). Sea F : mod(A’) — mod(A) una equivalencia
de categorias. Es sencillo probar que F(A’) = P es un A-médulo proyectivo finitamente generado
tal que A esta en . Como F es una equivalencia de categorias sabemos que F : End(A’) —
End(P) es un isomorfismo de anillos, pero End(A’) = (A")°?, por lo tanto (A”)°? y End(P) son
anillos isomorfos.

Notemos que b) implica a). Supdngase que existe un A-médulo proyectivo finitamente genera-
do P, tal que A esta en Py Endp(P) =~ A’°P, entonces mod(A’°P) y mod(Enda(P)) son categorias
equivalentes, luego mod(A’) y mod(Enda(P)°P) son categorias equivalentes. Por otra parte por
4.18 mod(A) y mod(Enda(P)°P) son equivalentes y por lo tanto mod(A’) y mod(A) son categorias
equivalentes.

Que b) implica ¢) se sigue facilmente. Por las hipétesis de b) Enda(P) ~ A'°P y Endp(P’) ~
A°P 'y como mod(A) y mod(A’) son categorias equivalentes por a), tenemos que A =~ A’ y por
consiguiente A°? =~ A’°P, Por lo tanto Enda(P) ~ Enda:(P’).

Por tdltimo veamos que c¢) implica a). Dado que End(P) y End(P’) son anillos isomorfos
en consecuencia lo son End(P)°? y End(P")°P. Por consiguiente las categorias mod(End(P)°P) y
mod(End(P")°P) son equivalentes. Por el corolario anterior el hecho que A estaen Py A’ estaen ¥’
nos da que mod(A) y mod(End(P)°P) son categorias equivalentes y que mod(A”) y mod(End(P")°?)
son también categorias equivalentes. Por lo tanto mod(A) y mod(A”) son categorias equivalentes.

Estos resultados nos sugieren la siguiente definicion:

Definicion 4.20. Dos anillos A y A’ se dicen Morita equivalentes (notacién: A ~ A’) y si y s6lo
si mod(A) y mod(A”) son equivalentes.

Observacion 4.21. Claramente la relacion sobre anillos dada por dos anillos estan relacionados si
ellos son Morita equivalentes es una relacién de equivalencia.

Observacion 4.22. No es dificil mostrar que para dos anillos A y A’, las categorias Mod(A) y
Mod(A’) son equivalentes si y s6lo si las categorias mod(A) y mod(A”) son equivalentes. Por lo
tanto A y A’ son Morita equivalentes si y sélo si Mod(A) y Mod(A”) son categorias equivalentes.
Un andlisis y prueba de tal afirmacion pueden ser encontrados en [AF92].

Dado que lo que mds nos interesa acerca de un anillo A es la categoria mod(A), optaremos
por considerar que dos anillos son lo "mismo’’si ellos son Morita equivalentes. Esta no es una
gran diferencia ya que el Teorema de Morita nos dice como dos anillos Morita equivalentes estan
relacionados.

Antes de continuar revisaremos algunas propiedades de la teoria de mdédulos de anillos de artin.
Las pruebas de estas propiedades pueden ser encontrados en [ARS95] capitulos [ y /1.

Sea A un anillo izquierdo de artin con radical r. Entonces sabemos que r* = 0 para algiin
entero n positivo. Definimos el indice de nilpotencia de A como el menor entero 7 tal que r”* = 0.
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También como A/r es un anillo de artin semisimple éste tiene solamente un ndmero finito de
modulos simples no-isomorfos.

Dado que r es nilpotente se ve facilmente que un submoédulo M’ de M es todo M si y sélo si la
composicion M’ — M — M/rM es suprayectiva. De esto se sigue que si M y M’ son A-médulos,
un morfismo f : M — M’ es un epimorfismo si y s6lo si el morfismo inducido

M/tM — M’ |tM’

es un epimorfismo. En particular, si P y P’ son médulos proyectivos obtenemos que:

i) Un morfismo f : P — P’ es un isomorfismo si y sélo si el morfismo inducido P/rP —
P’ /rP’ es un isomorfismo.

ii) Si g : P/rP — P’/rP’ es un isomorfismo, entonces existe un isomorfismo g : P — P’ el
cual induce g : P/rP — P’/rP’. Mas ain, el hecho que idempotentes en A/r pueden ser
levantados a A muestra que dado cualquier médulo simple S existe un médulo proyectivo
P tal que P/rP ~ §. Por lo tanto dado cualquier médulo semisimple M existe un mddulo
proyectivo P y un epimorfismo P — M tal que el morfismo inducido P/rP — M es un
isomorfismo.

Mas atn, si estamos dando otro epimorfismo P — M — 0 con P’ proyectivo tal que P’ /rP’ —
M es un isomorfismo entonces existe un morfismo P — P’ tal que el diagrama siguiente conmuta

P——sM

PP—M
y cualquier tal morfismo P — P’ es un isomorfismo. Por lo tanto un médulo proyectivo P es
inescindible si y s6lo si P/rP es simple.

De manera més general, dado cualquier médulo M existe un epimorfismo P — M — 0 con P
proyectivo tal que P/rP — M/rM es un isomorfismo. Tal epimorfismo es llamado una cubierta
proyectiva de M. Si P — M — 0 es otra cubierta proyectiva minima entonces existe un morfismo
P — P’ que hace conmutar el siguiente diagrama

P—sM—0

.

P—sM—=0

y tal morfismo P — P’ es un isomorfismo.

Una resolucién proyectiva

.. . S . Jfi
es llamada una resolucién proyectiva si y s6lo si cada epimorfismo P; —=> Ker(f,_;) —=0 es
una cubierta proyectiva minima. Obviamente todos los médulos tienen resoluciones proyectivas
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minimales y cualesquiera dos resoluciones proyectivas minimales son isomorfas como complejos.
Una resolucién proyectiva

P, bl Po foM 0

es una resolucién proyectiva minimal si y s6lo si Imf; C rP;_y, paratodo i > 1.

También como r es nilpotente se sigue que un médulo M es 0 si y sélo si Homa(A/r,M) =0
donde Homa(A/r, M) es un submddulo semisimple de M consistiendo de todos los m en M tal
que rm = 0. Recordamos que Hompa(A/r, M) es llamado el soclo de M el cual algunas veces
denotamos por soc(M).

Ahora no es dificil ver que un monomorfismo f : M — M’ es esencial si y s6lo si el morfis-
mo inducido soc(M) — soc(M’) es un isomorfismo. Por lo tanto 0 — M — [ es una envolvente
inyectiva si y sélo si 0 — soc(M) — [ es un envolvente inyectiva. También como A es noet-
heriano sabemos que una suma arbitraria de envolventes inyectivas es una envolvente inyectiva.
Combinando estos hechos tenemos:

a) Un modulo inyectivo / es un envolvente inyectiva de su soclo.

b) Si soc(I) = },S;, donde los S; son médulos simples, entonces I =~ ) [;, donde /; es la
envolvente inyectiva de S; para toda i.

¢) Un moédulo inyectivo / es inescindible si y solo su soclo es simple.

d) Dos modulos inyectivos / e I’ son isomorfos si y sélo si sus soclos son isomorfos.

Por lo tanto A tiene solamente un nimero finito de médulos proyectivos e inyectivos inescindibles
no isomorfos, uno para cada A-moédulo simple. En particular supéngase que Py P’ son dos A-
mdédulos proyectivos finitamente generados. Entonces £y #’, las subcategorias aditivas generadas
por Py P’ respectivamente, son las misma si y s6lo si todo sumando inescindible de P es isomorfo
a un sumando inescindible de P’ y viceversa.

Dado que las categorias P(Mod(A)) y mod(End(P)°?) son equivalentes, donde P es la categoria
aditiva generada por P, obtenemos que existen solamente un nimero finito de categorias diferentes
%P como P corre a través de todos los médulos proyectivos finitamente generados.

Especificamente, End(P) y End(P") son Morita equivalentes si y s6lo si todo sumando de P es
isomorfo a un sumando de P’ y viceversa. Como aplicacion de algunas de estas ideas demostramos
las siguientes afirmaciones:

Lema 4.23. Sea A un anillo izquierdo de artin con indice de nilpotencian'y sea M = 2’1::”1 AJri.
Si C es un A-médulo tal que ¥"C = 0 con m < n, entonces tenemos una sucesion exacta de
A-modulos

O—M, —---—M —C—0

con M; en Add(M), tal que
0— XM, — X,My,_1)— - — X,M) — X,C) — 0

es exacta para todo X en Add(M).
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Demostracién: Procedemos por induccién sobre n. Sin = 1 se sigue que A es semisimple y
C estd en Add(M) puesto que Add(M) es la categoria de los A-mddulos finitamente generados.
Ademads designando M| = C obtenemos nuestra sucesion exacta deseada

00— M =—C——0

Supéngase que el teorema es cierto para n > 1y el indice de nilpotencia de A es n + 1. Sea C un
A-médulo tal que r"C = 0 con m < n. Entonces C es un A/r"-médulo y por hipétesis de induccién
sabemos que existe una sucesidn exacta

O—M, — M, —-—M —C—0

de A-mddulos tal que:

i) Los M; estan en la subcategoria aditiva Add(N), donde N = Zi’f A/
i1) La sucesion
0— X\Mpy) — X, Mpy-1) — - — (X, M) — (X,0) — 0
es exacta para todo X en la subcategoria aditiva de Mod(A) generada por N.
Ahora el hecho que /= A/r' es un sumando de ¥'=0*! A/r' implica que Add(N) c Add(M),

asi cada uno de los M; esta en Add(M). También, como los tnicos A-moddulos inescindibles en
Add(M) que no estan en Add(N) son A-mddulos proyectivos y como la sucesion

O—M, —m M,y — - —M —C—0
€s exacta, entonces
0— X, Mp) — X, Mpy-1) — - — (X, M) — (X,C) — 0

es exacta para todo X en Add(M). Por lo tanto, si r"C = 0 con m < n, obtenemos nuestra sucesion
exacta deseada.

Queda por ver el caso en que m = n + 1. Supdngase ahora que r"C # 0. Sea C’ el submé6dulo
de C consistiendo de todos los ¢ en C tal que r"c = 0. Entonces r"C’ = 0. Ademds sabemos que
existe un epimorfismo

M —C —0
con M’ en Add(N), tal que (X, M’) — (X,C’) — 0 es una sucesioén exacta para todo X en
Add(N). Dado que para cada X en Add(N) tenemos que r"X = 0, se sigue que la composicién
M’ — C’" — C la cual denotamos por f : M’ — C tiene la propiedad que (X, M) — (X,C) — 0
es exacta para todo X en Add(N).

Ahora consideramos el epimorfismo & : P — C/C’ — 0 de A-mo6dulos como un cubriente
proyectivo de C/C’. Dado que 7 : C — C/C’ — 0 es un epimorfismo, existe un morfismo g : P —

C tal que la composicién P —f.c—Zc /C’ es nuestro cubriente proyectivo A.

r—"cic 0

|

c—=c/c 0
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Dado que 4 es un cubriente proyectivo sabemos que Kerh C rP. Como g~'(C’) C Kerh, se sigue
que g~ '(C") C rP.

Enseguida tomando el morfismo ¢ : P+ M’ — C dado por t(p,m) = g(p) + f(m’). Puesto que
M’ — C’ yla composicion P — C — C/C’ son epimorfismos se sigue que ¢ es un epimorfismo.
También el hecho que (X, M’) — (X,C) — 0 es exacta para todo X en Add(N) muestra que
X,P+ M) - (X,C) — 0 es exacta para todo X en Add(M), ya que los tnicos A-mddulos
inescindibles en Add(M) que no estan en Add(N) son A-mddulos proyectivos.

Finalmente veamos que r"Kert = 0. Tenemos que (p,m’) estd en Ker t siy sélo si g(p) =
—f(m’), como Imf = C’, se sigue que si (p,m’) esta en Ker t entonces p esta en g~' (C"). Como
g ' (C") = 0y "M’ = 0 se sigue que r"Ker t = 0. De esta manera, por nuestro resultado previo
podemos encontrar una sucesion exacta.

0O— My —mM, — -+ — M) — Kert — 0
de A-mddulos con los M; en Add(N) c Add(M) tal que
0— X, My41) X, M) — -+ — (X, M) — (X, Kert) — 0
es exacta para todo X en Add(M). Por lo tanto la sucesion exacta
0— My —M,—-— M, —>P+M —C—0
tiene nuestra propiedad deseada que los M; estan Add(M) y
0— (X, Mp11) — X, M) — - — X, M) — X, P+ M) — (X,C) — 0

es exacta para todo X en Add(M).

Teorema 4.24. Sea A un anillo izquierdo de artin con indice de nilpotenciany sea M = ’1::"1 AJ/r.
Entonces I = End(M)°? tiene las siguientes propiedades:

a) T es coherente izquierdo.
b) Si N es un I'-modulo finitamente presentado, entonces pdrN < n + 1.

¢) Existe un I'-mddulo proyectivo finitamente generado P, tal que Endr(P)°P ~ A.

Demostracion: Comencemos con el inciso a). Para mostrar que I" es coherente izquierdo es
lo mismo que probar que End(M) es coherente derecho: Pero ya hemos visto que End(M) es
coherente derecho si y s6lo si Add(M) tiene pseudo-kerneles. Ahora supdngase que estamos dando
un morfismo f : M, — M3 en Add(M) y sea C = Kerf. Entonces r"C = 0 y por el lema anterior
podemos encontrar un epimorfismo M| — C — 0 con M| en Add(M) tal que (X, M) — (X,C) —
0 es exacta para todo X en Add(M).

Sea g lacomposiciéon M| — C — M>, de lo anterior se sigue que la sucesion exacta M| M, N M3
tiene la propiedad que (X, M) — (X, M2) — (X, M3) es exacta para todo X en Add(M). Por lo tanto
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M| — M, es un pseudo-kernel de M, — M3, asi Add(M) tiene pseudo-kerneles, lo cual muestra
que End(M) es coherente derecho.

Para el inciso b) sabemos que el funtor Am/l ) — mod(End(M)°?) dado por F — F(M) esuna
equivalencia de categorias. Por consiguiente dado un End(M)°P-médulo finitamente presentado N
existe un funtor F en Add(M) tal que F(M) ~ N. Sea M| — My en Add(M) tal que

(+,M}) — (*,M) — F — 0

es exacta. Si tomamos C = Ker(M; — My)y como 'C = 0, entonces por el lema anterior tenemos
que existe una sucesion exacta

0O—Myy—M,—-—M —C—0
de A-mddulos con los M; en Add(M) tal que
0— X, Mps1)) > X, My) — - — (X, M) — (X,0) — 0
es exacta para todo X en Add(M). Asi tenemos que la sucesion
0 — (5, Mpy1) — (5, M) — - — (5, M) — (x, M1) — (x,My) — F — 0
es exacta en Am). Por lo tanto
0— M, Mps1) — M, M) — - — (M, M) — (M, Mo) — F(M) — 0

es una sucesion exacta de End(M)°P-médulos. Como cada (M, M;) es un End(M)°P-mddulo pro-
yectivo y F(M) = N se sigue que pdgnpaaerN < n+ 1 donde n es el indice de A. Como esto es
cierto para cualquier End(M)°’-mdédulo finitamente presentado N hemos probado b).

c) Ahora (%, A) es un objeto proyectivo en Add(M) Y Endy o0 (. A) = End(A) = A°P. Por
4.13 tenemos que el funtor
¥ : Add(M) — mod(End(M)°P)
dado por Y(F) = F(M) es una equivalencia de categorias, se sigue por el teorema de Morita que el
End(M)°P-médulo, P := (M, A) es un End(M)°?-moédulo proyectivo tal que Endgnacpyer(P) = A°P.
Por lo tanto Endr(P)°? ~ A, nuestro resultado deseado.

Observacion 4.25. Dado que M = 377 | A/ r’ es un A-médulo finitamente generado, sabemos que
el funtor (M, %) conmuta con sumas arbitrarias. Si tomamos que D sea la categoria de todos los
A-médulos que son sumandos de sumas arbitrarias de copias de M, entonces D es una categoria
aditiva.

No es dificil ver que el funtor
W+ D — Mod(End(M)°P)

dado por Y(F) = F(M), es una equivalencia de categorias. Ahora solamente con una pequefia
modificacién del argumento usado para médulos finitamente generados C proporciona el resultado
que si C es un médulo arbitrario, entonces existe una sucesion exacta de A-modulos.

O—M,yy—M,—---— M —C—0
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con los M; en D tal que tenemos la siguiente sucesion exacta.

0 — M, My1) — (M. M) — - — (M, M) — (M,C) — 0

Como cada M, M; es un I' = End(M)°P-médulo proyectivo, procediendo como lo hicimos
anteriormente para [-mddulos finitamente presentados podemos mostrar que la pdrN < n + 1 para
I-médulos arbitrarios N. Por lo tanto si n = indice A tenemos que gl.diml’ < n + 1.

Supdéngase ahora que A es un dlgebra de artin, es decir, el centro de A es un anillo conmutativo
de artin y A es un mdédulo finitamente generado sobre su centro. Entonces cada A-médulo M
finitamente generado tiene la propiedad que End(M) es también un algebra de artin. Por lo tanto
como una consecuencia inmediata de nuestro teorema tenemos:

Corolario 4.26. Sea A un dlgebra de artin de indice n. Entonces el dlgebrade artinI' = End(}"_, A/ ')
tiene las siguientes propiedades:

a) gldiml’<n+1.

b) Existe un I'-médulo proyectivo P finitamente generado tal que Endr(P)°P y A son dlgebras
de artin isomorfas.

Este corolario tiene la siguiente interpretacion.

Como I corre através de todas las dlgebras de artin de dimensién global finita, el dlgebra de
artin de la forma A = Endr(P)°? con P un I'-médulo proyectivo finitamente generado, corre atraves
de todas las dlgebras de artin. Por lo tanto, en este sentido las dlgebras de artin de dimensién global
finita determinan todas las dlgebras de artin.

4.4. Algebras de artin de tipo de representacion finita

Esta seccién estd dedicada principalmente a mostrar como construir dlgebras tales que dom.dim >
2y gl.dim < 2 a partir de algebras de artin de tipo de representacion finita. Estas construcciones
nos dan una biyeccién entre las clases de dlgebras de artin Morita equivalentes tales que son de tipo
de representacion finita y clases de dlgebras de artin Morita equivalentes tales que dom.dim > 2y
gl.dim < 2.

Supdngase que / es un A-médulo inyectivo finitamente generado y I1 = Add([) la subcategoria
aditiva de mod(A) generada por I. Sea mod(A)(I1) la subcategoria plena de mod(A) que consiste
de todos los M en mod(A) tal que existe una sucesidn exacta

O—M-—I1, — D

con los /; en 11, es decir, la subcategoria plena de mod(A) que tiene I1-copresentaciones. Obvia-
mente mod(A)(II) es una categoria aditiva. Ahora mostraremos que mod(A)(II) es una categoria
equivalente a mod(End(1)°P) y es entonces una categoria abeliana.

Dado que / es un A-médulo inyectivo finitamente generado entonces sabemos por la obser-
vacion 3.37 que P = D(I) es un A°’-médulo proyectivo finitamente generado. También D(II)
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es equivalente a # la subcategoria aditiva de mod(A°?) generada por P. Por lo tanto la dualidad
D : mod(A) — mod(A°P) nos produce una dualidad:

D : mod(A)(IT) — P(mod(A°?))
Ya hemos establecido una equivalencia de categorias.
P(mod(A°P)) — mod(Endper(P)°P)

Por lo tanto obtenemos una dualidad mod(A)(I1) — mod(Endpe»(P)°P). Pero se ve facilmente
que Endaor(D(M))°P y Enda(M) son isomorfos para cada A-médulo M. Por lo tanto Enda(l) =~
Endaor(P)°P 'y entonces mod(Enda (1)) es equivalente a mod(Endae»(P)°P). Por lo tanto tenemos
una dualidad

mod(A)(I1) — mod(Enda(I))

Como Endx(I) es un dlgebra de artin sabemos por 3.35 que mod(Enda (1)) y mod(Endx(I)°P) son
duales. Asi la dualidad mod(A)(IT) — mod(Enda (1)) nos produce una equivalencia de categorias
entre mod(A)(I1) y mod(End (1)°P).

Sumando la discusion hasta el momento tenemos:

Lema 4.27. Sea A un dlgebra de artin, 1 un A-modulo inyectivo finitamente generado y Il =
Add(I) la categoria aditiva generada por 1. Entonces la categoria mod(N)(I1) es equivalente a la
categoria mod(Endx(I)°P) donde Enda(I)°P es también un dlgebra de artin.

Una vez vistos estos resultados, comenzamos nuestro estudio de dlgebras de artin de tipo de
representacion finita.

Supoéngase que A es un dlgebra de artin de tipo de representacion finita. Por lo tanto existe
solamente un nimero finito de A-mddulos inescindibles finitamente generados M1, ..., M, no iso-
morfos. De aqui que todo A-mdédulo M finitamente generado es isomorfo a una suma finita de
los M;. Sea C = mod(A). Por consiguiente C es una categoria abeliana esqueléticamente pequeiia.
Consideremos ahora la categoria C. Nuestras primeras observaciones concernientes a la categoria
C estdn basadas en los siguientes hechos generales.

Proposicion 4.28. Sea C una categoria arbitraria, abeliana y esqueléticamente pequeria. Entonces
la categoria C tiene las siguientes propiedades:

a) C es una categoria abeliana con suficientes objetos proyectivos.
b) F enC es proyectivo siy sélo si F = (x, M) para algiin M en C.
¢) gldimC <2.

d) Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) C es semisimple.
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ii) El funtor
v:C— C

dado por y(C) = (x,C) es una equivalencia de categorias.
iii) C es semisimple.
iv) gl.dimC < 2.

Demostracion: Iniciemos con la prueba del inciso a). Como la categoria C es abeliana todo
morfismo en C tiene un pseudo-kernel ya que todo morfismo en C tiene un kernel. Por teorema
4,11 C es una categoria abeliana. También cada (x, M) es proyectivo en C dado que es proyectivo en
Fun(C°P, Ab) de la cual C es una subcategoria plena. Por lo tanto, el hecho que C tiene suficientes
proyectivos se sigue puesto que F en Fun(C°P, Ab) estd en C si y s6lo si existe una sucesién exacta
en Fun(C°P,Ab)

(+,C1) — (,Cp) — F — 0.

Supéngase F en C es proyectivo y como existe un epimorfismo (+,C) — F — 0, tenemos
que F es un sumando directo de (x, C). Dado que C es abeliana, un sumando directo de (x,C) es
isomorfo a (*, C’) donde C’ es un sumando de C. De esta manera F' =~ (x,C") con C’ un sumando
directo de C. Luego si F es proyectivo se sigue que F' =~ (x,C’) para algin C’ en C, con esta
discusion probamos b).

Continuamos con la prueba del inciso c). Supéngase que F estd en C. Entonces existe una
sucesion exacta
(x,C1) — (+,Cp) > F — 0

Por el teorema de Yoneda sabemos que existe un unico morfismo C; — Cy el cual induce el
morfismo (%, Cy) — (%, Cp). Como C es abeliana, el morfismo C; — Cj tiene un kernel C, — C;
en C. Asi considerando la sucesion exacta

0—C,— Ci — (C
ésta nos produce una sucesion exacta
00— (x,Cr) — (%,C1) — (%,Cyp) —m F — 0
la cual nos muestra que pdF < 2 dado que los (*, C;) son proyectivos en C. Luego como ésto es

cierto para todo F en C, tenemos que gl.dimC < 2.

Finalmente, queda por probar d). Recordemos que una categoria abeliana se dice una categoria
semisimple si todo monomorfismo (o equivalentemente, todo epimorfismo) se escinde. Supdngase
ahora que C es semisimple, entonces si C; — C; — Cy — 0 es exacta en C se sigue que (x,Co) —
(x,Cy) — (%,Cp) — 0 es exactaen C.

Ahora bien si F estd en C y
(+,C2) — (x,C)) — F —0

es exacta, se sigue que F' =~ (x, Co) donde Cy = Coker(C, — C). Por lo tanto todos los funtores en
C son representables lo cual muestra que el funtor C — C es una equivalencia de categorias. Esto
muestra que i) implica ii).
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Ahora veamos que ii) implica iii). Si C — C es una equivalencia de categorias, se sigue que
cada F en C es isomorfo a (*, C) para algin C en C. Por consiguiente cada F en C es proyectivo,
lo cual significa que C es semisimple.

El hecho que iii) implica iv) es claro. Solo queda por ver que iv) implica i). Supdngase que
gl.dimC < 2. Sea
00— CO — C 1 — C2

una sucesion exacta en C. Luego, tenemos una sucesion exacta en C:
00— (x,Cp) — (+,C1) — (%,C2) — F — 0.

Como gl.dimC < 2 sabemos que el Ker((x,C») — F) es proyectivo en C. Por lo tanto el mono-
morfismo 0 — (¥,Cp) — (%, Cq) se escinde lo cual significa que el monomorfismo 0 — Co — C;
se escinde. Por lo tanto si gl.dimC < 2 todo monomorfismo en C se escinde lo cual muestra que C
es semisimple.

Observacion 4.29. Regresando a nuestra situacion original donde C = mod(A) y A es un dlgebra
de artin de tipo de representacion finita, tenemos que C es una categoria abeliana de dimensioén
global finita a lo més 2.

Observacion 4.30. Ahora bien sea  la subcategoria plena de C consistiendo de todos los (x, C)
con C en C, entonces por 4.17 y 4.18, PC) es equivalente a C = mod(A\).

Pero el hecho que A es de tipo de representacion finita implica que # tiene como generador de
la representacion a (x, Z;’zl M;), donde M, ..., M, son los A-mddulos inescindibles no isomorfos
en mod(A). Con esto dado cualquier M en C, éste es un sumando de una suma finita de ", M;,
lo cual significa que (*, M) es un sumando de una suma finita de (*, 3., M;), lo cual muestra que
(*, 2.1y M;) es un generador de la representacion de P.

En resumen, por 4.13, Ces equivalente a mod(Ends(*, 37| M;)°P).

Ahora bien, por Yoneda Ends (* 2y M,-)OP ~ Endp ( 1 M,-)Op. Por lo tanto C es equivalente

a mod (EndA ( 1 M,-)Op), en particular I' = Endy (Zl’.’zl M,-)Op es un algebra de artin con gl.dimI’
es 0 o 2 en funcidn de si A es semisimple o no. Mds aun si A es semisimple por d) de la prosicién
anterior tenemos que mod(A) es equivalente a C.

Con estas observaciones hemos demostrado lo siguiente:

Teorema 4.31. Sea A una dlgebra de artin de tipo de representacion finita y My, ..., M, un sis-

. . . . op
tema completo de A-maodulos inescindibles no isomorfos en mod(A). Sea I' = Endy (Z;’:l Ml-) ,
entonces tenemos lo siguiente:

a) Si A es semisimple, entonces I es semisimple y Morita equivalente a A.

b) Si A no es semisimple, entonces gl.diml’ = 2.
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Ahora desarrollamos algunas de las propiedades del dlgebra de artin I'.

Recordamos que la equivalencia entre C y mod(I') es dada por F — F (X%, M;) para todo F
en C. Lo primero que mostramos es que si P es un [-médulo proyectivo en mod(I') y

O—P—I), —5H—1—0

es una resolucion inyectiva minimal de P, entonces /; e I, son ['-médulos proyectivos asi como
I'-médulos inyectivos.

El I'-médulo proyectivo P corresponde a (x, C) para algin C en C. Como A es un dlgebra de
artin sabemos que C tiene una copresentacion inyectiva minimal

0—oC—oI)y— I
Supéngase que hemos mostrado que cada uno de los (x,7;) es inyectivo en C y la sucesién

exacta
0— (x,C) — (x,1p) — (x,11)

es una copresentacion minimal inyectiva de (*,C). Luego tomando el mddulo proyectivo P =
( M, C) tiene la propiedad deseada que ( M, Io) y (Z?:l M;, I 1) son proyectivos dado que
(*,1p) y (*,11) son proyectivos en C. De esta manera nuestro resultado deseado se obtiene de lo
siguiente:

Lema 4.32. Sea C una categoria abeliana esqueléticamente pequeria. Se verifican las siguientes
propiedades:

a) Un objeto C en C es inyectivo si y sélo si (x,C) es inyectivo en C.
b) Si0 — C — Iy — I es exacto en C con los I; inyectivos, entonces
0—C—I)— 1
es una copresentacion inyectiva minimal de C si'y solo si
0— (x,C) — (x,1p) — (x, 1)

es una copresentacion inyectiva minimal de (x, C) en C.

Demostracién: Iniciamos con la prueba de a). Sabemos que (x, C) es inyectivo en C si y s6lo si
Ext'(F, (x,C)) = 0 para todo i > 0y todo F en C. Supéngase que

0— (x,C2) — (%,C1) — (x,Cp) > F —0
es exacta en C. Luego los grupos Ext'(F, (x, C)) pueden ser calculados por la homologia del com-

plejo
0 —— ((x, Co), (, €)) —— ((x, C1), (, C)) —— ((*, C2), (+,C)) —=0

N

0 ———(Co,O) ———— (€1, O) —— (2, O) ——0
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De donde obtenemos que Ext'(F, (x,C)) = O parai > 0y todo F en C si y sélo si dada cualquier
sucesion exacta en C
0—C,—C; —Cy

entonces la sucesion
(Co,C) — (C1,C) — (C2,0) — 0

es exacta. Por lo tanto se sigue que Ext'(F, (x,C)) = 0 para todo i > 0y todo F en C si y s6lo
si C es inyectivo en C. Por lo tanto hemos mostrado que (x, C) es inyectivo en C si y s6lo si C es
inyectivo en C.

Finalmente, queda por probar ). Ahora no es dificil mostrar que una sucesion exacta
0—C—I)y— 1

con /; inyectivo en una categoria abeliana arbitraria es una copresentacion inyectiva minimal de C
siy solo si dada cualquier sucesion exacta con los I] inyectivos,

0 —C—Ij—1I

existe un diagrama conmutativo exacto

0 0
0 C Iy I
0—C—1I} —1

De esto se sigue que una sucesion exacta
0—C—oI)y— I
es una copresentacion inyectiva minimal de C en C si y s6lo si
0— (,C) — (x,1p) — (x, 1)

es una copresentacion inyectiva minimal de (x, C) en C.

Este resultado sugiere lo siguiente:

Definicion 4.33. Sea C una categoria abeliana tal que cada objeto de C tiene una resolucion inyec-
tiva minimal. Si
0—C—I)— 1 — -

es una resolucion inyectiva minimal de C en C, entonces la dimension dominante de C (notacion:
dom.dimC) se dice que es mayor o igual an > 1 siy sélo si /; es proyectivo paratodo i < n — 1.
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Por lo tanto lo que hemos probado es que los médulos proyectivos finitamente generados sobre
I' tienen dimensién dominante al menos 2. Asi, si My, ..., M, son un conjunto completo de médu-
los inescindibles no isomorfos para un dlgebra de artin A de tipo de representacién finita, entonces
el dlgebra de artin I' = End(3;_, M;)°? tiene

1) gldiml’ < 2.

1) dom.diml’ > 2.

Esto nos lleva a considerar otro clase de dlgebras, las cuales definimos ahora:

Definicion 4.34. Un élgebra de artin T es un algebra de Auslander si satisface las condiciones i)
y ii), del parrafo anterior.

A continuaciéon mostraremos como construir algebras de Auslander a partir de algebras de tipo
de representacion finita y viceversa.

Sabemos que existen solamente un nimero finito de I'-mddulos inescindibles no isomorfos
V1,..., Va, los cuales son proyectivos e inyectivos. Si mostramos que Endr(}.;_, V;)°” es Morita
equivalente a A, entonces habremos mostrado como recuperar un algebra de artin Morita equiva-
lentea A deT.

Sea Iy, ..., I, un conjunto completo de A-mddulos inyectivos inescindibles no isomorfos. En-
tonces por lo que ya hemos mostrado tenemos que las imagenes (3, M;, ;) de los (*,1;) bajo la
equivalencia C — mod(T') tiene la propiedad que m = n y después de un cambio de indices apro-

piado, tenemos (3, M;,1;) = V; para j = 1,...,n. Por lo tanto tenemos el isomorfismo de algebras
de artin:
n n
Endr (Z V,-) ~ End, ((* > Ii]) :
i=1 i=1
Dado que /; ..., I, es un conjunto completo de A°”-mddulos inyectivos inescindibles no iso-

morfos, obtenemos que End s ((*, 1 Ii)) ~ EndA( 1 Ii) ~ Endpop (Z;’zl D(I,'))Op. Por lo tanto

A°P estd en la categoria aditiva generada por 37_; D(I;). En consecuencia Endper (Z;’:l D(Ii))op es
Morita equivalente a A°”. Pero ya hemos mostrado que

Endr (Z Vi) = Endpor (Z D (Ii)Jop
i=1

Por lo tanto tenemos que Endr(}, V;)°? es Morita equivalente a A, nuestro resultado deseado.
Resumimos nuestra discusion hasta el momento en:
Proposicion 4.35. Supdngase A es un dlgebra de artin de tipo de representacion finitay My, . .., M,

es un conjunto completo de A-modulos inescindibles no isomorfos. Entonces el dlgebra de artin
op . o .
I' = Endy (Z;’zl M,') tiene las siguientes propiedades:
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a) T esun dlgebra de Auslander.

b) SiVi,...,Vy es un conjunto completo de I'-modulos inescindibles no isomorfos los cuales
. . . op . .
son proyectivos e inyectivos, entonces Endr (Z;’:l Vi) es Morita equivalente a A.

Supoéngase ahora que I' es un élgebra de artin con gl.diml’ < 2. Sea M un I'-médulo que es
proyectivo e inyectivo y sea Add(M) una categoria aditiva generada por M. Como M es un I'-
moddulo inyectivo sabemos por 4.27 que mod(I')(Add(M)) es equivalente a mod(Endr(M)°?). Pero
mod(I')(Add(M)) es la subcategoria plena de mod(I') que consiste de todos los I'-mdédulos C tal
que existe una sucesion exacta

0—C— My— M

con los M; en Add(M). Como los M; son también I'-mddulos proyectivos, el hecho que el gl.diml” <
2 implica que C es un I'-mdédulo proyectivo. Por lo tanto mod(I')(Add(M)) es una subcategoria ple-
na de la categoria p(I') de I'-md6dulos proyectivos finitamente generados. El hecho que p(I') tiene
solamente un niimero finito de I'-mdédulos inescindibles no isomorfos implica que mod(I')(Add(M))
y por lo tanto mod(Endr(M)°P) tiene solamente un nimero finito de objetos inescindibles no iso-
morfos. Entonces hemos establecido el siguiente lema:

Lema 4.36. Supongase I es un dlgebra de artin con gl.dim < 2y M un I'-médulo finitamente
generado que es proyectivo e inyectivo. Entonces

a) mod(I')(Add(M)) es una subcategoria plena de p(I') y por lo tanto de tipo de representacion
finita.

b) Endr(M)°P es un dlgebra de artin de tipo de representacion finita puesto que las categorias
mod()(Add(M)) y mod(Endr(M)°P) son equivalentes.

Observacion 4.37. Supdngase ahora que dom.diml” > 2 asi como gl.dimI’ < 2. Sea My, ..., M,
un conjunto completo de I'-mdédulos proyectivos e inyectivos, inescindibles no isomorfos. Ademds
sea M = Y M;y sea Add(M) la categoria aditiva generada por M. Dado que dom.dimI’ >
2, gl.diml' < 2, se sigue que mod(I')(Add(M)) = p(I') donde p(I') es la subcategoria plena de
mod(T") que consiste de todos los I'-mddulos proyectivos finitamente generados. Por lo tanto p(I")
es equivalente a mod(Endr(M)°?). De esta manera obtenemos que A = Endr(M)°P es un dlgebra
de artin de tipo de representacion finita con la propiedad que p(I') es equivalente a mod(A).

Observacion 4.38. Sea Ny, ..., N, un conjunto completo de A-mddulos inescindibles no isomor-
fos y sean Py,...,P, los objetos en p(I') que corresponden a Ny,...,N, bajo la equivalencia
p(I) — mod(A), luego End (2?21 N,-) ~ Endr (2?21 P,-). Pero el conjunto Py,..., P, es un con-
junto completo de I'-mdédulos proyectivos inescindibles no isomorfos, por lo tanto Endr ( - P,-)Op

. . . 0 . .
es Morita equivalente a I', de donde se sigue que Endp ( 1 N,-) " es Morita equivalente a .

En resumen tenemos la siguiente proposicion:
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Proposicion 4.39. Sea I' un dlgebra de artin tal que gl.dimI" < 2y dom.dimI" > 2. Sea My, ..., M,
un conjunto completo de I'-modulos inescindibles no isomorfos los cuales son proyectivos e in-
yectivos. Entonces A = Endr (Z?:l M,')Op es un dlgebra de artin de tipo de representacion finita
teniendo las siguientes propiedades:

a) p(I) es equivalente a mod(\).

b) Si Ni,...,N, es un conjunto completo de A-modulos inescindibles no isomorfos entonces
Endp (Z?:l N,-) es Morita equivalente a T'.

Demostracion: Notemos que a) se obtiene de la observaciéon 4.37 y b) es la observacién 4.38.
|

Combinando nuestras dos ultimas proposiciones obtenemos nuestro principal resultado de esta
seccion.

Teorema 4.40. Sea S la clase cuyos objetos son las clases de dlgebras de artin Morita equivalentes
[A], tales que son de tipo de representacion finita. Sea J la clase cuyos objetos son las clases de
dlgebras de artin Morita equivalentes [I'], tales que son dlgebras de Auslander. Entonces existe
una correspondencia uno a uno entre S 'y J dada de la siguiente manera:

a) Si A es un dlgebra de artin de tipo de representacion finita y My, ..., M, es un conjunto
completo de A-modulos inescindibles no isomorfos, entonces enviamos

n op
A — T = Endy (Z M,-]
i=1

b) SiT es un dlgebra de Auslander y Ny, ..., Ny es un conjunto completo de I'-modulos pro-
yectivos e inyectivos, inescindibles no isomorfos, entonces tenemos la asignacion

m op
Ir— A= Endr[ZN,-) .

i=1

Este teorema muestra que el problema de clasificar algebras de artin de tipo de representacion
finita (hasta equivalencia de Morita) es lo mismo que clasificar (hasta equivalencia de Morita)
algebras de Auslander. Hasta le facha se conocen trabajos para determinar cunado un dlgebra de
artin es de tipo de representacién finita [Bon84], [Rie80]. En la prictica teoricamente se puede
decir que es mds sencillo determinar si un algebra de artin, es un algebra de Auslander, puesto que
esto es un proceso finito.

4.5. Dimension de representacion de algebras de artin.

Nuestro propdsito en esta seccion es introducir la nocién de la dimensién de representacion de
un algebra de artin. Se espera que €sto nos de una manera razonable de medir hasta que punto un
dlgebra de artin se aleja de ser un dlgebra de tipo de representacion finita.
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En la proposién 4.35 vimos que si A es un dlgebra de artin de tipo de representacion finita
entonces existe asociada con ella un édlgebra de artin I' satisfaciendo

a) I esun dlgebra de Auslander.

b) A es Morita equivalente a End(},; M;)°’ donde Mj,..., M, es un conjunto completo de
I'-médulos inescindibles no isomorfos que son proyectivos e inyectivos.

Sea Ip(I') una envolvente inyectiva de I', dado que dom.dimI” > 2, entonces Iy(I') es proyec-
tivo y notemos que tiene la propiedad que Add(lp(I')) = Add ( 1 M,-). Por 4.37 las categorias

mod (Endy (Ip(T'))°?) y mod (( 1 Mi)np) son equivalentes y por consiguiente Endr (In(I'))°? es

n

0
Morita equivalente a Endr( =1 Mi)(p. Por lo tanto el dlgebra de artin I tiene las siguientes por-

piedades:

a) I esun dlgebra de Auslander.

b) A es Morita equivalente a End(Iy(I"))°” donde Ip(I') es un envolvente inyectivo de I'.

Este resultado sugiere lo siguiente:

Notacion 4.41. Para cada dlgebra de artin A consideremos la coleccion A(A) de todas las dlgebras
de artin I satisfaciendo:

1) dom.diml’ > 2.

ii) A es Morita equivalente a Endr(Ip(I'))°?, donde Iy(I') es una envolvente inyectiva de I'.

Como veremos mds adelante, la dimensién de representacion de A es determinada por la di-
mension global de las dlgebras de artin en A(A). Sin embargo, antes de dar la definicién formal de
la dimension de la representacion de A mostramos que A(A) es no vacio.

Lema 4.42. Sea A un dlgebra de artin y M un A-mddulo finitamente generado tal que Add(M)
contiene todo A-mddulo proyectivo finitamente generado. Las siguientes afirmaciones se satisfa-
cen:

a) La sucesion de A-modulos en Add(M)
C1 i C2 — C3

es exacta si la sucesion
(*,C1) — (x,C2) — (x,C3)

es exacta en ACEZ(\M ).

b) Cen Add(M) es un A-modulo inyectivo siy solo si (x,C) es inyectivo en Am).
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¢) Una sucesion exacta de A-modulos en Add(M)
0—C—oI)y—1I
es una copresentacion inyectiva minimal de C si 'y sélo si la sucesion exacta
0— (+,C) — (x,lo) — (x, 1)

es una copresentacion inyectiva minimal de (x, C) en Adcf(M).

Demostracién: Iniciemos con la prueba de a). Supdngase que la sucesion C; — C, — Cz en
Add(M) tiene la propiedad que (x,C;) — (x,C2) — (*,C3) es exacta en Adcf(M). En particular
(A, Cp) = (A, Cy) — (A, C3) es exacta puesto que A estd en Add(M). Pero (A, X) es funtorialmente
isomorfo a X para todo X en mod(A), por lo tanto la sucesiéon de A-mddulos

C1—>C2—>C3

€s exacta.

Continuamos con el inciso b). Sea C en Add(M), por consiguiente (x,C) es inyectivo en
Am/l) si y sélo si Ext!'(F,(,C)) = 0 para todo F en Am/l). Pero de manera analoga a la
prueba de 4.32.a) no es dificil mostrar que Ext'(F,(x,C)) =0 para todo F en Acﬁ(\M) siy sélo si
dada cualquier sucesion en Add(M),

C,—C —(Cy

tal que la sucesion (x,Cy) — (¥,C1) — (*,Cp) es exacta en Acﬁ(\M), entonces la siguiente
sucesion es exacta
(Co, C) — (C1,C) — (C2,0).

Ahora bien ya hemos visto que si (x,Cy) — (x,C;) — (%, Cp) es exacta se sigue que C, —>
C; — () es exacta. Por lo tanto si C en Add(M) es inyectivo y (¥,Cs) — (x,C1) — (*,Cp) es
exacta en Acfl?M), obtenemos que C, — C; — Cy es exacta lo cual implica que (Cy, C) —
(C1,C) — (€1, C) es exacta. Por lo tanto si C en Add(M) es inyectiva, entonces (*, C) en Acﬁl?M)
es inyectivo.

Supoéngase ahora que C en Add(M) es tal que (*, C) es inyectivo en Add(M) y que a es un ideal
izquierdo en A. Como Add(M) contiene todos los A-mddulos proyectivos finitamente generados y
Add(M) tiene pseudo-cokerneles, podemos encontrar una sucesion en Add(M) C, — C; — A,
tal que

(r,C2) — (,C1) — (+,A)

es exacta en Add(M) e Im(C; — A) = a. Dado que (*,C) es inyectivo se sigue que la siguiente
sucesion es exacta.

(4, A), (+, C)) — ((,C1), (+,C)) — ((+, C2), (+, C))

y por lo tanto la sucesion
(Aa C) — (C17 C) — (C29 C)
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es exacta. Pero el hecho que (x,C;) — (%,C) — (*, A) sea exacta implica que C; —» C; — A
es exacta. Por lo tanto C, — C; — a — 0 sea exacta. Por consiguiente si (¥, C) es inyectivo en
Acfl?M ), entonces

(A,C) — (a,C) — 0

es exacta para todo ideal izquierdo a en A, pero esto es equivalente a que C sea inyectivo. Esto
concluye la prueba que si (x, C) es inyectivo en Add(M), entonces C es inyectivo.

La prueba de ¢) es de manera andloga a la prueba de 4.32.b).

Proposicion 4.43. Sea A un dlgebra de artin y M un A-mdédulo finitamente generado tal que todo
A-mdédulo inyectivo inescindible y todo proyectivo inescindible es isomorfo a un sumando de M
(0 equivalentemente, Add(M) contiene todos los A-modulos finitamente generados proyectivos e
inyectivos). Entonces I' = Enda(M)°P estd en A(M\).

Demostracién: Primero mostraremos que dom.diml” > 2. Sabemos por 4.13 que Add(M) es
equivalente a mod(I') y que los objetos proyectivos en mod(I") corresponden a los funtores repre-
sentables en Add(M). Sea C en Add(M), dado que los A-mddulos inyectivos finitamente generados
estan en Add(M), sabemos que existe un copresentacion inyectiva minimal de C en Add(M):

0—C—Iy—I.

Como una consecuencia inmediata del lema anterior tenemos que
0— (+,C) — (%, 1) — (x,11)

es una copresentacion inyectiva minimal de (x, C) en Acfl?M ). Esto muestra que dom.dim(x,C) > 2
dado que los (*, I1) son obviamente tanto proyectivos como inyectivos en Add(M). Como Adcf(M )
y mod(T’) son categorias equivalentes se sigue que dom.diml” > 2.

Para ver que I se encuentra en A(A), tenemos que demostrar que Endr(Ip(I'))°? es Morita equi-
valente a A. Pero la subcategoria aditiva generada por Ip(I') es la subcategoria plena de mod(I') que
consiste de todos los I'-moédulos que son proyectivos e inyectivos. Esto corresponde a la subcate-
goria plena de todos los objetos en Add(M) que son proyectivos e inyectivos en Add(M). Dado que
por nuestro lema anterior F en Add(M) es proyectivo e inyectivo en Add(M) si y sélo si F' =~ (x,1)
con / inyectivo, se sigue que (x, 7, I;) genera la categoria aditiva de todos los objetos en Add(M)
que son proyectivos e inyectivos, donde /1, ..., I, es un conjunto completo de A-mddulos inyecti-
vos inescindibles no isomorfos. Son estas observaciones que nos proporcionan que Endr (Ip(T))%?
y End, Zaon ((*, i Ii))op son algebras Morita equivalentes.

Por otra parte, también sabemos que End AddC) ((*, o I,-)) =~ Enda ( 1 Ii) el cual es Morita
equivalente a A°P. Por lo tanto Endr (In(T'))°” es Morita equivalente a A, esto termina la demos-
tracion que si M es un A-mddulo finitamente generado tal que Add(M) contiene todo A-mddulo
proyectivo finitamente generado asi como todo mddulo inyectivo finitamente generado, entonces
I' = Endp(M) esta en A(A).
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Estamos ahora en posicién de definir la dimension de representacion de un dlgebra de artin.

Definicion 4.44. Sea A un édlgebra de artin.

a) Si A es semisimple definimos la dimension de la representacion de A, la cual denotaremos
por rep.dimA, igual a uno.

b) Si A no es semisimple definimos la rep.dimA como el minimo de las dimensiones globales
de todas las dlgebras de artin en A(A) .

Tenemos los siguientes hechos concernientes a la dimension de la representacion de un dlgebra
de artin:

Proposicion 4.45 (Auslander). Sea A un dlgebra de artin, entonces:

a) rep.dimA =1 siy solo si A es semisimple.

b) rep.dimA <2 siy solo si A es de tipo de representacion finita.

Demostracién: Iniciamos con la prueba de a). Como por definicién un algebra semisimple
tiene dimensioén de representacién uno, para probar el primer inciso es suficiente mostrar que si
rep.dimA = 1, entonces A es semisimple. Hacemos esto mostrando que si A no es semisimple y I
estd en A(A), entonces gl.diml” > 2 lo cual muestra que rep.dimA > 2.

Supéngase que A no es semisimple y I" estd en A(A). Sabemos que si0 — I' — Iy — [
es una copresentacion inyectiva minimal de I', entonces I e /; son mdédulos proyectivos y A es
Morita equivalente a Endr(ly)°?. Supongase gl.diml” < 1, se sigue que

0—oTI —>1I)— 1

es exacta. Como /] es proyectivo sabemos que esta sucesion se escinde, lo cual significa que I es un
sumando de Iy y por lo tanto inyectivo asi como proyectivo. Pero es bien conocido que un dlgebra
de artin autoinyectiva es semisimple o tiene dimension global infinita. Por lo tanto tenemos que I es
semisimple, de esta manera A es semisimple puesto que A es Morita equivalente a Endr(lp)°? =T.
Pero por hipétesis A no es semisimple y I" esta en A(A) de donde gl.dimI" > 2. Esto termina la
demostracion que si A no es semisimple, entonces rep.dimA > 2

Finalmente notemos que b) se sigue del Teorema 4.31.
|

Uno de primeros resultados que surgieron, muestra que dlgebras de artin autoinyectivas son de
tipo de representacion finita.

Proposicion 4.46. Sea A un dlgebra de artin autoinyectiva, es decir, A es un A-mddulo inyectivo
con indice de nilpotencia n. Entonces rep.dimA <n + 1.

Demostracién: Sea M = A/r+A/r?>+---+A/r". Como A/r" = A sabemos que todo A-médulo
proyectivo inescindible es sumando de M, la hipétesis de que A es autoinyectiva implica que todo
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A-mddulo inyectivo inescindible es también proyectivo, por consiguiente todo A-mddulo inyectivo
inescindible es también sumando de M.

Por 4.43 sabemos que Endx(M)°P estd en A(A), pero hemos probado en el resultado 4.26 que
gl.dimEnda(M)°P < n+ 1, esto combinado con el hecho que Endx(M)°P esta en A(A) muestra que
rep.dimA <n + 1.

Como una primera aplicacion de este resultado tenemos:

Corolario 4.47. Sea G un grupo finito y k un campo, entonces el anillo de grupos k|G] tiene la
propiedad que rep.dimk|G] < n + 1, donde n es el indice de nilpotencia d k|G].

Demostracion: Como k[G] es autoinyectivo, este resultado se sigue de la proposicién anterior.
[

Nuestra siguiente aplicacion es basada en el hecho que toda dlgebra de artin es homeomorfa a
la imagen de un dlgebra de artin autoinyectiva, un resultado que ahora demostraremos.

Sea A un algebra de artin con centro R y sea [ un envolvente R-inyectivo de R/I, donde r es el
radical de R. Como ya hemos observado el funtor

(%, 1) : mod(R) — mod(R)

es una dualidad. Sea £ = Homg(A,I) el cual consideramos un A-médulo bilateral dado por
(Af)(x) = f(Adx) para todo f en E, L en Ay x en A. Debe ser observado que desde que A es
un A°?-médulo proyectivo, E = Hompg(A, I) es un A-médulo inyectivo. También no es dificl de
ver que todo A-mddulo inyectivo izquierdo inescindible es un sumando de E. Por simetria el A°P-
moédulo E tiene propiedades similares.

Sea I' = A + E una extension trivial derecha de A por E, obviamente I' es un dlgebra de
artin. Ahora mostramos que I' es autoinyectiva probando que los I'-médulos I'' y Homg(I', I) son
isomorfos. Como Homg(I', I) es obviamente I'-inyectivo esto implica que I" es I'-inyectivo.

Considere la funcion ¢t : I' - Homg(I, I) dado por t(A, f)(A', f') = f(A') + f'(1) para (4, f),
(A, fYenT' = A+ Homg(A,I). No es dificil verificar que 7 es un morfismo de I'-mdédulos. Ahora
bien #(4, f) = 0 siy sélosi f(') = f'(1) = 0, para todo A’ en A y todo f’ en Homg(A,I). Por lo
tanto si #(4, ) = 0 deberiamos de tener que

1A, )0, )= f'(D) =0

Para todo f” en Homg(A, I). Pero esto implica que A = 0, dado que (%, 1) : mod(R) — mod(R) es
una dualidad. Entonces si #(4, f) = 0, tenemos que A = 0. Por otra parte, si #(0, /) = 0, se sigue
que 10, f)(1,0) = f(1) = 0 para todo A en A. De ésta manera si #(0, ) = 0 obtenemos que f = 0.
Asi (A, f) =0siysélosid =0 = f,porlotanto?: I' = Hompg(I',I) es un monomorfismo de
I'-moédulos y por consiguiente de R-mddulos. Pero visto como R-médulo I'y Homg(I', I) tienen la
mism longitud, por lo tanto ¢ es suprayectiva y luego es un isomorfimo de I'-mddulos. Esto termina
el argumento que I” es autoinyectiva.

Por lo tanto hemos establecido.
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Lema 4.48. Sea A un dlgebra de artin. Entonces existe un dlgebra de artin autoinyectiva I tal que
A ~T'/a, donde a es un ideal bilateral tal que az=0.

Combinando esto con nuestros resultados previos tenemos:
Proposicion 4.49. Sea A un dlgebra de artin. Entonces existe un dlgebra de artin I con rep.diml’ <
oo tal que A = T'/a donde a*> = 0.

Estos resultados sugieren las siguientes preguntas concernientes a un dlgebra de artin A

a) (Esrep.dimA > rep.dimA/a, para todo ideal bilateral a en A?.
b) (Es rep.dimA > rep.dimA/a, si a> = 0.
c) (El que rep.dimA sea finito implica que rep.dimA/a sea finito, para todo ideal bilateral a?.

d) (Elque rep.dimA sea finito implica que rep.dim/A /a sea finito, para todo ideal bilateral a tal
2
que a“ = 0?.

Obviamente, una respuesta afirmativa a cualesquiera de estas preguntas implicard que rep.dimA
es finita para toda dlgebra de artin A. Estas fueron algunas de las preguntas hechas por Auslander,
con la intecién de conocer si una dlgebra de artin es de tipo de representacién finita. Fue hasta el
afio 2003 que O. Iyamma nos da una respuesta afirmativa de tal hecho.

Teorema 4.50 (O. Iyama [Iya03]). La dimension de representacion de cualquier dlgebra de artin
es de tipo finita.

A continuacion algunos ejemplos de dlgebras de artin A tales que rep.dimA < 3.

Proposicién 4.51. Sea A un dlgebra de artin con radical r e indice de nilpotencia n. Si rep.dimA/r"~! <
2, entonces rep.dimA < 3. En particular, si A es un dlgebra de artin arbitraria con x> = 0, enton-
ces rep.dimA < 3.

Demostracién: Asumamos que A/r"~! es de tipo de representacién finita. Sea Ny, ..., N, un
conjunto completo de A /r"~!-médulos inescindibles no isomorfos y sea N = Yl Ni.SeaPi,...,Ps
un conjunto completo de A-mddulos proyectivos inescindibles no isomorfos y /1, ..., I; un con-
junto completo de A-moédulos inyectivos inescindibles no isomorfos.

Es algo sencillo de demostrar que todo submddulo propio de un P; y todo médulo cociente de
I; es anulado por r"~! y entonces es un A/r"~!-médulo. Sea V = N + Yy Pi+ 2 1y Add(V) la
categoria aditiva generada por V.

Primero debe ser notado que Add(V) contiene todo A/r*~!-médulo. A continuacién establece-
mos nuestro resultado deseado mostrando que gl.dimEndx(V)°P < 3. Para ello veremos primero
que dado un A-mdédulo inescindible M existe una sucesidon exacta

0—V;—>V, —M—0
con los V; en Add(V) tal que

0 =X V) =X V) =X, M) —0
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es exacta para todo X en Add(V).

Si M estd en Add(V) entonces habremos terminado. Simplemente definimos V, = My V3 =0
y el morfismo V, — M la identidad.

Supongamos que M no estd en Add(V). Entonces r""'M # 0. Sea M’ el submédulo de M

. _ 8 .
consistiendo de todos los m en M tal que r"~'m = 0. Sea P—> M/M’ — 0 un cubriente
proyectivo minimal de M/M’ como A-mddulo. Como P es proyectivo entonces existe un morfismo

h: P — M tal que la composicion j Ly y— M/M' esg:P— M/M'.

En seguida definimos f : P+ M’ — M por f(p,m’) = h(p) + m’, par todo p en Py todo m’
en M’: Claramente f es un epimorfismo. Mas atn, supdngase que X es un mddulo inescindible
en Add(V). Afirmamos que (X, P + M’) — (X, M) — 0, es exacta, para probar esto notemos que
tenemos tres casos: X es un A/r"~! -médulo, si X en Add(V) no es un A/r*~'-médulo, se sigue
que X es un A-moédulo proyectivo 6 X es un A-mdédulo inyectivo.

Notemos que si X esun A/ r"~!-médulo, entonces (X, M’) = (X, M) y queda demostrada nuestra
afirmacion.

Supéngase que X en Add(V) no es un A/r"~'-médulo, si X es proyectivo no hay nada que
probar.

Finalmente que X es inyectivo, si @ : X — M es un morfismo, entonces @ no s un monomor-

fismo puesto que si lo fuera entonces el monomorfismo 0 —— X M se escindiria, por ser
X inyectivo y como M es inescindible obtenemos que X ~ M y por consiguiente X estdn en Add(N)
lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, cada morfismo @ : X — M no es un monomorfismo.
Como X es un A-mddulo inyectivo inescindible, sabemos que X es una extension esencial de su
soclo S el cual es semisimple. Con lo cual obtenemos que S estd contenido en Kera para todo
morfismo a : X — M. Entonces el morfismo X — X/S induce un isomorfismo

X/S,M) — (X, M)

Pero r"'X # 0 puesto que X no es un A/r"~!-médulo, entonces S  r"~'X. Como r(r"~'X) = 0,
tenemos que r'"'X c soclo(X) = S y asi tenemos que S = r"~' X. Por lo tanto X/S es un A/r"!-
modulo lo cual muestra que (X, M) = (X/S, M) = (X/S, M’). De esto se sigue trivialmente que

X,P+M)— X,M)— 0

es exacta para todo X en Add(V) inyectivo inescindible.

Por lo tanto hemos probado que (X, P+ M’) — (X, M) — 0 es exacta para todo X en Add(V)
inescindible y entonces para todo X en Add(V).

Por otra parte notemos que ker(P + M’ — M) estd en Add(V) por que es un A/r"~'-médulo.
Tenemos (p,m’) en kerf siy soélo si h(p) = —m’, donde h : P — M tienen la propiedad que

la composicién P e M—M /M’ es un cubriente proyectivo minimal de M/M’. Sea K =
h='(M"), entonces el morfismo ¢ : K — P+ M’ definido por ¢(p) = (p, —h(p)) nos da una sucesion

exacta

0—sK—2pim L opm——0
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Como la composicion P —— M —— M/M’ es un cubriente proyectivo minimal, tenemos

que ker(P — M/M’) esta contenido en rP y es entonces un A/r"~!-médulo. Como K y M’ son
A/r""'-médulos, se sigue que K'y P+ M’ estan en Add(V), lo cual muestra que la sucesién exacta

0 —wK—P+M —M—0

tiene nuestras propiedades deseadas, que Ky P + M estdn en Add(V) y son tales que la sucesion
0> X,K)> (X,P+ M) — (X,M)— 0 es exacta.

Por lo tanto hemos mostrado que si M es inescindible entonces existe una sucesion exacta
0—V;—V,— M-—0
con V; en Add(V) tal que
00— X, V3) X, Vo) (X, M) — 0

es exacta para todo X en Add(V).
De este resultado se sigue trivialmente que dado cualquier A-médulo M finitamente generado
podemos encontrar una sucesion exacta
0—V;—>V,—M-—0
con los V; en Add(V) tal que 0 — (X,V3) — (X,V>2) — (X,M) — 0 es exacta para todo X en
Add(V).
Ahora usamos esto para mostrar que gl.dimAdd(M) < 3. Para ello supéngase que F esta en

AchTV), entonces existe un morfismo V; — Vj en Add(V) tal que la siguiente sucesion es exacta

(=, V1) — (x,Vy) — F — 0.

Sea M = ker(Vy — Vj), por nuestro resultado arriba mencionado sabemos que podemos
encontrar una sucesioén exacta — V3 — Vo — M — 0 con los V; en Add(V) tal que la sucesién
0— (X, V3) = (X, Vz) = (X, M) — 0es exacta para todo X en Add(V). Por consiguiente podemos
formar la siguiente sucesidn exacta en AchT V):

00— X V) —XV)—XV)—XV)—F—0.

Por lo tanto pdF < 3, lo cual muestra que gl.dimAd/dW) < 3. Por 4.13 sabemos que las cate-
gorias Add(V) y mod (Endx(V)°P) son equivalentes y por consiguiente gl.dimEndx(V)°P < 3. Esto
termina la demostracién que si rep.dimA/r*~! < 2, entonces rep.dimA < 3.

Supdngase ahora que A es un dlgebra de artin con radical cuadrado cero, entonces como A/r es
semisimple por el teorema 4.31 tenemos que rep.dimA/r < 2. Por lo tanto en este caso obtenemos
que rep.dimA < 3.

Proposicion 4.52. Sea A un dlgebra de artin con gl.dimA < 1. Entonces rep.dimA < 3.
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Demostracion: Procederemos de manera andloga a la proposicion anterior. Sean Py, ..., Py un
conjunto completo de A-mdédulos proyectivos inescindibles no isomorfos y /,..., I un conjun-
to completo de A-mddulos inyectivos inescindibles no isomorfos. Sea V = »", Pi + 3 I;'y
consideremos Add(V).

Supdngase que M es un A-modulo finitamente generado y M’ un submdédulo inyectivo méximal
de M, entonces la sucecion exacta 0 - M’ - M — M/M’ — 0 tiene la propiedad que M =
M’ + M/M’' y M/M’ no tiene submédulos inyectivos. Como gl.dim < 1, sabemos que la imagen de
todo A-mddulo inyectivo es inyectivo, por consiguiente si / es un médulo inyectivoy f: [ - M
es un morfismo, entonces Imf C M’.

Supéngase que gl.dimA < 1, para M/M’ tenemos que existe una sucesion exacta 0 —» P; —
Py —» M/M’ — 0 con los P; A-médulos proyectivos finitamente generados. Entonces tenemos la
sucesion exacta 0 —» Py —» Po+ M — M/M’' + M’ — 0. Claramente P; y Py + M’ estan en
Add(V).

Ahora mostraremos que 0 — (X, P;) —» (X,Po+ M") — (X, M/M’ + M") — 0 es exacta pra

todo X en Add(V), para ello es suficiente hacerlo para X inescindible.

Sea X en Add(V) inescindible, entonces tenemos dos casos: X es proyectivo 6 X es inyectivo.
Si X es proyectivo no hay nada que hacer.

Supdngase que X es inyectivo, dado que M/M’ no tiene submddulos inyectivos, entonces
(X, M/M’'+M’") = (X, M’") y por consiguiente 0 — (X, P;) » (X, P1+M") > (X, M/M'+M’) - 0
es exacta.

De manera similar a nuestra prueba anterior esto muestra que gl.dimAch-(\V) < 3 lo cual muestra
que gl.dimEnda(V)°P < 3. Esto termina la prueba que rep.dimA < 3 si gl.dimA < 1.

Como hemos visto con estos resultados dichas dlgebras de artin tienen la propiedad que dim.repA <
3. Asisidim.repA < 3 para toda algebra de artin, entonces por los resultados vistos es este trabajo,
tendriamos una clasificacion de las dlgebras de artin por la dimensién de representacion, en tres
tipos:

a) A esun dlgebra semisimple.

b) A es de tipo de representacion finta.

¢) A no es de tipo de representacion finta.

Bajo la hipdtesis que rep.dimA < 3 para toda dlgebra de artin, fue que Igusa-Todorov re-
laciond la dimension de representacion con la conjetura de dimension finitistica; la cual establece
que dada un dlgebra de artin A, la dimensién proyectiva de todo A-mdédulo M se encuentra acotada.

Teorema 4.53 (Igusa-Todorov [ITO5]). Sea A un dlgebra. Si rep.dimA < 3 entonces A satisface
la conjetura de dimension finitistica.

Hasta el afio 2001, para todas las algebras de artin A a las que se les calcul6 la dimension
de la representacion, resultd que rep.dim < 3. Por lo tanto, hubo una fuerte sensacién de que
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todas las dlgebras de artin podrian tener esta propiedad. Si esto hubiera sido cierto, la conjetura de
dimension finitistica y por lo tanto muchas otras conjeturas homoldgica hubieran sido probadas.
Fue sin embargo R. Rouquier quien da a conocer el primer ejemplo de un dlgebra de dimensién de
representacion 4.

Teorema 4.54 (R. Rouquier [Rou06]). Sea V un k-espacio vectorial de dimension n, donde k es
un campo, y A(V), el dlgebra exterior correspondiente. Entonces, rep.dimA(V) =1 + n.

De ésta manera, podemos observar que la dimension de representacion se encuentra relaciona-
da con la clasificacion de tipo de representacion de algebras, y surgen preguntas acerca del alcance
de dicho concepto, por ejemplo, del Teorema de Rouquier, es conocido que las dlgebras exteriores
de dimensién 3, son salvajes.

Asi mismo dado que bajo equivalencia estable, por el Teorema de Dougas 1.14, la dimension de
representacion se preserva, entonces tenemos conocidas algunas de sus propiedades homoldgicas.

Es por ello que resulta interesante en la teoria de representaciones, el estudio de la dimensién
de representacion de un dlgebra, como hemos visto, nos brinda la oportunidad de conocer si un
algebra de artin es de tipo de representacion finita, pero queda atin desconocido que es lo que
exactamente mide la dimensién de representacion o los alcances de dicho concepto.
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