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Introduccion

El problema de Minkowski consiste en encontrar una superficie convexa, cerrada en R® cuya
curvatura Gaussiana es de la forma fo N donde f es una funcién continua, positiva, definida en la
esfera S? y N es la aplicacién de Gauss de la superficie. Este problema tiene una extension directa

y natural a hipersuperficies cerradas convexas en el espacio euclidiano R".

Minkowski observé que necesariamente la funcién f satisface la condicion

Yi
dw =0,
sn f(?/)

donde las y; son las funciones coordenadas sobre S™. Entonces Minkowski resolvié el problema
analogo en la categoria de los poliedros, demostrando también la unicidad de la solucién. A. D.
Alexandrov y otros autores resolvieron el problema en general. Sin embargo, esta ultima solucién
no daba informacion alguna sobre la regularidad de la hipersuperficie encontrada incluso en el

caso de asumir que f sea una funcién analitica.

En el caso dos dimensional, H. Lewy fue el primero quien probd, por el ano 1936, que si f
es analitica, la solucién al problema de Minkowski es también analitica. Alrededor de 1953 V.
Pogorelov y L. Nirenberg resolvieron el problema en la categoria diferenciable independientemente.
Sus métodos eran bastante diferentes y restrictas sélo a dos dimensiones. El método de Pogorelov
mostré que la (dnica) solucién generalizada de Alexandrov es diferenciable. Esto depende de la
regularidad de una solucién de una ecuacion de Monge-Ampere en dos dimensiones. El método

de L. Nirenberg es basado en el método de continuidad produciendo una solucion diferenciable
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directamente. Ambas soluciones dependian de unas estimaciones a priori que fueron validas sélo

para ecuaciones elipticas de dos variables.

Para dimensiones mayores que dos, el problema de regularidad ha sido resuelto independientemente
por Cheng y Yau [3] y Pogorelov [9] en los afos setenta, usando estimaciones a priori de soluciones

de una ecuaciéon de Monge-Ampere hasta las terceras derivadas.
El presente trabajo se encuentra dividido en tres capitulos.

En el primer capitulo, desarrollamos la soluciéon generalizada del problema de Minkowski, en
donde se hace uso de diversos resultados de la teoria de los cuerpos convexos [10]. Los principales

resultados del capitulo pueden ser consultados en [9], [2].

En el segundo capitulo, presentamos la solucién regular del problema de Minkowski, mas precisa-
mente, presentamos la solucién obtenida por Cheng-Yau [3], en donde se hace uso de resultados

de la teoria de EDP elipticas [7], [4].

En el tercer capitulo, se expone brevemente el problema de Minkowski en el espacio de Lorentz-
Minkowski. Mostramos la analogia con el espacio euclidiano y enunciamos los trabajos realizados

hasta ahora para su solucion.

III



CAPITULO 1

Solucion Generalizada del Problema de

Minkowski

I.1. Preliminares

Cuerpos convexos, Hipersuperficies convexas

Un cuerpo convero en R™ es un conjunto convexo con puntos interiores. El borde de un cuerpo

convexo I’ es llamado una hipersuperficie conveza.

Sea T" un cuerpo convexo acotado y F' la hipersuperficie convexa asociada. Para = € F' definimos
un hiperplano soporte o que pasa por el punto x, para ser un hiperplano que deja a todos los
puntos del cuerpo convexo a un lado del hiperplano. Es claro de la definicién que por un punto

puede pasar una familia de dichos hiperplanos.

Supongamos que 0 es un punto interior de un cuerpo convexo acotado T, podemos definir la

funcién soporte asociada, H : R™ — R dada por H(u) = sup{< u,y >:y € T}, que se encuentra



bien definida pues T es acotado. Para u € S"~! escribimos H, = {z € R" :< z,u >= H(u)}, el

hiperplano soporte a F' con vector normal exterior w.

La interpretacion geométrica de la funcién soporte es visible cuando esta es restringida a la hiperes-
fera unitaria. Esto es, dado u € S"™! tenemos que H(u) es la distancia del origen al hiperplano
soporte con normal exterior u. De hecho, esta fue la gran idea de Minkowski: describir un cuerpo

convexo por medio de la distancia del origen a sus hiperplanos soportes.

Se puede verificar que una funcién soporte es convexa y homogénea positiva de grado uno. Las
funciones soporte se encuentran muy intimamente relacionadas a los cuerpos convexos. En efecto,
se puede probar que dada una funcion homogénea positiva de grado uno y convexa, entonces existe

un cuerpo convexo T' para el cual la funcién dada es su funcién soporte asociada ([10], pag. 38).

Area y curvatura de una hipersuperficie convexa

Dada F' una hipersuperficie convexa. Sea o un punto dentro de F. Consideremos una sucesién
de poliedros P, convergiendo (en la métrica de Hausdorff) a la hipersuperficie F'. Cuando n es
suficientemente grande, el punto o es un punto interior a P,. Sea M un conjunto de Borel sobre
la hipersuperficie F. Proyectamos M sobre el poliedro P, desde el punto o. Denotemos por S,
el drea (medida de Lebesgue) de la proyeccién del conjunto M sobre la cara « del poliedro B,.

Definimos
Sn = Z Sna

donde la suma es tomada sobre todas las caras del poliedro P,. Resulta que cuando n — oo, la
sucesién .S, converge a un limite S(M), que no depende del punto o ni de la sucesién de poliedros

P, [10]. Este nimero S(M) es llamado el drea del conjunto M sobre la hipersuperficie F.

Dado un conjunto M C F' definimos la imagen esférica de M para ser el conjunto M* de todos
los puntos v € S ! tal que existe x € M y un hiperplano soporte o de F' en = de modo que v
es el vector normal exterior a « en el punto x. Cuando el conjunto M es un conjunto de Borel,
tenemos que M* es un conjunto de Borel, por lo tanto es medible y al drea de este conjunto la
llamaremos la curvatura del conjunto M sobre la hipersuperficie, que serd denotada por w(M).

La curvatura es una medida de Borel sobre F) esto es, es una funcién conjunto, no negativa,



completamente aditiva sobre los conjuntos de Borel. Este posee una importante propiedad de
convergencia. Especificamente, cuando una sucesion de hipersuperficies convexas converge a una

hipersuperficie F' sus curvaturas convergen débilmente a la curvatura de F.

Para una hipersuperficie F'y x € F, consideramos GG un dominio (abierto, conexo) arbitrario en
F que contiene a x. Denotemos por S(G) el drea del dominio Gy w(G) su curvatura. El limite, si

. ’ G .
este existe, de la razon “% yando G se contrae al punto x, es llamado la curvatura Gaussiana

S(G)
de F'en x.

Sea M C S"!. Definimos un conjunto M’ en F declarando # € M’ si la imagen esférica de x vive
en M. Cuando M es un conjunto de Borel, M’ es también un conjunto de Borel. En este caso se
encuentra bien definido su drea, a la cual la denotaremos por o(M); se sigue de la definicién que
o(M) = S(M'). Tenemos que la funcién o es una medida de Borel sobre S* que llamaremos
funcion drea de superficie de F'; la funcion area de superficie es una funcién conjunto definida
a partir de F, es no negativa y completamente aditiva sobre el anillo de los conjuntos de Borel
sobre S*~!. Como la curvatura, las funciones 4rea de superficie de hipersuperficies convexas Fj,
convergiendo a la hipersuperficie F, convergen débilmente a la funciéon area de superficie de F.

Esto significa que para cada funcién continua f definida sobre S"~!,

lim fdo, = fdo,

k—o0 Sn—1 §n—1

donde oy v ¢ son las funciones area de superficie de F}, y F' respectivamente.

Volumen Mixto y Desigualdad de Minkowski

El volumen de un cuerpo acotado por una hipersuperficie convexa puede ser facilmente definido

por medio de la funcion area de superficie, especificamente,

Vol(T) =~ [ Hdo (L.1)

n Sn—1

donde H es la funcién soporte del cuerpo T'y ¢ es su funcion area de superficie. Esta férmula es

obvia cuando el cuerpo es un poliedro. En el caso general, esta puede ser obtenida aproximando



el cuerpo 71" por poliedros [10].
La suma de Minkowski de dos conjuntos convexos A y B es el conjunto
A+B={a+b:acAcB}=|]JA+D)
beB

Como algunas propiedades tenemos que la suma de Minkowski preserva convexidad y compacidad,

verifica la ley de la cancelacién, entre otras ([10], cap. 3).

Para cuerpos convexos 11,15, ..., T, y numeros Ay, Ag, ..., A > 0, consideramos el cuerpo convexo
T:)\1T1+"'+>\ka;

es llamado la mezcla de los cuerpos T;. De la definicion de funcién soporte de un cuerpo convexo
se sigue que la funcién soporte del cuerpo T es dada por H = \{Hy + - - - + A\ Hy, donde H; es la

funcién soporte del cuerpo T;, para cada i =1,..., k.

El volumen del cuerpo convexo T" = M1} + - -+ + AT es un polinomio homogéneo de grado la
dimensiéon n, en las variables \;,
Vol(MTy + -+ MTh) = > V(T Ty, ..., T,

i

Jiy - - iy

i1ig...ik

cuyos coeficientes V (7;

T, ..., T

iy, ..., T;,) se denominan los volumenes mixztos de los cuerpos convexos

Dados T1,T5 cuerpos convexos tenemos la siguiente férmula para el volumen mixto

1
V(Tl,TQ,...,TQ) = E HT2d0T1
Snfl

donde Hr, es la funcién soporte asociada a T y o, es la funcién area de superficie de T;. De
especial interés es la mezcla de dos cuerpos Ty y 11 : T, = (1 — v)Ty + vT1, 0 < v < 1. La funcién

v+— {/Vol(T,) es céncava con respecto a v :

vV Vol(T,) > (1 —v)y/Vol(Ty) +vi/Vol(Ty),



donde la igualdad vale sélo cuando T y T3 son homotéticos (el Teorema de Brunn-Minkowski).
El hecho que la funcién v — {/Vol(T,) sea céncava con respecto a v nos lleva a la desigualdad

de Minkowski para volimenes mixtos
Vi (Ty, Ty, ..., Ty) > Vol(T))" 'Vol(Tp)

valiendo la igualdad si y sélo si Ty y 71 son homotéticos ([10], cap. 6).

La desigualdad isoperimétrica

Para un cuerpo convexo n-dimensional K, denotemos por Sk, Vi su area de superficie y su

volumen respectivamente. La desigualdad isoperimétrica entonces dice: Sk y Vi satisfacen

-(2)”

donde wy,, Kk, son el area de superficie y el volumen de la bola unitaria respectivamente; ademas la
igualdad es valida si y s6lo si K es una bola. Una demostracién de este hecho puede ser consultada
en ([10], pag. 318) en donde se obtiene el resultado como una aplicaciéon de la desigualdad de

Minkowski.

Teorema de Seleccion de Blaschke

Consideremos C™ la familia de conjuntos compactos en R™ y por K™ C C", el conjunto de cuerpos
convexos acotados de R"™. Consideramos la métrica de Hausdorff 6. Se tiene que (C",0) es un
espacio métrico completo y ademds que (K", ) es cerrado en C". El teorema de seleccién de
Blaschke dice: de cualquier sucesién uniformemente acotada de conjuntos convexos compactos se

puede extraer una subsucesién convergente, que converge a un conjunto convexo compacto [10].



I.2. Problema de Minkowski generalizado y su método de

resolucion

Para una hipersuperficie convexa regular dos veces diferenciable F' la funcién area de superficie
admite una representacién analitica simple: denotemos por N la funcién de Gauss de F, asi f(u) =

|Jac(N)n-1@u| es su funcién curvatura de Gauss en el punto con normal exterior u y luego

U(M):S(M')://dS:/MUac(N)N1(u)|_1dw:/M%u)dw, (L.3)

para todo conjunto de Borel M de S*~ !, donde dw es la medida natural sobre S*~!. De aqui tenemos
que la funcion curvatura nos determina la funcion area de superficie. Por lo tanto el problema de
Minkowski puede ser naturalmente generalizado al problema de encontrar condiciones para que
una funcién conjunto o, no negativa, completamente aditiva definida sobre S"7!, sea la funcién

area de superficie de alguna hipersuperficie convexa.

En particular cuando la funcion o es igual a cero casi en todas partes, excepto en un conjunto
finito de puntos vy, ..., v, en el cual esta asume valores positivos o; = o(v;), para i = 1,...,m.
Esto se convierte en el problema de la existencia de un poliedro con caras de areas o, y con
normales exteriores vi. En efecto, si F' es solucion del problema de Minkowski correspondiente
y si denotamos por M; C F el conjunto que tiene por imagen esférica el vector vy tenemos,
o = o(vx) = S(My); ademés, para que la imagen esférica de M sea constante igual a vy, este

debe vivir en el hiperplano ortogonal a wvy.

Minkowski resolvié el problema primero para un poliedro convexo. Luego para una funcion de la
normal exterior f(v), el construye la funcién conjunto o sobre S"~! dada por (I.3). Esta funcién
es aproximada por una funciéon ¢’ que es cero en todas partes excepto en un ndmero finito de
puntos v, k = 1,...,m en los cuales este es igual a o3, £ = 1,...,m. Para definir la funcién
o', particionamos la esfera en dominios pequetios S = |J;"; gx. Entonces los vectores vy, y los

nimeros o estan determinados por las condiciones

akvk:/vdo, k=1,...,m.
9k



El siguiente paso es considerar un poliedro P, con caras de areas o, y normales exteriores vy.
Finalmente, haciendo diam(gy) — 0, obtenemos una sucesién de poliedros que converge a una
hipersuperficie convexa (teorema de seleccién de Blaschke). Esta hipersuperficie es la solucién del
problema, esto es, este tiene la curvatura preasignada f(v) en cada punto con normal exterior v.

Damos los detalles de la prueba en las secciones (1.4) y (L.5).

Condicion necesaria para la existencia de una solucién

Cuando una hipersuperficie F' es una solucion del problema, necesariamente, toda traslacion de
esta es también una solucién del problema. Por lo tanto debemos imponer una cierta condicién

de integrabilidad sobre la funcién area de superficie.

Primero consideremos el caso de un poliedro. Supongamos que un poliedro P’ es obtenido de P
por una traslacion de una pequena distancia. Sean vy las normales exteriores de P y s; las areas
de las caras. Supongamos que P se traslada una distancia € > 0 en la direccién del vector unitario
e. El desplazamiento de una cara con normal v, ocasiona un cambio en el volumen equivalente a
Sp < vg, e > €. Como el volumen de P es igual al volumen de P’, el cambio del total del volumen

es cero. Por lo tanto,
E < Vg, e > s =0,
k
pero ya que e es un vector arbitrario, tenemos que ), spvp = 0.

Ahora consideremos el caso general. Para una hipersuperficie convexa dada F', construimos una
sucesion de poliedros convexos P, que converge a F'. La funcién area de superficie de P, converge

débilmente a la funcion area de superficie de F'. Para el poliedro,

Por esta razon y por la convergencia débil de la funcién area de superficie se sigue que, para F

/ vdo = 0.
Snfl



Asi, esta condicion es necesaria para la existencia de una hipersuperficie convexa con una funcién

dw

area de superficie o dada. Si la hipersuperficie tiene una curvatura Gaussiana, entonces do = 0)

y luego la condicién necesaria puede ser escrita como

v

dw = 0.
s F0) 7Y

I.3. Unicidad de una solucién al problema de Minkowski

Mostraremos que, si dos hipersuperficies convexas F} y F5 son soluciones del problema, esto es,

tienen la misma funcion area de superficie, entonces ellas son iguales salvo por una traslacion.

Sean 17, T, cuerpos convexos acotados por F'i, Fy respectivamente. Sean H;, y Hy sus funciones
soportes asociadas y sean oq,09 las funciones area de superficie de F; y Fb respectivamente.
Tenemos que

1

V(Tl,TQ,"' ,Tz) = E HQdO'l.
Snfl

Como 0, = 09, se tiene de (I.1) que

1
— H2d01 = VOZ(TQ)

n S§n—1

Por lo tanto, V (11, Ts, - - - ,T») = Vol(T3). Por la desigualdad de Minkowski para volimenes mixtos
VD) = V™1, Ta, -+, Ta) = Vol (T)Vol(Ty),

de donde Vol(T;) > Vol(Ty). Si intercambiamos los papeles de T} y Ts, tenemos la otra desigualdad
y en consecuencia Vol(Ty) = Vol(T5). Pero esto nos indica que vale la igualdad en la desigualdad
de Minkowski. Esto es posible siempre que F; y F5 sean homotéticos, pero como tienen el mismo

volumen, ellos difieren por una traslacion. De aqui tenemos la unicidad del problema.

Asi, la hipersuperficie convexa se encuentra completamente determinada (salvo traslacion) por la
funcién area de superficie. En particular un poliedro convexo esta tnicamente determinado por

las areas de sus caras y sus normales exteriores.



I.4. Existencia de un poliedro convexo con caras de areas

preasignadas y normales exteriores dadas

Teorema I.1. (Teorema de Minkowski) Sean &, ..., &, un conjunto de vectores unitarios no

coplanares de R™ y sean oy, ...,0,, numeros positivos tales que

Entonces existe un poliedro convexo con caras de dreas oy y exteriores normales &. Este poliedro

es unico salvo traslaciones.

La prueba de este teorema estd basada en el

Lema 1.2. (Lema del Mapeo de Alexandrov) Sean A y B dos variedades de la misma dimension.

Sea 1 una funcion de A en B que satisface lo siguiente:

1. Cada componente de B contiene imdgenes de puntos de A.
2. ¢ es inyectiva y continua.

3. Si una sucesion de puntos b, de B, que son imdgenes de puntos de aj de A converge a
un punto b, entonces A contiene un punto a cuya imagen es b y que es punto limite de la

sucesion ay,.
Entonces ¢ es sobreyectiva.

Una demostracién del Lema del Mapeo de Alexandrov puede ser consultada en [1].

Para usar el Lema del Mapeo en la prueba del Teorema de Minkowski, notemos algunas propiedades

de poliedros satisfaciendo (I1.4).

Remarca 1.3. 1. Notemos que las normales exteriores no pueden ser puntos que viven en el

mismo semiespacto. Supongamos, por contradiccion, que las normales exteriores viven en un



mismo semiespacio. Entonces, ya que los vectores &, son no coplanares y los o), son numeros

positivos, el vector ), o€y es vector no nulo, lo que contradice (1.4).

. Para cualesquiera vectores unitarios no coplanares satisfaciendo (1.4), existe un poliedro
convero acotado con caras cuyas normales exteriores son &. Para mostrar este resultado,
tome la hiperesfera unitaria S*~1 y considere los hiperplanos tangentes a S*! en los puntos
finales de los vectores &,. Marcamos ahora los semiespacios generados por cada uno de estos
hiperplanos que contiene a la hiperesfera. La interseccion de todos estos semiespacios es un
poliedro convexo P. El poliedro P es acotado. St no fuera asi, existiria un rayo | emitido
desde el centro de S"~! totalmente contenido en el poliedro P. Notemos que el rayo | forma
un dngulo positivo > 7 con cada uno de los vectores & : si existiera un vector §, que forme
con [ un dngulo < %, el hiperplano tangente en el punto final & y 1 se intersecarian, lo cual
no es posible por la hipotesis sobre . Por lo tanto, todos los vectores & serian puntos en
el semiespacio definido por el hiperplano pasando por el centro de SP~' y perpendicular a

l, esto es, los vectores & estarian en el mismo semiespacio, pero eso no es cierto como se

mostro encima.

. Afirmamos ahora que el conjunto de todos los poliedros convexos con normales exteriores &,

tal que el drea de superficie de sus caras oy satisface la condicion

O<a<o,<b<

es acotado, esto es, aquellos estan todos contenidos en una bola de radio suficientemente
grande. Supongamos que la afirmacion no es cierta. Entonces entre los poliedros en cues-
tion existen poliedros de didmetros arbitrariamente grandes. Sea P un tal poliedro con
didmetro D y tomemos puntos A y B en P tal que |AB| = D. Mostraremos que la proyeccion
de este poliedro sobre el hiperplano perpendicular a la linea AB en el punto medio, tiene drea
arbitrariamente pequena cuando D es suficientemente grande. Realizamos la simetrizacion
de Steiner [2] del poliedro P con respecto a un hiperplano « pasando por el punto medio de

AB y perpendicular a AB.

10



P _— AP

> <>

Simetrizacion de Steiner del poliedro P
con respecto al hiperplano a

Obtenemos un nuevo poliedro P’ que es simétrico con respecto al hiperplano «, tiene el
mismo volumen que P y la misma drea de proyeccion sobre «. La proyeccion de P’ sobre
el hiperplano o es una seccion del poliedro P' por «, la cual denotaremos por B'. Los dos
conos con vértices A, B y base comin B' estan contenidos en P’; por tanto, la suma de sus
volimenes no es mas grande que el volumen V' del poliedro P'. Asi, se obtiene la siguiente
desigualdad

1
—Ds <V (L5)
n

donde s es el area de B'. Puesto que el poliedro P tiene un drea de superficie uniformemente
acotada Y} o), < mb entonces tiene por la desigualdad isoperimétrica (1.2), un volumen
uniformemente acotado. Por lo tanto, de (1.5) la proyeccion del poliedro P sobre el hiperplano
perpendicular a la linea AB tiene un drea arbitrariamente pequena s si el diametro D del
poliedro es suficientemente grande. Pero como los vectores & son no coplanares y las dreas
de superficie de las caras son acotadas por debajo 0 < a < oy el drea de la proyeccion
del poliedro P sobre cualquier hiperplano, en particular sobre el hiperplano perpendicular a
la linea AB, es acotada por debajo por un niumero positivo. Esta contradiccion prueba la

afirmacion.

Demostracion. (del Teorema de Minkowski) Primero definamos las variedades A y B del Lema

del Mapeo.

Los puntos de A son las clases de poliedros equivalentes (iguales salvo traslacién) cuyas normales

11



exteriores son &1,...,&,. Como cada poliedro estd completamente determinado por sus ntimeros
soporte (las distancias de la cara del hiperplano a un cierto punto fijo en el interior), la variedad

A es de dimensién m — n.

Los puntos de B son los puntos del espacio euclidiano m-dimensional con coordenadas o}, tal que

o, >0y Zk 0rér = 0. La dimensién de B es también m — n.

La funcién ¢ en el Lema del Mapeo asigna a cada clase de equivalencia de poliedro un punto de
B con coordenadas 01,09, -- ,0,, igual a las areas de las caras de un poliedro de esta clase, que

satisfacen (por la definicién de A) la relacién ), 0,&; = 0.
A continuacion, mostraremos que se satisfacen las condiciones del Lema del Mapeo.

La primera condicién del Lema del Mapeo es valida, pues B (siendo la interseccién de cuerpos
convexos) es convexo, luego conexo. Como fue mostrado encima, existe un poliedro con caras cuyas

normales exteriores son &. Por lo tanto la preimagen de B es un subconjunto no vacio de A.

La segunda condicion del lema requiere que 1 sea uno a uno, esto se sigue de la unicidad salvo
traslacién de un poliedro de normales exteriores & y caras de areas o;. De manera evidente 1 es

continua.

Finalmente verificaremos la tercera condicién del lema. En el presente caso, consideremos una
sucesion de poliedros {P'} tal que las dreas {o}}, m >k > 1, de sus caras convergen a nimeros
or > 0. Tenemos que mostrar que esta sucesiéon de poliedros, después de ser adecuadamente
trasladada, es convergente y que las areas del poliedro limite son 0. Sea o el origen de coordenadas,
el centro de gravedad del poliedro P?, que puede ser siempre alcanzado por medio de una traslacién.
Notemos ahora que los nimeros o}, satisfacen para b = max{o},..., 00,0, +1,m >k > 1}y
para a = min{c},...,o0 o, m >k > 1} la condicién (3) de Remarca 1.3 para cierto N € N, por
tanto, la sucesion { P’} se encuentra uniformemente acotada; luego del Teorema de Seleccién de
Blaschke, { P} contiene una subsucesién convergente a un cuerpo convexo que podria, en primer
lugar, ser degenerado. Pero la degeneracion es imposible, pues esto significa que el area de la
proyeccién de P sobre un cierto hiperplano es arbitrariamente pequena. Por lo tanto, el cuerpo P
es no degenerado. Ademas, P es un poliedro con caras de areas oy y exteriores normales &, con

centro de gravedad o el origen de coordenadas. Cualquier otra subsucesién convergente P* tiene
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su poliedro limite con las mismas normales exteriores, areas y centro de gravedad, por lo tanto

coincide con P. Asi es probada la tercera afirmacién.

Por el Lema del Mapeo, ¥(A) = B, esto es, para cualquier sistema de nimeros positivos oy

satisfaciendo
Z O-kfk - 07
k

existe un poliedro (tinico salvo traslacién) con caras de dreas oy y vectores normales . Con eso

tenemos probado el teorema. O

1.5. Existencia de una hipersuperficie convexa con cur-

vatura Gaussiana dada

Teorema 1.4. (Teorema de Minkowski) Sea K (&) una funcion continua positiva sobre la esfera
St satisfaciendo la condicion

de =0.

sn-1 K ()
Entonces eziste una hipersuperficie convera F, unica salvo traslacion, para la cual K(§) es la

curvatura Gaussiana en el punto con normal exterior €.

Demostracion. Descomponemos la hiperesfera S"~! en dominios pequefios gj. Definimos los ntimeros

o v vectores unitarios & por la relacién

_ §

Claramente se tiene ), 03§, = 0. Luego, existe un poliedro convexo P con caras de areas oy y
normales exteriores &,. Construyamos una sucesion de descomposiciones de la hiperesfera tal que

el didmetro de los dominios g, en la m-ésima descomposicién tiende a 0 cuando m — oo.

Sea P™ un poliedro convexo construido por la m-ésima descomposicién de la hiperesfera en los

dominios g;'. Mostraremos que los poliedros estan uniformemente acotados.

Sea d,, el didmetro de P™ y A, B puntos en P™ tal que |AB| = d,,. Denotemos por « el hiperplano
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pasando por el punto medio de AB perpendicular a AB. Sea Q™ la proyeccién del poliedro P™
sobre el hiperplano a y sea s el area de Q™. Probaremos que s™ esta acotado por debajo por un

cierto ntimero s°. Tenemos
m 1
s = §Zak| < &, e > |
i
1 / <& e>
_ L ILEN
32, K@

donde e es el vector unitario en la direccién AB. Como K (&) es una funcién continua, tenemos

que existe un a > 0 tal que K (&) < a. Denotemos por M™ = U g;} el conjunto de los dominios
) J

g en el cual se satisface < £, e >> € > 0, entonces,

HRSEA .

Esto es, s™ > | 1m dw; cuando e es suficientemente pequeno y m es suficientemente grande, los

S
d _
/m“’>4

donde S es el area de la hiperesfera. Asi, para m suficientemente grande, el area de la proyeccién

diametros de g;* son pequenos y

de P™ sobre el hiperplano « es tal que

€S
s —, I.
s> (1.6)

Realicemos una simetrizaciéon de Steiner del poliedro P™ con respecto al hiperplano a. Entonces
su volumen V"™ permanece siendo el mismo y la seccién Q™ por el hiperplano « es de area s™. El

volumen total de los dos conos con vertices A y B, con base comtin Q™ no es mayor que V. Por
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tanto,

1 1
pms Lomg S Ly €5
n n  8a

Mostraremos ahora que el volumen V™ esta acotado por encima. El area de superficie del poliedro
P™ es
dw
o= ot < / —.
2o=2 ), we
Ya que K(§) es estrictamente positiva, existe b > 0 tal que K(§) > b y sustituyendo encima

obtenemos o™ < %S. Aplicando la desigualdad isoperimétrica (I.2) al poliedro P™, de la cota del

drea deducimos una estimacién para el volumen V™ < V9. Asi,

1 S
—d, 2 < p0
n  8a

y obtenemos una estimacién uniforme para d,,, esto es, una estimacién que no depende de m.

Por el teorema de seleccién de Blaschke, la sucesién acotada uniformemente de poliedros P™
contiene una subsucesién convergente. La hipersuperficie limite P° no puede ser degenerada. En
efecto, si lo fuera, el poliedro P™ seria para m suficientemente grande de anchura arbitrariamente
pequena en una cierta direccion t". Entonces la proyeccion de este poliedro seria de area arbi-
trariamente pequenia ya que d,, es acotado (ver Remarca 1.3,(3)), pero como se mostré en (1.6),
el area de la proyeccion es acotada por debajo por el nimero ;—‘Z. Asi P° no puede ser degenerada.
Como las funciones area de superficie de los poliedros P™ convergen débilmente a la funcion area

de superficie de la hipersuperficie P° se tiene

dw
o(M) = —.
m K (E)
Por tanto, PV tiene curvatura Gaussiana K y tenemos probado el teorema. O]
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CAPITULO II

Solucién Regular del Problema de

Minkowski

En este capitulo resolveremos el problema de Minkowski en la categoria diferenciable, esto es,
ademds de suponer que la funcion f : S™ — R sea continua y positiva, supondremos también que
es diferenciable, de cierta clase de diferenciabilidad. En esta situacion, se mostrarad la existencia
de una tnica (salvo traslacién) hipersuperficie cerrada, convexa y regular M, para la cual f es su

funcién curvatura de Gauss.

En este ambito, el problema de Minkowski es equivalente a resolver una ecuacion diferencial
parcial (EDP) eliptica de segundo orden totalmente no lineal, mas precisamente, una ecuacién de
Monge-Ampere sobre S™. Presentamos la solucién obtenida por Cheng-Yau [3] via el método de

continuidad.
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II.1. Escenario del problema de Minkowski

El problema de Minkowski, consiste en encontrar una hipersuperficie regular, cerrada y convexa
en R cuya curvatura Gaussiana es una funcién f : S® — R positiva, diferenciable que se

encuentra dada.

Supongamos que M es una hipersuperficie regular cerrada y convexa en R™!. Denotemos por

ny : M — S™ la funcién de Gauss de M. Definamos la funcién K : M — R, dada por la expresion
K(x) = det(d(nar)z),

la funcién curvatura de Gauss. Por el Teorema de Hadamard! tenemos que n,; es un difeomorfismo,
K es una funcién positiva y diferenciable. Luego K on;; : S* — R es una funcién definida en S”

positiva y diferenciable.

El problema de Minkowski, interpretado desde este punto de vista es el siguiente: dada una funcion
real positiva f sobre S™ diferenciable, encuentre una hipersuperficie regular, cerrada y convexa M

tal que f(y) = K on); (y) para cada y € S".

Mostremos ahora que en este contexto la condicién necesaria de resoluciéon del problema de

Minkowski es una consecuencia sencilla del teorema de cambio de variables.
Supongamos que se da la igualdad f(y) = K onj/(y); para ny(r) =y € Stei=1,...,n+1

tenemos y; =< nys(x),e; > y aplicando el teorema de cambio de variable,

i [ =@z o vy e
o fly) S flnu(@)) | det(d(nar)e)] /M< m(z), € >,

pues f(ny(z)) = K onyl(ny(z)) = K(x) = det(d(ny).) > 0. Se sigue del teorema de la

Vea por ejemplo: Spivak, M., A Comprehensive Introduction to Differential Geometry, vol. 111, pag. 66.
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divergencia,

R
= / div(e;) =0,
int(M)

para cada ¢ = 1,...,n 4+ 1. Por lo tanto, la condicién

vy

sn f(y)

debe ser impuesta a la funcién f en el problema de Minkowski.

I1.2. El problema de Minkowski como una EDP

Denotemos por h : S™ — R, la funcién soporte de la hipersuperficie M, esto es,
h(u) =< u,ny (u) >,

para cada u € S". Fijado u € S", u es normal a la hipersuperficie M en el punto n;j (u) =xy
h(u) representa la distancia (con signo) del origen al hiperplano soporte que pasa por z € M con
normal u. Buscamos describir x en términos de u a partir de la funcién soporte h. El hiperplano

soporte que pasa por x y con normal u tiene por ecuacién
H,={z R/ < z,u>=h(u)}.

Observemos que M, parametrizada por z(u) es la superficie envolvente de la familia de hiperplanos

{Hu}yesn - Tenemos las dos relaciones

< x,u >= h(u)

< x,v>=dhy,(v), YveT,S"
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donde la segunda ecuacién se obtuvo a partir de la primera por medio de una diferenciacion. Para

conseguir la descripcion buscada primero escribamos la igualdad

x = proy,(z) + proy,. (x),

donde proy, y proy,. denotan las proyecciones ortogonales sobre la recta generada por u y sobre

€1

el hiperplano u™" respectivamente. De manera directa obtenemos proy,(r) =< x,u > u = h(u)u;

por otra parte, para cada v € T,,S™
< proy,.(z),v >=< x,v >= dh,(v) =< Vh(u),v >,

y se sigue que proy,i(x) = Vh(u). De esta manera x = h(u)u + Vh(u).

Luego obtenemos una parametrizacion de la hipersuperficie M,

XhZSn%M

u — h(u)u + Vh(u).

Esta es la inversa de la funcién de Gauss, pues, para u € S™ se tiene Xj(u) = © € M, el punto
por el cual pasa el hiperplano soporte cuya normal es u. En particular, la regularidad de M
esta determinada por la regularidad de su funcién soporte h. Por lo tanto, la curvatura de Gauss

viene dada por la expresion

1

f(w) = detd(man)onn -1 = gor g

Diferenciando la funcién X}, en el punto u,
d(Xp)u(v) = dhy(v)u + h(uw)v + d(Vh),(v),

para todo v € T,S™. La parte tangente a S" del ltimo término de la expresién es el (1,1) tensor

Hessiano asociado a la funcién h, esto es, para v,w € T,S", < d(Vh),(v),w >= Hessh,(v,w).
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Luego

<d(Xp)u(v),w > = <dh,(v)u,w >+ < h(u)v,w > +Hessh,(v,w)
= dhy,(v) < u,w > +h(u) <v,w > +Hessh,(v,w)

= h(u) <v,w > +Hessh,(v,w).

Por lo tanto, en una base ortonormal de S”, tenemos det(h;; + hé;;) = ﬁ, donde los coeficientes
hi; son las componentes del Hessiano de h sobre S". Esta es una ecuacion de Monge-Ampere sobre
S™. Reciprocamente, si suponemos que h es una funcién convexa que satisface la EDP de encima,
podemos definir la parametrizacién X}, como antes y ver que M = A},(S™) es una superficie regular,

cerrada convexa cuya funcién soporte es h y cuya curvatura Gaussiana es f.

En resumen el problema de Minkowski es equivalente a la resolucion de la ecuacion diferencial

parcial (escrita de manera covariante, donde g denota la métrica candnica de S™)

1
det ,(Vdh + hg) = — 1.1
sobre la esfera S™, sujeta a la condicién fsw % = 0, para todas las funciones coordenadas x; :

R"*! — R. Como buscamos solucién convexa, pedimos también que el tensor Vdh + hg sea

definido positivo en todo punto de S”.

I11.3. Solucion de la EDP

Para resolver el problema, usaremos el método de continuidad usado por L. Nirenberg y que
consiste en introducir nuestro problema en un familia de problemas dependiendo de un parametro,
de los cuales conozcamos que para algunos casos particulares ellos son solubles y luego aplicar un

argumento de conexidad.

Consideremos la familia de funciones diferenciables definidas sobre S”, % = % + (1 —t)1, para
0 < t < 1. Claramente estas funciones son positivas, diferenciables y satisfacen la condicién

fsn%:Oparacadaizl,...,n—i—l.
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Entonces consideramos el problema FEj:

1
det ,(Vdh + hg) = 7
t

sobre S", sujeto a la condicién
Ti _ g
sn Jt
para todas las funciones coordenadas x; : R"™! — R.

Sea 0 < a < 1. Consideremos el conjunto
Se={t€0,1]: E; tiene solucién h € C**(S"), (Vdh + hg) > 0} .

Observemos que la linealizacion del operador diferencial h — det,(Vdh + hg), se encuentra inti-
mamente relacionada con la ecuacion de Poisson Au = f, para la cual se sabe que aun siendo
f € C° las soluciones u no necesariamente son de clase C?; sin embargo eso no ocurre cuando los
espacios de funciones son los espacios Holder: para f € C%* con 0 < a < 1, la solucién u es de
clase C?, y de hecho de clase C*®. De ahi la eleccién del espacio de Holder en la defincién del

conjunto de parametros S,.

Notemos ahora que 0 € S, :si fy =1, h = 1 es solucion. El método consiste en dos etapas. El
primero es mostrar que S, es abierto en [0, 1] y el segundo es mostrar que S, es cerrado en [0, 1].
De ahi por la conexidad de [0, 1], ya que S, # () tendremos que S, = [0, 1] y asi el problema E;

serd soluble, en particular, serd soluble para ¢t = 1 y el problema de Minkowski estara resuelto.

S, es un conjunto abierto

Supongamos que ty € S,, queremos probar que existe un € > 0, tal que (to — €,19 +€) C S,.
Para t € (ty — €, to + €), € pequeiio, queremos probar que la ecuacién dety(Vdh + hg) = f! tiene

solucidn.

Queremos aplicar el teorema de la funcién implicita al operador F'(h) := dety(Vdh + hg), en la

solucion h de Ey,. Sea Ly, el operador linealizado de F' en h. Entonces para todas las funciones
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diferenciables u sobre S™ tenemos

d
— F(h
as| (h + su)

= Z cij(uij + ugi;)
1,

Lh(U,) =

donde (¢;;) es la matriz de cofactores de la matriz (h;; + hg;;). Esta férmula proviene facilmente

del desarrollo
det(A+ sU) = det(A) + str(CU) + - - - + s" det(U)
donde C' es la matriz de cofactores de A.

Se tiene que (ver [3]), para u,v € C*(S"),

/ Culy(v) = / oLi(u). (I1.2)

Afirmamos ahora, para cualquier funcién u de clase C** definida sobre la esfera y para cualquier

funcion coordenada z;, que

/ x;det ,(Vdu + ug) = 0. (I1.3)

En efecto, Lij(u) = [, z;dety(Vdu + ug) define un funcional diferenciable sobre el espacio de
Banach de funciones C**(S"). La derivada de Fréchet de este funcional en u y aplicada a v €

C*2(S") estd dada por

d(Lz)u(U) = %

Li(u+ sv) = / x; Ly (v).

n

s=0

Observemos primero que L,(x;) = 0, usando la unicidad del problema. Pensemos que u es la
funcién soporte de un cuerpo convexo; la funciéon v = u + tx; define otra funciéon soporte, que nos
dard una traslacién del cuerpo convexo inicial. Tenemos que F'(u) = F(v) ya que los dos cuerpos

tienen la misma curvatura de Gauss, y por lo tanto

F(v) = F(u+tx;) = F(u);
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de ahf, L,(z;) = £ F(u+ tz;) = 0. Usando la igualdad (I.2) deducimos que

d(L;)u(v) = /Sn x; Ly, (v)

_ /S oL (1) = 0.

Por lo tanto tenemos que la derivada de Fréchet del operador L; es cero, asi que L; es constante,
pero ya que L;(h) = 0 para h solucién del problema (por ejemplo para h = 1, solucién de Ej)

tenemos que L; = 0, lo que completa la prueba de (11.3).

Ahora si estamos en una posicion para mostrar que S, es un conjunto abierto. Sean

By = Ch(s")

Bgz{feCQ’a(S”)/ mifzo,izl,...,n—kl}.

Sn

Ademés, seald = {h € By/(Vdh + hg) > 0}, abierto de B;. Entonces, de acuerdo con (II.3) pode-

mos considerar la transformacién

F:U CBl — 82
u — det ,(Vdh + hg).

Afirmamos que si h es la funcién soporte de alguna hipersuperficie estrictamente convexa tal que
h > 0 sobre S", entonces para funciones f en una vecindad de F(h) = det,(Vdh + hg) (en la
topologa de By) podemos siempre resolver la ecuacién F'(u) = f, donde u es también la funcién
soporte de alguna hipersuperficie estrictamente convexa. Para eso, es suficiente verificar que el
operador linealizado de F' en h, Ly, es sobreyectivo. En efecto, de ahi tendremos que F' es una

funcién abierta en una vecindad de h.

Primero encontraremos el nicleo de Ly,

Lema II.1. (Cheng-Yau) Sea u una funcion en C*(S") tal que Ly,(u) = 0, donde (Vdh+ hg) > 0.
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Entonces para algunas constantes ay,...,a,.,

n+1

U = E a;T;.
i=1

La demostracién de este lema puede ser encontrada en [3].

Puesto que x; € Ker(Ly), para cadai =1,...,n+ 1, el lema nos dice que

Ker(Ly) = span{xy,...,xo1}. (I1.4)

Se sigue de (I1.2), (I1.4) que el nicleo del adjunto de Lj, es el espacio de funciones lineales re-

stringidas a S™.
Finalmente probaremos la sobreyectividad del operador linealizado Lj.

Sea H™(S") el espacio de Sobolev de funciones L? definidas sobre S" con derivadas L? hasta el
orden m. Entonces L, puede ser considerado como una funcién lineal acotada de H**2(S") a
H*(S™).
Entonces nos preguntamos, para f € H*(S") dada, cuando la ecuacién Lj(u) = f tiene solucién,
donde

Ly, : H*2(S™) — H*(S™)

se encuentra definida como encima. La respuesta a esta pregunta no las dé el teorema de Alter-
nativa de Fredholm (ver [4], pag. 303), que nos dice: la ecuaciéon Lj(u) = f tiene una solucién
ue H*2(S") siy sélosi f € ker(Lj)*, esto es, siy sélosi [, ;f =0, paracadai=1,...,n+1.
Por lo tanto, concluimos que el operador

Ly - H**2(S™) —>{f€Hk(S"):/ nf=0i=1,. . nt1}

n

es sobreyectivo. Finalmente, cuando f € C**(S"), con k > 2, f € H*(S") luego existe u €
H**2(S™) solucién de Ly(u) = f. Con ayuda de la teorfa de regularidad de ecuaciones lineales

elipticas ([7]) concluimos que u € C*+2%(S).
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S, es un conjunto cerrado

Estimaciones a priori

Presentamos primero las estimaciones a priori para una solucién h de la EDP (I1.1).

Estimaciones C° (Cheng-Yau) El siguiente lema afirma que el didmetro exterior de una

hipersuperficie convexa, cerrada en R"*! de clase C* se encuentra acotado superiormente.

Lema I1.2. Sea M C R"' un hipersuperficie conveza, cerrada de clase C*. Sea K su funcidén
curvatura de Gauss definida sobre S™. Entonces el didmetro extrinseco L de M puede ser estimado

superiormente por la cantidad

/ 1\=1 [, méx (0, < u,w >)] "
Cn — inf
n K ues™ Jon K(w)

donde ¢, es una constante positiva dependiendo sélo de n.

El siguiente lema muestra que los didmetros interiores de M también se encuentran acotados

inferiormente por una constante positiva.

Lema 11.3. Con las hipdtesis del lema anterior, podemos encontrar siempre una constante positiva

_ 1\ " max (0, < y,z >) 1"
sz ([ = inf
r= (/ . K) Llélsw - K(z)

donde r es el didmetro interior de M y ¢, es una constante que sélo depende de n.

¢, tal que

Estimaciones C' (Cheng-Yau) Por las estimaciones C° debidas a Cheng y Yau tenemos que

existe una constante ¢ > 0 que satisface 0 < % < h<c< .

Sea xy € S", donde la funcién h? + |Vh|? alcanza su valor méximo, esto es,

Hééx (R* + |[VA[?) = h*(z0) + |Vh(zo)|*.
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Por tanto en zg, d(h* + |Vh|?) = 0, es decir, para todo i, hh; + h'h;; = 0 donde h; = g;;17; luego

hl
( hij + hgi; ) : =0,
hn

pero (hi; + hgi;) > 0, entonces Vh(zy) = 0. Por lo tanto, maxgn (h? 4+ |Vh|*) = h?(xg).

Finalmente,

o (12 2\ _ 1200\ < max h2
r%%x(h + |Vh[?) h(:vo)_nrégxh,

lo que implica

rrézjx |\Vh| < Hééxh < c.

Estimaciones C? (Pogorelov) A continuacién presentamos una estimaciéon (que ahora es
estandar) debida a Pogorelov. Inicialmente consideremos soluciones diferenciables de la ecuacién
de Monge-Ampere

det(D?*u) = f(z) en 2 (IL.5)

donde Q es un dominio uniformemente convexo y acotado en R™ con borde C%®. Asuma que
feCH(Q)y f satisface
Co S f S C1, (116)

para algunas constantes positivas cg, c;.

Lema I1.4. Sea u € C*(Q) una solucién conveza de (II.5). Supongamos que u = 0 sobre 0.
Entonces

[—u(z)] D*u(x) < C(1 + M)

donde C' depende de n, supgq |u| y ||1log f||cr1, pero es independiente de M = supg, | Dul*.

Idea de la demostracion. La prueba de este lema es debida a Pogorelov. Considera la funcién test

w(z, &) = p(z)n (3| Dul?) uge, sobre Q x S, donde p = —u, n(t) = ( )_é. La funcién w

t
1 =53

alcanza su maximo en un punto x = xy y en una direccion £ = e;.
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Después de una serie de calculos usando la ecuacién de Monge-Ampere y las condiciones que

traducen que w es maximal en (xg, e1), se obtiene que w(z,&) < w(xg,e1) < C(1+ M). ]

Las estimaciones de la segunda derivada y la condicién (I1.6) implican que el operador de Monge-
Ampere es uniformemente eliptico. Por lo tanto, de las estimaciones interiores para las terceras
derivadas de Calabi y las estimaciones de Schauder para ecuaciones lineales elipticas, uno obtiene
estimaciones para las derivadas de mayor orden de las soluciones de la ecuaciéon de Monge-Ampere,

siempre que [ sea suficientemente diferenciable.

Remarca I1.5. Por 1980 FEvans y Krylov independientemente establecieron estimaciones interi-
ores fundamentales C**, el teorema de regqularidad de Evans-Krylov (ahora bien conocido), para

ecuaciones uniformemente elipticas siempre que f € CHL.

Ahora tenemos el siguiente teorema de regularidad:

Teorema I1.6. Sea u una solucion estrictamente convexa de (I11.5). Supongamos que f > 0 y
f € CH(Q). Entonces u € C**(Q) para cualquier o € (0,1). Si ademds f € C**(Q) para k > 2

ya € (0,1), entonces u € C*+22(Q).

Actualmente existen estimaciones para una solucién h de nuestra ecuacién (I1.1) (ver [6]) anédlogas

a las obtenidas para la ecuacién (I1.5):

||h| |CZ,a(Sn) S C

Finalmente con la ayuda de todos estos resultados mostraremos que el conjunto S, es cerrado.

Consideremos una sucesion t, € S, tal que t,, — t, € [0,1]. Debemos probar que t; € S,. Sean
hi» € C**(S™) correspondientes funciones soportes soluciones del problema. Las estimaciones a

priori C?“ nos indican que existe una constante P > 0 tal que
y ya que C%%(S") < C?(S™) es compacta, existe una subsucesién que converge a una h € C?.
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Esta es la solucién del problema correspondiente a ty. Nuevamente, cuando la funcién f es sufi-

cientemente diferenciable, obtenemos que h es suficientemente diferenciable por el teorema I1.6.

Por lo tanto tenemos resuelto el problema de Minkowski en R+ :

Teorema I1.7. Sea f una funcion positiva en C* con k > 2. Supongamos que fsw zif~t =0 para
todas las funciones coordenadas x;. Entonces podemos resolver la ecuacion dety(Vdh+hg) = f~1,
donde la solucién pertenece a C*¥T2%(S") para todo 1 > « > 0. Por tanto, podemos encontrar
una hipersuperficie reqular, cerrada y convexa en R cuya funcion soporte es dada por h y cuya
funcion curvatura de Gauss-Kronecker es f. Ademds, cualesquiera dos de tales hipersuperficies

necesariamente coinciden salvo una traslacion.
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CAPITULO III

El problema de Minkowski en el espacio

de Lorentz-Minkowski

II1.1. Presentacion del problema

Denotemos por R™! el espacio de Lorentz-Minkowski, esto es, el espacio vectorial R™™! con coor-

denadas (x1,...,%,, T,11) equipado con la métrica de Minkowski

< s>=dry®dr+ ...+ dr, @dr, — dr, ® dr, . (ITL.1)

Una hipersuperficie de tipo espacio M en R™! es una subvariedad 1-codimensional cuya métrica

inducida g ;=< -,- > |y es una métrica Riemanniana.

Sea M una hipersuperficie de tipo espacio y estrictamente convexa. En lo que sigue, daremos una

descripcion de la funcion de Gauss asociada a M.

29



Sea x € M. Escojamos ey, ..., e,, ¢,+1 marco local de campos vectoriales sobre M tal que
e1(z),...,en(x) € T,M

Y ent1(2) es el vector normal unitario a M en el punto z, de tltima coordenada positiva. e, (x)

es de tipo tiempo!.

Sabemos que el espacio hiperbdlico H"(—1) puede ser canénicamente incrustado en R™! como la
hipersuperficie < z,x >= —1, x,.1 > 0. Por una traslacién paralela al origen podemos pensar
a ep11(z) como un punto en H"(—1). Por lo tanto, tenemos definida la funcién de Gauss de la

hipersuperficie de tipo espacio M para ser la funcion

G: M — H"(-1)

T epyq(T) .

Notemos que al ser M estrictamente convexa, G es un difeomorfismo sobre su imagen G(M). Si
tomamos el hiperplano « := {(z1, ..., Zp, Tpy1) € R 2,1 = 1} y consideramos la proyeccién
de H"(—1) al origen 0 € R™*! en a, entonces H"(—1) es mapeado difeomorficamente sobre la bola

abierta unitaria

B"(1) = {(51, &) ERTIY < 1}

i=1

via la aplicacién

p: H'(-1) — B"(1)

(l’l, ceey Ty xn—i—l) — (51, ey fn)

donde

xX;

_ _ 2

&— s l‘n+1—\/1—|—£l?1++l‘%
Tn+1

A la funcién poG : M — B"(1) la llamaremos también la funcién de Gauss de M y por simplicidad

la denotaremos por G.

1Un vector v € R™! se dice de tipo tiempo si satisface < v,v >< 0.
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Por lo tanto, si denotamos por K : M — R la curvatura de Gauss de la hipersuperficie M, por

medio de la inversa de G obtenemos la funcién positiva K o G™': G(M) € B"(1) = R.

El problema de Minkowski es el reciproco del argumento anterior: dada una funcién positiva
n: B"(1) — R, jes posible encontrar una hipersuperficie de tipo espacio y estrictamente convexa
M con funcién de Gauss G que satisfaga K o G~! =1, esto es, para u € B"(1), n(u) es igual a la

curvatura de Gauss de M en el punto G™*(u)?

También podemos considerar el problema de Minkowski en su forma maés general: dado un dominio
Q C B"(1) y una funcién n > 0 positiva sobre 2, jes posible encontrar una hipersuperficie
estrictamente convexa de tipo espacio cuya imagen bajo su funciéon de Gauss es () y cuya curvatura
de Gauss en G™!(y) es dado por n(y) para y € Q, donde G : M — G(M) = Q es la funcién de
Gauss de M?

II1.2. El problema de Minkowski como una EDP

Supongamos que M = graf(f) donde f : R® — R es una funcién diferenciable, estrictamente
convexa, y de tipo espacio, i.e. tal que |Df(z)| < 1 para todo x en R™. En este caso, podemos

tomar el marco global de campos vectoriales sobre M definidos por

_ of - of B of
er = (170, ""078_.%1) , €2 = <0, 1,...,0, 8_ZE2) yeeey €p = (0, 0,1, a—xn> )

Entonces el campo normal unitario de tipo tiempo e, esta dado por

af af
(8_117 ceny E’ 1>

€nil = —r (IT1.2)
NEED M
La métrica inducida y la segunda forma fundamental de M estan dadas por
af of
9i; = g(ei ej) = 0ij — o5, (IIL.3)
J J J 8:172 81']'
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9% f
Ox;0x ;
hij — /

V1- S

(I11.4)

Por un célculo directo tenemos

det(gi;) = 1— Zn: (gi)z- (I11.5)

i=1

El determinante de la matriz (3", g*hy;)i; es la curvatura de Gauss de M, donde

9f of
(9$j 6951

1— 30 (L)

97 =0y +

es la inversa de la matriz (g,;) dada en (II1.3).

Finalmente, la funcién curvatura de Gauss de M esta dada por

det( O'f )
K= Tiihj; _ Oi0z;] (I1L6)
S (-

Escribamos ahora la aplicaciéon de Gauss de M en las coordenadas naturales z € R" ~ (z, f(x)) €
M : por (II1.2), G : R" — H"(—1) ~ B™(1) esta dada por
A (), 2 (), 1)
L= YL (G @)
of of
~ [ — vy —— =D B"(1).
(52 o)) = i) € ()

G(z) = (

e H*(—1)

of
Definamos entonces nuevas coordenadas §; := ——, e introducimos la transformacién de Legendre

al’i,

de la funcién f, que es el analogo de la funcion soporte de M.

Como M es una hipersuperficie de tipo espacio, la matriz (g;;) es definida positiva y tenemos de
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(I1L.5)
dg<l (I11.7)
=1

El dominio de la transformacion de Legendre de f es por definicién

_ e = 9

7

(a:),:UGR”}

y de la teoria de los cuerpos convexos sabemos que €2 es un conjunto convexo. Definamos ahora

la transformacién u : {2 — R para ser

u(y, .. € sz@

De (II1.7) tenemos €2 C B"(1). La ecuacion (II1.6) puede ser escrita en términos de &; como sigue

Pu\ 1 = -
det(%af) _E<1_;§> . (IIL.8)

Reciprocamente, supongamos que tenemos definida una funcién diferenciable u : 2 — R estricta-

mente convexa que satisface la ecuacién (II11.8), donde €2 es un dominio en B"(1); introducimos

las coordenadas x; = % y la transfomacién de Legendre de v dada por
f* €Ty, .- Z é.z agz —u,
. ou : )
con dominio dado por Q* = < (xq,...,2,) : x; = o€, —(§£),£ € QC B™(1) p, conseguimos asi una

hipersuperficie regular de tipo espacio M = graf(f*) cuya curvatura Gaussiana es K.

En resumen: para una hipersuperficie de tipo espacio M = graf(f) vimos que la transformada
de Legendre u de la funcién f satisface la ecuaciéon de Monge-Ampere (II1.8) sobre el dominio
2 C B"(1). Conversamente, de una solucién u de la ecuacién (II1.8) podemos construir una

hipersuperficie de tipo espacio, como el grafico de su transformacion de Legendre.

En el ano 1995, Li [8] con ayuda de la teorfa de ecuaciones de Monge-Ampere, resuelve el problema
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suponiendo K =1y que Q = B™(1). Ademads, también resolvié el problema para una funcién K

arbitraria que satisface cierta condicion de regularidad sobre 0B™(1).

En el ano 2006, Guan, Jian y Schoen [5] inspirados en el trabajo de Li [8], consideran el dominio
B% (1) := B™(1) N {z1 > 0} y resuelven el problema de Minkowski para una K arbitraria con la

suposicién de ciertas condiciones de regularidad sobre 0B (1).

En la actualidad, el problema de Minkowski en su forma general es un problema que se encuentra

casi completamente abierto.

34



Bibliografia

Alexandrov A. D., Convex Polyhedra, Springer-Verlag, Berlin, 2005.

Bonnesen, T. and Fenchel, W., Theory of Convexr Bodies, BCS Associates, Moscow, Idaho
USA, 1987.

Cheng, S. Y. and Yau, S. T., On the Reqularity of the Solution of the n-Dimentional Minkowsk:i
Problem, Communications on Pure and Aplied Mathematics, Vol. XXIX, 1976, 495-516.

Evans, L. C., Partial Differential Equations, Graduate Studies in Mathematics, Vol. 19, 1998.

Guan, B., Jian, H. Y. and Schoen, R. M., Entire spacelike hypersurfaces of prescribed Gauss
curvature in Minkowski space, J. reine angew. Math. 595, 167-188, 2006.

Guan, P., Monge-Ampere FEquations and Related Topics, Morningside Institute, Academic
Sinica, Beijing, China, 1998.

Gilbarg, D. and Trudinger, N., FElliptic Partial Differential Equations of Second Order,

Springer-Verlag, Berlin, 2001.

Li, An-Min, Spacelike hypersurfaces with constant Gauss-Kronecker curvature in the Minkows-

ki space, Birkahauser Verlag, Basel, Arch. Math.,Vol. 64, 534-551, 1995.
Pogorelov, A. V., The Minkowski Multidimentional Problem, John Wiley, (1978).

Schneider, R., Conver Bodies: The Brunn-Minkowski Theory, Encyclopedia of Mathematics
and its Applications, Vol. 44, 1993.

35



