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Introduccion

Una buena parte de la importancia de la Geometria Algebraica Moderna radica en su capacidad
para resolver problemas viejos con técnicas de esta nueva area y uno de sus objetos mas usados
son los esquemas, en el caso de los esquemas afines y el estudio de los morfismos entre ellos las
inmersiones cerradas juegan un papel importante. El primero en estudiar las inmersiones cerradas
entre esquemas fue Grothendieck, después estos mismos conceptos los retoma Hartshorne y los
plasma de manera mas elegante y s6lo con los detalles necesarios para que aquel que ha estudiado la
teoria de esquemas lo entienda, pero dejando muchos detalles sin demostrar. Asi, lo que haremos es
estudiar las inmersiones cerradas entre espacios anillados probando todos los detalles necesarios y
como los espacios anillados son una generalizacion de los esquemas tenemos la certeza de que este

trabajo ayudara a tener una mejor comprension de lo que pasa con los esquemas y sus debilidades.

Mais general que un esquema afin son los espacios anillados, los cuales son un par (X, ¥),
donde X es un espacio topolégico y ¥ es una gavilla de anillos sobre X. De manera general una
gavilla de anillos es un conjunto de anillos indexados por los abiertos de una topologia, méds una
familia de homomorfismos de anillos entre los anillos del conjunto. Con estos conceptos podemos
decir que una inmersién cerrada es un morfismo entre espacios anillados f : (X, ) — (Y,G) que
cumple con otra condicion, la cual no tiene mucho sentido abordar sin antes definir mas conceptos y
adentrarnos mds en la Geometria Algebraica. Aun asi, podemos resaltar que una vez que se conocen
bien las inmersiones cerradas entre espacios anillados daremos un teorema de clasificacion, con lo

que contribuiremos a una mejor comprension de los morfismos entre los esquemas afines.

Debido a que es necesario estudiar una buena parte de la teoria de la Geometria Algebraica
antes de abordar las inmersiones cerradas entre espacios anillados, creemos que dar un panorama
general de la estructura del trabajo es equivalente a dar un recorrido por algunos temas de la materia

que nos permitirdn hacer la clasificacion.

El recorrido comienza cuando nos adentraremos en el Algebra Conmutativa para estudiar dos
de sus herramientas: la localizacién y la topologia de Zariski para el conjunto de ideales primos de
un anillo. También es necesario hacer una introduccion en la Teoria de Gavillas y posteriormente,

poniendo en practica las herramientas aprendidas del Algebra Conmutativa, construiremos un par
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de gavillas tomando como espacio topoldgico el espacio de Zariski de una anillo. Estos temas

conforman el Capitulo 1.

Lo siguiente es el estudio de los espacios anillados y los espacios localmente anillados. Para su
estudio introducimos la imagen directa de una gavilla ya que sera necesaria al momento de estudiar

los morfismos entre espacios anillados. Estos son los temas que daran estructura al Capitulo 2.

Posteriormente en el Capitulo 3 con un mejor manejo de las gavillas se da a conocer la gavilla
asociada y la imagen inversa de una gavilla, las cuales son cruciales para nuestro trabajo. Definire-
mos una inmersion cerrada entre espacios anillados y estudiaremos un ejemplo clasico que después
generalizaremos. Esto nos llevard a preguntarnos cual es la estructura idealista de las inmersiones
cerradas entre espacios anillados, a lo que por respuesta se tiene el Teorema 3.14 (pag. 64), con el

que daremos la clasificacion de las inmersiones cerradas y terminaremos el trabajo.



Notacion y Terminologia

Como es costumbre denotaremos por Z, Q, R y C al anillo de los enteros y a los campos racional,
real y complejo, respectivamente. Las letras maytsculas A y B denotardn anillos conmutativos con
unidad, sus mintusculas a, b usualmente se usaran para denotar elementos en un anillo, las letras /'y
J se usardn para los ideales de un anillo, Ab denotara el ideal generado por el elemento b en el anillo
Ay para un ideal I de A el radical de I se denotard por VI. Para un anillo A, usaremos notaciones
como Nil(A) para el conjunto de los elementos nilpotentes de A y U(A) para el conjunto de las
unidades de A. Las letras M y N se usaran para representar modulos. La notacion Homs(M, N)
representard el conjunto de homomorfismos entre los A-médulos M y N. La notacién, terminologia

y conceptos que estaremos usando estan basados en los libros [1], [2], [3] y [8].

Los simbolos f, g, h, ¢, ¢, normalmente denotardn funciones, homomorfismos de anillos o

morfismos de gavillas.

En el contexto de la Teoria de Gavillas, las letras ¥ y G estdn reservadas para pregavillas o
gavillas. Cabe sefialar que toda la notacién que usaremos en esta teoria y en la de los espacios

anillados serd tomada siguiendo los libros [4], [6] y [7].

VIl






Capitulo 1

Preliminares

1. Localizacion

La localizaci6n es una herramienta del Algebra Conmutativa que permite a partir de un anillo A
y de un subconjunto multiplicativo S de A, construir un anillo denotado por S ~'A y un homomorfis-
mo de anillos i§ entre Ay S ~'A tal que i5(S) € U(S ~'A). El anillo S ' A tiene entre sus propiedades
que contiene un subanillo isomorfo a A cuando A es un dominio entero. El propésito de esta seccion
es de introducir dicha herramienta, asi como ciertas propiedades que serdn necesarias a lo largo de
este trabajo.

Cabe destacar que desarrollaremos directamente la localizacién para médulos ya que es lo que
vamos a necesitar y como caso particular en que el médulo sea un anillo se tiene el resultado para
anillos.

Para su desarrollo primero se considera un médulo M sobre un anillo A y definimos lo que es
un conjunto multiplicativo de un anillo A, usualmente denotado por S. Después consideramos una
relacion de equivalencia ~ en el conjunto S X M y posteriormente se considera el cociente de S x M

con dicha relacion de equivalencia.
Cabe mencionar que a lo largo de todo el trabajo s6lo se consideran anillos conmutativos con

unidad.

1.1. Localizacion de un Médulo en un Conjunto Multiplicativo.
DerNiciON 1.1. Un subconjunto S de un anillo A es un conjunto multiplicativo de A si:

1. 14 es un elemento de S.

2. Para cualesquier elementos a 'y b de S, el producto a - b es un elemento de S .

Aqui algunos ejemplos de conjuntos multiplicativos. Los dos primeros son los més usados.

EsempLo 1.2. Sea f un elemento de un anillo A. Considerando S = {f" : n € Z,}, se prueba
que S es un conjunto multiplicativo de A. En efecto, 14 es elemento de S (pues, 1, = f°) y para
cualesquiera n,m € Z, se tiene que f" f" = f"".

1



2 1. PRELIMINARES

EsempLo 1.3. Dado un ideal primo p de un anillo A, el conjunto S = A \ p es un conjunto
multiplicativo de A: 1, estien A \ p (de no ser asi, p = A); por otro lado, para a,b en A \ p, como

p € Spec(A), se sigue que ab estien A \ p.

EsempLo 1.4. El conjunto de los elementos que no son divisores de cero de un anillo es multi-

plicativo.

EsempLo 1.5. Sea I un ideal de un anillo A tal que I # A, se tiene que 14 + I es un conjunto

multiplicativo de A.

Ahora, dado un médulo M sobre un anillo A y un conjunto multiplicativo S de A, se considera
la relacion ~ sobre el conjunto S X M definida para los elementos m,n de M y s,t de § como:
(s,m) ~ (t,n) siy solo si u(tm — sn) = 0y para algin u € S. La relacién ~ es una relacién de
equivalencia. En efecto, sean m,ny p elementosde My r,sytenS:

= Larelacion ~ es reflexiva. Yaque 14 € S y 14(sm — sm) = Oy,.

» Larelacion ~ es simétrica. Pues, suponiendo que (s, m) ~ (¢, n), existe un elemento u en §
tal que u(tm — sn) = 0y,. Por lo tanto, u(sn — tm) = 0y y asi, (t,n) ~ (s, m).

= Larelacién ~ es transitiva. En efecto, si (s,m) ~ (t,n) y (t,n) ~ (r, p), entonces existen u y
ven S tales que u(tm — sn) = 0y y v(rn — tp) = 0y. De donde se obtienen las igualdades
utm = usn'y vrn = vtp. Asi, se obtiene vr - (utm) = vr - (usn) y us - (vrn) = us - (vtp). Esto
implica que vrutm = usvtp, luego uvt(rm — sp) = 0y, donde uvt es elemento de S. Por lo
tanto, (s,m) ~ (r, p).

En definitiva, ~ es una relacion de equivalencia sobre S X M. Por consiguiente, se puede considerar

el conjunto cociente del conjunto § X M con la relacién de equivalencia ~, que denotaremos

~

m
por S ~IM; mas atn, se denota — al elemento de S ~'M cuyo representante es (s, m), donde m € M

s
y s € S. Se sigue que S "' M tiene una estructura algebraica de un médulo sobre A. Dicha estructura

algebraica esta dada de la siguiente manera:

+: 85 "MxS'M - ST'M
m n m n tm+ sn
(1) = epe

S S t St

CAXST'M > ST'm

m m am
a—| » a—=—
s
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No es dificil verificar que (S ~'M, +,-) es un médulo sobre A, con neutro aditivo 1—M y el inverso
A

o m —m
aditivo de — es —, paracadame My s € S.
s s

Por otro lado, existe de manera natural una aplicacién A-lineal i§’ definida por
M - S'M
m
m - —
La
Es posible definir la localizaciéon de un A-mdédulo sobre un conjunto multiplicativo S de A,

donde A es un anillo, de la siguiente manera.

DErFINICION 1.6. Sean S un conjunto multiplicativo de un anillo A y M un médulo sobre A. La
localizacion de M en S es el A-médulo (S~'M, +,-), donde la suma + y el producto - son los antes

definidos y que por simplicidad denotaremos como S "' M.

Si se considera un anillo A como A-médulo, con el producto X en S ~'A definido por

Xx:STTAxS'A - S§57'A
(a b) ab
—_— —_— |_) —

rs rs

se tiene que S ' A es un 4lgebra sobre A, dada por el homomorfismo de anillos i§. Mds atn, se tiene

que S ' M tiene una estructura natural de S ~'A-médulo dada por:

STIAXST' M - ST'M

(ZT) il

st st

El siguiente resultado es conocido como la propiedad universal de la localizacion.

TreoremA 1.7 (Propiedad Universal de la Localizacion). Sean S un conjunto multiplicativo de
un anillo A y M un modulo sobre A. Para cualquier médulo N sobre A tal que para todot € S, la

aplicacion A-lineal

(%) y,:N — N

n = t-n

es un isomorfismo, se sigue que para cualquier elemento ¢ € Homs(M, N) existe un tinico elemento
— —_(m
@ € Homy(S™'M, N) tal que p(m) =t- ¢ (7), para cualesquier m € Myt € S. En particular, si N

es un S ~'A-médulo, entonces ¢ € Homg-1,(S ' M, N).
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DEMOSTRACION. Sea N un A-médulo que satisface la condicion (x) y sea ¢ € Homu(M, N). Sea ¢

definida por:

tal que ¢ = g o iy, se tiene que para todo m en M y para todo t en S, @(m) = ¢ - g(ﬂ).

=

?:S'"M —
m
t

S R AR

= @ es una aplicacion A-lineal. En efecto, ¢ cumple con los siguientes incisos:

1. ¢ esta bien definida. Primero, observamos que para m en M y t en S se tiene que

7 (?) € N pues ’(,25(?) = a,l/,_l op(m) = w;l(cp(m)), por hipdétesis ¢(m) es elemento de
Ny al aplicar 7! obtenemos un elemento de N. Ademds, sean m’ en M y ¢’ en S tales
que m/t = m’/t’, se sigue que existe u en S tal que u - (¥m) = u - (tm’) y al ser ambos
elementos de M aplicamos ¢, de donde se obtiene que ¢(u - 'm) = @(u - tm’). Luego,
u-{ - @om) =u- (- eim)). Asi, se tiene que ¥, (' - o(m)) = Y,(t - ¢(m")). Por lo
tanto, ¢’ - ¢(m) = t - p(m’). De este modo, ¥, o ¢(m) = ¥, o ¢(m’) de donde se sigue
que ¥, o Yy 0 p(m) = ¢! oy, 0 p(m’), y consecuentemente ¢, oy, ! oy 0 p(m) =
Yoo, o, o p(m’). Esto implica que, ;! o o(m) = ¥, 7! o p(m’). Por lo tanto,

m m’ — . .
® (7) =@ l En conclusion, ¢ esta bien definida.

.Seana,be A,m,m’ e Myttt €S, setiene que:

t r i
Wt oY opla-m) +yr,) o opb-m') = a- ;" o p(m) +b- (' o p(m”)). Por lo tanto,

m m’ m m’
ela-—+b-—|= ‘~(—)+b-~—
(’D(a t t’) AV "D(t'

¢(a-%b-ﬁ):’95(0/'a.mwt.b'm,))=tﬁ;,}(so«r'-a-m)+(t-b-m’>)):

. En definitiva, ¢ es una aplicacion A-lineal.

 Ademds, se cumple que B( )1 = (5 () - £ = (W (@) = @(m), para cuales-
quier m € M y t € S. Ahora, suponiendo que existe una aplicacién A-lineal g : S™'M — N

t

Aplicando ;' a ambos lados de la ecuacion se tiene que ;' (p(m)) = ;! (t g (?)) Asf,

W' op(m) =g (?), lo cual implica que ¢ = g.

Por ultimo, observemos que si N es un médulo sobre S ~'A, entonces N satisface obviamente la

condicién (x) y que @ es una aplicacién S ~'A-lineal.

Este teorema permite la construccién de una biyeccién entre Homa(M, N)y Homa(S ~' M, N) cuan-
do el A-médulo N cumple con la condicidn estrella y esto precisamente, es lo que enuncia el

siguiente corolario.
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Cororario 1.8. Sean My N modulos sobre un anillo A. Si N cumple que para todot € S la
aplicacion A-lineal \, antes definida es un A-isomorfismo, entonces Homs(M, N) estd en biyeccion
con Homa(S "M, N).

Asi, como una consecuencia directa de este ultimo corolario se sigue que:

CororarIO 1.9. Sean S un conjunto multiplicativo de un anillo A y M un médulo sobre A. Se
tiene que para cualquier médulo N sobre S~'A, los A-médulos Homa(M, N), Homs(S~'M,N) y
Homg1,(S~'M, N) son isomorfismo.

En seguida, se estudia el comportamiento de la localizacién con respecto a las aplicaciones
lineales entre modulos.

Proposicion 1.10. Sean M y N médulos sobre un anillo A y S un conjunto multiplicativo de
A. Si f es un elemento de Hom,(M, N), entonces existe una aplicacion S ~'A-lineal S~' f definida

por:

ST'f:8'"M — S°'N
m. fm

4 t
Mds aiin, si f es inyectiva (respectivamente sobreyectiva, respectivamente biyectiva), entonces

S~Lf es inyectiva (respectivamente sobreyectiva, respectivamente biyectiva).

DEMOSTRACION. S~ f es una aplicacion S~'A-lineal. En efecto, sean a,a’ € A, s,s,t,f € S y

m,m’ € M. Se cumplen los siguientes incisos:
1. S~ f estd bien definida, pues S ! f(?) estd en S~'N ya que f(m) € N y suponiendo que

— = e existe u € S talque u - (¢ - m) = u - (t-m’). Aplicando f en ambos lados se tiene

qtue fu- @ -m)) = f(u-(t-m)). Luego, ut’ - f(m) = ut - f(m’'). Asi, u € S es tal que
u-(t' - f(my—t- f(m")) = Oy, por lo tanto @ = flm

p p ) en S~!N y en consecuencia S 7! f

estd bien definida.
2. S7'f es S 'A-lineal. En efecto:

S_lf(g-@+a—/-ﬂ) _ S—lf((s’t’a)-m+(Sla’)~m/)

sts't
fl(s't'a)-m+ (sta’) - m’]

sts’t’
_s'r a- f(m) N st a - f(m')
st st st s’

a-fom) a - fom)

st s't
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a s afon)
st s v

Por lo tanto S ~! f es una aplicacién S ~!A-lineal.

Abhora, suponiendo que f es inyectiva, a continuacién se prueba que S ! f es inyectiva:

0
Seanm e Myt € S tales que ? € Ker(S™' f), se sigue que S‘lf(?) = Og-1y, es decir fm) = I_N’
A
por lo tanto existe u € S tal que u - f(m) = Oy y ya que f es A-lineal se tiene que f(u - m) = Oy.
Como f es inyectiva, u - m = 0y, lo que implica que — = wm_ Og-13.

u
Si f es sobreyectiva, entonces para n € N existe m € M tal que f(m) = n. Por lo tanto, para todo
t € S se tiene que ; = f(m) =S7'f ( ) Asi, S~ f es sobreyectiva.

Finalmente, si f es blyectlva entonces es obvio que S ! f 1o es. -

El siguiente teorema habla del comportamiento de la localizacion con respecto a las sucesiones

exactas.

TeOREMA 1.11. Sea S un conjunto multiplicativo de un anillo A. Se tiene que, si

8

f
0 M N P 0

es una sucesion exacta de A-médulos, entonces la siguiente sucesion de S ~'A-médulos

sy S7lg

0—=S'"M——S"'N S-ip 0

es exacta.

) f g ., P
DEMOSTRACION. Sea ( M N P 0 una sucesion exacta de A-modulos. Por

la Proposicién 1.10 se tiene que S~!f es inyectiva y S ~'g es sobreyectiva. Sélo falta probar que
Im(S™'f) = Ker(S~'g).

s Im(S7'f) C Ker(S~'g). Seann € Nyt € S tales que ; e Im(S7'f), existenme Myt €
S tales que ’; _ s-lf(’t”—,). Asi, S-lg(§) _ S‘lg(S_lf(?)) _ S’lg(f(m)) _ sUm)
0p Op

v t
Como Im(f) = Ker(g), se tiene que g(f(m)) = 0p. Luego, S‘lg(é) =T =1 Por lo
A

tanto, ; € Ker(S_lg).
» Ker(S7'g) € Im(S™'f). Seann € Nyt € S, tales que E € Ker(S™'g), se sigue que,

0

S‘lg(t) Og-1p, es decir, &t) = 1P Luego, existe u € S tal que u - g(n) = Op, lo que es
A

equivalente a decir que existe u € S tal que g(u-n) = Op. Como Im(f) = Ker(g)y u-nestien
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Im(f) existe m € M tal que u - n = f(m). Con ello, se sigue que ; 1 ; - fm) =

u ut  ut

S_lf(ﬂt) y por lo tanto, ; € Im(S_lf).
u
.. .. sUf S71g .,
En definitiva, la sucesion 0 ——= S~y —= S~ IN ——= S-1p ——= (0 es una sucesion exacta
de S ~'A-médulos.
Lo ultimo que se estudia de la localizaciéon para modulos es la forma de los submdédulos de
S~'M. En caso de tener un A-submédulo N de M, se toma la sucesién exacta de A-médulos

N—~M z
0 ~ =0

donde i es el homomorfismo inclusion y 7 el homomorfismo proyeccidn, al aplicar el Teorema 1.11

se obtiene que
-1 “Ix M
OHS_INLS_IMLS_I (N)*)O

es una sucesién exacta de S ~'A-médulos, teniendo asi que ST'N = Im(S~'i) = Ker(S~'7), que
siempre es un submédulo de S ' M. Con el siguiente lema se asegura que los S ~'A-submdédulos de
S~'M son de la forma S ~!' P, para algin submédulo P de M.

Lema 1.12. Sean M un modulo sobre un anillo A 'y S un conjunto multiplicativo de A. Si T es
un S ~'A-submédulo de S ~' M, entonces T = SN para algiin A-submédulo N de M.

DEMOSTRACION. Sea I' un S ~!A-submédulo de S ~! M, consideramos el conjunto
N = {neM: 1 eraraalglinseS}.
s

Se quiere probar que N es el submédulo de M tal que I' = S ' N. Primero verificaremos que (N, +)

es un subgrupo de (M, +).

: Onm
= () estd en N, basta considerar 14 € S, para tener que 1. el
A
= Sean m,n € N, se quiere probar que m — n € N. En efecto, como m,n € N, existen

m .
s,t € § tales que —, " son elementos de I'. Ya que I' es S ~'A-submédulo, se sigue que
s

s m m tr n n . . m n m-—n
—-—=—¢€l'y —-—=—¢€1T, asi, se tiene que — — — =
lA S lA IA t lA IA 1A lA
m — n es un elemento de V.

€I, por lo que

Con esto se tiene que (N, +) es un subgrupo de (M, +), si ademads, se considerana € Ayn € N, ya

.y . n ) _ 4 .
que por definicion existe € S tal que " € T, una vez mas por ser I un S ~!A- submédulo, se tiene
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que li . ; = ? € 'y por lo tanto an estd en N, asi, N es un A-subméddulo de M.
A
Sélo resta verificar que I' = S~'N. Por un lado, I' € S~!'N, pues al ser I' un submédulo de S ' M

n 7’ ., .
sus elementos son de la forma > donde n € Myt € S, asi, por construccion de N, se tiene que

n € Ny con ello ; € S7'N. Por otro lado, T 2 S ' N, sea ’; en S'N, comon € N existe s € S tal

n ) s n on
que — €T, asi, se tiene que PR es un elemento de I' y por lo tanto S T'N =T.
s s -t

1.2. El Espectro de la Localizaciéon de un Anillo en un Conjunto Multiplicativo. Sea S un
conjunto multiplicativo de un anillo A. Considerando el anillo A como un médulo sobre si mismo,

se puede definir un producto de forma natural sobre S ~'A de la siguiente manera:

Xx:8STTAxS'A - 574
(a b) ab
_,_ H —_—
s t St

0 1
No es dificil de verificar que (S™'A, +, X) es un anillo, con neutro 1—A e identidad I—A. Ademas,
A A
existe un homomorfismo de anillos entre A y S ~'A dado por:

if:A - ST'A
L, a
a —_—
La
Con esto es posible enunciar la propiedad universal de la localizacién para anillos (igual que en

[1]) de la siguiente manera:

ProposicioN 1.13. Sea S un conjunto multiplicativo de un anillo A 'y sea ¢ : A — B un ho-
momorfismo de anillos. Si para todo s € S, ¢(s) es una unidad de B, entonces existe un unico

homomorfismo de anillos ¢ : S™'A — B tal que ¢ = ¢ o if.

La prueba es muy parecida a la del Teorema 1.7, con la diferencia que en lugar de pedir la
condicidn estrella, se pide que ¢(s) sea una unidad en B, esto para todo s € §. Ademads, sabemos
que los S ~'A-submédulos de S ~'A son de la forma S '/, donde I es un ideal de A, ya que S ~'A es
un S ~'A-médulo. En caso que el ideal I intersecte el conjunto multiplicativo, tenemos que S ~'7 es

igual a S ~'A, dicha afirmacion se aclara en el siguiente lema.

Lema 1.14. Sea S un conjunto multiplicativo de un anillo A y sea I un ideal de A. Se tiene que
S~ =8"1Asiysélosi(SNOI) #0.
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DEMOSTRACION. Sea S un conjunto multiplicativo de un anillo A y S ~'1 la localizacién de I en S . Se

1
tiene que S 'A = S 1, si y s6lo si, 1g-14 € S~'1 0 bien, I_A =4 paraalgina € I y s € S, es decir,
A s
existe r € § tal que #(s — a) = 04. De donde se obtiene que existe ¢t € S tal que ts = fa
a ta 14

. a ) ..
yasia € S, por lo tanto — = p X — = e = —, esdecir, 14 € I, 1o cual es una contradiccion. Se
S K s A

concluye que (I (S) # 0.

El siguiente teorema (ejercicio de [1]) da a conocer el espectro de la localizaciéon de un anillo

en un conjunto multiplicativo.

TeorEMA 1.15. Sean S un conjunto multiplicativo de un anillo Ay T = S~'J un ideal de S™'A,

donde J es un ideal de A. Se tiene que I es primo si'y solo si J es un ideal primo, tal que (J (\S) = 0.

DEMOSTRACION. Si tenemos un ideal primo J de A 'y (J(S) = 0, entonces S ~'J es un ideal primo
en S7'A, pues, S~'J es un ideal de S™'A y como (J(S) = 0, por el Lema 1.14 se tiene que

S1J # S7'A, sélo falta verificar que pasa con el producto, es decir, sean a, b elementos en A y s,t

.a b a ; ) )
en S, si— X pialow estd en I', entonces ab € Jy st € S, como J es primo, se sigue que a € J o
s s

b € J, de donde obtenemos que 2 estien S'Jo ? estden S~!J y por lo tanto S ' J es ideal primo
de S'A. ’

Ahora, supongamos que I' es un ideal primo de S ~'A, sabemos es de la forma I' = S~1J, se quiere
probar que J es un ideal primo tal que (J ()S) = 0. Por el Lema 1.14 tenemos que (J () §) = 0, pues
de lo contrario S~'J = S~'A, contradiciendo que T es ideal primo. Y al considerar la aplicacién

A-lineal ifé, se sabe que (ig‘)‘l(l") = J es ideal primo en A (ver antes de Proposicion 1.41). —

2. Breve Introduccion a la Teoria de Gavillas

Otra de las herramientas que méds vamos a usar es la Teoria de Gavillas, la cual pertenece a la

rama de la Geometria Algebraica y es la base para desarrollar el concepto de inmersion cerrada.

Lo que nos interesa por el momento de la Teoria de Gavillas es: una pregavilla, el anillo de
gérmenes de una pregavilla en un punto y una gavilla. Después, centramos nuestra atencion en los
morfismos de pregavillas y gavillas, de donde surgen la gavilla kernel de un morfismo de gavillas y
la pregavilla imagen de un morfismo de gavillas, la seccion se acaba con el estudio de la pregavilla

cociente de dos gavillas.

2.1. Pregavilla, Gavilla y sus Anillos de Gérmenes. De manera informal, una gavilla (o

pregavilla) es una coleccion de conjuntos, todos con el mismo tipo de estructura algebraica, todos
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indexados por los abiertos de una topologia, mas una coleccion de homomorfismos entre ellos, es

posible verificar estos conceptos en [6] o en [7].

DEernIcION 1.16. Sea X un espacio topoldgico. Una pregavilla de anillos sobre X es un par
(F,p), donde ¥ es una aplicacién que a cada abierto U de X le asigna un anillo conmutativo con
unidad ¥ (U) y p es tal que a los abiertos U, V de X tales que V C U, les asigna un homomorfismo
de anillos p‘lf : F(U) — F(V) al que llamaremos restricciéon. Ademads este par cumple con las

siguientes propiedades:

1. ¥(0) = {0},
2. para todo abierto U de X, p}, = idrw) y
3. para toda terna de abiertos U, V, W tales que W C V C U, se tiene que pl, = py, © pb.

Los elementos del anillo #(U) suelen llamarse secciones y para una seccién s € ¥ (U) la
restriccion p%,’(s) cuando no hay temor de confusién la denotamos por s|y. Con el tnico fin de
simplificar la notacién denotaremos la pregavilla (¥, p) por #. A continuacién construiremos el
anillo de gérmenes para un punto de X, lo mejor es que con la misma construccion se obtiene el
anillo de gérmenes de una gavilla.

Sea ¥ una pregavilla de anillos sobre un espacio topolégico X y sea p un elemento de X,
consideramos el conjunto I', = {(U,s) : Uesabiertode X,p € Uy s € F(U)}, se observa que
', no es vacio, ya que (X,04) y (X, 14) estdn en I',,. Definimos la relacion —~ en I', de la siguiente
manera: sean U, V abiertos de X que contienen a p, s € F(U) y t € F(V), diremos que (U, s) esta
relacionado con (V, t), denotado (U, s) — (V, 1) si y s6lo si, existe un abierto W de X que contiene a
p,tal que: W C (U NV)y pl(s) = py,(2).

Lema 1.17. La relacion «~ que se acaba de definir enI',, es de equivalencia.

DEemosTRACION. Para la prueba se van a considerar U, V 'y W abiertos de X que contienen a p y las
secciones s € F(U),t € F(V)y re F(W).

» La relacion - es reflexiva. En efecto, sea (U, s) € I',, basta tomar el abierto W = U para
obtener que (U, 5) - (U, s) ya que p¥(s) = pY(s).

= Larelacién - es simétrica. Pues, si (U, s) ~ (V, 1), entonces existe un abierto W del espacio
topolégico X, que contiene a p, tal que W C U NV y pl(s) = py,(r), tomando el mismo
abierto, W se tiene que p € W C VN U y py, (1) = p ().

= La relacion - es transitiva. En efecto, suponiendo que (U, s) -~ (V,1) y (V,1) - (W,r),
se tiene que existen abiertos E, F' en la topologia de X que contienen a p y cumplen que
ECUNV,FCVnWyademis, pZ(s) = pp(t) y pp(t) = py (r). Considerando el abierto
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L = E N F del espacio topoldgico X que contiene a p y contenido en E N F, se tiene que

Py o pl(s) = p; o pp(t)y py o pp(t) = py o py(r), es decir, pY(s) = p/ (1) y p] (1) = p}) (r).
Asi, p¥(s) = p)/(r) y por lo tanto, (U, s) ~ (W, r).

En conclusién - es una relacion de equivalencia. —

r
Ya que la relacién- es de equivalencia, hacemos el cociente de I', con -~ obteniendo 2L = Fp=
{l(U,s)]: U CX,peUyseF(U)}, endonde definimos una suma y un producto de la siguiente

manera,

= suma +: [(U, H] + [(V,@)] = [(UNYV, fluav + glunv)],
= producto x: [(U, NI X [(V,&)] = [(U NV, fluay X gluav)],

donde [(U, f)] y [(V,1)] son elementos de ¥,. Es facil verificar que (F, +, X) es un anillo. De esto

nace la siguiente definicion.

DernicION 1.18. Sean F una pregavilla sobre un espacio topologico X, p un elemento en X,
considerando el conjunto de antes I', = {(U, s) : U es abiertode X,p € Uy s € ¥ (U)} y larelacion
de equivalencia - antes definida. El anillo de gérmenes de la pregavilla ¥ en el punto p, es el
cociente de I', con la relacion de equivalencia - igual al conjunto {[(U,s)] : U C X,pe Uys €
F(U)} y se denota por 7.

Los elementos [(U, s)] € ¥, suelen llamarse gérmenes y algunas veces los denotaremos por s,,.

DeriNiciON 1.19. Una pregavilla F sobre el espacio topoldgico X es una gavilla si para todo
abierto U de X y toda cubierta abierta (U,);c; de U donde I # 0, se cumple que:

1. Si s € F(U) es tal que pg’_(s) = Oy, paratodo i € I, entonces s = Oz ).

2. Si (8))ie; es una familia de secciones tal que s; € F(U;) para todo i € I y cumple que
pgij/_(si) = pZ‘i’mU/_(sj), para todo i, j en I, entonces existe s € ¥ (U) tal que pgi(s) = s; para
todoi € [.

EsemprLo 1.20. Un ejemplo sencillo de una pregavilla es el siguiente, consideramos un espacio
topolégico Hausdorft X, distinto del reducido a un punto y un anillo A de cardinalidad distinta
de uno. Definimos la pregavilla constante A, de la siguiente manera: Ay, (U) = {0} siU = 0y
Ay(U) = Asi U # 0.Y definimos p tal que pf = 0si V = 0y pll = idysiV # 0, para
cualesquier abiertos U, V de X tales que V C U. La primera condicion para que A}, sea pregavilla
se tiene por definicion, la segunda se cumple, pues, en caso que U = 0, p¥) va del cero en el cero

y si U # 0, entonces p, por construccion es la identidad en A. Lo mds laborioso, pero sin ser
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complicado, es probar la tercer condicion, esto ya que, para cualesquier abiertos U,V 'y W de X,
tales que W C V C U, es necesario verificar que pY, = py, o py) para los siguientes casos: si U = 0,
StU#0yV=0,siV+0yW=0ysi W=+ 0. En todos los casos se cumple la tercer condicidn,

los detalles se pueden observar en [5].

El Ejemplo 1.20 es especial ya que es una pregavilla que no es una gavilla. En efecto, si con-
sideramos los elementos x,y en X, como X es Hausdorff existen abiertos U y V tales que x € U,
ye VyUnNYV =0. Ahora, ya que A tiene al menos dos elementos tomamos a,b en A, cona # by
tales que a € Ay (U) y b € A (V), si Ay, fuera una gavilla, una de las secciones se extenderia a {a, b}
pero como U NV = 0 se tiene que alyny = 04 = blyny lo cual es una contradiccion. Por lo tanto Ay,

no puede cumplir con la condicién dos para ser gavilla.

EsempLo 1.21. Sean X un espacio topologico, A un anillo y p un elemento en X, definimos
como: Af((U) = A si p es elemento de U y A§(U) = {0} si p no es elemento de U y para todo
par de abiertos U, V en X, tal que V C U se define p como pi = id, en el caso que p este en V'y
pY =04 si p no es elemento de V. A} es conocida como la gavilla rascacielos. Para ver que A% es
una pregavilla es parecido al ejemplo anterior, s6lo que ahora se consideran los casos de si el punto
estd o no en el abierto, también es posible ver los detalles en [5].

2.2. Morfismos entre Gavillas. Al considerar una estructura algebraica y dos conjuntos con
dicha estructura siempre queremos definir una aplicacion entre ellos, como en el caso de lo homo-
morfismos de grupos, los de anillos, de mddulos, etc. en el caso de las gavillas se tiene la siguiente

definicién para un morfismo.

DEerINICION 1.22. Sean ¥ y G gavillas de anillos sobre un espacio topoldgico X. Un morfismo
de gavillas ¢ : ¥ — G es una aplicacioén que a cada abierto U de X le asigna un homomorfismo
de anillos ¢y : F(U) — G(U), de tal manera que para cualesquier abiertos U, V de X, tales que

V C U el siguiente diagrama es conmutativo:

FU) ——— GU)
oY i lpgg
F(V) G(V)

Vv

De manera no formal, un morfismo de gavillas es una familia de homomorfismos de anillos,
indexada por los abiertos de una topologia, que cumplen ser compatibles con las restricciones de

gavillas. Ademas, para un elemento p € X, el morfismo ¢ siempre induce un homomorfismo entre
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los anillos de gérmenes de la siguiente manera,
$p:Fp = Gp
(U, )] = [(Udu(s)]

De esta construccion se tiene que el siguiente diagrama es conmutativo:

FU) ——— GU)
l |
7y G

para cualquier abierto U de X que contiene a p donde la aplicacién entre F(U) y ¥, que hace
conmutar el diagrama es tal que a s lo manda en [(U, s)] y la que vade G(U) en G, actia de manera

similar.

DeriNiciON 1.23. Sean F, G gavillas sobre el espacio topoldgico X y sea ¢ : ¥ — G un
morfismo de gavillas.

1. El morfismo de gavillas ¢ es inyectivo si para todo p € X, el homomorfismo inducido ¢,
es inyectivo.
2. El morfismo de gavillas ¢ es sobreyectivo si para todo p € X el homomorfismo inducido

¢, €s sobreyectivo.

Se tiene que ser cuidadoso al hablar de la sobreyectividad de un morfismo de gavillas, ya que si
un morfismo de gavillas ¢ es sobreyectivo no implica que los homomorfismos de anillos ¢ lo sean,
donde U es un abierto de X. En el caso de la inyectividad se tiene que un morfismo de gavillas ¢ es
inyectivo, siy solo si para todo abierto U de X los homomorfismos de anillos ¢y son inyectivos.

Teniendo una gavilla de anillos # sobre un espacio topoldgico X definimos el morfismo iden-
tidad id# de tal manera que para todo abierto U de X id#) : ¥ (U) — F(U) es el homomorfismo
identidad. Y en caso de tener dos morfismos de gavillas ¢ : ¥ - Gy ¢ : G — H, donde F,G
y H son gavillas de anillos sobre el espacio topoldgico X, se define el morfismos de gavillas com-
posicion ¢ o ¢ : F — H de tal manera que para todo abierto U de X se tiene el homomorfismo de
anillos (¢ o §)y = ¢y © ¢y : F(U) > H(U).

DerniciON 1.24. Un morfismo de gavillas f : ¥ — G es un isomorfismo si existe un morfismo

de gavillas g : G — F talque go f =idr y f o g = idg.

TeOREMA 1.25. Sean ¥ y G gavillas sobre un espacio topologico X y sea [ : F — G un

morfismo entre ellas. Los siguientes enunciados son equivalentes:
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1. El morfismo f es un isomorfismo de gavillas.
2. Para todo abierto U de X el homomorfismo de anillos fy : F(U) — G(U) es un isomorfis-
mo.

3. Para todo p € X el homomorfismo de anillos inducido f, : ¥, — G, es un isomorfismo.

DemosTRACION. 1. = 3. Suponiendo que f es un isomorfismo de gavillas, se tiene que existe un
morfismo g : G — ¥ talque go f = idg y f o g = idg, teniendo que para todo p € X los
homomorfismos de anillos inducidos f, y g, cumplen que g, o f, = ids, y f, © g, = idg,, asi, para

todo p € X tenemos que el homomorfismo de anillos f, es un isomorfismo.

3. = 2. Si ahora lo que se tiene es que para todo p € X el homomorfismo de anillos inducido f, :
¥, — G, es un isomorfismo, entonces probaremos que para todo abierto U de X el homomorfismo
de anillos fy : ¥F(U) — G(U) es un isomorfismo. En efecto, sea s € F(U) tal que s € Ker(fy), es
decir fy(s) = Og) o bien, para todo p € U se tiene que f,([(U, s)]) = [(U, fu(s)] = [(U,Ogw))]y
como f, es un isomorfismo de anillos se sigue que Ker(f,) = {[(X, 0zx))1}, por lo tanto s = O (y).
En conclusién f; es un homomorfismo inyectivo. Lo que sigue es verificar si f; es sobreyectivo.
Dado t € G(U), para p € U podemos decir que [(U, )] € G, y como f, es sobreyectivo se sigue
que existe un abierto V,, de X que contiene a p y contenido en U y existe s” en ¥ (V) tales que
[(Vy, sP)] € Fpy [o(L(Vps s = [(Vys fv,(sP))] = [(V),tlv,)], es decir existe un abierto W, de X
que con tiene a p y contenido en V), de tal manera que pg“;ﬁ’p (fv,(sP)) = pgé{,’)(t), teniendo asi una
familia de secciones (s7),y, , una familia de abiertos (V, ),y y una cubierta abierta (W,),cy de
U, donde s? € F(V,) para cada g € U y tal que para todo g € U se tiene que pg“;jq( Jv,(s7) =
qu(pgc;j‘q(s‘f))) = pg%q(t). Como ¥ es una gavilla de anillos existe s € ¥ (U) tal que pgrl"/[p(S) =sPy
cumple que fy(s) = t. Por lo tanto f; es sobreyectivo. Més atin el homomorfismo de anillos fy es

un isomorfismo.

2. = 1. Partiendo del morfismo de gavillas f, ya que para todo abierto U de X se tiene un isomorfis-
mo de anillos fy : F(U) —» G(U), tenemos que existe fljl :GWU) —» F(U)tal que fy Of&1 = idg)
y f5' o fu = idry, donde fy o f5' = (f o fuy f7' o fu = (f ' o f)u. considerando f! co-
mo el morfismo de gavillas de la Definicion 1.24 se concluye que el morfismo de gavillas f es un

isomorfismo. —

2.3. ElKernel, la Imagen y el Cociente. En general siempre que tenemos un homomorfismo
de anillos, g : A — B se tiene que el kernel de g denotado por Ker(g) es un ideal de A y también
la imagen de g denotada por Im(g) es un subanillo de B, asi al tener dos gavillas ¥ y G sobre un
espacio topolégico X y un morfismo entre ellas f : ¥ — G, se sigue que para cada abierto U de X

tenemos un homomorfismo de anillos f;; : ¥ (U) — G(U) con el que podemos darnos una idea de
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como es que vamos a definir a la gavilla kernel y la pregavilla imagen dando paso a la pregavilla

cociente.

Sean ¥, G gavillas de anillos sobre un espacio topoldgico X. Dado un morfismo de gavillas

f 1 F — G se hacen las siguientes construcciones:

1. El kernel del morfismo f denotado por Kerf es tal que para todo abierto U de X se tiene
que Kerf(U) = Ker(fy) y pkers €s larestriccion de la gavilla 7, asi Ker f es una gavilla de
grupos sobre X. En efecto, Kerf(U) es un grupo para todo abierto U de X, pues Ker(fy)
es subgrupo de ¥ (U), ademés como el diagrama

FU) - )

prY i lpgg

FV) —=G6Wv)

es conmutativo, para los abiertos U,V de X tales que V C U, dado s € ¥ (U) tal que s
estd en Kerf(U), se tiene que pr¥ (s) € Kerf(V), pues fy(pry(s) = pgY(fu(s)) = Ogw,) y
asi pKe,f‘[{(Ker f(U)) € Kerf(V). Ademds, Kerf cumple con los siguientes incisos:

a) Kerf(0) = {0}, pues, por definicién f : F(0) — G(0).

b) Sea U un abierto de X, se tiene que pk.,ro = pryy = idyw) = idgerpw).-

¢) Sean U, V, W abiertos de X tales que W C V C U y sea s € Kerf(U). Se tiene que
Pkerfyy © Pkerfy () = pry, © pri(s) = priy(s). Asi, Kerf es una pregavilla.

Ahora, sean U un abierto de X y (U,);c; una cubierta abierta de U, tenemos que:

d) Dado s € Kerf(U) tal que para todo i € I se tiene que p,(erfgi(s) = pry. () = Orwy ¥
como ¥ es una gavilla tenemos que s = Or ) = Ogerr).-

e) Sea (s,);c; una familia de secciones tal que para todo i € I se tiene que s; € Kerf(U;) y
ademds para todo i, j € I se cumple que pKerfgimU,(si) = pKeerfnt(sj), as{p’/’giw,(si) =
p¢gfnt(sj) y como ¥ es una gavilla existe s € F(U) tal que s|y, = s;, paratodo i € I.
Sélo falta verificar que s € Kerf(U). Recuerde que f es morfismo de gavillas por lo
que el siguiente diagrama conmuta para todo i € I:

FU) - GU)

P, l l PGy,

F(U) T Gy

de donde se sigue que fy, © pch,.(S) = fu(s)) = OFw,. Asi, ngi ° fu(s) = Ogw, y en
conclusion s € Kerf(U).
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En definitiva, Ker f es una gavilla de grupos abelianos sobre el espacio topoldgico X.
2. La imagen del morfismo f denotada Imf es tal que Imf(U) = Im(fy) para todo abierto
U de X, donde f es un homomorfismo de anillos y py,,s es la restriccion de la gavilla G, es
decir, para los abiertos U, V de X tales que V C U se tiene que p;, 5 = pgl. La imagen del
morfismo f es una pregavilla, ya que Imf(U) es un anillo, para todo abierto U de X, pues
Im(fy) es subanillo de G(U), también, si V, U son abiertos de X, entonces p,mf‘[{ = pgg y

como f es morfismo entre ¥ y G se tiene que el diagrama

FU) - )

pry i J{pgg

F(V) ——G(V)

es conmutativo y que oy, fg : Imf(U) — Imf(V) es un homomorfismo de anillos. Ademas,

Imf cumple con los siguientes incisos:

a) Imf(0) = {0}, pues Imf(0) = Im(fo) y fo : F(0) = G(0).

b) Para todo abierto U de X, se tiene que pjst = pgr, = idgw) = idmsw).-

c) Sean U, V, W abiertos del espacio topologico X talesque W C V C U ysear € Imf(U).
Se tiene que Pyuyyy © Pimsy (1) = Py © Py (1) = g () = Pmpy (7).

En conclusion Imf es una pregavilla de grupos abelianos.

La construccion de la gavilla cociente la postergaremos para estudiar los anillos de gérmenes

de la gavilla kernel y de la pregavilla imagen.

En el caso de la gavilla Kerf para p en X se tiene que (Kerf), = Ker(f,), donde f, es el
homomorfismo de anillos dado por

fiFp = Gy

s, B fp(sy)

Sea s, = [(U, s)] € ¥,, con U es un abierto de X que contiene a p y s un elemento en Kerf(U). En
efecto, se tiene que [(U, fuy(s))] = [(X, Ogx))], pues s € Kerf(U) y por lo tanto s, € Ker(f,), asi,
se tiene que (Kerf), C Ker(f,) paratodo p € X. Ahora la otra contencion Ker(f,) C (Kerf),. Sea
s, € Ker(f,), es decir, s, = [(U, s)], donde U es un abierto de X que contiene a py s € F(U), tal
que f,(sp) = [(U, fu(s)] = [(X,0gx))]. Por lo tanto existe un abierto W, de X, contenido en U y

que contiene a p, tal que (fy(s))lw, = Ogw,). Ademas, U = U W,y como G es gavilla se tiene que

peU
Sfu(s) = Og), por lo tanto Ker(f,) € (Kerf),, para todo p € X. En conclusion (Kerf), = Ker(f,).
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De manera similar para la pregavilla imagen de el morfismo f se tiene (Imf), = Im(f,) para
todo pen X:si s, = [(V,,s)] € Umf),, donde V, es un abierto de X que contienea py s € Imf(V),)
entonces existe r € ¥ (V,), de tal manera que fy,(r) = s. Consideramos r, = [(V,, )], se sigue que
So(rp) = [(Vy, fu,(r)] = [(Vp, $)] = 5,, asi 5, € Im(f,,), de donde se tiene que (Imf), C Im(f,) para
todo p € X. Para la otra contencion consideramos s, = [(V,, s)] € Im(f,), donde V, es un abierto de
X que contiene a py s € G(V),), pues Im(f,) es un subgrupo de G, asi, existe r, = [(U,,7)] € F,,
donde U, es un abierto de X que contiene a p y r € F(U,) tal que f,(r,) = s,. Por lo tanto
[(Up, fu,(r)] = [(V,, 5)] teniendo que existe un abierto W), contenido en U, N V,,, que contiene a
py tal que (fy,(r)lw, = slw, y como f es morfismo de gavillas tenemos que sly, € Imfy,, de esta
manera s, = [(V), )] = [(W,, slw,)] € (Imf), y por lo tanto Im(f,) = (Imf),.

La siguiente definicion la ocuparemos en la construccién de la gavilla cociente.

DEerINICION 1.26. Sea ¥ una gavilla de anillos sobre un espacio topolégico X. Un ideal 7 de ¥
es tal que 7(U) es un ideal de F (U) para todo abierto U de X y es compatible con la restriccion p#
de 7.

Lo siguiente que haremos es ver que le pasa al cociente de una gavilla anillos y un ideal de

dicha gavilla. Sea ¥ una gavilla de anillos sobre un espacio topolégico X y sea 7 un ideal de F,
FWU)
I(U)

el cociente (?) es tal que (?) ) =

para todo abierto U de X y si se tienen dos abiertos

V C U se define p(f)—U como:
)V

v 7O T
POy To) T Tm)
s+I1(U) p¢€,](s) + I (V)

Se sigue que (7) es una pregavilla de anillos, ya que cumple con los siguientes incisos:

] 0
1. P(;)f(@) = {0}, yaque P(;)f@) = 70 = u = {0}.

70 {0} FUy  FWU
2. Para todo abierto U de X, se tiene que P(;)*Z . I((U)) - I((U))

y claramente se cumple

U .
uc FN- = ldﬂl/).
q p(T) U 1(U)

3. Sean U,V y W abiertos de X talesque W C V C U y sea s € ¥ (U), se tiene que p(g)—& o
pry Us+ I = pery ¥ (07 Y(5) + T(V)) = priylpr () + T(W) = priy(s) + T(W). Por
otro lado p(§)—;]v(s + I(U)) = pq—'g/(S) + I(W) Por lo tanto, p(§)*;jv = p(§)*;/ o p(§)*g

En conclusion, el cociente (?) es una pregavilla de grupos abelianos. Esto da paso a la definicion

del cociente de una gavilla de anillos con un ideal.
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DEerINICION 1.27. Sea 7 un ideal de la gavilla de anillos # sobre un espacio topolégico X. Con

notaciones de la presente seccion, (?) es la pregavilla cociente de ¥ por 7.

Ahora estudiemos que pasa con el anillo de gérmenes de la pregavilla (?) .

Lema 1.28. Sea F una gavilla de anillos sobre el espacio topologico X y sea I un ideal de F .

T 7
Se sigue que (f) =2 para todo p € X.
I , Ay

DemosTrACION. Sea p € X. Consideramos la siguiente aplicacion:

Lo 1)
p:— — |=
L),

5,41, & [(Us+I(U))]

Se verifica que ¢ es homomorfismo de anillos. En efecto, sean s, = [(U, )] y 1, = [(V, )] elementos
en F,. Se sigue que ¢((s, + 7 ,) + (t, + 1)) = ¢((s, +t,) + 1,) = [(UNV,(sluav + Hunv) + Z(U N
VDI =[U, s+ IU)]+ [(V,t + L(V)] = ¢(s, + L) + ¢(t, + 1), de manera andloga se verifica
que ¢((s, +1,) X, +1,) = ¢(s, +1,) X ¢(t, +1,)y ademds se observa que ¢(1, + 7,) =
[(U, 1#w) + Z(U))]. Ahora consideramos la siguiente aplicacion:

?)‘ 7
= - —
w (I P Ip

[(U,s+IU)] = s,+1,

Se verifica que ¢ es un homomorfismo de anillos. En efecto, sean [(U, s+ Z(U))], [(V,t+1(V))] ele-

mentos de (?) CASLY([(U, s + L) +[(V 1t + Z(V)D =4 (U NV, (Sluay + fluay) + LU N V)]

p

= (slUﬂV+t|UﬁV)p+Ip = (Sp+tp)+fp = (Sp+Ip)+(tp+Ip) = lﬂ([(U, S+I(U))])+¢([(V’ t+[(V))]),
de manera andloga se verifica que Y([(U, s + Z(U)Ix[(V,t + Z(V)]) =¥ ([(U, s+ I (U))DXy([(V,t+
I(V)D y ademas se tiene que Y([(U, 17y + I(U))]) = 1, + I,. Ya con ambas aplicaciones
i

I_p’
se sigue que, Yo ¢(s, +1,) = Y(P(s, + L ,)) = Y([(U,s + I(U))]) = s, + I,. Por otro lado, para

[(U,s+1(U))] € (?) . se tiene que, ¢ oy ([(U, s + Z(U))]) = ¢ ([(U, s + L(U)))) = ¢(s, + 1)) =

[(U, s + Z(U))]. En ambos casos la composicion es la identidad, por lo que ¢ es el homomorfismo

veamos que pasa con la composicion de los homomorfismos de anillos ¢ y . Sea (s, + 1) €

?
inverso de ¢. En conclusion, el anillo L es isomorfo al anillo f .
I, I »



3. EL ESPACIO DE ZARISKI DE UN ANILLO 19

La introduccidn a la Teoria de Gavillas termina con la definicion de las sucesiones exactas de

gavillas.
DEerINICION 1.29. Sean 7, G y H gavillas de anillos sobre un espacio topoldgico X y los morfis-
mos de gavillas f : F —> Gy g : G — H. La sucesion

0 Flogtom 0

es exacta de gavillas si para todo p € X, se tiene que la sucesioén

0 Fo —= G

es exacta de anillos.

3. El Espacio de Zariski de un Anillo

La siguiente herramienta que vamos a usar, mas sencilla que la de la seccion anterior pero no

menos importante es el espacio de Zariski de un anillo.

Sea A un anillo. El conjunto de los ideales primos del anillos A lo denotaremos por Spec(A) y el
espacio de Zariski de A, es el conjunto Spec(A) dotado de la topologia de Zariski. A continuacion
se hace la construccion de dicha topologia y se estudian algunas de sus propiedades.

Siempre es posible considerar a Spec(A) # 0, la prueba de ello es el siguiente lema.

Lema 1.30. Sea A un anillo, se cumple que Spec(A) + 0.

DemMosTrACION. Por definicion de anillo consideramos A como un anillo conmutativo con unidad,
asi A # {0} y por lo tanto el conjunto I' = {I € JA : I # A} no es vacio. Ademads, la inclusién (C) es

una relacién de orden en I', pues verifica que:

= Larelacion C es reflexiva: para todo ideal J de A, tenemos que J C J.

» Larelacién C es antisimétrica: para los ideales J, K de A, talesque J/ C Ky K C J se tiene
que J = K.

= La relacion C es transitiva: en efecto, sean J,K y L elementos de I', tales que J € Ky

K C L, se sigue de inmediato que J C L.

Ahora, sea A un conjunto no vacio y sea (/,),ca una familia totalmente ordenada de elementos en

I', se quiere probar que dicha familia tiene una cota superior J € I'. Como candidato se propone

J:UIA.

AeA
Primero verificamos que J estd en I', se tiene que J # 0, pues, para cada A € A, I, # 0. Ademés,

(J, +) es subgrupo de (A, +) ya que;
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= (0,4 es elemento de J, en efecto, para todo A € A se sabe que I, es ideal, teniendo que 04 es
elemento de I, para todo A € A y por lo tanto 04 estd en J.

= Para x,y elementos en J se tiene que x — y es un elemento de J, pues, como x,y son
elementos de J, existen A,y en A talesque x € [ ey € I,, y como (/) €s una familia
totalmente ordenada, sin perdida de generalidad tenemos que, I, C I,. Asi, x € I, y como I,
es un subgrupo de (A, +) se tiene que x —y es elemento de Z,. Por lo tanto x —y es elemento
de J.

Una vez que obtenemos que (J, +) es subgrupo de (A, +), hay que verificar que J es un ideal de A,
para ello consideramos un elemento a en A y un elemento x en J. Por ser x elemento de J, existe
A€ Atal que x € I y por ser I, un ideal de A, se tiene que ax es elemento de /,, de donde se sigue
que ax estd en J y por lo tanto J es un ideal de A. Sélo falta probar que J # A, para tener que J es

un elemento de I'. Supongamos lo contrario J = A, esto equivale a que 14 € J, es decir 14 € U 1.

AeA
Asi, existe y € A tal que 1, € I, lo cual es equivalente a que existay € A tal que I, = A, lo cual

es una contradiccioén y por lo tanto J # A, en conclusién J € I'. Lo siguiente es probar que J es

cota superior de (I),ep: seay € A se tiene que [, C U I, es decir, I, C J teniendo que J es cota

AeN
superior de (1;),ca. Aplicando el lema de Zorn, se tiene que existe m en I tal que m es maximal.

Veamos que m es un ideal maximal de A. Sea L un ideal propio de A tal que m C L. Se quiere probar
que m = L. Por ser L ideal propio de A se tiene que L es elemento de Iy como m C L por ser m un
elemento maximal de I sigue que m = L. Por lo tanto Max(A) # 0 y ya que Max(A) C Spec(A) se
concluye que Spec(A) # 0. E!

En Spec(A) definimos los conjuntos V(I) = {p € Spec(A) : I C p}, donde I es un ideal de A,
con estos conjuntos haremos la construccidn de la topologia de Zariski.

TeoREMA 1.31. Sea A un anillo. Si consideramos los conjuntos V(I) como los cerrados de
Spec(A), entonces Spec(A) cumple ser un espacio topologico conocido como el espacio de Zariski
del anillo A.

DEemosTrACION. Se verifica que Spec(A) es un espacio topologico al considerar los conjuntos V(1)

como cerrados, donde 7 es un ideal de A.

1. Oy Spec(A) son elementos de la topologia.
= Spec(A) estd, basta considerar el ideal {04}, ya que todo ideal primo lo contiene. Asi,
V({0}) = Spec(A).
= El vacio estd, basta considerar A como el ideal, ya que por definicion, todo ideal primo
es distinto del anillo total. Asi, V(A) = 0.
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2. La interseccion arbitraria de cerrados es un cerrado. Se sabe que una suma arbitraria de

ideales es también un ideal, por lo que basta probar ﬂ V)=V [Z 1 j], donde L # 0y
JeL JeL
para todo j € L tenemos que /; es un ideal de A. Sea p € Spec(A), se tiene que p € ﬂ V(I;)
JEL
siy solo si para todo jen L, p € V(I;), es decir, para todo j en L se tiene que I; C p, de

donde se sigue que Z I; C py por lo tanto p € V(Z I;]. Asi, ﬂ V) = V[Z Ij].
JjeL JeL JeL JeL

3. Unién finita de cerrados es un cerrado. Es suficiente hacer la prueba para dos cerrados.
Sean /, J ideales de un anillo A, se tiene que V(1) | J V(J) = V(1J). En efecto, IJ estd en
yasuvez IJestaen J, porloque V(I) C V(IJ)y V(J) C V(1J), de donde obtenemos que
VihUVvy) cvdl).
Ahora sea p € Spec(A), si p € V(IJ) entonces IJ C p. Asi] C po J C p, es decir, p € V(I)
op € V(J) por lo tanto p € V(I)|J V(J). Teniendo asi ambas contenciones y con ello la

igualdad.

En conclusion Spec(A) es un espacio topologico. —

Esempro 1.32. Considerando el anillo Z se sabe que el conjunto de los ideales de Z esta definido
por: {nZ C Z : n € Z,} := 0Z y también se sabe que el conjunto de sus ideales primos se define
como Spec(Z) = {{0}} U{pZ € Z : p — primo}.

Estudiando un poco la topologia de Zariski de Spec(Z), se tiene que V({0z}) = Spec(Z) y para
n € N se considera V(n2), si p € V(nZ), digamos que es de la forma p = pZ para algin p primo. Se
tiene que nZ C pZ. Es decir, p divide a n y como Z es un dominio de factorizacion tnica, se sigue
que n = upy'---py,donde u € {1,-1}, s,ry,...,r, son elementos en Ny py,..., p, son primos en
N. Luego, p € {p1,..., ps} y por lo tanto V(nZ) = {p\Z, ..., p;Z}.

Dado un anillo A, es suficiente un ideal de A para definir un cerrado en el espacio de Zariski
del anillo A, por lo que para cualquier a € A definimos el abierto D(a) = Spec(A) \ V(Aa). Se dice
que D(a) es el abierto basico de Spec(A) asociado al elemento a en A. Ademads, para un elemento
p € (Spec(A) \ V(Aa)), es decir p en Spec(A) y p ¢ V(Aa) se sigue por definiciéon que Aa £ »,
asi a ¢ py por lo tanto para todo a en A el abierto basico D(a) asociado al elemento a también se
puede definir como D(a) = {p € Spec(A) : a ¢ p}. La siguiente proposicion aclara el por qué del
nombre de abiertos basicos.

Proposicion 1.33. Sea Spec(A) el espacio de Zariski de un anillo A. La familia (D(a)).eca, €s

una base de abiertos para la topologia de Zariski del espacio Spec(A).
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DEmosTRACION. Sea U un abierto de Spec(A), es decir de la forma U = Spec(A) \ V(I) para algin

ideal I de A. Se tienen los siguientes casos.

» Si U = 0, basta considerar 04, pues se sabe que D(0) = 0.
= Si U # 0, entonces se considera p € Spec(A) tal que p € U, es decir p € Spec(A)e I € p.
Es decir, p € Spec(A) y existe a € I tal que a ¢ p, por lo tanto p € D(a) y asi p € UD(a).

ael
U= U D(a).

Asi, cualquier abierto en Spec(A) se puede escribir como una unién de abiertos de la forma D(a).

En conclusidn,

Por lo tanto la familia (D(a)).ca €s una base de la topologia de Zariski de Spec(A). 3

En la siguiente proposicion se estudian abiertos basicos correspondientes a elementos muy

particulares en un anillo.
ProposiciON 1.34. Sea A un anillo y a € A. Se tienen los siguientes resultados.

= D(a) =0 siysolo sia e Nil(A).
= D(a) = Spec(A) siy solo sia € U(A).

DEMOSTRACION.

» Seaa € A, tal que D(a) = 0. Se tiene que D(a) = 0, si 'y s6lo si V(Aa) = Spec(A), siy s6lo
si Spec(A) C V(Aa), pues la otra contencidn siempre se tiene. Asi, para todo p en Spec(A)
se tiene que Aa C p, es decir, para todo p € Spec(A) se sigue que a € p y por lo tanto,
ae () v AsiaeNil(A).

peSpec(A)
= Seaa € A tal que D(a) = Spec(A), asi, V(Aa) = (. Por lo tanto, no existe p en Spec(A) tal

que Aa C p, lo cual pasa si y s6lo si Aa = A. Por lo tanto, a € U(A).
Como casos particulares, si a = 04, entonces D(04) = 0@ y en el caso que a = 14, se tiene que

D(1,) = Spec(A). i

Veamos quiénes son los abiertos basicos del Ejemplo 1.32. Sea n € Z. Si pZ € D(n). Por
definicion, pZ € (Spec(Z) \ V(nz2)). Es decir, pZ € Spec(Z) y nZ ¢ pZ. Por lo tanto p no divide

any como Z es dominio de factorizacion tnica se tiene que n = p? ...py, donde rq,...,r, son
elementos de Ny py,---, py primos en Z. Asi, tenemos que p ¢ {pi,..., ps} y por lo tanto D(n) =
Spec(A) \ {p1Z, ..., psZ}. En este caso se tiene que todos los abiertos de la topologia son basicos,

ademds, podemos decir que D(1) = D(—1) = Spec(Z) y también que D(0) = 0.
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EsempLo 1.35. Considerando como anillo el conjunto de los numeros reales R, se sabe que el
conjunto de sus ideales es R = {{0},R} y que el conjunto de ideales primos es Spec(R) = {{0}}.
Ademads, ya que para todo x en R se tiene que x es una unidad o bien x es el cero, los abiertos que
se tienen son D(0) = @ y en caso que x # 0 se tiene el abierto D(x) = Spec(R) = {{0}}. Con este
ejemplo hemos ilustrado cudl es el comportamiento de la topologia de Zariski si consideramos un

campo.

EjsempLo 1.36. Ahora consideramos el anillo de polinomios en una variable y coeficientes en
los nimeros complejos, C[x]. Sabemos que C[x] es dominio de factorizacén tinica y como C es
algebraicamente cerrado los ideales primos que son generados por elementos irreducibles son los
polinomios de grado uno, por lo tanto Spec(C[x]) = {{0}} U{{x — a)|a € C}. Sabemos que el vacio
es el abierto asociado a los elementos nilpotentes del anillo, en este caso el polinomio nulo. Y para
un polinomio f(x) € (C[x] \ {0}), tenemos que p € D(f(x)) es equivalente a que f(x) ¢ p, por lo
que p = {0} siempre es un elemento de D(f(x)) y si p es de la forma (x — ) para algin « € C, tener
que f(x) ¢ (x — a) es equivalente a que @ no es raiz de f(x), pues C es algebraicamente cerrado.
En conclusion, el abierto D(f(x)) es el ideal cero, mds el conjunto de todos los ideales primos de la
forma (x — 8), donde 3 no es raiz de f(x).

EsemprLo 1.37. Consideramos el anillo de polinomios con coeficientes en los niimeros reales,
R[x], al igual que en el ejemplo anterior, estudiamos los polinomios irreducibles, para lo cual

tenemos el siguiente lema.

Lema 1.38. Los polinomios irreducibles en R[x], son los polinomios de grado uno y los poli-

nomios de grado dos de la forma x> + bx + ¢, donde b, c € R y tales que b* — 4c < 0.

DEMosTRACION. Sea f(x) € R[x] un polinomio irreducible, si el grado de f(x) es uno no hay nada
que probar. Suponiendo que f(x) es de la forma f(x) = apx? +a;x* ' +---+ay_x+a,, donde d > 1,
se tiene que a; # 0, de lo contrario tendriamos que f(x) = x(apx?~' + --- + a4_;), lo cual es una
contradiccion. Mds atin, para todo @ € R, f(a) # 0 de no ser asi f(x) se podria factorizar. Ahora,
como f(x) € R[x] y R[x] € C[x], se tiene que f(x) tiene todas sus raices en C, consideramos una,
es decir, consideramos 8 € (C \ R) tal que f(8) = 0. Se observa que también el conjugado de S es

una raiz de f(x), ya que podemos escribir

fB)=0=@)7+aB) "+ +asif+as=B) " +a(B +- +a, B +as=fB) =0,

esto nos dice que las raices en C vienen por parejas, de donde se concluye que d es par y por lo tanto
se puede factorizar como f(x) = (x = B)(x =) - r(x) = (x> = (B+B)x +|8P) - r(x), donde B+ By |B]?
estan en R. Como los coeficientes de f(x) estdn en R, se sigue que r(x) debe de tener coeficientes en

R, o se contradice la naturaleza de f(x), pues tendria coeficientes en C, ademds, f(x) es irreducible,
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por lo que r(x) s6lo puede ser una constante. Sin perdida de generalidad f(x) = x* — (8 +B)x + 8%,
suponiendo que 8 = @ + yi, donde a, y € R, al etiquetar los coeficientes de f(x) como b = —(8 + f3)
y ¢ = |8, tenemos que b* — 4c = 4a? — 4(a® +y*) < 0, por lo tanto b> — 4¢ < 0. O

Del Lema 1.38 tenemos que el espacio de Zariski de R[x] es

Spec(R[x]) = ({0} | Jicx—a): @ e RY_Jx® +bx+¢) 1 byc e Ry b? —4e < 0},

Lo que viene es una propiedad de los abiertos basicos de la topologia.

LemMA 1.39. Sea a un elemento de un anillo A. El abierto bdsico D(a) asociado a a es casi

compacto.

DemosTRACION. Sea (U,);c; una cubierta de abiertos para D(a) en Spec(A), donde I # (). Por ser
(D(x))xea una base para la topologia de Zariski, suponemos que para cada i € I que U; = D(b;),
para algun b; € A y asi, consideramos D(a) C U D(b;). Como D(a) C U D(b;), se tiene que

iel iel
(Spec(A) \ V(Aa)) C U(Spec(A) \ V(Ab,)) lo que implica que ﬂ V(Ab;) C V(Aa). De esto se sigue

i€l i€l

que V[Z Ab,-) C V(Aa), siy sdlo si VAa C /Z Ab;. Asi, a € /z Ab;, esto es, existe m € N
i€l i€l i€l

tal que a” € Ab;, es decir, existen uy,...,u, elementos de A y m, r elementos de N tales que
q y q

iel

a" = by + -+ u,b, y por lo tanto a es un elemento de ZAbi para algin r € N, teniendo

i=1

asi que Aa C Ab;, para algtiin r € N. Luego VAa C Ab;, para algtn r € N. Por lo tanto
q
i=1 i=1

V(Z Abi] C V(Aa), para algin r € N lo cual implica que ﬂ V(Ab;) C V(Aa) para algin r € N.
i=1 i=1

Asi, (Spec(A) \ V(Aa)) C (Spec(A) \ U V(Ab,-)), donde r € N. Por lo tanto como D(a) C U D(b))

i=1 i=1

donde r € N concluimos que D(a) es casi compacto. —

Cororario 1.40. Sea A anillo. El espacio topologico Spec(A) es casi compacto.

DemosTrAcION. Es suficiente considerar cualquier unidad del anillo A, por ejemplo 14, ya que por
el Teorema 1.39 Spec(A) = D(1,4), que es el abierto bdsico asociado a 1, el cual es casi compacto.

Es decir Spec(A) es casi compacto. —



3. EL ESPACIO DE ZARISKI DE UN ANILLO 25

Otra cosa que nos interesa es la relacion que se obtiene entre dos espacios de Zariski, partiendo
de un homomorfismo anillos, es decir, a partir de una pareja de anillos y un homomorfismo entre
ellos, estudiaremos que pasa con sus espacios de Zariski. Sean A, B anillos, f un homomorfismo
entre ellos y g € Spec(B), tenemos que f~'(q) € Spec(A). En efecto, ya que cumple con lo siguiente:
04 € f7(q), pues 0g € q. Sean a, ¢ € A tales que a, ¢ € f~!(q), de donde se tiene que f(a), f(b) € qy
como q es ideal f(a)— f(b) € q, por ser f un homomorfismo de anillos obtenemos que f(a)— f(b) =
f(a — b) € p concluyendo que (a — b) € f~'(q). Ademas, si ac € f~!(q) entonces a € f7!(q) o
c € f71(q) ya que f(ac) = f(a)f(c) € q, asi, f(a) € g0 f(c) € qy porlo tanto a € f7'(q) 0
¢ € f7!(q). En conclusién, f~!(q) es un ideal primo de A.

ProposicioN 1.41. Sean A, B anillos y f : A — B un homomorfismo entre ellos. La aplicacion
f* definida como

f*: Spec(B) — Spec(A)
a = f@=s5"0

es continua.

DEMOSTRACION. Sean q,q" € Spec(B) tales que q = ¢’ y sea x € A, se tiene que x € f~'(q), si y
s6lo si f(x) € q, como q = ¢, se tiene que f(x) € ¢'. Asi, x € f~!(q’) y por lo tanto f* estd bien
definida. Para probar que f* es continua basta probar que la preimagen de un abierto basico de
Spec(A) es un abierto de Spec(B). Sean a € A 'y q € Spec(B) tales que q € (f*)"'(D(a)), es decir,
F71(q) € D(a), esto es equivalente a que a ¢ f~'(q). Asi, f(a) ¢ qy por lo tanto q € D(f(a)). En
conclusion la preimagen de un abierto basico en Spec(A) es un abierto de Spec(B), més aun, para
el abierto basico D(a) € Spec(A), (f)"'(D(a)) = D(f(a)). -

ProposicioN 1.42. Sean A, B anillos, f : A — B un homomorfismo entre ellos e I un ideal de A.
Se tiene que (f*)"'(V(I)) = V(f() - B).

DEMOSTRACION. Sea q un ideal primo de B tal que q estd en (f*)"'(V(I)), donde f* es la funcién
definida en la proposicion anterior, se sigue que f*(q) estd en V(I), esto pasa si 'y solo si I C f*(q),
es decir I C f~!(q). Luego, f(I) C qy por lo tanto q € V(f(I) - B). Asi, para el cerrado V(I) en
Spec(A) se tiene que, (f*)"'(V(I)) = V(f(I)- B) es decir, la preimagen de el cerrado V(I) € Spec(A)
bajo f* es el cerrado en Spec(B) asociado al ideal generado en B por f(I). 3

ProposicioN 1.43. Sean A, B anillos, f : A — B un morfismo entre ellos, f* : Spec(B) —

Spec(A) la aplicacion continua antes definida y J un ideal de B. La cerradura de la imagen bajo
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f* del cerrado V(J) de Spec(B) es igual a el cerrado asociado al ideal f~'(J), es decir, f*(V(J)) =
V(D).

DEMOSTRACION. Sea J un ideal de B. f*(V(J)) = V(f~'(J)), en efecto:

n W C V(f~'(J)). Ya que la cerradura de un cerrado es un cerrado, basta probar que
V(D)) € V(fI(J)). Sea p € Spec(A) tal que p € f*(V(J)), asi, existe q € Spec(B)
tal que q € V(J)y p = f7(q), es decir, existe q € Spec(B) tal que J C qy p = f!(q),
consecuentemente f~!(J) C p o lo que es igual, p € V(f~!(J)). Por lo tanto f*(V(J)) C
V().

s V(FU(D) € (V). Si V(f1(J)) = 0 nada a probar. Suponiendo que V(f~'(J)) # 0
consideramos p € Spec(A) tal que p € V(f~'(J)). Lo que haremos para probar que p €
m es probar que para cada a € A tal que p € D(a) se tiene que (D(a) N f*(V(J]))) #
(0. Tomamos a en A tal que p € D(a), sabemos que f~!(J) C p de donde se sigue que
V) = (V) y como a € p se sigue que a ¢ f~'(VJ), asi, f(a) estaen VJ. Ademis,
VI = m t, por lo que existe ¢ € Spec(B) tal que J C qy f(a) ¢ qy asi f1(V(J)) C

eV
@) ya¢ f(g), teniendo que f~'(q) € D(a) y ademds, ya que f~'(q) = f*(q) €
f*(V(J)) se sigue que (D(a)N f*(V(J))) # 0. Finalmente, como a era un elemento arbitrario
tal que p € D(a) tenemos que p € f*(V(J)) y de este modo V(f~'(J)) C f * (V(J)).

En conclusién, tenemos que f*(V(J)) = V(f~'J). -

ProposicioN 1.44. Sean A, B anillos y f : A — B un homomorfismo entre ellos. Si f es so-

breyectivo, entonces la aplicacion inducida f* es un homeomorfismo entre Spec(B) y el cerrado

V(Ker(f)).

DemostrACION. Como f : A — B es sobreyectivo, para todo q € Spec(B), tenemos que existe
p € Spec(A) tal que p = f~'(q). M4s atin, para todo q € Spec(B) tenemos que Oz € q, es decir, dado
a € A tal que a € Ker(f), se tiene que f(a) = Op € g, por lo tanto a € f~!(q) para todo q € Spec(B).
Asi, Ker(f) € f*(q) = p, es decir, para todo q € Spec(B) tenemos que f*(q) = p € V(Ker(f)) y por
lo tanto f*(Spec(B)) C V(Ker(f)). Ademas f(Ker(f)) = {Og} por lo que para todo g € Spec(B) se
tiene que f(Ker(f)) C q de donde se sigue que Ker(f) C f~'(q) para todo q € Spec(B) por lo tanto
V(Ker(f)) C f*(Spec(B))y con ello f*(Spec(B)) = V(Ker(f)). Asi, tenemos la aplicacion

f*: Spec(B) — V(Ker(f))
g~ f(9)
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que es una aplicacién continua pues f* lo es. Ademas se verifica lo siguiente: ]7* es inyectiva. Sean
a, q" elementos en Spec(B) tales que f*(q) = f*(q") y sea b € q, por ser f sobreyectiva existe a € A
tal que f(a) = b, lo que implica que a € f~'(q) = f*(q) = f*(¢) y por lo tanto b = f(a) € ¢,
teniendo que q C q’. De manera anédloga q" C q. También se tiene que f* es sobreyectiva ya que
f*(Spec(B)) = V(Ker(f)). Lo siguiente para tener que ]7* es un homeomorfismo entre Spec(B) y
V(Ker(f)), es probar que ]7*_1 es continua, la prueba se hace verificando que f* es una aplicacion
cerrada. Sea J un ideal en B, por la Proposicién 1.43 sabemos que f*(V(J)) € V(f~1(J)).
Reciprocamente, sea p € Spec(A) tal que p € V(f~'(J)), es decir f~'(J) € p y como J es un ideal
de B contiene al cero de B, asf se tiene que Ker(f) C f~'(J) y por lo tanto Ker(f) C p, teniendo que
existe q € Spec(B) tal que p = (), luego f(f*(q)) = q, pues f es sobreyectiva. En consecuencia
f(®) = q € Spec(B) con f*(f(p)) = f'(q) = pytal que J C f(p). Por lo tanto p € f*(V(J))y
ast V(f~'()) € f(V(D).

4. Gavillas sobre Spec(A)

Lo siguiente que haremos es mezclar las herramientas de las secciones pasadas: la localizacion,
las gavillas y el espacio de Zariski, para obtener como resultado un tipo especial de gavillas, las

cuales serdn el objeto de estudio de la presente seccion.

Considerando un anillo A y la topologia de Zariski en Spec(A) se define la aplicacién Osgpeca),

la cual actiia sobre los abiertos de Spec(A) de tal manera que Ogpeqa)(0) = {0} y en caso de ten-

er un abierto U no vacio de Spec(A), del conjunto de funciones { f : U — rl A, » consideramos
qelU
Ospecay(U) como aquellas que cumplen las siguientes condiciones:

1. Para todo elemento p de U, f(p) estien A,,.
2. Para todo elemento p de U, existe un abierto V de Spec(A) que contiene a p y contenido

en U y existen a y b en A, de tal manera que para todo g € V se cumple que ¢ € D(b) y
a
s(q) = 5 €A,

Si ademds consideramos la restriccion usual de funciones como la aplicacion p, se tiene que Ogpeca)

es una gavilla de anillos sobre el espacio topologico Spec(A).

DEerINICION 1.45. Sea A un anillo, con notaciones anteriores, Ogpec(a) €s la gavilla estructural
de Spec (A).

Dos de las propiedades fundamentales de la gavilla estructural se enuncian en el siguiente

teorema.
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TEOREMA 1.46. Sea A un anillo. Se cumple que:

1. El anillo de gérmenes Ogpeca),, €S isomorfo a Ay, para todo p € Spec(A).
2. El anillo Ospecay(D(f)) es isomorfo a Ay, para todo f € A.

A continuacion generalizaremos la gavilla estructural de Spec(A) con la construccion de la tilde
de un médulo, sin embargo es posible revisar la prueba de que Ospeqa) €8 una gavilla y del Teorema
1.46 en [5].

DernicioN 1.47. Sea Oy una gavilla de anillos sobre un espacio topoldgico X: Una gavilla de
grupos F sobre X es una gavilla de Ox-médulos si para cada abierto U de X el grupo F (U) tiene es-
tructura de Ox(U)-modulo y para cualesquier abiertos U, V de X tales que V C U el homomorfismo
de médulos pgcg : F(U) — F(V) junto con el homomorfismo de anillos ,00;(3 1 Ox(U) —» Ox(V)
son compatibles con el producto - en Ox(U) X F (U), es decir, el siguiente diagrama es conmutativo

Poxgxpf\'f i ipfﬁ[f

donde U, V son abiertos de X tales que V C U.

Tratando de emular la definicion anterior construimos la tilde de un médulo. Sea M un médulo
sobre un anillo A, queremos una gavilla de Ospecs)-médulos sobre el espacio topoldgico Spec(A),
por lo que tomamos la aplicacion M que actia sobre abiertos de Spec(A) de la siguiente manera:

M (@) = {0} yenel caso U # 0 en Spec(A) consideramos como M (U) el conjunto de funciones
s:U— rl M, ¢ que cumplen las siguientes condiciones:
qeU

1. Paratodo p € U, s(p) € M,,.

2. Para todo p € U, existe un abierto V de Spec(A) que contiene a p y contenido en U y
existen m € M y t € A tales que:
a) VCD(i)y
b) paratodo g € V, s(q) = ? en M, .

Se considera a la restriccion usual de funciones como pj; y el producto por elementos de Ogpec(a) S€
define para todo abierto U de Spec(A), A € Ospecay(U) y s € M (U) de la siguiente forma

15U > | ]M,

p B A(p)-s(p)
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Se tiene que M es una gavilla de Ogpecay-moédulos sobre espacio de Zariski del anillo A, ya que

(M(U), +) es un subgrupo del grupo abeliano de funciones entre U y l—[ M,, donde la operacion
qeU
suma es la puntual de funciones y se verifican los siguientes incisos:

1. M (0) = {0}, por construccion.

2. Para todo abierto U de Spec(A)y s € M(U) se tiene que pg(s) =s5= idM(U)(s).

3. Sean U, V' y W abiertos de Spec(A) tales que W C V C U, como p es la restriccion usual de
funciones se tiene de inmediato que py, o pl = pl.
Para los incisos restantes, considerando un abierto U de X y una cubierta abierta (U;);; de
U se tiene lo siguiente:

4. Dado s € M(U), tal que sly, = Oz, para todo i € I, se tiene que existe i en [ para todo p
en U, tal que p € U;, por lo tanto, s(p) = sly,(p) = Oy, paratodo pen U. Asi, s = Oy,

5. Sea (s;)ie; una familia de secciones tal que s; € M(U;) paratodo i € 1'y silu,nu; = Sjlunu;
para todo i, j en I, se tiene que existe una seccidn s en M (U) tal que s|y, = s; para todo
i € 1. En efecto, para todo g en U existe j € I tal que g € U}, basta considerar la seccion s
en M(U) como s(q) = s,(q), donde s; € M(U).

Por lo tanto M es una gavilla de grupos abelianos, la cual verifica los siguientes requisitos para el

producto:

1. El producto - estd bien definido. En efecto, sean U un abierto de Spec(A), A € Ogpeca)(U) 'y
s € 1\7I(U), para todo p € U se tiene que A(p) - s(p) es elemento de M, ya que A(p) € A,,
s(p) € M, y M), es un A,-médulo. Si también se tienen u € Ospecay(U) y 1 € M(U) son
talesque 4 = uy s = r, se sigue que A(p) = u(p)y s(p) = r(p), para todo p € U, por
lo tanto A(p) - s(p) = u(p) - r(p) para todo p € U ya que el el producto en M, estd bien
definido. En conclusiéon, A-s =y - r.

Para los incisos restantes, en donde se muestran las condiciones del producto de un médulo,
consideramos U € Spec(A), p € U, A, i en Ospecay(U) y s, 1 en M(U).

220-(s+r)=A-s+aA-r.Pues, (1- (s +1)(p) = Ap) - (s+ r)(p) = Ap) - (s(p) + r(p))
= (A(p) - s(p)) + (A(p) - r(p)) = (A 5)(p) + (- r)(p).

3. (A+pw-s=(A-5)+(u-s). Enefecto, (1+ 1) 5)(p) = (A+)(p) - s(p) = (A(p) +u(p))- s(p))
= (A(p) - s(p)) + (u(p) - s(p)) = (A 5)(p) + (- 5)(p).

4. 2-(u-s)=(-p-s Yaque, (- (- 5))(p) =Ap)- (u-s)p) =Ap) - (u(p) - s(p))
= (A(p) - u(p)) - s(p)) = (A= w)(p) - s(p)) = (A - ) - )(p).

5. 1ospec(A>(U) -5 = s. Pues, (1Ospec(A,(U) -5)(p) = lospecm)(U)(P) -s(p) = lAp - s(p) = s(p).
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Por lo tanto para todo abierto U de Spec(A) se tiene que M (U) es un médulo sobre Ospecay(U). Lo
que sigue es probar si hay compatibilidad entre las restricciones y el producto escalar: sean U 'y V

abiertos del espacio topoldgico Spec(A) tales que V C U, el siguiente diagrama es conmutativo:

Ospeciy(U) X M(U) M(U)
pOSpec(A)gxp/Vlg l ip/ﬁ\[f
Ospeccy(V) X M(V) M(V)

En efecto, ya que para 1 € Ospecay(U) y s € M(U), se tiene que (POspecry X Piv)(A,8) =
(POspecinr v (D P71 (8)) y haciendo el producto escalar obtenemos pos,..., v (A) - pizy (s), 1o cual es
igual a p{/(4 - 5), pues para p € U, tenemos que (Ay - slv)(p) = Au(p) - slv(p) = Ap) - s(p) =
(4-5)(p) = (4 5)|y(p). Por lo tanto, el diagrama es conmutativo y en conclusiéon M es una ga-
villa de Ogpeqa)-médulos sobre el espacio de Zariski del anillo A. Esto da nacimiento a la siguiente

definicidn.

DEriNICION 1.48. Sea M un médulo sobre un anillo A, con notaciones anteriores M es una gavilla

de Ogpecs)-m6dulos sobre el espacio de Zariski de A.

De la misma manera que se construy6 el anillo de gérmenes para una pregavilla de anillos,
se construye el médulo de gérmenes para la gavilla de Ogpeca)-moédulos M, es decir, consider-
aremos el mismo conjunto, la misma relacion de equivalencia y haremos el mismo cociente. Asi,
sean M un modulo sobre un anillo A, M su gavilla de Ogpeca)- médulos sobre Spec(A) y p un el-
emento en Spec(A), definimos 1\7Ip = {[(U, s)] : U abierto de Spec(A),p € Uy s € 1\7I(U)}, con
operacion suma definida como: [(U, s)] + [(V,r)] = [(U N V,slyav + rlunv)], donde U y V son
abiertos de Spec(A) que contienen a p y s, r secciones de M W)y M(V) respectivamente, tenemos
que (1\71 »»+) es un grupo. El producto por elementos de Ogpeca),p s€ define como: [(U, V)] - [(V, 5)] =
[((UNV, Alyav - sluav)], donde U y V son abiertos de Spec(A) que contienen a p, A es un elemento de
Ospecay(U) y s estden M (V) , este producto dota a M » con una estructura de Ospe(a), ,-médulo. Tam-
bién sabemos que Ogpeqa),, tiene una estructura de A-médulo dada por el homomorfismo de anillos
¢ A = Ospeca,p» tal que ¢(a) = [(Spec(A), A)] para todo a € A, donde A € Ospeca)(Spec(A))
cumple para todo g € Spec(A) que A(g) = % € A, lo que también da a 1\7[,, una estructura de
A-médulo de la siguiente manera, a - [(U, s)]) = ¢(a) - [(U,s)] = [(Spec(A), D] - [(U,s)] =
[(U, |y - s)], suponiendo que s(q) = ? € M, para todo g € Spec(A) se tiene de la propiedad lo-

cal que (1y - s)(g) = ? € M,. En particular si como A-mddulo tomamos al anillo A se tiene que

A= OSpec(A)-
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TeOREMA 1.49. Sean M un modulo sobre un anillo A y p un elemento en Spec(A). Existe un

A -isomorfismo entre M, y M -

DEemosTrACION. Consideramos la aplicacion ¢,

oM - M,
m —  @(m) = [(Spec(A), 5)]
donde s € M(Spec(A)) se define como s : Spec(A) — 1—[ M,, tal que s(q) = lﬁ € M,, para
A

peSpec(A)
todo g € Spec(A). Se puede observar que, por construccion s es una seccion de M(Spec(A)) y se
da por hecho que ¢ estd bien definida. Lo primero es verificar que ¢ es una aplicacién A-lineal.
Por hipétesis tenemos que el dominio y el codominio de ¢ son A-mddulos. Ahora, sean a,b en

Ay m,n en M, tenemos que @(am + bn) = [(Spec(A), As + ur)], donde A, u € Ospecia)(Spec(A))
a-m+b-n
1
lado, tenemos que a-@(m)+b-p(n) = [(Spec(A), 1)]-[(Spec(A), s)]+[(Spec(A§, W]-[(Spec(A),r)] =

[(Spec(A), As + ur)]. Por lo tanto ¢ es una aplicacion A-lineal. Para poder hacer uso de la propiedad

y s, 1 € M(Spec(A)), tales que para todo p € Spec(A) (As + ur)(p) = € M,. Por otro

universal de la localizacion, es necesario verificar que se cumple con la condicién x del Teorema

1.7. Es decir, para todo 7 € (A \ p), hay que verificar que la aplicacién A-lineal,

¢ M, - M,

[(U,N] = ¢(U,N)=1-[(Unr)]

es biyectiva. Para ello basta definir

lﬁ,:]\?,, - 1\71,

1
(U, )] = [D(t),;)l-[(U,r)]

donde
1
—:1D(n) - 1—[ M,
qeD()
1
r B> -

t

considerando [(U, r)] € 1\7,, donde r € M(U) es tal que r(g) = m € M, para todo g € U, tenemos
8

1 1
que Y 0¢([(U, N]) = ¥u(t-[(U, 1)) = [(D(t), ;)l (- [U.ND = D@, = - tlpw - rpe)]. se observa

~ | ~

1
que 7 Upw * Hpw(q) = = - m € M, para todo g € D(z), teniendo asi a [(D(r),r)] que es igual a
8
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[(U, r)], por ello es que ¢, 0y, es la identidad de M ». De manera andloga se prueba que ¢, oy, = id i,
Ya que se cumple la condicién de la biyectividad de ¢, aplicamos la propiedad universal de la

localizacién para médulos obtenemos el homomorfismo ¢ de A-médulos, donde ¢ : M, — M »

yt- 'gb'(?) = @(m), para todo m en M y t en (A \ p). Mds ain, ¢ es A,-lineal. Recordemos de

la propiedad universal de la localizacion que @’(?) = ,(p(m)). Luego verificaremos que ¢ es un

isomorfismo.

= El homomorfismo ¢ es inyectivo. Seanmen M y t en (A \ p), tales que ? estd en Ker(p), es
decir, 2,5(?) =0 i, recuerde que tenemos la igualdad ¢(m) =t - 7,5(?), de donde se obtiene

que ¢(m) = [(Spec(A), s)| = [(Spec(A), O3 cspec A)))] y por lo tanto para todo g € Spec(A)
0

se tiene que s(q) = 1& =1 € M, de donde se sigue que m = 0. Asi, se concluye que
A A

m 0 0

tot 1y

» El homomorfismo ¢ es sobreyectivo. Dado [(U, r)] € M »» donde U es un abierto de Spec(A)
que contiene a p y r una seccion de M(U), se tiene que para todo g en U (en particular para
D), existen V, abierto de Spec(A) que contiene a g y contenidoen U, m,en M y t,en (A\ p),

m, . m .
tales que para todo ¢’ en V, r(q’) = t_q € M, . Asi, consideramos a t_p como candidato a

) —[(Mp . o mp
preimagen de [(U, r)], tenemos que go(t—) =[(U, r)] si y s6lo si (D(tp), t_) = [(U, )],
p P

m
es decir, si existe V C (D(t,) N U), con p € V tal que r(q) = t_p € M,, paratodogen V.
)4

m — .
Tomando V =V, tenemos que r(q) = t_p’ para todo g en V,, y con ello ¢ es sobreyectiva.
p

En conclusion, ¢ es un A-isomorfismo entre M, y M,,. i

Lema 1.50. Sean f'y g elementos de un anillo A. Si para los abiertos bdsicos asociados a dichos

elementos se tiene que D(g) C D(f), entonces existen m € Z, y u € A tal que g™ = uf.

DEMosTRACION. Sean f'y g elementos de A, tales que D(g) € D(f), se sigue que V(Af) C V(Ag),
lo cual equivale a tener que, \/Ag C +/Af, por lo tanto g es un elemento de /A f. Es decir, existen
meZ,ypuc€A,tales que g" = uf. ‘:!

Lema 1.51. Sean f un elemento no nilpotente de un anillo A y s un elemento de M(D(f)). Sip
es un elemento del abierto D(f), existen elementos g en Ay m en M tales que, p € D(g) € D(f) y
s(q) = m € M,, para todo q en D(g).
8
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DEMOSTRACION. Por ser s una seccién de M (D(f)), existen un abierto V), € D(f), tal que pestien V),
ynenMytenA, tales que, para todo g en V,, t no es elemento de g y s(q) = % en M,. Ademas, V,
no es vacio, pues p estd en V), y como (D(x))es €s una base de la topologia de Zariski de Spec(A),
existe 1 en A tal que p estd en D(h) y D(h) C V,. Asi, D(h) € D(f)y s(q) = ; € M,, para todo g
en D(h), pues D(h) C V,, también para todo g en V), se tiene que 7 no esta en g, por lo que g estd en
D(t) y asi, V, € D(t) y de D(h) C V,, ademas de que D(h) C D(t) y por el lema anterior, existe r
enZ, yuenA,tal que i = ut. Asi, u ¢ D(h) de lo contrario uf = h" estaria en g, pues, si r = 0,
entonces 14 € g, absurdo. Si r € N, entonces h" € g, por lo quz h eluz, ablzll;rdo, ya que g € D(h).

Por lo tanto, para cualquier g € D(h) C V,, se tiene que s(q) = " i € A,. Denotando por
u r

g ah” y por m al elemento un, se tiene que s(q) = = M,, ya que D(g) = D(h") = D(h), para todo
8
q € D(g)- 5

TeEOREMA 1.52. Sean M un mddulo sobre un anillo Ay f un elemento de A. Existe un Ay-
isomorfismo entre My y M (D(f)).

DEMosTRACION. Sea f un elemento de A. Consideramos

WM — M(D(f))

m = y(m)

donde y(m) es la seccién de M (D(f)), definida como y(m) : D(f) — H € M,, tal que y(m)(p)
qeD(f)
es un elemento de M, para todo p en D(f). Se observa que y/(m) es una seccion de M(D(f)), mas

aln, se asume sin prueba, que i estd bien definida y es una aplicacién A-lineal.

Ahora, considerando el conjunto multiplicativo S = {f" : n € N}, verificaremos que se cumple la
condicion x del Teorema 1.7, para ello basta probar que la aplicacion A-lineal inducida por f en
M (D(f)) y definida como

¢ M(D(f)) — M(D(f))
f

roe ¢(r):ﬁ~r

es biyectiva. Recuerde que para todo p € D(f) sabemos que f ¢ p y por eso para todo p € D(f) se
tiene que f € (A \ p), asi, tomamos la siguiente aplicacion A- lineal:

¢ M(D(f)) — M(D(f))
r o o) = 1—A - r
Cf
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la cual claramente es la inversa de ¢. Por lo tanto la aplicacion A-lineal ¢ es biyectiva. Teniendo

la condicién %, aplicamos la propiedad universal de la localizacion para médulos (Teorema 1.7) y

obtenemos el homomorfismo de mdédulos

UM, — M(D(f))

m ~[m
L w(—n):D(f)—> M
o oo L

roe —

fn

Lo siguiente es verificar que  es un isomorfismo.

—~ . . m —~ .
» El homomorfismo ¢ es inyectivo. Param € M y n € Z, tales que — € Kery, se sigue

~ 0
%) = Ojz(p(py» €8 decir, w(%)(r) = 1—M € M, para todo r € D(f). Asi, se tiene
A

que f"- J(% = Ofip(py = ¥(m), es decir, existe u, € (A \ r) tal que u,m = Oy para

el

todo r € D(f). Se sigue que u, esta en el aniquilador de m y como u, ¢ r, tenemos que
r'inV(Ann(m)), asi, V(Ann(m)) N D(f) = 0 por lo que V(Ann(m)) € V(Af). De manera

equivalente se tiene que \/Af C VAnn(m) y por lo tanto f € +Ann(m). Esto es, existe
. m f’m OM OM
t € Z* tal que f' € Ann(m), obteniendo que — = = =— € M;.

q f q fn ftfn ft+n 1A f

El homomorfismo Al//- es sobreyectivo. Sean r una seccion de M(D( f)) y p un elemento de

D(f). Por el Lema 1.51 existen m, en M y g, en A tales que D(g,) € D(f) y para todo

m
q € D(g,) se tiene que r(q) = —Le M,, de inmediato se obtiene que D(f) = U D(g,)y
&p ped(f)

k
como D(f) es casi compacto, existe k € N tal que D(f) = U D(g,,). Con el objeto de sim-
i=1
plificar la notacion renombramos g, = g; y a,, = a;. También sabemos que D(g;) N D(g;) =

D(g;g;) para todo i,j en {I,...,k}, por lo que se cumple para todo g € D(g;g;) que
m;  mj ) ) gim; — 8iMm;
r(q) = — = — € M,, esto implica que ——
i & 8igj
ra, considerando la seccion a : D(g;g;) — l—[ M,, tal que para todo g € D(g;g;) se
aeD(gig;)

= 0y, para todo g € D(gg;). Aho-

iMmi — 8iMj ~
u € M,, como ya sabemos que ;; : D(gig;) — 1_[ M, es
B 1o reD(gig))
una seccion de M(D(g;g;)) y ademas ¢ es una aplicacion inyectiva considerando el caso par-
imi — 8iMj
ticular de f = g;g;, asi, para todo elemento g en D(g;g;), tenemos que 8~ &y _ Onmgig;-
8i8j '
Por lo tanto, existe n;; € Z, tal que (g;g;)"7(g;m; — gim;) = Opy,e, paratodo i, jen{l,..., k}.

tiene que a(q) =
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Si tomamos N igual al méximo de los n;; obtenemos que g)*'(g)m;) — g*'(gY'm;) = Oy,

N

m; i m;

por lo tanto, r(q) = — = g ~
g .

1 l‘ 1

€ M,, paratodo g € D(g)) = D(g"*") = D(g;). Renombran-

k !

do g*! = g/, (gmi) = m), g¥*! = gy (g¥m;) = m’, como D(f) = | | Dig) = | ] D(g),
i=1 i=1

existen [ en Z, y uy, ..., elementos de A tales que f' = g, + -+ + g Tomando

m = Zf.‘zl wim;, obtenemos que g/m = f'm) para toda i € {1,...k} y consecuentemente

’

% = —/j € M, paratodo j € {1,...,k} y paratodo g € D(g’). Por lo tanto, la preimagen de
8
res =

It

En conclusién, el médulo M (D(f)) es isomorfismo a M. —






Capitulo 2
Espacios Anillados y Localmente Anillados

Describir una inmersion cerrada entre espacios anillados es nuestro objetivo, para ello el primer
paso es definir un espacio anillado y lo siguiente es tener claro el concepto de morfismo entre
espacios anillados. La estructura que seguiremos para este capitulo es la siguiente: estudiaremos
la gavilla imagen directa, definiremos un espacio anillado y posteriormente un morfismos entre

espacios anillados, luego se define un espacio localmente anillado y los morfismos entre ellos.

1. Gavilla Imagen Directa

Por el resto de esta seccién F serd una gavilla de anillos sobre un espacio topoldgico X y
¢ : X — Y serd una aplicacion continua. A partir de ¥ y ¢ haremos la construccién de la imagen

directa de la gavilla de anillos ¥ bajo ¢, ¢.(F) sobre Y, definida como: ¢,(F)(V) = F (¢ '(V))

-1
para cada abierto V de Y y que tiene por restriccion pw*(gr);’ = p¢i71§g) para cualesquier abiertos W

y Z de Y tales que Z C W. En efecto, se cumplen las siguientes propiedades:

1. Es claro que ¢.(F)(V) tiene una estructura algebraica de anillo para cada abierto V de Y.
2. @ (F)(O0) = F (¢~ (0)) = F(0) = {0}.
. . . % . .
3. Para cualquier abierto V de Y se sigue que p,, ), = pgcz_,ivi = idgp1(vy) = Wy, F)v)-
4

. Para cualesquier abiertos U,V 'y W de Y tales que W C V C U, se satisfacen las siguientes

-1 ~1 -1
; . |4 Uu_, ¢ W ) _ ¢ () _ U
igualdades: py, )y © Pp.F)y = PF g1y O PF vy = PF iy = Pe.Pow

5. Ahora, sean U un abierto de Y y (U,),; una cubierta abierta de U, donde [ es un conjunto
no vacio. Se tiene que (¢~'(U;));e; €s una cubierta abierta de ¢~ (U), pues ¢ es continua.

a) Sea s € ¢.(F)U) tal que p%(']—')g[(S) = O,/ w, para todo i € I. Asi, se tiene que

(Y _
Py = Lo () = Opgrwy = Or iy Luego, como (¢ (U)es es una

cubierta abierta de ¢~'(U) y F es una gavilla se sigue que s = Or,-1(y) = Op.70)-
b) Sea (s;)ic; una familia de secciones de ¢.(7) tales que s; € ¢.(F)(U;) para todo i €

I y de modo que p%(?)gjwj(si) = p%(r,r)gfwj(s ;) para cualesquier i, j en I, es decir,
¢~ (U _ Ui _ Uj _ 9w ;o
PTW(UimUj)(Si) = Pe. P uinu, (8D = Pe.runu,(5) = pTWI(UmUj)(sj) para todo i, j € I.
¢ ()
el (U
existe s en ¢.(F)(U) tal que p%(gr)gl(s) = s; paratodoi € I.

Asi, existe s € F (¢ 1(U)) tal que ps (s) = s; para todo i € I. Por consiguiente,

37
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Esto da pie a la siguiente definicion.

DErnIcION 2.1. Sean F una gavilla de anillos sobre el espacio topolégico X y ¢ : X — Y una
aplicacion continua, con las notaciones de la presente seccion, ¢.(F) es la gavilla imagen directa

de ¥ bajo ¢ sobre el espacio topoldgico Y.

Lo siguiente es estudiar los anillos de gérmenes de ¢.(F ). Una respuesta parcial y satisfactoria

se encuentra en el resultado que presentamos a continuacion.

TeOREMA 2.2. Sea ¢ : X — Y un homeomorfismo entre un espacio topologico X y un cerrado
de un espacio topologico Y. Para cada gavilla de anillos ¥ sobre X y para cada q en Y, se tiene
que
{0} ,sigé¢ @X).

70, {ﬂ , i ¢ = ¢(p), para cierto p en X.

DemosTRACION. Sean F una gavilla de anillos sobre X y ¢ € Y, suponiendo que g ¢ ¢(X) conside-
ramos [(V, s)] € ¢.(F),, donde V es un abierto de Y que contiene a gy s € ¢.(F)(V). Tenemos que
[(V, )] = [(VN Y\ (X)), slvarnexy)], pues Y \ ¢(X) es un abierto, asi, sin perdida de generalidad
podemos suponer que V C (Y \ ¢(X)) y esto implica que ¢~!(V) estd contenido en ¢~ '(Y \ p(X)).
Se observa que ¢ '(Y \ ¢(X)) = 0 de lo contrario si ¢ (Y \ ¢(X)) # 0, entonces existe r € X
tal que r € ¢ '(Y \ (X)) y asi tenemos que ¢(r) € (X) N (Y \ ¢(X)), lo cual es absurdo. Como
e (Y \ (X)) = 0 se sigue que ¢~'(V) = 0 y consecuentemente s = Og(,-1(v)) = Oy, ). Por lo
tanto [(V, 5)] = [(V, Oy, 7 v))] = Oy, ), ¥ en conclusion ¢.(F), = {0}.

Ahora, suponiendo que g = ¢(p) para algtin p en X consideramos la siguiente asignacion:
g:e(F)y = Fp
(V)] = [@'(V),9)]

Dicha asignacioén verifica las siguientes propiedades:

1. La aplicacion g estd bien definida. Sean V' y W abiertos de Y, que contienen a g y sean
s € 0. (FIV)yt € o.(F)W) tales que [(V, s)] = [W,1)]. Asi, existe un abierto Z de Y tal
queg € Z,Z C (VNAW)Y p.ms(s) = pe.ry (). Basta considerar el abierto ¢~'(Z) de X
para tener que [(¢~1(V), s)] = [(¢' (W), )] pues ¢ '(Z) es un abierto de X que contiene a
p, estd contenido en (¢~ (V) N ¢! (W)) y ademds PTi:igf (s) = pr,rijg)(t).

2. La aplicacion g es un homomorfismo de anillos. Sean V' y W abiertos de Y que contienen
agysean s € p.(F)V)yt e p.(F )W), para la suma se tiene que: g([(V, s)] + [(W,1)]) =

-1 —1
UV O W, 4.V (8) + Py = L™ (VN W), ot (0 (5) + ot ()] =
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[(¢'(V), )] + [(¢~ (W), 1)]. De manera andloga se verifica el producto. Ademds, ya que
o([(Y, 1g, )] = (@~ (Y), Ly 1ny)] = [(X, 1x)], se tiene que g es un homomorfismo de
anillos.

3. El homomorfismo g es inyectivo. Sea V un abierto de Y que contiene a gy sea s € ¢.(F)(V)
de tal manera que [(V, 5)] € Kerg. Asi, [(¢~'(V), )] = [(X, O#x))] y por lo tanto existe un
abierto W en X que contiene a p talque W C ¢ (V) y p,r“;";l(v)(s) = Og(w). Luego, como ¢
es un homeomorfismo entre X y un cerrado de Y, existe un abierto Z de Y que contiene a g
de tal manera que (W) = (ZNe(X)), el cual cumple que W = ¢~ (p(W)) = ¢ ' (ZNp(X)) =
0 H2) N ¢ (X)) = ¢ (Z). De este modo, considerando al abierto Z N V se asegura la
igualdad [(V, s)] = [(Y, 0y, x))]: en efecto, Z NV es un abierto de Y que contiene a q y
ademds Py} (5) = 81 () = PG OreaG) () = pria G orty V) =
Oy, yznv)-

4. El homomorfismo g es sobreyectivo. Sea U un abierto de X que contiene a p y sea s un
elemento de ¥ (U). Se quiere probar que existen un abierto V de Y que contiene g y una
seccion t € . (F)(V) tales que g([(V,1)]) = [(U, s)]. Como ¢ es un homeomorfismo entre
X y un cerrado de Y, existe un abierto Z de Y que contiene a ¢ de tal manera que ¢(U) =
(Z N ¢(X)). Luego, con argumentos analogos al inciso anterior se tiene que U = ¢~ (Z),
lo cual implica que F(U) = F(¢ 1(Z)) = ¢.(F)(Z). Como s € ¢.(F)(Z) se sigue que
[(Z, $)] € ¢.(F),, ademds satisface que g([(Z, 5)]) = [(¢~'(Z), $)] = [(U, 9)].

En definitiva g es un isomorfismo de anillos. E!

2. Espacios Anillados

En lo que resta del trabajo nos enfocaremos en las gavillas de anillos la cuales nos permiten
definir los espacios anillados que son los objetos que estudiaremos en esta seccion. Durante su es-
tudio daremos algunos ejemplos, definiremos el concepto de morfismo entre ellos y construiremos

un ejemplo de un morfismo entre una clase particular de espacios anillados.

DEeriNiciON 2.3. Un espacio anillado es un par (X, Oy), donde X es un espacio topoldgico y Ox

es una gavilla de anillos sobre X.

En seguida algunos ejemplos de espacios anillados.

EsempLo 2.4. Sean A un anillo y X un espacio topoldgico. Para cada elemento p en X se puede
construir la gavilla rascacielos de A en p (ver el Ejemplo 1.21) y por lo tanto tenemos el espacio
anillado (X, A%).
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EsempLo 2.5. Sean A un anillo y X un espacio topologico. Vamos a construir una gavilla de
anillos Cy sobre X de la siguiente manera: asignamos Cx(0,A) = {0}, Cx(U,A) = {f : U —
A| f es continua} para cada abierto no vacio U de X y como p¢, consideramos la restriccion usual
de funciones (aqui A esta dotado de la topologia discreta). Claramente Cx es una pregavilla, pues
Cx(0,A) = {0} por construccién y pc, es la restriccion usual de funciones. Para las dos propiedades
restantes consideramos un abierto U de X y (U,);c; una cubierta abierta de U, donde / es un conjunto

no vacio.

s Sea f € Cx(U, A) tal que pc, Zi(f) = Ocyw,.4) paratodo i € I. Ya que para todo p € X existe
ieltalque p e U;y como f(p) = pgi(f)(p) = 04 se concluye que f = Oc,w.4)-

= Sea (f;)i; una familia de secciones de Cy de tal manera que f; € Cx(U;,A) paratodoi € 1
y ademas pc, gﬁmu,-( f) = chgfmyj( f7) para cualesquier i, j € I. Definimos la asignacion f :
U — A tal que para todo p € X se tiene que f(p) = fi(p), donde i € I satisface que p € U,.
Observamos que f estd bien definida: en efecto, sea p € X tal que p € U;NU;,donde i, j € 1,
de este modo f;(p) = pcxgijj( f)p) = pcngwj( f)(p) = fi(p). Ademads, probaremos que
f es una aplicacion continua. Ya que la topologia de A es la discreta para a € A tenemos

que f@) = [M@( U= f‘l(a)ﬂ[U ul=J(F @) = £ '@, donde £

i€l i€l i€l
es continua para todo i € 'y por lo tanto para todo i € [ se tiene que fi‘l(a) es un abierto

de U , asi, se sigue que U f,-_l(a) es un abierto de U.

i€l

En conclusion, Cx es una gavilla de anillos y por lo tanto (X, Cx) es un espacio anillado.

Otro ejemplo de espacio anillado es el construido a partir de las funciones holomorfas.

EsempLo 2.6. Sea C* = C \ {0} el espacio topoldgico obtenido al considerar como topologia la
topologia usual. Se define Q" para un abierto U € C* de la siguiente manera: O"(0) = {0} y si U # 0,
entonces se tiene O"(U) = {f : U — C| f es holomorfa}, el cual es un anillo al tomar como suma
y producto los usuales de funciones. Ademads, como restriccion tomamos la usual de funciones. Se
sigue que O" es una pregavilla, ya que O"(0) = {0} por construccién y p es es la restriccion usual
de funciones, ademads para cualquier abierto U de C* y una cubierta abierta (U,);c; de U, donde I es

un conjunto no vacio, se verifican los siguientes incisos:

» Sea f € O" tal que por Zi(f) = Opny,) paratodo i € I. Se sigue que f = O, pues dadoz € U
existe i € I tal que z € U; y f(2) = pory, (f)(2) = O

» Sea (f);e; una familia de secciones donde f; € O"(U;) para todo i € I y tal que po: gim Ui( 1)
= pohgl_’mui(fj) para todo i, j € I. Definimos f : U — C como f(z) = fi(z), coni € Ide
tal manera que z € U,. Se tiene que f estd bien definida, pues para z € (U; N Uj) se sigue
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que fi(z) = pon ginuj( 1i(2) = por ijj( fi(2)) = fj(2), lo tnico que falta probar es que f es
holomorfa, pero es claro ya que por definicién de f se tiene que f(z) = fi(z) coni € [ tal
que z € U;, donde f; es holomorfa para toda i € I. Por lo tanto f es holomorfa.

Se concluye que O" es una gavilla de anillos y en conclusién (C*, O") es un espacio anillado.

DEerFINIcION 2.7. Sean (X, Ox) y (Y, Oy) espacios anillados. Un morfismo (¢, ¢*) : (X,0x) —
(Y, Oy) entre espacios anillados es tal que ¢ : X — Y es una aplicacién continua y ¢* : Oy — ¢.(Ox)

es un morfismo de gavillas sobre Y.

Después de la definicion de morfismo entre espacios anillados viene un ejemplo con una clase

especial de espacios anillados.

EsempLo 2.8. Sea ¢ : A — B un homomorfismo de anillos. Con la Definicién 1.45 tomamos las
gavillas de anillos Ogpecs) Y Ospec(a) Y asi, consideramos los espacios anillados (Spec(B), Ospec(s)) Y
(Spec(A), Ospec(a))- Ahora daremos un morfismo (¢, ¢") : (Spec(B), Ospecs)) = (Spec(A), Ospecia))s
aqui ¢ es la aplicacion ¢* obtenida en la Proposicién 1.41.

¢ : Spec(B) — Spec(A)
a = e@=¢"0

y ¢" se define de la siguiente manera: sea U un abierto de Spec(A)

@5 Ospecy(U) = 0.(Ospeci))(U)
s o g e W ] B

e (U)

a = @h)) = Be(s 0 @l (@)

El homomorfismo &: : Agi(qy — By lo construimos para cualquier ¢ € Spec(B) tomando la
composicion del homomorfismo natural ig\q, con el homomorfismo ¢, de donde obtenemos el
homomorfismo de anillos ¢, : A — By, como A \ ¢~'(¢') es un conjunto multiplicativo de
Ay ¢y(@) es una unidad en B, para toda @ € (A \ ¢ '(q')) (pues ¢(a) ¢ q'), aplicando la
propiedad universal de la localizacién para anillos (Proposicién 1.13) tenemos que existe el ho-

momorfismo (}5: . Ag) — By de anillos de tal manera que para cadaa € Ay a € (A

¢~ 1(0)) se satisface la igualdad ¢, (ﬁ) = zg—a;. Se tiene que ¢f (s) estd en Ogpecs) (@~ (U)): si s
a a

en Ogpeqa)(U), considerando q € ¢ (U), como ¢(q) estd en U tenemos que s o Glran(a) =

s(p(a)) € Ay Y asi, existe un abierto W,-1, en Spec(A) que contiene a ¢~ '(q) y contenido

U, ademds existen elementos a € ¢ '(q) y @ € (A \ ¢ '(q)) tales que para todo r € We-i(0)s
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a . .
r € D(a)y s(p(r)) = o € Ag1(y). Luego, como ¢ es continua tenemos que ¢‘1(W¢_1(q)) es un abier-

to de Spec(B). Miés atn q € ¢~'(U) y ademds para todo v’ en ¢~ (W,-1(,) se tiene que 1’ estd en
’ e ’ e ’ (a)

D(@(@)) y g}()(X') = (5 0 glyr)(X) = P (s((1'))) = % Por lo tanto ¢f,(s) es un elemen-

to de ¢.(Ospecp))(U). En seguida verificamos que gofj estd bien definida, sean sy r en Ospeca)(U)

tales que s = £, como ¢|,1H)(q) € U se tiene que s(@l,-11)(q) = 1l 1w)(a)), de donde se

sigue que ¢,((s © @l1)(@) = o((t © @l11))(a) ya que @, estd bien definida y por lo tanto

(p’;](s)(q) = go@(t)(q). Lo siguiente es ver que gofj es un homomorfismo de anillos. Sean s,¢ en

Ospecay(U) y sea q un elemento en ¢~ '(U), para la suma tenemos que

$o((s+ 1) 0 @ly10)()
a(((elyrn(a)) + (el (a)))
= Bo(5(@ly10n () + Bot (@10 (@)
@ ()@ + ¢} (D(0).

ACERIC))

De manera andloga se prueba que gof,(s -N(q) = go"z,(s)(q) . gof,(t)(q) y como también tenemos que
o(la) g

el 1p
que ¢#, es un homomorfismo de anillos. Para que ¢* sea un morfismo de gavillas solamente falta

@ (Logein @) (@) = @((IOSW)(U) ° ¢l wy)a) = , para todo q € ¢~'(U), se concluye

probar la compatibilidad con las restricciones de gavillas, es decir, dados U y V abiertos de Spec(A)

tales que V C U, falta probar que el siguiente diagrama es conmutativo:

g

Ospeca)(U) Ospecn (™' (U))
-1
pOSpeC(A)g l lPOSpec(B)z—l E:,/))

Ospeca)(V) Ospecsy (™' (V)

o

(%))

En efecto, sea s en Ogpeqa)(U), evaluando POspects) -1 v

o gof,(s) : go_l(V) - l—[ B, en un elemento
agp=1(V)
_ —1 U —~ .
q de ¢~ !(V) tenemos que POspcc<B>z4§V)) o go‘?](s)(q) = ¢q((s o ¢ly1(v))(q)), mientras que al evaluar
@ 0 POgeint () 97" (V) > | | By en q setiene que ¢ 0 poy,.., U@ = Go((s © Plo1)(@),
agp='(V)
o) o (s)=¢" o Y(s). Ya que ambas funciones tienen mismo
tp’l(V) SOU - SOV pOSpsc(A)V . q
dominio, codominio y regla de asignacion, el diagrama anterior es conmutativo y se tiene que ¢*

asi, se sigue que Pog,.s

es un morfismo de gavillas. En conclusion, (¢, ¢") : (Spec(B), Ospec(s)) = (Spec(A), Ospec(a)) €S Un
morfismo de espacios anillados.
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Se debe aclarar que al tener un morfismo (f, f*) : (X, Ox) — (¥, Oy) entre espacios anillados se

tiene que ser cuidadoso al hablar del homomorfismo de anillos inducido de f* para todo g € Y,

fq\#:OY,q - .ﬁk(OX)q
[(V,)] = [V, fi)]

pues no siempre se tiene la certeza de que g tenga una preimagen. Por esta razon solamente nos

vamos a interesar en los puntos de X, pues para estos puntos tenemos el homomorfismo de anillos

@, f(Ox)rpy — Oxyp
(U, )] — [(FWU),9]

obteniendo de manera natural f; = @, o ¢}, como

f:ZOY,f(p) — Ox,
(U, )] = [(F ), fis)]

La situacion planteada se describe en el siguiente diagrama

f, ﬁ(p) ap
Oysp) — f:(Ox)sp) — Ox,p

I
Cabe mencionar que en algunos libros como [6] y [7] se sobreentiende quién es el homomorfismo

de anillos f7.

Aclarado lo del morfismo de gavillas, pasamos nuestro estudio a la composicién de morfismos
entre espacios anillados. Sean (f, f*) : (X,0x) — (Y,Oy) y (g,¢") : (Y.Oy) — (Z,O;) morfismos
entre espacios anillados. Sabemos que la composicién de aplicaciones continuas es una aplicaciéon
continua, en particular tenemos el resultado para g o f : X — Z, ademds, para todo abierto U de
Z se tienen los homomorfismos de anillos g’fj : 0z(U) - g.(0y)(U)y f:_,(U) . Oy(g™\(U)) -
f(Ox)(g™'(U)); como f.(Ox)(g™"'(V)) es igual a Ox(f~'(g7"(U)) y f(g7'(U)) = (g o H'(U)
es un abierto de X, se sigue que £,(Ox)(g”'(U)) = Ox(f~'(¢7'(U)) = Ox((g o f)'(U)) = (g o
).(Ox)(U). Por lo tanto, la composicién de los morfismos entre espacios anillados (g, g*) o (f, %),
es el morfismo de espacios anillados (g o f, (g o f)¥) : (X,0x) — (Z,0;), de tal manera que para
todo abierto U de Z el homomorfismo de anillos (g o f)?, esta definido como f:_l 0 ° g 1 0-(U) -

(g © ).(Ox)(U). Ahora podemos definir qué es un isomorfismo entre espacios anillados.

DeriNiciON 2.9. El morfismo entre espacios anillados (f, f*) : (X,0x) — (¥,Oy) es un iso-
morfismo si existe un morfismo (g, g*) : (¥,0y) — (X, Ox) tal que (f, f*) o (g,g") = (idy,ido,) y
(ga g#) o (f’ f#) = (idX7 id()x)~
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TeorEMA 2.10. Sean (X,Ox) y (Y,Oy) espacios anillados. Un morfismo de espacios anillados
(f, fH : (X,0x) = (Y,Oy) es un isomorfismo si y sélo si f es un homeomorfismo y f* es un

isomorfismo de gavillas.

DEMOSTRACION. Supongamos que (f, /) : (X,0x) — (¥,Oy) es un isomorfismo de espacios anil-
lados, asi, existe un morfismo de espacios anillados (g, g%) : (¥,0y) — (X,Ox) de tal manera
(g.8" o (f, /) = (idx, ido,) y (f, f*) 0 (g,8") = (idy, idp,), es decir g o f = idy, (g o /)* = ido,,
fog=idyy (fog" =idp,. Comogof =idyyfog = idy,sesigue de inmediato que f es
un homeomorfismo entre X y Y, lo siguiente es verificar que f* : Oy — f.(Ox) es un isomorfis-
mo de gavillas, para ello es necesario exhibir un morfismo de gavillas 4* : f£,(Ox) — Oy tal que
ffoh* =idsoy y h* o f* = idp,, el cual definimos como A, = gﬁ._l v, Para todo abierto V de Y,
no hace falta verificar que /4" es un morfismo de gavillas ya que g* lo es. Asi, para un abierto V de
Y, tenemos que (h* o f*), = hf, o fi = ng W © f# = idoyv,. De manera analoga se prueba que
(f* o i)y = ido, ).

Ahora la otra implicacion, suponiendo que se tiene un homeomorfismo f : X — Y y un isomorfis-
mo de gavillas f* : Oy — f.(Ox), probaremos que (f, /) es un isomorfismo de espacios anillados,
es decir, exhibiremos un morfismo (%, i*) : (¥,0y) — (X, Ox) tal que (h, h*) o (f, f*) = (idy, ido,)
y (f, f*) o (h,h*) = (idy, idp,). Como f es un homeomorfismo se sigue que f~! es una aplicacién
continua y por ello consideramos h = f~1, asi, se tiene que h o f = idy y f o h = idy. Luego, como
f* es isomorfismo de gavillas existe g* : f.(Ox) — Oy, asi, para todo abierto U de Y tomamos
n, = g?w) : Ox(f1(f(U))) = Oy(f(U)). Como g* es morfismo de gavillas tenemos que A* tam-
bién lo es. Por lo que (h o f)j, = fF, w © hy = £ ) © 8%, = idoyw), para todo abierto U de
X, por lo tanto (h, h*) o (f, f*) = (idx, ido,) y (f, f*) o (h, h*) = (idy, idp,). De manera analoga se
prueba que (f o h)‘?] = idp,(v) para todo abierto U de X. En conclusién (f, f*) es un isomorfismo de

espacios anillados. —

3. Espacios Localmente Anillados

Una clase especial de espacios anillados son los localmente anillados, en algunos de ellos como
en el caso del espacio anillado (Spec(A), Ospeca)) construido en el Ejemplo 2.8 es posible tener
control sobre el ideal maximal para cada anillo local Ogpeca)p, donde p estd en Spec(A) (véase
Teorema 1.46).

DEermNiciON 2.11. Un espacio anillado (X, Ox) es localmente anillado, si Oy, es un anillo local
para todo p en X.
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La siguiente proposicion serd util para caracterizar los anillos locales.

ProposiciON 2.12. Sea A un anillo, A es local si 'y sélo si el conjunto de elementos de A que no

son unidades forman un ideal en A.

DEMosTRACION. Sea A un anillo local de ideal maximal m, probaremos que (A \ (A)) = m. Se tiene
que m € (A\U(A)) ode lo contrario 14 € m, lo cual es una contradiccién, ahora la otra contencion,
seaa € (A\ U(A)), como Aa # A tenemos que aA C m, asi, a € my por lo tanto (A \ U(A)) C m.

Reciprocamente, si A\ U(A) es un ideal de A, probaremos que A es un anillo local de ideal maximal
A\ U(A). Sea n un ideal maximal de A, como 1 no contiene unidades, tenemos que 11 C (A \ U(A))

y ademds como n es un ideal maximal concluimos que n = (A \ U(A)). .

EsemprLo 2.13. Sean A un campo y X un espacio topoldgico. El espacio anillado (X, Cx) (ver
Ejemplo 2.5) cumple ser localmente anillado, ya que Cx ), es un anillo local para todo p € X. En
efecto, por la Proposicion 2.12 basta probar para todo p € X que (Cx, \ U(C,,)) = {[(U, f)] €
Cx,p : f = Ocywa} := I, esunideal en Cx,. Sea [(U, f)] € (Cx, \ £,), yaque U es un abierto
de X que contiene a py f € Cx(U, A) tal que f(p) # 0,4, se sigue que existe un abierto V de X que

contiene a p y contenido en U tal que f(V) C (A \ {04}). En V se tiene definida la funcién continua

1 1
YA’ asi, [(U, )] - [(V, TA)] = l¢y, y por lo tanto (Cx,, \ 1) € U(Cx,p). Ahora la otra contencion,
sea [(U, f)] € U(Cx,), es decir, existen un abierto V de X que contiene a py g € Cx(V,A) de tal

manera que [(U, /)] - [(V.g)] = [(U NV, fluav - gluav)] = lcyexa), por lo que f(p) # 04 teniendo
que [(U, /)] € (Cx, \ )y asi, U(Cx,) € (Cx,, \ I,), por lo tanto U(Cx,) = (Cx, \ 1,). Luego
(Cx, \U(Cx,)) = I, que claramente es un ideal y en conclusion (X, Cx) es un espacio localmente

anillado.

DErINICION 2.14. Sean A y B anillos locales de ideales maximales m, y mp respectivamente. Un

homomorfismo de anillos ¢ : A — B es local si ¢! (mp) = my.

Ya con la anterior definicion damos paso a los morfismos entre espacios localmente anillados.

DEerFINICION 2.15. Sean (X, Ox) y (Y, Oy) espacios localmente anillados. Un morfismo (¢, ¢*) :
(X,0x) — (Y,0y) entre espacios anillados es un morfismo entre espacios localmente anillados
si el homomorfismo de anillos inducido <pﬁ : Oy,(p) — Ox, es local para todo p en X.

EsempLo 2.16. Sea ¢ : A — B un homomorfismo de anillos. El morfismo entre espacios
anillados (¢, ¢*) : (Spec(B), Ospec)) — (Spec(A), Ospecay) (véase Ejemplo 2.8) es entre espa-
cios localmente anillados, pues el homomorfismo de anillos aq es local, para todo q € Spec(B),

donde (¢_1(Q)A¢—l(q)) y aB, son los ideales maximales de A,-1(,, y de B, respectivamente. En efecto,
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(é;q_l(qu)) C (¢‘1(q)A¢,_1(q)) se tiene ya que ¢‘1(q)A¢,_1(q) es un ideal maximal. Reciprocamente,

dados a € ¢7'(q) y a ¢ ¢7'(q), se sigue que ¢(a) € qy ¢(a) ¢ g, por lo que Z;E—Z; € qB,, es

decir ¢AS; (g) € qB,, de esta manera g € (cﬁ_l(qu)) y asi (¢‘1(q)A¢-1(q)) - ((5;—1(qu))’ por lo tan-

to (¢‘1(q)A¢,71(q)) = &)Vq_l(qu). Ademas, para todo q € Spec(B) tenemos que el homomorfismo
de anillos ¢} : Ospecayg-1@) = Ospectirq €8 local. En efecto, por el Teorema 1.45 se cumple que
Ospecars—'@) = Ap1(a) Y OspecB)a = By, suponiendo que f'y g son los respectivos isomorfismos se
tiene que el siguiente diagrama es conmutativo:

¢
()Spec(A),qﬁ‘1 (q) > OSpec(B),q

f |
Ap1() —— B,

q

Ahora, si My 415 Yy Mp, son los ideales maximales de Ogpeca)p1(q) Y Ospec(B)q TESPectivamente,
entonces (gpﬁ)‘l(m Ba) = My 4-1(q)- Enefecto, g(mp ) = qB,, ya que g es un 1isomorﬁsmo y probamos
que ¢, es un homomorfismo local de anillos por lo que la igualdad ¢, (qB,) = ¢_1(q)A¢—1(q) es
verdadera, ademds f (¢~ ())As1()) = Ma41()» PUEs f es un isomorfismo. Asf, obtenemos que goﬁ es
un homomorfismo local de anillos, ya que ¢f = g™' o ¢, o f~' . En conclusién tenemos que (¢, ¢*)

es un morfismo de espacios localmente anillados.



Capitulo 3

Las Inmersiones Cerradas entre Espacios Anillados

Durante este capitulo primero estudiaremos un par de gavillas cruciales para entender mejor el
comportamiento de las inmersiones cerradas, la gavilla asociada y la imagen inversa de una gavilla
bajo una aplicacién continua. Luego seguiremos con las inmersiones cerradas, que son una clase
particular de morfismo entre espacios anillados y en la dltima seccién demostraremos cudl es la

estructura que tiene una inmersion cerrada.

1. La Gavilla Asociada

Siempre que tengamos una pregavilla que no sea una gavilla haremos uso de la siguiente cons-

truccién conocida como la gavilla asociada.

A partir de una pregavilla de anillos # sobre un espacio topoldgico X construiremos ¥ * de
tal manera que para cualquier abierto U de X se tiene que #"(U) = {0} si U = 0 y en caso

contrario ¥ *(U) es el conjunto de aplicaciones entre U y 1—[ ¥ », de modo que para una aplicacion
peU

s:U—> l_[ ¥, en F*(U) se mantienen los siguientes incisos:
peU
1. Para todo p en U, s(p) estd en 7.
2. Dado p en U existen un abierto V), de X contenido en U, que contiene a p y una seccion
ty, € F(V,) tales que s(q) = [(V,,y,)], paratodo g € V,.

Como restricciones ps+ tomamos las restricciones usuales de funciones. Sin mucho esfuerzo se
puede verificar que ¥ * es una pregavilla de anillos, ya que para todo abierto U de X sabemos que
(F*(U), +, x) es un anillo ademads por construccién F *(0) = {0} y la restriccién p#~+ por ser la usual
de funciones cumple las condiciones dos y tres de pregavilla. Para verificar que ¥+ cumple con las
condiciones restantes para ser una gavilla, consideramos un abierto U de X y una cubierta abierta

(U))ier del abierto, donde I es un conjunto no vacio:

1. Sea s una seccién de 7 *(U) tal que pgc'+gi(S) = Og+(v,), asi, para todo g en U, s(q) =
[(Uj,07+wy)], donde j € I es tal que g € Uj, V, es el abierto de X que contiene a g
47
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y esta contenido en U, obtenido de la propiedad dos de la gavilla asociada junto con el
elemento #y, en F(V,), teniendo que s(q) = Og, para todo g € U y por lo tanto s = Og+(y).
2. Sea (s;)ic; una familia de secciones tales que s; € F *(U;) para todo i € I y de tal manera
que pg+ g;nt(si) = pg+ Z-l_’nt(s i), para cualesquiera i, j en /. Definimos como s la siguiente
aplicaciéon s : U — l—[ ¥, que acada g € U le asigna s(q) = s,(q), donde i € I cumple que

qelU
q € U,. Observe que por construccion s estd bien definida y cumple con las condiciones

para ser una seccion en F *(U).

Por lo tanto 7 * es una gavilla de anillos y asi pasamos a la siguiente definicion.

DEerINIcION 3.1. Sea ¥ una pregavilla de anillos sobre un espacio topolégico X. Con notaciones

en la presente seccion, ¥ * es la gavilla asociada a la pregavilla # sobre X.

Con la gavilla ¥+ viene la aplicacion 6 entre ¥ y #* la cual se define para un abierto U de X

de la siguiente manera:

Oy : FU) — F(WU)
s B QU(s):U—>1_IT,

reU

q = 0u(s)(q) = [(U, 9)]

Se tiene que Oy (s)(q) € F 7 (U) pues la condicién uno es evidente y para cumplir los requisitos de
la condicion dos basta tomar cualquier abierto V de X que contenga a p y contenido en U y como
seccion sly. Recordemos que denotamos [(U, s)] = s,. Sean s,t € ¥ (U), suponiendo que s = 1,
se sigue que Oy (s) y que Oy (?) tienen el mismo domino, codominio y ademads para todo p € U se
cumple que 6y (s)(p) = s, = t, = Oy(t)(p), por lo que también tienen la misma regla de asignacién
y asi 0 esta bien definida. Si suponemos que s no necesariamente es igual a r y que p € U, entonces
para la suma tenemos que 6y (s+1)(p) = (s+1), = s,+1, = Oy(s)(p)+6y()(p), de manera andloga se
verifica el producto y como 0y (1#w))(p) = [(U, 1#71))] = lg, resulta que 6y es un homomorfismo
de anillos. También se tiene que 6 es compatible con las restricciones de las pregavillas ¥ y ¥ ¥, es

decir, al considerar los abiertos U y V de X tales que V C U se sigue que el diagrama:

F(U) —L F+(U)

pfﬁ’l ipfﬁ\f

F(V) — > F*(V)
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es conmutativo: en efecto, sean s € ¥ (U) y p € V, se tiene que (p(,mgoeu(s))(p) = ppg([(U, )] =

[(V.pry(s)] y que (v © pr(5)(p) = Ov(p71())(p) = [(V, psy(5))]. Por lo tanto 6 es un morfismo
de pregavillas. La dltima propiedad de 8 se tiene del siguiente lema.

Lema 3.2. Con notaciones en la presente seccion, se tiene que el homomorfismo de anillos

0, : Fp = F, inducido por 0 es un isomorfismo para cualquier elemento p de X.

DEMOSTRACION. Sea p un elemento de X, recuerde que el homomorfismo de anillos 6, es tal que
0,([(U, $)]) = [(U, 8y(s))], donde [(U, s)] € F,. Se tiene que 6, cumple lo siguiente:

= 0, es inyectivo. Sea s, = [(U, s)] € ¥, tal que s, € Ker(d,). Como 6,(s,) = [(U,0y(s))] =
O¢p+ existe un abierto W de X talque p € W C Uy p(,m{}{,(HU(s)) = Og+w), asi, para
todo g € W se tiene que p¢+‘lfv(0U(s))(q) = (Gw(pfg,(S)))(Q) = Ogc;. Como en particular
Ow (o7 (M) = [(W, priy(9)] se sigue que [(U, 5)] = [(X, Orx)]-

= 0, es sobreyectivo. Sea [(U, 1] € ¥, por la propiedad dos de la gavilla asociada existen un
abierto V), de X que contiene a p contenido en U y ty, € ¥ (V) tales que para todo g € V,
se tiene que 7(q) = [(V), tv,)], asi, consideramos [(V ), fy,)] como preimagen de [(U, 1)]. En
efecto, 6,([(V,, tv,)]) = [(V}, Oy, (tv,))] es igual a [(U,1)], ya que V, es un abierto de X que

contiene a p y pg+ %(t) = Oy, (tv,).

Por lo tanto €, es un isomorfismo de anillos. .

En el caso de ¥ sea una gavilla se observa que ¥ = ¥ .

El siguiente teorema que probaremos es conocido como la propiedad universal de la gavilla
asociada.

TeoreMaA 3.3 (Propiedad Universal de la Gavilla Asociada). Sea ¥ una pregavilla de anillos
sobre un espacio topologico X y F* su gavilla asociada. Si G es una gavilla sobre Xy ¢ : ¥ — G
es un morfismo de pregavillas, entonces existe un tinico morfismo de gavillas ¢* : F* — G que

cumple la igualdad ¢ = ¢* o 0 donde 0 es el morfismo de pregavillas entre ¥ y F*.

DEemosTRACION. Es necesario exhibir la aplicacion ¢*. Sean U un abierto de X y s € 7 (U), por
la propiedad dos de la gavilla asociada ¥, para p € U existe un abierto V, de X que contiene a
Py que esta contenido en U y existe ty, € F(V,) tales que s(p) = [(V,,tv,)] = (ty,),. Luego, se
tiene que (V,),cy €s una cubierta abierta de U y tenemos una familia de secciones (¢v,(tv,))yeu
con ¢y, (ty,) € G(V,) para todo p € U. Queremos extender dicha familia a una seccién en G(U),
por lo que probaremos que la familia se comporta bien en la interseccion de dos abiertos de la
cubierta. Sean py gen U. Si V, NV, = 0, nada a probar. De lo contrario, dado r € V,, N V, se tiene
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que s(r) = [(V, N Vg pry/ oy, (0, D] = [(Vy 0 Vo, (2, )], por lo que pgy” oy, (9, (tv,))(r) =

(@v,av, v, lv,av, D) = (@v,av, (v, lv,av,))(r) = ngzqu(fﬁvq(qu))(’”) y como G es una gavilla existe
t € G(U) tal que para todo V), que contiene a p se satisface la igualdad pg‘lfp () = ¢y, (tv,), asi, para
cada abierto U de X se define ¢}, : ¥ 7(U) — G(U), tal que ¢;,(s) = 1.

Ahora probaremos que la aplicacion ¢}, estd bien definida. Sean s,7 € F7(U) tales que s = t se

tiene para todo p € U que ¢,(s)(p) = (¢7,(5)), = ¢p(s(p)) = ¢,(1,) = (¢y(1), = ¢y, (1)(p). Luego,
suponiendo que s no necesariamente es igual a ¢, para todo p € U la suma cumple que

$y(s +1),

= ¢p((s +D(p)

= ¢p(s(p) + ¢,(t(p))

= (¢p(9))p + (@),

= (By())(P) + (By(D)(p)

¢y(s +0(p)

De manera andloga se verifica el producto y como para todo p € U se cumple que ¢;,(17+1))(p) =
(@, (Leawy)p = (@p(1,)) = 1, se concluye que ¢;; es un homomorfismo de anillos para todo abierto
U de X. Ademas, si tomamos dos abiertos U, W de X tales que W C U, se sigue que el diagrama

FHU) - GU)

U U
PT*W\L if’gw

FHW) o Gw)

es conmutativo. En efecto, sea s € ¥ (U) siguiendo un lado del diagrama tenemos pgé{,((ﬁ;}(é‘))
y para cada p € W tenemos que pgly(¢7())(p) = dy()(p) = (B}(5), = b,(s(p)). mientras que
por el otro lado se tiene que (p*v'v(p@%(s))(p) = ¢y, (slw)(p) = (¢,(5), = ¢,(s(p)). Por lo tanto
¢* es un morfismo de gavillas. Lo siguiente es probar que ¢ = ¢* o 6, es decir, para todo abierto

U de X probaremos que ¢y = ¢;, 0 0y. Sea s € F(U)y p € U, se tiene la siguiente igualdad
¢, (0u())p) = ¢;,(0u(s)(p)) = (Gu(Ou(5)))p = ¢p(Ou(s)(P)) = pu(s(p)) = du(s)(p).

Lo dltimo que mostraremos es que el morfismo ¢* es inico. Supongamos que existe otro morfismo
de gavillas ¢ : ¥+ — G tal que ¢ = ¢ o6, el cual induce el homomorfismo de anillos ¢, = ¢, 06, =
¢, © 0, para todo p € X. Debido a que 6, es isomorfismo tenemos la siguiente igualdad ¢, = ¢,

para todo p € Xy asi ¢ = ¢*. -

Una consecuencia de la propiedad universal de la gavilla ¥ * asociada a la pregavilla 7 sobre el

espacio topoldgico X (Teorema 3.3) es la unicidad de 6 y de F* salvo isomorfismos. Supongamos
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que existen otra gavilla & y otro morfismo 9 : ¥ — & que cumplen las condiciones de la propiedad
universal. Aplicando el Teorema 3.3 de manera adecuada obtenemos que ©# = 9" o6y 0 = 6+ o) de
donde se sigue que 6 = 0" o(F" 0f)) = (6" 01)")00, asi, para todo p € X tenemos que 6, = (6, 01,)o0,
y como 6, es isomorfismo de anillos se sigue que idy; = 6, 01¥,. De manera andloga ¢, 00, = idg,.
Por lo tanto # y #* son unicos. En el caso que la pregavilla F ya sea una gavilla se tiene que

Fr=F.

OBSERVACION 3.4. Con el Unico fin de seguir la notacién usual (misma que en los libros [4], [6] y

[7]), dada una gavilla de anillos # sobre un espacio topoldgico X y un ideal 7 de ¥, denotaremos

7 . . . F
por 7 a la gavilla cociente y a la pregavilla por 7|

2. LaImagen Inversa de una Gavilla

En la presente seccion G serd una gavilla de anillos sobre un espacio topologicoYy f: X = Y
serd una aplicacion continua. Lo que haremos a partir de G es construir una gavilla de anillos sobre

X usando para ello la aplicacién f, el resultado es la gavilla imagen inversa de G bajo f.

Comenzamos la construccion de la imagen inversa de G bajo f considerando un abierto no vacio
U de X con el cual definimos al conjunto Ay = {(V,s) : V esun abiertode Y, f(U) C Vy s e G(V)}
y la relacién ~ de la siguiente manera: sean Vi, V, abiertos de Y tales que f(U) C (V; N V,) y sean
51 € G(V1), s, € G(V»), se tiene que (V1, 51) ~ (V,, 52) sty sOlo si existe un abierto W de Y tal que
S SWCVinW)y silw = salw.

Lema 3.5. Con notaciones anteriores, la relacion ~ que se acaba de definir en el conjunto Ay,

es de equivalencia.

DemosTrACION. Sean V,V, y Vj abiertos del espacio topoldgico Y que contienen a f(U) y sean
seG(V),s, € G(Va)y s3 € G(V3). Se cumple que

= La relaciéon ~ es reflexiva. Basta considerar V. = W ya que f(U) € Vy s = s|y. Asi,
(Vs) ~ (V, 9).

= La relacion ~ es simétrica. En efecto, si (V, s) ~ (V,, 51), entonces existe un abierto W de
Ytal que f(U) C W C (VN V,)y slw = s2lw. Teniendo que W es un abierto de ¥ de modo
que f(U)C W C (V,NV)y s:lw = slw. Por lo tanto (V, 55) ~ (V, ).

» La relacién ~ es transitiva. Si (V,s) ~ (V,,5,) y (Va,50) ~ (V3, 53), entonces existen los
abiertos Wy y W, de Y tales que f(U) C W, C (VN V), f(U) C W, C(VanNVi), slw, = sa2lw,
y S2lw, = $3lw,. Como f(U) € (W; N W), al tomar W = W; N W, tenemos un abierto de
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Ytalque f(U)CW o (VnVonV3) C(VNVy)yslw = GSlw)lw = (Salw)lw = salw =
(s21lw)lw = (s3lw,)lw = s3lw. Por lo tanto se tiene que (V, s) ~ (V3, 53).

En conclusion ~ es una relacion de equivalencia. —

El lema anterior nos permite tomar el conjunto Ay y hacer el cociente con la relacién ~ para

obtener (f‘lg)_(U) = ﬂ, se define la suma como [(V,r)] + [(W, )] = [(V N W, rlyaw + Slvaw)],
donde [(V, )], [(W, s)], s:)n elementos de (f~'G)"(U) y de manera muy parecida el producto se
define como [(V, r)]-[(W, s)] = [(V N W, Flyaw - slvaw)]. Observamos que la suma esté bien definida,
ya que para los abiertos V,V;, W, W, de Y, que contienen a f(U)y r € G(V), r € G(Vy), s €
GW)y s € G(W)), talesque, V = Vi, W =Wy yr =r,s =s,como VNW =V nNnW,
Y rlvaw = rilvews slvaw = silvaw, se tiene que [(V,r)] + [(W, 9)] = [(V 0 W,rlyaw + slvaw)] =
[(V1, r)] + [(Wy, s1)], De manera andloga se verifica que el producto estd bien definido.

Ademis se tiene que ((f~'G)"(U), +, ) es un anillo para todo abierto U de Y, pues la operacién

suma + y el producto - son cerradas y se verifican los siguientes incisos:

1. La suma + es asociativa. En efecto, sean V, V,, V3 abiertos del espacio topoldgico Y que
contienen a f(U) y sean s € G(V), s, € G(V,) y 53 € G(V3), se tiene que
[(V, )] + ([(V2, 52)] + [(V3, 83)]) = [(V, $)] + ([(V2 N V3, 82lv,av; + 83lvanvs)]) =
[(V N (Va0 V3), slvaanvs) + (S2lvanvs + S3lvanv)lvaasny)] y como G(V NV, N V3) es grupo
abeliano, slynw,nvy) + (S2lvanvs + S3lvanv)lvaanys) = (Slvavanvs + S2lvavanvs) + S3lvavany, - Asi,
tenemos la igualdad [(V, $)] + ([(V2 N V3, $2lvanvs + $3lvanv) D) = [(V 0 Vo, slvav, + Salvav,) ] +
[(V3,53)] y por lo tanto [(V, )] + ([(V2, s2)] + [(V3, 3)]) = ([(V, 9)] + [(Va2, s2]) + [(V3, 53)].

2. Se tiene que [(Y, Ogy))] es el cero de (f'6)~(U).

3. Inversos Aditivos. Sea [(V, 5)] € (f~'G)~(U), basta considerar [(V, —s)] como el inverso.

4. El grupo ((f~'@)~(U), +) es abeliano ya que para todo abierto V de Y tal que f(U) C V se
tiene que (G(V), +) es un grupo abeliano.

5. El producto - es asociativo. La prueba es andloga a la de la suma.

6. El producto es distributivo con respecto de la suma. Es decir, para los abiertos V, V,, V3 del
espacio topoldgico Y que contienen a f(U) y las secciones s en G(V), s, en G(V,) y s3 en
G(V3), se tiene que [(V, )]-([(V2, s2)1+[(V3, 53)]) = ([(V, $)]-[(V2, s21)) +([(V, $)]-[(V3, 53)]).
En efecto,

[(V,9)] - ([(V2, 52)] + [(V3, 53)])

[(V.)] - ([(V2 0 V3, s2lv,avs + S3lvanvs)])

[(V (Vo V3), Slvaanvs) * (S2lvanvs + S3lvanv)lvaganvs D

[(V N Vo Vs, (Slvavanys - S2lvavanvs) + (Slvavanvs = S3lvavanvs)])
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[(V N Vo, slvay, - $alvav,)] + [(V 0O V3, slyav, -« s3lvavs)]
[V, )] - [(Va, s2)D + ([(V, 9)] - [(V3, 83)]).

7. El neutro mutiplicativo es [(¥, 1gy))].

Por lo tanto, para todo abierto U de X, ((f~'G)"(U), +, -) es un anillo, con esto hemos obtenido
una familia de anillos ((f~'G)"(U))yex indexada por los abiertos de X. Asi, (f7'G)”, que es la
imagen inversa de G bajo f se define sobre los abiertos de X como (f~!G)"(0) = {0} ysi U # 0

entonces tenemos como antes ( f‘lg)_(U ) = % Ademas, para los abiertos U, U’ de X tales que
U’ C U la restriccién p-1g-5, + (f7'@)7(U) = (f7'@)"(U’) es tal que a [(V, s)] lo manda a
[(V, s)], donde V es un abierto X que cumple que f(U) € Vy s € G(V), se observa que [(V, s)]
estden (f~'G)"(U’), ya que U’ C U implica que f(U’) C f(U) y por lo tanto f(U’) C V. En este
caso como la aplicacion p(s-1g)- es casi la identidad no hace falta probar que estd bien definida,
sin embargo si es necesario demostrar que ps-1g)- o, €s un homomorfismo de anillos: tomamos V
y V, abiertos de Y tales que f(U) C V,f(U) € Vo, s € G(V)y s, € G(V,), luego se tiene que
P16 Z/([(V, D]+ [(Va, 52)]) = pr-16)- Z,([(Vﬂ Va, slvav, + s2lva,)D) = [(V N V2, slvay, + s2lvay,)] =
[(V,9)] + [(Va, 52)] = pr16)- g [(V, 9D + pi-16) Z,([(Vz, s2)]). De manera anéloga se verifica el
producto y p(s-1g)- Z,([(Y, Igir))]) = [(Y, 1g))]. En seguida se rectifica que ( f7'G)” cumple con las
propiedades restantes para ser una pregavilla de anillos.

1. (f7'@)"(0) = {0}, por construccién.

2. Si U un abierto de X, entonces es claro que p f—lg)—g = id1gy-(v), pues la restriccion es
casi como la identidad.

3. Sean U, U, y U; abiertos de X tales que U3 C U, C U y [(V, s)] € (f'@)"(U), donde V es
un abierto de Y tal que f(U) € V'y s € G(V). Tenemos que ps-1g)- gz ° PGy Zz([(V, s)]) =
P16y (VD)D) = [V )] = p1g- Y (AV2 D).

Lo anterior conlleva a la siguiente definicion.

DErINICION 3.6. Sean G una gavilla de anillos sobre unl espacio topolégico Yy f : X — Y una
aplicacion continua. Con notaciones de la presente seccion, la imagen inversa de la gavilla G bajo

f denotada por (f~'G)~ es una pregavilla de anillos sobre el espacio topoldgico X.

El estudio de los gérmenes para la pregavilla (f~!G)~ se resume en el siguiente teorema.

TeOREMA 3.7. Sean G una gavilla de anillos sobre un espacio topologico Yy f : X — Y una
aplicacion continua entre los espacios topologicos X y Y. Siguiendo con la notacion de la seccion

se tiene que (f~'G), = Gy para todo p € X.
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DEemosTRACION. Sea p € X. Consideramos la asignacion

o (f_lQ),_, = Grp
(U, [(V;9)D] = [(V.s)]
Se observa que para [(U, [(V, s)])] € (f‘lg); se tiene que ¢([(U, [(V, s)D]) = [(V, s)] es elemento de

Grp yaque f(p) € Vys e G(V). Enlos siguientes puntos se muestra que la aplicacion ¢ esté bien

definida y que es un isomorfismo de anillos.

= La aplicacién ¢ estd bien definida. Sean U y U’ abiertos de X, [(V,s)] € (f'G)"(U) y
[(V's)] € (f'@) (U talesque U = U’ y [(V, s)] = [(V, s")] en (f~'G)~(U), es decir existe
W C (VnV)tal que sly = s'|w en G(W). Como se tiene que ¢([(U, [(V, s)D]) = [(V, s)] y
que ¢([(U’, [(V’, s)D]) = [(V’, )], por lo tanto ¢ estd bien definida.

= [a aplicaciéon ¢ es un homomorfismo de anillos. Sean U y U’ abiertos de X, [(V, s)] €
('O~ (U) y (V'sH] € (f7'G)"(U'), se tiene que
(LU, [(V, )D] + [(U', [(V", sHDD) o(U N U, [(V, )luew + [V, sD)]luaw)])

p(U N U, ([(V, )] + [V, sHDD

[(V, )] + [(V', s)]

(LU, [(V, )DD + ¢, [(V', sHDD.

De manera andloga se verifica el producto y como ¢([X, [(Y, 1gy)]]) = [(Y,1lgw)] se
cumple que ¢ es un homomorfismo de anillos.

» El homomorfismo de anillos ¢ es inyectivo. Sea [(U, [(V, 5)])] un elemento de (f~! g);, tal
que [(U, [(V; s)]] estd en kerg. Como se tiene que ¢([(U, [(V, s)D]) = [(V, )] = Og,,,, existe
un abierto W de Y que contiene a f(p) talque W C V'y pg%(s) = Og(w). Para probar la
siguiente igualdad [(U, [(V, s)]D)] = [(U, [(Y, Ogr))])], consideramos al abierto (U N 1 (wW))
de X que contiene a p, cumple que (U N f~'(W)) C U y ademas P16y gﬂf‘](W)([(V’ ) =
[(V, s)] esigual a [(Y, Og(y))] en (f~'G)~(UN f~1(W)) pues W es un abierto de Y que cumple
que f(U N fA(W)) € (F(U) N LI WD) € (FW)NW) € W C Vy pghi(s) = Ogan. En
conclusioén se tiene que [(U, [(V, s)D] = [(U, [(Y, Ogy))D].

» El homomorfismo ¢ es sobreyectivo. Sea [(V, s)] € Gy, donde V un abierto de Y que
contiene a f(p) y gos € G(V). Consideramos al abierto f~'(V) de X: dicho abierto contiene
a p 'y como cumple que f(f~'(V)) C Vy se tiene que [(V, s)] € (f'G)"(f1(V)). Luego, es
claro que ¢([(f~'(V), [(V, )DD) = [(V. s)].

Por lo tanto ¢ es un isomorfismo de anillos entre (f~'G), y G- i
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OBservACION 3.8. Al igual que en la seccidon pasada con el unico fin de seguir la notacion
estandar de libros como [6] y [7], dada una pregavilla G sobre un espacio topolégico Y y una
aplicacién continua f : X — Y, denotaremos por f~'G a la gavilla asociada a la pregavilla (f'G)~

y la llamaremos la imagen inversa de G bajo f.

3. Inmersiones Cerradas entre Espacios Anillados

En esencia, lo que vamos hacer después de estudiar las inmersiones cerradas entre espacios
anillados es dar un tipo de clasificacion para dichas inmersiones, pues se tiene la certeza que esto

ayudard a un mejor entendimiento de las inmersiones cerradas entre esquemas.

De manera informal una inmersién cerrada es un morfismo entre espacios anillados en el que
la aplicacion continua entre los espacios topoldgicos es un homeomorfismo y el morfismo entre las

gavillas es sobreyectivo. Sin mas preambulo tenemos la definiciéon de una inmersion cerrada.

DEerFINICION 3.9. Un morfismo (f, f*) : (X,0x) — (Y,Oy) entre espacios anillados es una in-
mersion cerrada si f es un homeomorfismo entre X y un cerrado de Y y para cualquier p € X el

homomorfismo de anillos fl’f : Oy s(» — Ox,, inducido de f* es sobreyectivo.

Observe que siempre que tengamos un espacio anillado (X, Oy) de manera trivial el morfismo
identidad para (X, Oy) es un ejemplo de una inmersion cerrada, sin embargo no es un ejemplo
interesante. A diferencia del morfismo identidad, el morfismo que a continuacion presentamos es
un ejemplo clasico y una buena motivacién para estudiar las inmersiones cerradas entre espacios
anillados.

A
EjsempLo 3.10. Sea I un ideal de un anillo A y seall: A — 7 el homomorfismo proyeccion.

Siguiendo el proceso del Ejemplo 2.8 obtenemos el siguiente morfismo entre espacios anillados
A
(.1 + (Spec(Z). Osay)) = (SPECA), Ospeca)

en donde f : Spec (?) — Spec(A) es la aplicacion continua inducida de IT y definida para todo
qe€ Spec(?) por f(q) = IT"!(q). Nétese que f es un homeomorfismo entre Spec (?) y el cerrado
V(I) (ver Proposicion 1.44). Ahora bien, f* : Ospeca) = [ (Ospec(% )) es el morfismo de gavillas
donde para todo abierto U de Spec(A) se define
E Ospecy(U)  — Ospec(é)(f_l(U))
s o e ro- [ (5)
ref~1(U)

a @) = s o flrw (@)
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— A A —
donde Il : Afyy — (7) con q = ; € Spec(Y), es tal que II, (%) = % +1I,,paraaen Ay ten
ql

A
(A\ f(q")). Recordemos también para todo elemento q en Spec (7) se induce el homomorfismo de

anillos

1y 1 Ospectn@ = Ospee(4).a
(.9 = (W) fHs))]
el cual se sabe es sobreyectivo, pues por el Teorema 1.46 se sabe que Ogpec(a),fq) = Af) que
Os;;ec@ Y = (?)q y ademds que el homomorfismo entre ellos ﬁ; es sobreyectivo. Por lo tanto (f, f*)

es una inmersion cerrada entre espacios anillados. Ademas, al tomar la gavilla I de I, tenemos que

1

modulos

IR

Kerf*. En efecto, para ello consideramos q € Spec(%‘) y la siguiente sucesion de Ogpec(a), (o)

0 —— Kerfq# —— Ospecia), fla) —> OSpeC(?),ﬂ

o . A .
exacta a la izquierda, ademds sabemos que Ospeca), f(a) = Afg) Y Ospec(é Ya = (7) obteniendo el
q
siguiente diagrama conmutativo:

0 —— Ker f —_— OSpec(A),f(Q) - OSpec(%),q

o |

0 e Af (?)q

de este diagrama se puede apreciar el siguiente isomorfismo de anillos Ker fjf(q) = Iy y como
}}(q) = I, paratodo q € Spec(%‘), tenemos que Ker fﬁ(q) = }}(q) paratodo q € Spec(/%) de donde se
concluye que Kerf* = I.

Este dltimo ejemplo es posible generalizarlo para cualquier espacio anillado, pero antes de eso

probaremos el siguiente lema.

Lema 3.11. Sean (X,Oyx) un espacio anillado e I un ideal de Oy. Se tiene que el conjunto

V(I)={peX:1,+# Ox,}esun cerrado del espacio topologico X.

DEmMosTRACION. Se prueba que X \ V(7)) es un abierto de X. Si (X \ V(Z)) = 0 se tiene el resultado,
pero si (X'\ V(Z)) # 0 entonces consideramos p € (X'\ V(Z)) de donde se sigue que 7, = Oy, y por
lo tanto 1o, , € 7. Asi, existe un abierto U de X que contiene a p y una seccion s € J(U) tales que
[(X, 1o,x))] = [(U, s)] y consecuentemente existe un abierto V de X contenido en U y que contiene
a p tal que sly = lp,v). De este modo existe un abierto V.de X talque pe Vy V C (X \ V(7)). Se
concluye que X \ V(J) es un abierto. —
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EsemprLo 3.12. Sean (X, Oyx) un espacio anillado e 7 un ideal de Ox. En primer lugar consid-

o o
eramos la gavilla de anillos TX que es la gavilla asociada a la pregavilla cociente (TX sobre el

espacio topoldgico X. Con el ideal 7 obtenemos el espacio topoldgico V(7) considerando como
topologia la inducida de X: ademds como V(J) es un cerrado de X (ver Lema 3.11) tomamos la
inclusién i : V(I) — X teniendo de manera clara que i es un homeomorfismo entre V(7) y el
cerrado V(7)) de X. Ahora bien, con el homeomorfismo i obtenemos la pregavilla imagen inversa

Ox\ o o
it (—X) y su gavilla asociada i! (YX) ambas sobre V(7), a la gavilla i (TX) algunas veces la

I
denotaremos por Oy(r,. Como resultado tenemos el espacio anillado (V(7), Oy(s)). Para completar

un morfismo entre espacios anillados lo siguiente es construir un morfismo de gavillas entre Oy y

i.(Ov(p)), digamos 70y — i.(Ov(1)), el cual construiremos en tres pasos.

o
Lo primero es considerar el morfismo de gavillas IT: Oy — 7X donde para todo abierto U de X

definimos
10)
[y : Ox(U) — 7X(U)

s = Oy(ry(s)
x| . o 1. (Ox)  Ox
donde 7 : Oy — ya es el morfismo de pregavillas proyecciéon y 6" : 7 — 7 es el mor-
fismo de pregavillas que viene con la construccion de la gavilla asociada a la pregavilla cociente,
ambos sobreyectivos y por lo tanto el homomorfismo de anillos 1, es sobreyectivo. Con argumen-

tos similares se tiene que también el homomorfismo de anillos inducido IT, : Oy, — (7X para

P
todo p en X es sobreyectivo.

o o
En segundo lugar consideramos la aplicacion ¢ : TX — i, (i‘1 (—X) ) donde para cada abierto U

T
de X, como i, (i‘l (%) )(U) =i (%) (U N V(I)) definimos
[0) Ox\~
¢U:7X(U) N rl(%) (U N V()
t — [(UD]

Se sigue que ¢y es un homomorfismo de anillos para todo abierto U de X: sean s, elementos

en 7X(U), tales que s = ¢ se cumple claramente que ¢y(s) = [(U,s)] = [(U,1)] = ¢y(r). Si
suponemos que s no necesariamente es igual a ¢ tenemos que ¢y (s +¢) = [(U, s + 1)] = [(U, s)] +
[(U,1)] = ¢u(s) + ¢y(t), de manera andloga ¢y(s - t) = ¢y(s) - py(f) y ademds se cumple que

du(loy (U)) =[(U, 1oy (U))]. Lo que sigue es probar que ¢ es compatible con las restricciones de TX
I I
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Ox\ o
dei”'[=X| . Enefecto, sean U y V abiertos de X tales que V C U y sea s un elemento de —X(U ),
y T y I

0.\~
se sigue que o, g1 0 u(s) = (U )] en ™ (7") (VA V) y que dy 0 pog U(s) = [(Vesly)] en
)y I

it (%)_ (VN V(I)), ademas, [(U, s)] es igual a [(V, s|y)] en i! (%)_ (VN V(I)), para ello basta

considerar el abierto V yaque iVNV(I) = (VNVIT) CVC(VNU)ypo g (5) = poy ;(s|v).
I I
Por lo tanto, como el siguiente diagrama es conmutativo:

OX —1 & -

7(U) i (I) (U nv(a))
poy? Poyfoxy
Tv T v

OX .—1 OX -

T(V) o (7) (VnVv())

concluimos que ¢ : 7X — i, (i‘1 (TX) ) es un morfismo de pregavillas. Recordemos que de man-

era natural ¢ induce un homomorfismo entre los anillos de gérmenes

(3, = )

(U, 9] = [U ¢u(s)]

para cualquier p en X el cual estudiaremos a continuacion. Sea p € X.

(0) (@)
» Sip € (X \ V(I)), entonces tenemos por definicion que Oy, = 1, y como (TX) ~ %
p

p

(@)
(ver el Lema 1.28) se tiene que (—X) = {0}. Por otro lado, aplicando el Teorema 2.2 en el
I P
O\
codominio de ¢,, se sigue que (i* (i‘1 (7X) )) = {0} (pues p € (X \ V(Z))), teniendo el
p

homomorfismo nulo, ¢, : {0} — {0}.

= Si p € V(Z), entonces el homomorfismo de anillos ¢, cample con los siguientes incisos:

0
1. El homomorfismo de anillos ¢, es inyectivo. En efecto, sea [(U, s)] € (7X) tal que
p

[(U, s)] € Kerg,. Se tiene que: ¢,([(U, s)]) = O( ( (g)’)) si y sélo si [(U, ¢y(s))] =

i 2
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[(X, 0(. (,_l(ox )*))(X))], si y s6lo si existe un abierto W de X que contiene a p y con-
Lyl T

. v _ i . . .
tenido en U tal que pi*(f1 (OTX ) )W(d)U(s)) Oi*(fl (OTX ) )(W), si y solo si existe un abierto

W de X que contiene a p y contenido en U tal que p_l(ox )— veavih (U, s))) = [(U, s)] =
C . . U wova .
Orl("TX )—(WOV(I», siy sélo si existe un abierto W de X que contiene a p y contenido en U
y ademds existe un abierto Z de X tal que (W N V(X)) CZ C Uy po,Y(s) = 007)((2). Se
IZ T
concluye que [(U, s)] = [(Z, s|z)] = [(Z, 00y (Z))] y por lo tanto ¢, es un homomorfismo
I

de anillos inyectivo.

0\
. El homomorfismo de anillos ¢, es sobreyectivo. Sea [(U, 1)] € (i* (i_1 (TX) )) , donde
P

U es un abierto de X que contienea py ¢t € i, (i_1 (%) )(U) =1 %) (Unv)),

es decir U es un abierto de X que contiene a py t = [(W, s)] donde W es un abierto
de X talque (UNV() € Wyse %(W}. Asi, como preimagen de [(U, t)] consi-

(@)
deramos a [(U N W, s|yaw)]: dicho elemento esta en (TX) y tenemos que ¢,([(U N

P
W, sluaw)]) = [(UNW, ¢duaw(sluaw))] = [(U, 1)], esto yaque UNW es un abierto de X que

contiene a py p_ o, \-""" Y (U N W, sluaw)]) = [(U N W, slyaw)] es igual a [(U, s)]
! 7) UnwnV(1)
O\
en i ! (7X) UNWwWnV)), pues (UNWNVT) CUNW)y po Y Y(slyaw) =
7 Unw

poY (s).
7 UnwW

En conclusion ¢, es un isomorfismo de anillos para todo p € V(7).

Del estudio que acabamos de hacer tenemos que para todo p € X, el homomorfismo de anillos ¢,

es un isomorfismo.

Por dltimo consideraremos la aplicacién ¢ : i, (i_1 (

Ox

7 ) ) - 1, (i_1 (%)) donde cada abierto U

de X se define

Yy it (%)_ wunva) - it (%) (UN V(D))

(W] = 6y (WD)

Ox

O\
6> es el morfismo entre i~ (TX) y su gavilla asociada i’ ( 7 ) Se afirma que ¥y es homomorfis-

mo de anillos para todo abierto U de X, pues 6

2

Unv(r 10 es, por la misma razon se tiene que para los
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abiertos U y U’ de X tales que U’ C U el siguiente diagrama es conmutativo:

i! (%) U NVI)) s i (@) U N VD))
T T
o . _unva) o Unv(I)
7 UAv(D) ! I(OT)U/HV(I)

—1 OX B ’ . —1 % ’
i (7) 'nv)) o [ (f)(U NV())

Lo siguiente a estudiar es el homomorfismo de anillos inducido

W G2), - )

(U, 0] = [ gu®)]

paratodo pen X. Sea p € X.

= Sip e (X\ V()), entonces (i* (i_1 (%))) ={0} = (i* (i_1 (%)_)) (ver Teorema 2.2),
P P

tenemos que (W N V(7)) = 0 y como i (%)_ (0) = {0}, se tiene (i* (i_l (%)_)) = {0).
Asi, ¢, : {0} — {0}, ’

= En el caso que p sea elemento de V(J), dado un abierto U de X que contiene a p y

O\
tei’! (TX) (UNV(I)),esdecir t es de la forma [(V, s)] para cierto abierto V de X, tal que

. @) .
(UNV)) C Vyciertos € TX(V) y para todo p € V() tenemos que ¥, es un isomorfismo

de anillos ya que Hf, lo es (ver Lema 3.2).

Hemos probado que para todo p € X el homomorfismo de anillos i, es un isomorfismo.

En definitiva, obtuvimos el morfismo de gavillas sobreyectivo I y los morfismos de pregavillas ¢

y ¥ tales que para todo p € X inducen los isomorfismos de anillos ¢, y ¢, respectivamente. Al

o o :
componer los ultimos dos morfismos tenemos como resultado ¢ = o ¢ : 7X — .(Oy(1)), el cual
es un isomorfismo de gavillas. Finalmente tomamos el morfismo II y lo componemos con ¢ para

tener el morfismo sobreyectivo de gavillas o= ¢ oIl : Ox — i.(Oy(r)), dicha situacion se ilustra
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con el siguiente diagrama conmutativo.

Oy “x K i.(Ov(r))

\_/

l'#

Asi, hemos construido un morfismo i : Oy — Oy(r) de gavillas de tal manera que para todo
p € V() el homomorfismo de anillos inducido ij’; es sobreyectivo, en conclusion (i, i) es una

inmersion cerrada.

4. Estructura de una Inmersion Cerrada entre Espacios Anillados

Una de las motivaciones que nos embarco en la busqueda de cémo clasificar para las inmer-
siones cerradas fue el Ejemplo 3.12. Antes de enunciar y demostrar el ultimo teorema, el cual es
la cuspide de este trabajo, daremos una caracterizacion de las inmersiones cerradas entre espacios

anillados y probaremos el teorema que da la clasificacion.

Lema 3.13. Sea (f, f*) : (X,0x) — (Y,Oy) un morfismo entre espacios anillados tal que f es
un homeomorfismo entre X y un cerrado de Y. El morfismo (f, f*) es una inmersion cerrada si, y

sélo si f* es un morfismo sobreyectivo de gavillas.

DEMOSTRACION. Partiendo de que f# es un morfismo sobreyectivo de gavillas tenemos que para todo
g € Y el homomorfismo de anillos fj es sobreyectivo, en particular si f(p) = g € f(X) para algin
p € X se tiene que f;‘ : Oy,f(») — Ox, €s un homomorfismo de anillos sobreyectivo y por lo tanto

(f, f*) es una inmersién cerrada.

Supongamos ahora que (f, f*) es una inmersién cerrada. Dado g € Y se tienen los siguientes casos:

» Sig e (Y\ f(X)), entonces f.(Ox), = {0} (ver Teorema 2.2) y por lo tanto fj : Oyy — {0}
es un homomorfismo de anillos sobreyectivo.

= Si g € f(X), entonces existe p € X tal que f(p) = ¢, ademas f;f : Oyf(» — Oxp €s un
homomorfismo sobreyectivo de anillos y como Oy, = f.(Ox),, podemos concluir que fj

es un homomorfismo de anillos sobreyectivo.

En definitiva, para todo g € Y el homomorfismo de anillos inducido fj es sobreyectivo y por lo

tanto f* es un morfismo sobreyectivo de gavillas. —

El Teorema 3.14 nos dice que es posible factorizar una inmersion cerrada entre espacios ani-
llados con un isomorfismo de espacios anillados y otro morfismo, este otro morfismo resulta ser el

construido en el Ejemplo 3.12, el cual por excelencia es una inmersion cerrada.
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TeoremA 3.14 (Clasificacion de Inmersiones Cerradas entre Espacios Anillados). Dada una
inmersion cerrada (f, f*) : (X,0x) — (Y,Oy) entre espacios anillados, siempre existen un ideal
J de Oy y un isomorfismo (h,h*) : (X,0x) — (V(J),Ovq)) entre espacios anillados tales que
(f, %) = (i,i*) o (h, k"), donde (i, ") es la inmersion cerrada inducida por el ideal .

DemMoSTRACION. Sea (f, f*) : (X,0x) — (Y,Oy) una inmersién cerrada entre espacios anillados.
Sabemos que f* es un morfismo de gavillas sobreyectivo (ver Lema 3.13) por lo que tenemos la

siguiente sucesion de gavillas exacta:

It
Oy — f(Ox) —= 0
Se puede intuir que como candidato a ideal de Oy tomaremos ker f* = J y lo primero que haremos

con €l es completar la sucesion anterior a la siguiente sucesion exacta:

0T —= Oy —= £i(Ox) —= 0,

o
donde el morfismo entre J y Oy es la inclusion que denotaremos por ¢. Se sigue que 7Y = f.(Ox),
-~ 0
obteniendo asi el isomorfismo de gavillas f# : 7Y — f.(Ox). Ademas, tomando el cerrado V(9)

o
de Y, para un elemento g € Y se sigue que g € V(J) siy s6lo si Oy, # J,, es decir, % # {0}, s1y
q
sélo si f.(Ox), # {0}, equivalentemente si g € f(X) (ver Teorema 2.2). Por lo tanto f(X) = V(7).
La ultima igualdad de conjuntos nos lleva a construir el homeomorfismo 4 : X — V(J) entre
Xy V(J) que a cada elemento p € X le asigna h(p) = f(p). Ahora, para tener un morfismo
(h, ") : (X,0x) = (V(J),Oy(q)) entre espacios anillados falta construir un morfismo de gavillas

o
h* : Oy — h.(Ox), donde Oy(gy =i (?Y) coni: V(J) — Y la inclusién. El morfismo A*
lo vamos a obtener aplicando la propiedad universal de la gavilla asociada, asi, construimos al

O\
morfismo de pregavillas 4"~ : ;™! (71/) — h.(Oy) de la siguiente forma: para cada abierto W de Y

definimos

o
Woowen 21 (FY) WAV(T) = hOx)WN V() = Ox(f (W)

(Z 9] = po o (Fs)

Observemos que Z es un abierto de Y tal que (W N V()), f' (W) € f1(Z) pues f{(W) =

W (X)) = FFAWNV(T)) € £1(2). Lo siguiente es verificar que htv_mwj) estd bien definida,

%) (WnJ) tales que [(Z, s)] = [(T,1)], es decir existe

un abierto ¥ de ¥ tal que (W N V(J)) € £ C (ZNT)y po,(s) = po, (). Al aplicar Ay, -
Jz J X

para ello tomamos [(Z, 5)], [(T,1)] € it (
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o~
tenemos Pox o (W)( f#z(s)) y p()x?lxv))( f#7(1)) respectivamente. Para poder tener la igualdad entre

ellos veremos el comportamiento de sus gérmenes, asi, dado g € f~'(W), consideramos el siguiente

diagrama conmutativo:

Oy 2

—(Z h.(Ox)(Z

j( ) Ox)(2)
°%, o

OY ~#z

— 2 h.(Ox)(Z

j’( ) Ox)(X)

0 7
(7Y)q h* (OX)q

Sea s, siguiendo el diagrama por un lado se tiene que ﬁq([(Z, sls)]) es igual a (pox*;::g o F*Z(s))q.

Considerando un diagrama andlogo al anterior cambiando para ¢ se tiene que f#q([(Z, fx)) =
(Poxf I F‘T(t))q. Como ]Eq estd bien definida y [(Z, s|z)] = [(X,]x)] tenemos la igualdad

i
(POx;jE@)( f#z(s)))q = (POXJ;_IE:V))( (1)), luego, como g fue arbitrario en f~'(W) concluimos que
#‘ﬂvm([(Z )] = m,(j)([(T 1)]) y por lo tanto hWnV( 7 esta bien definida. En seguida probare-
mos que thV( 1, ©s un homomorfismo de anillos, para esto basta recordar que po, y f* son familias

de homomorfismos de anillos. Ademds, dados abiertos U y W de Y tales que W C U, se tiene que

el siguiente diagrama es conmutativo:

Oy\” i
! (?) (U N V() Ox(f~'(U))
unv(y) v)
pil(ojy)wrww;])i P()X; EW)
1 [Oy .
7) (W N V() — Ox(f~'(W))

Oy\ -
pues para [(Z, 5)] € i”' (é) (U N V() tenemos po, () 0 o (UZ, D) = o) (f*(5)),
mientras que A}, © pl_l(%)f Z:‘:(?)([(Z, ) = Ky ((Z ) = POXf (W)(f#z(s)) En con-

clusion A"~ es un morfismo de pregavillas. Aplicando la propiedad universal de la gavilla asociada
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) ) o
tenemos que existe un morfismo de gavillas 4" : ;™! (Fy) h.(Oy) de tal manera que h*~ = h* 0 6?,

Oy
g

: o) . . .
la pregavilla i~ (TX) . Probaremos que A" es un isomorfismo de gavillas, para ello es necesario

- o
donde & : ;™! ( ) — ! (7Y) es el morfismo de pregavillas que viene con la gavilla asociada a

Oy

J

asi, recordemos que para todo abierto W de Y se tienen los siguientes homomorfismos de anillos:

recordar el isomorfismo de gavillas ¢ : % — i, (i‘] ( )) del Ejemplo 3.12 que es igual a ¢ o ¢,

Pw : (&(W) — i ((&)_ WnvE))

g \g
Y : f(‘) (%) WV - i (%) (W N V()
Sy 7Y — Ox(f(W))
0 o)
ow : 7Y(W> — i (7Y)<W N V()

los cuales de manera natural inducen el siguiente diagrama que denotaremos por &.

(0] Fw
7Y(W> Ox(f~' (W)
ow

hiVﬁV(f]))

i (%) Wnvg))

Lo siguiente es verificar que el diagrama & es un diagrama conmutativo para ello, descomponemos

dicho diagrama de la siguiente manera:
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Oy

— (W

j( )
w

dw

. OY v .
7 WnVv)) Ox(f~(W))

yevi)

—l OY

Este ultimo diagrama es conmutativo: en efecto la parte de la izquierda conmuta por construccion, si

Oy
s € 7(W) entonces se tiene que Ay, . © pw(s) = Ay o ([(W; 9)]) = pon_ %;(f#w(s)) = fHy(s)

por lo que la parte superior de la derecha del diagrama conmuta. La parte restante también es
conmutativa ya que Yy = Q‘ZWV( 7 Y esta parte del diagrama corresponde al diagrama inducido de
la propiedad universal de la gavilla asociada que es conmutativo. Asi, obtenemos que el diagrama
total conmuta. En conclusion, el dlagrama & es conmutativo para todo abierto W de Y, es decir, se

#
tiene que f w = Pyaven WAV()
un isomorfismo de anillos concluyendo asi que A* es un isomorfismo de gavillas. Por tltimo, dado

opw. Como f#W y @w son isomorfismos de anillos, se sigue que A es

un abierto W de Y, tenemos el siguiente diagrama conmutativo,

Oy(W)

/ OY
it { F(W NV(IT))

Yw
#
hWﬂV(J)

- (%) WnvEg))

Ox(f~'(W))
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el cual se obtiene con el diagrama & que acabamos de probar que conmuta y el diagrama conmuta-

tivo obtenido del Ejemplo 3.12. De esta manera, tenemos que se cumple que fv”f, = nt oit,. En

wnv(T)
definitiva dada una inmersién cerrada (f, f*) : (X,Ox) — (¥, Oy) entre espacios anillados, para el
ideal Kerf* = J de Oy tenemos el isomorfismo (h, i*) : (X,0x) — (V(J), Oy(y)) entre espacios

anillados tal que (f, f*) = (i,i") o (h, h*). -

OBSERVACION 3.15. Este resultado nos permite decir que una inmersion cerrada entre espacios
anillados (f, f*) : (X,0x) — (Y, Oy) queda parametrizada por un ideal de Oy.
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