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INTRODUCCION

No existe una definicién rigurosa y universalmente aceptada del término espacio cudntico. Sin
embargo generalmente se entiende como ciertas deformaciones de objetos cldsicos asociados a

grupos algebraicos. Podemos ilustrar lo anterior a través de un ejemplo.

Tomamos el dlgebra de los polinomios en dos variables x e y sobre un campo K, denotada
por K[x,y]. Podemos entender K[x, y] como el dlgebra generada por x e y con la relacién xy =
yx. Consideramos ahora para cada g € K el dlgebra asociada K,[x,y] generada por x, y y la
relacion xy = gyx. De esta forma la familia K,[x, y] de dlgebras parametrizadas por g € K, son

deformaciones del dlgebra inicial en el sentido de que la multiplicacién depende del pardmetro q.

También podemos considerar otro tipo de deformaciones. El dlgebra C* dada por un producto

cruzado
C = Co([0, 0)) = C(Sh),

se puede considerar como una deformacién del cilindro [0, o) X S!. Esta deformacién nos permite
definir un colapsamiento de la seccién {0} x S', en el cilindro, a un punto. Este proceso de colap-
samiento coincide con un algebra C* que representa las funciones continuas que tienden a O en el

infinito sobre el espacio cudntico O(C,).

La compactacién por un punto del objeto obtenido equivale a un dlgebra C* denotada por C(Sfl),

que representa las funciones continuas sobre una 2—esfera cuantica S;.

Se puede demostrar que C(Sé) tiene la misma K-teorfa que la esfera S? y el mismo apareamiento
de indices, esto lo podemos obtener calculando el niimero de giros del haz lineal cudntico [16].

Como punto de partida para la obtencion de este resultado, el presente trabajo demuestra cuales son
las dlgebras C* generadas por representaciones del espacio complejo cudntico O(C,), en el sentido
de la teoria de Woronowicz para dlgebras C* generadas por elementos no acotados. Siendo O(C,)

el algebra * generada por la relacion
ww* = gw'w,

cong € (0,1).



INTRODUCCION v

Ademads exponemos una clasificacién de las representaciones de O(C,) sobre espacios de Hilbert.
En el mismo sentido se presenta una clasificacion de la accién del dlgebra Rep (A, H), como una
suma directa sobre cierta particién de H, siendo A el dlgebra C* generada por O(C,) y H el espacio
de Hilbert L*([0, 00), B[0, o), Hq) donde u, es una medida g-invariante sobre la o-dlgebra de Borel
de [0, o) denotada por B[0, o).

La C*-algebra A, se genera mediante la descomposicion polar r = Ul|n| del operador de multipli-

cacion  : D — H dado por
m(f)(x) := qxf(gx),

el cual se define sobre cierto subespacio D, denso en H. Se demuestra que ‘A satisface

A= {Z fi7DU* : m,neZ, m<n, fi € Cy([0, oo))}.

k=m



Capitulo 1

Preliminares

1. Conceptos basicos de algebras C*

DEFINICION 1. Un dlgebra A, es un espacio vectorial sobre C con una operacion binaria o
producto, que satisface asociatividad y distribucion con respecto a la suma, tanto por derecha

como por izquierda. Es decir, dados a,b,c € Ay a € C se cumple

1. (ab)c = a(bc),

2. a(b+c)=ab+ac,

3. (a + b)c = ac + bc,

4. (aa)b = a(ab) = a(ab).

Ejemrero 1. El conjunto M,x,(C) de las matrices cuadradas de dimension n X n es un dlgebra

sobre C, con la multiplicacion de matrices.

DEFINICION 2. Un espacio vectorial V se dice normado, si existe una funcion || - || : V — R* tal

que dados a,b € V 'y A € C se cumple

L. [lall = 0,

2. |lall = 0 siysolo sia=0,
3. lla + bl < [lall + 1151,

4. [|all = 4] llall.

EjempLo 2. R" y C" son espacios vectoriales normados con la norma euclidiana.

DEFINICION 3. Un dlgebra A es normada, si es espacio vectorial normado con cierta norma

I|-]l: A — R, tal que para todo a,b € A se cumple
lladl| < lall 1|I.

EjempLo 3. Consideramos los espacios euclideanos R" y R, el conjunto de operadores lin-
eales L(R", R™) es un dlgebra normada con la norma

]l == sup [|Ax]l,

lixll<1

para todo A € &(R", R™) (ver [13], pdg. 223).
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DEFINICION 4. Decimos que un dlgebra A es de Banach, si A es dlgebra normada y completa,

es decir, toda sucesion de Cauchy en A converge a un elemento en A.

DEFINICION 5. Un dlgebra A se dice dlgebra *, si A es un dlgebra sobre C con una involucion
lineal conjugada denotada por *. Esto es, existe un mapeo * : A — A, tal que para todo a,b € Ay
todo A € C se satisface

1. (a+b) =a* + b7,
2. (Aa)* = Aa’,
3. a* =aq,

4. (ab)" =b*a".

Es muy comin nombrar al elemento a* como el adjunto de a.

DEFINICION 6. Decimos que A es un dlgebra C*, si A es un dlgebra * de Banach y para todo

a € A se cumple la condicion C*, es decir
2
llall” = lla”all.

EjempLo 4. Sea H un espacio de Hilbert, el dlgebra de todos los operadores acotados sobre H,
B(H):={A: H — H| ||A||l := sup ||Ax|| < oo}
lIxll=1

es un dlgebra C* con la operacion adjunto usual como involucion. Esto se sigue de la ya conocida

identidad
W fll = ”51”13 Kf fx, 0 = sup Kfx, fxl = £

[Ixll=1

EjempLO 5. Sea X un espacio topologico de Hausdor{f localmente compacto. Luego el conjunto
Co(X) conformado por las funciones continuas f : X — C tales que lim f(x) = 0, es un dlgebra
C*, con las siguientes operaciones, para f, g € Co(X) definimos

1. (f - @)(x) := f(x)g(x), como el producto.
2. f*(x) := f(x), como la involucion (donde la barra indica el conjugado complejo).
3. Iflle = sup|f(x)| < oo, como la norma.
xeX
Ciertas propiedades se siguen facilmente de la definicidn de dlgebra C*, como por ejemplosia € A,
entonces
lall® = lla*all < lla*|| llall.

**l

Luego |la|| < |la*|| < |la™|| = |lall, por lo tanto |la|| = |la*||. Seguiremos mostrando propiedades

asociadas a estas estructuras.
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DEFINICION 7. Decimos que un dlgebra A tiene unidad, si existe 1 € A tal que al = la = a para
todo a € A.

A veces es conveniente denotar la unidad en A por I o 1. Es facil mostrar que la unidad en A es
Unica siempre que esta exista y si A es no trivial entonces I # 0. Ademas si A tiene estructura de

algebra C*, entonces
I'a= (@l =a" =a.

Luego por la unicidad tenemos I = I*. Esto implica que ||||*> = |[I*I|| = ||||, es decir, ||| = 1 en
dlgebras C* no triviales. En cambio en algebras de Banach solo tenemos ||| = ||[I?]| < |lI|]%, es
decir, 1 < ||I]|.

DEFINICION 8. Sea A un dlgebra C*, luego:

1. Decimos que a € A es autoadjunto si a* = a.
2. Decimos que n € A es normal si n"n = nn".

3. Decimos que u € A es unitario si u*u = uu™ = 1.

A veces es muy conveniente el hecho que el dlgebra A en donde se trabaje tenga unidad. En dlgebras
sin unidad, siempre podemos crear una extensién con unidad. Esta extensién es A = A ® C con las

siguientes operaciones:

1. (a, )(b,u) = (ab + Ab + ua, ),
2. (a, )" = (a*, A),

3. |[(a, V|| = sup |lab + Ab|.
libli<1

Notamos que en este caso, nuestra unidad coincide con el elemento (0, 1). Asi tenemos la siguiente

proposicion.

ProposICION 1. Toda dlgebra C* sin unidad A, estd inmersa en una C*-dlgebra A como un ideal

maximal de codimension uno.

DEFINICION 9. Si A es un dlgebra y B C A, decimos que B es un subdlgebra de A, si es un

subespacio vectorial de A cerrado bajo el producto.

DEFINICION 10. A las subdlgebras cerradas bajo involucion, las llamaremos subdlgebras *.

Podemos mostrar que toda subélgebra * de una algebra C* cerrada en la topologia inducida por la
norma, tiene estructura de algebra C*.
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DEFINICION 11. Sean A y B dlgebras. Decimos que una funcion t : A — B es un homomorfismo,
si T(a + Ab) = t(a) + At(b) y t(ab) = 1(a)t(b) para todo a,b € A ytodo A € C. Si Ay B son

dlgebras con unidad, para que T sea homomorfismo, exigiremos ademds que T(15) = Ip.

DEFINICION 12. Sean A y B dlgebras *. Un homomorfismo *, es un homomorfismo de dlgebras
T que preserva la involucion, es decir, T(a*) = 1(a)*. Si A y B son dlgebras * con unidad, para que

T sea homomorfismo *, exigiremos también que (1) = Ip.

1.1. Completacion C*. Supongamos que A es un algebra sobre C, dotada con una norma y
una involucién que satisfacen la condicién C*. Luego para que A sea un algebra C* sélo le falta

cumplir la condicion de espacio de Banach.

Todo espacio normado V tiene una completacion a un espacio de Banach V, de tal forma que V es
denso en V. Para esta construccion de V, consideramos el conjunto V. de todas la sucesiones de

Cauchy en V' y definimos la relacion

Xn ~ Yn si r}in‘;lollxn _yn” =0.
La completacion satisface V=(V.]~) y cada v € V es asociado a la sucesion constante (v, v,...) €
V. cuya clase de equivalencia es un elemento en V.

Como A es un dlgebra normada, es un espacio vectorial normado. Por tanto existe su completacion
a un algebra de Banach A. Dado que A tiene un involucién que satisface la condicién C*, entonces
su completacion es un algebra C*, esto se sigue de la continuidad del producto y la involucion, que

se derivan a su vez de las definiciones 3 y 6.

1.2. El espectro en algebras C*.

DEFINICION 13. Sea A un dlgebra con unidad. Un elemento a € A se dice invertible, si existe
b € A tal que ab = ba = 1.

DEFINICION 14. Sea A un dlgebra de Banach con unidad. Para todo a € A, definimos el espectro

de a, notado por sp (a), como el conjunto
sp(a):={1e€C: a— Al noesinvertible en A }.

Llamamos resolvente de a € A, al conjunto dado por p(a) = C \ sp (a).

Se sabe que los siguiente resultados se satisfacen.

Lema 1. Sea A un dlgebra de Banach con unidad. Para todo a € A, se tiene que ||a|| acota al

conjunto sp (a).
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TEOREMA 1. (Teorema de Gelfand)

sp (a) es compacto y no vacio, para todo elemento a en un dlgebra de Banach con unidad.

A la siguiente propiedad se le conoce como la propiedad polindmica espectral.
Lema 2. Sean A un dlgebra de Banach con unidad, a € A y p un polinomio. Entonces

sp (p(a)) = p(sp (a)).

1.3. Elementos positivos. La definicién de elemento positivo, es motivada por la siguiente

propiedad de elementos autoadjuntos, cuya demostraciéon podemos encontrar en [1], pag. 9.
PROPOSICION 2. Sea A un dlgebra C* y a € A. Si a = a*, entonces sp (a) es real.

DEFINICION 15. Sea A un dlgebra *. Un elemento a € A, se dice positivo si a = a* y sp (a) C

[0, 00). Si un elemento a € A es positivo, entonces escribiremos a > 0.

Como propiedades favorables de los elementos positivos para nuestro trabajo, podemos mencionar
las siguientes.

Lema 3. Sean A un dlgebra C* y a,b € A, entonces
l. a*a >0,

2. si a’y b son positivos, entonces a + b es positivo.

Los elementos positivos de un dlgebra *, ademds determinan un orden parcial sobre los elementos
autoadjuntos de la *-dlgebra A, dado por:
a<b & b-—aespositivo.
Los siguientes resultados sobre los elementos positivos se deducen del cdlculo funcional sobre
algebras C*.
LemA 4. Sia = a* en una C*-dlgebra A, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1.a>0,

2. a = b?, para algiin b autoadjunto en A,
3. ||AI — a|| £ A, para todo A > ||al|,

4. ||AI —al| £ A, para algiin A > ||a||.

TEOREMA 2. Todo elemento positivo de un dlgebra C*, tiene una tinica raiz cuadrada positiva.
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El concepto de unidad aproximada sobre un algebra C* sera de mucho provecho para la obtencion

de nuestros proximos resultados. Para esta nocion introducimos las siguientes definiciones.

DEFINICION 16. Decimos que un conjunto J con un orden parcial < es un conjunto dirigido, si

para cada par de elementos «, 8 € J existe un elemento w € J que satisface @ < w y < w.

DEFINICION 17. Sea X un espacio topolégico. Una red en X es una funcion f : J — X, donde J

es un conjunto dirigido.

Si @ € J se denota por lo general a la imagen f(a) € X por x,. A la propiared f se le denota por

comodidad por (x,),c; 0 simplemente por (x,) si estd bien definido el conjunto de indices.

DEFINICION 18. Decimos que la red (x,) converge al punto x € X si para cada entorno U de x,

existe a € J tal que si a < B entonces xg € U.

Utilizaremos la notacién lim x, = x para dar a entender que la red (x,) converge al punto x.
acl

DEFINICION 19. Una unidad aproximada en un dlgebra de Banach A, es una red (e,),c; la cual
es acotada y satisface

lime, a =limae, =a paratodoa € A.
ael ael

El siguiente resultado lo podemos encontrar en [1], pag. 11.

TEOREMA 3. En toda dlgebra C*, existe por lo menos una unidad aproximada.

2. Operadores no Acotados

En los afios comprendidos entre 1920 y 1930, se vio la necesidad de dar rigurosidad matemaética
a la mecdnica cudntica. Esta teoria fue desarrollada por John von Neumann [15] y Marshall Stone
[14]. Sus principales aplicaciones, a parte de la mecédnica cudntica, se dirigen al estudio de las

ecuaciones en derivadas parciales.

2.1. Definiciones Basicas. Sea H espacio de Hilbert. Un operador en H es una transforma-
cion lineal 7 donde su dominio Dom (7) y su imdgen R(T) € H son subespacios lineales de H.
Decimos que el operador T es acotado, si el supremo sup |7x| tomado sobre todo x € Dom (7))
con |x| = 1 es finito; en caso contrario decimos que 7 es no acotado. Un operador 7' es densamente
definido si su dominio es denso en H, esto es, DOT(T) = H donde la barra indica la cerradura
en la topologia inducida por la norma. El grafico (o grafo) de un operador T se define como el
subconjunto G(T') de H ® H, tal que (a,b) € G(T) siy sOlosia € Dom (T) y b = T(a). Diremos
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que T es un operador cerrado si G(T') es un espacio cerrado en H @ H. Estos tipos de operadores

poseen propiedades favorables para nuestro interés, las cuales serdn mostradas mas adelante.

Si S, T son operadores en H tales que Dom (§) € Dom (T) y S (h) = T'(h) para todo & € Dom (),
diremos que T es una extension de S y lo notamos como S C 7. Dos operadores S, T son iguales

siS extiendea T y T extiendea S.

Las operaciones algebraicas que se realizan con operadores acotados, se pueden definir también
para operadores no acotados, prestando especial atencién en los dominios. Si §, T son operadores

en H consideramos los operadores:

1. § + T definido por (S + T)(h) = S(h) + T(h) y Dom (S + T) = Dom (§) N Dom (T).

2. ST definido por ST(h) = S(T(h)) y Dom (ST) = {x € Dom (T) : Tx € Dom (S )}.

3. Si T inyectivo, podemos definir 7! tal que Dom (T~!) = Ran (T'), Ran (T~!) = Dom (T)
y T7'T = Inomrys TT™" = Ixcp.

Es claro que (ST)™! = 71§51,

Nuestro siguiente objetivo es asociar a un operador 7" su adjunto 7 en H. Definimos el dominio
del operador 7" como el conjunto de todos los y € H tales que el funcional lineal x — (T'(x), y)
sobre Dom (T') es acotado. Si Dom (T') es denso en H podemos extender este funcional de forma

continua a H, por tanto existe un unico 7*(y) € H tal que
(T(x), y) ={x, T"(y)) paratodo x € Dom (T)y y € Dom (T").

De esta manera, solo podemos definir el operador adjunto de forma tnica para operadores densa-

mente definidos, ademds se comprueba que efectivamente 7" es un operador en H.

Se puede mostrar que si 7, S, T'S son operadores densamente definidos en H, entonces S*7T* C
(TS)", ademés si T € B(H) entonces S*T* = (T'S)*. Un operador T densamente definido se de-

nomina simétrico si 7 C T*,y si T = T* decimos que T es autoadjunto.

A continuacién presentamos algunos resultados sobre operadores densamente definidos sobre un
espacio de Hilbert H, para su demostracion consultar [12] y [9]. Definamos V: H&H - H® H

por V(a, b) = (=b, a), es claro que V es una transformacién lineal sobre H® Hy V? = —I;p.

LemA 5. Sea T operador densamente definido sobre H, entonces:

1. G(T*) = [V(G(T)]*.
2. El operador T* es cerrado, en particular cada operador autoadjunto es cerrado.

3. Si ademds T es un operador cerrado, entonces Dom (T*) es densoen Hy T* =T.
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Para cada operador T sobre H, definimos el conjunto resolvente de 7 como el conformado por
todos aquellos 4 € C tales que el operador T — Al : Dom (T) — H es biyectivo y su inverso
(T — AD)™! es un operador acotado. El complemento de la resolvente de T es llamado espectro de T
y se denota por sp (7).

Algunas propiedades que satisface el espectro de un operador son las siguientes.

n le sp (T*), paratodo A € sp (T)\{0}.
s A" esp(T™), paratodo A € sp (T).

3. Teorema Espectral para operadores no acotados

DEFINICION 20. Sean I una o-dlgebra sobre un conjunto Q 'y H un espacio de Hilbert. Una
resolucion de la identidad o medida espectral sobre M, es una aplicacion E : It — B(H) tal que
para todo A, B, M € I satisface

= E0)=0, E(Q) =1,

E(M) = EX(M) = E*(M),

E(ANB) = E(A)E(B),

siAN B =10, entonces E(AU B) = E(A) + E(B),

para todo x, y € H, E, (M) := (E(M)x, y) es una medida compleja sobre M.

Cuando 9t es la coleccion de los conjuntos de Borel de un espacio de Hausdorff localmente com-

pacto, se suele pedir que las medidas E,, sean Borel regulares.
TEOREMA 4. Sea E una resolucion de la identidad sobre un espacio medible (Q, IMN).

» A cada funcion medible f : Q — C le corresponde un tinico operador Y(f) cerrado

densamente definido en H, con dominio D; = {x €EH: f |f (z)IZdEx,x(z) < oo} y satisface
Q

(D) MF(f)x, y) = fdex,y, xeDys, yeH.

Q
PO =P (F) y PR = AP = POV

Por comodidad en la notacion, lo anteriror lo resumimos por

%ﬂ=j}uma»
Q
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Para su demostracion consultar [12], pag. 348.

El siguiente teorema serd de gran utilidad en nuestros préximos estudios, puesto que nos da una
representacion de operadores autoadjuntos mediante una integral sobre el espectro. Este teorema

se conoce como teorema espectral para operadores no acotados.

TEOREMA 5. (Teorema Espectral)
A cada operador autoadjunto T en H le corresponde una tinica resolucion de la identidad E sobre

los conjuntos de Borel de la recta real hasta B(H), tal que

o0

(T(x), yy = f/l dE,(A1), x € Dom (T), y € H,

—00

ademds E(sp (T)) = I; a E se le denomina descomposicion espectral de T.

La demostracion se encuentra en [12], pag. 353.

Un operador T : H — H densamente definido se denomina positivo si y s6lo si 7" es autoadjunto
y su espectro esta contenido en [0, o0); se puede mostrar que si el operador T es positivo entonces
(T(x),x)y > 0.

PRroPOSICION 3. Si A > 0, existe un tinico B > 0 autoadjunto tal que B* = A.

La demostracion de este resultado se encuentra en [12], pag. 355.

Para la resolucion espectral E asociada al operador T autoadjunto, podemos definir el operador

Y(f) sobre las funciones medible f sobre R, y por convencidn escribiremos

) f(T) = ‘P(f)=ff(/l)dE(/1)= ff(/l)dE(/l)

sp (T)
En general se cumple que W(f)¥(g) € ¥Y(fg) v Y(fg) = Y(f)P(9).

3.1. Descomposicion Polar para Operadores no acotados. Por el teorema 5.1.9 de [9]
tenemos para un operador 7" cerrado y densamente definido en H, se cumple que 7*7T es autoadjunto
y (T*T + AI)™' € B(H) siempre que 1 > 0, esto es, sp (IT*T) C [0, co). Asi podemos aplicar
el teorema espectral al operador T*T y de esta forma definir el médulo de T como el operador
positivo y autoadjunto

T = (T"T)%,
donde (T*T)% esta dado por la ecuacién (2), este operador nos permitird hacer una conveniente

descomposicion del operador 7. Antes debemos hacer la siguiente definicion
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DEFINICION 21. Sea H un espacio de Hilbert, una isometria parcial es una transformacion lineal
acotada V : H — H que actia isométricamente sobre el complemento ortogonal de su espacio

nulo, es decir V [, v+, la restriccion de V al conjunto (ker V)* es una isometria.

El siguiente resultado lo podemos encontrar en [3], pag. 97. Este ultimo serd utilizado muy fre-

cuentemente en los siguientes capitulos.

TEOREMA 6. (Descomposicion Polar)
Para cada operador cerrado densamente definido T en H con médulo |T|, tenemos Dom |T| =
Dom T y |||T|(x) || = |IT(x)||. Ademds existe una tinica isometria parcial U con Ker (U) = Ker (T)
que satisface T = U|T|. En particular U*U|T| = |T|, U*T =|T| y UU'T =T.

Para su demostracion también podemos consultar [9]. Notemos que si 7 = U|T| es la descomposi-
cion polar del operador cerrado densamente definido 7, como Ran (T*) = (Ker (T'))* entonces U

es una isometria de Ran (7*) = Ran (|7|) a Ran (T) = (Ker (T*))*, de esta forma U es unitario si

y sélo si Ty T* son inyectivos, puesto que en este caso {0} = (Ker (T*))* = (Ker (T))* = H.



Capitulo 2
Una clasificacion de representaciones de O(C,)

El 4lgebra siguiente juega un papel importante en la teoria de grupos cudnticos (ver [6]).

DEFINICION 22. Definimos el plano complejo cudntico O(C,) como el dlgebra *, generada por
los elementos w y w* con la relacion ww* = gw*w; donde q € (0, 1) es una constante arbitraria-

mente elegida.

Para entender a O(C,) como un dlgebra de operadores, se estudia la teoria de representaciones

asociadas.

DEFINICION 23. Una representacion de O(C,) sobre un espacio de Hilbert H, es un operador

n:Dommn C H— H cerrado densamente definido y satisface la igualdad de operadores:
3) ' = qn'm.
Diremos ademds que r es inyectivo, si Ker m = {0}.
Nota 1. Notamos que la buena definicion del operador n* para una representacion n, se deriva

de que 1 es densamente definido sobre el espacio H.

Observamos que dada una representacion 7 de O(C,) sobre un espacio de Hilbert H, el operador
|n|* := n*r es positivo, por tanto existe una tnica raiz cuadrada || = V' que es positiva. De la
misma manera podemos definir el operador positivo |7*|> = nn* y luego |7*| = Van*. Cabe anotar
que estos operadores satisfacen Dom 7 = Dom |n] y Dom 7* = Dom |7*|, esto por el teorema de

descomposicion polar.
De las afirmaciones anteriores, el resultado inmediato a enunciar es el siguiente.
LemA 6. Toda representacion n de O(C,) sobre un espacio de Hilbert H, satisface

Dom m = Dom r*.

Demostracion: Por el teorema de la descomposicién polar y la definicion de || tenemos
Dom 7 = Dom || = Dom Vr*mr = Dom Van* = Dom |n*| = Dom 7",

lo cual demuestra nuestra afirmacion m

11
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Recordemos que en el teorema de la descomposicion polar el operador cerrado y densamente
definido J tiene una expresién J = V/|J|, con V unitario, es decir, VV* = V*V = 1, siempre

que J y J* sean inyectivos.
En lo que sigue, 7 serd una representacién de O(C,) sobre un espacio de Hilbert dado, con descom-

posicion polar & = U|n|. Por comodidad en la notacién, escribiremos D = Dom 7 = Dom 7*.

ProposICION 4. Toda representacion n de O(C,) sobre un espacio de Hilbert H, induce una
descomposicion de H de la forma H = H, ® H,; donde Hy = Ker |n| y H, = Hy. Ademds n'y n*

son invariantes sobre Hy y H,. Adicionalmente se cumple Ker nt [ y,= Ker n* [ g, = {0}.

Demostracion: Veamos que Ker 7 es cerrado sobre H. Sea x € Ker x, luego existe una
sucesion {x,},en en Ker m que converge a x. Es claro que {(x,, x,)},cn €s sucesion en el grafico de

n notado por G(rr), entonces
lim(x,, 7x,) = (x, lim 7x,) = (x,0) € G(n),

ya que 7 es cerrado. Por definicién de G(rr), lo anterior implica que x € D y nx = 0, por tanto
x € Ker 7. Luego Ker r es cerrado.

Mostremos ahora que Ker m = Ker |n|. Sea x € Ker 7 entonces

0 (mx, TX)

= (n'rx,x)

= (nlx, x)

(I, lorlox).

Luego || |z|x ||> = 0, lo cual implica que x € Ker ||, pues |n|x = 0. Reciprocamente, si x € Ker |7|

entonces

X Ulr|x
Uo

= 0.

La ultima igualdad se tiene por la linealidad del operador U. Luego se tiene Ker m = Ker |n].

Entonces Ker || es un subconjunto cerrado en H. De esta forma

H = Ker |n| @ (Ker|n|)" = Hy® H,,

donde H, := Ker|n] y H, := (Ker |x])*, pues la ultima igualdad se satisface para subespacios

cerrados en un espacio de Hilbert, en este caso Ker |r|.
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Ahora mostremos que 7 y m* son invariantes sobre H,. Para esto primero demostraremos que
Ker 7 = Ker n*z. El lema 6 nos permite trabajar sobre los dominios enunciados a continuacion.
Sea x € Ker ("), observamos que

0 = (m'7x, x) = (nx, wx) = x|
Como H es un espacio normado, entonces nx = 0 y asi x € Ker x, luego Ker (1) C Ker .
Reciprocamente, es claro que Ker 7 C Ker 7*7r. De esta manera Ker 7 = Ker n*r.
Por lo anterior, se tiene que
4) Ker n = Ker n*r = Ker i = Ker n*.
De esta forma si x € Hy, entonces 0 = nx = n*x € Hy. Es decir, m y 7 son invariantes sobre H,.
Por otro lado, dado que Ker n = Ker %, entonces H; = (Ker n)* = (Ker 7*)*, luego si x € Hy N D

y k € Hy, entonces
(k,mx)y = (n*k, x) = (0, x) = 0.

Luego nx € H; = (Ker mr)*. De la misma forma
(k, " x) = {mk,x) = {0,x) =0,

esdecir, "x€e Hy=H;y =

Nota 2. Otra forma de mostrar la descomposicion de H como la suma directa entre el Kernel
de m'y su complemento ortogonal, es utilizando el teorema espectral sobre |n|. La resolucion

espectral E, inducida por |n| satisface que Ker m = Ker || = E({O})H, luego Ker |r| es cerrado.

Nota 3. La ecuacion (4), nos dice que si nt es un operador inyectivo entonces n* también lo es.

Luego su descomposicion polar © = U|n| satisface que U es unitario.

El siguiente resultado nos permite, en cierto sentido, reducir el dominio de las representaciones de

o(c,).

LemA 7. Toda representacion r de O(C,) sobre un espacio de Hilbert H, satisface que m | png,

es cerrado, donde H, = (Ker m)*.

Demostracion: Por comodidad en la notacién hagamos & = 7 [pny,. Sea (x,y) € %, entonces
existe una sucesion {(x,, 7x,)},en €n G(7) tal que x, — xy Ax, — y. Como x, € D para todo
n € N, concluimos que {(x,, Tx,)}.en €s sucesion en G(xr). Al ser & cerrado, tenemos que (x,y) =
lim(x,, x,) € G(x), esto es, x € Dy y = nx. Ahora veamos que x € Hj, pues H; es cerrado,
x, € H,.
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Esto implica que x € DN H; y mx € Hy, entonces (x,y) = (x,1x) € G(7). De esta forma concluimos

que 7 [pap, €s cerrado W

Ahora recordamos que |r] = Vr*m es un operado positivo y autoadjunto. Entonces aplicando
el teorema espectral, existe una Unica resolucion espectral E definida sobre el conjunto de los

borelianos de [0, o), notado por B([0, 0)), y valuada en B(H) que satisface

|l = f/l dE(),

[0,00)
lo cual se entiende como

(lrlx, y) = f A dE. (),

[0,00)
paratodo x € Dom |n| y y € H. Ademas la resolucion espectral E define un isomorfismo isométrico
¥ de la C*-algebra L*(sp |n]) hasta B(H) donde

L (sp|n]) = {f : spln] = C| f esBorel medibley ess sup(f) < oo},
y se define
IfIl = ess sup(f) := inf {c € (0,00) : Ej; ({x € [0,00) : |f(x)]>c}) =0 paratodoh € H}.

Ademas 1 satisface que

1. 9(f) := f(n]) = f f(A) dE(Q), esto es,

[0,00)

W = [ S0 dELW.
[0,00)
para cualesquiera x,y € H.

n
2. Para toda funcion simple s = ), @ Xy,; donde Xy, es la funcion caracteristica sobre Wy en
k=1

los borelianos, se cumple J(s) = i a E(W)y).
k=1

De esta manera escogiendo s = X, ), se tiene entonces
(Ela, b)x,y) (O Xpap)X 5 )

f X[a,b) (/1) dEx,y(/D

[0,00)

f dE, ().

[a.b)

Por lo tanto escribimos E[a, b) = f dE(Q).
[a.b)
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Ahora podemos utilizar el teorema espectral para demostrar que la restriccion de 7 al subespacio H;
denotada por 7, es un operador densamente definido, lo cual implica que 7* también es densamente
definido.

Lema 8. DN H, es denso en Hy.

Demostracion: Sea |r] = f A dE(A). Observamos que Hy = Ker || = E({O})H y por lo tanto
[0,00)
H, = E((0, 00)). Para todo h € H, definimos h, := E((0,n))h € H,. Observamos que

Ep,p,([n, ) ( E([n, )hy, hy )
= (E([n, )E((0,n))h, E(O,n)h)
= (E([n, ) N (0,n)h, E(O,n)h)

= (E@h, E(0,n)h)

= 0,
entonces
f A dEy, (1) = f A dEj, 1,()
[0,00) [0,n)
< f dE, 1 (1)
[0,n)
= I’l2 f dEhmhn(/l)
[0,00)

2 2
= 2P < oo

De esta forma tenemos que s, € D para todo n € N. Sabemos que E;, ,({0}) = 0 paratodo h € H,
0<1-Xpnp) <1y liml-Xgu,(d) =0 paratodo A € (0,c0), donde X, es la funcion

caracteristica de (0,n). Asi por el teorema de Lebesgue de convergencia dominada tenemos

lim [l = | = lim || (1 = E(O, m)) kI

= lim(( - E(O,n))h, h)

= lim | (1= X)) dE); (D)

n—oo

[0,00)

= 31;12) (- X(O,n)(/l)) dEp ()
(0,00)
= 0,
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es decir, lim 4, = h. Como h, € D N H;, entonces D N H; esdensoen H; =W

Hemos demostrado con esto que 7 es cerrado densamente definido. Es claro ademas que 7" [, C
a*. Sea v € Dom 7", para todo h € D escribimos h = hy + hy, donde hy = E({O)Dh € Hy y
hy = E((0,c0))h € DN H,. Entonces

(mth, v) (m(hy + hy), v)
( #thy, v)
(hy, 7°v)

(ho + hy, V),

la ultima ecuacion porque 7*v € H;. Entonces v € Dom n* y n*v = 7*v. De esta forma n* [y, = 7.
Finalmente tenemos que (A" — ga*n)h = (nn* — gn*n)h = 0, paratodo h € DN H; = Dom 7t =

Dom 7*. De esta manera se satisface la siguiente afirmacion.

CoroLARIO 1. 7 define una representacion inyectiva de O(C,) sobre H,.

Los siguientes resultados juegan un papel muy importante en el desarrollo de nuestro resultado.

LEMA 9. Sean m una representacion inyectiva de O(C,) sobre un espacio de Hilbert H,

n = Uln| su descomposicion polar y E la resolucion espectral inducida por |n|. Entonces:

1. |n]> = g7"U™n|*U*", para todo n € Z.
2. || = q‘% U"|ln|U™, para todo n € Z.

Demostracion: En principio observamos que

> = n'n
= g lnnt
= ¢ '(Ula)(nlU")
= ¢ 'Uln’U’,
es decir, |n]> = g7'U|n[*U*. Ahora si n € N y suponiendo que g~ VU" ! #2U*"~V = |2, pro-

cedemos por induccién y tenemos

q—n Un|n,|2 U*n — q—(n—l) Un—l(q—l U|7T|2 U*)U*(n—l)
— q—(n—l)Un—l(lﬂ_|2)U*(n—l)

.
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Por otro lado, se cumple que

(@ UIRU*? = ¢ " Ulr)U U)(rIU")

¢ UlnPU*

jmf?

2

Esto pues el operador U es unitario. Luego por la unicidad de la raiz cuadrada, se tiene que || =

g 2Un|U*. Ahorasin € Ny ¢g~'7 U |x|U*") = |n], entonces por induccién

¢ UUT = g U g URU U
— q—%Un—l(lﬂl)U*(n—l)

= |nl.

La demostracion correspondiente al caso n € Z \ N, se obtiene multiplicando U™ por izquierda y

U*™" por derecha. Esto completa la prueba m

En adelante dado un espacio topoldgico X, denotaremos por B(X) a la o-dlgebra de los conjuntos
de Borel sobre X. Durante el desarrollo del trabajo, iremos haciendo cambios de variable sobre
integrales que dependen de medidas espectrales. La justificacion de estos cambios de variable se

encuentra en los resultados que enunciamos a continuacion.

PROPOSICION 5. Sean m una representacion inyectiva de O(C,) sobre un espacio de Hilbert
H, n = Uln| su descomposicion polar y E la resolucion espectral inducida por |r|. Entonces
UEU" : B([0, o)) — B(H) definida por (UEU*)(M) := UE(M)U", es una medida espectral sobre
[0, c0).

Demostracion: Veamos que UEU* es resolucion de la identidad. Por las propiedades de E

como medida espectral mencionadas anteriormente deducimos

= (UEU")©) = UE@)U* = UOU* = 0.

= (UEU")[0, o) = UE([0, c0))U* = UU* = I.

« (UEU"X(M) = UE(M)Y(U*U)E(M)U* = UE(MY*U* = UE(M)U* = (U*y'E(M)*U* =
(UE(M)U*)" = (UEU")(M))".

= Sean W'y W’ en los borelianos sobre [0, o), entonces

(UEU"Y(WN W) UEWnNW)HU" = UE(WW)E(W)U"

(UEW)UYUEW"U") = UEU (W) UEU*(W').
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s SiWNW =0, tenemos

(UEUYWUW') = UEWUW)U" = UEW) + E(W))U*
UEW)U* + UE(W)U* = UEU*(W) + UEU*(W’)

» Sean x, y € H, veamos que (UEU"),, es una medida sobre los borelianos de [0, o),
definida como (UEU"),,(M) := ((UE(M)U")x, y). Para esto notemos

(UEU ) (M) ={((UEMMU")x, y) =EM) U'x, U"y) = Ey-ryry(M).

Luego (UEU"),, = Ey-yy+y, asi (UEU"),, es una medida de Borel.

De lo anterior concluimos que UEU™ es una medida espectral sobre los borelianos de [0, co) m
PROPOSICION 6. Sean r una representacion inyectiva de O(C,) sobre un espacio de Hilbert H,

n = Uln| su descomposicion polar y E la resolucion espectral inducida por |n|. Si f : sp |n| = Ces

un elemento en L (sp |r|), entonces
)4

U f FA) dEQ) U* = f () dAUEU*)(A).

[0,00) [0,00)

n
Demostracion: Sea s(x) := ), @, X, (x) una funcién simple sobre [0, o0), entonces
k=1

f s() d(UEU™)(A)

> aUEU")AY) = Y aUEA)U*
k=1
[0,00)

k=1

U[Z akE(Ak)) U =U f s(1) dE() U*.

k=1 [0,00)

Sea f Borel medible, entonces existe una sucesion de funciones simples Borel medibles s, que
converge a f puntualmente y |[s,(x)| < |f(x)| para todo x € [0,00) y n € N. Luego por teorema de

convergencia dominada tenemos
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<ff(/l)d(UEU*) x,y> ff(/l) d(UEU") (1)

[0,00) [0,00)

= lim sn(A) A(UEU™) ()

n—oo

[0,00)

= lim<fsn(/1) d(UEU*) X’Y>

[0,00)

= 1im<U fsn(/l)dE U*x,y>

[0,00)

= 11’m<f sp(A) dE U x, U*y>

n—oo

[0,00)

= lim Sn(A) dEy+y, y+(Q)

n—oo

[0,00)

- f FQ) dEy.y ()

[0,00)

<ff(/l) dE U~ x, U*y>

[0,00)

<U ff(/l)dEU*x,y>.

[0,00)

Esto completa la prueba =

ProPosICION 7. Sean T un operador positivo autoadjunto y P la resolucion espectral inducida

porT, estoes, T = f AdP(A). Sea X un espacio topologicoy f : X — [0, o0) un homeomorfismo,
[0,00)
entonces Py : B(X) — B(H) definida por P¢(M) := P(f(M)) es una medida espectral sobre X.

Demostracion: Sea f : X — [0, ) un homeomorfismo. Definimos P, : B(X) — B(H)
por P¢(M) := P(f(M)). Notamos que P esta bien definida, pues f~! es una funcién medible.
Mostremos que Py es medida espectral. Por las propiedades de f como homeomorfismo, deducimos

que

= Py(0) = P(f(0)) = P©0) = 0.
» Py(X) = P(f(X)) = P([0,0)) = I.
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Para todo M € B(X) se cumple que

Py(M)* = P(f(M))* = P(f(M))) = P(f(M)))".
Sean W, W’ € B(X), luego

Py(W N W) = P(f(W) N f(W) = P(FIW)P(f(W) = Pe(W)P(W").

Sean W, W’ borelianos disjuntos en X, entonces

Py(WUW’) = P(f(W)U f(W) = P(f(W)) + P(f(W)) = Py(W) + P(W").

Para todo x,y € H, (Pf).,(M) := (P¢(M)x, y) es una medida compleja sobre B(X) pues
M — (P(f(M))x, y) lo es.

De lo anterior, concluimos que Py es una medida espectral

ProPOSICION 8. Sean T un operador positivo autoadjunto y P la resolucion espectral inducida

porT, estoes, T = f A dP(Q). Sean X un espacio topologicoy f : X — [0, o) un homeomor-
[0,00)
fismo, entonces para todo g : X — C borel medible se cumple

f o) dP () = f go () dP).

X [0,00)

Demostracion: Es claro que go f~!' : [0,00) — C es Borel medible.

Sea s(x) := Z a; X4,(x) una funcién simple sobre X, entonces s(f~!(x)) = Z aXa, (fF71(2)).
Sabemos que f 1(x) € Ay siy sélo si x € f(Ay), de esta forma Xa (f I(x) = Xj(AL)(x) Por tanto

f SN AP = Y arP(f(A),

[0,00) k=1

ademas
n n

f SQ) AP = > aPy(A) = ) acP(f(A),

Y k=1 k=1
luego [ s(1) dPp() = [ s(f~'(1) dP().

X [0,00)
Sea g : X — C medible, entonces existe una sucesion creciente s, de funciones simples tales que
s, (D] <|g()| y lim s,(1) = g(1) paratodo A € X.

Sean v,w € Dom (go f"'YT) ={he H: f lg(f~H D)) dPy () < 00}. Aplicando teorema de
[0,00)
Lebesgue de convergencia dominada obtenemos por lo anterior
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<V, [ f g de(/l)]W> = f g() d(Py)y ()

X X

= Hmfsn(/l) d(Pf)v,w(/l)
X

= h’m fsn(f_l(ﬂ)) de,w(/l)

[0,00)

= f g7 () dP, ()
[0.09)

= <v, [fgofl(/l) dP(/l)]w>,

entonces Qg(/l) de(/l))w = (fg o f71(1) dP(/l)) w para todo w € Dom (g o f~')(T). Adem4s
X

para todo M C X de Borel se tiene

(P)wa(M) = (w, Pr(M)w ) = (w, P(f " (M)w ) = P, .(f ' (M)).

Luego [Ig(D)P d(Pp)yw(d) < oo siysélosi [ |go f'(DP dP,,(2) < oo, por lo tanto
X [0,00)

Dom ( f g() de(/l)) = Dom E f go 1) dP(/l)). Entonces
X

0,00)

f g() dP() = f gof (M) dP(1) =

X [0,00)

Por comodidad en la notacion, escribiremos E (1) = E(f(A4)). En los siguientes resultados tratare-
mos de hacer mas explicita la accion de U como un desplazamiento o shift, entre ciertos subcon-

juntos de H.

LemA 10. Sean m una representacion inyectiva de O(C,) sobre un espacio de Hilbert H,

Uln| su descomposicion polar y E la resolucion espectral inducida por |n|. Entonces E(A1)
UEU*(q%/l) sobre [0, ).

Demostracion: Por lema 9 en el caso que n = 1, tenemos que |7| = q‘% Ulrn|U*. Luego
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f A dEY)

[0,00)

||

g URU

= q U f/l dEQ) | U

0,00)

= f g i1 d(UEU*)()

[0,00)

- f r d(UEU")(q*7)

[0,00)

fﬂamwwm,

[0,00)
lo anterior haciendo 7 = q‘%/l. Como la resolucién espectral de
| = f A dEQ) = f A d(UEU*)(q2 D),
[0,00) [0,00)

es Unica, concluimos que E(1) = UEU *(q%/l), como queriamos M

Nota 4. Podemos mostrar por induccion, que el lema anterior implica que para todo n € Z se
cumple que U"E(q> MU = E(M).

CoROLARIO 2. Sean m una representacion inyectiva de O(C,) sobre un espacio de Hilbert H,
n = Uln| su descomposicion polar y E la resolucion espectral inducida por |n|. Entonces para todo

intervalo [a, b) contenido en [0, ), y todo n € Z se cumple que

U"Elq2a,q?b)U™" = E[a,b).

Demostracion: Aplicando directamente el lema anterior,con M = [a, b) &

PROPOSICION 9. Sean m una representacion inyectiva de O(C,) sobre un espacio de Hilbert H,

= Uln| su descomposicion polar y E la resolucion espectral inducida por |n|. Entonces
1 1
U : Elq?a,q>b)H — Ela,b)H,
es un isomorfismo isométrico con inverso

U : Ela,b)H — E[q%a,q%b)H.
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Demostracion: Sea i € H, entonces

U*Ela, b)h U'Ela,b)UU"h

E[q%a,q%b)U*h

E[q%a,q%b)H.

m

Lo anterior utilizando el lema 9 y teniendo en cuenta que U*h € H.

Andlogamente, tenemos que:

UElq*a,¢*b)h = UElq*a, ¢*b)U*Uh
= Ela,b)Uh
Ela,b)H.

m

Ademads, UU*h = h paratodo h € E([a,b))Hy UU*h’ = h’ paratodo i’ € E([cﬁa,q%b))H. Esto

completa nuestra demostraciéon =

A continuacién se presenta el resultado mas importante de esta seccion, la clasificacion de repre-

sentaciones inyectivas m de O(C,).

TeoremA 7. (Clasificacion de representaciones de O(C,))
Sean m una representacion inyectiva de O(C,) sobre un espacio de Hilbert H, m = U|r| su descom-

posicion polar y E la resolucion espectral inducida por |n|. Entonces:

1. Existen subespacios cerrados E, de H tales que H = @ E, con E, = E\ para todo n € Z.
nez

2. Existe un operador positivo A € B(Ey), con sp A C [+/q, 1]y 1 no es valor propio de A, tal

que

=Pt auv

nez

sobre @ _, E,.
3. Se cumple que E,, = {v, := U™v : v € Ey}, de esta forma para todo v, € E, se satisface

v, = q%(Av)n_l.

Demostracion: Es claro que la coleccion { [q%, g?)}nez €S UNa particion de (0, oo). Por propiedades

de la medida espectral E tenemos que
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H = E[0,00)H
= E({0)H o E(0,00)H
= E(ODH® (D Elg™ .¢)H

nez

= Kerlrle (P Elg"", ¢)H,

nez
donde la anterior igualdad se da pues E({0})H = Ker || = Ker . Dado que Ker 7 = {0} se cumple
H = Elq* . ¢HH.
nez
Queremos hacer afirmaciones sobre el operador U”" para n € Z. Para esto primero observamos
que si n € N, aplicando el corolario 2 al boreliano [g?, q%) C [0, =), se tiene UE[q%l, g)U* =

n n—1 . e g
E[g2,q 7 ), entonces por proposicion 9 se cumple que
ntl n n on=l
U:Elqg?,q°)H — Elq?,q * )H,
es un isomorfismo isométrico con inverso

U*: El¢®.q'7) > Elq"% . ¢%)H.

n+l

Definiendo E, := E[qT,q%)H, lo anterior implica que U* : E, —» E,., vy U : E, = E,_; estan
bien definidos y son unitarios.

Dado que U es un isomorfismo isométrico, entonces U" también lo es. Esto implica E, = E, para
todo n € Z. De esta manera quedan bien definidos U" : E, — Ej y suinverso U™ : Ey — E,.
Ademas

E,={v,=U"v: veE)=U"E,,

para todo n € Z.

Notemos que si h € E[q%, 1)H, entonces h = E[q%, 1)h. De hecho, tenemos h = E[q%, 1)v para
2 2
algiin v € H, pero E[q3, 1) = (E[g*, 1)) . Luego h = E[q*, l)v = (E[g*, 1)) v = E[g?, Dh.

Consideremos ahora 4 € E,,. Entonces por la particion hecha sobre H, ya sabemos que existe v € E|

tal que h = U™"v. Definamos

A= f AdE(Q).
[va.D)
Notamos que A satisface todas las propiedades mencionadas en el enunciado del teorema. Ademds

por lema 8 y como v € E| se cumple que
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nlh = |7|lU™v
= U"(U" U™
= U™(g*Inlyv

= q'U" f A dE(A) v

[0,00)
= gum f A dE(Q) E[q?, 1)v
[0,00)
_ SUr f 2 dEQY f X () dEQD v
[0,00) [0,00)
= gu f Xy () dEQ) v
[0,00)

= q:U" f A dE) U'h
[q2.1)
q>U"AU"h.

Es decir |nlh = g2 U AU"h para todo h € E,. Por definicién de la suma directa de operadores lo

= Pqtumav

nez

anterior implica

sobre P _, E,. Adicionalmente,
nv, = Ulrn|lU™v
= Uq*U"AU" U™
= U™V Ay
= ¢ (Av),.

Esto termina la prueba =



Capitulo 3
Algebras C* generadas por representaciones del plano complejo cuantico

1. Una representacion concreta de O(C,)

Aplicando el siguiente teorema, cuya demostracion podemos consultar en [11], pag. 227, observa-
mos que el operador A definido en el teorema 7, es un operador unitariamente equivalente a una

suma directa de operadores de multiplicacion.

TEOREMA 8. Sea T un operador autoadjunto y acotado sobre un espacio de Hilbert separable
H. Entonces T es unitariamente equivalente a una suma directa de operadores de multiplicacion,

esto es, existen medidas {u, }nN:1 (N=1,2,---,00)sobre sp T yun operador unitario V

N
V:H—> @LZ(Sp T, uy),

n=1
tal que
VTV )u(d) = W, (),
donde escribimos € @::1 L*(sp T, u,) como la N-tupla (yr (), Y>(A), . ..).

Lo anterior sugiere que consideremos H como el espacio de Hilbert L,([0, c0), B[0, o), u,), donde
B[0, o0) es la o-dlgebra de Borel sobre [0, c0) y una medida y, la cual consideraremos g-invariante,
es decir, para todo M € B[0, o) se cumple que u, (M) = p,(gM). En lo que sigue adoptaremos la
notacion H = L,([0, o)) para dar a entender el espacio de Hilbert anteriormente descrito, sobre

este espacio se trabajard para definir nuestra representacién de O(C,).

Podemos construir y, de la siguiente forma. Sea u una medida de Borel sobre [g, 1). Sabemos que

(0, o) se puede expresar como | [¢"*!

nez

,q"). Por tanto para cada M € B0, co) tenemos que

M =|_Jm,udoynm),

nez
donde los M, := [¢""',¢") " M forman una familia disjunta.
Notemos que ¢g"M,, C [g,1) y es un conjunto de Borel en [g, 1). En consecuencia u(¢™"M,)

estd bien definido. Podemos considerar u,({0}) = @, donde a € [0, o). En este sentido, damos la

26
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definicién

po(My) = (g " M)y pg(M) = ) 1y (M,) + ({0} 0 M),
nez

Por esta construccion, se tiene que y, es una medida de Borel sobre [0, c0).

Mostremos que y, es g-invariante. Dado M € B[0, co), consideramos N = ¢*M para k € Z. Luego
como antes N = [J N, U({0}NN) y py(N,) = u(lg,1)N g "**M). De esta forma, para todo k € Z
nez

se cumple

(M) = > (0, 1) N g ™" M) + 1, (10} 0 M)

nez

D10, 1) N g M) + p1y((0) 1 ¢ M)

nez
= u,(g"M).

Notamos asi que estas medidas g-invariantes, estdn determinadas por su reestriccion al intervalo

[g, 1) y su valor u,({0}). Por comodidad en la notacion escribiremos u = u,,.

Consideremos el operador Q : H — M, donde N es el conjunto de funciones u medibles, el cual a
cada f € H le asigna Q(f)x := xf(x). El siguiente resultado nos brinda un dominio de definicion

para nuestra representacion.

Lema 11. El conjunto D :={f € H : Q(f) € H} es denso en H.

Demostracion: Sea f € H y definamos paracadan € N, f, :[0,00) — C como

fx)  xe[0,1],

Julx) = { e f(x) xe(1,00).

Notemos que lim f,(x) = f(x). Ademas |f,(x)| < |f(x)| para todo x € [0, ) y n € N. Por otra parte

f R du f FOOP du + f e IR du

[0,00) [0,1] [1,00)
< f FCOR du + f OO dy < oo,
[0,1] [1,00)

Por lo tanto, f, € H para todo n € N. En adicién

f LU du = f 2R du + f 2 ¥ 10O du

[0,00) [0,1] [1,00)

f FOOP du + ¢ f FCOP du < o,

[0,1] [1,00)

IA
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donde c es una constante real positiva. Luego f,, € D para todo n € N.

Aplicando teorema de convergencia dominada
tim [ F du= [ lim h0oF du= [ P du
[0,00) [0.00) [0.00)

De esto concluimos que {f,} converge a f en H. Por tanto D es densoen H =

Hasta aqui hemos dado la construccion de los conjuntos que necesitamos para exponer una repre-

sentacién de O(C,). Definamos el operador 7 : D — H por

mf(x) = gxf(gx).

LEeMA 12. El operador n es cerrado densamente definido y su adjunto n* : D — H satisface

7 (F)x) = xf(g~" %),

Demostracion: Notamos que el adjunto 7* estd bien definido, pues 7 es densamente definido.

Sean f, g € D, dado que u es g-invariante tenemos que

(mf(x), g(x))

(gxf(gx), g(x))

f gxf(gx) g(x) du(x)
[0,00)

= f f(gx) gxg(x) du(x)

[0,00)

= f f(@ 18(g™ ') du(g™'7)

[0,00)

= f @ te(q'7) du(r)

[0,00)

(f(D),78(q"' 1)),

entonces 7* : Dom 7* — H satisface que D C Dom 7" y estd definido con unicidad sobre D como
7 f(x) = xf(g~'x) para todo f € D, ya que D es denso.

Para cada n € N consideremos el operador Xy, € B(H), definido por Xjo, ,j(/)(x) = X0, n(x)f(x),
donde X|o, ,j(x) representa la funcion caracteristica del intervalo [0, n] valuada en x € [0, o).

Observemos que
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[ Wto @l du = [ Lereof duco

[0,00) [0,n]

n’ f |f P du(x) < oo,

[0,n]

IA

luego paracadan e N y f € H tenemos que X|o, ,; f € D. Ademas X0,y = X0, 1, €NtONCES para
todoge Dy f € Dom (%)

(), X0, mS)

f gx g(gx) f(x) du(x)

[0.n]

<g’ n* (X[O, n]f)>

f qx Xio,41m(gx) g(gx) f(x) du(x)
[0,00)

<7T (X[O, q‘ln]g) > f>
<X[O, g 'n] (g) 5 7T*(f»
(& X[o, q’ln]ﬂ-*(f)>-

Por lo tanto 7* Xo, ,j = Xjo, 4-1,y7" sobre Dom 7*. Dado que para cada f € Dom n* se tiene [|7*(f)| <

oo, entonces por el teorema de convergencia mondtona y la forma como actia n* sobre D tenemos

I OIF = 1im X7 (DI
= lim |l X0, (NI

= gl_)ﬂolo Il X0, f)(g  OIP

= lim [ X (g™ %) lxf(g™ 0)Pdu(x)

n—oo

[0,00)

= ting [ Xo g0 1t/ 0P
[0,00)

= q f e f (0)Pep(0),
[0,00)
de esta forma tenemos que Q(f) € H. Esto implicaque f € D y asi Dom 7" = Dom 7 = D.

Notemos que 7** esta bien definido, pues 7* es cerrado con dominio denso en H. Como n** = 7, se

tiene que ™ = m sobre D.
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Recordemos que el operador X| ,; € B(H) para todo n € N. Sabemos ademds que 7*X|p , =

X0, 4 1m7* sobre Dom 7, entonces para f € Dom 7™ y todo g € D se tiene

(g, © (Xpo, mf) (7"(8), X0, mf) = (Xjo, 7" (), )
(m (X[O, qn]g), 1) =X, gng> 7 ()

<g’ X[O, qn]ﬂ**(f)>-

Como |7 f]| < 00 y X0, nf € D, tenemos

7™ (OIP

m [1XGo, g™ (DI = Hm ™ Xio, (I
= lim lgx(Xpo.n /g0l

= Jim f Xjo,  COIf () Pdpa(x)

[0,00)
- [ wrwrduc,
[0,00)
de esta forma f € D. Por tanto

Dom 7™ = Dom 7 = D,

es decir, 7 = &. Entonces 7 es un operador cerrado =

Lema 13. El operador nt es inyectivo si y soélo si u({0}) = 0.

Demostracion: Supongamos que u({0}) = 0 y sea f € H tal que f € Ker x, entonces 7f = 0
en H, esto es, n(f)x = gxf(gx) = 0 en casi todo punto de [0, o). Por lo tanto f = 0 en casi todo
punto de (0, c0), pero {0} tiene medida cero entonces f = 0 en casi todo punto de [0, c0).

Por otra parte si Ker 7 = {0}, consideremos la funcién X, € H y notemos que Q(X;p) = 0 € H,
entonces Xy, € D. Ademds n(Xjp;) = 0 en H luego X|p, € Kerm, es decir, X;op = Oen H'y
asi Xj0;(x) = 0 en casi todo punto de [0, o). De esto inferimos u({0}) =0 =

Supondremos en adelante que u({0}) = 0, entonces el operador & es inyectivo. Sabemos que 7 tiene
una unica descomposiciéon polar dada por & = U|n|, donde U es un operador unitario con dominio
‘H y || es un operador positivo con dominio D, esto porque 7 es un operador inyectivo densamente

definido y cerrado.

Lema 14. La descomposicion polar 1 = Uln| satisface que U : H — H estd dado por
U(f)(x) = f(gx) y Inl: D — H estd dado por |r|(f)(x) = xf(x).
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Demostracion: Definamos V : H — H por Vf(x) := f(gx). Sean f,h € H, entonces

V1, Vh) f G h(gx) du(x)

[0,00)

f F(u) h(u) du(q™"u)
[0,00)

f F(u) h(u) du(u)
[0,00)

i,

esto se deduce haciendo u = gx y porque u es g-invariante. Notamos que Ran V = H, pues V es

inyectivo. Concluimos asi que V es un operador unitario sobre H.

Consideremos ahora el operador W : D — H, definido por Wf(x) := xf(x). Nuevamente para
f,h € D se tiene

(WS, h(x)) = (xf(x), h(x) ) = ( f(x), xh(x) ) = ( f(x), Wh(x)),

entonces D € Dom W*y W = W* sobre D.

Sabemos que para cada n € N se tiene que Xjo, ,;f € D para todo f € H. Ahora notemos que para
todo g € Dy f € Dom W* se cumple

(g W* (Xp0, nf)) (W), X0, nf)

f xg(x) f(x) du(x)

[0,n]

f Ko (0200 £(6) du(x)
[0,00)

(W (X0, n8) >
(X0, m&) » W ()
(& Xpo, W (f)).

Por lo tanto W*Xjo ,; = Xjo, yW* sobre Dom W*. Como para cada f € Dom W* se satisface
[IW*(f)Il < oo, tenemos por el teorema de convergencia mondtona
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IW*(OIP

21_)1{)10 1Xt0,W*(OIP
= 31_)11.}0 IW*X0.()II?

= lim |lx Ko )X

= tim [ Xo 0ol 0Pduc)

[0,00)

| wreorduco.

[0,e0)

lo cual implica que Q(f) € H y asi f € D. Luego Dom W* C D, de donde concluimos
D = Dom W*y W es un operador autoadjunto.

Veamos ahora que sp W C [0, ). Sea A € R\ [0, o), queremos verificar que W — Al : D —» H
tiene inverso. Si f, h € D son tales que (W — A f = (W —A)h en H, luego (W — A)f(x) =
(W — AD)h(x) para casi todo x € [0, c0). Entonces (x — A4) f(x) = (x — Dh(x) y asi f(x) = h(x) para
casi todo x € [0, 00), pues x — A > 0. Luego f = hen H, lo cual implica que Ker (W — Al) = {0}.

Ahora definamos ¢ : H — H por

W) = L
x—A

Como x — A > 0 se tiene que ¥ esta bien definida. Ademads para todo f € Dy g € H se tiene que

yW-aDf=f y W-ayg=g,

entonces ¥ = (W — AI)~!. Notamos que |x — 4| > |4], luego si ||f]| = 1 entonces
2

P = f W fP du = f \% e
[0,00) [0,00)
1 ) B L
< f) FOF du) = .

Luego sup ||¢ fl| < % < 0. De esta manera, y = (W — AI)~! es acotado. En consecuencia W — Al
lIf11=1
es invertible. Por lo tanto sp W C [0, o), es decir, W es un operador positivo.

Observamos ademds que para todo f € D se tiene

VWf(x) = V(xf(x) = qxf(gx) = nf(x),

esto es, 1 = VW. Por la unicidad de la descomposicion polar concluimos que U = V' y |n| = W, es
decir, Uh(x) = h(gx) paratodo h € Hy |n|f(x) = xf(x) paratodo f€e D =
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Notemos ahora que para todo f € D se satisface nn*(f)(x) = n(xf(g~'x)) = gx (gxf(x)) =
q*x*f(x). Por otro lado 7*7(f)(x) = n*(gxf(gx)) = x(xf(x)) = x>f(x). Por todo lo anterior pode-
mos concluir que el operador 7 es una representacién de O(C ) sobre H. Dado que ¢* permanece

en el intervalo (0, 1), podemos afirmar sin perdida de generalidad lo siguiente.

TeorEMA O. El operador m es una representacion de O(C,) sobre el espacio de Hilbert

H = Ly([0, e0)).

2. Un algebra C* asociada al plano complejo cuantico

Sea X un espacio topoldgico de Hausdorft localmente compacto, definimos C(X), Cp,(X) y Co(X)
como el dlgebra de las funciones continuas complejo valuadas sobre X, la subélgebra de las fun-
ciones acotadas en C(X) y la subdlgebra de funciones en C,(X) que se anulan al infinito, respecti-

vamente.

Sabemos que el operador 7 : D — H dado por 7(f)(x) = gxf(gx), es una representacion inyectiva
de O(C,) sobre el espacio de Hilbert H = (L,[0,0), B[O, o), u) donde u es una medida

g-invariante. Demostraremos en la proposicion 14, que si M C [0, o) es un Borel medible entonces

p(M N ([0, 00) \ sp In])) = 0.

Ahora aplicando el teorema espectral al operador |z|, existe una resolucion espectral E sobre
sp ||, la cual se extiende sobre [0, c0) de tal forma que si M C [0,c0) es medible entonces

E(M N ([0,00) \ sp |n])) = 0 y satisface que |n| = f A dE(A). Ademads para todo
[0,00)

f € L*([0,00)) = {f : [0,00) = C| f es Borel medible sobre [0, 00) y ess sup(f) < oo},
con
IfIl = ess sup(f) := inf {c € (0,00) : E,, ({t € (0,0) : |f(¢)| > c}) = 0 para todo x € H},

se satisface que la aplicacion f — f(|n]) es un isomorfismo isométrico a su rango, donde

flrl) = f f(D) dEQ).
[0,00)
Notamos inmediatamente que C,([0, o0)) € L*([0, o0)). Por comodidad en la notacion y sin temor a
confusion de los resultados, observamos que se adopta la misma notacién para la medida espectral

inducida por || que en el capitulo anterior.

El siguiente resultado nos brinda una relacién entre el operador 7 y la medida g-invariante u con la
que se construye el espacio H. Nuestra medida g-invariante la podemos escoger de tal forma que su

soporte satisface supp u = [0, o), por ejemplo si la restriccion de u al intervalo [g, 1) esta dada por
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la medida de Lebesgue. La situacion anterior describe el caso mas importante para nuestro interes
de aplicacion, pues el dlgebra C* que vamos a construir se desea interpretar como una deformacién
del cilindro [0, c0) x S!. Observemos que

Prorosicion 10. supp u = sp |n|.

Demostracion: Si A ¢ supp u, existe 6 > 0 tal que
ul(A=68,1+06)] = 0.

Definamos T, : [0,00) — C por T,(x) = %sixeé(/l—d,/l+5) y Ta(x) =0sixe(d—-06,4+0).

2
De esta manera tenemos que 7' es acotado.

Ahora definimos el operador 7 de H al conjunto de la funciones medibles sobre [0, c0) como la
multiplicacién en los complejos
T(f)(x) := Ta(x) f ().
De esta manera se satisface que (|| — ADT(f)(x) = (7] = ADT(x)f(x) y asi
f(x) x¢(A—-06,1+0),
al—ADT(f)(x) =

(|| T (f)(x) {0 e (L—b.140),
En consecuencia (|r| — ADT(f)(x) = f(x) en casi toda parte. Esto implica que (|| — AT =1y
andlogamente 7T'(|n| — AI) = 1. Asi A ¢ sp |n|, es decir, sp |x| C supp u.

Por otra parte, si A € supp ¢ 'y u({1}) # 0 definimos

0 x#4,
Xl =1 1 v 20

Luego tenemos que

Xl = f Xy du = pu({A}) # 0,
[0,00)
esto es, 0 # X|;, € H. Ahora para todo x € [0, co) tenemos

_Jx=A x € {1},
(|| _/U)X{/l}(x) —{ 0 x¢ ().

De esta forma (|n] — A)X4(x) = O para todo x. Entonces (|n| — A)X;;, = 0 en H y por esto se
deduce que X\, € Ker (|| — A1), es decir, A € sp |n].

Sea ahora A € supp uy u({4}) = 0. Luego para todo € > 0 tenemos u (1 — €, 4 + €)) # 0, definamos

Xim | (b ) xe(adoasd),
1l =0 x¢(,1_l /1+%)_

n’
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Entonces
1
X all? = ————— du=1,
p(a-1 a+1)
v e
ademas
1 1 1 1
Il = DX, ol = ————— pedfdus [ dus o
,Ll(/l—;,/l'i';) n/l(/l—;,/l'f';) n
(=7 4+3) (=7, 4+3)
Luego
lm (7] = AD) ™' (ln] — ADX | S lim = oo
n—eo (7| = ADX, ll o ’

por tanto el operador ((||—AI))~! no puede ser acotado, esto es A € sp |x]. Concluimos que supp u =
sp ||, esto termina la prueba =

En lo que sigue supondremos que supp 4 = [0, 00). Recordemos ahora que 7 es un operador
cerrado densamente definido e inyectivo, con descomposicion polar dada por n = U|n|. Definamos

el conjunto

C:= {Z fillmhU* : myn € Z, m < n, fi € Cy([O0, 00))} C B(H).

k=m

Ahora notamos que si f € Cy[0, o) y k € Z, entonces por proposicion 6 y lema 10 se tiene

Uf(al) = |U* f FVAEQU™ | U*
[0, o)

f Fd (UEU™) ()HU*

[0, )

f FE(@G 2 HUF

[0, o0)
f F(q* VAE)U*
[0, o)

fq* U € C.

La ultima relacion se deduce de f (qu) € ([0, 00). Ahora notamos que

FArDUR (DU = filll) f(q* I UM € C,
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de esta manera se tiene que C es un algebra. Observamos también que
feyx -k 7 = -k -k
(fllmhU)" = U™ fillal) = filg 2 =DU™.

Asi ¢* € C para cada ¢ € C, pues C se compone de sumas finitas de elementos fi(|7|)U*, luego C es

un 4lgebra *. Definamos la C*-4lgebra A = C, es decir

A= {Z filxDU* : m,n € Z, m < n, fi € Cy([O, oo))},
k=m

3. Algebras C” generadas por operadores no acotados

A continuacion se exponen los hechos y resultados de la teoria de Woronowicz, més relacionados
con nuestro trabajo. En caso que no se cite referencia distinta, para la demostracion de los resultados

afirmados en esta seccion podemos consultar [17].

DEFINICION 24. Sea H un espacio de Hilbert separable, definimos C*(H) como el conjunto de
todas las subdlgebras C* no degeneradas de B(H). Decimos que la C*-dlgebra A C B(H), es no
degenerada si AH :={ah: a€ A, he H}es denso en H.

DEFINICION 25. Sea H un espacio de Hilbert y A € C*(H); un operador a € B(H) se dice

multiplicador de A, si aA 'y Aa estdn contenidos en A. Denotamos este conjunto por

M(A)={ae BH): aA, Aa C A}.

Se verifica también que M(A) es una subdlgebra C* de B(H) y Ipu) € M(A). Ademas A es ideal
esencial de M(A), esto es, A es ideal de M(A) y si se cumple que m € M(A) y ma = 0 para todo

a € A entonces m = 0. Vale la pena resaltar el siguiente resultado.
ProposICION 11. M(A) es el dlgebra C* mds grande que contiene a A como un ideal esencial.

DEFINICION 26. Sea A un dlgebra C*, un elemento a € M(A) se dice positivo sobre sp A, si
0<ay aAesdensoen A

DEFINICION 27. Sea T un operador cerrado densamente definido actuando sobre un espacio de

Hilbert H, definimos la z-transformada de T como el operador zr = z(T) = T(1 + T*T)‘%.

El operador z; contiene toda la informacion de 7, en el sentido que
N
T =zr(I — zpzr) 2.

Se puede demostrar que [|7']| < oo siy solo si ||z7|| < 1.
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DEFINICION 28. Sea H un espacio de Hilbert, A € C*(H) y T un operador cerrado densamente
definido actuando sobre H. Decimos que T es afiliado a A y escribimos T € A", si zr € M(A) y
Zrzr < I sobre sp A.

Destacamos los siguientes resultados de la teoria de Woronowicz.
ProposiciON 12. Si T es afiliado a la C*-dlgebra A, entonces T* y T*T también lo son.

ProposICION 13. Los multiplicadores de una C*-dlgebra A, son los iinicos elementos acotados
afiliados a A.

Vale la pena mencionar también que todo operador cerrado densamente definido sobre un espacio

de Hilbert H, es afiliado al dlgebra CB(H) de todos los operadores compactos sobre H.

DEFINICION 29. Rep(A, H) denotard el conjunto de todas las representaciones no degeneradas
de A en H. Por definicion ¢ € Rep(A, H) siy solo si ¢ : A — B(H) es un *-homomorfismo tal que
O(A)H es denso en H.

Se tienen los siguientes resultados concernientes a representaciones de algebras C*.

ProrosiCION 14. Toda representacion ¢ € Rep(A,H), admite una tinica extension a un
x-homomorfismo ¢ : M(A) — B(H).

Usando la propiedad ¢(z7) = z4r) paratodo T € M(A), se extiende la accion de la representacion
¢ a los elementos afiliados de A de la siguiente forma, si 7 € A" entonces z; € M(A) y existe un
unico operador cerrado densamente definido S actuando sobre H tal que ¢(z7) = zg. Diremos que
S es la ¢-imagén de T y escribiremos S = ¢(T). Esto significa que la ¢-imagen de un elemento
afiliado T estard dada por

) ¢(T) = 2~ ($(2(T)))-

4. Una clasificacion del conjunto Rep(A, H)

Recordamos que el operador 7 : D — H dado por n(f)(x) = gxf(gx), es una representacion de
O(C,) sobre el espacio de Hilbert H = (1[0, o0), B[0, o), ) donde u es una medida g-invariante.
Tenemos en cuenta también que nuestra C*-algebra (A esta definida por

A= {Z fillrDU* : mn € Z, m <n, f € Cy([0, oo))}.

k=m
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En caso que no se especifique algo distinto en adelante H representard un espacio de Hilbert y
supondremos que ¢ € Rep(A, H). Sabemos que la representacion ¢ es un *-homomorfismo y se

puede extender al conjunto M(A) por

p(m)(p(a)h) = p(ma)h,

paratodom € M(A), a€ A y h € H, ya que por definicién Rep(A, H) el conjunto {¢(a)h : a €
A, h € H} es denso en H.

LemaA 15. Para toda f, g : [0, 0) — C continua y acotada se tiene que f(|n|) y g(|n|) conmutan

y flaDgdlal) = fe(lrl).

Demostracion: Como las funciones f y g son acotadas se tiene f(|r]), g(|7]) € B(H). Luego
Dom f(|z]) = Dom g(|xl) = H.

Por tanto se cumple

FllrDg(l) = f £ dEQY) f () dEQ) = f F() dEQ) = fo(l).

[0,00) [0,00) [0,00)

Para la demostracién de lo anterior puede consultar [12], pag. 350. Luego se tiene

faDg(lnl) J(D) dE) f g() dE(A)

[0,00) [0,00)

= f J(D)g() dE(D)

[0,00)

= f gD f(A) dE()

[0,00)

- f g(1) dE(Q) f SO dE)
[0,c0) [0,00)

g f D,

como esperabamos ®

En este momento comenzamos a encontrar relaciones entre la teoria espectral de operadores no

acotados y la teoria de dlgebras generadas por estos.

PRroOPOSICION 15. Para toda funcion continua f : [0, 00) — C, se tiene que f(|r]) € A".
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Demostraciéon: Sean f : [0,00) — C y ¢ = g(|n|)U* € C. Definamos 4 : [0, o) — C por
X
hy = g,

V1I+ (P

luego tenemos que £ es continua sobre [0, c0). Ademds como f)

VIHf P

Cy[0, o0). Por lema 15 la z-transformada de f(|n|) actia del siguiente modo

f(zl)
V1I+1f(mDP

En consecuencia z(f(|r]))c € C, pues h es continua, acotada y se anula en el infinito. Por otro lado

cz(f(aD) = ((FlaD)c") € C,

puesto que C es un dlgebra *. Asi cz(f(|n])), z(f(|7]))c € C para todo ¢ € C, pues C se compone de

es acotada, entonces h €

z2(f(n)e = [ g(lﬂl)) U* = h(|n))U*.

sumas finitas de elementos g(|r|) U*.

Por otra parte, si a € A entonces existe una sucesion {a,},«n en C, tal que lim a, = a. Entonces

2(flnDa = z(f (D) lim a, = lim z(f(Ir]))a,,

esto dltimo pues el producto de operadores acotados es continuo. Como z(f(|n|))a, € C para todo
n € N, se tiene z(f(|n]))a € A por ser limite de una sucesion en C. Luego z(f(|n]))a € A para todo
a € A. De forma andloga podemos mostrar que az(f(|x])) € A para todo a € A. Asi concluimos

2(f(l)) € M(A).
Por otra parte, el lema 15 y el teorema espectral implican

___ £l
VE+1f(rDR V1 +f(rDP

Lf(rD)P
1+ (xhP

P
1—-———— dEA
f T+ raop EW

I = z(f (D) z(f ()

[0,00)

1
— dE1
f T+ roop YEW

[0,00)
1

I+1f(rhP

Claramente I — z(f(|m|))*z(f(|=])) > O.

Ahora veamos que mﬂ es denso sobre A. Sea p, € Cy[0, 00), definida por p,(#) = 1 para
t €[0,n], 0 <p,(t) <1 para t € (n,n+1) y p,(t) =0 para t > n+ 1. De esta forma
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tenemos que {0, },crv €s una unidad aproximada en Cy[0, co). Definamos también i, : [0, 00) — C

por Y, (1) := (1 + |f(O)*)pa(t), entonces i, € Col[0, o). Sea g € Cy[0, o), luego

s

lim — T t)lzelfn(t)g(t) lim p,()g(1) = ().

P
Escojamos ahora ¢ = Y gi(|n])U* € C, entonces

k=m

lim —zwnunDng(mDUk ng(lﬂl)U"eC
w1+ () &

esto implica que

— 1 1
A=CC Cc AC A
T+1f(xDl> ™~ I+ 1f(=DP

Y asi mﬂ es un subconjunto denso de A. Luego f(|n]) € A" para toda f continua sobre

[0, o) por definicion de elemento afiliado, dada en la definicion 28 =

Por lo anterior, dada cualquier representacion ¢ € Rep(A, H) tiene sentido hablar de ¢(f(|7])) para
toda f en C[0, co) dada por (*). De forma muy parecida a la proposicién anterior podemos mostrar

Cororario 3. U € M(A), z(r) € M(A), z(Ix]) € M(A), m € A"y |n| € A"

Demostracion: Notemos que para cadac = Y, fi(|In])U*, se cumple

k=m

U [Z fk<|n|)UkJ = ) UAl)U*
k=m k=m

> hg Ut ec
k=m

Uc

luego UC C C. Ademds UA = UC C UC C C = A. De forma andloga se demuestra que
AU € A, por tanto U € M(A).

Para el segundo resultado observamos
2 = 7(1 + 7°70)"2 = Ulal(1 + |af?) 2.

Notamos que

(1 + )2 f/l dE(/Df dE(A)
T s \/—

[0,00) [0,00)

|
Q,
sl
~
&
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Como la funcién id : (0,00) — C dada por id(x) = x es continua, concluimos por la proposicion

15 que

o
) = (i) = =y € MR

Ademads dado que M(A) es un élgebra *, lo anterior implica que

z(m) = UL = Uz(|n]) € M(A).

V1 + |72

Ahora verifiquemos m € A". Ya sabemos que z(r) € M(A), mostremos que z(m)*z(wr) < [ sobre

sp A. Observamos que

I ]*U 7l P
Vi+a?) 1+@mp  1+AP

Luego por teorema espectral se cumple que

() z(m) = [U

I — z(m)*z(m)

Il
—
|
[—
N )
S}
QU
el
~
P
~

1

Claramente tenemos que I — z(m)*z(7) = i 0. Procediendo andlogamente a la proposicion 15

I+
tenemos el resultado m

De esta forma dada cualquier ¢ € Rep(A, H), ¢(z(|n])) es un operador bien definido en B(H) pues
z(Ir)) € M(A). Ademds este operador es autoadjunto ya que la extension ¢ : M(A) — B(H) es
un *-homomorfismo y z(|n|) es autoadjunto. Como sp |n| C [0,00) y |n] es no acotado, se tiene
que sp z(|n]) € [0, 1] (ver [17]). De esta manera aplicamos el teorema espectral y concluimos que

existe una resolucion espectral F, de ¢(z(|n|)) sobre [0, 1] tal que

) e(z(|7)) = ftdF¢(t) y Fy({1}) =0.
[0,1]
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Por otra parte, dado que |7| € A7 este posee una ¢-imagen, la cual satisface por ecuacion (*)

wln) = 2 (i)
)
V- w(z(lﬂl))z
= dF (1)

| 7=
f ( Vi+ a2 /12)
lo anterior haciendo ¢ = «/117 y aplicando proposicic’)n 8. Es decir

A
(6) o)) = f/lngo(ﬁ)-

[0,00)

En la demostracion de nuestro resultado principal se hace necesario, considerar un conjunto denso
en Cp([0, 0]) siendo [0, c0] = [0, 00) U {oo} la compactacién por un punto o compactacion de
Alexandroff del intervalo [0, co), por tal motivo, enunciamos el siguiente resultado debido a los

matematicos Karl Weierstrass y Marshall H. Stone.

TreOREMA 10. (Teorema de Stone-Weierstrass)
Sea X espacio compacto y sea C(X) el dlgebra de las funciones continuas complejo valuadas sobre

X. Sea A subalgebra de C(X), la cual satisface las siguientes propiedades

1. Para todos x,y € X con x # Yy, existe f € A tal que f(x) # f(y).
2. La funcion constante 1 € A.

3. El conjugado de los elementos de A permanece en A.

Entonces A es un espacio denso en C(X).

Para nuestros argumentos de densidad, consideremos la funcion € € C,([0, oo]) definida como

(%) £@) =

t
Vit
Tomemos P := {p(£) : p esun polinomio con coeficientes en C}, como ¢ € C[0, 0] entonces
P C C[0, eo].

Notemos que la funcién £ es estrictamente creciente sobre el intervalo [0, o], por tanto separa
puntos en este intervalo compacto. De esto concluimos que ¥ separa puntos de [0, co]. Ademads la
funcidén constante 1 pertenece a $, en consecuencia, el teorema de Stone-Weierstrass nos dice que

el conjunto P es denso en C[0, oo].
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Por otra parte, sabemos que la funcion & esta acotada por 1 sobre [0, o], asi para cada p(7) :=

Y aié(t)* € P, tenemos por desigualdad triangular
k=1

lp(@)

Z ()

k=1

Z ol 16

IA
5
Il
<

donde M, es una constante que depende inicamente de los coeficientes de cada polinimio. Por tanto

los elementos de # son acotados, lo cual nos dice $ € C,[0, oo]. En consecuencia p(|n|) € B(H).

PRroPOSICION 16. Sea ¢ € Rep(A, H), F, la resolucion de la identidad asociada a ¢(z(|n])), esto

es
plz(lm)) = f LdF, ).
[0,1]

si f € C[0, oo], entonces

o(f(l) = f f( v&) dF, (D).

[0,1]

Demostracion: Sea f € C[0, oo], por proposicion 15 tenemos que {g(Jzr]) : g € C[0, c0)} C A",
esto quiere decir que ¢(f (7)) = z~'@(z(f(7]))) esta bien definida.

Dado que el conjunto # es denso en C[0, oo], existe una sucesion de polinomios {p,(€)}.en que

converge a f en C[0, oo]. De esta manera tenemos

0 = lim sup |f(x)— pu(£(x))|

n=00 yel0, o]

= lim sup [f(€(EW) ~ pulé)|

n=00 xel0, o]

= lim sup |f(& ') - pa(2)|

n=00 1el0, 1]

= lim sup
n=0 1e0,1]

t
f( m)_pn(t) ’

esto ya que & es un homeomorfismo de espacios topoldgicos con inverso £ : [0, 1] — [0, oo]

dada por &71(r) = \ﬁ
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t

Vi-12

Como lim sup [f(x) — p.(&é(x))| = 0, ademds lim sup |f( )— pn(t)' = 0y ¢ es un homo-

n—oo x€[0, o] n—oo t€[0,1]
morfismo sobre M(A) tenemos

o(f () ,}in.i o(p(&(n)))) = ,}i‘?o ) [ Dn (L]]

V1 + |7
. || )
= lim p, go[—])zhm f pa(t) dF (1)
n—oo ( /1 + |7T|2 n—oo ¢

[0,1]
t
L e K

[0.1]

como queriamos mostrar H

PropPosICION 17. Sea ¢ € Rep(A,H), F, la resolucion de la identidad asociada a ¢(z(|n)).
Sea K, : B[0,00) — B(H) definido por K,(M) := F,(£(M)) para todo M € B[0, ), donde &

estd definida por la ecuacion (**). Entonces

@(lrl) = f/ldK¢(/1)-

[0, )

Demostracion: Por la definicion ¢ sobre A7 y proposicion 8 tenemos

@(|r) 2 (@(z(m))))

4 ||
ol )
= f 71 (0) dF (1)

[0, 1)
= f ! dF (1)
V1 -2 i
[0, 1)
= f A dF ()
[0,00)
= f AdK, (1),
[0,00)

esto completa la prueba =

CoroLAriO 4. Sea ¢ € Rep(A, H), entonces para todo f € C[0, 0] tenemos ¢o(f(|n])) =
Je(Irl)).



4. UNA CLASIFICACION DEL CONJUNTO Rep(A, H) 45

Demostracion: Sea F, la resolucién de la identidad asociada a ¢(z(|rr])). Por las proposiciones

8, 16 y 17 tenemos

o(f () f f( V%) dF,(1)

[0, 1)

t
dF.
[ soar (G

[0, c0)

f (@) dK, (1))

[0, o)

f (),

lo cual deseabamos mostrar ®

CoroLArIO 5. Sea ¢ € Rep(A, H), F,, la resolucion de la identidad asociada a ¢(z(|n])). Luego
para todo f € Cp[0, 0), se satisface (f(In])) = f(¢(|r])).

Demostracion: Sea {¢,},en € Co([0, o0)) una unidad aproximadatalque 0 < ¢y <y < --- < 1
y ¥(x) = 1 para todo x € [0, n]. Entonces lim ,(x) = 1 para todo x € [0, c0).

Luego para todo & € H se cumple por teorema de Lebesgue de convergencia moné6tona

tim = vyl = tim [ 11w, (0F d (K., 0 =0.
[0, o)

Entonces
o(f(x)Hh = }}Lfglﬂ(f(lﬂl)) Yn(e(lm]))h
= Iim ¢ (f(7) @ (i)
= lim (f(]) (i)

n—oo

= lim f FOUn(t) dK, |

\0,00)

= lim f f() dK, f () dK,, | h

n—oo
\0,00) 0,00)

= fle()h =

PRroPOSICION 18. Sea ¢ € Rep(A, H), F, la resolucion de la identidad asociada a ¢(z(|n|)), luego
para toda funcion continua f : [0, 00) — C, tenemos o(f(Ir])) = f(e(|7])).



4. UNA CLASIFICACION DEL CONJUNTO Rep(A, H) 46

Demostracion: Sea f € C([0, o)), entonces por teorema espectral aplicado al operador ¢(|r])
tenemos
gty = [ sk,
[0,00)
Por la definicién de la representacion ¢ sobre los operadores afiliados a A y de la proposicién 15

tenemos al) =z"! S\ Por otra arte, como la funcidon £ o f es acotada observamos
e(f()) 90( A p Eof

por el corolario anterior

( VG ]: ()
VIHIF@DP) T+ IFeaDP

Flg(r) )
VI +1f(e(rD)P

Ademas la funcién g(7) := ¢! (A) es continua, asi obtenemos

VI+HfOF

en consecuencia

e(f(n) = 27! (

Z_l( FGp) ): fz_l(L] KD
1+ £ ()P rifor)

[0,00)

_ f o2 (1) dK, (1)
[0,00)

= f F(0)dK(2)
[0,00)

= f(e(),

luego (f(I]) = fle())) m

La proposicion 18 no es trivial, ya que la imagen de la funciones continuas no acotadas bajo la

representacion ¢ estd definida por inversa de la z-transformada y esta no es lineal ni multiplicativa.
PropPOSICION 19. Sean ¢ € Rep(A,H) y f € C,[0, ), entonces

oU)e(f(n))eU™) = flgie(nl) y g e(U)e()e(U?) = ().

Demostracion: Recordemos que ¢(|7]) = f t dK,(t). Por tanto de la proposicion 6
[0, o)

e(Wp(Inep(U7) = ftd(SO(U)KwsD(U*))(t) y g e(n) = fqélde(t)-

[0, ) [0,00)
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De esta forma basta mostrar que (U)K p(U*)(1) = K¢(q‘%t). Como U, U*, z(|n|]) € M(A) y ¢ es

una *-representacion tenemos por la proposicion 8 y el corolario 5 que

. || .
U U = U——=U
o(U)p(z(Im))p(U™) ¢( 11 IR ]

(=
1 + glnf?
ﬂ dK

B 0 V1 +gt? 4
f AdK, (g72¢7().

[0, D

Por otra parte, de la proposicién 6 se tiene

e(U)ez(Im))e(U")

t
U dK (1) o(U*
o( )[[o) N o(D) o(U")

t
= d (U)K o(U*
[L N (¢ K 0(U") (1)

f Ad (U)K p(UM) (£7(D).

[0.1)

Ahora por la unicidad de la resolucion espectral, concluimos p(U) K, o(U D(E) = K¢(q‘%§‘1(ﬂ))
para todo A € [0, 1]. Como &' es un homeomorfismo, obtenemos que sobre [0, o) se satisface

(U)K p(U")(z) = Kg,(q_%z). Luego por el corolario 5, para todo f € C,[0, o), tenemos

e(U)e(f(I7D)e(U”)

o(U) f J(©) dK (1) o(U")

[0,00)

f J(@® d(eU) K, o(U)(0)
[0, c0)

f f() dK (g 1)
[0, o0)

f f(q? 1) dK, (1)

[0, c0)

¢(f(q* D).

Observamos ademds por proposicion 18
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e(Dp(Imhe(U”) w(U)f/lde(/l) (U

[0, )

f Ad (¢WKp(U) (D)

[0, o)

A1dK (g 1)

[0, o)

1
g’ f A dK ()
[0, o)

go(r) m

ProposiciON 20. Sea ¢ € Rep(A, H). Entonces () = o(Ulr|) = o(U)g(|n]).

Demostracion: Por definicion de ¢ sobre (A" se satisface

@(m) = (Ulnl) = 7 (z(Ulnl))) = 2~

! 1
e|Ulnl——1]-
V1+lpP
como U, z(|nr]) € M(A) podemos afirmar por proposicién 18 que

. i
Ulr) = z7'|eU
eUln) = z [90( )90( 1+|ﬂ|2]]

1
= sO(U)sO[ il

\/1+|7rI2J \/1_¢(\/&)¢(U) so(U)so( Klmlz)

|| 1

«/1+|7r|2) \/
1

= oU )90( >
_ ||
go( \/1+|7r|2)

————dK,(1)

[0, )

= oU dK (4
o )f‘/1+/12\/1 A

1 +/12

= oU )f éd&(ﬂ) f
V 1+/l2

= 90(U)f AdK ()
[0,00)
= e(U)g(|r)),
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lo cual deseabamos mostrar ®

Veamos que F, induce una particiéon de H de forma muy parecida a la inducida por E en el capitulo
t

2. Recordamos que la funcién £ : [0,00) — [0, 1) estd dada por &(7) := N

luego tenemos que

¢ es una funcion estrictamente creciente. Ademas

n+l

g q: )
\/1+q”+1’ V1+¢"

para todo n € Z. Como la coleccién {[q%,q%)}nez forma una particiéon de (0, c0), entonces la

n+l n

¢lg~,q%) =

n+l n
., qT q? . ., .
coleccion {[ N —\/T‘I" )}nez es una particion de (0, 1) y por las propiedades de F, como
medida espectral tenemos que
(7) H = Ker ¢(a(n) @ (P F, | ——=. —— |H
ez LVL+gmD \1+gq

Nuestro siguiente propdsito serd dar una clasificacion de Rep (A, H). Para esto trataremos de ser

fieles a la construccion realizada en el capitulo 2. En este sentido, ya hemos mostrado que
-1 .
o(Inl) = g2 e(U)e(Im)p(U™).

Sin pérdida de generalidad, vamos a suponer que Ker ¢(z(|7r])) = {0}. Los siguientes resultados
estan enfocados a evidenciar la accion del operador ¢(U) como un desplazamiento o shift sobre los

elementos que conforman la particién de H dada en la ecuacion (7).

LEemA 16. Para toda ¢ € Rep(A, H), la resolucion espectral F, asociada a ¢(z(|nl)), satisface

. P g2
OF,o(U)|—/——|=F,| ——|-
et ) [m]

Demostracion: Sabemos por ecuacién (6) que ¢(|r]) = f AdF, (
[0,00)
operador unitario y aplicando la proposicién 19 tenemos lo siguiente

o(rl) = ¢ 2eU)e(a)e(U")

| A
4 e f AdF¢( m) o(U")

sobre [0, 1) que

A
V1+a2

). Como ¢(U) es un

[0,00)
| A
= 20d|e(U)F ,o(U*
m[)q (PO F( ))( Tﬂz)
X q%t
= do(U)F (U —,
ft (eW)F0(U")) 1+qt2)

[0,00)
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donde la ultima igualdad la obtenemos haciendo ¢ = q‘%/l. Por la unicidad de la resolucion de la

identidad tenemos que

(D)F e (U”) % ] F(vﬂ )
@ 7 — | = .
4 Vi+qz) N1+ e
De donde se concluye
(U)F, (Lﬁ)( A ) F‘(——ﬁiéi——)
12 ¥ =
i Vi) I\ \T+qp

Lema 17. Sea ¢ € Rep(A,H) y F, la resolucion de la identidad asociada a ¢(z(|r|)). Entonces

ntl n
para todo intervalo de la forma [ \/%, \/q1—2+7) c [0, 1), se cumple que
Fw( 9 ) 9 )):SO(U)F¢( 1 , q ))(,D(U*).
\/1 + g+ \/1 +q" \/1 + gn+2) \/1 + gl

Demostracion: Observamos que, por el lema 11 se cumple

F , = dF (4
‘P[[ \/1+(](”+1) \/1+q”]] Mf | ()
\/lq+q2("+l)’\/qli7
el
= dF
f w( 1+1¢
[q"*l,q”)
= f d(¢(U)F¢90(U*))( 4 Vi ]
1+qgt
[qn+l7qn)
= (U) f d(F,) ()| o(U")

q 2 q 2

\/1+q(n+2)’ \/1+qn+1

n+2 n+l ]

7 A ]] W(U).
\/1 + g+ \/1 + gt

Vi+i Nk

El siguiente resultado expone la recurrencia inducida por los operadores ¢(U) y ¢(U™).

ﬂm&[

Lo anterior haciendo los cambios de variable A = Esto completa la prueba =



4. UNA CLASIFICACION DEL CONJUNTO Rep(A, H) 51

PROPOSICION 21. Sea ¢ € Rep(A,H) y F, la resolucion de la identidad asociada a ¢(z(|nl)).
Entonces

oU): F,

n 1
2 2
q , q H—
VI+q" 1+g!
es un isomorfismo isométrico con inverso

n

q a* ]H—»F[ q* ¢* ]H
\/1+q”’ V1 +g! i \/1+q"+1’\/1+q”

nl

o(U") : F,

Demostracion: Sea h € F,

) H, entonces

_ g q7 .
e(Uh = eU)F, ; e(U) o(U)h
VI+qt 1+
% nEZ
= F, [ i A ]go(U)h
VI+gm J1+g2
[ Y i
\/1+q”‘1’ Y1+ g2 ’
Donde la ultima relacion se satisface porque ¢(U)h € H. De forma anédloga se muestra que para
todoh e F, [W W)Hsecumplequew(U)heF [\/Hq_ﬂ W) [

Por corolario 3 se deduce que para todo k € Z se tiene U* € M(A). En la particién inducida por F,
sobre H, llamemos

F, =F,

1 n
2 2
q , q H
\/1+qn+l \/1 +qn
Luego podemos dar, andlogamente al capitulo 2, una clasificacién de *-representaciones de la C*-
algebra A sobre H como se afirma a continuacion.

TeorEMA 11. (Clasificacion de Rep (A, H))
Sea ¢ € Rep(A,H), F, la resolucion de la identidad asociada a ¢(z(|n|)) y F, los subespacios
cerrados que conforman la particion de H inducida por F,. Entonces existe un operador positivo

A, que cumple

e(ll) = P gie(U)"A, o(UY".

nez

sobre P F,. Ademds ¢ estd determinada por

nez
so(z fk(lﬂl)U") =" (i) @(U),
k=m k=m
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dondem,ne€Z, m<ny f€Cyl0,00) paratodom <k < n.

Demostracion: Por la proposicion 16 y la definicién de (A, toda ¢ € Rep(A, H) satisface

p(z(lm)) = f LdF, ).
[0,1]

Definamos A, = f tdF, (;) Ahora sea h, € F, para cierto n € Z. Entonces existe un inico

[va.1) v
q,
v € Fy que cumple v = ¢(U)"h,. Luego tenemos que A, = @(U)*h,_1 = @(U)"v.

Observemos que por ecuacion (6) y lema 16 que

e(mh, o)UY v

= oU)" (U)oU) ) v

= oU)" o) ftnga(

[0,00)

\/IIT) ‘”(U)*n] v
t

= )" ftd(‘;o(U)anaQD(U)*n)( )ng
1+

[0,00)
q it t
= o) ftdF [—)f dF( )v
Y V1 + g ¢ V1 ++£2
[0,00) [va.1)
= o(U)" fq’itdF( ! )f dF (;)v
¢ V1 + 12 4 V1 + 2
[0,00) [va.1)
*Nn z t
= ()O(U) fqzl‘X[\@,l)(Z)dF‘P( )V
1+172
[0,00)
5 o)™ ftdF (—t )
= q°¢ %
4 V1 + ¢
[va.)

= ¢ p(U)"A, @(U)" h.
Lo anterior pues v € Fy. Hemos demostrado asi que

w(ll) = (P g e(U)"A, (UY".

nez

La afirmacion ¢ ( i fk(|7'(|)Uk) = i felo(In])) @(U)¥, se sigue por el corolario 4 y el hecho de que

k=m k=m

U-eMA) =
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5. Un algebra C* generada segiin Woronowicz por el plano complejo cuantico

A continuacién presentamos algunos resultados adicionales de la teoria de Woronowicz que nece-

sitamos para nuestro trabajo.

DEerFINICION 30. Sea H un espacio de Hilbert. Sean A y B dlgebras C*, tales que B € C*(H).
Decimos que ¢ es un morfismo de A en B, si ¢ € Rep(A,H) y ¢(A)B es denso en B. El conjunto
de todos los morfismos de A en B serd denotado por Mor(A, B).

Lema 18. Sean Ay B dlgebras C* y H un espacio de Hilbert. Conforme a la notacion anterior

se cumple que:

1. Rep(A, H) = Mor(A,CB(H)).
2. Para todo ¢ € Mor(A, B), se tiene que si T € A" entonces ¢(T) € B.

DEFINICION 31. Sea A un dlgebra C* y Ty, ..., T, elementos afiliados con A. Decimos que A
estd generada por Ty,...,T,, segiin Woronowicz, si para todo espacio de Hilbert H, toda B €
C*(H) y toda ¢ € Rep(A, H), se tiene que: Si ¢(T;) € B para todo i € {1,2,...,n}, entonces
¢ € Mor(A, B).

El siguiente resultado, es la pieza fundamental en el obtencién de nuestro resultado.

TEOREMA 12. Sea A una dlgebra C* y Ty,...,T, elementos afiliados con A. El subconjunto de
M(A), compuesto por todos los elementos de la forma (1 + T TH) 'y (+ T,~Tl.*)‘1 parai=1,...,n,

serd notado por . Si se cumplen las siguientes condiciones:

1. Ty,...,T, separan representaciones de A, es decir, si ¢1, ¢, € Rep(A,H)y ¢ # ¢,
entonces (T;) # ¢,(T;) para algini=1,...,n

2. Existen elementos ry,...,r, € tales quer,---r, € A

Entonces A estd generada segiin Woronowicz por Ty, ..., T,.

El estudio hasta aqui realizado va enfocado la obtencién de la esfera a partir del cilindro. Dado que
la C*-algebra

A = {Z filxahU* : m <n, m,n € Z, f; € Co([O0, oo))}.

k=m

se puede interpretar como una deformacion del cilindro, el logro principal de este trabajo es mostrar
que este dlgebra se obtiene a partir de nuestra representacion del plano complejo cuantico dada por
el operador 7 : D — H sobre el espacio de Hilbert H = L,[0, c0). Disponemos hasta aqui de

resultados suficientes para demostrar nuestro teorema principal.
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TeoREMA 13. La representacion de O(C,) sobre H = (1[0, 00), B[0, 00), u) dada por rr genera,

en el sentido de Woronowicz, a la C*-dlgebra A.

Demostracion: Por corolario 3 sabemos que 7 € A". Veamos ahora que 7 separa repre-
sentaciones de A. Sean ¢, ¢, € Rep(A, H) elementos tales que ¢,(m) = ¢,(m). Sabemos que
@i() := 771 (pi(z(n))), de esta forma se deduce que

1 1
) @1 (ﬂ—) = ¢ (ﬂ—]
V1 +|xf? V1 +|xf?
Sabemos que 7 = Ul|n|, entonces

|7t

1
b8 =U
V1 + |7? V1 + |7

Del corolario 3 tenemos que z(|7]) € M(A), ademds como U es un elemento en M(A), luego para

= Uz(|rl).

i € {1, 2} se tiene que

||
,'U | TT/— | .
@i ( )w[ TFW]

Como ¢; es un *-homomorfismo sobre M(:A) tenemos

eiU)ei(U)" = @uU)pi(U") = p(UU")
= @) =1
= @i(U"U) = pi(U)pi(U")
= 0iU) @i(U),

esto es ¢;(U) es un operador unitario. Ademas como z(||)* = z(|n|*) = z(|nl), luego

|| || \ |7l
[ R —— = I R —— iU U [ R ——
‘p(\/l+lﬂlz] (p(\/HIﬂIZ)‘p( )w(\/lﬂﬂlz]

|| |7
i| ——| @i(U)" ¢i(U) ;| ——=
90[ 1+|ﬂ|2)90( )" il )90( 1+|ﬂ|2]

’ [ I
= (Ui | —— (i | —
B e e e

- b bl
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Por tanto

) bl

ud ) es positivo. De la ecuacion (8) tenemos

Asi el operador g; (

|| 1 1 ||
U)o | —— | = — | = — | = (V) | ——|.
@1( )901[ Trlnlz) 901(77 Trlﬂlz) 902[7? Trlﬂlz] @a( )902( Trlﬂlz)

Como la descomposicion polar es Unica, los anteriores argumentos sobre ¢y, ¢, implican que

|7 ||
9 U) = (U - |=¢| —.
) ei(U) = (U) 'y 901{ 1+|ﬂ|2) 902[ 1+|ﬂ|2)

Notemos que &(|r|) = z(|x]), luego por el corolario 3 tenemos &(|xr]) € M(A). Como este espacio es
una subdlgebra de B(H), tenemos que para cada p(¢) € P, p(é(|n|)) € M(A), donde

P :={p(€) : p es un polinomio con coeficientes en C}.

En consecuencia tiene sentido considerar la imagen de p(&(|n)) a través de ¢;. Ademds sabemos
que P es un subconjunto denso en Cp[0,c0]. Sea f € C,[0, 0], por tanto existe una sucesion
{Pn(E)}nen C P tal que p,(€)(r) converge en Cp[0, 0] a f. Aplicando convergencia uniforme sobre

compactos tenemos

Eg‘fz%@MDdE@)

[0, )

= lim f Pa(é(D) dE(D)

[0, oo]

:fgymmww

[0, oo]

lim p, (€())

= f () dE()
[0, ool

G

donde || = f A dE(1). Como las representaciones ¢; son continuas y lineales sobre M(A),
[0,00)
tenemos

i (f(lD) = ltm @i (pu(&(inl)) = lim p, (pi(£(Inl)) -
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Por tanto para cada f € Cp[0, oo] se satisface que existe una sucesion de polinimios p, tales que
(10) @i (Fll) = lim p, (@)
De esta forma por la ecuacion (10) se cumple que
e (D) = 1im p, (p1(€()))
= lim p, (¢2(£(1)
= @ (f(7D).

Como ¢ (U) = p2(U) 'y @1 (f(I7])) = @2 (f(I])), concluimos que ¢; (c) = ¢, (¢)) paratodo c € C.
Ahora para cada a € A, existe {c,},en C C tal que

a=limc,

n—oo

y por la continuidad de las representaciones ¢, ¢,
i@ = 1im @i(c,)
= lim (pZ(Cn)
= ¢(a).

Es decir, ¢ (a) = ¢,(a) para todo a € A. Hemos asi demostrado que 7 separa representaciones.

Luego la C*-dlgebra A esta generada segun Woronowicz por 7 por el teorema 12, ya que separa

representaciones y 1+ir*n EA n
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