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Introduccion

L PRESENTE TRABAJO tiene por objetivo mostrar la versatilidad que
los U-espacios tienen, principalmente, en temas de la topologia
general. Practicamente no existe un compendio de resultados ele-
mentales, de forma méas o menos ordenada, acerca de las familias

casi ajenas y los W-espacios, este hecho motiva aun maés el que se haya es-
cogido este interesante tema para tesis. Sirviendo de este modo (es lo que
se pretende) como un buen acercamiento a tales temas, que ademas, son
punto de partida de técnicas modernas de la teoria de conjuntos como lo
es la combinatoria infinita. El tema de los V-espacios es demasiado exten-
so y por lo tanto imposible de presentarlo de forma caval en un trabajo
como este. Nos centraremos basicamente en dos asuntos; el teorema de
Simon del primer capitulo junto con su consecuencia (el capitulo 4) y los
hiperespacios de V-espacios en el capitulo 5, concretamente nos interesa
la pseudocompacidad de estos hiperespacios.

Ya sea para dar un ejemplo de cierto espacio topolégico usando fa-
milias casi ajenas maximales (MAD), contra-ejemplos o ayudando en la
construccion de algin resultado, las familias casi ajenas se presentan co-
mo una perfecta herramienta para su solucién, en muchos de los casos de
bella simplicidad.

Esta tesis se basa principalmente en los articulos [12], [13] y otro préxi-
mo en publicarse cuyo autor es el asesor de esta tesis. No hay resultado
alguno, original de mi parte, en este trabajo. El inico mérito (si es que lo
hay) es el haber escrito las demostraciones de forma asequible para un
mayor niimero de posibles interesados en estos temas.

Para entender la totalidad de la presente tesis no se presuponen cono-
cimientos que van mads alld de los cursos basicos de teoria de conjuntos y
topologia que cualquier alumno pude tomar en la carrera de matematicas
de nivel licenciatura, aun asi, he incluido varias de las definiciones y re-
sultados conocidos en el apéndice (incluidas algunas demostraciones de
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los resultados cuya prueba no es demasiado técnica o poco ilustrativa)
al final de los 5 capitulos que componen este trabajo. Quizas, el concep-
to menos familiar es el de los cardinales pequefios no numerables como
p, by non(M) que aparecen en la parte final del dltimo capitulo. Incluf un
pequefio apartado en el apéndice A dedicado a estos cardinales.

He tratado de presentar las demostraciones de los resultados aqui ex-
puestos de la manera més clara y detallada posible. Al avanzar en el
contenido, reviso cada resultado por sencillo que este sea, inclusive en
algunos casos repitiendo argumentos anteriores, para que en lo posible,
el lector no se detenga a verificar afirmaciones por su cuenta. Ocasional-
mente aparecen notas al pie, algunas veces para hacer un comentario al
respecto, pero en la mayoria de las veces para aclarar alguna afirmacién
hecha durante cierta demostracion.

La tesis se compone de 5 capitulos;

En el primer capitulo se introduce el concepto de familia casi ajena
como punto de partida para practicamente todo lo posterior, nos intere-
saremos de forma especial en las familias casi ajenas maximales. Veremos
una forma mads fuerte del teorema de Ramsey de la combinatoria infinita
donde aparecen las familias casi ajenas maximales y finalmente presenta-
mos el teorema de Simon, teorema que nos servird para el resultado prin-
cipal del capitulo 4.

En el segundo capitulo hablamos de los V-espacios, construidos a par-
tir de familias casi ajenas, y de algunas propiedades topolégicas que nos
interesardn para los capitulos que siguen.

En el capitulo 3 estd dedicado al problema de Moore, problema con-
siderado por més de 50 afios el mas importante de la topologia general,
hablaremos de los espacios de Moore y algunos resultados en ZFC que
tienen que ver con la respuesta a este problema.

Para el capitulo 4, como una consecuencia del teorema de Simon del
primer capitulo, presentamos el ejemplo de un espacio Hausdorff, com-

pacto y Fréchet cuyo cuadrado no es Fréchet.

El capitulo 5 es el mas extenso y el objetivo es complementar la res-
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puesta parcial que hay a una pregunta acerca los hiperespacios, concre-
tamente la pregunta que Ginsburg hizo por el afio 1975 fue: ;Hay alguna
relacion entre la pseudocompacidad de los espacios X¥, X, X2, ... y la pseudocom-
pacidad del hiperespacio exp(X), lo que se hace en este capitulo es probar
que es consistente la existencia de un X, tal que X“ es pseudocompacto y
el hiperespacio exp(X) no lo es (teorema 5.31). También es consistente la
existencia de un espacio X donde ambos; X y exp(X) son pseudocom-
pactos (teorema 5.24).

Al final de estos capitulos hay dos apéndices, en los cuales encontrara no-
ciones bdsicas de la teoria de conjuntos y de la topologia que ocuparemos
a lo largo de la tesis.

6 MARIO ARCIGA ALEJANDRE

21-06-2005
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Capitulo 1

Combinatoria de las Familias Casi
Ajenas.

A desde este capitulo haremos notar en las ultimas dos secciones lo
Y utiles que resultan las familias casi ajenas para obtener resultados de
la teorfa de conjuntos, después del capitulo 2 veremos ademds cémo estas
familias son la base de varios resultados interesantes de la topologia gen-
eral.

En las primeras dos secciones veremos algunas de las propiedades mas
basicas de las familias casi ajenas que necesitaremos, quizas deberia revis-
ar el apéndice para recordar ciertas nociones elementales de la teoria de
conjuntos como lo son los filtros e ideales que seran tratados a lo largo de
este capitulo.

1.1. Preliminares

Notacién 1.1 Sea X un conjuntoy k un niimero cardinal, denotaremos por [ X|*
y [X]<" a los conjuntos de todos los subconjuntos de X con cardinal igual y
menor que k respectivamente, esto es,

X]* = {ZCX:|Z| =k}, [X]":={ZCX:|Z| <r)}

Notacién 1.2 Sean A, B conjuntos, decimos que A estd casi contenido en B
si |A\ B| < w, en este caso escribimos A C* B, A =* B denota el hecho de que
AC*ByBC* A
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Definicion 1.3 Decimos que A C [w]* es una Familia Casi Ajena! (AD?) si
|A| > wy para todo par de elementos X,Y distintos de A se tiene que | X NY| <
w.

Una forma sencilla de construir una familia casi ajena es como sigue (para
una funcién f : A — By un X C A denotamos por f[X] al conjunto
imagen de X, estoes, f[X]| = {b € B : existe z € X tal que f(x) = b} ):

Ejemplo 1.4 La familia A = {f[QN[i,i+ 1)] : ¢ € Z} C [w]* es una familia
casi ajena, donde f : Q — w es cualquier funcién biyeccion, [i,i+1) = {r e R :
i <r <i+ 1}. De hecho, la interseccién de cada par distinto de elementos de A
es vacia.

La siguiente es notacién estdndar de conjuntos asociados a una familia
casi ajena.

Definicion 1.5 Sea A C [w]|* una familia AD y sea X € [w]¥ definamos los
siguientes conjuntos.

AT X = {AnNX:Ae Ay |[AnX]|=w}
I(A) = {Y € P(w): existe B C A finito tal que Y C* |J B}.
I(A) = Pw)\I(A).
ItH(A) = {X:|A] X]| > w}.
I*(A) = {X:w\XeI(A}.

Si f: A — Besuna funcion y Z C A, entonces definimos la funcion f |
Z . Z — Bceomo (f | Z)(x) = f(x)paratodax € Z. Esta es la funcion f
restringida al conjunto Z.

Observacion 1.6 Si A C [w]” una familia AD entonces Z(.A) es un ideal basado
en w. Y por lo tanto T*(A) es un filtro en w, ademds por ser T(A) un ideal,
w\ X € Z(A) implica X € T"(A) por lo que T*(A) C IT*(A).

Demostracion. Sea A una familia AD. () € Z(A), w ¢ Z(A) pues el
vacio es casi contenido en cualquier conjunto y la unién finita de elemen-
tos de A nunca puede ser w por ser A familia casi ajena. Si X,Y € Z(A)

!Esta es la definicién mas importante de toda la tesis, practicamente en todos los teo-
remas aqui presentados aparecerd alguna familia casi ajena.
Del inglés almost disjoint.
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entonces existen Bj, B, subconjuntos finitos de A que casi cubren® a X
y Y respectivamente, es claro que B; U B, casi cubre a X U Y, asi que
XUY €eZI(A).SiX €Z(A)yY C X el mismo B € [A]<“ que casi cubre a
X, casicubrea Y, de modo que Y € Z(.A). Esto demuestra que Z(A) es un
ideal basado en w. Z*(A) es un filtro basado en w pues es el dual del que
hemos demostrado que es un ideal Z(A). Si w \ X € Z(A) y suponemos
que X ¢ ZT1(A) = P(w)\Z(A) entonces X € Z(A)y como Z(.A) es unideal
entonces w = w \ X U X € Z(A), contradiccion!, asi que Z*(A) C Z7(A).V

Proposicién 1.7 Para cada A familia AD, (Z*(A) = 0.

Demostracién. Sea A familia AD. Todo conjunto finito de w esta en
Z(A), asi que todos los cofinitos estan en Z*(A), pero la intersecciéon de
estos cofinitos es vacia, en particular (), __(w\n) = 0, entonces [ Z*(A) =

v

0.

ncw

Corolario 1.8 Un ultrafiltro U que extiende al filtro 7*(A), donde A es una
familia AD, es un ultrafiltro libre.

Demostracion. U es ultrafiltro libre si y s6losi YU = 0y (U C
NZ*(A) = 0. v

1.2. Propiedades elementales acerca de las fami-
lias AD

Proposicion 1.9 Existe una familia A C [w]” AD tal que |A| = 2“.

Demostracion. Para cada r € Rsea A, = {¢, : n € w} una sucesién
estrictamente creciente de nimeros racionales que converja a r*. Como
|Q| = w existe g : Q — w biyeccién, entonces A = {g[A,] : r € R} es una
familia AD. En efecto, si g[A,, ], g[A,,] € Aconr; # ry, como R es T, existen
U,,,U,, vecindades ajenas de 71, r; respectivamente. Entonces A, \ U,, es

3Decimos que una familia B C P(X) casicubreaY C X si Y C* JB.

*Hemos usado aqui el axioma de eleccién; cada » € R determina un conjunto, el
conjunto de sucesiones estrictamente crecientes de niimeros racionales que convergen
a éste r, claro es que cada uno de estos conjuntos es no vacio (de hecho es numerable),
gracias al axioma de eleccién podemos elegir una secesién de cada conjunto determinado
por 7.
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finito para ¢ = 1,2, de modo que |A,, N 4,,] < w, como g es biyecciéon
tenemos que |g[A,,] N g[A,,]| < wy puesto que A tiene la cardinalidad del
continuo , | 4| = 2¥. v

Proposicion 1.10 Si F = {A, : o« € I} es una coleccion de familias AD
anidadas, esto es, A, C A1 para cada o € I, entonces A = |J F es también
una familia AD.

Demostracién. Para cada par de elementos A, B € A, existen ay, ap € 1
con A€ A,,, Be€ A, Seaa=mix{a;, az}, puesto que las familia de F
son anidadas, A4, B € A,, entonces |A N B| < w por ser A, familia AD. ¥

Proposicion 1.11 Cada familia A C [w]* AD se puede extender a una familia
maximal (MAD).?

Demostraciéon. Sea A C [w]* una familia AD y sea M = {B € [w]“ :
Bes ADy A C B} es claro que (M, C) es orden parcial, M # 0 pues
A € M. Ademas toda cadena C de (M, C) tiene como cota superiora | JC.
Por el Lema de Zorn M tiene un elemento maximal.

Proposicion 1.12 Si A es una familia MAD entonces T+(A) =77+ (A).

Demostracion. Sea A una familia MAD y sea X € 77 (A), entonces X ¢
Z(A), esto es, ninguna subfamilia finita de A casi cubre a X, puesto que
A es maximal tenemos que w C* | J.A (de no ser asi, AU {w \ |J A} seria
familia AD con A C AU {w \ |J.A}, contradiciendo el hecho de que A
es maximal). Asi que existe subfamilia infinita C de A tal que X C* |JC
con | X N Al = w para cada A € C, entonces |A [ X| = |C| > w, esto es
X € Tt7(A). Hemos demostrado que Z+(A) C ZT*(A).

Sea X € I7"(A) y supongamos que X € Z(A), entonces existe B C A
finito tal que

xc | B (1.1)

ademds podemos suponer que |A N X| = w para cada A € B (pues si
hubiera un Ay € B con |A N X| < w entonces también X C* [J(B\ {A4o})).
Ahora, como A es familia AD |[AN|JB| < w para cada A € A\ B, entonces
de (1.1) tenemos que |[A N X| < w para cada A € A\ B. Esto implica

°Entiéndase maximal en el sentido de que si existe otra familia AD A’ C [w]* tal que
A C A’, entonces necesariamente A’ = A.
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que |A | X| < w, es decir, X ¢ ZT7%(A), contradiccién!. De modo que
X ¢ ZI(A),asique X € Z7(A). Esto demuestra que Z+*(A) C Z7(A) y asi,
It (A) =Z"1(A) en el caso de que A sea maximal.

Proposicion 1.13 Cada familia MAD A es no numerable.

Demostracién. Sea A una familia MAD. Supongamos que existe A C
[w]* MAD numerable. A = {4, : i € w}, como A es familia AD, entonces
paratodan € w\ {0}

A, N (AgU---UA, )| =[(A.NAy)U---U(A,NA,_1)| <w.

Y puesto que |4,| = w, entonces existe x,, € A, \ (AgU---UA,_1) para
cadan € w\ {0}. Sea

A'={z, € A, \ (AU ---UA, 1) :new){0}}.

Ya que {% 11, Tpi2, ... } N A, = para cada n € w, tenemos que para toda
n € wlA NA,| <nentonces A’ = AU{A’'} C [w]” es una familia AD y
como A’ ¢ A, es decir, A ¢ A, contradiccién! pues A es maximal, por lo
tanto A es no numerable. v

1.3. El teorema de Ramsey

El siguiente lema es importante ya que se usara en un teorema poste-
rior el cual es una versiéon més fuerte del teorema de Ramsey, ademads, lo
usaremos para demostrar el teorema de Simon en la seccién siguiente.

Lema 1.14 Para toda A C [w]* familia MAD y para toda sucesion decreciente
{Xiticew CIT(A) =T (A)existe X € TT(A) tal que X\ C (.., X; =
X, para toda v € X

j<x

Demostraciéon. Sea A una familia MAD y sea {X; : i € w} sucesién
decreciente de elementos de Z7(A). Por definicidn, si existen Ag, A1, ... in-
finidad numerable de elementos distintos de A tales que | X N 4| = w
para toda k € w, entonces X € It (A) = Z1(A), ésta ultima igualdad se
da por ser A familia MAD. La idea es encontrar una cantidad infinita de
elementos de A que tengan interseccién no vacia con cada X;, asi, de esos
elementos se escogerdn de forma apropiada los elementos que formaran
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aX.Sea Sy = {a) : i € w} C [, Xi una sucesién de puntos tales que
29 € X, para toda i € w. Puesto que A es maximal existe® 4, € A tal que
|Ap N Sp| = w. Ahora, sea S; = {z] : i € w} C |J,., Xi \ Ao una nueva suce-
si6n” tal que z} € X, para toda i € w. Nuevamente existe 4; € A\ {4y}
tal que |41 N S| = w.

Seguimos de ésta manera, de tal forma que para cada nueva sucesién
Sp = A{a} i € w} C Ui, Xi \ Ujep, An existird A, € A\ {A, ..., A1}
tal que |4, N S,| = w. Ahora, sea o = min(A, N Sp), y asi podemos con-
seguir los siguientes puntos:

3 21 >0 talque 27 € A1 NS N Xypa1,

T9 > x; tal que o € A() NSy N le_;,_l,

=

d z3 > 29 tal que z3 < AinNsSiN Xx2+1,
3 Ty > T3 tal que T4 € A2 N SQ N X$3+1,
=

Ty > T4 tal que 75 € AO N S(] N Xx4+1,

3 Tpt1 > Ty, tal que Tn4+1 € AF(n+2) N SF(TL+2) N X$n+1'

n(n+1)

Donde F : w — w se define como sigue®, sea f : w — w, f(n) =
funcién estrictamente creciente. Sea pues F'(n) = n — f(k) donde k es el
unico entero tal que f(k) < n < f(k+1).Sea X = {x; : i € w}, es claro
que X € Zt(A) pues | X N Ay| = w para toda k € w, ademads si z,,, € X \ z,
entonces r,, € X, ¥y, > 2, ¥ Try, € Apms1) N Seims1) N Xa,, 141 pPero
Xon 141 € X, € X,, por lo que z,, € X,,. De este modo X \ z C X, =
<. Xj paracadaz € X y X € IT%(A) porque |[X N A,| = w para cada
ncw.

Definicion 1.15 Sea f : [k|* — p una funcién donde k, j1, p son numeros car-
dinales mayores que cero, decimos que A C k es f-homogéneo si | f[A]*| = 1.

®De no ser asf, A U {Sy} seria familia AD con Sy ¢ A contradiciendo el hecho de que
A es maximal.

"Note que |X; \ Ag| = w para toda i € w pues si suponemos que no, entonces existe
m € w tal que X,,, C* Ay, como X, € T (A) entonces 3 A € A A # A con |X,,NA| =w,
asi que |A N Ap| = w, contradiccién!.

8Note que ésta funcién lo que hace es “visitar” a cada Aj, una infinidad de veces.
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El siguiente teorema fue probado por A. Mathias en su articulo [5] y es
un fortalecimiento del famoso teorema de Ramsey:.

Teorema 1.16 Sea A una familia MAD y sea f : [w]* — 2 una funcién, entonces
existe B € T (.A) que es f-homogéneo.

Demostracién. Sean A C [w]|“ una familia ADy f : [w]* — 2 una
funcion. Extendamos el filtro Z7*(A) = {X € [w]Y : w\ X € Z(A)} aun
ultrafiltro U. Sean X? = {m € w\ {n} : f({m,n}) = 0}, X} = {m €
w\ {n}: f({m,n}) = 1}. Puesto que U es ultrafiltro libre (Corolario 1.8) y
XOUX)=w\{n} €U’ paracadan € wexistei € 2 tal que X} = {m €
w\{n}: f{m,n}) =i} elU.

Sea g : w — 2 tal que X" € U, notemos'® que ademas X5 € TT(A).
Puesto que {n € w: g(n) = 0} U{n € w: g(n) = 1} = w entonces existe
ee€2talqueY :={n €w:g(n) =c} €U, note que Y tiene que ser infinito
pues U es ultrafiltro libre (obs. A.10).

Enumeremos los elementos de Y como {y, : n € w} de tal forma que
Yn < Yn+1 paratodon € w. Sea

Zy =Y, yparacada k > 1Zk:YmﬂX;_

i<k

es una sucesion decreciente y ademads Z,, € U para todo n € w, entonces
Z, € Tt(A) paratodon € w.

Por lema anterior existe X € Z7(A) tal que X \ z C Z, para todo z € X.
Veamos que X es f-homogéneo. Sean x,y dos elementos distintos de X,
sin perdida de generalidad = < y. Demostremos que f({z,y}) = ¢. Para
esto basta demostrar que y € X:. Pero

yEX\w+1C Zn=Yn[)X;.

i<z

Comoz € X \z C Z, C Y entonces existe un k € w tal que z = yy,
ad,emés k < z.Entonces (,_, X; NY C X¢ = X;, porlotantoy € Xy
asi f({z,y}) = =.

Es pues X € Z7(A) el conjunto f-homogéneo que buscamos. v

9Véase observacién A.10 y proposicion A.14
0g; x9™ ¢ 7+(A) entonces X4 € T(A), por lo que w \ X2 € T*(A) C Uy
asi ) = w\ X2 N X" € U, contradiccion!. Asipues A € U — A € TT(A).
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Corolario 1.17 Para toda funcién [ : w — w existe X € Z%(A) tal que f | X
es constante o f | X es estrictamente creciente.

Demostracion. Sea f : w — w cualquier funcién y sea ¢ : [w]* — 2
funcién definida como sigue

0 sif(r)<fly)yz<
w({%!m:{ 1 zif(I)Zf(Z)§$<z-

Por teorema anterior, existe X € Z%(.A) que es 1)-homogéneo. Es decir
f | X es estrictamente creciente o se cumple que para cada par {z,y} €
[X]%, f(z) > f(y). Bajo estas condiciones existe N € X tal que f | YV es
constante donde Y = {z € X : & > N} € Z*(A) pues no puede haber una
sucesion estrictamente creciente de numeros naturales. v

1.4. El teorema de Simon

Definicion 1.18 Una familia A C [w]|* AD es maximal en ningiin lado si
A | X no es maximal para cada X € I+ (A)

El siguiente teorema es una versiéon un poco mads general del teorema
de Simon presentado en el articulo [13] por el afio 1980. Usaremos este
teorema para construir en el capitulo 4 dos espacios compactos, Hausdorff
y Fréchet cuyo producto no es Fréchet, teorema clasico de la topologia de
conjuntos.

Teorema 1.19 Teorema de Simon
Para toda A C [w]* familia MAD existen X € T (A)y {Ao, A1} particién de
A [ X tal que Ay, Ay son maximales en ningiin lado.

Demostraciéon. Sea A C [w]* familia MAD.

Procedemos por contradiccion i.e. suponemos para todo X € Z1(A) =
I+ (A) y para toda particion {Ay, A1} de A | X existeni € 2y Y €
I7(A;), tal que A; | Y es familia MAD, ademds Y C X pues A; es una
familia AD basada en X.

Procederemos de forma recursiva usando la suposicién anterior. Etiquete-
mos los elementos de .4 usando funciones de 2¢. Esto es 37 C 2“ tal que

A={A;: fez}
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Sean A = {A; € A: f(0) =0}y A = {A; € A: f(0) =1}

Usando nuestra suposicién inicial (paso 0):
Paraw € Tt (A) = I (A) y para {A), A}} particion de A | w = A existen
v €2y Yy e IT(A)) CIH(A), Yy C wtal que A) | Yj es familia MAD
basada en Y.
Puesto que A) | Yy € A | Yoy A) | Y; es maximal entonces A | Yy =
A? | Yy. En particular esto implica que |[ANY;| < w para todo A € A\ A) .
Sean ahora,

A= {Ap € A f(1) =0}, Al = {A; € A, (1) = 1).

Nuevamente usamos nuestra suposicion inicial (paso 1):

Para Yy € T7(A) y para {A} | Yo, A} | Yo} particion de A | Y; existen
€2y eIT(Al 1Y) CIT(A), Y1 CYotalque (Aj [Yy) [Yi=A |
(YonY;) = A} |'Y; es familia MAD basada en Y.

Puesto que A} [ Y7 C A [ Y,y A} | Y es maximal entonces A [ Y; =
A} | 'Y:. En particular esto implica que [ANY;| < w paratodo A € A\ A; .

Enelpasok +1:
Sean

AT ={Are A} : flk+1) =0}, A" ={A;e A} : f(k+1)=1}.

Usamos nuestra suposicién inicial:
Para Y, € Z+(A) y para {A;™ | Vi, Af™ | Y} particion de A | Y;. existen
i1 €2y Y € THAML 1Y) CTH(A), Yy C Y tal que (AFT 1Y) |

k41 Tk+1

Yii1 = A¥L | Vi es familia MAD basada en Y. ;.

Tgt1

Puesto que Af;; Y Y CA Yy Afki | Yi41 es maximal entonces

ATY = .A,'f,; ' | Y11. En particular esto implica que

|ANY, 1| <wparatodo A € A\ AP (1.2)

Tk41”

De ésta forma hemos conseguido una sucesién decreciente {Y}, : k €
w} CZ*(A). Asipor el lema 1.14 3X € Z%(A) tal que X C* Y}, para todo
ke w.

Sea g € 2¥ definida por g(n) = i, para todo n € w. Puesto que X €
7% (A) tenemos que |AyNX| = w para una infinidad de funciones f € Z C
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2“. Sea f una de estas funciones tal que f # ¢ entonces existe ny € w tal

que f(no) # g(no).
Puesto que [A; N X| = wy como X C* Y}, para todo k € w tenemos pues
que
1A; N Y| =w (1.3)
Puesto que f(ng) # g(no) entonces Ay ¢ A = {A; 1 f(ng) = in, =
g(no)}. Asi, por (1.2) tenemos que
|ArNY,, | <w (1.4)

Tenemos una contradiccién de (1.3) y (1.4). v



Capitulo 2

U-espacios y sus propiedades.

2.1. Introduccion

URANTE este breve capitulo introduciremos los V-espacios y veremos
algunas propiedades topolégicas que necesitaremos a lo largo de la
tesis, la normalidad de estos espacios es tema aparte y a ello esta ded-
icado el siguiente capitulo. Usaremos algunos resultados conocidos de
topologia que puede revisar en el apéndice B.

Sea A C [w]“ una familia AD, y démosle a ¥(A) := A U w la siguiente
topologia inducida por las vecindades abiertas locales de los puntos:

® Veew Ny={{z}}.
® VAc A Ny={{AYU(A\F): FCA |F| <w}

Verifiquemos que efectivamente tenemos una topologia para V(A).
Como ) € [A]<“ tenemos

Uztu | A\Fl=wuA=1(4)

TEW A€A, Fe[A]<w

ysiz € UNV donde U,V son vecindades abiertas de = en ¥(.A) entonces
tenemos los siguientes casos:

Caso 1z € w, entonces z € {x} C U NV para todos los casos posibles de
las vecindades U y V.

Caso 2z € A, entonces Uy V sondelaformaU = {z} U (z \ F), V =

15
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{z}U(2\G) donde {F,G} C [z]=¥, entonces = € {z}U(x\ (FUG)) C UNV.

Asi, dada una familia A C [w]* AD podemos siempre hablar del espacio
U de Ay lo denotamos por V(A).

2.2. Resultados elementales acerca de los V-es-
pacios.

Proposicion 2.1 W (.A) es separable.

Demostracién. Veamos que w es denso en V(A). Sea x € V(A) y sea
U€eN,.Siz € wentonces UNw = {z}.Siz € Aentonces U = {z}U(z\ F)
con F' Cw, |F| <w,asique, UNw =z \ F # () pues |z| = w. Por lo tanto
w=VY(A). v

Proposicion 2.2 U(A) es O-dimensional.

Demostracién. Vamos a probar que las vecindades basicas dadas en la
definicién de ¥(.A) son cerradas. (Equivalencia con ¥(.A) \ U es abierto.)
Sea U una vecindad local, abierta en W(A), siy € ¥(A) \ U entonces ten-
emos dos casos
Caso1y € w, entonces y € {y} C V(A) \ U para todos los casos posibles
de la vecindad U.

Caso 2 y € A, entonces tenemos dos subcasos
Cas021U ={n} Cw,enestecasoy € {y} U(y\ {n}) Cc ¥(A)\U.
Caso 21U = {AJU(A\F)con A # yy F € [A]**, en este caso y €

{ypuy\(ynA) cw(A\U.

Entonces la base formada por las vecindades abiertas, locales de W(.A)
es una base de cerrado-abiertos. v

Proposicion 2.3 VU (A) es T.

Demostracién. Sea {z,y} C V(A), = # y.
Caso 1. {zr,y} C A
Sea F =z Nyentonces U, = {z} U (x\ F)yU, = {y} U(y\ F) separan a
Ty a y respectivamente.
Caso 2. {z,y} Cw
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{z} y {y} son abiertos.
Caso 3. Sin perdida de generalidad x e wyy e A

Entonces U, = {z} y U, = {y}U(y\{z}) separan a x y a y respectivamente.
v

Proposicion 2.4 V(.A) es loc. comp.

Demostracion. Como V(A) es T, basta demostrar que Vo 3 U € N,
con U compacta. Sea v € U(A), si ¥ € w es inmediato pues U = {z} es
abierto y cerrado, asf {x} = {z} y claramente {2} es compacto, si z € A
sea V € N, puesto que V escerradoV =V = {z} U (x \ F1) con F} C =
finito y sea O una cubierta abierta de V, existe U € O tal que z € U, como
U es abierto existe Fo = {ny,na,....,n,} Crtalquex € {z} U (z\ Fy) C U,
sealU; € Otalquen; € U; ,i=1,...,m, entonces {U, Uy, U, ..., U, } es una
subcubierta abierta de O para V. v

Corolario 2.5 V(.A) es completamente reqular.

Demostracién. Sabemos que Hausdorff y localmente compacto impli-
ca completamente regular, o si lo prefiere también Hausdorff y 0-dimen-
sional implica completamente regular, vea apéndice B, teorema B.3. U

Proposicion 2.6 V(.A) es 1" numerable.

Demostraciéon. Para toda z € A, B, = {{z} U (z\n) : n € w} es
claramente una base local numerable, si x € w entonces {{z}} es una base
local numerable de .

Proposicion 2.7 V(A) no es numerablemente compacto.

Demostracién. Por teorema B.6 del apéndice B basta con ver que A C
U (A) no tiene puntos de acumulacién lo cual es inmediato de definicién
de las vecindades para puntos en A. v

Proposicién 2.8 Los siguientes son equivalentes
1. W(A) es 29 numerable.
2. VU(A) es metrizable.
3. U(A) es hereditariamente Lindelof.
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4. A es numerable.

Demostracién. (1 < 2) De la proposiciéon 2.2 y el corolario 2.5 sabe-
mos que V(A) es separable y regular (de hecho completamente regular),
entonces por teorema B.7 del apéndice B (teorema de “metrizacién”de
Urysohn) ¥(.A) es segundo numerable si y s6lo si es metrizable.

(1 — 4) Si un espacio topolégico X es segundo numerable entonces de
cualquier base B de X se puede extraer una base numerable C C B para
X, si suponemos que |A| > w entonces es imposible obtener una base nu-
merable de la base {{A}U(A\n): Ae A, newnA}Uwpara V(A), por
lo tanto |A] < w.

(4 — 1) Si A es numerable, {{A}U(A\n): Ac A, newnNA}Uwes
base numerable para ¥ (.A).

(4 —3)VZ C VU(A) Z es numerable, asi, si O es una cubierta abierta
para A entonces Va € A 3U, € O tal que a € U, entoncesd = {U, € Ola €
A} es una subcubierta de O numerable.

(3 — 4) Si A no es numerable entonces para A C V(A) la cubierta
abierta {{A} U A : A € A} para A no tiene subcubierta numerable, en-
tonces ¥(.A) no es hereditariamente Lindelof. v



Capitulo 3
El problema de Moore.

3.1. Introduccion

LA normalidad de los U-espacios se hace un poco més complicada que
las otras propiedades topolédgicas vistas en el capitulo anterior, ade-
mas de ser parte de un teorema que responde al famoso problema de
Moore.

Los espacios de Moore son la abstracciéon de un espacio métrico. Estos
espacios se llaman asi en honor a R. L. Moore quien los introdujo por el
ano 1932.

Para una familia 4 C P(X) y un z € X usamos la notacién St(z,U) =
U{U € U : z € U}, llamado el conjunto estrella de x respecto a la familia
u.l

Definicién 3.1 Un desarrollo para un espacio topoldégico X es una familia
{U; : i € w} donde cada U; es una cubierta abierta de X tal que si x € X,
entonces {St(x,U;) : i € w} es una base local en z. Un espacio de Moore es un
espacio regular que tiene un desarrollo.

Proposicién 3.2 Todo espacio métrico es espacio de Moore.

Demostracién. Sea (E, d) espacio métrico, si B(z,r) denota la bola de ra-
dio r centrada en z € E, ie. B(z,r) = {y € E : d(y,z) < r}, entonces
la familia de los U; = {B(z,1/r) : * € E} para cada i € w componen un

1St es la abreviacién de la palabra Star, estrella, del inglés.

19
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desarrollo para el espacio E. Es claro que cada U; es una cubierta abierta
para £. Ahora, si tomamos un z € F,

St(x,u) = | J By 1/i) = B(x,2/i).

yeB(x,1/i)
Entonces {St(z,U;) : i € w} es una base local de z. v

Por el afio 1933 un estudiante de Moore anuncio la siguiente pregunta:
¢ Es metrizable cualquier espacio de Moore que es ademds normal?.

Moore conjeturé que la respuesta es afirmativa. Por mas de 50 afios,
el problema de Moore fue considerado como el problema mds importante
de la topologia general. Después se demostré que el problema de Moore
es independiente de los axiomas de ZFC,? fue en 1937 cuando Jones hizo
los primeros intentos en demostrar el problema de Moore agregando la
hipétesis 2 < 2“1 a ZFC, en ese afio, se conoce el famoso Lema de Jones,
el cual dice (agregando esa hipotesis) que todo espacio de Moore, normal
y separable es metrizable.

El siguiente teorema es la respuesta a la pregunta de Moore para el caso
de espacios separables

Teorema 3.3 Los siquientes son equivalentes:
1. Existe un espacio normal, separable y Moore pero no metrizable.
2. Existen Q-conjuntos.

3. Existe un V(A) normal con A familia MAD.

En particular, en este capitulo demostraremos 2. < 3. Veremos algunas
equivalencias de normalidad en U-espacios y no es dificil demostrar que
U(.A) es un espacio de Moore:

Proposicion 3.4 W (.A) es un espacio de Moore.

ZEsto es, tal pregunta no se puede responder usando solamente los axiomas de ZFC.
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Demostracién. Por corolario (2.5) U(.A) es regular. Sea U, = {{A}U(A\n) :
Ae A u{{m}:m e w\Uyca(A\n)}. Entonces la familia {U4, : n € w} es
un desarrollo para ¥(A). Es claro que cada U, es una cubierta abierta para
U(A), demostremos que para cada z € V(A) B, = {St(z,U,) : n € w} es
una base local para z.
Sea z € VU(A), tenemos dos casos:

Casolzx cw:
Paran=x+1,2 ¢ (J,c4(A\ n)y por lo tanto St(x,Uy,41) = {}, entonces
B, es base local para = pues {z} € B, es abierto.

Caso 2z € A:
En este caso St(z,U,,) = {{z}U(z\n)}, entonces B, = {{z}U(z\n) : n € w}
y es también claro que B, es una base local para x. v

Empecemos definiendo el concepto de “separador” para una familia casi
ajena, nos servird para dar una equivalencia de normalidad en los W-
espacios.

3.2. Separadores de una familia AD

Definicién 3.5 Sea A una familia AD, sea S C w. Decimos que S es un sepa-
rador de A si para toda A € A tenemos que A C* S0 A C*w)\ S.
S es un separador trivial si 3B € [A]<“ con S =* | B.

Proposicién 3.6 Las siquientes son separadores para cualquier familia AD A.
1. wyl.
2. Awpara cualquier A € A
3. R =" S para cualquier S separador de A.
4. SNS', SuUS"yS\ S para cualesquiera Sy S’ separadores de A.

Demostracion. Sea A familia AD.
1. ParatodaAe A, ACwyACw\0

2. SeaB e A,si B= Aentonces BC* A,si B+# Aentonces BNA=*{)
por lo tanto B C* w \ A.
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3. Sea A e A como R =" Sexisten G;,Gy € [w]<¥,con R\ S =G,y
S\ R = G5.51 A C* Sentonces A\ R C* S\ R = G entonces A C* R.
SiAC*w\Sentonces A\ (w\ R) C* (w\S)\ (w\R)=R\S =Gy,
por lo tanto A C* w \ Ry asi, R es un separador de A.

4. Hagamos s6lo el caso S N S’ los otros son andlogos, F'y G denotan
elementos de [w]|<¥,sea A € A
Caso1A\S=FyA\S =G.
Entonces A\ (SNS’) = FUG porlo tanto A C* SN S".
Caso2ANS=FoAnS =G.
Entonces AN (SNYS') = FNGporlotanto A C* w\ (SN S, asi,
SN S’ es un separador de A.

Ahora damos una equivalencia de normalidad para los espacios W(.A).

3.3. Normalidad en los V-espacios.

Proposicion 3.7 V(A) es normal < VB C A existe S separador de A tal que
VAe BAC* Sy paratoda A€ A\ B, AC*w\S.

Demostracién. (—) Sea B C A como By A\ B son cerrados ajenos
existen Up, U 4\ 5 abiertos ajenos que los separan respectivamente. Sea S =
UpNw, demostremos que S separaa By A\B.Sea A € B como Uy es abierto
existe F' € [w]<“ tal que {A} U (A\ F') CUp, entonces A\ F CUgNw =195
por lo tanto A C* §.

Sea A € A\ B, como U\ p es abierto existe G € [w]<* tal que {A} U (A \
G) C Uy entonces A\ G C Upp Nw, como Ug NUp = () entonces
UppNw Cw\ (UsNw) =w)\ S, porlotanto A\ G C w\ S, de modo que
ACw)\S.

Asi, S es un separador de By A\ B.

(«) Sean Fi,F, C VU(A) dos cerrados ajenos. Los podemos escribir
como

f‘lzBlLJNl Y ./TQZBQUNQ

donde B;,8; C Ay Ny, Ny C w.
Si By = () o By = () entonces ¥(.A) es normal pues en el caso de que B; = ()
entonces F; C Ny y Fo C W(A) \ Ny, similar si B, = 0.
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Supongamos pues que By # () # B, por hipétesis para B; C A existe
S C wseparador tal que VA e B; AC* SyVAe A\ B, AC*w) S.Sea

U=FU(S\Ny)=B1U(NLU(S\ Ng)),

demostremos que U es abierto y cerrado, seax € U,siz € N;U(S\N2) Cw
entonces {z} es abiertoy z € {z} C U. Si x € B; entonces por hipétesis
r C* Sie., existe F' € [w]<* con

r\FCS (3.1)

ahora, |x N Ny| < w pues de no ser asi A \ F» no seria abierto, por lo tanto
existe G € [w]<¥ con (x \ G) N N, = (), es decir,

r\GCw\ N, (3.2)

de (3.1) y (3.2) se sigue que z \ (FUG) C S\ Ny, entonces = € {z} U (z \
(FUG)) € BiU(S\ Ny) CU,donde {z} U (z\ (FUG)) es un abierto
basico, vecindad de z, por lo tanto U/ es abierto.

Ahora,

VAU = (Y(A)\ F1) 0w\ (S\ Vo)),

es interseccion de dos abiertos ya que F; es cerrado y w'\ (S'\ V1) es abierto
por ser subconjunto de w, por lo tanto ¢/ es un cerrado.

Asi, U y A\ U son abiertos ajenos que separan a F; y F, respectivamente,
esto es, U(.A) es normal. v

Corolario 3.8 Si A es una familia AD se cumplen.
& 2 > 2¢ — W(A) no es normal.

® Aes MAD — V(A) no es normal.

Demostracion.

% Sea S = {S C w: Sesseparadorde A} sea F' : S — P(A) con
F(S) ={A e A: A C" S} tenemos que |S| < 2¥ y por hipétesis
|P(A)| = 24 > 2¢. Entonces F no es sobre, por lo tanto existe B C A
tal que ningtin separador de A separa a 3 de A \ B, entonces por la
proposicién anterior ¥(.A) no es normal.
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% Sea B C A con |B| = w. Queremos probar que no existe S separador
de A que separe a B de A\ B, supongamos que si existe dicho sepa-
rador S, enumeremos a B, B = {A,, : n € w} y sean

Xog € SﬂAO
T SﬂAl\AO
) SﬂAQ\A()UAl

- MM

€ SNAN\Unen Am

Sea A = {z, : n € w} C Sy por lo tanto |[A N B| < w para toda
B € A\ By por construccién | A, N A| < w para toda n € w, de modo
que A no puede ser maximal ya A U {A} es familia AD con A ¢ A.
Contradiccion. Por lo tanto ¥(.A) no es normal.

v

3.4. El teorema de Luzin

Uno de los primeros resultados sobre familias casi ajenas fue el sigu-
iente teorema de N. Luzin. El teorema dice, en particular, que en ZFC hay
V-espacios de cardinalidad w; que no son normales.

Teorema 3.9 (LUZIN) Existe una familia AD A, |A| = w; tal que para cada
B,C € [A]“* ajenos, no existe S separador de A que separe a B de C.

Demostracion. Construiremos de forma recursiva una familia A =
{4, : o <w} C [w]* AD con la siguiente propiedad:

Va < wy Vn € wel conjunto {4 < o : |A, N Ag| < n} es finito. (3.3)

Después supondremos la existencia de dichos separadores para llegar a
una contradiccion con ésta tltima propiedad de A.

Los primeros w A, los definimos simplemente como una particién de w en
pedazos infinitos ®, esto es {A4,, : n € w} C [w]* con A, N A,, = () para todo
m,n €w,m#nYyU,e, An = w.

Sea o, w < o < wy, suponemos que ya hemos construido {43 : § < a}y

3Esto lo podemos hacer gracias a que existe una biyeccién entre w x w y w.
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queremos construir A,, puesto que § < a < w; entonces {4z : f < a} es
numerable y lo podemos escribir como

{Ag: B <a}={C,:new}.

Del hecho que C;,, N C,, € [w]<* para cualesquiera m,n € w con m # n,
para cada k € w podemos conseguir Fj € [w]<“ tal que

1. |F > k+1,
2. F CC\U,_, Ci

Hacemos A, = |
y

F, ysea 3 < a, entonces As = C,,, para algin ny € w

new

AsNAa=Coyn|JEC | F

1€w 1<no

por lo tanto A, N Ag =* (), ademas,

Foy CCouyN | JFE CAsnJF =450 A,

i<ng €W

de modo que
|A5 N Aa| 2 ng + 1. (34)

esto nos garantiza que para cada § < ay paracadan € w {f < a:
|AgN A,| < n} es finito*, hemos pues conseguido una familia AD A como
queriamos.

Sean B,C C A no numerables ajenas y supongamos que existe .S que sep-
araa By C, de modo que

VBeB BC*S, (3.5)
vCeC CCrw\S&. (3.6)

Puesto que VA € Bexiste Fy € [w]<“ con A\ S = Fy y como |[w]<¥| = w
y |B] > w entonces por el principio de las casillas existen F' € [w]<“ vy
B’ C B no numerable tal que

VBeB BCSUF, (3.7)

Sea v, < avcon A,, = Cy, entonces por ecuacion (3.4) |A,, N Ag| > k+1, por lo tanto
{<a:|4gnNAy <n} C{yw:k<n-1}
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Como B’y C son no numerables existe o < wy talque A, € Cy Z = { <
a: Ag € B'} es infinito,” de ecuacién (3.6) existe un finito G C w tal que

A, C(w\S)UG. (3.8)
Entonces, de ecuacién (3.7), paracada 5 € Z
AsNAL,C[SUFIN[(w\S)UG] C FUQG. 3.9)

Digamos que |FUG| = n € w, entonces [{§ < a : |[AgNA,| <n}| =|Z]| = w,
contradiciendo la propiedad (3.3) que le dimos a A.

3.5. Subarboles de 2<%

En este apartado nos restringiremos a una clase natural de familias
casi ajenas donde normalidad se puede caracterizar de manera particular-
mente sencilla. Primero introducimos un poco de notacién.

Denotamos por 2" al conjunto de todas las funciones con dominio n €
w 'y codominio 2, esto es,

2" ={o:n— 2}

25w = 2"
Este conjunto lo podemos representar por un &rbol binario como el de la
figura 3.1 Cada nodo de un nivel ! representa las distintas funciones que
podemos tener con dominio /.
La linea de abajo, en ésa figura, representa el conjunto 2%, conjunto de las
funciones con dominio w y codominio 2.

Definamos ademads

Asi, el drbol entero sera 2<% U 2¥. Ayudados de este conjunto podemos
darle una topologia a 2* como sigue.®

>Como |B'| > w, tomamos Z = {8 < a : A, € B’} infinito numerable, como |C| > w'y
Z es numerable existe o > sup Z con A, € C.

®Esta topologia coincide con la topologia producto en 2. Si U = 2\ x [[, . U; es
un abierto basico en la topologia producto de 2¢, donde cada U; es un abierto del espacio
discreto 2 y F' un finito de w. Sea g € U, entoncescon N = méx F, {f € 2¥: f [ N=g |
N} CU. Reciprocamente, siV = {f € 2* : f | N =g | N} es una vecindad abierta en la
recién topologia de 2, donde N € w.Sea f € V y sea U = 2°\' x [[,_» U; vecindad de
f enla topologia producto, donde F' = N. Entonces U C V.
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Figura 3.1: El nodo 101 representa a la funcién ¢ : 3 — 2 tal que ¢(0) =
1, 0(1) =0, 0(2) = 1. Paracada ¢ € 2<%, 0 : n — 2 existe una infinidad
de funciones f € 2¥ tales que f [ n = 0.

U C 2¥ es vecindad bésica de g € 2¥ < existe N € w tal que
U={fe2*:fIN=g|N}

Estos basicos se ven como pequeios “conos” con el vértice sobre g | N €
2<“ en el nivel N del arbol y con base en U.

Note ademds que dados dos béasicos U, V' estos son ajenos o alguno esta
contenido en el otro. Esto implica que los abiertos bésicos también son
cerrados.

Para un f € 2¥ definamos A; como el conjunto de todas las funciones
que son todas las posibles restricciones de f, esto es:

Notacién 3.10 Paraun f € 2¥ usamos: Ay = {f [ n:n € w} C 2<¥. Ademds,
paraun X C 2¥ infinito, Ax = {Ay: f € X} C [2=¥]“.

Proposicion 3.11 Para cualquier conjunto infinito X C 2¥, Ax C [2<¥]¥ es
una familia casi ajena’ basada en 2<%.

Demostracién. Sea X C 2“ infinito y sean Ay, A, dos elementos dis-
tintos de Ax, entonces f # g, esto es, existe N € w, N > 0 tal que
f(N) # g(N) esto implica que f [ n # g | n para cada n > N, entonces
|Af N Ayl < N. v

En nuestra definicién de familia casi ajena ésta es subconjunto de [w]“, note que
|2<¥| = w.
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Definicién 3.12 Un conjunto infinito X C 2 es un Q-conjunto si para cada
Y C X, Y seescribe como unién numerable de cerrados en X (Y es F. en X).

De forma andloga, como lo hicimos con A C [w]¥, le podemos asociar
una topologia (¥ (Ax) := Ax U2<¥) ala familia Ay, paraun X C 2%.

Para 0 € 2<¢ los puntos seran aislados, para A; € Ay tenemos N, A =
HAFFU AP\ F) o F e [Af=}.

Teorema 3.13 V(Ay) es normal < X es Q-conjunto.

Demostracion. (—) Sea Y C X entonces Ay C Ay, como ¥(Ay) es nor-
mal, por la proposicién (3.7), existe S C 2<“ que separa a Ay de Ax \ Ay.
Sin perdida de generalidad supongamos que para todo Ay € Ay (6 Vf €
Y) A C* Syparatodo Ay € Ax \ Ay (0Vfe X \Y)A; CF2<v\ S.

En este caso

Y = {feX: Are Ay} ={feX A TS}
= {feX:ImewVk>n(flkeS)}
= UnecoMisn{f€X: fl1keS}
= UncoNisnUperrnslf € X2 f Tk =0}

Donde {f € X : f | k = o} es un bésico, por lo tanto, cerrado-abierto,
asi, Y es unién numerable de cerrados, entonces X es Q-conjunto.

(«)Sea B C Ax entonces B = Ay paraalgdnY C X, Y ={f e X : A; €
B}. Como X es un Q-conjunto entonces Y = | J,,., F, y X \ Y = U, ., Hn
con F,,, H, cerrados de X.

Definamos de forma recursiva los siguientes conjuntos

Ag={fIn:feF,necw} 2%

Boz{f[n:fEHo,nEw}\Ag.
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yparak € w
AkJr]_ :{f [n:fEFkH, nEw}\UBj.
i<k
Bk+1:{f [n:fGHkH, nEW}\ U Aj.
J<k+1
Afirmacion:
S = U Ay es un separador de A que separa a B de Ax \ B.
kew

Tenemos que demostrar que A; C* S para cualquier Ay € Bademdas Ay C*
2<w\ S para cualquier A; € Ax \ B.

Demostremos s6lo la primer parte, la segunda es similar.

Sea Ay € Bentonces f € Y = J,, F;. Tenemos que demostrar que 3N €
wtalque f [ k€ S =, A; paratodak > N.Seang = min{m : f €
F,,}, entonces, es suficiente demostrar que existe N € wtalque f [ k € A,,
paratoda k > N.Pero f [ k € A,,siysolosi f [ k¢ U,_,, B; porloque
definitivamente habra que demostrar que

AN e wtalque f [ k ¢ U B; paratodak > N.

Jj<no

Como f € Y entonces f ¢ U, Hj, asi, f & U;.,, H; € X \Y, cada Hj
es cerrado por lo que H := |J;_, H; es un cerrado en X entonces existe
V C X \ H vecindad de f, esto es, existe N € w tal que

V={ge2?:g| N=f] N}

De ésta forma, sig € 2 estalque g | N = f | N entonces g ¢ H pues
V C X\ H Entoncessik > Nyg e 2¥estalqueg | N=f ] N —
g ¢ H; paratoda j < ny.
Asipues,sik > Ny j<no— f |k ¢ B;. Entonces

flké¢ U B; paratoda k > N,

Jj<no

esto es a lo que querfamos llegar. v

La siguiente proposicion dice, que los U-espacios del tipo ¥(Ax) gen-
eran de forma proyectiva a todos los W-espacios que ya conociamos.



30 3.5. Subarboles de 2<%

Proposicion 3.14 Para cada A C [w]® familia AD existe X C 2“ y existe f :
U(Ax) — W(A) funcion continua, sobre, tal que f | Ax es inyectiva.

Demostracion. Sea X = {x4 € 2¥: A € A}.
Donde x4 : w — 2 es la funcién caracteristica, se define como:

XA(n)Z{ 0 stag 4,

1 sia€ A
Ahora, sea f : U(Ayx) — U(A) tal que

f(Ay,) = Aparatodo A, € Axy

para todo o € 2<%

o) = max{n € w:o(n) =1} sies posible,
7773 0 en otro caso.

Afirmacion: f es sobre:
ParaAec ACY(A) f(A,,) =Adonde A,, € U(Ax).
Paran € w C V(A). Seac:n+1—2talquec(n) =1. Asic € V(Ax)y
f(o) =n.

Afirmacion: f | Ax es inyectiva.
Sean A, ,,A,, € Ax tales que f(A4,,) = f(A,;) entonces A = B por lo
que A,, =A

- YXB-

Afirmacion: f es continua.

Basta probar que la imagen inversa de las vecindades es abierta. Sea n €
w C U(A) entonces

({n}) = {0 € 2<¥ : n = mix{k € dom(o) : o(k) = 1}} C 2=

es abierto pues 2<“ es discreto.

Ahora, sea A € A C ¥(A) entonces para un finito /' C A
T{AYUANF) = f{ADH U AN F)
“{Aahu U dnd) ={A U

neA\F

U Hoee2iomy=13u | [) {o€2:0(n)=10()=0}

neA\F k>n+1n<j<k
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={A, U | {oee2o(n)=1}ucC

neA\F
donde C = U,e g Usn i1 Nucjerlo € 28 1 0(n) = 1,0(j) = 0} es un sub-
conjunto de 2<“ y por lo tanto abierto.

Note ahora que n € A\ Fimplica x4 | (n+1) € {0 € 2" : g(n) =1},
asi que,

{xal(n+1):ne A\ F} C U {o €2 o(n) =1} (3.10)
neA\F

Pero
{xal(n+1):ne A\ F}=

{xal(n+1):neAf\{xal(n+1):neF}=A,\G,
donde G es un finito de 2<“. Entonces de eq. (3.10)

ALN\NGC | {oe2riom) =1}

n€A\F

De modo que podemos escribir

FHAYUANF) = {A U | (AL \ G U | foe2o(n) =1} uC,

neA\F

donde {4, ,} U (A, \ G) es un abierto basico de ¥(.Ax), el resto un sub-
conjunto de 2<“ y por lo tanto abierto también en V(Ay). v
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Capitulo 4

Espacios de Fréchet

ARA este capitulo construiremos un par de espacios Hausdorff, com-
P pactos y Fréchet tales que su producto no es Fréchet. En tal construc-
cién nos ayudaremos de una familia MAD y del teorema (1.19) del primer
capitulo. Dicho problema fue resuelto por Petr Simon en su articulo [13]
por el afio 1980.

41. Preliminares

Definicion 4.1 Un espacio topolégico X es Fréchet si para cualquier subcon-
junto no vacio Y C X y cualquier punto y € Y existe una sucesion {y, : n €
w} C Y que converge a este punto y.

Definicion 4.2 Un espacio topolégico X es Fréchet en x € X si para cualquier
Y C X tal que x € Y existe sucesion {y, : n € w} C Y que converge a este
punto .

Se sigue inmediato de las definiciones anteriores:
Proposicion 4.3 X es Fréchet < X es Fréchet en cualquier x € X.

Denotemos por F(A) = AUw U {x} a la compactacién por un punto’
de ¥(A). A los espacios del tipo F'(.A) a veces se les llama “los compactos
de Franklin”.

1Ver teorema (B.10).

33
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Lema 4.4 F(A) es Fréchet < A es maximal en ningiin lado.

Demostracion. (—) Sea M € Z**(A) y veamos que A | M no es max-
imal. Como M € Z7%(A), existen A, Ai, ... elementos distintos de A tales
que |A, N M| = w para cada k € w, por lo que * € M pues cualquier
vecindad del punto * solo deja fuera a un numero finito de elementos de
A. Entonces por ser F'(A) Fréchet existe S = {s; : i € w} C M sucesiéon
que converge a *. Entonces

|ISNA| < wparatoda A € A2 (4.1)
Por lo que S # M N A para cualquier A € A esto es
Sd Al M. (4.2)
Ademads por afirmacion (4.1) tenemos
ISN(MNA)|<|SNA| <w paratoda A e A (4.3)

Asi, por las afirmaciones (4.2) y (4.3) tenemos que A [ M U {S} es una
familia ADy A | M ¢ A [ M U{S}. Porlo que A | M no puede ser
maximal.

(<) Por proposicién (4.3), basta probar que F'(A) es Fréchet en todos
sus puntos.
Sean z € F(A)y M C F(A) tal que z € M, queremos encontrar una suce-
siéon de puntos en M que converja a x. Escribimos

M = M, U M4 U M,

donde M, = M Nw, Mg =M N Ay M, = M N {x}, algunos de los cuales
pudieran ser vacios. Y puesto que “la cerradura de la unién es igual a la
union de la cerradura”, tenemos que

M =M,UM4sUM,

2Si existe Ay € A tal que |S N Ag| = w, entonces U = A\ {4} U (w\ Ag) € N,y
[S\ U] =|SN Ay =w,lo cual implica que S no converge a *, contradiccién!.

3Si existe Ay € A tal que S = M N Ay, entonces usando afirmacion (4.1) para ese A
tenemos |S| = |[M N Ag| = |[(M N Ap) N Ap| < w, contradiccién!, una sucesién que es
constante o eventualmente constante de elementos de w no converge al punto .
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Note ahora que, de la definicién de cerradura para un conjunto y la to-
pologia de que tiene el espacio de Franklin F'(A), tenemos las siguientes
observaciones:

Siel conjunto {A € A:|AN M, | = w} es infinito, entonces

M, =M, U{Ac A:|ANM,| =w}U{x}, (4.4)
y paraelcasoenque [{A € A: [ANM,|=w} <w
M,=M,U{Ac A:|[ANM,| =w}. (4.5)

También, si | M 4| > w, entonces

m =My U {*}7 (4.6)

para el caso [M 4| > w o
My =My 4.7)

y siempre o
M, = M.. (4.8)

Ahora, tenemos 3 posibilidades para :

Casolzr cw
Puesto que ademds = € M necesariamente x € M,, y por ecuacién (4.4) o
(4.5) x € M, por tanto la sucesién constante e igual a = funciona.

Caso2zr € A
Entonces tenemos 2 posibilidades # € M, 0 x € M. Sisucede que r € M,
entonces |z N M, | = w. Etiquetamos éste conjunto y lo tomamos como la
sucesién que buscamos S = {z,, : n € w} = xN M, C M, es claro que para
toda vecindad V de z, S C* V por lo tanto S converge a .
Ahora, si pasa que z € M 4 entonces por ecuacion (4.6) o ((4.7)) x € M4 C
M vy la sucesién constante funciona.

Caso 3z = *
Ademads vamos a suponer que = ¢ M (Claro esta que si z € M, tomamos
la sucesién constante igual a x). De ésta forma M = M,, U M 4 y tenemos 2
posibilidades:

Caso 3.1z € M,
En este caso tenemos que [{A € A: |[ANM,| =w}| >wie M, € ZT(A).
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Como A es maximal en ningtin lado, en particular A | M, no es maximal,
esto es, existe S € [w]“ tal que

|SNA| <wparacada A € A. 4.9)

Veamos que S converge a . Sea V' € N, puesto que ¥(A)\ V tiene que ser
compacto, se tiene |[(¥(A) \ V)N A| < w, asi que V es de la forma*

V=U(A)\ [{Ao, ... AU JAuF)|, (4.10)

i<n

donde Ay, ..., A,, son elementos distintos de Ay F' es un finito de w. De la
afirmacién (4.9) tenemos

1SN JAiuF)| <w,
i<n
y entonces S C* V.
Caso3.2x € My
En este caso |M4| > w, tomemos una sucesion S = {4, : n € w} de

elementos distintos de M 4 C M, sabemos que cada V' vecindad de x tiene
la forma (4.10), entonces S C* V. v

4.2. Un espacio 75, compacto y Fréchet cuyo cua-
drado no es Fréchet.

Sea A una familia MAD. Por teorema (1.19) existe X € Z7(A) y una
particiéon { Ay, A} de A | X maximales en ningtn lado. Puesto que A es
maximal también loes A | X.

Por lema anterior (4.4) F(Ap) = AgUwU{xo}y F(4;) = A UwU {*}
son Fréchet, compactos y por supuesto Hausdorff. Demostremos ahora
que su producto no puede ser Fréchet.

Proposicién 4.5 Sean D = {(n,n) : n € w}, x = {(xo,*1)}. Entonces v € D
y no existe sucesion {d; : i € w} C D que converja a x.

*Conjuntos de la forma {Ay, ..., A, } U (U,<,, A; U F) donde A; € Aparacadai <n
y F C w\ U<, A: es finito, son el tipo de los compactos mas grandes que hay en los
U-espacios.



4. Espacios de Fréchet 37

Demostracién. Demostremos primero que z € D.Sea V € N, V =
Vo x Vidonde V; € N,,, i € 2.

Puesto que cada V; tiene la forma de la ecuacién (4.10) vista en la prue-
ba del lema anterior, w \ (Vo Nw) € Z(Ap),w \ (V1 Nw) € Z(A;). Existen
pues AJ, AV, .. A% € Ay, A}, A5, ..., Al € A, tales que

w\ (Vonw) €[ JA47, w\(Vinw) < | 4]

i<r i<s
Entonces
w\ (UA;?UUA;) C* (Vonw) N (Vi Nw). (4.11)
i<r 1<s

Pero Ay y A son familias casi ajenas, asi que |w \ (U,c, 47 UU,c, 4})] = w,
entonces, de expresion (4.11) (Vo Nw) N (ViNw) # 0 porlo que DNV # 0.

Hemos demostrado que x € D.

Ahora supongamos que existe sucesion S = {(ng,nx) : k € w} en
D que converge a x (note que |S| = w pues una sucesién constante o
eventualmente constante no converge a x) para llegar a una contradic-
cion. Puesto que A | X = Ay U A; es maximal, existe A € Ay U A, tal que
|ANm(S)°| = w, de modo que

(A X w)N S| =w. (4.12)

Sin perdida de generalidad, supongamos que A € A, y consideremos la
siguiente vecindad de z

U= (A \ {AYU (w\ A) U {x0}) x F(A) € N,

Entonces (A x w) NU = (), asi, de ecuacién (4.12) es claro que |S\ U| = w.
Por lo que S no converge a z, contradiccion!.

°T1 : w X w — w es la funcion proyeccién en la primer coordenada, en este caso

m1(S) =ma(S) = {ng : k € w}
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Capitulo 5

Hiperespacios de V-espacios

5.1. Introduccion

N HIPERESPACIO exzp(X) de un espacio topologico X es simplemente
el conjunto de todos los cerrados de X salvo el vacio. Con alguna
de las topologias que se le pueden dar a este espacio, uno de los prob-
lemas fundamentales en la teoria de los hiperespacios, estudiados en la
topologia general!, es el saber que propiedades del espacio se pueden
transferir al hiperespacio y viceversa. Por ejemplo hay un famoso teorema
de Vietoris y E. Michael [7], el cual dice: X es compacto si y sélo si exp(X) es
compacto, hay més ejemplos de este tipo en [8], [9] y [10].
Por el afio 1975 J. Ginsburg [11] planteo la siguiente pregunta; ; Hay alguna
relacién entre la pseudocompacidad de X, X, X?, ... y la de exp(X)?., Ginsburg
responde parcialmente: Si exp(X) es pseudocompacto, entonces X™ también lo
es, para cada n € w, otra respuesta parcial de J. Cao, T. Noruga y A. Tomita
es: Para un X Hausdorff y homogéneo: Si exp(X) es pseudocompacto entonces
X* es también pseudocompacto. En este capitulo se verd ademds, que es con-
sistente el hecho de que; existe un X tal que X“ es pseudocompacto pero
exp(X) no lo es (teorema 5.31), también es consistente que exista un X tal
que ambos X*“ y exp(X) sean pseudocompactos (teorema 5.24).
En la tltima seccién hablamos un poco de selecciones, presentamos un

'En la teorfa de los continuos, un hiperespacio de un continuo X (espacio métri-
co, compacto y conexo) es el conjunto de los subconjuntos de X con alguna o varias
propiedades topolégicas, comiinmente a este hiperespacio se le da la topologia inducida
por la métrica de Hausdorff y los problemas referidos a los hiperespacios estdn relaciona-
dos con las propiedades topoldgicas directas que pueden tener éstos.
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particular resultado de [12] que usa el teorema de Ramsey visto en el
primer capitulo.

5.2. Preliminares

Definicién 5.1 Sea X un espacio topoldgico, el hiperespacio de X es el con-
junto de todos los subconjuntos cerrados, no vacios de X.
Denotamos a éste por exp(X).?

Hay varias maneras de dar una topologia para un hiperespacio, noso-
tros consideraremos a éste espacio con la topologia de Vietoris.

Definicion 5.2 Para un hiperespacio exp(X), la topologia de Vietoris es gen-
erada por conjuntos sub-bdsicos de la forma

Ut =({U) ={F cexp(X): FCU}
Vo =(X;V)={F €exp(X): FNV # 0}

donde U,V C X son abiertos no vacios.

Un abierto basico lo denotamos asi,

(U;V, .. V) = U nVytn..nVrF
= {Feexp(X): FCUFNV,; #0paracadai <n},

donde U, Vy, ..., V,, son subconjuntos abiertos no vacios de X.

Si (X, d) es métrico acotado (i.e. existe M € w tal que para cada z,y €
X, d(z,y) < M) otra topologia posible para exp(X) es la inducida por la
métrica b : exp(X) X exp(X) — R

h(A,B) = sup [d'(z,A)+d (z,B)]

z€AUB

donde la distancia de un punto a un cerrado G se define como

d(z,G) = inf d(, g)

2 A veces se utiliza también la notacion 2%, nosotros siempre utilizaremos exp(X ) para
referirnos al hiperespacio de X para evitar la confusién con el espacio de la topologia
producto.
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Vamos a necesitar de exp(V(.A)) que sea 77, demostremos que de hecho
es T5.

Proposicion 5.3 Si X es reqular entonces exp(X) es Ts.

Demostracién. Sean A, B € exp(X), A # B, sin perdida de generalidad
existe a € A\ By U C X abierto tal que x € X \ U C X \ B, entonces
B e (U),Ae (X;X \ B)y claramente (U) N (X; X \ B) =0 v

Del capitulo 2 sabemos que V(.A) es completamente regular, entonces
tenemos el siguiente corolario

Corolario 5.4 exp(V(.A)) es T».

Definicion 5.5 Sea X un espacio topolégico, D C X, |D| = w es secuen-
cialmente compacto relativo a X (Abreviamos sec. comp. rel.) si cualquier
sucesion en D tiene una subsucesion convergente en X.

Definicion 5.6 Sea X un espacio topolégico, D C X, |D| = w es numerable-
mente compacto relativo a X (Abreviamos num. comp. rel.) si cualquier suce-
sion en D tiene un punto de acumulacion en X.

Es claro que si D es secuencialmente compacto relativo a X entonces
D es ademas numumerablemente compacto relativo a X, pero no siempre
se da la otra implicacién.

Proposicién 5.7 Sea X primero numerable, si D es denso en X y sec. comp. rel.
a X entonces X es pseudocompacto.

Demostracién. Supongamos que no es cierto, esto es, existe una fun-
cién continua no acotada f : X — R. Sin perdida de generalidad supone-
mos que f es no acotada “por arriba.”

Entonces para toda n € w el abierto f~![(n, 00)] es no vacio.? Y puesto que
D = X entonces para cada n € w

fH(n,00)] N D #0

ie.Vn € w3dm>nydd, € Dtal que f(d,) =m.

3(r, 00) denota el conjunto {r € R:r >n} C R.
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Es claro que podemos conseguir una sucesiéon S = {d, : n € w} C D

tal que f(S) = {f(d,) : n € w} C R es sucesién de enteros estrictamente
creciente y no acotada.
Ahora, puesto que D es sec. comp. rel. a X existen {d,, : k € w} subsuce-
sion de Sy zp € X tal que d,, — z,,* ya que X es primero numerable
y f continua, entonces f(d,,) — f(x), contradiccién!, pues f(S) es no
acotada.

Proposicion 5.8 Si A C [w]* es familia MAD entonces w es sec. comp. rel. a

U(A).

Demostracion. Sea A una familia MAD ysea S = {m,, : n € w} Cw
sucesién (suponemos que |S| = w pues es claro que una sucesién con-
stante o eventualmente constante siempre tiene subsucesién convergente,
de hecho las mismas sucesiones son convergentes), como A es maximal
entonces existe un A € A tal que |S N A| = w, de ésta forma, es claro que
la subsucesién S N A de S converge a A. v

Como w es denso en V(.A), por proposiciones (5.7) y (5.8) tenemos que

Proposicion 5.9 El espacio W(.A) es pseudocompacto si y sélo si A es familia
MAD.

Demostracién. (<) Se sigue del hecho de que w es denso en ¥(.A) y de
las 2 proposiciones anteriores (5.7) y (5.8).

(—) Procederemos por contradiccién, suponemos que A no es maxi-
mal, i.e.

existe Ay € [w]” tal que |49 N A| < w para cualquier A € A. (5.1)
Seaf: AUw — R

0 si v€ AU (w\ Ap)
r si x € Ap.

o) ={

Claro esta que f es no acotada. Basta probar que f es continua para lle-
gar a una contradiccion. sea U C R abierto, si 0 ¢ U; entonces f~ U] C

*Pensamos en la definicién usual de convergencia; x,, — x si para cualquier U € N,
existe N € w tal que z,, € U paratodan > N,
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Ay C w es abierto pues los puntos de w son aislados,” si 0 € U; entonces
Ul =AU (w\ Ag) U{z € Ay : f(x) € U} es abierto por (5.1). Asi que f
continua y ademds no acotada, contradiccién! pues V(.A) es pseudocom-
pacto.

La siguiente observacién es inmediata de la definicioén de la topologia pro-
ducto.

Observacion 5.10 Sea X espacio topolégico. Si D C X es denso en X, entonces
D*¥ C X¥ esdenso en X“. D¥ y X*“ considerados con la topologia producto.

Proposicién 5.11 Si X es primero numerable entonces X también lo es.

Demostracién. Para cada = € X sea B, C P(X) base local numerable.
Es inmediato ver que paracada f € X¥, f:w — X

By = {H U; x X9 G € [w]=, U; € By(j) para cada j € G},
e

es base local para f y como |[w]<*| = w (la siguiente funcion es inyectiva:
[ w = w, f({no,...,npm}) = 203" .. p(m)™, donde p(j) es el j-ésimo
primo) dicha base es numerable.

Del capitulo 1 sabemos que ¥(.A) es primero numerable, tenemos pues
el siguiente corolario

Corolario 5.12 V(A)“ es primero numerable.

Vamos a probar que w“ es sec. comp. rel. a exp(¥(.A)) para asi, con
el corolario anterior y la proposicién (5.7) concluir que ¥(A)* es pseudo-
compacto si A es maximal.

Proposicion 5.13 w* es sec. comp. rel. a W(.A).

Demostracion. Sea S = {f, : n € w} sucesién en w*, pensamos a cada
fn como una funcién con dominio y codominio w.
Usaremos la proposicién (5.8) para cada proyeccion de la sucesion.

Puede ser que f~1[U] = 0, en todo caso siempre es abierto.
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Para Sy = {f.(0) : n € w} C wexiste [ € [w]” tal que {f,,(0) : n € Iy} es
subsucesion convergente de S). Digamos que converge a zy € w.

Para Sy = {fn(1) :n € Iy} Cwexiste [; € [w]|, I C Iy tal que {f,(1) : n €
I, } es subsucesion convergente de S;. Digamos que converge a 71 € w.
Para Spy1 = {fu(k+1):n € I} Cw, k> 0existe [y € [w]¥, I+1 C I} tal
que {fn.(k + 1) : n € I}41} es subsucesion convergente de Sy ;. Digamos
que converge a 41 € w.

Hemos conseguido una sucesiéon decreciente {/, : n € w} C [w]“.
Tomemos un a,, en cada I, y sea I = {a,, : n € w}, es claro que I C* I,
para cadan € w. Sea f : w — w definida por f(n) = x, para cada n € w.
Probemos que {f,, : n € I} es subsucesiéon de S que converge a f. Sea

U= HUi X WA = U, x ... x U;,, x U(A)N
i€F

vecindad de f, donde F = {ig, ..., i, } € [w]<“.

Para cada U;, existe un N, € w tal que f,(ix) € U, paracadan € I,
Ya que I C* [;, para cada k < m entonces para cada U;, existe un M, € w
tal que f,(ix) € U;, paracadan € I, n > M.

Sea M = méax{ M, : k < m}, esinmediato que para cada k < m f,(ix) € U;,
paracadan € I, n > M. Y por lo tanto, f,, € U paracadan € I,n > M,
estoes, {f, :n € I} convergea f. v

Teorema 5.14 EI espacio V(.A)“ con la topologia producto es pseudocompacto
siempre que A sea familia MAD.

Demostracién. Es consecuencia de las proposiciones (5.7), (5.13) y el
corolario (5.12).

5.3. Pseudocompacidad de exp(V(A))

Veamos ahora algunos lemas que nos ayudaran a probar el teorema
principal de este capitulo, referentes a la topologia de Vietoris.

Definicién 5.15 Denotaremos por Fin al conjunto de todos los subconjuntos
finitos no vacios de w. i.e.

Fin = 0]\ {0}
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Lema 5.16 Fin es un subconjunto denso de puntos aislados de exp(¥(A)).

Demostracién. Note que siempre hay un finito (un elemento de Fin)
en cualquier abierto (U;Vj, ..., V,) distinto del vacio, se sigue pues que
Fin = exp(¥(A)).

Ahora, para un F' = {ny,...,n,,} € Fin el abierto que lo aisla es precisa-

mente ese finito
(F5;{no}, ..., {nm}) = {F}.
v

Lema 5.17 Sea X un espacio topolégico Ty y supongamos que D C X es un
denso infinito con sus puntos aislados. Entonces los siguientes son equivalentes

1. X es pseudocompacto.
2. D es num. comp. rel. a X.

Demostracién. (—) Supongamos que no es cierto. Sea S € [D]* que no
tiene puntos de acumulacién en X.
Demostremos primero que X \ S es abierto.
Sea x € X'\ 'S, como S no tiene puntos de acumulaciéon en X existe U € N,
tal que |U N S| < w, digamos U N S = {sj, ..., s, }. Entonces, como cada
punto es cerrado, U \ {sj, ..., s, } es un abierto contenido en X \ S, de ésta
forma se tiene que X \ S es abierto.
Enumeremos a S, S = {s, : n € w} y definamos la siguiente funcién
f: X—=R
0 size X\S
n siz€S, r=s,.

) ={

Claramente es no acotada. Sea U C R abierto, si 0 ¢ U; entonces f~![U] C
S C D es abierto pues los puntos de D son aislados,® si 0 € U; entonces
U= (X \S)U{z € S: f(z) € U} es abierto pues X \ S es abierto.
Asi que f es continua, no acotada. Contradiccion pues X es pseudocom-
pacto.

(<) Supongamos que no es cierto, i.e existe f : X — R continua no
acotada.
De forma similar que en la demostracién de la proposiciéon (5.7) tenemos

6Puede ser que f~1[U] = 0, en todo caso siempre es abierto.
q P
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que existe S = {d, : n € w} C D sucesion tal que f(S) = {f(d,) : n €
w} C R es sucesion estrictamente creciente y no acotada.

Puesto que D es num. comp. rel. a X, existe z € X punto de acumulacién
de S. Entonces como X es T tenemos que

YUEN, UNS|=w” (5.2)

SeaV ={reR: f(zr)—1<r < f(xr)+ 1} una vecindad de f(z), como
f(S) es estrictamente creciente y no acotada entonces |V N f(5)| < w, pero
por (5.2) tenemos que |f~[V] N S| = w. Contradiccion, por lo tanto X es
pseudocompacto. v

Introducimos ahora algo de notacién para simplificar la formulacién
del lema que sigue. Para el resto de la secciéon A denota una familia casi
ajena maximal.

Notacién 5.18 Dados sucesion Y = {F,, : n € w} C Fin, F' € exp(V(A)) y
A C w tenemos la siguiente notacion:

® I ={new:ANF, #0},
® MY ={new:F,CA}
f@\f%z{]}(\k:AEFﬂA,kEw}U{IgL}:nEFﬂw}.

Definicion 5.19 Una familia F C [w] es centrada si (| F es infinito para
cualquier ' C F finito, no vacio.

Lema 5.20 Dados Y = {F,, : n € w} C Fin sucesion y F' € exp(V(A)), los
siguientes son equivalentes

® F es un punto de acumulacion de Y .
& F) es centrada y para todo P C w uno de los siguientes pasa:

1. (FNnw)\P#0,
2. existeun A € F'N Atal que A\ P es infinito,

’Si existiera V € N, tal que VN S = {s1, ..., 8, } entonces {z} = V \ {s1,..., s, } seria
abierto contradiciendo el hecho de que z € 5.
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3. FrU{M}} es centrada.

Demostracién. (—) Suponemos que F' es punto de acumulacién de
Y = {F, : n € w} sucesién de Fiin. Sea Q C FY, Q finito, entonces

_ Y Y Y Y
Q = {IAO\kO7 ""IAn\kn7 "'7I{n0}7 ,I{nm}}

donde A; € FNA, ki € wparacadai <nyn; € FNwparacadaj < m.
Sea

es una vecindad abierta de F', como F' € Y’y exp(V(A)) es T} entonces
NnY|=w

esto es, existe / € [w|* talque UNY = {F, : i € I}. De ésta forma, para
cadai € ]

(A; \ kj) N F; # D siempre que j <n y {n} NF; # () siempre que ! <m
Entonces, de la definicion de 17, paracada: € [
1€ [Xj\kj paracadaj<n e i€ I{Z} paracadal <m
Asi pues,

ﬂQ: ﬂlzl/j\kj n ﬂlglz} =1

1<n I<m

es infinito.

Ahora, sea P C w, suponemos que no se cumplen (1) ni (2) y de-
mostremos que (3) es cierto.

De — (1) y = (2) tenemos que
FNwCPyvYAeFNAAC'P

Esto implica que V' = P U (F' N A) es abierto en ¥(.A) que contiene a F.
Para demostrar que Fy U{ M} } es centrada haremos lo mismo que hicimos
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al demostrar que F}. es centrada pero en la vecindad de F en lugar de usar
U(A) usaremos V. Sea F € [Fr U{M}}|<*, entonces

_ Y Y Y Y Y8
f—{[Ao\k.o,...,[An\kn,...,I{n0}7...,[{nm},MP}

donde A; € FNA, ki € wparacadai <nyn; € FNwparacadaj < m.
Sea

W= (PU(FNA);{Ao} U (Ao \ ko), -, {An} U (An \ k), {no}, s {nm}),
es una vecindad de F', como F' € Y’y exp(V(A)) es T} entonces
WnY|=w
esto es, existe J € [w]” tal que paracadai € J
® F,CPU(FNA),
® (A;j\kj)NE, #0paracadaj <ny
® {n}NFE; #0paracadal <m
Esto implica que para cada i € J
& i€ My,
% i€l paracadaj<ny
® e I{Ynl} para cada !l < m.
Entonces

ﬂ}_:M};ﬂ ﬂIXj\kjm ﬂfzu}:J

Jj<n I<m

es infinito.
(«) Sea

U= (V;{Ao} U (Ao \ ko), ..., {An} U (An \ kn), {10}, .- {nm})

una tipica vecindad abierta de /' donde V' es abierto de ¥(.A) que contiene
a F, entonces existe ¢ C n tal que

8Claro esta que el caso no trivial es cuando M} € F.
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A; € Fparacadal € g,
drpe (A \k)NFparacadalen\qy

n; € F paracadal < m.
SiP=VNwCw, como F C V entonces

FNnw\P=10, (5.3)
y puesto que V' es abierto entonces
VAe FNA|A\ P| < w. 5.4)

Asi pues, se tiene que . U { My, } es centrada. Como I}, . I}, . I}, €
Fr paracadai € q,j € n\ qyl <m,existe I € [w]” tal que

NN () g N () g N{pew: F,CVNw}=1.

i€q jen\q l<m

Porloque UNY = {F, :i € I}. Es pues F punto de acumulacién de Y. ¥

Para el caso en que la sucesion Y sus elementos sean ajenos a pares’ el
lema anterior se simplifica;

Corolario 5.21 Sea Y = {F,, : n € w} sucesion de conjuntos ajenos a pares en
Fin, si F es punto de acumulacion de Y entonces

1. Fnw=0yademds

2. La familia {I} : A € F} U{M}} es centrada para cada P C w tal que
A C* Pparatodo A € F.

Demostracién. Si suponemos que existe n € F' N w entonces U =
(U(A);{n}) es vecindad de F, pero como los elementos de Y son ajenos a
pares entonces [UNY| < 1, contradiccion! pues F' € Y. Entonces FNw = ().
Ahora, por lema anterior . U{M}} es centrada (y por lo tanto {1} : A €
FYu{M}F}siysblosiF €Y', (FNw)\P=0y |A\ P| <w para cada
A € FNA.Esto es cierto pues F'Nw =0y A C* Pparacada A € F' = FNA.
v

Esto es, F;, N F,, = () para cada n # m.
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Definicion 5.22 Decimos que A € [w]* es una pseudointerseccion para una
familia F C [w]¥, si A C* F paracada F € F.

El niimero de pseudointerseccion p se define como el cardinal minimo de una
familia centrada F C [w]* sin pseudointerseccion, esto es k < p <

VF C |w]” centrada y |F| < k JA € [w]” tal que A C* F para todo F' € F
Notacién 5.23 Al cardinal de 2“ lo denotamos por c.

El teorema que viene a continuacién solo es cierto si aceptamos la
hipétesis de que p = ¢, hipétesis consistente e independiente del sistema
ZFC. Despues veremos que bajo otra hipotesis distinta, existe una familia
MAD A tal que exp(¥(A)) no es pseudocompacto.'”

Teorema 5.24 (p = ) El hiperespacio exp(V(A)) es pseudocompacto para cada
A familia MAD.

Demostracién. Por lemas (5.16) , (5.17) y proposicién (5.3) basta probar
que para cualquier Y = {F,, : n € w} sucesion en F'in existe un punto de
acumulacion en exp(¥(A)).

Sea pues Y = {F, : n € w} C Fin sucesién y sea (P, : o < ¢) enu-
meracién de [w]* ! donde cada P C w aparece ¢ veces i.e. VP € [w]* existe
I € [¢)* tal que Va € I P = P, (Esto es posible pues |c¢| = |¢ X ¢|) y ademds
PO = W.

Queremos construir una familia (E, : a < ¢) con las siguientes propieda-
des:

1. E. CU(A),

2. |E,| <o +w,

0T0s 9 axiomas de Zermelo-Frankel junto con el axioma de eleccién que se ven en el
primer curso de Teoria de Conjuntos.
Consistente quiere decir que con ZFC no es posible demostrar que p # c.
Independiente quiere decir que con ZFC no es posible demostrar que p = ¢. Véase [15].

H[w]*| = 2¢ pues la siguiente funcion es inyectiva:
fiwY—29 f(A) =g dondeg:wHQesg(n){ 0 s?n€A7

! ! 1 sing¢A.

y es claro que [2¢| < |[w]“].
O si lo prefiere, del hecho de que |[w]<¥| = w, [W]¥ U [w]<* = P(w) v |P(w)| = |2¢].
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3. Sia < Bentonces E, C Eg,
4. Fo={l}, A€ E,NAkecwlU{I],, :m € E,Nw} es centrada,

5. Alguna de las siguientes ocurre

a) (BEq\ Py) Nw # 0,
b) Existe A € E, N Atalque |A\ P,| =w,
¢) Fo, U{M}, } es centrada.

Construyamos de manera recursiva los E/ s. Hacemos E;, = 0 y verifi-
camos que satisfaga las propiedades:

Las propiedades 1., 2. y 3. se satisfacen de manera inmediata, 7, = ()
es centrada por lo que 4. también se satisface y de 5. Se cumple ¢), pues
FoU{MY} = {w} es centrada.

Suponemos que ya hemos construido (Ej : § < o < ¢), con las propie-
dades arriba mencionadas, queremos a partir de éstas definir a F,,.
Puesto que para cada 8 < o Fj3 es centrada entonces también lo es F :=
(Usea Fp) 2y reciprocamente; si F es centrada entonces también lo es Fj
para cada 3 < a. Tenemos los siguientes 2 casos:

# FU{Mj}, } es centrada
Entonces hacemos
E,=|J Es.

B<a

Verificamos que satisfaga las propiedades:

Las propiedades 1. y 3. son inmediatas, 2. se verifica facil usando
induccién transfinita sobre «, 4. es ademds inmediato pues por 3.
los Ejs son centrados y de 5. se cumple ¢) ya que suponemos que
F U{M}, } es centrada.

# FU{Mj}, } noes centrada.
Puesto que F C [w]” es centrada y |F| < ¢ = p, entonces de la
definicion de p tenemos que existe I € [w]” tal que I C* F' para cada

12Para g conjunto (g) es la familia de los subconjuntos finitos de g, i.e. (9) = {gey G :
H € [g]<¥}. No confundir con el abierto (U) = U™ de exp(V(A)).
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FekF.
Ahora, como F U {M}, } no es centrada entonces |/ N M}, | < w.
Para J =1\ M}, € [w]“ tenemos que

J C* F paracada F € F, ademas J N M), = 0. (5.5)
Tenemos los siguientes 2 subcasos:

“ Existem e w\ P, talque |[{n € J:me F,}| =w.
En este caso hacemos

E, = UEBU{TR}

B<a

Vemos que se satisfacen las propiedades:
las propiedades 1., 2. y 3. se satisfacen de manera inmediata,
demostremos que la propiedad 4. se satisface, para esto, sea

G ={Ly, L Looys oo Ly Loy} € [Fa) ™
Tenemos que

[{m}:{nEw:mEFn}Q{nGJ:mEFn}
y como

{neJ:mekF,} CJC" Fparacada F € F

Entonces

{neJ:meF,}C" ﬂfﬁ!fz\kz N ﬂlfmz}

1<i 1<j

Asi pues

(G =1Lk V[ Vs N Lyl = {n € T :m € F} = w.

1<i 1<j

De la propiedad 5. se cumple ), yaque m € (E, \ P,) Nw.
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% Paracadamew\ P, [{n€ J:me€ F,}| <w.
Puesto que de 5.5 tenemos que J N M}, = () entonces para toda
n € J existe k € F, \ P, y puesto que cada F, es finito entonces

JFN\P=w

neJ
Ya que A es maximal existe A € A tal que

AN F\Pa)| =w (5.6)
neJ
Hacemos en este caso
E,=|J Esu{A}.
[B<a

Verificamos que se cumplan las propiedades:
Las propiedades 1., 2. y 3. se satisfacen de forma inmediata,
demostremos que la propiedad 4. se satisface, para esto, sea

G={Dy, Ly Iy s [{mj},lj{\k} € [Fa]™v.
Tenemos que
IX\kZ{TZGW(A\k’)ﬂFn%mQ{neJ:Aan;é@}

por eq. (5.6) tenemos que |[AN
finito tenemos que

{neJ: ANF, 40} =w

ney Fnl = wy como cada F), es

ademas
{neJ:ANF, #0} CJC* Fparacada F € F.

Entonces

{neJ:ANEF,#0}C ﬂ[};\k, mﬂI{le}-

I<: I<j
Asi pues
(G =D O ) iy ikl = [ € T - ANF, # 0} = w.
I<i I<j

De 5. se verifica b) pues |A \ P,| = w por eq. (5.6).
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Hemos pues conseguido la familia 7" = (£, : a < ¢) con las propiedades
pedidas. Sea

E=|]JE, (5.7)

Ahora, demostremos que E es punto de acumulacién de Y en el hiperes-
pacio exp(¥(A)), por lema (5.20) basta con probar lo siguiente:
FY. es centrada y para cada P C w pasa alguna de las siguientes:

2 (Enw)\ P 0.
® Existeun A € ENAtalque |A\ P| = w.
& FLU{M}} es centrada.

Note que lo anterior se cumple para | J,_, Fa, pero dicho conjunto no
tenemos la garantia de que sea cerrado (y por tanto que esté en el hiperes-
pacio exp(¥(A))).

F =, Fa es centrada por las propiedades 3 y 4 de la familia 7'.
Como los puntos de w son aislados entonces

E\|JE.C A (5.8)

Ademids si A € E'\ |J,.. E. entonces de la definicion de cerradura, para
cada k € w, ({AYUA\K)NU, .. EaNw #0

Esto es
VA€ E\|JEa Vbcw (A\E)N|JE.Nw#0
a<c a<c
Entonces
VA€ E\|JEa Vk€w Ime | JE,talque I}, C I}, (5.9)

a<c a<c

Tenemos pues que
Para toda I’ € fg existe G € Ftalque G C F.

Por lo que no tenemos que preocuparnos por los elementos de E\|J,,.. Eu,
de este modo F}; es centrada porque F lo es.

Sea ahora P C w y supongamos que F}. U {M} } no es centrada, entonces

a<c
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existen Ao, ,AZ € EﬂA, ko, ,kl € w, Mg, Uz € EﬂwU
que

E,Nw tales

a<c

() Dok N ) Zom N ME| < w. (5.10)

I<i 1<y
Si acaso tenemos que algin A, € E\ |J,.. F, entonces reemplazamos a
éste por el mj € U, Ea tal que Iy, ,, C I, |, de ecuaci6n (5.9).
Entonces podemos, sin perdida de generalidad, suponer que existen
Ay, ... A € U E.NA ky,....k ew Y Mo, ..., M; € Ua<c E, Nw tales que

() Dok N ) Zom N ME| < w.

1<i 1<j

a<c

Seaa < ctalque Ay, ..., A;, my, ..., m; € E,, yaque cada P, aparece c-veces
en la enumeracion, existe 3 < « tal que

Py =P. (5.11)

Los E, son crecientes (propiedad (3)), entonces Ay, ..., A;, mg, ...,m; € Eg,
de este modo, por propiedad (5) de Ej, F3 U {M}D/B} no es centrada y por
lo tanto

(Eﬁ\Pg)ﬂw 7&@\/3146 EgﬂAtalque |A\Pﬁ| = Ww.
Pero los E,’s son centradas, P3 = Py Ez C E, entonces

(E\P)Nw#0v3iAe EnAtalque|A\ P|=w,

como pediamos. v

Veremos ahora que podemos agregar una nueva hipétesis, por su puesto
consistente e independiente a ZFC, con la cual, podemos demostrar que
existe una familia casi ajena maximal A tal que exp(¥(.A)) no es pseudo-
compacto. Con esto concluimos que existen ”“extensiones de ZFC”en las
cuales tenemos los siguientes resultados:

(p = ¢), para cada A familia MAD:

U(A)“y exp(¥(A)) son pseudocompactos.
(non(M) > ), existe A familia MAD tal que:

U(A)“ es pseudocompacto pero exp(¥(.A)) no lo es.
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Hacemos un par de definiciones previas a la definicién del cardinal b,
llamado ntiimero de distributividad y el non(M), llamado cardinal non-
meager.

Definicién 5.25 Decimos que una familia F C [w]* es densa si para cada X €
[w]“ existe F' € F tal que F' C* X.

Definicién 5.26 Decimos que una familian F C [w]* es abierta si para cada
FeFycada X € [w]¥,si X C* X, entonces X € F.

Definicion 5.27 Sea X un espacio topolégico. Un subconjunto D C X decimos

que es denso en ninguna parte si Int(D) = (), donde Int(T) es el interior de
T,estoes, Int(T) = {x € T : existe vecindad V abierta de x con V C T'}.

Definicién 5.28 Sea X un espacio topolégico. Decimos que un subconjunto
D C X es de primera categoria si D es la union numerable de conjuntos nunca
densos.

Definicién 5.29

h =min{|D|: D es un conjunto de familias densas y abiertas
en [w]” con (D = 0}.

non(M) = {|X| : X C 2* tal que X no es de primera categoria}.

Se sabe que h < non(M) y se sabe ademds que la desigualdad estricta
es consistente e independiente de ZFC. Del teorema (A.28) y lema (A.27)
del apéndice B, podemos ahora demostrar el siguiente teorema, el cual
complementa al teorema anterior, primero vemos el siguiente lema.

Lema 5.30 Sea T' C [w]|* una familia como en el teorema (A.28) del apéndice A.
Existe una familia MAD A C [A]* (A = {(m,n) € w x w:n < m}) tal que:

1. A€ Aeslagrifica de una funcion parcial, esto es, A € [A]“ y siempre que
(m,n), (m,n') € Aentoncesn =n'.

2. dom(A) € T para cada A € A (dom(A) = 1,(A)).1B
3. Si A +# B, entonces dom(A) # dom(B).

137, es la funci6én proyeccion en la i-ésima coordenada, en este caso; m (A) = {m € w :
In € w (m,n) € A}.
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Demostraciéon. Sea 7' C [w]“ familia como en el teorema (A.28). Sea
{X4 1 @ < ¢} una enumeracién de los elementos de [A]“. Vamos a con-
struir la familia A = (J,_. Ao, Ao = {Ap : f < o} € P(A) familia AD.
Como A, C A, para cada o < ¢, entonces por proposiciéon (1.10) también
A serd una familia AD. Construyamos tal familia de forma recursiva, que
cumpla con las siguientes propiedades para cada o:

i) [Aa] < laf +w,

ii) Ag es la gréfica de una funcién parcial en [A]* para cada § < a.
iii) dom(Ag) € T'\ {dom(A,) : v < f} para cada ( < «a.

iv) Existe 5 < o tal que | X, N Ag| = w.

De ii) tendremos la propiedad 1., por iii) tendremos 2. y 3., iv) nos
garantizard que la familia A sea MAD, pues nos dice que no podemos
agregar a ningtin X, a nuestra familia, sin que deje ésta de ser casi ajena
y i es Ginicamente para garantizar que podemos seguir en cada paso de la
recursion.

De la segunda propiedad de la familia 7" del teorema (A.28), existe
B € T tal que B C* m(X)), existe pues F' C B finito con B \ F' C m;(X)).
Entonces hacemos

Ao = {Ao}, (5.12)
donde
Ag={(m,n):m € B\ F, n=min{t: (m,t) € Xo}} U{(m,0) :m € F}.
(5.13)
Asi, |[Ap] =1 < 04wy es claro que Ay es la grafica de una funcién

parcial, también dom(A,) = B € T'y como B \ F' C m(X,), tenemos que
Ay C* Xy, por lo tanto Xy N Ay =* Ay, pero |Ap| = |B|=w (BT C [w]¥),
asi que, | Xo N Ay = w.

Suponemos que para cada § < « ya hemos conseguido Ag = {A, : v <
[} familia casi ajena con las propiedades i), ii), iii y iv), queremos decir
ahora quien serd A,. Tenemos los siguientes 2 casos:
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Caso 1 Existe algtin < « tal que | X, N Ag| = w.
En este caso hacemos A, = 0.

Caso 2 | X, N As| <wparacada g < a.
Nuevamente de la segunda propiedad de la familia 7', tenemos que existe
S €T con S C* m(X,). De la observacion (A.29) del apéndice A, ya que
{Az: B < a}| <c¢existeun S’ C* 5, 5" € T tal que

|S" N1 (Ap)| < w para cada < a. (5.14)
Puesto que S C* S C* m(X,), escogemos un H C S’ finito tal que
S"\ H C m(X,). (5.15)
Hacemos

Ay ={(m,n):me S"\ H, n=min{t: (m,t) € Xo}} U{(m,0): m € H},
(5.16)

y
Aw =] As U{A.}. (5.17)

B<a

De nueva cuenta, es claro que |A,| < |a| + w, también es claro que A, es
la grafica de una funcién parcial, ademads dom(A,) = S’ € T'y puesto que
S"\ H C m(X,), tenemos que A, C* X, por lo tanto X, N A, =* A,, pero
|Ao| = |5 =w (9 € T C [w]¥),asi que, | X, N Ay| = w.

Hemos, de ésta forma, conseguido la familia MAD con las propiedades
pedidas. v

Listos estamos para ver el daltimo teorema de ésta seccion.

Teorema 5.31 (h < non(M)) Existe una familia MAD A tal que exp(V(.A))
no es pseudocompacto.

Demostracion. Sea A C [A]¥ familia MAD como en el lema anterior.
Demostremos que exp(¥(.A)) no es pseudocompacto.'
Sea F,, = {(n,k) : k < n}, cada F,, es un cerrado y finito en V(.A), sea

14Al espacio ¥(A) := AU A le damos la topologia de manera similar a como ya lo
hemos hecho. A es abierto, discreto y una vecindad abierta, basica de f € A es de la
forma f U (f \ H), donde H es un finito de A.
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Y = {F, : n € w} una sucesioén en exp(V(.A)). Note que F'in, el conjunto
de todos los finitos de A, es un denso de puntos aislados en exp(¥(A))."°
Para ver que exp(¥(A)) no es pseudocompacto, segtin el lema (5.17), basta
con demostrar que Y no tiene punto de acumulacién. Demostremos esto
altimo por contradiccién, supongamos que existe F' € exp(¥(A)) punto
de acumulacién de Y, del corolario (5.21) tenemos que F'Nw = (), es decir,
F C A.Hay 2 casos para la cardinalidad de F:

Caso 1 |F| < non(M):
Por lema (A.27) existe f € {f € v :Vn € w f(n) <n} CP(A) tal que

|fNg| <wparacadag € F. (5.18)

Entonces
U=FU(A\ f)esun abierto en ¥(A). (5.19)

Pero cada F,, tiene interseccién no vacia con f, entonces F;, SZ U para cada
n € w,estoes, Y NUT = (), contradiccion!, pues F' es punto de acumu-
lacion de Y.

Caso 2 |F'| > non(M) y entonces |F| > |
Recordemos que F' C Ay que para cada f € A dom(f) € T, entonces

K={S:S=dom(f),fe F} CTy|K|=I|F|>}.

De la propiedad 3. del arbol 7" (teorema A.28), existen Si, S; € K tales que
|S1 N Se| < w (S1y S estan en ramas distintas), es decir, existen fy, fo € F
y n € w tales que

dom(f1) Ndom(f2) C n. (5.20)

Sea
U= (@A {ATU R\ nxn), (LU (R \nxn).  (521)

Es claro que U es vecindad baésica, abierta de F, pero, por ecuacién (5.20)
(fi\nxn)Nn(f2\nxn) =0y porlo tanto F,, ¢ U para cadan € w,
entonces Y N U™ = (), contradiccion!.

Tenemos pues que F' no es punto de acumulacién de Y, entonces el hiper-
espacio exp(¥(A)) no es pseudocompacto. v

15La demostracién de esto es la misma que se hizo en el lema (5.16)
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5.4. Selecciones sobre U-espacios

El estudio de selecciones continuas en espacios topoldgicos fue inicia-
do por E. Michael allé por el afio 1950 y a partir de entonces se han estu-
diado en la topologia general, presentamos en ésta seccion solamente un
resultado en cuya demostracion se utiliza el teorema de Ramsey (1.16) del
primer capitulo.

Definicién 5.32 Decimos que un espacio topologico X admite una seleccién
continua (o simplemente seleccion) si existe una funcion continua ¢ : exp(X) —
X tal que ¢(F) € F paracada F € exp(X).'® Suponiendo que X es Ty, a [X]*> C
exp(X) démosle la topologia inducida por el hiperespacio, de ésta manera decimos
ademds que X tiene una seleccién débil si existe funcion continua ¢ : [X]* — X

tal que p({x,y}) € {x,y} para cada {z,y} € [X]*

Obsérvese que un espacio topolégico X tiene una seleccién débil si y
s6lo si existe funcién continua ¢ : X? — X tal que o({z,y}) = o({y,2}) €
{z,y}, donde X? tiene la topologia producto.

Teorema 5.33 El espacio topolégico W(.A) no tiene seleccion débil para ninguna
A familia MAD.

Demostracién. Supongamos que no es cierto, i.e., existe ¢ : [¥(A)]? —

U (A) una seleccién débil y sea f : [w]*> — 2 como

1 & ¢({m,n}) = méx{m,n}
0 otro caso.

s = {

Del teorema de Ramsey (1.16) existe B € Z*(A) f-homogéneo. Sean A;, Ay
dos elementos distintos de A tales que |A; N B| = |42 N B| = wy de-
mostremos que ¢ no es continua en { Ay, A; }. Sin perdida de generalidad
podemos suponer que ¢({Ap, A1}) = Ay y bastara demostrar que para la
vecindad abierta basica { Ay} U Ay de Ay, no existe vecindad abierta U de
{Ao, Al} tal que ¢(U) - {Ao} U A(].

Sea U vecindad abierta de { Ay, A; }. Entonces U contiene a un bésico de la
forma V = <{A0,A1} U ((AO @) Al) \ F), {A[)} U (AO \ F), {Al} U (Al \ F)>
para algun finito ' C w.

Caso1 f([B]?) =0.Sean € (A; N B) \ Ap tal que n > méxF yseam > n

1%e2p(X) es el hiperespacio de X con la topologia de Vietoris.
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tal que m € (Ay N B) \ A, entonces {m,n} € V, como {m,n} € By
f([B]*) = 0 entonces ¢({m,n}) =n ¢ Ay, de modo que ¢(V) & {Ao} U Ay,
asi, ¢(U> /@ {Ao} U Ag.

Caso 2 f([B]*) = 1. Escogemos al contrario, esto es, sean € (4o N B) \ 4;
conn > max F'yseam € (AN B)\ Ay, entonces {m,n} € V' y en este caso

¢({m,n}) =m ¢ Ay, asi que ¢(U) € {Ag} U Ay.
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Apéndice A

Algunas nociones basicas de la
teoria de conjuntos.

MUCHOS de los siguientes resultados y definiciones se encuentran en
la mayoria de los libros de teoria de conjuntos, por lo que sélo se
demostrardn algunos de los resultados aqui mencionados

A.1. Ellema de Zorn

Definicién A.1 Sea un conjunto X no vacio y sea R una relacion (R C X x X)
tal que

1. Paratodo x € X, xRx', R es reflexiva.
2. Paratodo x,x’ € X, xRx' y 2’ Rx implica x = x/, R es antisimétrica.
3. Paratodo x,2’, 2" € X, xRx y «’' Rx" implica xRx", R es transitiva.

Entonces al par (X, R) se le llama conjunto parcialmente ordenado.

Definiciéon A.2 Sea (X, R) un conjunto parcialmente ordenado y sea Y C X,
decimos que Y es una cadena en (X, R) si para todo y,y' € Y, yRy' o y'Ry.
Decimos que xy € X es una cota superior para Y si para todo y € Y, yRux,,
llamamos a un yy € Y elemento maximaldeY en el orden R, sinoexistey € Y

tal que yo Ry y yo # .

!Para una relacién R, 2Ry es una forma abreviada para decir que (z,y) € R.

63
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Lema A.3 LEMA DE KURATOWSKI-ZORN
Cualquier conjunto parcialmente ordenado y no vacio en el cual toda cadena tiene
una cota superior tiene elemento maximal.

A.2. Filtros, ultrafiltros e ideales

Definicion A.4 Sea X un conjunto no vacio, decimos que F C P(X) es un
filtro basado en X (o sobre X) si se cumplen:

® 0¢F, X eF.
® Si A, B e Fentonces AN B € F.
® SiAe FyAC B C X entonces B € F.

Ejemplo A.5 Sea X un conjunto no vacio infinito, entonces la coleccion de sub-
conjuntos cofinitos de X es un filtro en P(X).

Definiciéon A.6 Una familian F C P(X) es un filtro maximal o ultrafiltro
sobre X si es un filtro y cualquier otro filtro F' sobre X tal que F C F' se tiene
que F = F'.

Definiciéon A.7 Un filtro F C P(X) es principal si existe p € X tal que
F ={A C X : p € A}. Un filtro principal es siempre un filtro maximal,
llamamos a éste ultrafiltro principal.

Definicién A.8 Llamamos ultrafiltro libre a cualquier ultrafiltro que no sea
principal.

De la definicién anterior es inmediata la siguiente observacion:

Observacion A.9 U es un ultra filtro libre < (U = .

Observacion A.10 Sea U C P(X) un ultrafiltro libre, entonces X \ F € U
para cada F € [X]<“ y por lo tanto F' ¢ U para todo F € [X]<.

Demostracién. Sea p € X, como U es libre existe A € U, A # X tal que
p ¢ Aentonces A C X \ {p} asi que X \ {p} € U, puesto que U es cerrado
bajo intersecciones se sigue que X \ F' € U para cada F' € [X|<“



A. Algunas nociones basicas de la teoria de conjuntos. 65

Proposicion A.11 Sea F' = {F;, C P(X) : i € I} una coleccién de filtros
basados en X # (), entonces (| F' es un filtro sobre X.

Demostracion. ) ¢ (\Fy X € ((F pues ) ¢ F, y X € F; para toda
iel.
Sean A, B € (| F,estoes, A, B € F, paratodai € I, porloque AN B € F,
para toda i € I, entonces AN B € () F.
Si A€ Fyexiste Btalque A C B C X, entonces A € F; paratodai € I,
como Bestalque A C B C X, se tiene que B € F,; paratodai € I, esto
es, Be(F. v

Proposiciéon A.12 Sea C = {F;, C P(X) : i € I} una cadena® de filtros
basados en X # (), entonces | J C' es un filtro sobre X.

Demostracion. ) ¢ |JCy X € [JC pues ) ¢ F; y X € F; para toda
(NS
Si A, B € |JC entonces A € F;, B € F, para algunos i, j € I. Sin perdida
de generalidad supongamos que F; C F;. Asi A, B € F;, entonces ANDB €
F;estoes ANBe|JC.
Si A € |JC yexiste B tal que A C B C X entonces A € F; para algin
i € I ycomo B estalque A C B C X entonces B € F; paraalgini € [
entonces B € |JC. v

Teorema A.13 Todo filtro se puede extender a un ultrafiltro.

Demostracién. Sea X un conjunto no vacio y sea F un filtro sobre X,
sea ademds O = {G : G es un filtro sobre X y F C G}, O # D pues F € O,
demos a éste conjunto el orden de la contencién, (O, C) es un conjunto
parcialmente ordenado, y para cualquier cadena C C O el filtro | JC es una
cota superior. Entonces se satisface las condiciones del lema de Zorn, por
lo que O tiene un elemento maximal, el cual es un ultrafiltro que extiende
aF. v

Proposicion A.14 Los siquientes proposiciones son equivalentes:

1. U es ultrafiltro en X.

2Dados 2 filtros de C uno de ellos esta contenido en el otro.
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2. SiAuBecUentonces AcUUoBecl.
3. Paratoda {A, : n < m} particion de X 3In tal que A, € U.

4. Paratoda A€ Uycada B C A, tenemos que BelU 6 A\ B €U.

Demostracién. Demostremos un poco més de lo necesario.
(1 — 2)Sean A, B C X tales que AU B € U y supongamos que A ¢ U y
Bé¢Uu.
Sea
U={Y CX:AUY elU}

SiY € U, entonces Y U A € U, entonces Y € U' yasitd C U'. Puesto que
B e U'\ U entonces U C U'. Basta con demostrar que U’ es filtro pues esto
contradice el hecho de que I/ es maximal.

Esclaroque0 ¢ U'y X eU' pues AUD=A¢UyAUX =X € U.
SeanY,Z € U, entonces AUY, AU Z € U, entonces (AUY )N (AU Z) =
AU(YNZ)eU,entoncesY NZ €U

Finalmentesi Y € U’ y existe B C X talque Y C B, entonces AUY €Uy
también AUY C AU B € U por lo que B € U'. Es pues U’ un filtro.

(2 — 1) Suponemos que para un filtro U/ en X se cumple que si AUB €
U entonces A € U o B € U. Pemostremos que U es ultrafiltro.
Sea U’ un filtro tal que i/ C U’ y sea Y € U’ entonces Y C X por lo que
YeUUoX\Y elU,puestoque X \Y ¢ U'yU C U entonces X \Y ¢ Uy
asi, necesariamente Y € U, entonces U’ = U, esto es, U es filtro maximal.

(2 — 3) Sea {A,, : n < m} particién de X. Como Ay U [UZ’:IIAJ =
X € U, entonces Ay € U o JI']' A € U si Ay € U ya acabamos, y si
U™," A; € U estamos en el caso inicial con un indice menos, puesto que el
conjunto de indices es finito tenemos que terminar en no més de m pasos
para conseguir un A; € U.

(3 — 2) Supongamos que AU B € U entonces {A, B\ A, X \ (AU B)}
es una particiéon de X. Puesto que X \ (AU B) ¢ U entonces A € U o
B\Ae€U.SiAelUyaacabamosysi B\ A€ U entonces B\ AC Bell.

(2 —>4)SeaAecUyseaB C Apuestoque BUX \ B =X €U en-
tonces Beldo X \ BeU.SiB €U yaacabamosysi X \ B € U entonces
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AN(X\B)=A\BeU.

(4 — 2)Sea AUB € U, como A C AUB, entonces A € Y 6 AUB\ A € U.
Si A € U ya acabamos y en el otro caso B\ A = (AU B) \ A € U, entonces
B\ACBEelU. v

Proposiciéon A.15 Sea X un conjunto infinito. Sild es un ultrafiltro libre basado
en X, entonces |A| > w para toda A € U.

Demostracién. Supongamos que no,i.e. 3A € U con 1 < |A| < w (Ano
puede ser un solo punto porque U es un ultrafiltro libre). Sea A, € U tal
que 1 < |Ay| < |A| paratoda A € U y escojamos un Z, € U tal que

|Zo N Ap| <|ZNAg| paracada Z € U. (A.1)

Entonces tenemos que {B C X : Z,N Ay C B} =U 3 Pero un conjunto
asi no puede ser maximal ya que para una € Zy N Ay (]Zy N Ag| > 1 pues
U es ultrafiltro libre), U’ = U U {Zy, N Ay \ {a}} es filtro con U & U’ pues
ZyN A\ {a} ¢ U, contradiccién!, pues U no serfa un ultrafiltro. v

Proposiciéon A.16 Sea X conjunto infinito, sild es un ultrafiltro libre basado en
X, entonces para toda A € U, A\ F € U para cualquier F' conjunto finito.

Demostracién. Sea A € U y supongamos que no, i.e. A\ F' ¢ U implica
X\(A\F)=(X\A)UF €U, como A € U, entonces AN[(X\A)UF| €U,
entonces A N F' € U contradiciendo la proposicion anterior. v

Definicién A.17 Sea X un conjunto no vacio, decimos que T C P(X) es un
ideal basado en X (o sobre X) si se cumplen:

® 0eZ X ¢T.
% Si A, B e Tentonces AUB € T.
® SiAelyBC Aentonces B € 1.

Observacion A.18 Si F es un filtro en X entonces el dual F* = {A C X :
X\ A€ F}esunideal en X. El dual de un ideal es ademds un filtro.

3De la definicién de filtro {B C X : ZoN Ay C B} CU,sea Y € U y supongamos que
ZoN Ay €Y, entonces |(ZoNY) N Ag| =[(Zo N Ag) NY| < |Zy N Ap|, contradiccién! con
afirmacion (A.1), porlotantod C {BC X : ZyN Ay C B}
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A.3. Ordinales y cardinales

Definicién A.19 Un conjunto o es un ordinal si satisface ambas condiciones
& Six € a, entonces v C
® Six,y € a,entoncesx Eyoy cxbxr =y

La clase de todos los ordinales, denotada por ON, estd bien ordenada
por la inclusion, por lo que todo ordinal es igual al conjunto de todos los
ordinales mas chicos que él.

Teorema A.20 Cualquier conjunto bien ordenado es isomorfo a un tinico ordi-
nal.

Para todo a € ON el conjunto o + 1 = a U {a} es un ordinal y es
llamado el sucesor inmediato de a. Los ordinales que no son de la forma
a + 1 son llamados ordinales limites.

Definicién A.21 El ordinal infinito mds pequefio es denotado por w y es cono-
cido como el conjunto de los niimeros naturales.

Cada subconjunto A C ON tiene un supremo y un infimo, a saber:
supA=[JAeinf A=A

Definicién A.22 Un ordinal k € ON es llamado un cardinal si para cada
a < K no existe funcion inyectiva f : o — K.

Teorema A.23 Para todo conjunto A existe un tinico cardinal k tal que existe
biyeccion f : A — &, en este caso escribimos |A| = k. En este caso decimos que
A tiene cardinalidad k.

Definicién A.24 Decimos que dos conjuntos Ay B tienen la misma cardinali-
dad si existe un cardinal k tal que |A| = k = | B|. Decimos que un conjunto F es
finito si |F'| = n para algiin n € w, en caso contrario decimos que X es infinito.
Si X tiene cardinalidad igual que w, decimos que X es numerable.

Existen algunos cardinales asociados con w que aparecen de forma nat-
ural para responder a preguntas relacionadas con los conceptos de com-
pacidad, un ejemplo es el cardinal h llamado ntimero de distributividad
que aparece en la respuesta a la pregunta: ;cuando el producto de espacios
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secuencialmente compactos* es secuencialmente compacto?. Veamos unas
cuantas definiciones previas antes de dar la definicién de este cardinal b y
otros 2 que se usan en el capitulo 5.

Definiciéon A.25 Sea F C [w]|* una familia, decimos que A € [w]* es una pseu-
dointerseccion de la familia F, si A C F para cada F' € F. Decimos que la
familia F es centrada si (G es infinito para cada subfamilia no vacia G C F. La
familia F es llamada densa si para cada X € [w]|* existe F' € F tal que ' C* X.
Y finalmente decimos que la familia F es abierta si para cada F' € F y cada
X € [w]¥, si X C* F, entonces X € F.

El cardinal p es llamado ntimero de pseudointerseccién, éste y b se de-
finen como sigue:

Definicién A.26
p = min{|F| : F es una subfamilia centrada de [w]” sin pseudointerseccion}
(A2)
h = min{|D| : D es un conjunto de familias densas y abiertas en [w]* con
ND =0}
(A.3)

Para el lema siguiente I' := {f € w¥ : Vn € w f(n) < n}

Lema A.27 non(M) = min{|F| : F C T yparacada f € T existeun g €
F tal que | f N g| = w}.

Esto es k < non(M) si y sélo si

VF C T familia con |F| =k, 3f € T talqueVg € F |f Ng| < w.

Teorema A.28 Existe una familia T' C [w]* tal que
1. T esundrbol bajo C* (VA,Be€T, AC*B, BC*A06|ANB| <w).
2. Tesbasede [w]* (VA € [w]* AB € T tal que B C* A).

*Un espacio topoldgico X es secuencialmente compacto si cualquier sucesion en X
tiene una subsucesién convergente.
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3. LaalturadeTesh (VAeT |{BeT:AC"B} <)

4. Paracada A € T |succ(A)| = ¢, (succ(A) = {B € T : B C* A}, los
sucesores de A en el drbol).

Note que la tltima propiedad nos dice: “para cada A € T existen ¢
ramas distintas abajo del nodo A”, esto es:

Observaciéon A.29 Sea T una familia como en el teorema anterior. Para cada
A e T existe {B, : a < ¢} C T tal que:

® B, C* Aparacada o < ¢, (estoes; {B, : a < ¢} C succ(A), “cada B,
esta abajo del nodo A”).

® |B, N Bg| para cada o # (3. (estoes; “cada B, esta en una rama distinta”)

A.4. Textos de referencia para teoria de conjun-
tos

Los siguientes son algunos de los libros donde se pueden consultar las
demostraciones de los teoremas de éste apéndice.

15" Fernando Herndndez H. Teoria de conjuntos, Aportaciones matemaéti-
cas, 1998.

=" N. Bourbaki. Elements of mathematics. Theory set, Addison-Wesley, 1968.

15" N. Brunner. The axiom of choice in topology, Notre Dame ]. Formal Logic
24 (1983) 305-317.

K. Kuratowski, A. Mostowski, Set theory and Logic. Studies in Logic and
Foundations of Mathematics, North-Holland, 1968.

1" Kenneth Kunen, Set Theory -An introduction to independence proofs. Nor-
th-Holland, New York, 1980.

15"W. W. Confort, S Negrepontis. The theory of ultrafiltres, Springer-Verlag,
1974
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i=°H. B. Ederton. Elements of Set Theory, Academic Press, 1977
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Apéndice B

Algunas nociones basicas de
topologia.

C

COMO en el apéndice anterior, los teoremas aqui contenidos se en-
cuentran en la mayoria de los titulos de topologia general, puede

consultar su demostraciéon en los textos de referencia citados al final de
éste apéndice.

B.1. Definiciones

Definicién B.1 Sea X un espacio topoldgico

1.

2.

Y C Xesdensoen XsiY = X.

U C P(X) una coleccion de abiertos en X es una base local de x € X si
para cada U vecindad abierta de x existe V € U tal quex € V C U.

X es primero numerable si para cada x € X existe una base local numer-
able de x.

X es segundo numerable si X tiene una base numerable.
X es separable si existe un subconjunto Y C X denso y numerable.

X es 0-dimensional si tiene una base de cerrados-abiertos.
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10.

11.

12.

13.

14.

O C P(X) es una cubierta abierta para Y C X si O es una coleccion
de abiertos de X tales que Y C |J O, decimos ademds que U C O es una
subcubierta de O paraY silU es a su vez una cubierta abierta para Y .

X es compacto si toda cubierta abierta de X tiene una subcubierta finita.

X es Lindelof si toda cubierta abierta de X tiene una subcubierta numer-
able, decimos que es hereditariamente Lindel0f si cualquier subespacio
de X es Lindeldf.

X es localmente compacto (loc. comp.) si para toda x € X existe E
compactoy Ve Ny conV C E.

X es completamente regular (T3, ) sipara cada v € X y U € N, existe
una funcion continua f : X — [0,1] tal que f(x) =0y f[U] = 1.

X es normal si para cada par de cerrados ajenos F, G C X existen abiertos
ajenos U,V C X talesque F CUy G C V.

X es numerablemente compacto (num. comp.) si cada cubierta abierta
numerable de X tiene una subcubierta finita.

X es pseudocompacto si toda funcion continua f : X — R es acotada.

B.2. Teoremas y proposiciones

Proposicién B.2 Un espacio topoldgico Ty X es loc. comp. si y s6lo si para toda
r € X existe V € N, tal que V' es compacto.

Teorema B.3 Un espacio topoldgico T5 y localmente compacto es completamente
regular (T51).

Teorema B.4 En un espacio métrico X son equivalentes.

1.
2.
3.

X es separable.
X es Lindelof.

X es 2% numerable.

Proposiciéon B.5 Si X es num. comp. Entonces X es pseudocompacto.
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Teorema B.6 Sea X un espacio topoldgico. Son equivalentes
1. X es numerablemente compacto.
2. Cada subconjunto infinito de X tiene un punto de acumulacion.

3. X No tiene subespacios discretos cerrados infinitos.

Teorema B.7 DE “METRIZACION”DE URYSOHN
En un espacio topolégico X Ty, los siguientes son equivalentes

1. X es regular y sequndo numerable.

2. X es separable y metrizable.

Definicion B.8 Decimos que (K, h) es una compactacion de un espacio topo-
légico X si.

1. K es compacto Hausdorff.
2. h:X — K esunencaje (ie. h : X — h[X] es homeomorfismo.)

3. h[X]esdensoen K.

Observacion B.9 Si X tiene una compactacion entonces X es completamente
regular Hausdorff. i.e. X es Tj,.

Teorema B.10 COMPACTACION POR UN PUNTO
Si un espacio topologico X que es localmente compacto, Hausdorff y no compacto,
entonces el siguiente espacio es una compactacion por un punto de X:

AX) =X U{x}, x¢X

cuyas vecindades son: Para los puntos de X las que ya teniayV e N, &+ €V
y X \ 'V es compacto.
A A(X) se le conoce como la compactacion de Alexandroff.
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B.3. Textos de referencia para topologia

Los siguientes son algunos de los libros donde se pueden consultar las
demostraciones de los teoremas de éste apéndice.

1= Engelking, R. General Topology, Berlin, Heldermann Verlag, 1989.

1 Garcia-Maynez, A. y Tamariz, A. Topologia General, México, Porraa,
1988.

=" Nagata, ]. Modern General topology, Amsterdam, North-Holland, 1985.
15" Willard S., General Topology, Adisson-Wesley, 1970

i Lipschutz S., Topologia General. Teoria y Problemas, McGraw-Hill (serie
Schaum). 1970.

1= | . Margalef, E. Outerelo, J.L.Pinilla: Topologia (5 vol.) Ed. Alambra, 1975-
1982.

1iz°K. Janich, Topology. Undergraduate Texts in Mathematics. Springer-
Verlag.
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