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Teoŕıa Linealizada . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.2. Ondas Planas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.2.1. La Norma Transversa y de Traza Nula . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.2.2. Polarización de Ondas Planas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

3. El Trompo Relativista 22

3.1. Constricciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

3.2. Formalismo Lagrangiano para un Trompo Libre . . . . . . . . . . . . . . . 24

3.3. Interacción Gravitacional de un Trompo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

4. Obtención de la Ecuación de Desviación de Geodésicas para el Trompo
Relativista 36

4.1. Ecuación de Desviación de Geodésicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

4.2. Ecuación de Desviación para un Trompo Relativista . . . . . . . . . . . . . 40

4.3. La Ecuación de Desviación de Geodésica del Trompo Relativista y Ondas
Gravitacionales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

5. Ecuación de Desviación del Trompo Relativista y Pulsares 50

5.1. Radiación Gravitacional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

5.2. Generación de Ondas Gravitacionales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

5.3. Pulsares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

5.3.1. El Pulsar Binario PSR 1913+16 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

5.4. Solución de la Ecuación de Geodésicas para el Trompo Relativista . . . . . 58

2



5.5. Ecuación de Desviación de Geodésicas para el Trompo Relativista y el Pulsar
PSRB 1913+16 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

6. Conclusiones 67

3
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Caṕıtulo 1

Introducción

La Relatividad General es uno de los más grandes desarrollos cient́ıficos de la humanidad.
Esta teoŕıa fue propuesta por el Dr. Albert Einstein a principios del siglo pasado y ha
superado la mayoŕıa de las pruebas experimetales a las que ha sido sometida. Una última
prueba es la demostración directa de la existencia de las llamadas ondas gravitacionales,
tema que es la principal motivación de este trabajo de tesis.

Es por eso que en este trabajo de tesis, haremos una revisión de la Teoŕıa Linealizada
de la Relatividad General, la Teoŕıa del Trompo Relativista (Teoŕıa de Hanson-Regge),
generalización de la Ecuación de Desviación de Geodésicas y la aplicación de ésta a la
detección de ondas gravitacionales.

Con el descubrimiento del pulsar binario de Hulse y Taylor [10] en 1974, se hizo evidente,
indirectamente, la existencia de las ondas gravitacionales. Con los datos que se han tomado
de las observaciones en radio que llegan de ese sistema a la Tierra, el peŕıodo de rotación
cambia con el tiempo; lo que produce una presesión del periastro [1, 10] dado que el sistema
pierde enerǵıa en forma de radiación gravitacional.

Una propuesta alternativa para la detección de ondas gravitacionales surge con el estudio
de objetos con esṕın , es decir, aquellos objetos con momentum angular intŕınseco [6, 8];
que pueden ser perturbados por la radiación gravitacional lo cual se verá reflejado en las
señales que nos llegarán a la Tierra, tal como en el caso de los pulsares.

Para llevar a cabo nuestro análisis, revisaremos en el Caṕıtulo 2 la Teoŕıa Linealizada de
la Relatividad General, que consiste en linealizar las ecuaciones de Einstein al permitir
perturbaciones del espacio-tiempo en el tensor métrico gµν = ηµν + hµν donde ηµν es
la métrica de espacio-tiempo plano de Minkowski y hµν es una perturbación, la cual se
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considera muy pequeña en magnitud comparada con la métrica de Minkoswki, i .e.|hµν | <<
1. Estas ecuaciones de campo tienen como solución en el mejor y más simplificado de los
casos las ondas planas monocromáticas con dos modos de polarización.

Luego tornaremos nuestro análisis al estudio del Trompo Relativista como un sistema
aislado y su interacción con campos gravitacionales. Dicha revisión se llevará a cabo en el
Caṕıtulo 3. cabe mencionar que en esta revisión se considera al objeto rotante como un
ente aislado en interacción con un campo de fondo.

Posteriormente, revisaremos una novedosa propuesta que incluye la posibilidad de estudiar
la Ecuación de Desviación de Geodésicas para un par de objetos rotantes en un fondo gravi-
tacional. Esta propuesta permite entonces ver al sistema binario como un posible detector
de ondas gravitacionales a partir del acoplamiento entre el esṕın y la onda gravitacional.
El formalismo usado para la obtención de la Ecuación de Desviación de Geodésicas es tan
general que incluye la posibilidad de ver al sistema binario en interacción con radiación
gravitacional sin importar su origen. Este análisis se llevará a cabo en el Caṕıtulo 4.

El Caṕıtulo 5 está dedicado a la aplicación de la Ecuación de Desviación de Geodésicas
para Trompos Relativistas al caso de un sistema binario general. En particular se dan
datos, estimaciones númericas para el sistema binario de Hulse y Taylor [10]. También
podemos tener como otro caso particular, la solución de esta Ecuación de Geodésicas para
el Trompo Relativista siendo la Tierra el objeto rotante de prueba. Después de analizar las
perturbaciones que intervienen al paso de una onda gravitacional, originadas en un sistema
binario (por ejemplo), resulta que las perturbaciones sobre la Tierra son extremadamente
pequeñas para poder ser detectadas. De este modo, es posible afirmar que sólo cerca de
los objetos radiantes es posible medir o estimar mediante perturbaciones la fuerza y los
efectos de la radiación gravitacional.

Finalmente, en la sección de Conclusiones daremos un resumen general de la obra.
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Caṕıtulo 2

Ondas Gravitacionales

INTRODUCCIÓN

En este Caṕıtulo revisaremos las llamadas ondas gravitacionales, sus propiedades f́ısicas y
matemáticas. Las ondas gravitacionales fueron predichas por Einstein en 1916 y aún no
han sido detectadas directamente, sólo se han observado sus efectos indirectamente en el
pulsar binario PSRB 1913+16 de Hulse y Taylor [10].

Es por ésto interesante comprender la naturaleza y origen astrof́ısico de tales ondas aśı co-
mo la posibilidad de detectarlas de manera alterna. A lo largo de este trabajo de tesis,
suponemos que existe previo conocimiento de parte del lector de Relatividad General.
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2.1. Teoŕıa Linealizada de la Gravedad

Las ecuaciones de campo de Einstein para el tensor Gµν se escriben como:

Rµν − 1

2
gµνR = 8πTµν , (2.1)

son un conjunto de ecuaciones muy compacto en el cual se ha hecho uso del lenjuage geo-
métrico y que a simple vista dista de ser un conjunto de ecuaciones diferenciales para el
tensor métrico gµν .

Como es usual en la f́ısica, es conveniente hacer simplificar de alguna forma este conjunto
de ecuaciones. Tal es el caso de un campo gravitacional débil que se desv́ıa ligeramente de
un campo gravitacional con fondo plano (espacio de Minkowski) de la forma:

gµν = ηµν + hµν , |hµν | ¿ 1, (2.2)

en una situación de campo débil, el campo se puede expandir en potencias de hµν , usan-
do un marco de coordenadas donde la Ec.(2.2) sigue siendo válida, y sin mucha pérdida
de exactitud, nos podemos quedar con los términos lineales. El formalismo resultante es
frecuentemente llamado ”La Teoŕıa Linealizada de la Gravedad”.

En, realidad, lo anterior es equivalente a decir que la Relatividad General Linealizada se
obtiene linealizando el espacio-tiempo. Cabe destacar que se puede regresar de la teoŕıa
lineal a la Relatividad General imponiendo consistencia entre las ecuaciones de campo li-
nealizados y las ecuaciones de movimiento.

Ahora nuestra atención se enfoca en obtener la teoŕıa linealizada a partir de la Relatividad
General, adaptando la Ec.(2.2) para las componentes de la métrica. De esta manera los
coeficientes de conexión covariante están dados por:

Γµβγ =
1

2
(gµβ,γ +gµγ,β −gβγ,µ ) , (2.3)

de manera que si subimos un ı́ndice, obtenemos la siguiente multiplicación :

Γα
βγ = gαµΓµβγ , (2.4)

esta expresión se conoce como el śımbolo de Christoffel de segunda especie. Cuando expre-
samos gµν en términos de la métrica de perturbación hµν , nos expresa que las Γ´ s están
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dados por:

Γµ
αβ =

1

2
ηµν(hαν ,β +hβν ,α−hαβ,ν ) =

1

2
(h µ

α ,β +h µ
β ,α−h ,µ

αβ ) . (2.5)

De donde la última expresión nos brinda una convención para tales śımbolos. De aqúı se
aprende una regla para las expresiones que dependen de la métrica: la gimnasia de subir y
bajar ı́ndices se lleva a cabo con ηµν , y no con gµν . El tensor de Riemann que en términos
de Γ´ s está expresado en la forma:

Rβ
µαν = Γβ

µν ,α−Γβ
µα,ν +Γβ

σαΓσ
µν − Γβ

σνΓ
σ
µα , (2.6)

adopta, después de realizar la linealización en hµν , la forma:

Rβ
µαν = Γβ

µν,α − Γβ
µα,ν =

1

2
(h β

ν ,µα + h β
µα, ν − h β

µν, α − h β
α ,µν) . (2.7)

De manera similar, tenemos que el tensor de Ricci está dado por:

Rµν = Rα
µαν = Γα

µν,α − Γα
µα,ν + Γα

σαΓσ
µν − Γα

σνΓ
σ
µα , (2.8)

y expresando a orden lineal en potencias de hµν la Ec.(2.8) obtenemos:

Rµν = Γα
µν,α − Γα

µα,ν =
1

2
(h α

µ ,να + h α
ν ,µα − h α

µν,α − h,µν) , (2.9)

donde hemos definido

h ≡ hα
α = ηαβhαβ . (2.10)
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Después de esta reducción formamos el escalar de curvatura R ≡ gµνRµν = ηµνRµν a
orden lineal, y de las ecuaciones de Einstein 2Gµν = 16πTµν se obtiene:

h α
µα,ν + h α

να,µ − h α
µν,α − h,µν − ηµν(h

,αβ
αβ − h β

,β ) = 16πTµν . (2.11)

El número de términos ha aumentando de Rµν Ec.(2.9) a Gµν = Rµν − 1
2
gµνR Ec.(2.11),

sin embargo, se puede introducir los ”potenciales gravitacionales”hµν como

hµν ≡ hµν − 1

2
ηµνh . (2.12)

Donde la barra indica una operación correspondiente a la anterior sobre cualquier tensor
simétrico.

De manera que Gµν = Rµν es a primer orden en hµν , como consecuencia hµν = hµν y
entonces hµν = hµν − 1

2
ηµνh. Con esta notación las ecuaciones de campo linealizado llegan

a ser:

−h
α

µν,α − ηµνh
αβ

αβ, + h
α

µα, ν + h
α

να, µ = 16πTµν . (2.13)

El primer término de estas ecuaciones linealizadas es el d’Alembertiano usual de espacio
plano, mientras que los demás términos sirven para mantener invariante la norma.
Donde el d’Alembertiano está definido como 2 ≡ − ηαβ ∂α ∂β.

2.1.1. Transformaciones de Norma y Transformación de Coorde-
nadas en la Teoŕıa Linealizada

Para tener completez con la formulación de la Teoŕıa Linealizada de la Gravedad
introducimos estos importantes conceptos y nociones.
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Las Ecuaciones Básicas de la Teoŕıa Linealizada

Estas ecuaciones son escritas en cualquier sistema de coordenadas casi globalmente de
Lorentz y son las ecuaciones:

gµν = ηµν + hµν , |hµν | ¿ 1 ,

−h
α

µν,α − ηµνh
,αβ

αβ + h
,α

µα ν + h
,α

να µ = 16πTµν .

Hay dos tipos diferentes de transformación de coordenadas que conectan sistemas unos con
otros que son casi globalmente de Lorentz , estos son: transformaciones globales de Lorentz
y transformaciones infinitesimales de coordenadas.

1.- Transformaciones Globales de Lorentz:

xµ = Λµ
α′x

α′ , Λµ
α′Λ

ν
β′ηµν = ηα′β′ . (2.14)

estas transforman los coeficientes de la métrica v́ıa:

ηα′β′ + hα′β′ = gα′β′ =
∂xµ

∂xα′
∂xν

∂xβ′ gµν = Λµ
α′Λ

ν
β′(ηµν + hµν) = ηα′β′ + Λµ

α′Λ
ν
β′hµν .

Aśı , hµν de igual manera que hµν se transforman como las componentes de un tensor en
el espacio-tiempo plano dado por:

hα′β′ = Λµ
α′Λ

ν
β′hµν . (2.15)
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2.- Transformaciones infinitesimales de coordenadas (creación de rizos ondulatorios en los
sistemas coordenados):

xµ′(℘) = xµ(℘) + ξµ(℘) . (2.16)

Donde ξµ(℘) son cuatro funciones arbitrarias suficientemente pequeñas para dejar
|hµ′ν′| ¿ 1.
La transformación infinitesimal de esta clase hace pequeños cambios en las formas fun-
cionales de escalares, vectores y campos tensoriales. Estos pequeños cambios se pueden
ignorar en la mayoŕıa de las cantidades excepto en la métrica, donde a causa de una
pequeña desviación de ηµν se indica que contiene toda la información de la gravedad. La
ley de transformación tensorial para la métrica es:

gρ′σ′ [x
α′(℘)] = gµν [x

α(℘)]
∂xµ

∂xρ′
∂xν

∂xσ′ ,

dada la ley de transformación Ec.(2.16) y la siguiente expresión:

gµν [x
α(℘)] = ηµν + hµν [x

α(℘)] .

De aqúı, que las funciones de transformación de la métrica en el nuevo sistema (xµ′) y viejo
sistema (xµ) de coordenadas están relacionados por:

hnuevo
µν = hviejo

µν − ξµ,ν − ξν,µ , (2.17)

considerando que la forma funcional de todos los demás escalares, vectores, y tensores son
inalterados; ésto es dentro de la prescición de la Teoŕıa Linealizada.

Para la transformación de norma dada por la Ec.(2.16) como hemos visto, se obtiene la
Ec.(2.17), de manera que se puede imponer la condición de norma

h
µα

,α = 0 , (2.18)
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sólo si

ξµ,α
α = 0 . (2.19)

Estas condiciones de norma son los tensores análogos de la norma de Lorentz Aα
,α = 0 de

la teoŕıa electromagnética. Aśı que las ecuaciones de campo de la Ec.(2.13) se reducen a

−h
α

µν,α = 16πTµν . (2.20)

La condición de norma Ec.(2.18), las ecuaciones de campo Ec.(2.20), y la definición de la
métrica

gµν = ηµν + hµν = ηµν + hµν − 1

2
ηµνh , (2.21)

son las ecuaciones fundamentales de la Teoŕıa Linealizada de la Relatividad General es-
critas en la norma de Lorentz.

Transformación de Norma e Invariancia de Norma

En teoŕıa linealizada se considera usualmente la Ec.(2.17) como transformación de norma
local, análogamente para

Anuevo
µ = Aviejo

µ + ψ,µ , (2.22)

de la teoŕıa electromagnética. El hecho de que la transformación de norma gravitacional no
afecte la forma funcional de escalares, vectores, o tensores se llama ”Invariancia de norma”.
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Dado que si nos apoyamos en un cálculo confiable se muestra la invariancia de norma del
campo electromagnético,

F nuevo
µν = Anuevo

ν,µ − Anuevo
µ,ν = Aviejo

ν,µ + ψ,νµ − Aviejo
µ,ν − ψ,µν = F viejo

µν . (2.23)

De igual manera si nos apoyamos en un cálculo similar, nos muestra la invariancia de nor-
ma del tensor de Riemman

Rnuevo
µναβ = Rviejo

µναβ . (2.24)

Tal invariancia de norma fue ya garantizada del hecho de que Rµναβ son las componentes de
un tensor, y son escencialmente los mismos si se cálcula en un marco ortonormal gµ̂ν̂ = ηµν ,
en las viejas coordenadas donde gµν = ηµν + hviejas

µν o en las nuevas coordenadas donde
gµν = ηµν + hnuevas

µν .

La condición de norma y la ecuaciones de campo dada por las Ecs. (2.18) y (2.20) de la
teoŕıa linealizada son parecidas a las ecuaciones de la teoŕıa electromagnética en la norma
de Lorentz y el espacio-tiempo plano

Aα
,α = 0 , (2.25)

−Aµ α
,α = 4πµ . (2.26)

Se diferencian tan sólo por un ı́ndice extra, como podemos ver hµν con Aµ, T µν con µ,
consecuentemente se puede inferir mucho desde el punto de vista de la análogia de la teoŕıa
electromagnética con la Teoŕıa Linealizada de la Relatividad General. Las ecuaciones de
campo Ec.(2.20) deben tener soluciones de onda gravitacional. Aśı el análogo de las ondas
planas electromagnéticas:

Ax = Ax(t− z), Ay = Ay(t− z), Az = 0, A0 = 0 ,
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serán las ondas planas gravitacionales, dadas por

h
xx

= h
xx

(t− z), h
xy

= h
xy

(t− z), h
yy

= h
yy

(t− z), h
µ0

= h
µz

= 0 , (2.27)

para toda µ, para el caso de ondas monocromáticas viajeras en el eje z.

2.2. Ondas Planas

Las soluciones más simples de las ecuaciones linealizadas h
α

µν,α = h
α

µ ,α = 0 que se inter-
pretan como la solución de una onda monocromática son:

hµν = <[Aµνe
ikαxα

] , (2.28)

la expresión <[Aµν exp ikαxα] no es más que la parte real de la expresión anterior o tomar la
parte real; donde Aµν es la amplitud y kµ es el vector de onda, son constantes que satisfacen:

kαkα = 0, (~k es un vector nulo) , (2.29)

Aµαkα = 0, ( ~A ortogonal a~k) , (2.30)

estas expresiones se derivan de las condiciones h
α

µν,α = 0 y h
α

µ ,α = 0, respectivamente.
Claramente está solución describe una onda con frecuencia:

w ≡ k0 = (k2
x + k2

y + k2
z)

1
2 , (2.31)
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la cual se propaga con la velocidad de la luz y dirección del vector de onda:

~k = (
1

w
)(kx, ky, kz) . (2.32)

La amplitud Aµν pareciera tener seis componontes (10 componentes menos 4 constricciones
de ortogonalidad Aµαkα = 0) . Pero este tensor se debe de reducir a los 2 grados de libertad
del campo gravitacional y no a seis.

2.2.1. La Norma Transversa y de Traza Nula

Si seleccionamos un 4 vector velocidad ~u no como algún evento si no considerando la misma
~u a través de todo el espacio-tiempo (desde el punto de vista de la relatividad especial).

Debido a una transformación de norma se impone la condición

Aµνu
ν = 0 , (2.33)

Éstas son solamente tres constricciones sobre Aµν y no cuatro debido a que una de ellas
satisface la Ec.(2.30), kµ(Aµνu

ν) = 0, como una cuarta constricción se usa una transfor-
mación de norma dada para obtener:

Aµ
µ = 0 . (2.34)

Aśı, obtenemos 8 constricciones en total, Aµαuα = Aµαkα = Aα
α = 0, sobre las compo-

nentes de la amplitud; y el sistema de coordenadas (norma) es ahora fijo. De esta manera
las 2 principales componentes libres de Aµν representan los dos grados de libertad (2 po-
larizaciones) en la onda plana gravitacional.
Es de ayuda reiterar que las 8 constricciones Aµαuα = Aµαkα = Aα

α = 0 en un marco de
Lorentz donde u0 = 1, uj = 0 tal que en una forma donde kα no aparece expĺıcitamente:
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hµ0 = 0, i.e. las componentes espaciales de hik no son cero, (2.35)

hkj,j = 0. i.e. las componentes espaciales son de divergencia nula, (2.36)

hkk = 0, i.e. las componentes espaciales tienen traza-nula. (2.37)

Aqúı se ve que estas condiciones de norma son lineales en hµν . Cualquier tensor simétri-
co satisfaciendo las Ecs. (2.35), (2.36) y (2.37) se dice que es un tensor transverso y de
traza-nula. Transverso dado que es puramente espacial (h0µ) y, si se piensa como una onda,
es transverso a su propia dirección de propagación (hij,j = hijkj); y de traza nula porque
hkk = 0.

La norma especial en la cual hµν se reduce a sus partes transversa de traza-nula es llamada
la TT o simplemente norma transversa de traza-nula, las condiciones (2.35), (2.36) y (2.37)
definen esta norma que pueden ser resumidas como hµν = hTT

µν .

2.2.2. Polarización de Ondas Planas

La desviación de Geodésicas en la dirección transversa mejora la definición para estu-
diar y caracterizar la polarización de ondas planas. Considérese un plano, en el cual se
tiene ondas gravitacionales propagándose en la dirección z, dado que las constricciones
hTT

0µ = 0, hTT
ij,j ≡ ikjh

TT
ij = 0 y hTT

kk = 0, nos muestra que solamente las componentes no
nulas de hTT

µν son:

hTT
xx = −hTT

yy = <[A+e−iw(t−z)], (2.38)

hTT
xy = hTT

yx = <[A×e−iw(t−z)]. (2.39)
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Las amplitudes A+ y A× representan 2 modos independientes de polarización. Como en
las ondas planas electromagnéticas, aśı que para ondas planas gravitacionales, se puede
resolver una onda, en términos de 2 componentes linealmente polarizadas, o alternativa-
mente en términos de 2 componentes circularmente polarizadas.

Para ondas linealmente polarizadas, los vectores de polarización unitarios de la teoŕıa elec-
tromagnética son ex y ey. Una carga de prueba que es golpeada por una onda plana con
vector de polarización ex oscila en la dirección x relativa a un marco inercial; y similarmente
para ey. Por analoǵıa, los tensores de polarización lineales unitarios para ondas gravita-
cionales son:

e+ = ex ⊗ ex − ey ⊗ ey (2.40)

e× = ex ⊗ ey + ey ⊗ ex. (2.41)

La onda plana (2.38) y (2.39), cuando A× = 0 tiene polarización e+, puede ser escrito como

hjk = <[A+e−iw(t−z)e+jk]. (2.42)

El efecto de alterar la separación geodésica entre dos part́ıculas de prueba depende de la
dirección de su separación.

Para ver los efectos en todas las direcciones en seguida, considere un anillo circular de
part́ıculas de prueba en el plano transverso (x,y) rodeando una part́ıcula central, cuando
la onda plana dada por la onda plana anterior (con la polarización e+) pasa, deforma lo
que fue un anillo dando como resultado en el propio marco de referencia de la part́ıcula
central, estar dentro de una elipse con ejes en las direcciones x y y que pulsa hacia dentro
y hacia afuera.

Una onda de polarización ex deforma el anillo en un angulo de 45 grados de los ejes x y y.

Para ondas circularmente polarizadas, el vector de polarización unitario de la teoŕıa elec-
tromagnética son:

eR =
1√
2
(ex + iey), (2.43)
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eL =
1√
2
(ex − iey). (2.44)

Similarmente, los tensores de polarización circular de la teoŕıa gravitacional son:

eR =
1√
2
(e+ + iex), (2.45)

eL =
1√
2
(e+ − iex). (2.46)

Una part́ıcula de prueba que es golpeada por una onda electromagnética de polarización eR

se mueve alrededor de un ćırculo en la dirección contraria de las manecillas del reloj; para
eL que se mueve en ćırculos en la dirección de las manecillas del reloj. Similarmente para
una onda gravitacional de polarización eR rota la deformación del anillo de una part́ıcula
de prueba en la dirección contraria a las manecillas del reloj.
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Caṕıtulo 3

El Trompo Relativista

INTRODUCCIÓN

En este Caṕıtulo revisaremos la teoŕıa de Hansson-Regge, sobre la formulación del trompo
relativista, como un sistema aislado para posteriormente estudiar el caso en el que in-
teractúa con un campo gravitacional obteniendose las ecuaciones de movimiento que se
utilizarán en el próximo Caṕıtulo.
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3.1. Constricciones

La descripción del trompo relativista se describe principalmente por cantidades tensoriales
de invarianza relativista 4-dimensional (dada sus velocidades, lineal, angular; momentum
lineal, y esṕın). Sin embargo, dichos tensores tienen mas grados de libertad que el sistema
involucrado y por consiguiente las constricciones deben ser impuestas sobre éstos tensores
para que puedan ser identificables con las apropiadas variables f́ısicas del trompo relativista.

Las constricciones sobre los tensores de momentum y velocidad, son muy similares a las
constricciones sobre las que se han usado para part́ıculas sin esṕın.

Las ecuaciones de constricción para el esṕın y velocidad angular han presentado dificul-
tades, por lo que se hace más interesante tratarlos nuevamente en esta teoŕıa del trompo.

Consideremos un tensor antisimétrico Sµν . Donde Sµν tiene seis componentes independien-
tes, pero con sólo tres de ellos se puede describir la rotación del trompo. Para librarse de
los grados de libertad extra del esṕın, hay dos tipos diferentes de constricción que se han
propuesto, los cuales son:

SµνUν = 0 , (3.1)

y

SµνPν = 0 , (3.2)

dichas constricciones expuestas serán referidas como la constricción de Pirani [18] y Tul-
czyjew [21] respectivamente. Donde Uν es la velocidad lineal y Pν es el momentum lineal,
Ecs. (3.1) y (3.2) respectivamente.

Historicamente hablando la Ec. (3.1) referida a Pirani, fue introducida por Frenkel (llama-
da la condición de Frenkel) para el mismo f́ın, 33 años más tarde el modelo mencionado es
desarrollado por Barut [26] en el que describe los grados de libertad internos del sistema;
donde la Ec. (3.1) se sigue cumpliendo, sin embargo en este modelo del trompo relativista
[20] se considera la Ec. (3.2) en que los ĺımites no relativistas se tiene solamente 3 grados
de libertad del esṕın, la diferencia escencial entre las Ecs. (3.1) y (3.2) radica en la forma
en que se puede mover libremente la part́ıcula.

Este hecho significa que la constricción de Pirani no es demasiada restrictiva, por lo que
permite soluciones con más de seis grados de libertad; lo cual no nos permitiŕıa asociar
cantidades f́ısicas del sistema a los grados de libertad extras que describe un trompo, ya
que para el movimiento de un trompo se necesitaŕıan tan sólo seis grados de libertad (tres
para traslación y tres para rotación).
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Por consiguiente, evitaremos usar la constricción de Pirani Ec. (3.1).

Ahora si nos quedamos con la Ec. (3.2) de Tulzcyjew, se mostrará que esta constricción
es apropiada a adoptar porque implicaŕıa que un trompo libre no se mueve en el marco
en reposo del momentum. La norma asociada (y relaciones invariantes) para la velocidad
angular serán vistas en la siguiente sección.

3.2. Formalismo Lagrangiano para un Trompo Libre

Describiremos un trompo libre con las variables xµ(τ), eµ
(α) (τ), donde xµ son las cuatro

coordenadas de la posición del trompo en el espacio-tiempo de Minkowski. Ahora, eµ
(α)

representan cuatro vectores atados al trompo para describir su rotación y τ es un parámetro
cualquiera en la ĺınea del mundo del trompo (el ı́ndice α lleva por nombre la de un vector
y tiene por caracteŕıstica que no es tensorial, luego µ es un ı́ndice tensorial, ejemplo: e2

(α)

significa la componente 2 de la tétrada del vector time-like).

Los 4 vectores e(α) constituyen un marco completamente ortonormal

ηµνe
µ
(α)e

ν
(β) = η(αβ), (3.3)

η(αβ)eµ
(α)e

ν
(β) = ηµν . (3.4)

Donde ηµν es la métrica del espacio-tiempo de Minkowski que se representa por: η(αβ) =
η(αβ) = diag(1,−1,−1,−1) además de ser una matriz invariante.

Por consiguiente, sólo seis de las 16 componentes de la tétrada de vectores son independien-
tes, y estas se pueden identificar por ϕN con N = 1, .., 6.

Por otro lado se define ahora las velocidades lineal y angular; Uµ , ωµν por:

Uµ = ẋµ, (3.5)
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ωµν = η(αβ)eµ
(α)ė

ν
(β) = −ωνµ, (3.6)

donde el punto significa diferenciación con respecto a τ . La antisimetŕıa de ωµν se sigue de
la misma relación (3.4) lo cual implica que la velocidad angular tiene sólo seis componentes
independientes. Para propósitos variacionales, es de ayuda definir el tensor antisimétrico
δθµν y δeµ

(α) por:

δθµν = η(αβ)eµ
(α)δe

ν
(β) = −δθνµ, (3.7)

y

δeµ
(α) = δθµνeν(β) , (3.8)

utilizando las dos relaciones (3.7) y (3.8) en la variación del tensor de la velocidad angular
Ec. (3.6), se obtiene:

δωµν = δθµν + ωµλδθ ν
λ − δθµλω ν

λ , (3.9)

estas ecuaciones son importantes porque cuando se hace una variación al lagrangiano; se
utilizan y como consecuencia, se obtienen las ecuaciones de movimiento.

Ahora se definen los cuatro invariantes





a1 = UµU
µ = u2

a2 = ωµνωµν ≡ ω · ω
a3 = Uµω

µνωνλU
λ ≡ UωωU

a4 = detω = 1
2
(ωµνω∗µν)

2 ≡ 1
16

(ω · ω∗)2

(3.10)

donde
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ω∗µν = (
1

2
)εµνλρωλρ,

con ε0123 = +1.

El lagrangiano propuesto para el trompo esférico relativista, libre, es de la forma

L0 =
√

a1L(
a2

a1

,
a3

a2
1

,
a4

a2
1

). (3.11)

Donde se observa que el lagrangiano tiene potencia 1 en sus argumentos y depende sola-
mente de las velocidades lineal y angular; por tanto aseguran invariancia de reparametrización
bajo el cambio del parámetro τ́ = τ́(τ).

El momentum lineal P µ y esṕın Sµν se definen por





P µ = − ∂L0

∂Uµ
= −2UµL1 − 2ωµνωνλU

λL3

Sµν = − ∂L0

∂ωµν
= −4ωµνL2 − 2(UµωνλUλ − UνωµλUλ)L3 − 1

2
ω∗µν(ω · ω∗)L4

(3.12)

donde hemos hecho la abreviación

Li(a1, a2, a3, a4) = (
∂

∂ai

)L0(a1, a2, a3, a4). (3.13)

Las ecuaciones de movimiento para variaciones arbitrarias δxµ, δθµν se obtienen con la ayu-
da de las ecuaciones (3.9) y (3.12)

Ṗ µ = 0, (3.14)
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Ṡµν = Sµλω ν
λ − ωµλS ν

λ

= P µUν − UµP ν . (3.15)

De estas ecuaciones, y la constricción de Tulczyjew Ec. (3.2), se obtiene

0 = (SµνPν )̇ = ṠµνPν + SµνṖν = ṠµνPν = (P µU ν − P νUµ)Pν , (3.16)

de aqúı, U es paralelo a P y U i = 0 en el marco donde P i = 0. De este modo; el trompo esta
en reposo en el marco de reposo del momento cuando se escoge la constricción de Tulczyjew.

Vemos que entre P µ y Sµν hay 10 componentes independientes, pero sabemos que solamente
se necesitan 6 componentes que concuerden con las componentes f́ısicas; 3 componentes
para rotaciones y tres para traslaciones, lo que ésto nos indica es la prescencia de una
constricción más, para librarnos de las otras componentes no f́ısicas del sistema, dado, que
si el trompo está en reposo consideraremos las siguientes ecuaciones para restringir este
movimiento

P a = 0, (a = 1, 2, 3), (3.17)

y

Sµ0 = 0, (3.18)

en la Ec. (3.17), el momentum lineal del objeto rotante es cero, excepto la componente en
el tiempo, y en la Ec. (3.18) el esṕın del momentum angular tendrá solamente tres grados
de libertad, dado el resultado anterior, solamente se eliminan 3 de los 7 grados de libertad
de las ecuaciones, P 0 y Sij para el trompo, lo que nos hace considerar una condición más,
para eliminar el grado de libertad restante.

Dado que P 0 = E en la definición del 4-vector de enerǵıa-momentum y dada la expresión

de la enerǵıa como E =
~P 2

2m
se puede imponer una constricción de manera que involucre la
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componente temporal del momentum lineal, similar a P 0, pero más general, como indica
la siguiente ecuación

(P 0)2 − f(
1

2
SijSij) = 0, (3.19)

en la cual, de ésta última constricción se ve que f depende del sistema mismo. De esta
manera tenemos las dos siguientes constricciones Ecs. (3.18) y (3.19) en forma covariante
para el trompo en reposo,

SµνPν = 0,

(3.20)

P µPµ − f(
1

2
SijSij) = 0.

Esta teoŕıa tiene dos principales clases de constricciones, como acabamos de ver (ecuación
anterior), la segunda ecuación de la Ec. (3.20) es atribúıda a Regge [20]:

PµP
µ = f(

1

2
SµνSµν),

y la otra es:

detS = (
1

16
)(SµνS∗µν)

2 = 0. (3.21)

En la Ec. (3.20) referida a Regge, como ya vimos se fija la norma en el tiempo y en la
segunda constricción Ec. (3.21) se usa para obtener

eµ
(0) =

P µ

M
, (3.22)
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donde

PµP
µ = −M2, (3.23)

(M es la masa del trompo en reposo).

La segunda ecuación de la Ec. (3.20) es la ecuación de trayectoria y contiene una función
de una sola variable.

Dado que pudieran estar relacionados los objetos celestes con sus propiedades tales como
la masa y el momentum angular, tal como lo pensó Regge en su función más simple de
trayectoria para un trompo relativista esférico, como lo indica la siguiente expresión

H ≡ P µPµ +
1

2r2
SµνSµν + m2

0 = 0, (3.24)

donde r y m0 son dos constantes que determinan las propiedades del sistema, de aqúı que
bien se pudiera tomar la función de la Ec. (3.20) como:

f(
1

2
SµνSµν) = − 1

2r2
SµνSµν −m2

0. (3.25)

3.3. Interacción Gravitacional de un Trompo

A partir de la sección 3.2 veremos de manera similar la interacción para un trompo rela-
tivista en un campo gravitacional, y de acuerdo al principio general de covariancia.

Para estudiar las interacciones gravitacionales de un trompo primero se obtendrá las ecua-
ciones de movimiento del esṕın usando relatividad general. Tenemos que las ecuaciones del
trompo libre se ven modificadas por la introducción de la métrica gµν de espacio-tiempo
Remanniano y de acuerdo al principio de equivalencia estas serán validas en un marco
inercial local.
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Donde la métrica va como:

η(αβ)eµ
(α)e

ν
(β) = gµν(xγ), (3.26)

las velocidades son:

Uµ =
dxµ

dτ
, (3.27)

y

ωµν = η(αβ)eµ
(α)

Deν
(β)

Dτ
= −ωνµ. (3.28)

Donde ( D
Dτ

) significa derivada covariante en el tiempo dada la expresión siguiente:

DAµ

Dτ
=

dAµ

dτ
+ Γµ

αβAαUβ. (3.29)

Donde Aµ es cualquier vector y Γµ
αβ es el śımbolo de Christoffel.

Con analoǵıa a la ecuación (3.7) tenemos:

δθµν = η(αβ)eµ
(α)Deν

(β) = −δθνµ. (3.30)

Donde D significa variación covariante a lo largo de la ĺınea del mundo del trompo, definida
como

DAµ = δAµ + Γµ
αβ Aα δxβ, (3.31)
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para cualquier vector Aµ.

Aqúı también, δθµν y la velocidad angular ωµν son tensores antisimétricos v́ıa la Ec. (3.26).
Las 4 invariantes que vimos en la sección anterior ahora se escriben de la siguiente forma:

a1 = gµνU
µU ν

a2 = gµνgαβωµαωνβ

a3 = gµνgαβgρλU
µωναωβρUλ, (3.32)

a4 = gµνgρτgαβgλδω
δµωνρωταωβλ.

Ahora, estas nuevas cantidades invariantes se sustituirán por las otorgadas en la Ec. (3.10)
en el lagrangiano L0, tanto P µ como Sµν se definen de igual manera que en la sección
anterior.

En cuanto al equivalente de la ecuación (3.9), si usamos las ecuaciones (3.28), (3.30) y apli-
cando D

Dτ
, D a los tensores δθµν y ωµν respectivamente se llegan a las siguientes igualdades

D

Dτ
δθµν = η(αβ)

Deµ
(α)

Dτ
Deν

(β) + η(αβ)eµ
(α)

D

Dτ
Deν

(β), (3.33)

y

Dωµν = η(αβ)Deµ
(α)

Deν
(β)

Dτ
+ η(αβ)eµ

(α)D
Deν

(β)

Dτ
, (3.34)

aśı restando (3.33) a (3.34) obtenemos

Dωµν =
D

Dτ
δθµν + η(αβ)Deµ

(α)

Deν
(β)

Dτ
− η(αβ)

Deµ
(α)

Dτ
Deν

(β) (3.35)

+η(αβ)eµ
(α)[D

Deν
(β)

Dτ
− D

Dτ
Deν

(β)],
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el último término de la ecuación anterior no se anula, porque no conmuta más bien la
identificamos según la definición (véase Análisis Tensorial de I. Sokolnikoff) del tensor de
Riemann,

Rν
ραβ ≡ [D

Deν
(β)

Dτ
− D

Dτ
Deν

(β)],

ésta última igualdad nos lleva a

Dωµν =
D(δθµν)

Dτ
+ ωµλδθ ν

λ − δθµ
λω

λν + gµρRν
ραβδxαUβ (3.36)

Tenemos también que (3.33) y (3.34) deben satisfacer

D

Dτ
δθµν =

d

dτ
(δθµν) + Γµ

αβ δθαν Uβ + Γν
αβ δθαµ Uβ, (3.37)

y

Dωµν = δωµν + Γµ
αβ ωαν δxβ + Γν

αβ ωαµ δxβ, (3.38)

que son importantes para las ecuaciones de movimiento.

La ecuación (3.36) tiene un papel importante en cuanto a la variación del lagrangiano, para
conseguir las ecuaciones de movimiento de manera que el método es el mismo, esto es, por
el principio de Hamilton, hacer variaciones a nuestra acción S =

∫
L0dτ para obtener:

DP µ

Dτ
= −1

2
Rµ

ναβ U ν Sαβ, (3.39)

DSµν

Dτ
= Sµλω ν

λ − ωµλS ν
λ , (3.40)
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o

DSµν

Dτ
= P µUν − UµP ν , (3.41)

donde P µ y Sµν estan definidas por (3.12).

De la Ec. (3.9), se ve inmediatamente que el esṕın S2 = 1
2
SµνSµν se conserva antes que se

inponga cualquier constricción sobre el tensor de esṕın.

Adoptaremos aqúı las mismas constricciones, como las que se usaron en la sección anterior
para el espacio-tiempo plano, esto es, téndremos





SµνPν = 0
eµ

(0) = P µ

M

P µPµ − f(1
2
SαβSαβ) = 0

x0 − τ = 0

(3.42)

que serán las constricciones sobre (3.39) y (3.41).

Se puede mostrar que P µPµ = −M2 y S2 = 1
2
SµνSµν son constantes de movimiento.

La enerǵıa del trompo y el momentum angular se conservan y pueden ser interpretadas
como la suma de la enerǵıa de una part́ıcula puntual más una interacción dipolar debido
al esṕın y al momento angular total, esto es la suma del momento angular más el esṕın.

Se puede mostrar que una formulación equivalente para obtener las ecuaciones de movimien-
to, es proponer el lagrangiano

L = −UµPµ − 1

2
Sµνωµν +

λ

2
(P µPµ +

1

2r2
SµνSµν + m2) + λλµS

µνPµ, (3.43)

donde λ, λµ son multiplicadores de Lagrange, dado este lagrangiago podemos hacer varia-
ciones tanto a los multiplicadores como a las otras cantidades, éstas son:

δP µ → −Uµ + λP µ + λλµS
µν = 0,

δSµν → −ωµν +
λ

2r2
Sµν + λ(λµP µ − λνP

µ) = 0, (3.44)
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δλ → P µPµ +
1

2r2
SµνSµν + m2 = 0,

δλµ → SµνPµ = 0,

si multiplicamos la ecuación

−ωµν +
λ

2r2
Sµν + λ(λµP µ − λνP

µ) = 0,

por Sµν y usamos la constricción SµνPν = 0, obtenemos:

−ωµνSµν +
λ

r2
SµνSµν = 0. (3.45)

Ahora, si multiplicamos la primera expresión Ec. (3.45) por Pµ tenemos λ = UµPµ

P αPα
y como

se puede tomar el parámetro como el tiempo propio, entonces UµUµ = −1 y λ = − 1
m

, de
aqúı nos resulta que:

−Sµνωµν =
1

mr2
SµνSµν , (3.46)

=
2

mr2
S2,

donde S2 = 1
2
SµνSµν . Si remplazamos ωµν = − 1

2mr2 Sµν en la ecuación anterior vemos que
hay una identidad, entonces podemos suponer que:

W 2 ≡ 1

2
ωµνωµν =

1

m2r4
(
1

2
SµνSµν), (3.47)

=
1

m2r4
S2.
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Tal cantidad se llama frecuencia del sistema.

Se puede mostrar que si la geometŕıa tiene un vector de killing ξµ, entonces hay una can-
tidad conservada Cξ asociado al mismo definido por

Cξ = P µξµ − 1

2
Sµνξµ;ν , (3.48)

donde ; denota derivada covariante, y los vectores de Killing satisfacen:

ξµ;ν + ξν;µ = 0.

Si derivamos este resultado, tenemos

Ċξ =
DP µ

Dτ
ξµ + P µ Dξµ

Dτ
− 1

2

DSµν

Dτ
ξµ;ν − 1

2
Sµν Dξµ;ν

Dτ
,

y dada la expresión

Dξµ;ν

Dτ
= ξµ;ν;σU

σ,

además de fijarnos en el tensor de Riemann, finalmente usando las ecuaciones (3.39) y
(3.41), tenemos:

Ċξ = 0.

Estas constantes se pueden determinar a partir de los vectores de killing y de las condiciones
iniciales del sistema, esto es una vez que se hallan encontrado las ecuaciones de movimiento.

Sin embargo solo considereraremos algunas ecuaciones de este caṕıtulo, que entre las más
importantes son las Ecs. (3.1), (3.2), (3.39) y (3.41).
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Caṕıtulo 4

Obtención de la Ecuación de
Desviación de Geodésicas para el
Trompo Relativista

INTRODUCCIÓN

Se revisará lo que es la Ecuación de Desviación de Geodésicas (EDG) para part́ıculas que
caen en un campo gravitacional, de esta manera se analiza la separación de una con respecto
la otra a travéz de una pequeña cantidad, la cual es llamada vector fiduceal. Introduciendo
el esṕın del objeto, se apropia esta misma idea sobre la desviación del esṕın en el cual se
obtiene lo que es la Ecuación de Desviación del Trompo Relativista (EDTR), que es una
generalización de la Ecuación de Desviación de Geodésicas cuando el objeto tiene esṕın.
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4.1. Ecuación de Desviación de Geodésicas

Es bien conocido que la Ecuación de Desviación de Geodésicas (EDG) para part́ıculas sin
esṕın juega un papel importante en la búsqueda para detectores de ondas gravitacionales
[1, 2]. De hecho, se sabe actualmente que en todos los proyectos, se utiliza ésta para de-
tectar ondas gravitacionales, incluyendo Ligo [3], Virgo [4] y Lisa [5] que tienen como ráız
bases f́ısicas en tal ecuación. Sin embargo, hace algún tiempo, en las referencias [7] y [8] se
propuso usar las Ecuaciones de Movimiento del trompo relativista (EMTR) [9] en lugar de
la ecuación de Desviación de Geodésicas (EDG) para el mismo propósito. Se puede obser-
var que el movimiento de un trompo relativista se relaciona con algún objeto v́ıa fuerzas
gravitacionales y aśı relacionando también al tensor de Riemann tal como lo és para el caso
de dos part́ıculas sin esṕın.

Algunos métodos pueden ser usados para obtener la Ecuación de Desviación de Geodésicas
que ahora lo designaremos como EDG (Ecuación de Desviación de Geodésicas). Para este
nuevo método, sin embargo resulta más conveniente seguir el método en la referencia [17]
enfatizando que los cálculos que se harán son más espećıficos que los de la referencia [17].

Considérese una part́ıcula puntual de la cual su trayectoria se describe por las coordenadas
xµ(τ), donde τ es el parámetro de tiempo propio. La ecuación de geodésicas es

d2xµ

dτ 2
+ Γµ

αβ(x)
dxα

dτ

dxβ

dτ
= 0, (4.1)

aqúı , Γµ
αβ(x) son los śımbolos de Christoffel.

La ecuación (4.1) puede ser escrita en una forma más compacta como

D2xµ

Dτ 2
= 0, (4.2)

donde D
Dτ

denota derivada covariante con respecto a τ y D2xµ

Dτ2 = D
Dτ

(
Dxµ

Dτ

)
.

Nótese que desde que las coordenadas xµ son campos escalares se tiene que Dxµ

Dτ
= dx

dτ
.

Una part́ıcula puntual cerca debe satisfacer una ecuación de geodésicas. Si usamos las coor-
denadas x′µ(τ) para describir la posición de tal part́ıcula cercana tenemos

d2x′µ

dτ 2
+ Γ′µαβ(x′)

dx′α

dτ

dx′β

dτ
= 0, (4.3)
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queriendo decir cercano, que las coordenadas se pueden escribir como

x′µ = xµ + ξµ(x), (4.4)

con |ξµ| una cantidad muy pequeña.

A primer orden en ξµ tenemos

Γ′µαβ(x + ξ) = Γµ
αβ(x) + Γµ

αβ,λξ
λ, (4.5)

con Γµ
αβ,λ =

∂Γµ
αβ

∂xλ .

Aśı usando (4.4) y (4.5) se encuentra que la ecuación (4.3) llega a ser

d2xµ

dτ 2
+

d2ξµ

dτ 2
+ Γµ

αβ

dxα

dτ

dxβ

dτ
+ 2Γµ

αβ

dxα

dτ

dξβ

dτ
+ Γµ

αβ,λξ
λ dxα

dτ

dxβ

dτ
= 0, (4.6)

en virtud de (4.1), vemos que el primer y el tercer término de (4.6) se pueden dejar fuera.

De aqúı , la expresión (4.6) se reduce a

d2ξµ

dτ 2
+ 2Γµ

αβ

dxα

dτ

dξβ

dτ
+ Γµ

αβ,λξ
λ dxα

dτ

dxβ

dτ
= 0, (4.7)

se puede escribir la ecuación (4.7) en forma covariante. Para este propósito primero escribi-
mos (4.7) en la forma

d2ξµ

dτ 2
+ 2Γµ

αβ

dxα

dτ

dξβ

dτ
= −Γµ

αβ,λξ
λ dxα

dτ

dxβ

dτ
, (4.8)

ahora, si sumamos a ambos lados de (4.8) la siguiente expresión

38



Γµ
αλ,β

dxα

dτ

dxβ

dτ
ξλ + Γµ

σβΓσ
αλ

dxα

dτ

dxβ

dτ
ξλ − Γµ

σλΓ
σ
αβ

dxα

dτ

dxβ

dτ
ξλ, (4.9)

obtenemos de la ecuación (4.8)

d2ξµ

dτ 2
+ 2Γµ

αβ

dxα

dτ

dξβ

dτ
+ Γµ

αλ,β

dxα

dτ

dxβ

dτ
ξλ+ Γµ

σβΓσ
αλ

dxα

dτ
dxβ

dτ
ξλ −Γµ

σλΓ
σ
αβ

dxα

dτ

dxβ

dτ
ξλ =

−Rµ
αλβ

dxα

dτ
ξλ dxβ

dτ
, (4.10)

donde Rµ
αλβ es el tensor de Riemann de curvatura,

Rµ
αλβ = Γµ

αβ,λ − Γµ
αλ,β + Γµ

σλΓ
σ
αβ − Γµ

σβΓσ
αλ, (4.11)

usando (4.1), notamos que el quinto término del lado izquierdo de (4.10) se puede escribir
como

−Γµ
σλΓ

σ
αβ

dxα

dτ

dxβ

dτ
ξλ = Γµ

σλ

d2xσ

dτ 2
ξλ, (4.12)

substituyendo este resultado dentro de (4.10), se puede ver después que (4.10) se puede
escribir en forma covariante de la siguiente manera

D2ξµ

Dτ 2
= −Rµ

αλβ

dxα

dτ
ξλ dxβ

dτ
. (4.13)

La cual es, por supuesto, la famosa Ecuación de Desviación de Geodésicas (EDG) para un
par de part́ıculas cayendo muy cercanas una de la otra en cáıda libre en el fondo de un
campo gravitacional.
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4.2. Ecuación de Desviación para un Trompo

Relativista

Las ecuaciones de movimiento de un trompo relativista moviendose en el fondo de un cam-
po gravitacional son:

D2P µ

Dτ 2
= −1

2
Rµ

αλβ

dxα

dτ
Sλβ, (4.14)

y

DSµν

Dτ
= 0. (4.15)

Aqúı Sµν es el momento angular interno (o el tensor de esṕın) por unidad de masa del
trompo que satisface las constricciones de Pirani [18] Sµν dxν

dτ
= 0. Es importante men-

cionar que las Ecs. (4.14) y (4.15) se pueden derivar de manera diferente o de diferentes
métodos [9]. Quizás uno de los más interesantes es la formulación lagrangiana debido a
Rietdijk-Holten [27], Galvao-Teitelboim [19] y Hojman [20]. En el trabajo de Rietdijk-
Holten-Galvao y Teitelboim el esṕın del trompo se describe por las variables xµ y θµ(µ),
donde θµ(µ) son variables que no conmutan. Mientras que en el formalismo de Hojman
la rotación del trompo se describen por los cuatro vectores eµ

(α)(τ) en ambos casos el
correspondiente lagrangiano es un invariante de Poincaré. Una de las ventajas de la formu-
lación Lagrangiana es que permite usar el principio variacional y asegurar la consistencia
de las ecuaciones de movimiento. Sin embargo, la principal motivación para desarrollar el
formalismo lagrangiano para el trompo es usar el método de constricción Hamiltoniano
de Dirac para cuantizar el sistema, un aspecto importante de esta construcción es que es
más conveniente considerar las constricciones de Tulczyjew [21] SµνPν = 0, donde Pν , es
el momento lineal del trompo, más que las constricciones de Pirani. Como un resultado
del momento lineal, en general, Pν resulta no ser paralelo a la velocidad uµ = dxµ

dτ
. Sin

embargo esta diferencia es muy incomoda y dependiente de norma. Para una propuesta
práctica las constricciones de Tulczyjew y Pirani se consideran lo mismo, aśı las ecuaciones
reducidas de movimiento se ven como las Ecs. (4.14) y (4.15). Una observación final es que
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la Ec. (4.14) se puede entender como el análogo de la ecuación geodésica y de hecho se
reduce a la Ec. (4.1) cuando el tensor de esṕın Sµν se anula.

Después de comparar las Ecs. (4.13) y (4.14) se nota una gran simı́laridad. Pero de hecho
éstas ecuaciones son muy diferentes en el sentido de que la Ec. (4.13) se refiere a un par
de part́ıculas puntuales cercanas mientras que la Ec. (4.14) se asocia justamente con un
solo sistema f́ısico: un trompo relativista. No obstante esta simı́laridad fue usada como una
inspiración para proponer que la Ec. (4.13) se usara para detectar ondas gravitacionales, la
Ec. (4.14) también pudiera servir para ese propósito. Más allá de entender las diferencias
entre los dos sistemas, las part́ıculas puntuales y el trompo relativista, es ahora cuando se
necesita derivar el análogo a la Ec. (4.13) para un par de trompos relativistas muy cercanos.
Para este propósito seguimos el método de la sección anterior pero usando la ecuación de
movimiento del trompo relativista (4.14) en lugar de la Ec. (4.1).

Un trompo cercano debe satisfacer las correspondientes ecuaciones de movimiento

d2x′µ

dτ 2
+ Γ′µαβ(x′)

dx′α

dτ

dx′β

dτ
= −1

2
R′µ

αλβ(x′)
dx′α

dτ
S ′λβ. (4.16)

Consideremos ahora una perturbación de la forma

x′µ = xµ + ξµ(x), (4.17)

y

S ′µν = Sµν + Sµν
,α ξα(x). (4.18)

Substituyendo (4.17) y (4.18) en (4.16) y expresiones similares para Γ y R, nos enfocamos
ahora en la siguiente expresión

d2(xµ + ξµ)

dτ 2
+

(
Γµ

αβ(x) + Γµ
αβ,λ ξλ

) d(xα + ξα)

dτ

d(xβ + ξβ)

dτ
=

−1

2

(
Rµ

αλβ(x) + Rµ
αλβ,σ ξσ

) (
d(xα + ξα)

dτ

) (
Sλβ + Sλβ

,γ ξγ
)
, (4.19)
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si nos restringimos a primer orden en ξµ. Obtenemos

d2xµ

dτ 2
+

d2ξµ

dτ 2
+ Γµ

αβ

dxα

dτ

dxβ

dτ
+ 2Γµ

αβ

dxα

dτ

dξβ

dτ
+ Γµ

αβ,λ ξλ dxα

dτ

dxβ

dτ
=

−1

2
[Rµ

αλβ

dxα

dτ
Sλβ + Rµ

αλβ

dξα

dτ
Sλβ + Rµ

αλβ

dxα

dτ
Sλβ

,γ ξγ + Rµ
αλβ,σ ξσ dxα

dτ
Sλβ ], (4.20)

y usando (4.14), la ecuación se simplifica a

d2ξµ

dτ 2
+ 2Γµ

αβ

dxα

dτ

dξβ

dτ
+ Γµ

αβ,λ ξλ dxα

dτ

dxβ

dτ
=

−1

2
[Rµ

αλβ

dξα

dτ
Sλβ + Rµ

αλβ

dxα

dτ
Sλβ

,γ ξγ + Rµ
αλβ,σ ξσ dxα

dτ
Sλβ], (4.21)

resulta ser más conveniente escribir esta ecuación como

d2ξµ

dτ 2
+ 2Γµ

αβ

dxα

dτ

dξβ

dτ
= −Γµ

αβ,λξ
λ dxα

dτ

dxβ

dτ

−1

2
[Rµ

αλβ

dξα

dτ
Sλβ + Rµ

αλβ

dxα

dτ
Sλβ

,γ ξγ + Rµ
αλβ,σ ξσ dxα

dτ
Sλβ], (4.22)

el siguiente paso es escribirla en forma covariante. Para este propósito, como se hizo en la
sección anterior, sumamos en ambos lados de la Ec. (4.22) la siguiente expresión

Γµ
αλ,β

dxα

dτ

dxβ

dτ
ξλ + Γµ

σβΓσ
αλ

dxα

dτ

dxβ

dτ
ξλ − Γµ

σλΓ
σ
αβ

dxα

dτ

dxβ

dτ
ξλ, (4.23)
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y de esta manera tenemos lo siguiente

d2ξµ

dτ 2
+ 2Γµ

αβ

dxα

dτ

dxβ

dτ
+ Γσ

αλ,β

dxα

dτ

dxβ

dτ
ξλ + Γµ

σβΓσ
αλ

dxα

dτ

dxβ

dτ
ξλ − Γµ

σλΓ
σ
αβ

dxα

dτ

dxβ

dτ
ξλ

= −Rµ
αλβ

dxα

dτ
ξλ dxβ

dτ
− 1

2
[Rµ

αλβ

dξα

dτ
Sλβ + Rµ

αλβ

dxα

dτ
Sλβ

,γ ξγ + Rµ
αλβ,σ ξσ dxα

dτ
Sλβ],(4.24)

donde hemos usado la definición del tensor de Riemann Rµ
αλβ.

De acuerdo con la Ec. (4.12), y usando (4.14), nos fijamos que en el quinto término del lado
izquierdo de la Ec. (4.24) nos lleva a

−Γµ
σλΓ

σ
αβ

dxα

dτ

dxβ

dτ
ξλ = Γµ

σλ

d2xσ

dτ 2
ξλ +

1

2
Γµ

σγξ
γRσ

αλβ

dxα

dτ
Sλβ, (4.25)

substituyendo la Ec. (4.25) dentro de (4.24), y como aprendimos que la Ec. (4.24) se puede
escribir como

D2ξµ

Dτ 2
+

1

2
Γµ

σγξ
γRσ

αλβ

dxα

dτ
Sλβ = −Rµ

αλβ

dxα

dτ
ξλ dxβ

dτ

−1

2
[Rµ

αλβ

dξα

dτ
Sλβ + Rµ

αλβ

dxα

dτ
Sλβ

,γ ξγ + Rµ
αλβ,σ ξσ dxα

dτ
Sλβ], (4.26)

ahora, dado que

−1

2
[Rµ

αλβ

dξα

dτ
Sλβ + Rµ

αλβ

dxα

dτ
Sλβ

,γ ξγ + Rµ
αλβ,σ ξσ dxα

dτ
Sλβ] =

1

2
Γµ

σγ ξγRσ
αλβ

dxα

dτ
Sλβ

−1

2
[Rµ

αλβ

Dξα

Dτ
Sλβ + Rµ

αλβ

dxα

dτ
Sλβ

;γ ξγ + Rµ
αλβ;σ ξσ dxα

dτ
Sλβ], (4.27)
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de aqúı, para cualquier tensor contravariante Aµ definimos la derivada covariante como
Aµ

;σ = Aµ
,σ +Γµ

σγA
γ. Sin embargo el resultado (4.27) parece ser confiable, pero no es trivial

ya que hay muchos términos involucrados tal que al final desaparecen dejando el resultado
(4.27).

Finalmente usando la Ec. (4.27), la expresión (4.26) llega a ser

D2ξµ

Dτ 2
= −Rµ

αλβ

dxα

dτ
ξγ dxβ

dτ
− 1

2
[Rµ

αλβ

Dξα

Dτ
Sλβ + Rµ

αλβ

dxα

dτ
Sλβ

;γ ξγ + Rµ
αλβ;σ ξσ dxα

dτ
Sλβ].

(4.28)

La cual es la forma covariante de la Ecuación de Desviación del Trompo Relativista
(EDTR). Claramente, la Ec. (4.28) se reduce a (4.13) cuando el tensor de esṕın Sλβ se
anula. Sin embargo, la Ec. (4.28) es una extensión de (4.13). Uno de los rasgos atractivos
de la Ec. (4.28) es que el esṕın del momento angular Sλβ del trompo aparece acoplado a
la gravedad v́ıa el tensor de curvatura de Riemman Rµ

αλβ, parece razonable pensar que
esta caracteŕıstica puede mejorar una mejor descripción de las propiedades de la geometŕıa
de curvatura. En particular, veremos en el siguiente caṕıtulo que EDTR se puede emplear
para estudiar las diferentes propiedades de las ondas gravitacionales.

4.3. La Ecuación de Desviación de Geodésica del Trompo

Relativista y Ondas Gravitacionales

Investigaremos en esta sección las consecuencias de la ecuación (4.28) para el caso de las
ondas gravitacionales. Empezaremos por ver brevemente como la Ec. (4.13) se usa para
este caso particular.

Consideremos una onda gravitacional en el espacio plano, para este caso, la métrica se
puede escribir como

gµν = ηµν + hµν , (4.29)
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tal como vimos en el caṕıtulo 2. Aqúı, ηµν es la métrica de Minkowski y |hµν | ¿ 1. En la
norma transversa de traza-nula tenemos

h0µ = 0,

hij,j = 0, (4.30)

hµ
µ = 0,

con los ı́ndices i, j, ....etc corriendo de 1 a 3. Las ecuaciones de campo gravitacional de
Einstein implican que hij satisfacen la ecuación de onda

22hij = 0 (4.31)

Donde 22 = ∂µ∂µ es el D’Alambertiano. Considerando la norma dada en (4.30), las com-
ponentes de espacio-tiempo del tensor de Riemman Ri0j0 tiene la forma simple

Ri0j0 = −1

2
hij,00. (4.32)

Usando (4.30), tenemos que hij se puede escribir como

hij = A+e+
ij + A×e×ij, (4.33)

siguiendo la notación que vimos en el caṕıtulo 2, A+ y A× son dos amplitudes independien-
tes sin dimensión, e+

ij y e×ij son los tensores de polarización. Para una onda viajando en la
dirección z solamente las componentes que no se anulan de eij son

e+
xx = e+

yy y e×xy = e×yx, (4.34)
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y en este caso A+ y A× resultan ser funciones solamente de t− z.

En un marco de referencia propio tenemos x0 = τ , xi = 0, aśı que dx0

dτ
= 1 y dxi

dτ
= 0. En

este marco de referencia encontramos que (4.13) llega a ser

d2ξi

dt2
= −Ri

0j0ξ
j, (4.35)

usando (4.32), podemos rescribir (4.35) como

d2ξi

dt2
=

1

2
hi

j,00ξ
j, (4.36)

con hi
j = δikhkj, y para una onda propagándose en la dirección z, (4.35) implica

d2ξz

dt2
= 0, (4.37)

aśı como

d2ξa

dt2
=

1

2
ha

b,00ξ
b, (4.38)

donde los ı́ndices latinos a, b, ..., etc corren de 1 a 2. La Ec. (4.38) nos dice que solamente la
separación de dos part́ıculas puntuales cercanas en la dirección transversa son significantes.

Si ahora nos direccionamos en el problema y a saber, estamos interesados en aplicar un
método similar como el que acabamos de ver para el caso de un sistema con dos trompos
relativistas muy cercanos. Para este propósito consideramos la Ec. (4.28) en un marco de
referencia propio. Tenemos

d2ξµ

dt2
= −Rµ

0k0 ξk − 1

2
[Rµ

αkl

dξα

dτ
Skl + Rµ

0klS
kl

,γ ξγ + Rµ
0kl,σ ξσSkl], (4.39)
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donde usamos el hecho de que S0µ = 0 debido a las constricciones de Tulczyjew-Pirani
Sµν dxν

dτ
= 0.

Usando las simetŕıas del tensor de curvatura se puede encontrar que la componente del
tiempo de la Ec. (4.39) es

d2ξ0

dt2
= −1

2
R0

jkl

dξj

dt
Skl, (4.40)

mientras que las componentes espaciales llegan a ser

d2ξi

dt2
= −Ri

0k0 ξk − 1

2
[Ri

0kl

dξ0

dt
Skl + Ri

0klS
kl

,0 ξ0 + Ri
0kl,0 ξ0Skl]

−1

2
[Ri

jkl

dξj

dt
Skl + Ri

0klS
kl

,j ξj + Ri
0kl,j ξjSkl]. (4.41)

Deseamos ahora aplicar las Ecs. (4.40) y (4.41) para el caso particular de una onda plana
propagándose en la dirección z. Resulta ser conveniente escribir los ı́ndices i, j, .., etc como
(a, z). Con esta notación (4.40) se puede escribir como

d2ξ0

dt2
= −R0

azb

ξa

dt
Szb, (4.42)

donde usamos el hecho de que solamente las componentes no nulas del tensor de curvatura
de Riemann son:

Rzazb = R0a0b = −R0azb = −1

2
hab,00. (4.43)

Mientras que la Ec. (4.41) da
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d2ξi

dt2
= − Ri

0b0 ξb − [Ri
0zb

dξ0

dt
Szb + Ri

0zbS
zb

,0 ξ0 + Ri
0zb,0 ξ0Szb]

− 1

2
[Ri

0ab

dξ0

dt
Sab + Ri

0abS
ab

,0 ξ0 + Ri
0ab,0 ξ0Sab]

− [Ri
zbz

dξz

dt
Sbz + Ri

0bzS
bz

,z ξz + Ri
0bz,z ξzSbz]

− 1

2
[Ri

zab

dξz

dt
Sab + Ri

0abS
ab

,z ξz + Ri
0ab,z ξzSab] (4.44)

− [Ri
abz

dξa

dt
Sbz + Ri

0bzS
bz

,a ξa + Ri
0bz,a ξaSbz]

− 1

2
[Ri

abc

dξa

dt
Sbc + Ri

0bcS
bc

,a ξa + Ri
0bc,a ξaSbc].

La componente z de la Ec. (4.44) es

d2ξz

dt2
= −Rz

azb

dξa

dt
Szb, (4.45)

donde hemos usado (4.43), y las componentes x e y son

d2ξa

dt2
= −Ra

0b0 ξb − [Ra
0bz

dξ0

dt
Sbz + Ri

0bzS
bz

,0 ξ0 + Ra
0bz,0 ξ0Sbz]

−[Ra
zbz

dξz

dt
Sbz + Ra

0bzS
bz

,z ξz + Ra
0bz,z ξzSbz]−Ra

0bzS
bz

,a ξa. (4.46)

Nótese que en las Ecs. (4.42), (4.45) y (4.46) la componente del esṕın Sab del momento
angular no aparece y solo aparecen las componentes principales de Szb. Para entenderlo un
poco mejor definimos

Si =
1

2
εijkSjk, (4.47)

donde εijk es el tensor de Levi-Civita con εxyz = 1. De la Ec. (4.47) notamos que la compo-
nente z del momento angular intŕınsico no juega un papel en nuestras ecuaciones (4.42),
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(4.45) y (4.46). Esto significa que ningún efecto se espera cuando el trompo se orienta a lo
largo de la dirección de propagación de la onda gravitacional.

La segunda observación interesante es que si Szb no se anula entonces d2ξ0

dt2
6= 0 y d2ξz

dt2
6= 0,

contrario al caso de un par de part́ıculas puntuales que estan cercanas en el cual ambos
términos se anulan. La tercera observación importante es que la ecuación d2ξa

dt2
contiene un

número grande de términos además de la ecuación usual Ra
0b0 ξb.

Claramente, esto significa que la solución de (4.46) no será tan simple como lo fue para el
caso de part́ıculas puntuales cercanas.
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Caṕıtulo 5

Ecuación de Desviación del Trompo
Relativista y Pulsares

INTRODUCCIÓN

En este caṕıtulo veremos en primer instancia como es la radiación gravitacional aśı como
su diferencia con el caso electromagnético, estudiaremos que son los pulsares y como se
relacionan con la Teoŕıa General de la Relatividad, finalmente obtenemos la solución de
la EDTR y relacionamos la solución con parámetros del pulsar de Hulse y Taylor [10], la
producción de ondas provenientes del PSRB 1913+16 para obtener información sobre las
perturbaciones que se pudieran medir en la tierra, sin embargo este estudio dista de la
experimentación, además todav́ıa no han sido detectadas las ondas gravitacionales como
para hacer una buena comparación.

50



5.1. Radiación Gravitacional

Si nos preguntamos cuales son las caracteŕısticas de la radiación, nuestra respuesta puede
incluir la transmisión de enerǵıa e información a tráves del espacio o la existencia de una
ecuación de onda que satisface algunas ecuaciones con condiciones. Estos aspectos, están
por supuesto, relacionados, a una velocidad caracteŕıstica de transmisión, el cual se deter-
mina por la ecuación de onda. En la teoŕıa gravitacional Newtoniana la enerǵıa se transmite
v́ıa el campo gravitacional el cual se puede determinar por el potencial gravitacional V . En
el espacio vaćıo V satisface ∇2V = 0, lo cual no es una ecuación de onda, pero puede ser
considerado como el ĺımite de una ecuación de onda en donde la velocidad caracteŕıstica
de transmisión tiende al infinito.

Esto significa, que los efectos gravitacionales, son de acuerdo a la teoŕıa de Newton trans-
mitidos instantáneamente, lo que está en contradicción con el puno de vista relativista. Por
otra parte con una velocidad infinita de transmisión es imposible asociar una longitud de
onda con una frecuencia dada de oscilación.

La teoŕıa de Einstein, siendo una teoŕıa relativista, no sufre de estos defectos, y como vere-
mos, esto nos lleva a una ecuación de onda para la propagación de disturbios gravitacionales
con una velocidad caracteŕıstica igual a c. Una discusión de la radiación gravitacional u-
sando las ecuaciones exactas de campo es virtualmente imposible, debido a su no linealidad
extrema (sin embargo se ha dado considerable progreso en esta dirección sobre los últimos
30 años) nosotros debemos de recurrir por consiguiente a la linealización de las ecuaciones
apropiadamente para un campo gravitacional débil. Esto nos conduce al surgimiento de
una ecuación de onda, y nos permite comparar la radiación gravitacional con la radiación
electromagnética.

La radiación electromagnética se genera acelerando las cargas, y por analoǵıa nosotros
esperamos acelerar las masas para producir radiación gravitacional.

Por la misma analoǵıa, podemos quizás esperar que la radiación gravitacional sea predomi-
nantemente dipolar, pero este no es el caso. El momento dipolar de masa de un sistema de
particulas es, por definición, el vector

~d =
∑

i

m~x, (5.1)

donde ~x es el vector de posición de una part́ıcula de masa m. Aqúı d
dt

(~d) = ~pT es el momen-

tum total del sistema, aśı d2

dt2
( ~pT ) = 0 en virtud de la conservación del momentum, ésto

es el porque no tenemos radiación dipolar. Más bien tendremos que la radiación será la
segunda derivada del segundo momento de la distribución de masa de la fuente, se muestra
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que es predominantemente radiación cuadrupolar. El segundo momento es el tensor ℵ con
componentes definidos por

ℵij =
∑

ij

mxixj, (5.2)

el cual para una distribución continua toma la forma de una integral de volumen:

ℵij =
∫

ρxixjdv. (5.3)

5.2. Generación de Ondas Gravitacionales

En electromagnétismo, la radiación multipolar de orden principal de una distribución de
carga no relativista es radiación dipolar. El vector potencial en la norma de Lorentz en la
zona de onda es

Aj(t, ~x) =
1

cr
ḋj

(
t− r

c

)
, (5.4)

donde r ≡ |~x| y ~d es el momento dipolar eléctrico. Los campos eléctrico y magnético que
van como 1

r
calculados en la ecuación anterior dependen solamente sobre las componentes

de ~d transversa a la dirección de propagación n̂ ≡ ~x
r
, aśı que podemos remplazar dj por su

parte transversa,

dT
j ≡ Pjkdk, (5.5)

donde Pjk es el tensor de proyección,

Pjk = δjk − njnk. (5.6)
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Substituyendo los campos ~E y ~B de la Ec. (5.4) dentro del vector de Poynting, obtenemos
la distribución angular del flujo de enerǵıa,

d2E

dtdω
=

1

4πc3
d̈T

j d̈T
j (5.7)

=
1

4πc3

[
d̈j d̈j − (nj d̈j)

2
]
. (5.8)

La cantidad dj será evaluado en el tiempo retardado t − r
c
. Escogiendo el eje z a lo largo

de n̂, podemos integrar la Ec. (5.8) sobre el ángulo sólido para obtener

Lem ≡ dE

dt
=

2

3c3
d̈j d̈j. (5.9)

Escribiendo dj = exj para una carga puntual, vemos que esto es simplemente la formula
de Larmor, véase la pág. 382 de la Ref. [31].

Ahora en el terreno dimensional nosotros podŕıamos esperar radiación gravitacional de or-
den principal de una fuente con velocidades bajas siendo también un dipolo:

LGW ∝ G

c3
d̈j d̈j, (5.10)

donde el momento dipolar gravitacional es

dj =
∑

A

mAxA
j , (5.11)

y hemos permitido que e2 → Gm2 en la Ec. (5.9). Sin embargo, Ec. (5.11) da

d̈j =
∑

A

mAẍA
j =

∑

A

ṗA
j , (5.12)
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donde ~pA es el momentum de la A-ésima part́ıcula. Puesto que el momentum total del
sistema se conserva (como hab́ıamos explicado antes) d̈j = 0. No hay radiación dipolar en
relatividad general.

El siguiente orden de radiación multipolar es el dipolo magnético y el cuádrupolo eléctrico.

El ”momento dipolar magnético de masa ”es

~µ ≡ 1

c

∑

A

~xA × (mA~̇x
A
) =

1

c

∑

A

~jA, (5.13)

donde ~jA es el momentum angular de la A-ésima part́ıcula. Por la conservación del mo-
mentum angular ~̇µ = 0: no hay radiación dipolar magnético en Relatividad General. La
radiación de menor orden es el cuádrupolo eléctrico.

El análogo de la Ec. (5.4) es

hTT
ij (t, ~x) =

2

r

G

c4
ℵ̈TT

jk (t− r

c
), (5.14)

donde ℵjk es el momento cuadrupolar de masa

ℵjk ≡
∑

A

mA

[
xA

j xA
k −

1

3
δjk(x

A)2
]
. (5.15)

Donde el supeŕındice ”TT” significa como ya hemos visto, tomar la parte transversa de
traza-nula:

ℵjk ≡ PjlPkmℵlm − 1

2
Pjk(Plmℵlm). (5.16)

El flujo de enerǵıa está dado por el tensor de enerǵıa-tensión
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T0r =
1

32π

c4

G
< hTT

jk,0h
TT
jk,r > . (5.17)

Substituyendo la Ec. (5.14), tenemos

d2E

dtdω
=

1

8π

G

c4
<

d3

dt3
(ℵTT

jk )
d3

dt3
(ℵTT

jk ) > . (5.18)

=
1

8π

G

c5
〈ℵ(3)

jk ℵ(3)
jk − 2niℵ(3)

ij ℵ(3)
jk nk +

1

2
(njnkℵ(3)

jk )2〉, (5.19)

donde el corchete con supeŕındice ”3”denota la tercera derivada en el tiempo, integrando
sobre n̂, tenemos

LGW ≡ dE

dt
=

1

5

G

c5
< ℵ(3)

jk ℵ(3)
jk > . (5.20)

La formula cuadrupolar (5.20), con la definición (5.15), son válidas para fuentes de movimien-
to lento (v ¿ c), con gravedad interna débil ( potencial Newtoniano (φ ¿ c2)).

5.3. Pulsares

En el verano de 1967 Anthony Hewish y sus colaboradores de la Universidad de Cambridge
detectaron, por accidente, emisiones de radio en los cielos que en nada se parećıan a las
que se hab́ıan detectado hasta entonces. Llegaban en impulsos muy regulares a intervalos
de sólo 1 1/3 segundos. Para ser exactos, a intervalos de 1, 33730109 segundos. La fuente
emisora recibió el nombre de ((estrella pulsante)) o ((pulsar)) en abreviatura (pulsating star
en inglés).

Durante los dos años siguientes se descubrieron un número bastante grande de tales pul-
sares, seguramente se preguntará por qué no se descubrieron antes. El caso es que un pulsar
radia mucha enerǵıa en cada impulso, pero estos impulsos son tan breves que por térmi-
no medio la intensidad de ondas de radio es muy baja, pasando inadvertida. Es más, los
astrónomos supońıan que las fuentes de radio emit́ıan enerǵıa a un nivel constante y no
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prestaban atención a los impulsos intermitentes.

Uno de los pulsares más rápidos fue el que se encontró en la nebulosa del Cangrejo, com-
probándose que radiaba en la zona visible del espectro electromagnético. Se apagaba y se
encend́ıa en perfecta sincronización con los impulsos de radio. Aunque hab́ıa sido observado
muchas veces, hab́ıa pasado hasta entonces por una estrella ordinaria. Nadie pensó jamás
en observarlo con un aparato de detección lo bastante delicado como para demostrar que
guiñaba treinta veces por segundo. Con pulsaciones tan rápidas, la luz parećıa constante,
tanto para el ojo humano como para los instrumentos ordinarios.

¿Pero qué es un pulsar? Si un objeto emite enerǵıa a intervalos periódicos es que está experi-
mentando algún fenómeno de carácter f́ısico en dichos intervalos. Puede ser, por ejemplo,
un cuerpo que se está expandiendo y contrayendo y que emite un impulso de enerǵıa en
cada contracción. O podŕıa girar alrededor de su eje o alrededor de otro cuerpo y emitir
un impulso de enerǵıa en cada rotación o revolución.

La dificultad estribaba en que la cadencia de impulsos era rapid́ısima, desde un impulso
cada cuatro segundos a uno cada 1/30 de segundo. El pulsar teńıa que ser un cuerpo muy
caliente, pues si no, no podŕıa emitir tanta enerǵıa; y teńıa que ser un cuerpo muy pequeño,
porque si no, no podŕıa hacer nada con esa rapidez.

Los cuerpos calientes más pequeños que hab́ıan observado los cient́ıficos eran las estrellas
enanas blancas. Pueden llegar a tener la masa de nuestro sol, son tanto o más calientes que
él y sin embargo no son mayores que la Tierra. ¿Podŕıa ser que esas enanas blancas produ-
jesen impulsos al expandirse y contraerse o al rotar? ¿O se trataba de dos enanas blancas
girando una alrededor de la otra? Pero por muchas vueltas que le dieron los astrónomos al
problema no consegúıan que las enanas blancas se movieran con suficiente rapidez.

En cuanto a objetos aún más pequeños, los astrónomos hab́ıan previsto teóricamente la
posibilidad de que una estrella se contrajera brutalmente bajo la atracción de la gravedad,
estrujando los núcleos atómicos unos contra otros. Los electrones y protones interacciona-
ŕıan y formaŕıan neutrones, y la estrella se convertiŕıa en una especie de gelatina de neu-
trones. Una ((estrella de neutrones)) como ésta podŕıa tener la misma masa que el Sol y
medir sin embargo sólo diez millas de diámetro.

Ahora bien, jamás se hab́ıa observado una estrella de neutrones, y siendo tan pequeñas se
temı́a que aunque existiesen no fueran detectables.
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Con todo, un cuerpo tan pequeño śı podŕıa girar suficientemente rápido para producir los
impulsos. En ciertas condiciones los electrones sólo podŕıan escapar en ciertos puntos de la
superficie. Al girar la estrella de neutrones, los electrones saldŕıan despedidos como el agua
de un aspersor; en cada vuelta habŕıa un momento en que el chorro apuntase en dirección
a la Tierra, haciéndonos llegar ondas de radio y luz visible.

Thomas Gold [30], de la Universidad Cornell, pensó que, en ese supuesto, la estrella de
neutrones perdeŕıa enerǵıa y las pulsaciones se iŕıan espaciando cada vez más, cosa que
resultó ser cierta. Hoy d́ıa parece muy probable que los pulsares sean esas estrellas de neu-
trones que los astrónomos créıan indetectables.

5.3.1. El Pulsar Binario PSR 1913+16

La evidencia más fuerte para la existencia de ondas gravitacionales viene del estudio de la
órbita del primer pulsar binario que se descubrió.

El pulsar binario, PSR 1913+16, fue descubierto por Hulse y Taylor [10] en 1974. Ellos
encontraron rápidamente que los cambios visibles en la frecuencia del pulsar podŕıan ser
explicados por el efecto Doppler debido al movimiento orbital alrededor de su compañera
con un peŕıodo de alrededor de 8 horas. La presencia de un reloj de alta presición (pulsar)
moviendose con velocidad de ∼ 300Kms−1 a través del campo gravitacional de la com-
pañera, esto causo una agitación de actividad en la comunidad relativista. La naturaleza
ha suministrado una prueba fundamental para varios efectos relativistas. En la practica,
estos efectos se buscan en el estudio de tiempo de llegada de los pulsos desde el pulsar,
como por ejemplo en el intento de medir su peŕıodo con una aproximación de ±1µs fue
problemático debido a los cambios aparentes del peŕıodo que llegaban a detectar hasta
80µs aproximadamente d́ıa a d́ıa, y a veces tanto como 8µs cada 5 minutos, tal conducta es
muy diferente a otros pulsares: los cambios de peŕıodo más largos conocidos a los pulsares
son del orden de 10µs por año.

El Pulsar Binario PSR 1913+16 - Ondas Gravitacionales

1.- El sistema binario consiste de un pulsar en una orbita eĺıptica alrededor de su
compañera. El pulsar tiene una velocidad orbital de 300Kms−1. Variaciones en el tiempo
de llegada de los pulsos a la tierra proporciona información acerca de su órbita.

2.- El sistema se caracteriza por cuatro parámetros; las masas M1 y M2; a1, el semieje
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mayor de la orbita del pulsar a lo largo del centro de masa; e i, la inclinación entre el plano
orbital y el plano del cielo.

3.- Dos combinaciones de estos parámetros, a1 sin i y la función de masa f

f ≡ (M2 sin i)3

(M1 + M2)2
=

(a1 sin i)3

G
(
2π

P
)2

donde P es el peŕıodo de la órbita, son medidos por efectos Newtonianos para correcciones
de v

c
.

4.- La Relatividad General nos permite tres combinaciones más de parámetros para
ser medidos: uno es el avance del periastro, de la combinación del corrimiento Doppler
de segundo-orden y corrimiento gravitacional, y otro del decaimiento del peŕıodo orbital
debido a la emisión de ondas gravitacionales.

5.- La consistencia de las relaciones entre los cuatro parámetros confirman la exis-
tencia de ondas gravitacionales y la ausencia de posibles influencias perturbativas sobre
el sistema que podŕıan complicar la interpretación de los datos. En particular, la formula
cuadrupolar para la emisión de ondas gravitacionales se confirma con un error dento del
10 %.

6.- Con mejorar la exactitud del cronometraje, más allá de los efectos relativistas
que llegan a ser medidos y entonces las relaciones adicionales entre los cuatro parámetros
pueden ser corroborados.

5.4. Solución de la Ecuación de Geodésicas para el

Trompo Relativista

Si nos concentramos en los términos de la Ec. (4.46) y no involucrando derivadas tanto
de Szb como del tensor de Riemann, los cuales representan probablemente correcciones de
ordenes pequeños. En este caso (4.46) se reduce a

d2ξa

dt2
= −Ra

0b0 ξb −Ra
0bz

dξ0

dt
Sbz −Ra

zbz

dξz

dt
Sbz, (5.21)
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usando (4.43), las ecuaciones (4.42), (4.45) y (5.21) llegan a ser

d2ξ0

dt2
= −1

2
hab,00

ξa

dt
Szb, (5.22)

d2ξz

dt2
=

1

2
hab,00

ξa

dt
Szb, (5.23)

y

d2ξa

dt2
=

1

2
ha

b,00 ξb − 1

2
ha

b,00

dξ0

dt
Sbz +

1

2
ha

b,00

dξz

dt
Sbz. (5.24)

Respectivamente. De las Ecs. (5.22) y (5.23) podemos identificar que

x0 = −ξz + cte.

Por consiguiente la Ec. (5.24) llega a ser

d2ξa

dt2
=

1

2
ha

b,00 ξb + ha
b,00

dξz

dt
Sbz. (5.25)

Nótese que si en un tiempo inicial el esṕın del trompo Sbz tiene una orientación tal como

ξb + 2
d2ξz

dt2
Sbz = 0, (5.26)

entonces no hay movimiento transverso y ξa = constante. Y por consiguiente la Ec. (5.23)
admite la solución
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ξz = constante. (5.27)

Si el esṕın del trompo se orienta a lo largo del vector de separación ξa que separa los dos
trompos, entonces la onda gravitacional no produce cualquier efecto sobre el sistema. Esto
Parece ser un nuevo resultado interesante donde en el caso ordinario de EDG la onda es
siempre transversa en sus efectos f́ısicos.

Si ahora buscamos una solución de la Ec. (5.25) de la siguiente forma

ξa = ξa
0 +

1

2
ha

bξ
b
0 + ha

b

(
dξz

dt
|0

)
Sbz. (5.28)

Donde ξa
0 = const. Observamos que dξa

dt
= 1

2
ha

b,0ξ
b
0+ha

b,0

(
dξz

dt
|0

)
Sbz. Substituyendo (5.28)

en (5.23) encontramos que a primer orden en h, la Ec. (5.23) llega a ser

d2ξz

dt2
≈ 0. (5.29)

De manera que si inicialmente dξz

dt
|0 = 0 es a primer orden de aproximación la solución

(5.23) se reduce al caso ordinario de un par de part́ıculas puntuales cercanas.

Hemos seguido la posibilidad de usar trompos relativistas como detectores de ondas gravi-
tacionales,en [7, 8] donde un trompo aislado fue considerado, hace dif́ıcil de comparar los
resultados con el caso de Ecuación de Desviación de Geódesicas EDG. Para sobrepasar esta
dificultad se ha precisamente derivado la ecuación EDTR para un par de trompos cercanos.
También se ha mostrado que la EDTR se reduce a la EDG cuando el tensor de esṕın se
anula.

Considerando una onda gravitacional plana gravitacional encontramos que la solución de la
EDTR para dos casos simples. En el primer caso descubrimos que si el momentum angular
interno del trompo se orienta a lo largo del vector de separación de los dos trompos, la
onda gravitacional no produce cualquier efecto sobre el sistema f́ısico.

En el segundo caso más general, se encontró que cerca del trompo tendrá un efecto difer-
ente del caso de EDG solo a segundo orden de aproximación en la perturbación hab. A
primer vista, podŕıa parecer que estos dos casos muestran que aunque la formulación de
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la EDTR puede ser teóricamente interesante esto no asegura una v́ıa prometedora para la
experimentación. Sin embargo, las estimaciones pueden mostrar que este no es el caso.

Dejemos escribir la Ec. (5.28) en la forma

ξa = ξa
0 +

1

2
ha

bξ
b
0 + ηa, (5.30)

donde

ηa = ha
b

(
dξz

dt
|0

)
Sbz. (5.31)

Aqúı, estamos interesados en hacer estimaciones no muy aproximadas para ηa. El resultado
ξ0 = −ξz + cte nos permite tener

(
dξz

dt
|0

)
∼ 1.

Aśı, la Ec. (5.31) se reduce a

ηa ∼ ha
b

Sbz

m0c
, (5.32)

donde, para tener las unidades correctas, establecemos las constantes m0 y c. (Aqúı, m0

es la masa del trompo y c denota la velocidad de la luz). En un orden de magnitud, la
expresión (5.32) se puede escribir en la forma

η ∼ h
S

m0c
. (5.33)

Aproximadamente podemos escribir S ∼ m0r
2ω, aśı (5.33) llega a ser

η ∼ h
r2ω

c
. (5.34)
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Para Pulsares t́ıpicos en milisegundos (ms), ω ∼ 103Hz y r ∼ 106cm. r2ω
c
∼ 105cm y de

(5.34) encontramos que

η ∼ h(105cm). (5.35)

Si esperamos la mejor sensibilidad de la amplitud de la onda sobre la tierra, aproximada-
mente h ∼ 10−18, encontramos que η ∼ 10−13cm. Este valor para η es, por supuesto,
es demasiado pequeño para ser detectado en la investigación actual. Sin embargo, esta
estimación se basa sobre el valor h ∼ 10−18, el cual corresponde a fuentes de radiación
gravitacional que estan a distancias de Mpc (Megaparsec) de la tierra, pero esto no nece-
sariamente corresponde a algunos lugares del medio interestelar donde las llegadas de las
ondas gravitacionales puedan tener un efecto fuerte . Por ejemplo, un pulsar puede estar lo
suficientemente cercas de una fuente de ondas gravitacionales demasiado fuerte tal como
otro pulsar, hoyo negro o supernova.

5.5. Ecuación de Desviación de Geodésicas para el

Trompo Relativista y el Pulsar PSRB 1913+16

Hemos calculado la perturbación de la Ec. (5.35) para una cierta amplitud de onda h ∼
10−18, pero consideremos ahora el sistema binario de Hulse y Taylor [10], con los siguientes
parámetros [1, 10, 28]

∗ rpulsar = 1× 104m = 1× 106cm

Porbital = 27906,98161s

ωorbital = 2,25147× 10−4Hz

i = 45◦

Mpulsar = 1,4142MSol = 2,80× 1030Kg

a1 sin i

c
= 2,34186s (5.36)

e = 0,617139

wpulsar = 106,44Hz

G = 6,67259× 10−11Nm2

Kg2
.
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Donde ∗, es un valor t́ıpico de los pulsares.
Utilizando la Ec. (5.34), la Ec. (5.35) nos da

η ∼ h(104cm). (5.37)

Para el rango de valores entre las mejores sensibilidades experimentales esperadas en
la Tierra [3, 6]: h ∼ 10−18 y h ∼ 10−12, de la ecuación anterior obtenemos

η ∼ 10−14cm ,

(5.38)

η ∼ 10−8cm ,

respectivamente. El primero de estos valores da una estimación muy pequeña para las
investigaciones actuales. Esto puede ser debido a la lejańıa de la fuente (el pulsar). El
segundo valor de η brinda una posibilidad más tangible, al ser comparable con el radio de
Bohr.

Hemos estudiado la solución para casos particulares, por lo que ahora nos ocupa es supo-
ner que el pulsar PSRB 1913+16 es una fuente de ondas gravitacionales, que tiene como
generación de ondas gravitacionales la Ec. (5.14) , es decir la producción de ondas gravita-
cionales es de naturaleza cuadrupolar, de esta forma la Ec. (5.14) para puntos del campo
cerca de x3 = z llega a ser [1, 14]

[hij] ≈ 8GMa2ω2

c4r
<[epolexp

2iω

c
(x0 − x3)], (5.39)

donde 2ω es la frecuencia angular de la onda, r representa el punto de observación, M la
masa del objeto que forma el segundo momento de masa (ℵij), a representa la distancia
entre el objeto y el centro de masa, ω es la velocidad angular del objeto.

De la ecuación (5.33), consideraremos el esṕın de la Tierra para estimar η, que es aproxi-
madamente lo que un detector de ondas gravitacionales en tierra tendŕıa que medir si sólo
se tomará en cuenta la onda gravitacional proveniente del PRSB 1913+16.

Esta vez
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rTierra = 6,37× 108cm

ωTierra = 7,27× 10−5Hz. (5.40)

La ecuación (5.34) queda como

η ≈ h(983,61cm). (5.41)

Para calcular h que proviene del pulsar binario podemos aproximar la amplitud dada por
la Ec. (5.39)

h ≈ 8GMa2ω2

c4r
. (5.42)

Para el valor de a consideraremos el semieje mayor a1 Ec. (5.36), ω como la velocidad
angular de la órbita y r = robs la distancia del PRSB 1913+16 a la Tierra, están dados por
los siguientes valores [1]

a = a1 cos i = 9,94× 1010cm cos 45 = 7,026× 108m

ωorbital = 2,25× 10−4Hz (5.43)

robs = 16300 años luz = 1,54361× 1020m.

Aqúı a es la contribución paralela del sistema respecto de la tierra, como se aprecia en la
siguiente figura1, ver [1].

1Donde ω es la frecuencia angular de la orbita y θ̇ es la frecuencia angular del periastro y tiene un valor
de 4,2261◦ por año.

64



Pulsar

A la tierra

Z´

X

Y

Z

P

Linea de nodos

i

0

Periastrow

t

·

q

Plano del cielo

Plano orbital

Figura 5.1: Pulsar Binario PSRB 1913+16.
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Con los valores de (5.36) y fijandonos en la Ecuación (5.20), ésta ultima referida a nuestra
fuente de ondas, obtenemos [1, 17]

dE

dt
=

32GI2ω6

5c5
. (5.44)

Para la frecuencia ωorbital tenemos los siguientes valores de la onda.

ωgrav = 2ωorbital = 4,5× 10−4Hz

νgrav =
ωgrav

2π
= 7,17× 10−5Hz

λgrav = 4,186× 1012m (5.45)

kgrav =
2π

λgrav

= 1,5× 10−121/m

dE

dt
= 1,75× 1023 Watts.

De los valores de las Ecs. (5.36), (5.43) y la Ec. (5.42) podemos ver que finalmente h va como

h ≈ 2,996× 10−23. (5.46)

Entonces la Ec. (5.41) nos da

η ≈ 2,95× 10−20. (5.47)

La última ecuación de (5.45) es la velocidad al cual el sistema pierde enerǵıa por radiación
gravitacional.

Se ha calculado los valores de η para dos sistemas diferentes, el pulsar binario de Hulse y
Taylor y al sistema Tierra, vemos que entre las perturbaciones hay una gran diferencia, es
decir aqúı en Tierra seŕıa casi indetectable, si la onda viniese del PRSB 1913+16 mientras
que en el sistema Binario de Hulse y Taylor son más grandes los valores de η.
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Caṕıtulo 6

Conclusiones

EL objetivo principal de este trabajo de tesis fue estudiar la Ecuación de Desviación de
Geodésicas para objetos con esṕın o momento angular intŕınseco (Trompo Relativista)
(EDGTR). Sin embargo, desde el inicio de esta investigación, se nos ocurrió la idea de que
esta ecuación podŕıa brindarnos una herramienta predictiva en astrof́ısica para la detección
de ondas gravitacionales al estudiar la desviación de geodésicas en objetos astrof́ısicos
rotantes.

Cabe mencionar que en trabajos anteriores, ya se hab́ıa explorado la posibilidad de detectar
la Radiación Gravitacional por medio de objetos rotantes [8, 9] pero ese era el caso de un
solo objeto rotante. Posteriormente, en la Ref. [6] se estudió la Desviación de Geodésicas
para Trompos Relativistas. Esto nos brinda la posibilidad de estudiar sistemas de dos
cuerpos rotantes, tales como los sistemas binarios y en consecuencia que un sistema binario
sea el sistema de prueba para la detección de ondas gravitacionales.

Es por ello que en este trabajo de tesis hemos revisado diversos aspectos de la Teoŕıa Ge-
neral de la Relatividad: Primero revisamos el importante concepto de ondas gravitacionales,
donde vimos que éstas satisfacen una ecuación de onda similar a la ecuación de ondas elec-
tromagnéticas propagándose a la velocidad de la luz: es decir, los gravitones son part́ıculas
no masivas. En la norma de Lorentz, estas soluciones son ondas planas monocromáticas
con dos modos de polarización.

Para ir concretando ideas, en el Caṕıtulo 3 vimos la teoŕıa del Trompo Relativista de
Hanson y Regge, y en el Caṕıtulo 4, vimos como se generalizan estas ecuaciones del
Trompo Relativista a la Ecuación de Desviación de Geodésicas cuando se incluyen los
efectos de rotación y de movimiento en un fondo gravitacional. Vimos como resultado de
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estas revisiones la obtención de la EDGTR.

Finalmente, en el Quinto Caṕıtulo de este trabajo revisamos la aplicación de la condición
de ondas gravitacionales a la EDGTR, donde supusimos que el rol del trompo relativista
puede ser interpretado por una estrella compacta con propiedades relativistas: un pulsar!.
Obtuvimos una solución simplificada de la EDGTR, que involucra una perturbación como
desviación a la separación entre las part́ıculas, en la que nos basamos para hacer estima-
ciones sobre el pulsar de Hulse y Taylor [10]. Para diversas fuentes, con un rango de valores
entre h ∼ 10−18 y h ∼ 10−12 se obtienen las desviaciones entre η ∼ 10−14cm y h ∼ 10−8cm,
lo cual nos da una posibilidad más tangible para la detección de ondas gravitacionales en
la Tierra.

Como un último ejercicio y aplicación consideramos a la Tierra como objeto de prueba en la
que llega una onda gravitacional proveniente de una fuente, en particular del pulsar Binario
PRSB 1913+16, considerada como fuente de ondas gravitacionales. Para este caso, los
números son tan pequeños que prácticamente es imposible medir el efecto de perturbación
de la Tierra debido a la radiación del binario.

De estas observaciones, podemos esperar que si tenenemos una mejor sensibilidad expe-
rimental como lo tendrá el Interferómetro Espacial LISA (Laser Interferometer Space An-
tenna) fig. 6.1, o si realizamos el análisis de estos efectos en objetos más cercanos a la
fuente de radiación, tendremos entonces efectos tangibles y medibles directamente como
consecuencia de la radiación gravitacional.
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Figura 6.1: Lisa (Antena Espacial de Interferometŕıa Láser).
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