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Capitulo 1

Introduccion

La Relatividad General es uno de los més grandes desarrollos cientificos de la humanidad.
Esta teoria fue propuesta por el Dr. Albert Einstein a principios del siglo pasado y ha
superado la mayoria de las pruebas experimetales a las que ha sido sometida. Una ultima
prueba es la demostracién directa de la existencia de las llamadas ondas gravitacionales,
tema que es la principal motivacion de este trabajo de tesis.

Es por eso que en este trabajo de tesis, haremos una revision de la Teoria Linealizada
de la Relatividad General, la Teoria del Trompo Relativista (Teorfa de Hanson-Regge),
generalizacién de la Ecuacién de Desviacién de Geodésicas y la aplicacién de ésta a la
deteccion de ondas gravitacionales.

Con el descubrimiento del pulsar binario de Hulse y Taylor [10] en 1974, se hizo evidente,
indirectamente, la existencia de las ondas gravitacionales. Con los datos que se han tomado
de las observaciones en radio que llegan de ese sistema a la Tierra, el periodo de rotacion
cambia con el tiempo; lo que produce una presesién del periastro [1, 10] dado que el sistema
pierde energia en forma de radiacién gravitacional.

Una propuesta alternativa para la deteccion de ondas gravitacionales surge con el estudio
de objetos con espin , es decir, aquellos objetos con momentum angular intrinseco [6, 8];
que pueden ser perturbados por la radiacién gravitacional lo cual se vera reflejado en las
senales que nos llegaran a la Tierra, tal como en el caso de los pulsares.

Para llevar a cabo nuestro andlisis, revisaremos en el Capitulo 2 la Teoria Linealizada de
la Relatividad General, que consiste en linealizar las ecuaciones de Einstein al permitir
perturbaciones del espacio-tiempo en el tensor métrico g,, = 7, + hy,, donde 7,, es
la métrica de espacio-tiempo plano de Minkowski y h,, es una perturbacién, la cual se



considera muy pequefia en magnitud comparada con la métrica de Minkoswki, i.e.|h,,| <<
1. Estas ecuaciones de campo tienen como solucién en el mejor y mas simplificado de los
casos las ondas planas monocroméaticas con dos modos de polarizacion.

Luego tornaremos nuestro andlisis al estudio del Trompo Relativista como un sistema
aislado y su interaccion con campos gravitacionales. Dicha revision se llevara a cabo en el
Capitulo 3. cabe mencionar que en esta revision se considera al objeto rotante como un
ente aislado en interaccién con un campo de fondo.

Posteriormente, revisaremos una novedosa propuesta que incluye la posibilidad de estudiar
la Ecuacién de Desviacion de Geodésicas para un par de objetos rotantes en un fondo gravi-
tacional. Esta propuesta permite entonces ver al sistema binario como un posible detector
de ondas gravitacionales a partir del acoplamiento entre el espin y la onda gravitacional.
El formalismo usado para la obtencion de la Ecuaciéon de Desviacion de Geodésicas es tan
general que incluye la posibilidad de ver al sistema binario en interaccién con radiacion
gravitacional sin importar su origen. Este analisis se llevara a cabo en el Capitulo 4.

El Capitulo 5 esta dedicado a la aplicacién de la Ecuacion de Desviacién de Geodésicas
para Trompos Relativistas al caso de un sistema binario general. En particular se dan
datos, estimaciones nimericas para el sistema binario de Hulse y Taylor [10]. También
podemos tener como otro caso particular, la solucion de esta Ecuacion de Geodésicas para
el Trompo Relativista siendo la Tierra el objeto rotante de prueba. Después de analizar las
perturbaciones que intervienen al paso de una onda gravitacional, originadas en un sistema
binario (por ejemplo), resulta que las perturbaciones sobre la Tierra son extremadamente
pequenas para poder ser detectadas. De este modo, es posible afirmar que sélo cerca de
los objetos radiantes es posible medir o estimar mediante perturbaciones la fuerza y los
efectos de la radiaciéon gravitacional.

Finalmente, en la secciéon de Conclusiones daremos un resumen general de la obra.






Capitulo 2

Ondas Gravitacionales

INTRODUCCION

En este Capitulo revisaremos las llamadas ondas gravitacionales, sus propiedades fisicas y
matematicas. Las ondas gravitacionales fueron predichas por Einstein en 1916 y atin no
han sido detectadas directamente, sélo se han observado sus efectos indirectamente en el
pulsar binario PSRB 1913416 de Hulse y Taylor [10].

Es por ésto interesante comprender la naturaleza y origen astrofisico de tales ondas asi co-
mo la posibilidad de detectarlas de manera alterna. A lo largo de este trabajo de tesis,
suponemos que existe previo conocimiento de parte del lector de Relatividad General.



2.1. Teoria Linealizada de la Gravedad

Las ecuaciones de campo de Einstein para el tensor G, se escriben como:

1
R'Lw — §glﬂ’R = 87TTH1,, (21)

son un conjunto de ecuaciones muy compacto en el cual se ha hecho uso del lenjuage geo-
métrico y que a simple vista dista de ser un conjunto de ecuaciones diferenciales para el
tensor metrico g, .

Como es usual en la fisica, es conveniente hacer simplificar de alguna forma este conjunto
de ecuaciones. Tal es el caso de un campo gravitacional débil que se desvia ligeramente de
un campo gravitacional con fondo plano (espacio de Minkowski) de la forma:

uv = Muw + hum |h,u1/| < 1, (2.2)

en una situaciéon de campo débil, el campo se puede expandir en potencias de h,,,, usan-
do un marco de coordenadas donde la Ec.(2.2) sigue siendo vélida, y sin mucha pérdida
de exactitud, nos podemos quedar con los términos lineales. El formalismo resultante es
frecuentemente llamado ”La Teor{a Linealizada de la Gravedad”.

En, realidad, lo anterior es equivalente a decir que la Relatividad General Linealizada se
obtiene linealizando el espacio-tiempo. Cabe destacar que se puede regresar de la teoria
lineal a la Relatividad General imponiendo consistencia entre las ecuaciones de campo li-
nealizados y las ecuaciones de movimiento.

Ahora nuestra atencion se enfoca en obtener la teoria linealizada a partir de la Relatividad
General, adaptando la Ec.(2.2) para las componentes de la métrica. De esta manera los
coeficientes de conexién covariante estan dados por:

1
Lypy = §<9uﬂw 98 =97 ) (2.3)
de manera que si subimos un indice, obtenemos la siguiente multiplicacién :

Iy = 9" sy, (2.4)

esta expresion se conoce como el simbolo de Christoffel de segunda especie. Cuando expre-
samos ¢, en términos de la métrica de perturbacién h,,, nos expresa que las I'” s estan
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dados por:

1 )
Map = 50" (havss Thova —hapw) = 5(ha"5 thg"a —hag") -

(2.5)

De donde la tultima expresién nos brinda una convencion para tales simbolos. De aqui se
aprende una regla para las expresiones que dependen de la métrica: la gimnasia de subir y
bajar indices se lleva a cabo con 7", y no con ¢g"”. El tensor de Riemann que en términos

de I'” s esta expresado en la forma:

Rﬁ _ Fﬁ

B B o B o
pow AL —I oV +I aaF 72 I O’I/F pa
adopta, después de realizar la linealizacién en h,,,, la forma:
[ Z2BNTeY

1
R =D = W = 50 o+ ey = o = 1

De manera similar, tenemos que el tensor de Ricci esta dado por:

Ruy = R0, =T, — 1% +T% 7 —T° 17

Hov UV, po,v ov po
y expresando a orden lineal en potencias de h,, la Ec.(2.8) obtenemos:
Ry =TT, =5+ 1 =P ™ = Phow)

donde hemos definido

ny, o ol ,/w) :

(2.6)

(2.8)

(2.10)



Después de esta reduccién formamos el escalar de curvatura R = ¢"'R,, = "R, a
orden lineal, y de las ecuaciones de Einstein 2G,, = 1677}, se obtiene:

o™+ P = P o® = By = N (hog™ — b %) = 167T,,, . (2.11)

pou,v [ Ze'NT3

El nimero de términos ha aumentando de R, Ec.(2.9) a G, = Ry, — 59 R Ec.(2.11),
sin embargo, se puede introducir los ”potenciales gravitacionales”h,, como

— 1
hyw = hy — inw,h. (2.12)
Donde la barra indica una operacion correspondiente a la anterior sobre cualquier tensor

simétrico.

De manera queﬁGW = R,, es a primer orden en h,,, como consecuencia h,, = h,, y
entonces hy, = hy, —
a ser:

%nwh. Con esta notacién las ecuaciones de campo linealizado llegan

Pyt Ry = 167 (2.13)

El primer término de estas ecuaciones linealizadas es el d’Alembertiano usual de espacio
plano, mientras que los demas términos sirven para mantener invariante la norma.
Donde el d’Alembertiano est definido como O = —n*# 9, d;.

2.1.1. Transformaciones de Norma y Transformacion de Coorde-
nadas en la Teoria Linealizada

Para tener completez con la formulacion de la Teoria Linealizada de la Gravedad
introducimos estos importantes conceptos y nociones.
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Las Ecuaciones Basicas de la Teoria Linealizada

Estas ecuaciones son escritas en cualquier sistema de coordenadas casi globalmente de
Lorentz y son las ecuaciones:

guz/:nm/""huw |hlw| <1,

— o —

7a/6 N f1e? e ,Q
e = Mwhes R, + R, =167T,, .

Hay dos tipos diferentes de transformacion de coordenadas que conectan sistemas unos con
otros que son casi globalmente de Lorentz , estos son: transformaciones globales de Lorentz
y transformaciones infinitesimales de coordenadas.

1.- Transformaciones Globales de Lorentz:

/

JZ“ — Aua,ZEa y AHQ/AVB’TIMV — na/ﬁ/. (214)
estas transforman los coeficientes de la métrica via:

ozt Ox” b A 4 A
na’ﬂ’ —|— ha/ﬁ/ = ga’ﬂ’ = Ww‘gﬂy = A a’A ﬁ/(”?#y + h’,U«V) = na’ﬁ’ + A a’A ﬁ’hl“’ .

Asi | h,, de igual manera que h,, se transforman como las componentes de un tensor en
el espacio-tiempo plano dado por:

h/a/ﬁ/ — A#Q/Ayﬁlhul, . (215)
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2.- Transformaciones infinitesimales de coordenadas (creacién de rizos ondulatorios en los
sistemas coordenados):

/

' (p) = 2" (p) +£"(p) - (2.16)

Donde £#(p) son cuatro funciones arbitrarias suficientemente pequenas para dejar

|h,u/V/| < 1.

La transformacién infinitesimal de esta clase hace pequenos cambios en las formas fun-
cionales de escalares, vectores y campos tensoriales. Estos pequenos cambios se pueden
ignorar en la mayoria de las cantidades excepto en la métrica, donde a causa de una
pequena desviacion de 7, se indica que contiene toda la informacién de la gravedad. La
ley de transformacién tensorial para la métrica es:

o a am“ aZL’”
Goo |2 (9)] = guvlz @)]WW’

dada la ley de transformacién Ec.(2.16) y la siguiente expresion:

g,uz/[xa(p)] = Ny + h,ul/[xa(@)] .

’ . s , . . / o .
De aqui, que las funciones de transformacién de la métrica en el nuevo sistema (z*) y viejo
sistema (z#) de coordenadas estan relacionados por:

hqufevo — hziyejo - §u,71/ - gu,u ) (217)

considerando que la forma funcional de todos los demas escalares, vectores, y tensores son
inalterados; ésto es dentro de la prescicién de la Teoria Linealizada.

Para la transformacién de norma dada por la Ec.(2.16) como hemos visto, se obtiene la
Ec.(2.17), de manera que se puede imponer la condicién de norma

e, =0, (2.18)
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solo si

gre = 0. (2.19)

Estas condiciones de norma son los tensores andlogos de la norma de Lorentz A* _, =0 de
la teorfa electromagnética. Asi que las ecuaciones de campo de la Ec.(2.13) se reducen a

P =167T,, . (2.20)

La condicién de norma Ec.(2.18), las ecuaciones de campo Ec.(2.20), y la definicién de la
métrica

— 1
g/.l,l/ = n,U«V + h,U'V = ’]’]“y + h/»“’ - in“yh’ (221)

son las ecuaciones fundamentales de la Teoria Linealizada de la Relatividad General es-
critas en la norma de Lorentz.

Transformacion de Norma e Invariancia de Norma

En teoria linealizada se considera usualmente la Ec.(2.17) como transformacién de norma
local, analogamente para

Azuevo — Aziejo + w’# , (222)

de la teoria electromagnética. El hecho de que la transformacion de norma gravitacional no
afecte la forma funcional de escalares, vectores, o tensores se llama ”Invariancia de norma”.

15



Dado que si nos apoyamos en un calculo confiable se muestra la invariancia de norma del
campo electromagnético,

nuevo __ ANuevo __ ANuevo __ Aviejo __ Aviejo __ pviejo
Fee = Ap AL =AY+ — AT — U = FLC (2.23)

De igual manera si nos apoyamos en un calculo similar, nos muestra la invariancia de nor-
ma del tensor de Riemman

nuevo _ puiejo (2.24)

e T S uvaf

Tal invariancia de norma fue ya garantizada del hecho de que R, son las componentes de
un tensor, y son escencialmente los mismos si se calcula en un marco ortonormal gz, = 7.,
en las viejas coordenadas donde g, = 1., + hZ'i,fjas o en las nuevas coordenadas donde
Guw = s+ B

La condicién de norma y la ecuaciones de campo dada por las Ecs. (2.18) y (2.20) de la
teoria linealizada son parecidas a las ecuaciones de la teoria electromagnética en la norma
de Lorentz y el espacio-tiempo plano

A =0, (2.25)

—Al S =dmy. (2.26)

Se diferencian tan solo por un indice extra, como podemos ver h*” con A*, TH con j*,
consecuentemente se puede inferir mucho desde el punto de vista de la analogia de la teoria
electromagnética con la Teoria Linealizada de la Relatividad General. Las ecuaciones de
campo Ec.(2.20) deben tener soluciones de onda gravitacional. Asi el andlogo de las ondas
planas electromagnéticas:

AT = A%(t—2), AV =AYt —2z), A*=0, A'=0,

16



seran las ondas planas gravitacionales, dadas por

B ="t —2), B =h"{t-2), B =0"t-2), W =H"=0, (2.27)

para toda p, para el caso de ondas monocromaticas viajeras en el eje z.

2.2. Ondas Planas

. ’ . . . . 7 « 7« .
Las soluciones mas simples de las ecuaciones linealizadas h,, ., = h, , =0 que se inter-
pretan como la solucion de una onda monocromatica son:

B = R[A €] (2.28)

la expresion R[A,, exp ik,z®] no es mas que la parte real de la expresion anterior o tomar la
parte real; donde A, es la amplitud y k, es el vector de onda, son constantes que satisfacen:

kok® =0, (K es un vector nulo) (2.29)

A k* =0, (Aortogonal a k), (2.30)

. . .. e « T .
estas expresiones se derivan de las condiciones h,, . = 0y h, , = 0, respectivamente.

Claramente esta solucion describe una onda con frecuencia:

Ne’

w=k = (k2 + k2 + k)2, (2.31)

17



la cual se propaga con la velocidad de la luz y direccién del vector de onda:

k= (=) (kg by, k) . (2.32)

1
w

La amplitud A, pareciera tener seis componontes (10 componentes menos 4 constricciones
de ortogonalidad A,,k* = 0) . Pero este tensor se debe de reducir a los 2 grados de libertad
del campo gravitacional y no a seis.

2.2.1. La Norma Transversa y de Traza Nula

Si seleccionamos un 4 vector velocidad # no como algiin evento si no considerando la misma
@ a través de todo el espacio-tiempo (desde el punto de vista de la relatividad especial).

Debido a una transformacién de norma se impone la condicién

Agu’ =0, (2.33)

Estas son solamente tres constricciones sobre A,, y no cuatro debido a que una de ellas
satisface la Ec.(2.30), k*(A,,u") = 0, como una cuarta constriccién se usa una transfor-
macion de norma dada para obtener:

Ar =0, (2.34)

Asi, obtenemos 8 constricciones en total, A,,u®* = A,,k* = A%, = 0, sobre las compo-
nentes de la amplitud; y el sistema de coordenadas (norma) es ahora fijo. De esta manera
las 2 principales componentes libres de A, representan los dos grados de libertad (2 po-
larizaciones) en la onda plana gravitacional.

Es de ayuda reiterar que las 8 constricciones A,,u® = A, k% = A%, = 0 en un marco de
Lorentz donde u° = 1,u’ = 0 tal que en una forma donde £ no aparece explicitamente:

18



huo =0, 1ie. las componentes espaciales de h;, no son cero, (2.35)

hij,; = 0. i.e. las componentes espaciales son de divergencia nula, (2.36)

hi =0, 1i.e. las componentes espaciales tienen traza-nula. (2.37)

Aqui se ve que estas condiciones de norma son lineales en h,,. Cualquier tensor simétri-
co satisfaciendo las Ecs. (2.35), (2.36) y (2.37) se dice que es un tensor transverso y de
traza-nula. Transverso dado que es puramente espacial (hq,) y, si se piensa como una onda,
es transverso a su propia direccién de propagacion (h;j,; = hijk;); y de traza nula porque

La norma especial en la cual h,, se reduce a sus partes transversa de traza-nula es llamada
la TT o simplemente norma transversa de traza-nula, las condiciones (2.35), (2.36) y (2.37)
definen esta norma que pueden ser resumidas como h,, = hl}.

2.2.2. Polarizaciéon de Ondas Planas

La desviacién de Geodésicas en la direcciéon transversa mejora la definicion para estu-
diar y caracterizar la polarizacion de ondas planas. Considérese un plano, en el cual se
tiene ondas gravitacionales propagandose en la direccion z, dado que las constricciones
hop =0, bL = ik;hl" = 0y hijl = 0, nos muestra que solamente las componentes no
nulas de A, son:

WD = —nll = R[A e ™), (2.38)
hil = KT = R[Ae ™0 (2.39)

19



Las amplitudes A, y Ay representan 2 modos independientes de polarizacion. Como en
las ondas planas electromagnéticas, asi que para ondas planas gravitacionales, se puede
resolver una onda, en términos de 2 componentes linealmente polarizadas, o alternativa-
mente en términos de 2 componentes circularmente polarizadas.

Para ondas linealmente polarizadas, los vectores de polarizacion unitarios de la teoria elec-
tromagnética son e, y e,. Una carga de prueba que es golpeada por una onda plana con
vector de polarizacién e, oscila en la direccién x relativa a un marco inercial; y similarmente
para e,. Por analogia, los tensores de polarizacién lineales unitarios para ondas gravita-
cionales son:

er =€, e, —e, ey, (2.40)

ex =€; @ ey + e, e, (2.41)

La onda plana (2.38) y (2.39), cuando A, = 0 tiene polarizacion e, puede ser escrito como

hjk: = %[A+6_iw(t_z)€+jk]. (242)

El efecto de alterar la separacion geodésica entre dos particulas de prueba depende de la
direccién de su separacion.

Para ver los efectos en todas las direcciones en seguida, considere un anillo circular de
particulas de prueba en el plano transverso (x,y) rodeando una particula central, cuando
la onda plana dada por la onda plana anterior (con la polarizacién e, ) pasa, deforma lo
que fue un anillo dando como resultado en el propio marco de referencia de la particula
central, estar dentro de una elipse con ejes en las direcciones x y y que pulsa hacia dentro
y hacia afuera.

Una onda de polarizacion e, deforma el anillo en un angulo de 45 grados de los ejes x v .

Para ondas circularmente polarizadas, el vector de polarizaciéon unitario de la teoria elec-
tromagnética son:

ern = —=(e,+1ey), (2.43)



(ex —iey). (2.44)

Q
~
|
Sl
O

Similarmente, los tensores de polarizacion circular de la teoria gravitacional son:

er = (e4 +ies), (2.45)

e, =

(ey —iey). (2.46)

SERSE

Una particula de prueba que es golpeada por una onda electromagnética de polarizacién eg
se mueve alrededor de un circulo en la direccién contraria de las manecillas del reloj; para
er, que se mueve en circulos en la direccién de las manecillas del reloj. Similarmente para
una onda gravitacional de polarizacién eg rota la deformacién del anillo de una particula
de prueba en la direccién contraria a las manecillas del reloj.
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Capitulo 3

El Trompo Relativista

INTRODUCCION

En este Capitulo revisaremos la teoria de Hansson-Regge, sobre la formulacién del trompo
relativista, como un sistema aislado para posteriormente estudiar el caso en el que in-
teractia con un campo gravitacional obteniendose las ecuaciones de movimiento que se
utilizaran en el préximo Capitulo.
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3.1. Constricciones

La descripcion del trompo relativista se describe principalmente por cantidades tensoriales
de invarianza relativista 4-dimensional (dada sus velocidades, lineal, angular; momentum
lineal, y espin). Sin embargo, dichos tensores tienen mas grados de libertad que el sistema
involucrado y por consiguiente las constricciones deben ser impuestas sobre éstos tensores
para que puedan ser identificables con las apropiadas variables fisicas del trompo relativista.

Las constricciones sobre los tensores de momentum y velocidad, son muy similares a las
constricciones sobre las que se han usado para particulas sin espin.

Las ecuaciones de constriccién para el espin y velocidad angular han presentado dificul-
tades, por lo que se hace mas interesante tratarlos nuevamente en esta teoria del trompo.

Consideremos un tensor antisimétrico S*. Donde S tiene seis componentes independien-
tes, pero con sélo tres de ellos se puede describir la rotacién del trompo. Para librarse de
los grados de libertad extra del espin, hay dos tipos diferentes de constricciéon que se han
propuesto, los cuales son:

SH, =0, (3.1)

Sp, =0, (3.2)

dichas constricciones expuestas serdan referidas como la constriccién de Pirani [18] y Tul-
czyjew [21] respectivamente. Donde U, es la velocidad lineal y P, es el momentum lineal,
Ecs. (3.1) y (3.2) respectivamente.

Historicamente hablando la Ec. (3.1) referida a Pirani, fue introducida por Frenkel (llama-
da la condicién de Frenkel) para el mismo fin, 33 anos mas tarde el modelo mencionado es
desarrollado por Barut [26] en el que describe los grados de libertad internos del sistema;
donde la Ec. (3.1) se sigue cumpliendo, sin embargo en este modelo del trompo relativista
[20] se considera la Ec. (3.2) en que los limites no relativistas se tiene solamente 3 grados
de libertad del espin, la diferencia escencial entre las Ecs. (3.1) y (3.2) radica en la forma
en que se puede mover libremente la particula.

Este hecho significa que la constriccion de Pirani no es demasiada restrictiva, por lo que
permite soluciones con mas de seis grados de libertad; lo cual no nos permitiria asociar
cantidades fisicas del sistema a los grados de libertad extras que describe un trompo, ya
que para el movimiento de un trompo se necesitarian tan sélo seis grados de libertad (tres
para traslacién y tres para rotacién).
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Por consiguiente, evitaremos usar la constriccién de Pirani Ec. (3.1).

Ahora si nos quedamos con la Ec. (3.2) de Tulzcyjew, se mostrard que esta constriccién
es apropiada a adoptar porque implicaria que un trompo libre no se mueve en el marco
en reposo del momentum. La norma asociada (y relaciones invariantes) para la velocidad
angular serdn vistas en la siguiente seccion.

3.2. Formalismo Lagrangiano para un Trompo Libre

Describiremos un trompo libre con las variables z#(7), " ) (1), donde z# son las cuatro
coordenadas de la posicién del trompo en el espacio-tiempo de Minkowski. Ahora, e (@)
representan cuatro vectores atados al trompo para describir su rotacion y 7 es un parametro
cualquiera en la linea del mundo del trompo (el indice « lleva por nombre la de un vector
y tiene por caracteristica que no es tensorial, luego p es un indice tensorial, ejemplo: 62((1)
significa la componente 2 de la tétrada del vector time-like).

Los 4 vectores e(,) constituyen un marco completamente ortonormal

M€ (0)€" (8) = TaB); (3.3)

n(aﬁ)e“(a)e”(ﬁ) =M. (3.4)

Donde 7, es la métrica del espacio-tiempo de Minkowski que se representa por: 7g =
7 = diag(1,—1,—1,—1) ademds de ser una matriz invariante.

Por consiguiente, sélo seis de las 16 componentes de la tétrada de vectores son independien-
tes, y estas se pueden identificar por ¥ con N =1, .., 6.

Por otro lado se define ahora las velocidades lineal y angular; U* | w* por:

U* = i, (3.5)
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W = e )¢ g = W, (3.6)

donde el punto significa diferenciaciéon con respecto a 7. La antisimetria de w"” se sigue de
la misma relacién (3.4) lo cual implica que la velocidad angular tiene sélo seis componentes
independientes. Para propositos variacionales, es de ayuda definir el tensor antisimétrico
00H y 56“(a) por:

00" =Pt 6e” 5 = =60, (3.7)

utilizando las dos relaciones (3.7) y (3.8) en la variacién del tensor de la velocidad angular
Ec. (3.6), se obtiene:

Swh = §OM 4 W 0,” — 50" w,” | (3.9)

estas ecuaciones son importantes porque cuando se hace una variacion al lagrangiano; se
utilizan y como consecuencia, se obtienen las ecuaciones de movimiento.

Ahora se definen los cuatro invariantes

a = UU"=u?
a = Www, =w-w

1
as = U#w“”wl,)\UA = UwwU (3.10)
ay = detw = 3(w"w;,)? = (- w)?

donde
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1
w*MV = (§)€Mlj>‘pw)\p’

con €123 = 41,

El lagrangiano propuesto para el trompo esférico relativista, libre, es de la forma

o A3 Q4

Lo = JaiL( ). (3.11)

9 7
a;’ a?’ a?

Donde se observa que el lagrangiano tiene potencia 1 en sus argumentos y depende sola-
mente de las velocidades lineal y angular; por tanto aseguran invariancia de reparametrizacion
bajo el cambio del pardmetro 7 = 7(7).

El momentum lineal P* y espin S* se definen por

pro= g0 = 2UFLy — 20w, UM L
(3.12)
S = —gflfy = 4wt Ly — 2(UFw" Uy — UYwH Uy ) L3 — %w*’“’(u) cw*) Ly
donde hemos hecho la abreviacién
0
Li(ah az, as, G4) = (aa )LO(ala az,as, 0/4). (313>

Las ecuaciones de movimiento para variaciones arbitrarias dz,, 60,, se obtienen con la ayu-
da de las ecuaciones (3.9) y (3.12)

Pt =0, (3.14)
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Sp,u _ SMAW)\V . qus}\V

PrUY — UPPY. (3.15)

De estas ecuaciones, y la constriccién de Tulezyjew Ec. (3.2), se obtiene

0=(S"P,)=S8"P, + S"P, = §"p, = (P'U" — P'U"P,, (3.16)

de aqui, U es paralelo a Py U = 0 en el marco donde P? = 0. De este modo; el trompo esta
en reposo en el marco de reposo del momento cuando se escoge la constriccion de Tulczyjew.

Vemos que entre P* y S* hay 10 componentes independientes, pero sabemos que solamente
se necesitan 6 componentes que concuerden con las componentes fisicas; 3 componentes
para rotaciones y tres para traslaciones, lo que ésto nos indica es la prescencia de una
constriccién mas, para librarnos de las otras componentes no fisicas del sistema, dado, que
si el trompo esta en reposo consideraremos las siguientes ecuaciones para restringir este
movimiento

P =0,(a=1,23), (3.17)

SHO =0, (3.18)

en la Ec. (3.17), el momentum lineal del objeto rotante es cero, excepto la componente en
el tiempo, y en la Ec. (3.18) el espin del momentum angular tendra solamente tres grados
de libertad, dado el resultado anterior, solamente se eliminan 3 de los 7 grados de libertad
de las ecuaciones, P° y S¥ para el trompo, lo que nos hace considerar una condicién més,
para eliminar el grado de libertad restante.

Dado que P° = E en la definicién del 4-vector de energia-momentum y dada la expresién
, B2 . . ., .
de la energia como E = §—m se puede imponer una constriccién de manera que involucre la
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componente temporal del momentum lineal, similar a P°, pero més general, como indica
la siguiente ecuacién

(PO~ F(;575) =0 (3.19)

en la cual, de ésta tultima constriccion se ve que f depende del sistema mismo. De esta
manera tenemos las dos siguientes constricciones Ecs. (3.18) y (3.19) en forma covariante
para el trompo en reposo,

S P, =0,
(3.20)

1 ..
PMPM - f(§SZ]SU) - O

Esta teoria tiene dos principales clases de constricciones, como acabamos de ver (ecuacién
anterior), la segunda ecuacién de la Ec. (3.20) es atribuida a Regge [20]:

1
P,P" = f(§S“”SW),
y la otra es:
detS — (116)(5*#”5;”)2 ~0. (3.21)

En la Ec. (3.20) referida a Regge, como ya vimos se fija la norma en el tiempo y en la
segunda constricciéon Ec. (3.21) se usa para obtener

pr
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donde

P,P* = —M?, (3.23)

(M es la masa del trompo en reposo).

La segunda ecuacién de la Ec. (3.20) es la ecuacién de trayectoria y contiene una funcién
de una sola variable.

Dado que pudieran estar relacionados los objetos celestes con sus propiedades tales como
la masa y el momentum angular, tal como lo pensé Regge en su funcién mas simple de
trayectoria para un trompo relativista esférico, como lo indica la siguiente expresion

1
H = PUP, + 555" S + mg = 0, (3.24)

donde r y mg son dos constantes que determinan las propiedades del sistema, de aqui que
bien se pudiera tomar la funcién de la Ec. (3.20) como:

1 1
f(isuysuu) = _Tﬁsuusuy - m(Q) (325)

3.3. Interaccién Gravitacional de un Trompo

A partir de la seccién 3.2 veremos de manera similar la interacciéon para un trompo rela-
tivista en un campo gravitacional, y de acuerdo al principio general de covariancia.

Para estudiar las interacciones gravitacionales de un trompo primero se obtendra las ecua-
ciones de movimiento del espin usando relatividad general. Tenemos que las ecuaciones del
trompo libre se ven modificadas por la introduccién de la métrica g, de espacio-tiempo
Remanniano y de acuerdo al principio de equivalencia estas seran validas en un marco
inercial local.
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Donde la métrica va como:

(aﬁ)e#(a)ey(ﬁ) = g"(a"), (3.26)

las velocidades son:

dah
Ut = %, (3.27)
y
De”
Wt = n(o"g)e“(a) DT(ﬁ) = —w"k. (3.28)

Donde (DQT) significa derivada covariante en el tiempo dada la expresion siguiente:

DA®  dA*
=t I, AU (3.29)

Donde A* es cualquier vector y I' op € el simbolo de Christoffel.

Con analogia a la ecuacién (3.7) tenemos:

00" =Pt | De 5 = —66"". (3.30)

Donde D significa variacién covariante a lo largo de la linea del mundo del trompo, definida
como

DA* = §A* +T" 5 A* 62, (3.31)
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para cualquier vector A*.

Aqui también, 60" y la velocidad angular w*” son tensores antisimétricos via la Ec. (3.26).
Las 4 invariantes que vimos en la seccién anterior ahora se escriben de la siguiente forma:

a; = QW,U'MUV

aQ - guyga/@wuawyﬂ
as = guugaﬁgp)\UuwyawﬁpUA7 (332)
as = gul/gm’gaﬁg)\éwéu WP WP

Ahora, estas nuevas cantidades invariantes se sustituiran por las otorgadas en la Ec. (3.10)
en el lagrangiano L, tanto P* como S* se definen de igual manera que en la seccion
anterior.

En cuanto al equivalente de la ecuacion (3.9), si usamos las ecuaciones (3.28), (3.30) y apli-

cando %, D alos tensores 00" y w"¥ respectivamente se llegan a las siguientes igualdades

D De" D
v _ . (aB) () v (aB) 1 v
—D7_50“ =1 De" 5 +n'“e (a)—DTDe (8): (3.33)
y
De” De”
v (03 (0% ﬁ
D =P Det, T<ﬁ> + D¢ D DT( ) (3.34)
asi restando (3.33) a (3.34) obtenemos
D De” De"
v v af (8) af (o) v
Dt = 0+ 1Dl ) 5 = 5 Dey (3:39)
De” D
(afB) 1 B v
WP 5Pl
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el ultimo término de la ecuacion anterior no se anula, porque no conmuta mas bien la
identificamos segin la definicién (véase Andlisis Tensorial de I. Sokolnikoff) del tensor de
Riemann,

De¥ D
v (8) v
R paf = [D D7‘ — ED@ (5)]7
ésta ultima igualdad nos lleva a
D(o6om
Duwh” = (DT) + w80, — 60"\ W + g RY 562U (3.36)

Tenemos también que (3.33) y (3.34) deben satisfacer

D d
50 = (30 + TV, 807 UP + TV, , 507 U |
00" = (80") 4 T, 00 UP T, 00 U7, (3.37)
y
Dt = dw +T" 5 w™ 627 + T 5 w™ 02", (3.38)

que son importantes para las ecuaciones de movimiento.

La ecuacién (3.36) tiene un papel importante en cuanto a la variacién del lagrangiano, para
conseguir las ecuaciones de movimiento de manera que el método es el mismo, esto es, por
el principio de Hamilton, hacer variaciones a nuestra accion S = [ LodT para obtener:

DPH 1

Dt = _ERHVaﬁ U” Saﬁ? (339)
DS

S = MW - WS, (3.40)
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DSHY
Dr

= PHUY — UMPY, (3.41)

donde P* y S* estan definidas por (3.12).

De la Ec. (3.9), se ve inmediatamente que el espin S? = %S’“’SW se conserva antes que se
inponga cualquier constriccion sobre el tensor de espin.

Adoptaremos aqui las mismas constricciones, como las que se usaron en la seccién anterior
para el espacio-tiempo plano, esto es, téndremos

St p, =0
() = i
M 3.42
PAB, = (38,5") = 0 o
20— 71 =0
que seran las constricciones sobre (3.39) y (3.41).
Se puede mostrar que PP, = —M? y 5% = %S‘“’SW son constantes de movimiento.

La energia del trompo y el momentum angular se conservan y pueden ser interpretadas
como la suma de la energia de una particula puntual més una interaccién dipolar debido
al espin y al momento angular total, esto es la suma del momento angular mas el espin.

Se puede mostrar que una formulacion equivalente para obtener las ecuaciones de movimien-
to, es proponer el lagrangiano

1 A 1
L= ~UpP, = 55" W + 5(P'Fy+ 555" Sy +m*) + AN, S"F, (3.43)

donde A, A, son multiplicadores de Lagrange, dado este lagrangiago podemos hacer varia-
ciones tanto a los multiplicadores como a las otras cantidades, éstas son:

OP" —  =U" + AP" + AN\, 5" =0,
A

OSH —  —wu + 2 QSW + AP =N, P") =0, (3.44)
T
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1
ON = P'Pu+t 555" S+ m? =0,
S\, — SMP, =0,

si mul(iplicamOS ].a ecuaCién
1% 972 v )

por S, y usamos la constricciéon S*” P, = 0, obtenemos:

A
—w S, + 55" S, = 0. (3.45)
r
Ahora, si multiplicamos la primera expresiéon Ec. (3.45) por P, tenemos A = IZZQ y como
se puede tomar el pardmetro como el tiempo propio, entonces U*U, = —1 y A = —i, de
aqui nos resulta que:
Sk _ ! SHS 3.46
o W = 2 nz (3.46)
2
B mrQS ’
donde S? = %S’“’SW. Si remplazamos w,, = —ﬁSM en la ecuacién anterior vemos que

hay una identidad, entonces podemos suponer que:

1 11
W2 = 5 wh wu,, = m27’4 (55“ Suy), (347)
1 2
= S
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Tal cantidad se llama frecuencia del sistema.

Se puede mostrar que si la geometria tiene un vector de killing £, entonces hay una can-

tidad conservada C¢ asociado al mismo definido por

1 14
Ce = P'E, — 55“ Epuiws

donde ; denota derivada covariante, y los vectores de Killing satisfacen:

Euw + &vip = 0.
Si derivamos este resultado, tenemos
y dada la expresiéon
Dt o,

1
., — =St
5/") 2

D¢,
Dr’

(3.48)

ademds de fijarnos en el tensor de Riemann, finalmente usando las ecuaciones (3.39) y

(3.41), tenemos:

Ce = 0.

Estas constantes se pueden determinar a partir de los vectores de killing y de las condiciones
iniciales del sistema, esto es una vez que se hallan encontrado las ecuaciones de movimiento.

Sin embargo solo considereraremos algunas ecuaciones de este capitulo, que entre las mas

importantes son las Ecs. (3.1), (3.2), (3.39) y (3.41).
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Capitulo 4

Obtencién de la Ecuacion de
Desviacion de Geodésicas para el
Trompo Relativista

INTRODUCCION

Se revisard lo que es la Ecuacién de Desviacion de Geodésicas (EDG) para particulas que
caen en un campo gravitacional, de esta manera se analiza la separacion de una con respecto
la otra a travéz de una pequena cantidad, la cual es llamada vector fiduceal. Introduciendo
el espin del objeto, se apropia esta misma idea sobre la desviaciéon del espin en el cual se
obtiene lo que es la Ecuacién de Desviacién del Trompo Relativista (EDTR), que es una
generalizacién de la Ecuacién de Desviacién de Geodésicas cuando el objeto tiene espin.
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4.1. Ecuacion de Desviacion de Geodésicas

Es bien conocido que la Ecuacién de Desviacién de Geodésicas (EDG) para particulas sin
espin juega un papel importante en la bisqueda para detectores de ondas gravitacionales
[1, 2]. De hecho, se sabe actualmente que en todos los proyectos, se utiliza ésta para de-
tectar ondas gravitacionales, incluyendo Ligo [3], Virgo [4] y Lisa [5] que tienen como raiz
bases fisicas en tal ecuacion. Sin embargo, hace algin tiempo, en las referencias [7] y [8] se
propuso usar las Ecuaciones de Movimiento del trompo relativista (EMTR) [9] en lugar de
la ecuacién de Desviacién de Geodésicas (EDG) para el mismo propésito. Se puede obser-
var que el movimiento de un trompo relativista se relaciona con algiin objeto via fuerzas
gravitacionales y asi relacionando también al tensor de Riemann tal como lo és para el caso
de dos particulas sin espin.

Algunos métodos pueden ser usados para obtener la Ecuacion de Desviacién de Geodésicas
que ahora lo designaremos como EDG (Ecuacién de Desviacién de Geodésicas). Para este
nuevo método, sin embargo resulta més conveniente seguir el método en la referencia [17]
enfatizando que los célculos que se hardn son més especificos que los de la referencia [17].

Considérese una particula puntual de la cual su trayectoria se describe por las coordenadas
x#(7), donde 7 es el pardmetro de tiempo propio. La ecuacién de geodésicas es

A2zt dzx® dx”
" — =0 4.1
az " p() dr dr ’ (4.1)

aqui , I'* 5(2) son los simbolos de Christoffel.

La ecuacién (4.1) puede ser escrita en una forma mds compacta como

D%zt

D . . D2zt _ D (Dat
donde - denota derivada covariante con respecto a 7y 55 = 5- ( o )
3 . i
Notese que desde que las coordenadas x* son campos escalares se tiene que %””T = j—f.

Una particula puntual cerca debe satisfacer una ecuacion de geodésicas. Si usamos las coor-
denadas 2'*(7) para describir la posicién de tal particula cercana tenemos

— -0 (4.3)
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queriendo decir cercano, que las coordenadas se pueden escribir como

" = ot + M (x), (4.4)

con |£#| una cantidad muy pequena.

A primer orden en £* tenemos

Fluaﬁ(x + 5) = F#aﬁ(x) + FNQB,A£A7 (45>

ar+
©w _ B
con I 0B = e

Asi usando (4.4) y (4.5) se encuentra que la ecuacién (4.3) llega a ser

>zt dPEH dz® daP dx® d¢P
pe ST ope AT OS
dr? * dr? T s dr dr + B dr dr

' dz® dz”
+ Pl aﬂ,kg)\?? - O, (46)

en virtud de (4.1), vemos que el primer y el tercer término de (4.6) se pueden dejar fuera.

De aqui , la expresién (4.6) se reduce a

der u dzr® dep dz® dx”
T AP — 4.7
apAs dr dr ’ (4.7)

dr? B dr dr

se puede escribir la ecuacién (4.7) en forma covariante. Para este propdsito primero escribi-
mos (4.7) en la forma

PE e A dede?
dr? B dr dr BASdr dr

(4.8)

ahora, si sumamos a ambos lados de (4.8) la siguiente expresién
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dz® dzP dz® dx” dz® da®
— | R il 0 L R gt
6 + of 5 oAt af dr dr

e A e
AN dr dr A dr dr

&, (4.9)

obtenemos de la ecuacién (4.8)

der u dr® des u o dz® dz® o gy dz® dx”
TS oo ¥ T° dx® dxP ¢\ —T* .1° A

dr? B dr dr N dr dr ool drar € oA eB gr dr

dz® , dzP
—RM A 4.10
a)\,B dT dT Y ( )
donde R’ 5 es el tensor de Riemann de curvatura,

Rua)\ﬁ = F’uaﬁ,)\ - Fua)\,ﬁ + Fua)\raozﬁ - Fuoﬂrao&n (411)

usando (4.1), notamos que el quinto término del lado izquierdo de (4.10) se puede escribir
como

d?x°
dr?

B dr dr

_P“J)\FU SA = I-"U‘U/\ §A7 (412>

substituyendo este resultado dentro de (4.10), se puede ver después que (4.10) se puede
escribir en forma covariante de la siguiente manera

D e
Dr? N qr S dr

(4.13)

La cual es, por supuesto, la famosa Ecuacién de Desviacién de Geodésicas (EDG) para un
par de particulas cayendo muy cercanas una de la otra en caida libre en el fondo de un
campo gravitacional.
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4.2. Ecuacion de Desviaciéon para un Trompo
Relativista

Las ecuaciones de movimiento de un trompo relativista moviendose en el fondo de un cam-
po gravitacional son:

D? P+ 1 dx®
— __Rr T QA8 4.14
D72 27" M g ’ ( )
y
DS+
=0. 4.15
DT ( )

Aqui S* es el momento angular interno (o el tensor de espin) por unidad de masa del
trompo que satisface las constricciones de Pirani [18§] S“”ddm—; = 0. Es importante men-
cionar que las Ecs. (4.14) y (4.15) se pueden derivar de manera diferente o de diferentes
métodos [9]. Quizds uno de los mds interesantes es la formulacién lagrangiana debido a
Rietdijk-Holten [27], Galvao-Teitelboim [19] y Hojman [20]. En el trabajo de Rietdijk-
Holten-Galvao y Teitelboim el espin del trompo se describe por las variables z# y 0%(u),
donde 6#(u) son variables que no conmutan. Mientras que en el formalismo de Hojman
la rotacién del trompo se describen por los cuatro vectores e (a)(T) en ambos casos el
correspondiente lagrangiano es un invariante de Poincaré. Una de las ventajas de la formu-
laciéon Lagrangiana es que permite usar el principio variacional y asegurar la consistencia
de las ecuaciones de movimiento. Sin embargo, la principal motivacién para desarrollar el
formalismo lagrangiano para el trompo es usar el método de constriccion Hamiltoniano
de Dirac para cuantizar el sistema, un aspecto importante de esta construccién es que es
mas conveniente considerar las constricciones de Tulczyjew [21] S# P, = 0, donde P,, es
el momento lineal del trompo, méas que las constricciones de Pirani. Como un resultado
del momento lineal, en general, P, resulta no ser paralelo a la velocidad u* = %. Sin
embargo esta diferencia es muy incomoda y dependiente de norma. Para una propuesta
practica las constricciones de Tulczyjew y Pirani se consideran lo mismo, asi las ecuaciones
reducidas de movimiento se ven como las Ecs. (4.14) y (4.15). Una observacién final es que
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la Ec. (4.14) se puede entender como el andlogo de la ecuacién geodésica y de hecho se
reduce a la Ec. (4.1) cuando el tensor de espin S*” se anula.

Después de comparar las Ecs. (4.13) y (4.14) se nota una gran similaridad. Pero de hecho
éstas ecuaciones son muy diferentes en el sentido de que la Ec. (4.13) se refiere a un par
de particulas puntuales cercanas mientras que la Ec. (4.14) se asocia justamente con un
solo sistema fisico: un trompo relativista. No obstante esta similaridad fue usada como una
inspiracién para proponer que la Ec. (4.13) se usara para detectar ondas gravitacionales, la
Ec. (4.14) también pudiera servir para ese propdsito. Més alla de entender las diferencias
entre los dos sistemas, las particulas puntuales y el trompo relativista, es ahora cuando se
necesita derivar el andlogo a la Ec. (4.13) para un par de trompos relativistas muy cercanos.
Para este propdsito seguimos el método de la seccion anterior pero usando la ecuacién de
movimiento del trompo relativista (4.14) en lugar de la Ec. (4.1).

Un trompo cercano debe satisfacer las correspondientes ecuaciones de movimiento

Az , dx'™ dx'? 1 dax'™
' (2 —— = ——R" (2 S, 4.16
dr? as(7) dr dr 2 axs () dr ( )
Consideremos ahora una perturbacion de la forma
o't =t + M (x), (4.17)
y
Sy — QHY 4 S‘”’M £ (x). (4.18)

Substituyendo (4.17) y (4.18) en (4.16) y expresiones similares para I' y R, nos enfocamos
ahora en la siguiente expresion

d*(zt + &)

dr?

d @y ga d ﬂ+ 3
+(F“a[5(£€)+F”aﬁ,AfA) @ dTg) (@ d75> =

1 d a (07
—5 (Ruaw(fﬂ) + R oo fa) ((x(;—f)) (SMj + S/\ﬁﬁ 57) ; (4.19)
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si nos restringimos a primer orden en £*. Obtenemos

d*zt dPEH dz® dx” dz® d¢P dz® dx”
pe SO ope AT OS  pe A O AT
dr? * dr? T as dr dr T2 dr dr 1 asa dr dr
1 dz® age dx 5
_E[Rﬂo&\ﬁ dr SAIB + Rﬂo&\ d SAI@ + Rﬂa)\ d SAB é-’y + Rua)\ﬁ o S )\ﬂ ]7 (42())
y usando (4.14), la ecuacién se simplifica a
azer dx® dfﬂ dz® dzP
oTH A —
gz T e g g T e
Lre B e SW "+ R & SW 4.21
_5[ ars g a)\ﬁd L&+ a/\ﬁag ——5], (4.21)

resulta ser mas conveniente escribir esta ecuacién como

PE e AL dede?
dr? B dr dr aBASdr dr
1 (6%
_2[R’ua)\ﬂd§ S)\ +R#a)\ﬁ dr S)\B £’Y+Rua/\ﬁoga SAIB] (422>

el siguiente paso es escribirla en forma covariante. Para este propdsito, como se hizo en la
seccién anterior, sumamos en ambos lados de la Ec. (4.22) la siguiente expresién

B dr dr

dx® dzP
a\” 7 d d

dz® dx”®

Mars g dr dr

§>\ + ]:‘I‘UBI“O' 5>\ FMO’)\FU §>\7 (423>

42



y de esta manera tenemos lo siguiente

der dx® dzP dz® dzP dx® dab dz® dzP
orn MV po AV OV ex pu po OV ex pu po QT GT7
dr? + B dr dr T ans dr alTg T ol dr d’/‘g oA b g alT5
_Ruou\ﬁﬁ o §[Rﬂam 7r 5 P+ R 5 ~ &7 +Ruo<)\,30'€ S P4.24)

A dr

donde hemos usado la definicién del tensor de Riemann R”

De acuerdo con la Ec. (4.12), y usando (4.14), nos fijamos que en el quinto término del lado
izquierdo de la Ec. (4.24) nos lleva a

d?x° 1 dz®

dz® dzP A >
oA dr2 5 + EF“O_,Y&WR alp dr

o A
Tl g & =1

—— (4.25)

substituyendo la Ec. (4.25) dentro de (4.24), y como aprendimos que la Ec. (4.24) se puede
escribir como

D2£“ s Az g dz® , dx”
D77 ol e Ban g 8% = =R €
1 age dx® o
_§[RHQA5?SA/6+RH&/\ ir Sw L+ R 0 € 75/\6] (4.26)
ahora, dado que
1 B 3 A8 B /\/5 o 7 a A8 1 B v o AB
_i[Ra)\,Bd S +Ra)\ﬁd S S +Ra>\50§ S | = 2F07£Ra)\ﬂd S
1 D d
R T R g R, ) (4.27)
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de aqui, para cualquier tensor contravariante A* definimos la derivada covariante como
Al = Ak 4+T¥ _AY. Sin embargo el resultado (4.27) parece ser confiable, pero no es trivial
ya que hay muchos términos involucrados tal que al final desaparecen dejando el resultado
(4.27).

Finalmente usando la Ec. (4.27), la expresién (4.26) llega a ser

D . da®
Dt? A dr

dz® _da® 1 Dg”

dx®
Y = 1%
¢ dr Q[R A Dr

M+ R
+ 1 0

Sw '+ R oo 50 Sw]
(4 28)

La cual es la forma covariante de la Ecuaciéon de Desviacion del Trompo Relativista
(EDTR). Claramente, la Ec. (4.28) se reduce a (4.13) cuando el tensor de espin S* se
anula. Sin embargo, la Ec. (4.28) es una extension de (4.13). Uno de los rasgos atractivos
de la Ec. (4.28) es que el espin del momento angular S del trompo aparece acoplado a
la gravedad via el tensor de curvatura de Riemman R" arg> Darece razonable pensar que
esta caracteristica puede mejorar una mejor descripcion de las propiedades de la geometria
de curvatura. En particular, veremos en el siguiente capitulo que EDTR se puede emplear
para estudiar las diferentes propiedades de las ondas gravitacionales.

4.3. La Ecuacion de Desviacién de Geodésica del Trompo
Relativista y Ondas Gravitacionales

Investigaremos en esta seccién las consecuencias de la ecuacion (4.28) para el caso de las
ondas gravitacionales. Empezaremos por ver brevemente como la Ec. (4.13) se usa para
este caso particular.

Consideremos una onda gravitacional en el espacio plano, para este caso, la métrica se
puede escribir como

Guv = N + h,um (429)
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tal como vimos en el capitulo 2. Aqui, 7,, es la métrica de Minkowski y |h,,| < 1. En la
norma transversa de traza-nula tenemos

hO,LL = 07
hij,j - 0, (430)
W= 0,

con los indices i, j,....etc corriendo de 1 a 3. Las ecuaciones de campo gravitacional de
Einstein implican que h;; satisfacen la ecuacién de onda

Dthj - O (431)

Donde 0% = 99, es el D’Alambertiano. Considerando la norma dada en (4.30), las com-
ponentes de espacio-tiempo del tensor de Riemman R;gjo tiene la forma simple

1
Rigjo = _ihij,oo- (4.32)

Usando (4.30), tenemos que h;; se puede escribir como

hij = A+6;’—j + A>< e (433)

YR

siguiendo la notacion que vimos en el capitulo 2, A, y A, son dos amplitudes independien-
tes sin dimension, e;; y e;; son los tensores de polarizacion. Para una onda viajando en la
direccién z solamente las componentes que no se anulan de e;; son

ef.=e! y el =e (4.34)
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y en este caso A, y Ay resultan ser funciones solamente de t — z.

0

. , 0 i
:T,x’:(),a&que%:lydx = 0. En

En un marco de referencia propio tenemos x =

este marco de referencia encontramos que (4.13) llega a ser

d2§i ; )
= —R'008, (4.35)

usando (4.32), podemos rescribir (4.35) como

0z §hj700§‘7, (4.36)

con hij = 0"*hy;, y para una onda propagdndose en la direccién z, (4.35) implica

d2 52
=0, (4.37)

asi como

¢ 1,
di2 = §h b,oofbv (4.38)

donde los indices latinos a, b, ..., etc corren de 1 a 2. La Ec. (4.38) nos dice que solamente la
separacién de dos particulas puntuales cercanas en la direccion transversa son significantes.

Si ahora nos direccionamos en el problema y a saber, estamos interesados en aplicar un
método similar como el que acabamos de ver para el caso de un sistema con dos trompos
relativistas muy cercanos. Para este propdsito consideramos la Ec. (4.28) en un marco de
referencia propio. Tenemos

d2er
a2

1 dee i
— R0 & — §[Ruakzﬁskl + RMOMSM,V 4+ R, € SH, (4.39)
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donde usamos el hecho de que S% = 0 debido a las constricciones de Tulczyjew-Pirani
Shvde — (),
dr

Usando las simetrias del tensor de curvatura se puede encontrar que la componente del
tiempo de la Ec. (4.39) es

21 L A7

kl
S (440

mientras que las componentes espaciales llegan a ser

d2§i 7 ]' 7 d€0 7 7
2 toko ¢h — 2[R 0kl ™ gy — S 4 Romsklo &+ Rigo ¢0SH]
1 A&7 i i okl i j akl
SRS 4 Rigy S, €+ Ry €54, (4.41)

Deseamos ahora aplicar las Ecs. (4.40) y (4.41) para el caso particular de una onda plana
propagandose en la direccion z. Resulta ser conveniente escribir los indices 4, 7, .., etc como
(a,z). Con esta notacién (4.40) se puede escribir como

E g €

S zb 4.42
dt2 azb dtS ’ ( )

donde usamos el hecho de que solamente las componentes no nulas del tensor de curvatura
de Riemann son:

1
Rzazb = ROaOb = _ROazb = _§hab,00- (443)

Mientras que la Ec. (4.41) da
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d2£i ) b 7 dSO zb i zb 0 g 0 gzb
o Rl € _[ROZbidtS + R'0,,8% ¢ & 4+ R0 £S5
1 [Rz dé‘O Sab + Rz Sab 0 Rz OSab
- 5 Oab dt Oab ,0 5 + 0ab,0 g ]
- [szz dt Sb +R0szb 2 é +R0bz,z 5 Sb]
1 [Rz dé-z Sab Rz Sab z Rz zsab 4.44
- 5 zab dt + Oab 2 5 + Oab,z 5 ] ( . )
i d&a Z % z a % a Qbz
- [Rabz dt Sb +R0bzsb,a f +R0bz,a ng]
1 % dé‘a c i c a % a Qbc
- §[Rabc dt Sb +R0bcsb,a g +R0bc,a g Sb]

La componente z de la Ec. (4.44) es

d2z da
& _ e G

o zb
dt2 - azb dt S ) (445>

donde hemos usado (4.43), y las componentes x e y son

dea dfo

e —R%u0 & — | aOszsz + R Oszbz,O &+ R0 £05%]
a déﬂz z a Z z a z z a Z a
_[R zbz dt Sb + R Oszb 2 g + R 0bz,z f Sb ] - R Oszb ,a g : (446>

Nétese que en las Ecs. (4.42), (4.45) y (4.46) la componente del espin S® del momento
angular no aparece y solo aparecen las componentes principales de S?*. Para entenderlo un
poco mejor definimos

) 1 ..
St = gewksjk, (4.47)

donde €% es el tensor de Levi-Civita con €*¥* = 1. De la Ec. (4.47) notamos que la compo-
nente z del momento angular intrinsico no juega un papel en nuestras ecuaciones (4.42),
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(4.45) y (4.46). Esto significa que ningun efecto se espera cuando el trompo se orienta a lo
largo de la direccion de propagaciéon de la onda gravitacional.

., . . 2¢0 2¢z2
La segunda observacién interesante es que si S?* no se anula entonces ddté #0y ddté #0,
contrario al caso de un par de particulas puntuales que estan cercanas en el cual ambos
P o . d2en .
términos se anulan. La tercera observacién importante es que la ecuacion € contiene un

dt?
niimero grande de términos ademds de la ecuacién usual R%y, &°.

Claramente, esto significa que la solucién de (4.46) no serd tan simple como lo fue para el
caso de particulas puntuales cercanas.
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Capitulo 5

Ecuacion de Desviacion del Trompo
Relativista y Pulsares

INTRODUCCION

En este capitulo veremos en primer instancia como es la radiacién gravitacional asi como
su diferencia con el caso electromagnético, estudiaremos que son los pulsares y como se
relacionan con la Teoria General de la Relatividad, finalmente obtenemos la solucion de
la EDTR y relacionamos la solucién con pardmetros del pulsar de Hulse y Taylor [10], la
producciéon de ondas provenientes del PSRB 1913416 para obtener informacién sobre las
perturbaciones que se pudieran medir en la tierra, sin embargo este estudio dista de la
experimentacion, ademas todavia no han sido detectadas las ondas gravitacionales como
para hacer una buena comparacién.
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5.1. Radiacion Gravitacional

Si nos preguntamos cuales son las caracteristicas de la radiacién, nuestra respuesta puede
incluir la transmisién de energia e informacion a traves del espacio o la existencia de una
ecuacién de onda que satisface algunas ecuaciones con condiciones. Estos aspectos, estan
por supuesto, relacionados, a una velocidad caracteristica de transmisién, el cual se deter-
mina por la ecuaciéon de onda. En la teoria gravitacional Newtoniana la energia se transmite
via el campo gravitacional el cual se puede determinar por el potencial gravitacional V. En
el espacio vacio V satisface V2V = 0, lo cual no es una ecuacién de onda, pero puede ser
considerado como el limite de una ecuacién de onda en donde la velocidad caracteristica
de transmision tiende al infinito.

Esto significa, que los efectos gravitacionales, son de acuerdo a la teoria de Newton trans-
mitidos instantdneamente, lo que esta en contradiccién con el puno de vista relativista. Por
otra parte con una velocidad infinita de transmision es imposible asociar una longitud de
onda con una frecuencia dada de oscilacion.

La teoria de Einstein, siendo una teoria relativista, no sufre de estos defectos, y como vere-
mos, esto nos lleva a una ecuacién de onda para la propagacion de disturbios gravitacionales
con una velocidad caracteristica igual a c. Una discusién de la radiacion gravitacional u-
sando las ecuaciones exactas de campo es virtualmente imposible, debido a su no linealidad
extrema (sin embargo se ha dado considerable progreso en esta direccién sobre los ultimos
30 anos) nosotros debemos de recurrir por consiguiente a la linealizacién de las ecuaciones
apropiadamente para un campo gravitacional débil. Esto nos conduce al surgimiento de
una ecuacion de onda, y nos permite comparar la radiacion gravitacional con la radiacién
electromagnética.

La radiacion electromagnética se genera acelerando las cargas, y por analogia nosotros
esperamos acelerar las masas para producir radiacién gravitacional.

Por la misma analogia, podemos quizas esperar que la radiacién gravitacional sea predomi-
nantemente dipolar, pero este no es el caso. El momento dipolar de masa de un sistema de
particulas es, por definicion, el vector

d= me, (5.1)

donde 7 es el vector de posicién de una particula de masa m. Aqui% (d) = pr es el momen-

: C A . S ,
tum total del sistema, asi % (pr) = 0 en virtud de la conservacién del momentum, ésto
es el porque no tenemos radiaciéon dipolar. Mas bien tendremos que la radiacién sera la
segunda derivada del segundo momento de la distribucién de masa de la fuente, se muestra
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que es predominantemente radiacion cuadrupolar. El segundo momento es el tensor X con
componentes definidos por

N7 =" ma'a, (5.2)

]
el cual para una distribucién continua toma la forma de una integral de volumen:

NY = /pxixjdv. (5.3)

5.2. Generacion de Ondas Gravitacionales

En electromagnétismo, la radiacion multipolar de orden principal de una distribucion de
carga no relativista es radiacion dipolar. El vector potencial en la norma de Lorentz en la
zona de onda es

A (t.7) = —d, (t - > , (5.4)

donde r = |Z| y d es el momento dipolar eléctrico. Los campos eléctrico y magnético que
van como % calculados en la ecuacion anterior dependen solamente sobre las componentes

de d transversa a la direccion de propagaei(’)n n = %, asi que podemos remplazar dj por su
T
parte transversa,

donde Pj; es el tensor de proyeccion,

Pji, = 655 — njn. (5.6)
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Substituyendo los campos E y B de la Ec. (5.4) dentro del vector de Poynting, obtenemos
la distribucién angular del flujo de energia,

d*F 1

_ T T
dtdw ~— 4we3 dj 4 (5.7)
1 .
] {djda (njdjﬂ (5.8)

La cantidad d; serd evaluado en el tiempo retardado ¢ — %. Escogiendo el eje z a lo largo
de n, podemos integrar la Ec. (5.8) sobre el angulo sélido para obtener

dE 2 ..

Escribiendo d; = ex; para una carga puntual, vemos que esto es simplemente la formula
de Larmor, véase la pag. 382 de la Ref. [31].

Ahora en el terreno dimensional nosotros podriamos esperar radiacién gravitacional de or-
den principal de una fuente con velocidades bajas siendo también un dipolo:

G . .
LGW X 73djdjﬁ (510)
c
donde el momento dipolar gravitacional es
dj =Y maaf, (5.11)
A

y hemos permitido que e — Gm? en la Ec. (5.9). Sin embargo, Ec. (5.11) da

d; =Y mait =3 pf, (5.12)
A A
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donde p” es el momentum de la A-ésima particula. Puesto que el momentum total del
sistema se conserva (como habfamos explicado antes) d; = 0. No hay radiacién dipolar en
relatividad general.

El siguiente orden de radiaciéon multipolar es el dipolo magnético y el cuadrupolo eléctrico.

El "momento dipolar magnético de masa ”es

1

C

1
M J—
&

A
E :i'Ax(mAf ):
A

S (5.13)

donde j4 es el momentum angular de la A-ésima particula. Por la conservacién del mo-
mentum angular g = 0: no hay radiacién dipolar magnético en Relatividad General. La
radiacion de menor orden es el cuadrupolo eléctrico.

El andlogo de la Ec. (5.4) es

2G . r
TT () = T
h;: (t,Z) = A (t — E), (5.14)

)

donde N es el momento cuadrupolar de masa

1
Njp =) ma {xfxf — §6j (J:A)Q] (5.15)
A

Donde el superindice "TT"” significa como ya hemos visto, tomar la parte transversa de
traza-nula:

1
Njk = szpklem - §ij<leNlm)- (5-16>

El flujo de energia esta dado por el tensor de energia-tensién
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1 ¢t

Tor = 391 G < hak Oth’r‘ (5.17)
Substituyendo la Ec. (5.14), tenemos
PE_ 16 _ & g & -
dtdw — 8mct dt3 de3 : .
1 G 1
B 87%50\2% N(g) —2n NB)N gk Tk T+ 2(njnkN§~:;?)2>, (5.19)

donde el corchete con superindice ”3”denota la tercera derivada en el tiempo, integrando
)
sobre ﬁ, tenemos

dE. 1G
= o < RORD (5.20)

L =
aw = dt 5P

La formula cuadrupolar (5.20), con la definicién (5.15), son validas para fuentes de movimien-
to lento (v < ¢), con gravedad interna débil ( potencial Newtoniano (¢ < ¢?)).

5.3. Pulsares

En el verano de 1967 Anthony Hewish y sus colaboradores de la Universidad de Cambridge
detectaron, por accidente, emisiones de radio en los cielos que en nada se parecian a las
que se habian detectado hasta entonces. Llegaban en impulsos muy regulares a intervalos
de sélo 1 1/3 segundos. Para ser exactos, a intervalos de 1, 33730109 segundos. La fuente
emisora recibi6 el nombre de «estrella pulsante» o «pulsar» en abreviatura (pulsating star
en inglés).

Durante los dos anos siguientes se descubrieron un nimero bastante grande de tales pul-
sares, seguramente se preguntara por qué no se descubrieron antes. El caso es que un pulsar
radia mucha energia en cada impulso, pero estos impulsos son tan breves que por térmi-
no medio la intensidad de ondas de radio es muy baja, pasando inadvertida. Es mas, los
astronomos suponian que las fuentes de radio emitian energia a un nivel constante y no
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prestaban atencién a los impulsos intermitentes.

Uno de los pulsares mas rapidos fue el que se encontré en la nebulosa del Cangrejo, com-
probandose que radiaba en la zona visible del espectro electromagnético. Se apagaba y se
encendia en perfecta sincronizacién con los impulsos de radio. Aunque habia sido observado
muchas veces, habia pasado hasta entonces por una estrella ordinaria. Nadie pensé jamas
en observarlo con un aparato de deteccion lo bastante delicado como para demostrar que
guinaba treinta veces por segundo. Con pulsaciones tan rapidas, la luz parecia constante,
tanto para el ojo humano como para los instrumentos ordinarios.

. Pero qué es un pulsar? Si un objeto emite energia a intervalos periddicos es que esta experi-
mentando algin fenémeno de caracter fisico en dichos intervalos. Puede ser, por ejemplo,
un cuerpo que se estda expandiendo y contrayendo y que emite un impulso de energia en
cada contraccion. O podria girar alrededor de su eje o alrededor de otro cuerpo y emitir
un impulso de energia en cada rotaciéon o revolucion.

La dificultad estribaba en que la cadencia de impulsos era rapidisima, desde un impulso
cada cuatro segundos a uno cada 1/30 de segundo. El pulsar tenia que ser un cuerpo muy
caliente, pues si no, no podria emitir tanta energia; y tenia que ser un cuerpo muy pequeno,
porque si no, no podria hacer nada con esa rapidez.

Los cuerpos calientes mas pequenos que habian observado los cientificos eran las estrellas
enanas blancas. Pueden llegar a tener la masa de nuestro sol, son tanto o mas calientes que
¢l y sin embargo no son mayores que la Tierra. ; Podria ser que esas enanas blancas produ-
jesen impulsos al expandirse y contraerse o al rotar? ;O se trataba de dos enanas blancas
girando una alrededor de la otra? Pero por muchas vueltas que le dieron los astréonomos al
problema no conseguian que las enanas blancas se movieran con suficiente rapidez.

En cuanto a objetos aun mas pequenos, los astrénomos habian previsto teéricamente la
posibilidad de que una estrella se contrajera brutalmente bajo la atraccion de la gravedad,
estrujando los nicleos atomicos unos contra otros. Los electrones y protones interacciona-
rian y formarian neutrones, y la estrella se convertiria en una especie de gelatina de neu-
trones. Una «estrella de neutrones» como ésta podria tener la misma masa que el Sol y
medir sin embargo sélo diez millas de didmetro.

Ahora bien, jamas se habia observado una estrella de neutrones, y siendo tan pequenas se
temia que aunque existiesen no fueran detectables.
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Con todo, un cuerpo tan pequeno si podria girar suficientemente rapido para producir los
impulsos. En ciertas condiciones los electrones sélo podrian escapar en ciertos puntos de la
superficie. Al girar la estrella de neutrones, los electrones saldrian despedidos como el agua
de un aspersor; en cada vuelta habria un momento en que el chorro apuntase en direccién
a la Tierra, haciéndonos llegar ondas de radio y luz visible.

Thomas Gold [30], de la Universidad Cornell, pensé que, en ese supuesto, la estrella de
neutrones perderia energia y las pulsaciones se irian espaciando cada vez mas, cosa que
resulto ser cierta. Hoy dia parece muy probable que los pulsares sean esas estrellas de neu-
trones que los astronomos crefan indetectables.

5.3.1. El Pulsar Binario PSR 1913416

La evidencia mas fuerte para la existencia de ondas gravitacionales viene del estudio de la
orbita del primer pulsar binario que se descubrio.

El pulsar binario, PSR 1913+16, fue descubierto por Hulse y Taylor [10] en 1974. Ellos
encontraron rapidamente que los cambios visibles en la frecuencia del pulsar podrian ser
explicados por el efecto Doppler debido al movimiento orbital alrededor de su companera
con un periodo de alrededor de 8 horas. La presencia de un reloj de alta presicién (pulsar)
moviendose con velocidad de ~ 300Kms~! a través del campo gravitacional de la com-
panera, esto causo una agitacion de actividad en la comunidad relativista. La naturaleza
ha suministrado una prueba fundamental para varios efectos relativistas. En la practica,
estos efectos se buscan en el estudio de tiempo de llegada de los pulsos desde el pulsar,
como por ejemplo en el intento de medir su periodo con una aproximacién de +1us fue
probleméatico debido a los cambios aparentes del periodo que llegaban a detectar hasta
80us aproximadamente dia a dia, y a veces tanto como 8us cada 5 minutos, tal conducta es
muy diferente a otros pulsares: los cambios de periodo mas largos conocidos a los pulsares
son del orden de 10us por ano.

El Pulsar Binario PSR 1913416 - Ondas Gravitacionales

1.- El sistema binario consiste de un pulsar en una orbita eliptica alrededor de su
compaiiera. El pulsar tiene una velocidad orbital de 300K ms~!. Variaciones en el tiempo
de llegada de los pulsos a la tierra proporciona informacion acerca de su érbita.

2.- El sistema se caracteriza por cuatro parametros; las masas My y Ms; aq, el semieje
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mayor de la orbita del pulsar a lo largo del centro de masa; e 7, la inclinacién entre el plano
orbital y el plano del cielo.

3.- Dos combinaciones de estos pardmetros, a; sin y la funciéon de masa f

(Mysini)® — (agsini)® 27

! (M, + Ms)? G (P)2

donde P es el periodo de la érbita, son medidos por efectos Newtonianos para correcciones
de *.
C

4.- La Relatividad General nos permite tres combinaciones més de parametros para
ser medidos: uno es el avance del periastro, de la combinacién del corrimiento Doppler
de segundo-orden y corrimiento gravitacional, y otro del decaimiento del periodo orbital
debido a la emisién de ondas gravitacionales.

5.- La consistencia de las relaciones entre los cuatro parametros confirman la exis-
tencia de ondas gravitacionales y la ausencia de posibles influencias perturbativas sobre
el sistema que podrian complicar la interpretacion de los datos. En particular, la formula
cuadrupolar para la emision de ondas gravitacionales se confirma con un error dento del
10 %.

6.- Con mejorar la exactitud del cronometraje, més alla de los efectos relativistas
que llegan a ser medidos y entonces las relaciones adicionales entre los cuatro pardametros
pueden ser corroborados.

5.4. Solucién de la Ecuacion de Geodésicas para el
Trompo Relativista
Si nos concentramos en los términos de la Ec. (4.46) y no involucrando derivadas tanto

de S# como del tensor de Riemann, los cuales representan probablemente correcciones de
ordenes pequenos. En este caso (4.46) se reduce a

d2€a
dt?

a a dgo z a
:_RObogb_ROszSb - R

d&?
zbz dt

Sb% (5.21)
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usando (4.43), las ecuaciones (4.42), (4.45) y (5.21) llegan a ser

d2£0 1 ga

e abOOdtSZb (5.22)
USSR S
a2 gt (5.23)
y
d;tia :; oo € ;haboodgsbq h“boodgsbz~ (5.24)

Respectivamente. De las Ecs. (5.22) y (5.23) podemos identificar que
20 = —€ + cte.
Por consiguiente la Ec. (5.24) llega a ser

d2§a 1 . . dfz
R ih b,00 &+h b,00 g

Sb=, (5.25)

Noétese que si en un tiempo inicial el espin del trompo S% tiene una orientacién tal como

d2£z

IS o S =0, (5.26)

entonces no hay movimiento transverso y {* = constante. Y por consiguiente la Ec. (5.23)
admite la solucién
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£* = constante. (5.27)

Si el espin del trompo se orienta a lo largo del vector de separacion £* que separa los dos
trompos, entonces la onda gravitacional no produce cualquier efecto sobre el sistema. Esto
Parece ser un nuevo resultado interesante donde en el caso ordinario de EDG la onda es
siempre transversa en sus efectos fisicos.

Si ahora buscamos una solucién de la Ec. (5.25) de la siguiente forma

1 dg?
£ = €%+ ih“bgbo + h%, ( di \0> Sb% (5.28)

Donde £, = const. Observamos que dj—: = 2h% 0 &% +h% (djtz |0) S Substituyendo (5.28)

en (5.23) encontramos que a primer orden en h, la Ec. (5.23) llega a ser

d2£z
e 0. (5.29)

. . . . z . . .7 . /7
De manera que si inicialmente %|0 = 0 es a primer orden de aproximacién la solucion
(5.23) se reduce al caso ordinario de un par de particulas puntuales cercanas.

Hemos seguido la posibilidad de usar trompos relativistas como detectores de ondas gravi-
tacionales,en [7, 8] donde un trompo aislado fue considerado, hace dificil de comparar los
resultados con el caso de Ecuacién de Desviacién de Geddesicas EDG. Para sobrepasar esta
dificultad se ha precisamente derivado la ecuaciéon EDTR para un par de trompos cercanos.
También se ha mostrado que la EDTR se reduce a la EDG cuando el tensor de espin se
anula.

Considerando una onda gravitacional plana gravitacional encontramos que la solucién de la
EDTR para dos casos simples. En el primer caso descubrimos que si el momentum angular
interno del trompo se orienta a lo largo del vector de separacion de los dos trompos, la
onda gravitacional no produce cualquier efecto sobre el sistema fisico.

En el segundo caso més general, se encontré que cerca del trompo tendra un efecto difer-
ente del caso de EDG solo a segundo orden de aproximacién en la perturbacion hg,. A
primer vista, podria parecer que estos dos casos muestran que aunque la formulacion de

60



la EDTR puede ser tedéricamente interesante esto no asegura una via prometedora para la
experimentacion. Sin embargo, las estimaciones pueden mostrar que este no es el caso.

Dejemos escribir la Ec. (5.28) en la forma
a a 1 a ¢b a
§:§0+§hb§0+n>

donde

d&? b
a_ pa z
n b < dt |0> S

(5.30)

(5.31)

Aqui, estamos interesados en hacer estimaciones no muy aproximadas para n®. El resultado

€0 = —£% + cte nos permite tener (%]0) ~ 1.

Asi, la Ec. (5.31) se reduce a

a a
n th )
mopcC

(5.32)

donde, para tener las unidades correctas, establecemos las constantes mg y c. (Aqui, mg
es la masa del trompo y ¢ denota la velocidad de la luz). En un orden de magnitud, la

expresion (5.32) se puede escribir en la forma

0~
mopcC

Aproximadamente podemos escribir S ~ mgriw, asi (5.33) llega a ser
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Para Pulsares tipicos en milisegundos (ms), w ~ 103Hz y r ~ 10%m. r%“’ ~ 10%cm y de

(5.34) encontramos que

n ~ h(10°cm). (5.35)

Si esperamos la mejor sensibilidad de la amplitud de la onda sobre la tierra, aproximada-
mente h ~ 107!, encontramos que n ~ 1073cm. Este valor para 7 es, por supuesto,
es demasiado pequeno para ser detectado en la investigacion actual. Sin embargo, esta
estimacién se basa sobre el valor h ~ 107!%, el cual corresponde a fuentes de radiacién
gravitacional que estan a distancias de Mpc (Megaparsec) de la tierra, pero esto no nece-
sariamente corresponde a algunos lugares del medio interestelar donde las llegadas de las
ondas gravitacionales puedan tener un efecto fuerte . Por ejemplo, un pulsar puede estar lo
suficientemente cercas de una fuente de ondas gravitacionales demasiado fuerte tal como
otro pulsar, hoyo negro o supernova.

5.5. Ecuaciéon de Desviacion de (Geodésicas para el
Trompo Relativista y el Pulsar PSRB 1913416

Hemos calculado la perturbacién de la Ec. (5.35) para una cierta amplitud de onda h ~
10718, pero consideremos ahora el sistema binario de Hulse y Taylor [10], con los siguientes
pardametros [1, 10, 28]

*Tputsar = 1 X 10'm = 1 x 10°%m
Popirar = 27906,98161s
Worbital = 2,25147 x 1074 Hz
i = 45°
Mpusar = 1,4142Mgq = 2,80 x 10Ky
alscm — 2,34186s (5.36)
e = 0,617139

Wyutsar = 106,44Hz

N
G = 6,67259 x 107! .
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Donde %, es un valor tipico de los pulsares.
Utilizando la Ec. (5.34), la Ec. (5.35) nos da

n ~ h(10cm). (5.37)

Para el rango de valores entre las mejores sensibilidades experimentales esperadas en
la Tierra [3, 6]: h ~ 107'® y h ~ 107'2 de la ecuacién anterior obtenemos

n~10""em,
(5.38)
n~ 10"%cm,

respectivamente. El primero de estos valores da una estimaciéon muy pequena para las
investigaciones actuales. Esto puede ser debido a la lejania de la fuente (el pulsar). El
segundo valor de n brinda una posibilidad més tangible, al ser comparable con el radio de
Bohr.

Hemos estudiado la solucién para casos particulares, por lo que ahora nos ocupa es supo-
ner que el pulsar PSRB 1913416 es una fuente de ondas gravitacionales, que tiene como
generacion de ondas gravitacionales la Ec. (5.14) , es decir la produccién de ondas gravita-
cionales es de naturaleza cuadrupolar, de esta forma la Ec. (5.14) para puntos del campo
cerca de 2° = z llega a ser [1, 14]

SGMa*w? 2w
[hij] ~ v%[epol%pj@o - $3)], (5.39)

donde 2w es la frecuencia angular de la onda, r representa el punto de observacién, M la
masa del objeto que forma el segundo momento de masa (X;;), a representa la distancia
entre el objeto y el centro de masa, w es la velocidad angular del objeto.

De la ecuacién (5.33), consideraremos el espin de la Tierra para estimar 7, que es aproxi-
madamente lo que un detector de ondas gravitacionales en tierra tendria que medir si sélo
se tomara en cuenta la onda gravitacional proveniente del PRSB 1913+16.

Esta vez
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TTierra = 0,37 X 10%¢m

Wrierra = 1,27 % 107°Hz. (5.40)

La ecuacién (5.34) queda como

n ~ h(983,61cm). (5.41)

Para calcular h que proviene del pulsar binario podemos aproximar la amplitud dada por
la Ec. (5.39)

M 2,.,2
o SGMaT (5.42)

cAr

Para el valor de a consideraremos el semieje mayor a; Ec. (5.36), w como la velocidad
angular de la érbita y r = 7, la distancia del PRSB 1913416 a la Tierra, estan dados por
los siguientes valores [1]

a=ajcosi= 994 x 10%mecos45 = 7,026 x 103m
Worbital = 2,25 x 1074 Hz (5.43)
Tops = 16300 afios luz = 1,54361 x 10*°m.

Aqui a es la contribucién paralela del sistema respecto de la tierra, como se aprecia en la
siguiente figura!, ver [1].

Donde w es la frecuencia angular de la orbita y 0 es la frecuencia angular del periastro y tiene un valor
de 4,2261° por afio.
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Figura 5.1: Pulsar Binario PSRB 1913+16.
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Con los valores de (5.36) y fijandonos en la Ecuacién (5.20), ésta ultima referida a nuestra
fuente de ondas, obtenemos [1, 17]

dE 32GI?WS
—_ = 5.44
dt 5¢b ( )
Para la frecuencia w,pitq; tenemos los siguientes valores de la onda.
Werav = 2Worbital = 4a5 X 10_4HZ
Wyrav -5
rav = = T717x107°H
Vg o z
Agrav = 4,186 x 10%m (5.45)
2
kgraw = —— = 1,5x 10721/m
/\grav
dE

— = 1,75 x 10*® Watts.
dt

De los valores de las Ecs. (5.36), (5.43) y la Ec. (5.42) podemos ver que finalmente h va como

h =~ 2,996 x 1072, (5.46)

Entonces la Ec. (5.41) nos da

n =295 x 107%. (5.47)
La dltima ecuacién de (5.45) es la velocidad al cual el sistema pierde energia por radiacién
gravitacional.

Se ha calculado los valores de n para dos sistemas diferentes, el pulsar binario de Hulse y
Taylor y al sistema Tierra, vemos que entre las perturbaciones hay una gran diferencia, es
decir aqui en Tierra seria casi indetectable, si la onda viniese del PRSB 1913416 mientras
que en el sistema Binario de Hulse y Taylor son més grandes los valores de 7.
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Capitulo 6

Conclusiones

EL objetivo principal de este trabajo de tesis fue estudiar la Ecuacién de Desviacion de
Geodésicas para objetos con espin o momento angular intrinseco (Trompo Relativista)
(EDGTR). Sin embargo, desde el inicio de esta investigacion, se nos ocurrio la idea de que
esta ecuacion podria brindarnos una herramienta predictiva en astrofisica para la deteccion
de ondas gravitacionales al estudiar la desviacion de geodésicas en objetos astrofisicos
rotantes.

Cabe mencionar que en trabajos anteriores, ya se habia explorado la posibilidad de detectar
la Radiacién Gravitacional por medio de objetos rotantes [8, 9] pero ese era el caso de un
solo objeto rotante. Posteriormente, en la Ref. [6] se estudié la Desviacion de Geodésicas
para Trompos Relativistas. Esto nos brinda la posibilidad de estudiar sistemas de dos
cuerpos rotantes, tales como los sistemas binarios y en consecuencia que un sistema binario
sea el sistema de prueba para la deteccién de ondas gravitacionales.

Es por ello que en este trabajo de tesis hemos revisado diversos aspectos de la Teoria Ge-
neral de la Relatividad: Primero revisamos el importante concepto de ondas gravitacionales,
donde vimos que éstas satisfacen una ecuacion de onda similar a la ecuacion de ondas elec-
tromagnéticas propagandose a la velocidad de la luz: es decir, los gravitones son particulas
no masivas. En la norma de Lorentz, estas soluciones son ondas planas monocromaticas
con dos modos de polarizacion.

Para ir concretando ideas, en el Capitulo 3 vimos la teoria del Trompo Relativista de
Hanson y Regge, y en el Capitulo 4, vimos como se generalizan estas ecuaciones del
Trompo Relativista a la Ecuaciéon de Desviacion de Geodésicas cuando se incluyen los
efectos de rotacion y de movimiento en un fondo gravitacional. Vimos como resultado de
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estas revisiones la obtencion de la EDGTR.

Finalmente, en el Quinto Capitulo de este trabajo revisamos la aplicacion de la condiciéon
de ondas gravitacionales a la EDGTR, donde supusimos que el rol del trompo relativista
puede ser interpretado por una estrella compacta con propiedades relativistas: un pulsar!.
Obtuvimos una solucién simplificada de la EDGTR, que involucra una perturbacién como
desviacién a la separacion entre las particulas, en la que nos basamos para hacer estima-
ciones sobre el pulsar de Hulse y Taylor [10]. Para diversas fuentes, con un rango de valores
entre h ~ 10718 y h ~ 1072 se obtienen las desviaciones entre n ~ 10™*em v h ~ 10~ 8cm,
lo cual nos da una posibilidad més tangible para la detecciéon de ondas gravitacionales en
la Tierra.

Como un ultimo ejercicio y aplicacion consideramos a la Tierra como objeto de prueba en la
que llega una onda gravitacional proveniente de una fuente, en particular del pulsar Binario
PRSB 1913416, considerada como fuente de ondas gravitacionales. Para este caso, los
nimeros son tan pequenos que practicamente es imposible medir el efecto de perturbacion
de la Tierra debido a la radiacion del binario.

De estas observaciones, podemos esperar que si tenenemos una mejor sensibilidad expe-
rimental como lo tendra el Interferémetro Espacial LISA (Laser Interferometer Space An-
tenna) fig. 6.1, o si realizamos el andlisis de estos efectos en objetos més cercanos a la
fuente de radiacion, tendremos entonces efectos tangibles y medibles directamente como
consecuencia de la radiacion gravitacional.
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Figura 6.1: Lisa (Antena Espacial de Interferometria Laser).
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