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Capitulo 1

Introduccion

En el presente trabajo se hacen obvias las dificultades que se presentan en
el ambito matematico al pasar una propiedad de un espacio topolégico de una
dimension a otra. Es dificil en general, teniendo un resultado, generalizarlo
para dimensiones mayores, muchas veces es imposible. Este ultimo caso es el
que sucede en este trabajo, teniendo un teorema que es valido en dimensiéon
2, se muestra un ejemplo de que en dimension 3 ya no es valido. Teniendo
un ejemplo, se pueden encontrar muchos mas.

El principal teorema es el Teorema de Ahlfors que dice que si tengo
un grupo actuando de forma discontinua y finitamente generado, y se hace
su cociente, la variedad que resulta, es de tipo finito. En este resultado se
ven interesantes relaciones entre algo geométrico (dominio fundamental con
numero finito de lados), algo algebraico (grupo finitamente generado) y algo
topoldgico (variedad de tipo finito) asi como también se ve como entre ellas
se complementan para llegar a un resultado. Entonces, para mostrar que no
es valido en dimensiones mayores que 2, se construye un grupo finitamente
generado tal que la variedad que se genera al hacer el cociente, tiene grupo
fundamental no finitamente generado.

Para esto se hace un estudio de las transformaciones de Mdobius, se ven
algunas de sus propiedades y se usan para formar grupos que actian de forma
discontinua en el plano extendido de los complejos. Después se trabaja con
grupos Kleinianos y se describen algunas de sus caracteristicas para después
concluir con un teorema que permite crear grupos con propiedades favorables
a partir de otros grupos bajo condiciones razonables.

Para la construccion del grupo que necesitamos se comienza con un grupo
conocido (el grupo tal que el cociente en H? forma el complemento de los
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6 CAPITULO 1. INTRODUCCION

anillos Borromeanos), se toma un subgrupo especialmente elegido, se conjuga
y se hacen productos para que, con ayuda del algebra, de la topologia y un
poco de teoria de 3-varierdades, se concluya con el grupo deseado.

Algo interesante de este trabajo es ver como, para llegar a los resulta-
dos, se hace uso de varias ramas de las matematicas, de no ser asi algunos
de los problemas se volverian formidablemente complicados. Es admirable
ver como algunas propiedades, al verlas desde otro punto de vista, cambian
completamente, lo que las hace mas vulnerables para ser demostradas.



Capitulo 2

Espacios, Cubrientes y
Acciones

2.1. Grupo fundamental

Definicién 2.1.1 Sean X,Y espacios topologicos y sean f,g: X — Y con-
tinuas. Decimos que f es homotopica a g si existe H: X x I — Y continua
tal que

H(z,0) = f(z)
H(z,1) = g()

En éste caso escribimos f ~ ¢ y decimos que H es una homotopia (de f
ag).

Observacién 2.1.2 La homotopia forma una relacion de equivalencia entre
las funciones de X a'Y .

Demostracion. Sean f, g, h funciones continuas de X a Y. Entonces f ~ f

con H(z,t) = f(x).Si f ~ g con homotopia H, entonces g ~ f con H'(x,t) =

H(x,1—1).Si f ~ g con homotopia Hy y g ~ h con homotopia H,, entonces
f =~ h con

_ | Hi(z,2t), 0

Hz,t) = { Hy(z,2t — 1), L

=N

9

IAIA

<t
<t

OJ
Vamos a considerar trayectorias homotodpicas entre dos puntos fijos zy y
x1. En este caso pediremos que H(zo,t) = xo y H(x1,t) = 1 para todo t.

7



8 CAPITULO 2. ESPACIOS, CUBRIENTES Y ACCIONES

Definicién 2.1.3 Dadas « trayectoria de x¢ a x1 y 3 trayectoria de x1 a o
definimos una trayectoria o 3 de xo a xo por

t

1.
Si)
t<1.

a(2t), 0
(Oé *ﬁ)(t) = { ﬁ(z.t _ 1)’ %

<
<

A la clase de homotopia de « se le denota [a].

Proposicion 2.1.4 El producto define, en el conjunto de clases de equiva-
lencia de trayectorias, una operacion que lo hace semigrupo.

Demostracion. El producto esta bien definido.

Hay neutros. Sea C,, la trayectoria constante en xy. Vamos a mostrar
que [Cy,] * [a] = [a], que es lo mismo que C,, * a =~ «; esto puede verse de
manera geométrica si se piensa que el tiempo que tarda la trayectoria C,, * o
en estar en xy se va acortando conforme el pardmetro ¢ llega a 1. De forma
similar se ve que [a] * [Cy,] = [a].

Asociatividad. Debemos mostrar que ([a]*[5]) x [v] = [a] % ([8] *[7]), pero
esto es lo mismo que (v * 3) x v >~ a * (5 *).

Inversos. Definimos a(s) = a(1 — s). Se puede ver que o @ ~ Cp,. O

Definicién 2.1.5 Si a es una trayectoria de xoy a x1 con xg = x1 decimos
que o es un lazo.

Definicién 2.1.6 1 (X, zo) = {[a]|a es un lazo basado en xy}.
Proposicién 2.1.7 7(X, xg) con la operacion recién definida es un grupo.

Demostracion. Viene de la proposicién anterior. [.
El grupo m (X, zo) se llama el grupo fundamental de X en x.

Proposicion 2.1.8 Si ¢ es una trayectoria de xo a x1 entonces ¢ induce un
isomorfismo de grupos ¢.: m (X, x9) — m(X,x1) donde a [a] lo manda en
[@* a x ]

Demostracion. Esta bien definida.

o.([a] *[8]) = [pxaxB*p| = [praxp*x@*[* ] = p.[a] *p,[3] por lo
tanto es un morfismo. Como ¢, tiene inversa entonces es un isomorfismo. [J

Definicién 2.1.9 Un espacio X es conexo por trayectorias si para cada par
de puntos en X existe una trayectoria en X que los une.
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Definicién 2.1.10 Un espacio X es localmente conexo por trayectorias si
para cada punto de x € X y cada vecindad U de x existe una vecindad V de
x conexa por trayectorias contenida en U.

Definicién 2.1.11 Sea X un espacio topologico conexo por trayectorias. Si
m(X,z9) =1 entonces X es simplemente conexo.

Definicién 2.1.12 Sea h: (X, z9) — (Y, yo) una funcion continua que man-
da xo a yo. Definimos

hy: m (X, 20) — m (Y, y0)

como

he([f1) = [ho f1.

La funcién h, es un homomorfismo y se llama el homomorfismo inducido
por h relativo al punto z.

La funcién h, esta bien definida ya que si H es una homotopia entre f y
f" entonces h o H es una homotopia entre ho f y ho f.

Teorema 2.1.13 Si h: (X, z9) — (Y,v) v k: (Y,y0) — (Z,20) son con-
tinuas entonces (ko h), = k.o hy. Sii: (X,x0) — (X,20) es la identidad
entonces i, es el homomorfismo identidad.

Demostracion. Por definicién,

(koh).([f]) = [(koh)o f]

(ks 0 h)((7]) = ku(ha)([f]) = k([ o f]) = [k o (ho f)].
De forma similar i, ([f]) =[io f] =[f]. O

Corolario 2.1.14 Si h: (X,z0) — (Y,v0) es un homeomorfismo de X a'Y
entonces h, es un isomorfismo de w1 (X, zo) a (Y, yo).

Demostracion. Sea k: (Y,y9) — (X, x0) el inverso de h. Entonces, k, o h, =
(koh), =i, donde i es la identidad en X. Ademéds h, ok, = (hok), = j, con
j la identidad en Y. Como i, y j. son la identidad de los grupos m1 (X, zg) y
m1(Y, yo) respectivamente, entonces k, es el inverso de h,. O
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2.2. Espacios Cubrientes

Definicién 2.2.1 Sea p: E — B continua y sobre, decimos que p es proyec-
cién cubriente si dado b € B3U € Ny tenemos que

p_1<U) - U Ua
a€A

donde la union es disjunta y U, abierto ¥V o de tal manera que
plu,: Us — U
sea un homeomorfismo.

Esto quiere decir que tanto K como B tienen las mismas propiedades
locales.

Teorema 2.2.2 (Teorema de levantamiento de trayectorias) Seap: £ — B
proyeccion cubriente, sea v: I — B una trayectoria que empiece en by. En-
tonces 35: I — E tal que py = v; ademds si elegimos ey € p~*(by) entonces

7 es unica con 7(0) = ep.

Demostracion. Vea [10] paginas 342 y 343. O

Lema 2.2.3 (Lema general del levantamiento) Seap: (E,ey) — (B, by)
proyeccion cubriente, sea f: (Y,yo) — (B, bo) funcion continua con'Y conexo
por trayectorias y localmente conexo por trayectorias, entonces f se levanta
a £ < Im(f.) C Im(p.) en este caso el levantamiento es inico.

(E, 60)
S lp
(Y,90) — (B, bo)

f

Demostracion. Vea [10] paginas 346 y 347. O

Definicion 2.2.4 Un cubriente p: X — X es un cubriente universal si
m1(X) es simplemente conezo.
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El nombre de cubriente universal viene de la siguiente propiedad: Si
q:Y — X es un cubriente con Y conexo, entonces existe un cubriente
f: X —>Ytalquep=gqof.

Sipr: X, — X Y Po: X, — X son cubiertas universales, entonces existe
un homeomorfismo f: X; — X, tal que p1 = f o ps.

Ahora asumiremos que los siguientes grupos son subgrupos de un grupo
universal G que sera el grupo de homeomorfismos de algin espacio X en
si mismo. Regularmente pensaremos en X como Cy en G como M. También
el indice m tomara los valores {1,2}. Ademas los grupos G; y G2 tienen un
subgrupo comun J.

Para cualquier grupo G, si Gy, G, . .. son subgrupos de G y g1, go, . . . son
elementos de G, entonces (G1,Ga,...,41,92,...) es el subgrupo mas chico
de G que contiene todos los subgrupos Gi,Gs,... v todos los elementos

glaQ?a"' :

Definicién 2.2.5 Una forma normal es una palabra de la forma g,, ..., g1,
donde cada gy con k par vive en G1\ J y cada gy con k impar vive en Gy \ J
0 viceversa.

Existe una identificacion natural de formas normales. Si j € J, entonces
diremos que las formas normales g, - gr- 91 ¥V 9o+ (9r7) (G gr1) - 1
son equivalentes.

Existe una multiplicacién de formas normales que es la yuxtaposicion y
después contrayendo con la equivalencia anterior. El producto de dos formas
normales es equivalente a una forma normal o a un elemento de J. El conjunto
de clases de equivalencia de formas normales, con esta multiplicacion, junto
con los elementos de J se llama el producto libre de G,y Ga, con el subgrupo
J amalgamado o algunas veces solo el producto libre amalgamado y se escribe
Gl * GQ.

Existe un homomorfismo natural ®: Gy x; Go — G = (G, Gs) dado al
tratar a la yuxtaposicién de palabras como composicion de funciones, esto es
®(gn,.--,91) = gno---0g;. Esta funcién manda formas normales equivalentes
en la misma transformacion.

Es féacil ver que G = G *; G5 si y sélo si & no manda formas normales
no triviales a la identidad.

Cada forma normal tienen una longitud n = |g, - - - g1|. Note que formas
normales equivalentes tienen la misma longitud asi que si G = Gy x5 G,
entonces |g| estd bien definido para cada elemento de G.
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Si G = Gy #;Gyy J es trivial (en este caso decimos que G es el producto
libre de G y G2 y escribimos G = G1x(G3), entonces cada elemento no trivial
de G tiene una tnica forma normal, mientras que si J no es trivial, la forma
normal de un elemento de G no es unica.

Una forma normal g,, ..., g es una m-forma si g, € G, \ J. Cada for-
ma normal es una 1-forma o una 2-forma. Este concepto es invariante bajo
equivalencia.

Usando formas normales se ve que podemos extender isomorfismos. Esto
es, supongamos que tenemos dos productos libres amalgamados G = G1* ;G
y G = G x5 G2 y supongamos que tenemos isomorfismos @, : Gy — Gy,
donde 1|y = @o|s = J. Entonces existe un tnico isomorfismo v: Gy — G
donde ¢|g,, = ©m.

Teorema 2.2.6 (Seifert-van Kampen) Sea X = U UV donde U yV son
abiertos de X . Supongamos que U, V y U NV son conexos por trayectorias
yxo € UNV. Sea H un grupo y sean ¢1: w(U,xg) — H y ¢: w(V,z9) —
H homomorfismos. Sean 11,13, j1, j2 homomorfismos como se indican en el
diagrama:

ﬂ-l(Ua I’())
il le
/ L N
m(UNV,xg) — m(X,x0) 2 H
12 P2
N\ T 72 /
m1(V, zo)

Si 1011 = ¢o0is, entonces existe un unico homomorfismo ®: m (X, xg) —
H tal que ®o j; = ¢ y P o jo = ¢o. Es decir

T (X7 xo) = 7T1(U, 930) *n (UNV,zo) 7T1(V> $o)-

Demostracion. Vea [10] paginas 426 a 430. O

2.3. Acciones

En esta seccién X serd un conjunto y GG un grupo y obtendremos una
transformacion *: G x X — X. Escribiremos *(g, z) como g * x 0 gz.
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Definicién 2.3.1 Una acciéon de G en X es una transformacion x: G x X — X
tal que:

1. ex = x para todas las x € X con e la identidad en G.
2. (g192)x = g1(g2x) para todas las © € X y todas las g1, g2 € G.

Bajo estas condiciones, X es un G-conjunto.

De éstas condiciones se sigue que para cada g € G, la funcién que manda
x en gr es una biyeccion en X.

Definicion 2.3.2 Sea G un grupo actuando en un conjunto X. La 6rbita
de un punto v € X es el conjunto de elementos de X en los que puede
ser llevado x por elementos de G. La orbita de un punto x se denota como
Gz = {y € X|y = gx para algin g € G}.

Definiciéon 2.3.3 Para cada x € X definimos el subgrupo estabilizador de
x (también llamado grupo de isotropia) como el conjunto de g € G que fijan
a x. Lo denotamos como G, = {g € Glgz = z}.

Definicién 2.3.4 Un espacio B es semilocalmente simplemente conexo si
para cada b € B existe una vecindad U de b tal que el homomorfismo
ix: m(U,b) — m (B, b) inducido por la inclusion es trivial.

Teorema 2.3.5 Sea B conexo por trayectorias, localmente conexo y semilo-
calmente simplemente conexo. Sea by € B. Dado un subgrupo H de m (B, by)
existe una funcién cubriente p: E — B y un punto eq en p~'(by) tal que
ps(m(E,e9)) = H.

Demostracion. Vea [10] paginas 495 a 498. [

Definicién 2.3.6 Si Hy es un subgrupo normal de m1(B, by) entonces la fun-
cion cubriente p: E — B con pu(mi(E,e9)) = Hy se llama un cubriente
regular.

Definicién 2.3.7 Sea p: X — X un cubriente universal. El grupo G =
{T: X - )N(|pT = p} con T un homeomorfismo, es el grupo de transforma-

ciones de cubierta de p.
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Cada elemento del grupo de transformaciones de cubierta permuta los
elementos de cada fibra. Esto define una acciéon en cada fibra. Si la accién es
discontinua (se vera este tipo de accién en el capitulo 3), entonces tenemos
el siguiente teorema:

Teorema 2.3.8 Sea X conexo por trayectorias y localmente conexo por trayec-
torias y G un grupo de homeomorfismos de X . La funcion de paso al cociente
m: X — X/G es una funcion cubriente si y sélo si la accion de G es discon-
tinua. En este caso el cubriente w es reqular y G es el grupo de transforma-
ciones de cubierta.

Demostracion. Vea [10] pagina 491. [

Teorema 2.3.9 Si p: X — B es un cubriente reqular y G es su grupo de
transformaciones de cubierta entonces existe un homeomorfismo k: X/G —
B tal que p=kom donde m: X — X/G es la funcion de paso al cociente.

Demostracion. Vea [10] pagina 491. O



Capitulo 3

Grupos Kleinianos

3.1. Transformaciones de Mobius

3.1.1. Automorfismos de X2

Un automorfismo de la esfera de Riemann ¥ = C = C U {0} es una
biyecciéon meromorfa T: ¥ — . Denotamos todos los automorfismos de >
por Aut(Y).

Teorema 3.1.1 Aut(X) consiste de las funciones

b
T(Z)-Zjid (a,b,c,d € C,ad — be #0)

Demostracion. Véase [6]. O

Las transformaciones w = T'(z) son las transformaciones de Mdbius. Al
conjunto de estas transformaciones lo denotaremos por M o Mob(@Q). Es
importante notar que 7" no determina los coeficientes a,b,c,d de manera
tnica: si A € C\ {0} entonces los coeficientes Aa, Ab, A\¢, Ad corresponden a
la misma transformacién 7.

Las transformaciones de Mdébius forman un grupo bajo la composicion.

Corolario 3.1.2 Aut(X) es un grupo de homeomorfismos de 2 en si mismo.

Demostracion. SiT € Aut(X) entonces, siendo meromorfa, es continua; como
T-' € Aut(X), T~! también es continua, entonces T' es un homeomorfismo
de ¥ en si mismo. 0

15



16 CAPITULO 3. GRUPOS KLEINIANOS

Hay una fuerte relacion entre transformaciones de Mobius y matrices: si
T y U son transformaciones de Mobius con

az+b az+ b

T() = cz —I—d’U(Z> - dz+d

y M y N son las matrices

a b a v
M:(Cd>7N:(C/ d/)7

entonces U o T' corresponde al producto de matrices
[ da+bc db+bd
NM = ( da+dc db+dd
Sea GL(2,C) el grupo lineal general que consiste de todas las matrices con
coeficientes complejos de 2x2

a b
v=(ta)
con det(M) = ad — be # 0, y para cada M sea (M) la transformacién de
Mébius T'(z) = %. Entonces (NM) = UoT = O(N) o §(M), asi que
0: GL(2,C) — Aut(X) es un homomorfismo de grupos y por el teorema

anterior, un epimorfismo. El nicleo K = ker(f) consiste de las matrices
M € GL(2,C) tal que T'(z) = z para toda z € X, asi K son las matrices

M:(é g):M (A e T\ {0});

Dos matrices M y N determinan el mismo automorfismo de ¥ si N = AM
para algin X\ # 0. Aplicando el primer teorema de isomorfismo a 6 tenemos

Aut(2) 2 GL(2,C)/K = GL(2,C)/ {\I|X # 0}.

El grupo cociente GL(2,C)/K es el grupo general lineal proyectivo deno-
tado por PGL(2,C).
Como det(MN) = det(N)det(M) para toda M, N € GL(2,C), la fun-

cién
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det: GL(2,C) — C* = C\ {0}

es un homomorfismo de grupos; su nicleo, el grupo especial lineal SL(2, C),
consiste de las M € GL(2,C) tales que det(M) = 1. Como det es sobre ten-
emos GL(2,C)/SL(2,C) = C*.

Si N € GL(2, C) entonces podemos escribir N = AM donde A\? = det ()
y M € SL(2,C). Como O(N) = (M), todos los automorfismos de ¥ tienen
una representacion de la forma

az+b
T(z) = ot d (ad — bc = 1)

asi, 6 es sobre y hemos mostrado:

Teorema 3.1.3 Aut(X) = PGL(2,C) = PSL(2,C). O

3.1.2. Generadores de PGL(2,C)

Existe un homeomorfismo entre X y S? = {x € R?||z| = 1}, dado por la
proyeccién estereografica m: S? — X, donde

THY 1
7y7 Z) -
Su inversa es

4 i) ||z||2‘1) .
9(2) = (Hz|l2+17 =P =) StF eC |
(07 07 1) Si zZ =00

Es til considerar las siguientes transformaciones de Mobius especiales:

1. La transformacién Ry(z) = ez (§ € R) representa una rotacién en la
esfera ¥ un angulo 6 alrededor de el eje vertical desde 0 hasta oo.

2. La transformacién J(z) = % representa una rotaciéon de la esfera un
angulo 7 alrededor del eje entre 1 y -1.

3. La transformacién S,.(z) = rz (r € R,r > 0) fija 0 y oo, y actia en C
expandiendo o contrayendo distancias por un factor r.
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4. La transformacién Ty(z) = z + ¢ (t € C) fija 0o y acttia en C como una
traslacion.

Teorema 3.1.4 Cada transformacion de Mobius es una composicion de una
cantidad finita de transformaciones de Mabius de las formas 1, 2, 8 0 4.

Demostracion. Cada transformacion de Mébius tiene la forma T'(z) = ‘cljig
con ad — bc = 1. Si ¢ = 0 entonces T(z) = 222 con a,d # 0, sea & = re’ y

g =t. Entonces T(z) = 7€z +t, T =T,05, 0 Ry. Si ¢ # 0,

T(Z)="2 !

T At d) = (Ty 0 J)(—c*z — cd)

2

con t = ¢; por el caso ¢ = 0, la transformacion z — —c*z — cd puede ser

expresada por los generadores dados y asi también 7. [

3.1.3. Circulos en X2

Un circulo en la esfera S? C R3 se define como una intersecciéon S2 N 11
donde IT es un plano de R y |S?2 N 1I| > 1. Usando la biyeccién 7: S? — 3,
definimos un cérculo en ¥ como la imagen bajo 7 de cualquier circulo en S2.

Los circulos en ¥ son de dos tipos: circulos en C (en el sentido euclidiano),
y conjuntos de la forma A U {oo}, donde A es una linea recta en C.

Teorema 3.1.5 Si C' es un circulo en X, y si T € PGL(2,C), entonces
T(C) es un circulo de X.

Demostracion. Por el Teorema (3.1.4), T es una composicién de transforma-
ciones de la forma Ry, J, S, y T, que mandan circulos en circulos. [J

3.1.4. Transitividad y razon cruzada

Si un grupo G actia en un conjunto 2 decimos que G actiua transiti-
vamente si, para cada «, § € Q existe algin g € G tal que g(a) = S.
Mas generalmente, decimos que G actia k-transitivamente en 2 si, cuando
(c1,...,a) v (B1,...,0) contienen distintos elementos de 2 existe algin
g € G tal que g(a;) = fB; para j =1,2,... k.

Teorema 3.1.6 Si zq, 29, 23 son elementos distintos de Y3, entonces existe un
unico T € PGL(2,C) tal que T(z) =0,T(20) =1 y T'(23) = 00
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Demostracion. Si zy, z9, 23 # 00, sea

(2 — 21)(22 — 23)
(21 — 22)(23 — 2)

T(z)=

Entonces T" manda 21, 22,23 a 0,1, 00 respectivamente, y T" € PGL(2,C)

puesto que T tiene la forma T(z) = ‘2 con ad — be = (21 — 29)(20 —

(cz+d)
Zg)(Zg — 21) # 0.
Si algin z; = oo, tomamos el limite de 7" cuando z; — oo: si z; = 00

tomamos T'(z) = %; sl zg = oo tomamos T'(z) = %; sl 23 = 00

tomamos T'(z) = % En cada caso T' € PGL(2,C) y T manda z1, 29, 23
a 0,1, o0.

Unicidad: Si U € PGL(2,C) manda 21, 25, 23 a 0,1, 00, entonces UT !
fija 0,1, 0o0; haciendo UT*(z) = % y resolviendo la ecuacién UT'(z) = 2
(2 =0,1,00) para a,b,c y d vemos que UT ™! es la identidad, as{ que U = T..
O

Corolario 3.1.7 Si (21, 22, 23) y (w1, wa, w3) son puntos distintos de 33, en-
tonces existe una unica T € PGL(2,C) tal que T(z;) = w; para j = 1,2,3.

Demostracion. Sean Ty,T, € PGL(2,C) con Ti(z;) = Tr(w;) = 0,1, .
Entonces T = Ty '} manda z; a w;.

Si U € PGL(2,C) también satisface U(z;) = w; entonces tanto 7} como
ToU mandan z; a 0,1,00, ast que Th = ToU y U = 'y =T. O

Corolario 3.1.8 5i T' € PGL(2,C) y T fija tres puntos distintos de 3,
entonces T es la identidad. []

Definicién 3.1.9 Si (2, 21, 22, 23) son puntos distintos de ¥, la razén cruza-

da A = (20, 21; 22, 23) se define como T(zy), donde T es el inico elemento de
PGL(2,C) que satisface T'(z1) = 0,T(22) = 1,T(23) = 00.

(z0—21)(22—23)

Tenemos A\ = (29, 21; 22, 23) = e T g

Teorema 3.1.10 Sean (zo, 21, 29, 23) y (wo, w1, wa, w3) conteniendo distintos
elementos de ¥. Entonces existe algun T € PGL(2,C) con T(z;) = w; si y
s6lo si (2o, 21; 22, 23) = (W, W1; Wows3).
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Demostracion. Supongamos que T'(z;) = w;. Sea U el tnico elemen-
to de PGL(2,C) que manda wy,wy, w3 a 0,1, 00 respectivamente, tal que
(wo, wy;we, w3) = U(wp). UT es un elemento de PGL(2,C) que manda
21, 29, 23 2 0, 1, 0o respectivamente, y inico entonces (zo, 21; 22, 23) = UT (29) =
U(wp) = (wo, wy; wa, w3).

De forma inversa, si (2o, 21; 22, 23) = A = (wo, w1; Wy, w3) entonces existe
U,V € PGL(2,C) con U(w;) = V(z;) = X\, 0,1,00. Ahora U™V (z;) = w; y
tomamos 7' = U~'V. O

3.1.5. Clases de conjugaciéon en PGL(2,C)

Si G es un grupo, decimos que g,h € G son conjugados en G si existe
f € G tal que g = fhf~!. Esto forma una relacién de equivalencia en G.

Decimos que z € ¥ es un punto fijo de algin T' € PGL(2,C) si T'(z) = z;
entonces U(z) es un punto fijo de UTU! € PGL(2,C) para toda U €
PGL(2,C).

Al considerar puntos fijos y clases de conjugacién de elementos de PGL(2, C),
es conveniente trabajar con PSL(2,C) ya que los dos grupos son idénticos
pero ahora pedimos ad — bc = 1 en lugar de ad — be # 0.

Tenemos T'(00) = ¢ asi que T fija co siy s6losic=0.Sic#0, z € Ces

un punto fijo de 7" si y sélo si

c*+(d—a)z—b=0
esta ecuacién tiene dos raices z, y T' tiene dos puntos fijos en ¥, a menos que
(d—a)®+4bc=0

en cuyo caso la ecuacién tiene una doble raiz y T tiene un unico punto fijo.
Usando ad — bc = 1, esta ecuacién se convierte en

(a+d)?—4=0

asi que T tiene un tnico punto fijo si y sélo si (a + d)* = 4.

Si ¢ = 0 entonces T fija a co y tenemos ad = 1y T(2) = az* + ab
asi que hay un segundo punto fijo z = ﬁ + 00 siy sblo si a® = 1,
o, equivalentemente (a + d)* # 4. Cuando a* = 1 tenemos T'(z) = a + b,
entonces T es la identidad para b = 0 y T tiene un tnico punto fijo para

b # 0. Hemos probado:
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Teorema 3.1.11 Sea T(z) = EZijl;, conad —bc=1. Si (a+d)? #4, T

tiene dos puntos fijos en X. Si (a +d)*> =4 y T # I, entonces T tiene un
punto fijo en 3. [

Podemos usar la funcién (a+d)? para determinar las clases de conjugacion
en PSL(2,C). Si

A:(ZZ)eGuzQ,

definimos la traza de A por
tr(A)=a+d
Podemos observar que tr(AB) = tr(BA), si B es invertible entonces
tr(BAB™') = tr(B"'BA) = tr(A).

Asi que la traza depende solo de la clase de conjugacion de un elemento.
Cada transformacion de Mobius se representa por un par £A de matrices en
SL(2,C), asi que tenemos tr(—A) = —tr(A4), y

tr?(T) = (tr(A))? = (a + d)?

es una funcion bien definida que depende solo de la clase de conjugacién de
T en PSL(2,C).

Ahora vamos a describir las clases de conjugacién en PSL(2,C). En
cualquier grupo la identidad forma una clase de conjugacién; las clases restantes
se describen seleccionando un representante de cada clase.

Si A e C\ {0} definimos

Az siA#1,
l“”‘{z+1$A_L

Teorema 3.1.12 Si T es un elemento de PSL(2, C) distinto de la identidad,
entonces existe algin A\ € C\ {0} tal que T es conjugado a Ul.

Demostracion. Supongamos que 1" tiene so6lo un punto fijo zy. Por el Teorema
(3.1.6), existe algiin S € PSL(2,C) tal que S(z) = co. Entonces STS™! fija
solamente a oo, y as{ STS™!(z) = z + ¢ para algin ¢ € C\ {0}, o sea,
STS™' = T, en la notacién de (3.1.2). Sea V(z) = 2. Entonces VI,V =
2+ 1,y (VS)T(VS)™t = U, asf que T es conjugado a Uj.
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Supongamos que 7' tiene dos puntos fijos 21, z5. Por el Teorema (3.1.4),
existe un W € PSL(2,C) tal que W(z;) = 0y W(z) = oo. Entonces
WTW=! fija 0 e co, de aqui WTW ! = U, para algin A € C\ {0}. O

Ahora vamos a determinar cuando Uy y U son conjugados.
Teorema 3.1.13 U, es conjugado a Uy si y sélo si k=X o k= \"1.

Demostracion. Primero nos ocuparemos de U;. Como U; fija sélo a oo,
SUS™! fija sélo a S(oo) para cada S € PSL(2,C). Asi que U; no puede
ser conjugado a Uy (A # 1), ya que estos elementos fijan 0 e occ.

Ahora supongamos que Uy y U, son conjugados donde k, A # 1. Entonces
tr(Uy) =tr(Uy) y

1 1
k+—-4+2=X4+—-+2
+o +5t
lo que nos da k = X o k = ;. Al revés, Uy es conjugado a Uy .. Si J(z) =1
entonces JU,J ' = Uy .. O

Corolario 3.1.14 Dos elementos Ty, Ty de PSL(2,C), distintos de la iden-
tidad, son conjugados si y sélo si tr*(Ty) = tr?(Ty).

Demostracién. Debemos probar que tr?(Ty) = tr?(Ty) implica que Ty y Tb
son conjugados. Sean 17 y T5 conjugados a Uy y Uy respectivamente; entonces
tr?(Ty) = tr*(Ty) implica que tr*(Uy) = tr*(Uy) asf que k = X 0 kXA = 1,
entonces Uy v Uy son conjugados y asi, también lo son 7} y T,. [

Podemos entonces definir una norma en PGL(2, C) como || A||* = (A, A).
Y con esto definimos para g € G y A la matriz asociada a g:

Jolt = AL
[det(A)]

3.1.6. Clasificacién geométrica

Una forma de visualizar las transformaciones de Mobius es mediante la
introduccién de ciertas familias de circulos. Consideremos una transformacion

de la forma
z—a

z—0b

w=k
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Aqui z = a corresponde a w = 0y z = b a w = 0co. De aqui se sigue
que las lineas rectas que pasan por el origen, son imagenes de circulos que
pasan por a y b. Por otro lado, los circulos concéntricos en el origen, |w| = p,
corresponden a circulos con ecuacion

zZ—a

z—>b

v

Estos son los circulos de Apolonio con puntos limites a y b. Por su
ecuacion, es el conjunto de puntos cuyas distancias a a y b tienen la mis-
ma razon.

Denotemos por C; los circulos que pasan por a y b, y C5 los circulos
de Apolonio con éstos puntos limites. La figura (3.1) formada por todos los
circulos C} y Cy la llamaremos red circular o circulos de Steiner determinados
por a y b. Algunas propiedades de estos circulos son:

1. Existen exactamente un C; y un C5 que pasan por un punto dado del
plano con excepcion de los puntos limite.

2. Cada (' intersecta a cada Cy en angulos rectos.

3. Reflexiones de C] transforman cada C5 en si mismo y cada C en otro
C1. Reflexiones en (5 transforma cada C; en si mismo y cada C5 en
otro C5.

4. Los puntos limites son simétricos con respecto a Cy pero no con respecto
a cualquier otro circulo.

Si una transformaciéon w = T'(z) manda a, b a a’, b respectivamente, puede

escribirse en la forma )

w—a zZ—a

w—b z—-b
La transformacién 7" manda los circulos C; y Cy en circulos C] y C con
puntos limite a’, b'.

Consideremos la situacién cuando o’ = a, b’ = b. Entonces a, b son puntos
fijos de T'. Bajo estas circunstancias toda la red circular serd mandada a
si misma. El valor de k sirve para identificar los circulos C7 y C5.

Los casos en los que todos los C o todos los C5 son mandados a si mismos
son importantes. Tenemos que C] = C) para todo Cy si k > 0 (si k& < 0 los
circulos son los mismos pero la orientacion se invierte). Diremos entonces que
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-0

Figura 3.1: Circulos de Steiner
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la transformacién es hiperbélica. Mientras k aumenta, los puntos 7'(z), z #
a, b, fluyen a lo largo de los circulos C; hacia b.

Ahora, C) = Cy ocurre cuando |k| = 1. Transformaciones con esta
propiedad son llamadas elipticas. Cuando arg(K) varia, los puntos T'(z) se
mueven a lo largo de los circulos Cs. Los flujos correspondientes a a y b
circulan en direcciones diferentes.

Hemos visto que T tiene un tinico punto fijo zg € ¥ si y sélo si tr?(T) = 4,
o equivalentemente, A = 1; llamamos a esa transformacién T' parabdlica.

Para discutir una transformacion parabdlica introduciremos otro tipo de
red circular. Considere la transformacion

w

w = + c.

z—a
Lineas rectas en el plano corresponden a circulos que pasan por a; mas
aun, lineas paralelas corresponden a circulos mutuamente tangentes. Si w =
u+1iv las lineas u = constante y v = constante corresponden a dos familias de
circulos mutuamente tangentes que se intersectan en angulos rectos como en
la figura (3.2). Esta configuracién puede ser considerada como un conjunto
degenerado de circulos de Steiner que esta determinado por el punto a y una
tangente a una de las familias de circulos. Denotaremos a las imagenes de las
lineas v = constante por (1, los circulos de la otra familia por C5.
Cualquier transformacién que mande a a a’ puede escribirse de la forma

w/

w
= T + c.
w—a Z—a

Suponemos que a = a’ es el inico punto fijo. Entonces w = w’ y podemos

escribir
w w

= =+ c.
w—a Z—a

Cada (] se manda sobre si mismo y la transformacién parabdlica puede
ser considerada como un flujo sobre los circulos Cs.

Una transformacion que no es hiperbdlica, eliptica ni parabdlica la lla-
maremos lozodromica.

Hemos visto que T" es conjugado en PSL(2,C) a algun Uy (A # 0). Aho-
ra 1" no determina A de forma tnica ya que 7" es conjugado también a Uy y;
llamamos al par {)\, %}, que es determinado por 7' de forma tnica, el multi-
plicador de T. Entonces dos transformaciones de M6bius que no sean la iden-
tidad son conjugadas si y sélo si tienen el mismo multiplicador. La conexién
entre el multiplicador y la funcién tr? es
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C

C.

Figura 3.2: Circulos de Steiner degenerados
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1
tr3(T) = tr*(Uy) = A + 1 + 2.

Hemos visto que T' es parabdlica si y sélo si tr*(T) = 4. Si T tiene dos
puntos fijos z1 v 23, sea
(z—21)
(2 — 29)’
con esto, VIV~ = Uy, fija 0 e oo para algin A # 0, 1.

V(z) =

3.2. Grupos Kleinianos

3.2.1. Circulos isométricos

_(a b
o=(: 1)
algtin elemento de M. A lo largo de esta seccién supondremos que g(oo) # oc.
El punto a = a(g) = g~!(c0) es llamado el centro del circulo isométrico de
g. De forma similar, el punto o/ = a/(g) = g(o0) es el centro del circulo
isométrico de g~ 1.

La familia de circulos que pasan por o e oo va a dar, bajo g, a la familia
de circulos que pasan por oo y . Entonces las trayectorias ortogonales a la
primera familia van a dar, bajo g, a trayectorias ortogonales a la segunda.
Esto es, la familia de circulos Euclidianos con centro en « va a dar, bajo g,
a la familia de circulos Euclidianos centrados en «'. Existe un tnico circulo
I = I(g) en la primer familia que, al ser mandado bajo g, va a dar en un

circulo del mismo tamano.

Sea

Definicién 3.2.1 El circulo I descrito anteriormente es el circulo isométrico

de g, y su imagen I' es el circulo isométrico de g~ 1.

Tanto I como I’ tienen el radio p = |¢| .

Sea p = p(g) la reflexién en el circulo isométrico I de g. Sea ¢ = ¢(g) la
reflexion Euclidiana en el bisector perpendicular del segmento entre v y o;
sia = entonces g =1. Sear =r(g) =go(qop)~ L.

Proposicién 3.2.2 Cada g € M con g(oco) # oo, puede escribirse en la
forma g =1roqop, donde p es reflexion en el circulo isométrico de g, yr y
q son movimientos Fuclidianos. [
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Proposicién 3.2.3 Sea g € M tal que g(co) # oo y sea C' un conjunto
cerrado que puede contener a oo, pero no contiene a o = g~ *(00). Sea § la
distancia de o a C, y sea p el radio del circulo isométrico I de g. Entonces

2

diag(y(C)) < 2%
y si oo € C, entonces ,
% < diag(9(0)).
Demostracion. Sea x el punto de C' mas cercano a «. Entonces § = |z — «f, y
T queda fuera del circulo de radio ¢ centrado en a. Como |p(z) — a] = an
2

p(C) va a dar dentro del circulo de radio 4 centrado en a de donde se
cumple la primera desigualdad. La segunda desigualdad se sigue del hecho
de que a € p(C). O

3.2.2. Acciones discontinuas

Definiciéon 3.2.4 Sea X un espacio topoldgico y sea G un grupo de homeo-
morfismos de X en si mismo. Decimos que la accion de G en un punto
x € X es libremente discontinua, si existe una vecindad U de x tal que
g(U)NU = @, para todos los g € G distintos de la identidad. La vecindad U
se llama una buena vecindad de x.

Otra forma de decir lo mismo es que los traslados de U por distintos
elementos de (G son disjuntos.

El conjunto de puntos en el que la accién de GG es libremente discontinua
se llama el conjunto regular libre, y se denota por 2° = Q°(G)

Un conjunto Y C X es invariante bajo G si g(Y) = Y para todas las
g € G. El conjunto Q° es, claramente, invariante bajo . También es un
abierto de X; esto es, si U es una buena vecindad, entonces cada punto de
U vive en °.

El grupo G divide cualquier conjunto Y en el que actia en clases de
equivalencia. Dos puntos x y y son equivalentes bajo G, si existe un g € G
con g(z) = y. El espacio de clases de equivalencia se denota por Y/G, ddndole
la topologia cociente.

Definicién 3.2.5 Un subgrupo G C M cuya accion es libremente discon-
tinua en algun punto z € X es un grupo Kleiniano.
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Proposicién 3.2.6 2°/G es Hausdorff.

Demostracion. Sean x y y dos puntos no equivalentes de €2°. Necesitamos
encontrar vecindades U de z y V de y tal que g(U) NV = @ para todas las
g € G. Empezamos tomando U y V' dos buenas vecindades disjuntas de z y y
respectivamente. Si es necesario hacemos V' pequena tal que ningun traslado
de = quede en V, la cerradura de V.

Como los traslados de U bajo G son discos circulares disjuntos, la suma de
sus areas esféricas es menor o igual al area de la esfera, entonces el didmetro
esférico de cualquier sucesién de ellos tiende a cero. Como los traslados de
x no se acumulan en §2°, solo una cantidad finita de traslados de U se inter-
sectan con V. Para cada g € G con g(U)NV # @ existe una buena vecindad
mas chica U’ de x con g(U) NV = @. Después de un ntimero finito de pasos,
encontramos las vecindades requeridas. [

Estamos interesados en propiedades de grupos Kleinianos que son inva-
riantes bajo conjugacién en M, y frecuentemente es preferible tener algunos
puntos convenientemente ubicados. Podemos elegir hasta tres puntos z, ubi-
cados con respecto a G luego podemos escoger una cantidad igual de puntos
convenientemente ubicados, z,, € X, y sea h € M que manda cada z,, en su
correspondiente z,,. En lugar de referirnos al grupo hGh™!, nos referiremos
a este grupo como si fuera el mismo grupo G, normalizado.

Los tres puntos especificos de ¥ son usualmente 0,1 e oco. El proceso
descrito anteriormente se llama normalizacion.

3.2.3. Area, Diametro y Convergencia

Usando la proyeccion estereografica podemos pensar el plano complejo
extendido como la esfera S?. Denotamos distancias en Y por d(-,-), deno-
tamos el didmetro esférico de un conjunto X por dia(X), y denotaremos el
area de un conjunto (medible) X por med(X).

Sea GG un grupo Kleiniano, y sea U una buena vecindad de algiin punto
z € Q°. Como los traslados de U son disjuntos, la suma de sus areas es finita.
Asi tenemos:

Proposicion 3.2.7 Sea U una buena vecindad de algun punto z € 2°. En-

tonces
> med(g(U)) < oo.

geG
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Corolario 3.2.8 Cada grupo Kleiniano es numerable. [J

Teorema 3.2.9 Si oo € )°, entonces

o < 0 # Identidad).
> el (9

geG

Demostracion. Comenzamos escogiendo una buena vecindad U de oo de la
forma {z € C||z| > p} U {o0}. Sea « el centro del circulo isométrico I de
algin elemento no trivial g € G. El radio de [ es |c|_1. Como U es una buena
vecindad, o = ¢g~'(c0) no esta en U. Podemos asumir que 4, la distancia
Euclidiana de « a U, es positiva. Note que § < p.

De la proposicion (3.2.3), tenemos:

diag(g(U)) > |c[ 267, (3.1)

Como ¢(U) es un disco circular contenido un el complemento de U, existe
una constante K > 0 tal que

med(g(U)) > K~'diag*(g(U)). (3.2)
Combinando la proposicién (3.2.7) y las ecuaciones (3.1) y (3.2) obtenemos
S < 3 Sdiag(g(U) < Kp* S med(g(U)) < oo
geG geqG geqG

(9 # Identidad). O

Corolario 3.2.10 Sea {g} una sucesion de elementos distintos del grupo
Kleiniano G, donde oo € Q°, y sea py, los radios de los circulos isométricos
de g,. Entonces p,, — 0. U

3.2.4. El conjunto limite

Definicién 3.2.11 Un punto x es un punto limite de un grupo Kleiniano G
si existe un punto z € Q°, y una sucesion {gn,} de elementos distintos de G,
con gm(z) — x. El conjunto de puntos limites se llama el conjunto limite y

se denota por A = A(G).

Como cada vecindad de un punto de A contiene una infinidad de traslados
de un punto, ANQ° = .
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Teorema 3.2.12 Sea x un punto limite de un grupo Kleiniano G.Entonces
existe un punto limite y, y existe una sucesion {gn,} de elementos distintos
de G, tales que g,,(2) — x uniformemente un subconjuntos compactos de

Y\ {y}

Demostracion. Como x es un punto limite, existe un punto zg € 2°, y una
sucesion {g.,} de elementos distintos de G, tales que ¢,,(z) — x. Normali-
zamos G para que 2y = 00. Ya que estamos en un compacto (3) escogemos
una subsucesion tal que a,,, = g~*(c0) — ¥; y es claramente un punto limite.
Usando la proposicién (3.2.2) escribimos a cada g, como rogop. El resultado
se sigue de las siguientes observaciones: el centro de los circulos isométricos
de g, am, tienden a y; g, manda el exterior de su circulo isométrico dentro
del circulo isométrico de su inverso, esto se ve facilmente sabiendo que g, =
r o qop; el radio de los circulos isométricos de g,, y g,.! tienden a cero,
esto gracias al corolario (3.2.10); el centro del circulo isométrico de g,
' = gp(00), tiende a x. O

De esto se sigue que la definicion de punto limite depende solo de la
sucesion de elementos del grupo, y no del punto en Q°. Esto es, si {gn} es
una sucesion de elementos distintos de G, y gn(z0) — x para algin zy € 2°,
entonces existe una subsucesion tal que g,,(z) — x, para toda z € Q°.

El teorema anterior no da informacion del punto y, solo que es un punto
limite. Podriamos tener que y = x. También puede existir una subsucesion
con g,,(y) — x o también puede existir una subsucesién ¢g,,(y) — w # x. En
éste ultimo caso decimos que y es un punto de aprorimacion.

Teorema 3.2.13 Sea {g,,} una sucesion de elementos distintos de un grupo
Kleiniano G. Entonces existe una subsucesion {g,} y puntos limites x y y
tales que g (2) — x uniformemente en subconjuntos compactos de ¥\ {y}.

Demostracion. Normalizamos G para que oo € {2° y escogemos una sub-
sucesién {g,,} tal que g,,(c0) converja a algin punto z y tal que g,'(oo)
converja a y. Ahora aplicamos el teorema anterior. [

Teorema 3.2.14 A es cerrado, invariante bajo Gy nunca denso en .

Demostracion. Para mostrar que A es cerrado, sea {z,,} una sucesién de
puntos en A, con z,, — xz. Usando (3.2.12), podemos encontrar un punto
z € Q°, y podemos encontrar sucesiones {g,, x} de elementos distintos de G,
tales que g, x(2) — Z,. Podemos asumir sin pérdida de generalidad que los
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Ty, son todos distintos y x,,, # . Sea 6, la distancia minima de z,, a cualquier
otro x;. Para cada m, escogemos k(m) tal que d(gmrm)(2),Tm) < Om/2.
Entonces { gm,k(m)} es una sucesion de elementos distintos de G, ya que los
&, son distintos y por la desigualdad anterior. Es claro que g, km)(2) — @.

Sea z € A ysea g € G. Como x es un punto limite, existe una sucesién
{gm} de elementos distintos de G y un punto z € Q° con g,,(z) — x. Entonces
g0 gm(z) — g(x). A es invariante bajo G.

Por definicion, existen puntos de €2° en cualquier vecindad de z € A.
Como ANQ° =@, A es nunca denso. [

Teorema 3.2.15 Si A contiene mas de dos puntos, entonces es perfecto.

Demostracion. Supongamos que A tiene al menos tres puntos. Para cualquier
punto limite z, existe una sucesién {g,,} de elementos distintos de G y un
punto limite y con g¢,,(z) — = para toda z # y. En particular existe esa
sucesién y dos distintos puntos limites x1, x2, no necesariamente distintos
de z, tales que gn(x1) — x y gm(z2) — . Como x; # xq, para cada m,
gm(z1) # x 0 gm(x2) # x. Asi obtenemos una sucesién de distintos puntos
limites que convergen a . [J

3.2.5. La particion de X

En general, si un grupo actia en un espacio X y Y C X, entonces el
estabilizador de Y en G, que se denota Stabg (YY), o s6lo Stab(Y') si no hay
confusion, se define como

Stab(Y) ={g e Glg(Y) =Y}.
Note que Stab(Y’) siempre es un subgrupo de G.

Definicién 3.2.16 Decimos que G actia de forma discontinua en un punto
x € X si existe una vecindad U de x tal que g(U) NU = & para todas las
g € G excepto una cantidad finita.

El conjunto de puntos en los que G actiia de forma discontinua se llama el
conjunto de discontinuidad o conjunto regular y se denota por Q = Q(G).

Definicién 3.2.17 Decimos que un conjunto Y es precisamente invariante
bajo el subgrupo H de G, si
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2. gY)NY =@ para todas las g € G\ H.

Cuando no halla confusion, diremos que Y es precisamente invariante
bajo H o, de forma mas simple, que Y es precisamente invariante.

Note que = € €° si y sélo si existe una vecindad U de z la cual es
precisamente invariante bajo la identidad en G.

Proposicién 3.2.18 Sea G un grupo Kleiniano. Un punto x € Q(G) si y
solo si

1. Stab(z) es finito y

2. existe una vecindad U de x la cual es precisamente invariante bajo

Stab(z).

Demostracion. Si G actia de forma discontinua en z, entonces H = Stab(z)
tiene que ser finito. Sea U vecindad de z tal que g(U) NU = ¢ para toda
g excepto una cantidad finita. Como g(U) N U # ¢ para una cantidad fini-
ta, podemos encontrar una vecindad (que seguiremos llamando U) tal que
g(U)NU # @ sblo para g € H. Entonces sea V = Ng(U), donde se toma
la interseccion de sobre todos los elementos de H, veamos que V es una
vecindad de x que es precisamente invariante bajo H. Si h € H entonces

h(V)=h(()9U) = () hogU)=(gU)=V

geH geH geEH

ya que hog e H. Con esto h € Stab(V). Si h € Stab(V') entonces

szvé<mﬂmw00<ﬂmw>#z

geH geH

como
W) 9(0)) € h(O)
geH

entonces h(U)NU # @ y tenemos h € H. Con esto H = Stab(V). Es claro
que g(V) NV = @ para todas las ¢ € G\ H con lo que concluimos una
implicacion.

Si Stab(x) es finito y U es precisamente invariante bajo Stab(z) entonces
g(U)NU # @ solo para los elementos de Stab(z). O
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Definicién 3.2.19 Una vecindad U de un punto x € € es una buena vecin-
dad si U es precisamente invariante bajo Stab(x). Como cualquier vecindad
de estas contiene una vecindad circular con la misma propiedad, asumiremos
que las buenas vecindades son circulares.

Teorema 3.2.20 Para cualquier grupo Kleiniano G, ¥ es la union disjunta
de A\ y €.

Demostracion. Si z es un punto limite, entonces cualquier vecindad U de
z contiene una infinidad de traslados de algin punto, entonces hay una in-
finidad de elementos distintos de G que g(U)NU # &. Con lo que concluimos
que ANQ =a.

Supongamos que x no esta en 2. Entonces para cualquier vecindad U de
x, hay una infinidad de traslados de U que se intersectan con U. Podemos
encontrar una sucesion de elementos distintos {g,,} de G, y una sucesién
de puntos {z,} tales que z,, — x y gm(zm) — x. Por (3.2.13) existe una
subsucesion tal que g,,(z) — w uniformemente en subconjuntos compactos
del complemento de y, donde w y y son puntos limites. Si x = y entonces
r € A. Si z # y, entonces los puntos {z,,} no se acumulan a y asi que
9gm(zm) — w de lo que concluimos que x =w € A. O

Proposicién 3.2.21 Si existe una sucesion {g.,} de elementos distintos de
un grupo Kleiniano G y existe un punto y en Q(G) con gn(y) — x, entonces
gm(2) — = para todas las z € G.

Demostracion. Normalicemos G para que oo € €2°. Como y € €2, y no puede
estar dentro de una cantidad infinita de circulos isométricos de las g,,’s.
Entonces g,,(y) queda dentro del circulo isométrico de g..t. Como el radio de
los circulos isométricos tiende a cero y g,,(y) — x, el centro de los circulos
isométricos de las ¢! converge a x. Entonces para cualquier z € €2, z queda
fuera de casi todos los circulos isométricos de las g,,’s vy, asi, g,,(2) va a parar
dentro del circulo isométrico de las ¢! y tenemos que g,,(z) — x. O

3.2.6. Superficies de Riemann

En esta seccion estudiaremos la conexion entre un grupo Kleiniano y una
superficie de Riemann.

Una superficie de Riemann S es una variedad conexa compleja de una
dimensién, esto es, S es un espacio Hausdorff conexo donde cualquier s €
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S tiene una vecindad U y un homeomorfismo asociado ¢: U — C donde,
cuando este definida, la composicion de uno de estos homeomorfismos con el
inverso de otro es holomorfo. El homeomorfismo v es llamado una coordenada
local en s.

La unién disjunta de a lo més una cantidad numerable de superficies de
Riemann se llama una superficie de Riemann (disconeza).

Dos superficies de Riemann (disconexas) son conformemente equivalentes
si existe un homeomorfismo biolomorfo entre ellas.

Una superficie de Riemann (disconexa) marcada es una superficie de Rie-
mann (disconexa) S con un conjunto discreto de puntos especiales electos de
ella; cada punto especial x,, es marcado con un simbolo «,, donde cada «,,
es o un entero > 2 o el simbolo co. Decimos que «, es el orden de z,,. El
complemento de los puntos especiales de S se denota por S°.

Una superficie de Riemann por definicion no tiene frontera. Una superficie
de Riemann homeomorfa a una variedad compacta de dos dimensiones sin
frontera es cerrada. Una superficie de Riemann homeomorfa al interior de
una variedad compacta de dos dimensiones, con o sin frontera, es llamada
topologicamente finita.

La unién disjunta de a lo més una cantidad numerable de superficies de
Riemann cerradas es una superficie de Riemann cerrada (disconexa), asi mis-
mo, la unién disjunta de una cantidad numerable de superficies de Riemann
topoldogicamente finitas es una superficie de Riemann topologicamente finita
(disconeza).

Teorema 3.2.22 Sea G un grupo Kleiniano. Entonces S = /G es una
superficie de Riemann (disconezxa,).

Demostracion. Primero mostraremos que S es Hausdorff. Necesitamos probar
que si z y y son dos puntos no equivalentes de €2, entonces existen vecindades
U de x y V de y cuyas proyecciones son disjuntas. Escojamos dos buenas
vecindades U' y V' de z y y respectivamente. Como U’ y V' estdn en (2
s6lo una cantidad finita de traslados de U’ se intersectan con V' y podemos
escoger vecindades mas pequenas U y V (gracias a que C es Hausdorff y las
g € G son continuas) tales que los traslados de U no se intersectan con V.

Como G tiene una cantidad numerable de componentes, asi también tiene
S.

Sea U una buena vecindad de un punto z € Q°. Como p|U es inyectiva,
p~ ! esta bien definida en p(U). Una vez que escogemos p~*(p(z)), p sirve como
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una coordenada local. Si U y U’ son dos vecindades como las anteriores que
se intersectan, entonces p~! o p, donde esté definido, es un elemento de G.

Sea z € 2\ Q°, sea U una buena vecindad de z y sea J = Stab(z). Como
J es un subgrupo finito de GG, cualquier elemento no trivial de J es eliptico.
Los elementos de J tienen un segundo punto fijo z’ en comun. Normalicemos
para que z = 0 y 2/ = oo. Entonces los elementos de J son de la forma
z — e "z Como J es finito entonces es ciclico.

La funcién f(z) = 2" sirve como una proyeccién de U a U/J; esto es, dos
puntos z; y zo en U son equivalentes bajo J si y sélo si f(z1) = f(z2). Las
imagenes de U bajo f es un disco centrado en el origen, donde f cubre su
imagen n veces excepto en el origen. En f(U) la funcién inversa ¢(s) = /s
es el homeomorfismo local requerido. Si dos vecindades se intersectan fuera
del origen, 1) o 9~! es un elemento de G. O

Sea G un grupo Kleiniano y sea S = Q2/G. Esta representacién particular
hace a S una superficie de Riemann (disconexa). Los puntos especiales son
proyecciones de puntos fijos de elementos elipticos de 2. El orden en los
puntos especiales x = p(z) es el orden de Stab(z).

3.2.7. Dominios Fundamentales

Describir o dibujar un grupo Kleiniano no es facil. En general lo que
podemos hacer es dibujar €2/G que ilustra la accién de G. Lo que se hace es
dar un dominio fundamental el cual contiene un elemento de cada clase de
Q y que ilustra la topologia de Q/G.

Definicién 3.2.23 Un dominio fundamental D para el grupo Kleiniano G
es un subconjunto abierto de €2 que satisface lo siguiente:

(1) D es precisamente invariante bajo la identidad en G.
(i1) Para cada z € 2, existe un g € G con g(z) € D.

(111) La frontera de D consiste de puntos limite de G y una coleccion finita
o numerable de curvas; cada curva vive, excepto quizd por uno o ambos
puntos finales, en €); la interseccion de una curva con ) se llama un

lado de D.

(1v) Los lados estdn apareados por G; esto es, si s es un lado de D entonces
existe un lado s', no necesariamente distinto de s, y hay un g € G
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distinto de la identidad, llamado apareamiento, con g(s) = s'. También
1

(s") = s y el apareamiento de s' a s es g~*.
(V) Si{sm} es una sucesion de lados de D, entonces el didmetro dia(s,,) —
0. Los lados de D se acumulan solo en puntos limaites.

(vi) Sélo una cantidad finita de traslados de D se intersectan con cualquier
compacto de ().

La primera condicién dice que D es disjunto de todos sus traslados, o,
equivalentemente, que dos puntos de D no son equivalentes bajo G, o, equiv-
alentemente, que la funcion de paso al cociente p es inyectiva en D.

La segunda condicién dice que p manda D N Q sobre Q/G.

Note que si existe un lado s y un apareamiento g con g(s) = s, entonces,
como el apareamiento de s a s es g~', g7' = g, esto es, g° = 1.

Sea D =D N €. Las identificaciones en los lados induce una relacién de
equivalencia de D. Un punto interior es equivalente sélo a si mismo. Si z y y
viven en lados de D y existe un apareamiento g con g(x) = y entonces x y y
son equivalentes. Sea D* el cociente de D con esta relacién de equivalencia.

Dos puntos x vy y son equivalentes en D si y sélo si existe un elemento
g € G con g(x) = y. Asi la funcién p nos da una proyeccién natural de D*
sobre /G, llamaremos a esta funcién .

Los puntos finales de los lados que vivan en €2 se llaman vértices.

Lema 3.2.24 Six es un punto de 5, entonces existen a lo mds una cantidad
finita de puntos de D equivalentes a x.

Demostracion. Se encierra a x en un compacto y el lema se sigue por la
condicién (vi). O

Teorema 3.2.25 ¢: D* — Q/G es un homeomorfismo.

Demostracion. Vamos a ver que ¢ es biyectiva y un homeomorfismo local, al
hacer esto tendremos que es un homeomorfismo.

Por la condicién (11), ¢ es suprayectiva y de la condicién (1), ¢ restringida
a D es inyectiva. ¢|D es un homeomorfismo local. Entonces en D ya hemos
terminado.

Si x es un punto interior de un lado s, entonces existe un apareamiento
g y un lado ¢ tales que g(s) = §'. Sea ' = g(x). Si 2’ # z, sea ¢ la minima



38 CAPITULO 3. GRUPOS KLEINIANOS

distancia de x a 2/, o a cualquier vértice de D, o a cualquier punto limite de
(G, 0 a cualquier punto fijo de g. De forma similar se define ¢’ como la minima
distancia de x’ a x, o a cualquier vértice de D, o a cualquier punto limite de
G, o a cualquier punto fijo de g. Por como son z y 2’ y la condicién (V), tanto
d como ¢’ son ambos positivos. Escojamos p < min(d,d")/2 tal que la bola
de radio p centrada en z sea una buena vecindad de x. Ahora tomamos dos
puntos y; y y2 en s donde y; y yo vivan en lados diferentes de x en s y que
ambos vivan en el disco de radio p centrado en x. Conectamos y; y y» por una
trayectoria que este contenida, salvo sus puntos finales, en D y que ademés
viva en el disco de radio p. Esta trayectoria define una vecindad U de x en
D. Deforma similar escogemos una trayectoria que conecte g(y;) con g(ys),
para asi tener una vecindad U’ de 2’ en D. Sabemos que cualquier punto de
DNU o DNU' es equivalente solo a si mismo. También cualquier punto
de s N U es equivalente solo al punto correspondiente en s’ N U’. Con esto
tenemos una relacién de equivalencia en U U U’, a la proyeccién que define
esta relacién le llamaremos p’. Asi por la propiedad universal del cociente
tenemos el siguiente diagrama:

vuu 2 puul)
Pl e
P (U UU")

Del diagrama se ve que ¢ es inyectiva, y como era sobre, es biyectiva.
También es abierta ya que p es continua y p’ es una proyeccion del paso al
cociente. Entonces ¢ restringida a p(U U U’) es un homeomorfismo.

Si z es un punto interior de un lado s con g(z) = z, entonces g? = 1.
Sea 0 la distancia minima de x a cualquier vértice de D, o a cualquier otro
punto fijo de g o a cualquier punto limite de G. Escojamos p, y1, y2 y una
trayectoria que los conecte como lo hicimos anteriormente sélo que ahora
escogemos ¥ = ¢(y1). Esto define una vecindad U de x en D. Los puntos
de U N D son equivalentes sélo a si mismos. Cada punto z # = de sNU
es equivalente sélo a ¢g(z) que también esta en U y z es equivalente sélo a
si mismo. Esto define una relaciéon de equivalencia en U, llamaremos p’ a la
proyeccion que define. Tenemos el siguiente diagrama

U = p0)
Pl S
p'(U)
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Como antes, vemos que ¢ es biyectiva y abierta. Entonces tenemos que
@lpwy: P(U) = ¢(p(U)) es un homeomorfismo.

Ahora, sea © = x; un vértice. Entonces existe un lado s; que tiene a
x1 como punto final. Sea s} el lado apareado a s; por g;. Sea x2 = gy(x1).
Entonces existe otro lado sy # §| que tiene a xs como punto final. Existe
un lado s, y una funcién de apareamiento g, tales que go(ss) = ). Sea
xr3 = go(x2) y asi sucesivamente. Por el lema anterior, este procedimiento
terminara en un ndmero finito de pasos, esto es, existe un entero n tal que
Sn, = s1. Construiremos una vecindad de z escogiendo puntos y,, en s,, y
Y = gm(ym) en s, . Escogemos una trayectoria 7, desde y/ ; hasta y,,
(11 va desde y,, hasta y;) tal que la regién abierta U,, acotada por s, _;,
Tm V Sm quede en D; tal que la regién cerrada correspondiente quede en
una buena vecindad de x,,; y tal que las U, sean todas disjuntas. Sea U =
U Umn. De forma similar a las anteriores nos damos cuenta que @[,y es un
homeomorfismo.

Ya tenemos que ¢ es biyectiva y es un homeomorfismo local que era lo
que queriamos. [

Ahora veamos como podemos construir un dominio fundamental. Para la
siguiente definicién asumiremos que G es un grupo Kleiniano y que ademés
oo es un punto de °. La regién de Ford esta definida sélo para grupos
Kleinianos con esta restriccion.

Definicién 3.2.26 Para un elemento arbitrario g € G, sea D, el exterior
del circulo isométrico de g. La region de Ford es el interior de (| D, donde
la interseccion se toma sobre todos los elementos no triviales de G.

Teorema 3.2.27 La region de Ford es un dominio fundamental para G.

Demostracion. Ver [8] paginas 32 a 34.

3.2.8. Poligonos Fundamentales

A lo largo de esta seccién usaremos la siguiente notaciéon: X es uno de los
espacios H™ (o B"), S™ (o E") o E™ y G su grupo de isometrias.

Definicién 3.2.28 Un poliedro (convexo) D en X es la interseccion de una
cantidad numerable de semiespacios, donde solo una cantidad finita de los
hiperplanos que definen estos semiespacios intersectan a cualquier compacto

de X.



40 CAPITULO 3. GRUPOS KLEINIANOS

La cerradura D de D se descompone de manera natural en celdas dadas
por la interseccion de los hiperplanos. Las k-celdas en esta descomposicién
se llaman k-caras de D o de D. Las caras con codimensiéon uno se llaman
lados, y las caras de codimensién dos se llaman orillas. Cada orilla vive en
la interseccién de exactamente dos lados.

Un poliedro de dimension dos se llama poligono, en este caso las caras de
codimensién dos se llaman vértices.

Definicién 3.2.29 Sea G un subgrupo discreto de G. Un poliedro D es un
poliedro fundamental para G si se cumple lo siguiente:

(1) Para cada g € G distinto de la identidad, g(D)N D = @.
(1) Para cada v € X existe una g € G con g(z) € D.

(i11) Los lados de D son apareados por elementos de G; esto es, para cada

lado s existe un lado s’ y un elemento gs € G tales que gs(s) = .

Ademds debe cumplirse que go = g;* y (') = s. El elemento g, se

llama un apareamiento de lados.

(1v) Cualquier compacto intersecta una cantidad finita de traslados de D
por elementos de G.

Si D es un poliedro fundamental entonces las identificaciones de los la-
dos inducen una relacién de equivalencia en D; esto es,  ~ y si existe un
apareamiento de lados ¢ con g(x) = y. La condicién (1) dice que cualesquiera
dos puntos en D no son equivalentes. Una consecuencia de la condicién (1v)
es que cada punto de D es equivalente sélo a una cantidad finita de puntos
de D.

Esta relacién de equivalencia también define una relacion de equivalencia
en las orillas de D. Cada clase de equivalencia puede ser ordenada por ciclos
como a continuacion veremos.

Empecemos con una orilla e;. Esta orilla vive entre dos lados, llamemos
a uno de ellos s1. Existe un lado s} y un apareamiento de lados g; tales que
g1(s1) = §|. Sea ey = g1(e1). Como ey, es vive entre dos lados, uno de ellos
es s}, llamemos al otro s,. Existe un lado s}, y un apareamiento de lados go
tales que ga(s2) = s. Continuando de esta manera, generamos una sucesion
{em} de orillas, una sucesion {g,,} de apareamientos de lados y una sucesién
{(8m, s,,,)} de lados apareados. Como cada punto de e; es equivalente a una
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cantidad finita de otros puntos de D, la sucesién de orillas es periédica y de
aqui, las otras dos sucesiones son periddicas. Sea k el minimo entero positivo
tal que las tres sucesiones tengan periodo k.

La sucesién de orillas {eq,...,ex} se llama un ciclo de orillas. k es el
periodo del ciclo. Dos de estos ciclos son equivalentes si ambos contienen el
mismo conjunto de orillas.

Cada orilla queda en exactamente una clase de equivalencia de ciclos.

Observe que gxo---0gy(e1) = eg; h = gro- - -og; se llama la transformacidon
ciclica en e;.

Sea x un punto en el interior de e; y sea L el plano bidimensional que
pasa por z ortogonal a e;. En L, vemos los traslados de D como g; ' (D), g; ' o
9 (D),...,g7 0 0g. (D). Pero g;' o 0g, (D) = h~}(D) podria no
ser igual a D. El siguiente traslado que vemos es h™' o g;' y asi siguen.
Después volvemos a D. Definimos el periodo k tal que, cuando volvemos a
D, k es una potencia de h™'. Esto es, existe un minimo entero positivo ¢
tal que h?(D) = D, entonces h? = 1. El orden ¢ depende sélo de la clase de
equivalencia de un ciclo.

Dos lados de D que se intersectan en una orilla e, lo hacen a un angulo
a(e) medido por el interior de D. Hemos mostrado que si {ej,...,ex} es un
ciclo de orillas y si la correspondiente transformacién ciclica tiene orden g,
entonces »_ a(e,,) = %’T.

Proposicién 3.2.30 Los apareamientos de lados generan a G.

Demostracion. Si x es cualquier punto de X entonces podemos trazar una
trayectoria desde cualquier punto 0 en D hasta x donde la trayectoria no
pasa por ningun traslado de una cara de D de codimension s con s > 1.
Entonces existe un conjugado de una funcion de apareamiento que manda
cada traslado de D a lo largo de esta trayectoria hasta el siguiente traslado de
D. El elemento conjugado es el producto de funciones de apareamiento. [J

Supongamos que GG es un subgrupo discreto de G y escojamos un punto
0 en X que no es punto fijo de ningin elemento no trivial de G.

Definiciéon 3.2.31 Para cualquier elemento no trivial g € G el bisector
perpendicular de la linea que une a 0 con g(0) es un hiperplano. Sea D,
el semiespacio de puntos que estin mas cerca de 0 que de g(0), es decir
D, = {z € X|d(z,0) < d(x,g(0))}. La regién de Dirichlet D o D¢, centrada
en 0, es la interseccion de todos los semiespacios D, .



49 CAPITULO 3. GRUPOS KLEINIANOS

Proposicién 3.2.32 Si G es un grupo discreto de isometrias de X, entonces
para cada x € X y cada p > 0, la bola de radio p centrada en x contiene una
cantidad finita de traslados de x.

Demostracion. Supongamos que no. Entonces existe una sucesion de elemen-
tos distintos de G tales que {g,(x)} — 2 lo que implica que d(g,(x),z) —
0 = d(gng1(x),g1(x)) — 0, hacemos g;(z) = y y tenemos que g,(y) — y y
como los g; son isometrias, convergen a la identidad, lo que es una contradic-
cion. [

Teorema 3.2.33 La region de Dirichlet D es un poligono fundamental para

G.

Demostracion. Si g es un elemento no trivial de G y x es algin punto de D,
entonces d(g(z),g(0)) = d(z,0) < d(z,g7*(0)) = d(g(z),0) lo que nos dice
que g(z) no estd en D. Asi obtenemos la condicién (1).

Para obtener la condicién (11) sea x algin punto de X. Existe un ele-
mento ¢ (no necesariamente unico) tal que d(z, g(0)) < d(x,h(0)) para to-
da h € G. Entonces, escribiendo un elemento arbitrario de G como g o h,
d(g7'(x),0) = d(z,g(0)) < d(z,g o h(0)) = d(g~*'(x),h(0)) para todas la
h € G. De aqui obtenemos que g~'(z) vive en D;, para toda h, entonces vive
en D.

Veamos que se cumple la condicién (111). Sea x un punto del interior
de un lado s de D. Entonces existe un tnico g € G con = € 59, es de-
cir, d(x,0) < d(z,h(0)) para todas las h # g y d(x,0) = d(z, ¢(0)). En-
tonces d(g~'(z),0) = d(x,0) = d(g~'(z),¢g7(0)) y para cualquier h # g1,
d(g~(z),n(0)) = d(z,g o h(0)) > d(x,0) = d(g~'(x),0). Entonces g '(x)
vive en un lado s’ de D de donde se sigue que g~'(s) = §'.

Sea K un compacto. Podemos suponer que K es un disco cerrado de
radio p centrado en 0. De la proposicién anterior tenemos que, en la bola de
radio 2p, hay sélo una cantidad finita de traslados de 0. Si d(g~*(0),0) > 2p,
entonces g(D) N K = @ y asi tenemos la condicién (1v). O

De la definicién de D centrado en 0 se tiene:

Corolario 3.2.34 Si {z1,22,...,2,} es un ciclo en la frontera de D, en-
tonces p(Zlv 0) = p(ZQJ O) == p(ZTu 0)
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3.2.9. Teorema de Poincaré

Continuaremos nuestra suposicién de X y G como en la seccién anterior.

Supongamos que nos dan un poligono D tal que sus lados estan apareados
por elementos de G. Nuestra meta es poner condiciones a D para garantizar
que el grupo G, generado por las identificaciones de los lados de D, es discreto
y que D es un poliedro fundamental para G.

La primera condicion es que los lados de D estén apareados por elementos
de G. Esto es, asumiremos que para cada lado s de D existe un lado s’, no
necesariamente distinto de s, y un elemento g; € G satisfaciendo lo siguiente.

(I) gs(s) =5
(11) g+ = g;'. Las isometrias g, se llaman apareamientos de lados.

Como sy &' son lados de D, gs(D) y D o quedan en el mismo lado de ¢’ o
quedan en lados opuestos. Si quedan en el mismo lado, entonces g;(D)ND #
@; lo que nos lleva a la tercera condicién.

(1) gs(D)ND = .

Sea G el grupo generado por los apareamientos de lados. Observe que si
existe un lado s, con s’ = s, entonces, la condicién (1) implica que g = 1.
Si esto ocurre, la relacién g2 = 1 se llamard una relacidn de reflexion.

Los apareamientos inducen una relacién de equivalencia en D, donde cada
punto de D es equivalente sélo a si mismo. Sea D* el espacio de clases de
equivalencia, con la topologia usual tal que la proyeccién p: D — D* sea
continua y abierta. Si D va a ser un poliedro fundamental para G, la condicion
(1v) de la seccion 3.2.8 requiere que haya una cantidad finita de puntos en
cada clase de equivalencia.

(1v) Para cada punto z € D*, p~1(2) es un conjunto finito.

Nuestras dos condiciones siguientes estan relacionadas con las orillas. Las
orillas estan en ciclos; la condicion anterior garantiza que cada ciclo es finito.
Para cada orilla e = ey, sea {ey,...,ex} el conjunto de orillas en el ciclo
conteniendo a e (como antes, k se escoge para que las sucesiones de orillas,
de lados apareados y de funciones de apareamientos de lados tengan periodo
k), y sean gi, ..., gy los correspondientes apareamientos de lados. Entonces la
transformacion de ciclo h = h(e) = gg, ..., g1 deja invariante a e. La funcién
h depende de la eleccion del lado en el que esta e; si escogemos el otro lado
para comenzar, obtenemos A~! como la transformacién de ciclo.
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(v) Para cada orilla e existe un entero positivo ¢ tal que h* = 1.

Las relaciones en G de la forma h! = 1 se llaman relaciones de ciclo.
Esencialmente existe una relacion de ciclo para cada clase de equivalencias
de ciclos. Si € es equivalente a e, entonces h(e’) es conjugado a (h(e))*!.

Sea «a(e) el dngulo, medido dentro de D, en la orilla e. Necesitamos

(v1) )
Z aley,) = 2%

m=1

Las condiciones listadas hasta ahora, son suficientes para garantizar que
D vy sus traslados no se enciman entre si excepto en los lados.
La tultima condiciéon es

(vit) D* es completo.

Teorema 3.2.35 Sea D un poligono cuyos apareamientos cumplen las condi-
ciones anteriores. Entonces G, el grupo generado por los apareamientos de
lados es discreto, D es un poligono fundamental para G y las relaciones de
reflexion y de ciclo forman un conjunto completo de relaciones para G.



Capitulo 4

Grupos geométricamente
infinitos

4.1. Grupos elementales y no elementales

En esta seccién clasificaremos los elementos de M de acuerdo a sus
orbitas.

Definicion 4.1.1 Un subgrupo G de M es elemental si tiene una orbita
finita. En otro caso diremos que es no elemental.

Observacién 4.1.2 Los subgrupos abelianos de M son elementales.

Demostracion. Sea G un subgrupo abeliano de M. Sea g € G con puntos
fijos ay 3. Si f es otro elemento de G, entonces fgf~' = g y por lo tanto
{f(a), f(B)} ={«, B}. Asi que {«, 5} es una érbita finita de G. O

Existe una clasificacién para los grupos elementales de M. A continuacién
daremos la lista de ellos para después ocuparnos de los no elementales.

Teorema 4.1.3 Los elementos de un subgrupo finito G tienen un punto fijo
en comaun.

Demostracion. Sea n el orden de G y sea g € G. Entonces ¢"(z) = z, pero g
es conjugado a my, para algin k, asi, m}(z) = z pero m}(z) = k"z y tenemos
que ||k|| = 1 los que nos dice que g es eliptico. Entonces todos los elementos
de g tienen un punto fijo en comuin. [

45
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Ahora veamos la clasificacion de los subgrupos discretos elementales de
M.

Sea G un subgrupo discreto elemental y sea {z1, 2s,...,2,} una 6rbita
finita de G. Dado g € G existen naturales my, ..., m, tales que g™ (z;) = z;,
si definimos m = my - - - m,, tenemos que ¢"(z;) = z; para toda 1.

Elementales del tipo 1. Supongamos que n > 3. Entonces para g € G,
existe un m € N tal que ¢"(z;) = z;, por lo tanto g™ tiene tres o
mé&s puntos fijos, entonces ¢"(z) = z para todo z y por lo tanto g es
eliptico y existe un punto fijo en G. Podemos suponer (conjugando)
que el punto fijo es 0 y que G fija la bola unitaria.

Lema 4.1.4 G C SL(2,C) es discreto siy sdlo si P, = {g € G|||g|| <t}
es un conjunto finito para toda t € N.

Demostracion. Supongamos que G es discreto. Basta probar que P, es
compacto. Como la métrica de G es la métrica usual de C*, basta ver
que P; es cerrado y acotado. Claramente P, es acotado. Sea {g,} una
sucesion en P, que converge a ¢g. La funciéon determinante es una funcion
continua, asi que la sucesién {det(g,)} converge a {det(g)}. Sabemos
que det(g,) = 1 por lo tanto det(g) = 1. Ahora, ||g.|| < ¢ + ||g|| para
todo € y con esto tenemos que g € P;.

Ahora supongamos que P; es un conjunto finito para toda t. Sea g € G,
consideramos d(g,G \ {g}) = inf{d(g,h)|h € G\ {g}}. Si probamos
que d(g,G \ {g}) > 0 habremos terminado. Sea ty € N minimo tal que
g € P,. Si h € Py, pero h no estd en P, entonces d(g,h) > n por
lo que nos interesaran los i contenidos en P,,. Como P, es finito, esto
implica que d(g, P;,) > 0 y con esto terminamos. [

Ahora vamos a identificar a los grupos elementales del tipo 1.

Si V.= {z € Y |z es punto fijo de algin ¢ € G\ {[}} yv E =
{(g,v)|lg e G\ {I},v € Vyg(v) =wv}. Veamos a V como la unién dis-
junta de sus dérbitas Vi, ..., V; y sea n; el orden del estabilizador v € V;
(para todos los v € V; el orden del estabilizador es igual ya que todos
estan en la misma érbita). Tenemos por un lado que

E| = 2(¢| - 1)
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y por otro que

t
Bl = [Vl (n; = 1).
j=1

, G . .
Ademas, sabemos que |V;| = 6] entonces, igualando las ecuaciones

tenemos "
1 ! 1
211—— | = 5 1——.
( |G|) : < ”j)
Jj=1

Si G # I tenemos que |G| > 2y n; > 2. Por lo tanto

1
1<2(1-—=) <2
()

1 i 1
—t < 1—— | <t
<2 (i-5)

J

y tenemos que sélo es posible que t = 20t = 3. Sit = 2, entonces, |G| =
ny =ne y |Vi| = |V2| = 1 asi, G tiene que ser un grupo ciclico finito
de rotaciones de C. Si t = 3, sin pérdida de generalidad, suponemos
que ny; < ny < ng; entonces ny; = 2 es el Unico caso posible y con esto
ny =3y ng = 3,4,5 por lo que |G| = 12,24, 60 respectivamente.

Elementales del tipo 2. Supongamos quen = 1y z; € ) . Entonces, G es
conjugado a un grupo en el que todos sus elementos fijan oo, es decir,
G es conjugado a un grupo cuyos elementos son de la forma az + 0. Si
G no tuviera elementos parabdlicos, entonces G fijaria también el cero,
por lo tanto, G tiene al menos un elemento parabdlico.

Teorema 4.1.5 Sean f y g en M con g lorodrémico. Supongamos
que f y g tienen exactamente un punto en comun. Entonces el grupo
generado por f y g no es discreto.

Demostracion. Supongamos que el punto fijo de f y g es oo (de no
ser asi, conjugamos). Entonces f y ¢ tienen la forma f(z) = az + b,
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g(z) =azconb# 0y |a]| > 1 (de no ser asi, consideramos el inverso
de g). Tenemos que g "f¢"(2) = az+a by asi

2 “n
_ e+ 1+ ol fla o]
all all

o fa" |

o2
cuando n — oo. Tenemos que ||g~" fg"||” es acotada para toda n, pero
el conjunto {¢~"f¢"|n € N} no es finito, y por el lema (4.1.4) el grupo
generado por f y g no puede ser discreto. [

Entonces, GG no tiene elementos loxodrémico, por lo tanto los elementos
de G tienen la forma g(2) = a,z + b, con ||ay|| = 1.

Tenemos una funcién natural © que va de G' a S! definida por:

0:Gd—S!

g}—)CLg

La funcién © es un homomorfismo de grupos topoldgicos. Denotemos a
su imagen por S y a su nucleo por N. Notemos que N son los elementos
parabdlicos de G ademas de la identidad.

Analicemos a S. Como G es discreto y S estd en un compacto, entonces
S es finito. Como todos los grupos finitos de S! son ciclicos, S es ciclico.

Sea a € Sy a# 1. Veamos que ||ja — 1]| > 1. Sea hy(z) = z+ by en G
(existe ya que G tiene al menos un elemento parabélico) y supongamos
que [ja—1]| < 1. Como a € S existe ¢ € G con g(z) = az + by.
Sean h, = h,',ghn_197" vy by = by(a — 1) para n € N. Entonces
ho(2) = 240, y ||ba]] < ||br_1]|. Sabemos que h,, € G, que son distintos
y h, — I cuando n — oo lo cual es una contradiccién ya que G es
discreto.

De forma similar se muestra que |ja + 1| > 1.

Ahora mostraremos que S = {l,w,...,w? '} para ¢ < 6, ¢ # 5y

w = exp(%).

4mi

|w? +1)* = 2—2cos(4Z) < 1. De la misma forma ¢ no5puede ser mayor
5

2

No puede ser que ¢ = 5 ya que para w® = exp(=X') se tiene que

que seis ya que 0 < %’r < %y con esto [|w — 1> =2- QCOS(%T) < 1
Se puede verificar que los demés casos si se satisfacen.
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Ahora veamos como es N. Sea B = {b|z+ b€ G} y B* = B\{0}. Como
G es discreto, B* tiene un elemento de norma minima que llamaremos \.
Ahora si {nA|n € Z} C B de manera propia, entonces B* \ {nA|n € Z}
tiene un elemento p de norma minima, con lo que tenemos ||A|| < [|p]|-

Sea A = {f|f(2) = z+nA+mu,n,m € Z}, veamos que A = N. Es
claroque A C N.Sea f € N, f(z) = z+~. Por como escogimos a A y a
(t, éstos no pueden ser multiplos, esto indica que A\ y p son generadores

de C. Por lo que v = (n+ 2)A + (m +y)p con —3 < z,y < 3

TA+ypu =~ —nA—mp € By ademés ||z + yu| < Hg“ + 8] < Jlpl
por lo que zA + ypu € {nA\|n € Z} y con esto v = (n + ny)A + mpu, por

lo que f € A.

Y ya tenemos los grupos discretos del tipo 2, si w es un generador de
Sy g € G, entonces g tiene la forma

9(2) = w* + 2z +n\ +mp
connm€eZ, keN 0<k<6yq#h.

Elementales del tipo 3. Supongamos que n = 2y 21,29 € Y . Entonces
podemos suponer que todos los elementos de G dejan invariante {0, oo}
(sin no es asi, conjugamos) y tenemos que los elementos de G tienen la
forma g(z) = az® con s € {1, —1}.

Supongamos que G fija puntualmente {0, 00}. Los elementos de G son
de la forma ¢(z) = a4z, ay, # 0 por lo que G es abeliano. consideremos
el siguiente homomorfismo de grupos (pensando en R\ {0} como un
grupo con la operacién producto)

©: G —R\{0}

g llagll

El kernel N = ker(©) consta de los elementos elipticos de G. Ademas,
N es ciclico finito ya que esta en biyeccidén con un subgrupo sin puntos
de acumulacién de S!. La imagen de © no se acumula en 1. Si la imagen
es 1 entonces es ciclico infinito. Supongamos que la imagen no sélo es
el 1, entonces O(G) = {\"|n € N} para algin entero positivo A. De lo
que tenemos una sucesion exacta

l1-N—-G—-ImO) -1
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como Im(©) es isomorfo a Z que es un mdédulo proyectivo sobre Z
entonces la sucesién se escinde por lo que G es isomorfo a N & Im(0O).

Supongamos que G preserva {0,00}. Sea Gy = {g € G|gfija {0,00}}.
Gy tiene la forma descrita anteriormente, nos interesa el caso en que
Gy esté contenido en GG de manera propia. Supongamos que existe un
elemento h que intercambia el 0 con el oo, podemos suponer que ese
elemento fija al 1 (de no ser asi, conjugamos). Tal h tiene la forma
h(z) = 1. Si f € G intercambia al 0 con el oo, entonces ho f € G,
debido a esto tenemos que Gy es un subgrupo de indice dos en G.

Definicién 4.1.6 Un grupo Kleiniano es Fuchsiano si deja invariante un
disco circular.

Si G es un grupo Fuchsiano, entonces el conjunto de puntos limites A
esta forzosamente contenido en la frontera del disco abierto D, donde G
actia, es importante saber si ésta contencién es propia o no, asi que diremos
que G es del Tipo I si A= 0D y G serd del Tipo Il si A& 0D.

Sea P un poligono fundamental para un grupo Fuchsiano G con D su
disco invariante. P N 9D tiene sélo un ntmero finito de componentes de
longitud euclidiana positiva, a éstos los llamaremos lados libres. Sea v en
PNaD, v es un vértice propio si es el punto final de dos lados de P; v es un
vértice impropio o vértice al infinito si es el punto final de un lado y de un
lado libre de P.

Si G es un grupo Fuchsiano y D su disco invariante, entonces la frontera
de D se ve como la unién disjunta de A con una unién numerable de arcos
mutuamente disjuntos. Es decir

-nu(00)

=1

Sea L; la geodésica que tiene los mismos puntos finales que o; y sea H; el semi-
plano que es acotado por L; y que no contiene a ;. La coleccién {o;|i € N}
es invariante bajo G' ya que A y 9D los son, por lo tanto {H;|i € H} es in-
variante bajo G. Asi, para grupos cuyos conjunto limite A tiene cardinalidad
mayor que dos definimos la region de Nielsen N de G como:

» N =D siG esdel tipo L.

» N=NH; coni & NsiG es del tipo I
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Teorema 4.1.7 Sea G un grupo Fuchsiano no elemental con region de Nielsen
N, entonces las siquientes afirmaciones son equivalentes:

1. G es finitamente generado.

2. Para todo poligono fundamental convexo P de G, el h-darea de P NN
es finita.

3. FExiste un poligono fundamental de G' con un niumero finito de lados.

4. Todo poligono fundamental de G tiene un niumero finito de lados.

Demostracion. (4 = 3) es inmediato. (4 = 1) y (3 = 1) ya los hemos
hecho.

(3 =2) Si P no tiene lados libres, es inmediato. Cada lado libre 7; determina
un semiplano H; que contiene a N y como hay un ntmero finito de
éstos, PNN C (PNH,N---NH,)yademis PNH;N---N H,, tiene
area finita.

(2=1) Sea Q = PN N, Q tiene todos o ningiin elemento de un ciclo de
OP. Supongamos que @ contiene los ciclos Ci,...,C; de vértices en
A N JP y también contiene los puntos wy,...,w, en 0A. Sea [; la
longitud del ciclo C; y ¢; su orden. Sea @)y el poligono cuyo conjunto
de vértices es {C4,...,Cy,wy, ..., w,}. Qo y @ son convexos por lo que
Qo C Q asi que la suma de los angulos interiores de )y es menor o
igual que la suma de los angulos interiores respectivos en @), por lo que
el h-area(QQ)) > h-drea(Qy) y con esto

h-drea(Qo) = (Li+- - +lh+n—2)1r—(011+- - -+61,+- - -+0y, +601+ - -+6,,).

Asi

2 2
h-area(Qo) = (hi+---+lLi+n—2)7— (q—ﬂ +-+ q—ﬁ + 6, +---+9n) :
1 t

Como 60; = 0 ya que w; es un vértice propio, entonces

h-drea(Q) > h-drea(Qo) = (n — 2)7 + WZ (li - qz) :
i=1 :
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Los puntos fijos de elementos elipticos que son vértices tiene que ser
de orden mayor o igual a tres. Entonces [;q; > 3 por lo que [; — % > %
y asi obtenemos h-drea(Q) > (n — 2)7 4 73(5) por lo que tenemos
que solo un ntmero finito de ciclos estan contenidos en @) y sélo un
nimero finito de lados intersectan a Q). Como ya se vio, los g, tales que
s intersecta a Q generan a G.

Sea D el poligono de Dirichlet centrado en el origen. Vamos a ver a D
como K UDyU---UD, para K un compacto de A y D; abiertos y
conexos con la propiedad que su cerradura intersecta a sélo un niimero
finito de lados de D. Al hacer esto habremos terminado porque como K
es compacto, no contiene puntos limites y entonces no puede contener
una cantidad infinita de lados de D.

Sabemos que G es finitamente generado, digamos por f1, ..., f,. Sabe-
mos también que los elementos g; de G apareados por los lados de D
generan a G por lo que los f; son productos finitos de los gs. Sean
gi,---,0: los gs que son factores de los f;, es un numero finito ya
hay un ntmero finito de f;’s. Sea 0 < r < 1 tal que el disco B =
{z € C|||z|| £ r} contiene un nimero finito de arcos (de longitud pos-
itiva) de cada uno de los lados de D apareados por g;,...,g y OB no
contiene vértices de D. Sea K = DN{z € C| ||z|| < r} y G(K) = Ug(K)
donde la unién se toma sobre todas las g € G.

G(K) es conexo: K es conexo y por lo tanto también lo es g(K). Como
K N gi(K) # @ entonces K U g;(K) es conexo. De la misma forma
K U gi, (K) U (9i,9i,) (K) U+~ U(gi, 9, - - - 95, ) (]C) es conexo para g;; €
{g1,.-.,9:}. Como éstos g; generan, tenemos la conexidad de G(K).

Observe que DNIB = oy U---Uo, con los g; arcos conexos disjuntos
dos a dos que viven en D salvo sus puntos finales.

Si z es un punto final de o; y w = ¢(z) para algin g € G y w € 9D,
entonces p(w,0) = p(z,0) y por lo tanto w € B. Asi, los puntos finales
de los 0; son apareados por las funciones de apareamiento. Entonces
cada punto final de o; viene (bajo una funcién h) de un punto final de
un o; con h y o; unicos. Con esto, cada o; vive en un arco simple I';
formado por imagenes de todos los ;. La coleccion de I'; es invariante
bajo G. Para cada j existe un elemento no trivial h; de G tal que
h;(I';) =T;. La funcién h; se construye como sigue: si z; es punto final
de o;, entonces existe una funcién f; que lo manda a un punto final de
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otro o; y existe una funciéon f, que manda este punto a otro, cuando
este proceso termina (regresando a z;) tenemos las funciones fi, ..., f,
y hacemos h; = fio---o f,.

Sea D; la unién de o; con la componente de D \ ¢; que no contiene al
origen.

Veamos que I'; separa a D; y a G(K) en A. Como G(K) también es
conexo y contiene al cero, basta probar que G(K) NI'; = @. Supong-
amos que G(K) NI, # @ entonces existe un o; y una funcién f; tales
que fi(o;) CT'; y G(K) N fi(0;) # @ que es una contradiccién ya que
Kno,=o.

Ahora veamos que los D; intersectan a un nimero finito de lados de

D.

e Si /i es eliptico, entonces I'; es una curva de Jordan, por lo tanto
existe una componente conexa de A\TI'; tiene cerradura compacta
en A. Si ésta componente es D; entonces sélo un numero finito de
lados de D intersectan a D;. Si la componente compacta no con-
tiene a D;, entonces ésta contiene a G(K') con lo que concluimos
que G tiene que ser finito.

e Si h; es parabdlico, entonces I'; es una curva de Jordan en A
salvo sus puntos finales. En este caso, ﬁj NOA consiste de un sélo
punto, el punto fijo de h; que es un vértice propio de D con lo que
concluimos que sélo un ntmero finito de lados de D intersectan a
_D] .

e Si h; es hiperbdlico, entonces I'; tiene como puntos finales los
puntos fijos de h; y separa a A en dos componentes, una que
contiene a G(K) y la otra a D;. La cerradura de la componente
que contiene a G(K') contiene a todos los puntos limites de Gy
por lo tanto Ej N 0A consiste de puntos ordinarios.

3 = 4 Vea [1] paginas 132 a 138.

O
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4.2. Teorema de combinacion

En esta seccion todos los grupos son subgrupos de un grupo universal
G que seré el grupo de homeomorfismos de algin espacio X en si mismo.
Regularmente pensaremos en X como C y en G como M. También el indice
m tomara los valores {1,2}.

A lo largo de esta seccién tendremos la hipdtesis de que tenemos dos
grupos GG1 y Go con un subgrupo comin J. Supondremos que [G,, : J] > 1.

Definicién 4.2.1 Un par interactivo de conjuntos (X1, Xa) consiste de dos
conjuntos no vacios disjuntos X, y Xo donde X,, es invartante bajo J, cada
elemento de Gy \ J manda Xy en Xs y cada elemento de Gy \ J manda X
en Xj.

Teorema 4.2.2 Si G actia libre y discontinuamente en algun subconjunto
no vacio de X y G = G x5 Gy entonces existe un par interactivo.

Demostracion. Sea D un conjunto fundamental para la acciéon de G en
Q°(G) € X. Sea X; = [Jg(D), donde la unién se toma sobre todas las 2-
formas y sea Xy = (J ¢g(D) donde la unién se toma sobre todas las 1-formas.
Los conjuntos X; y X5 son no vacios y J-invariantes.

Supongamos que existe un punto z € X; N X,. Entonces existen puntos
Y1y Yo en D y existe una 1-forma h, tal que z = hy(y;) y existe una 2-forma
hs tal que z = hsy(y2). Como y; v y» son G-equivalentes en D, y; = yo = y.
Pongamos hy = g,0---0g1 y hy = f,0---0 fi. Entonces como hy ' ohy(y) =y

l=h{'ohy=g;'o---0g, o fro--ofi.

Como g, € G\ Jy fr € Gy\ J, la expresién anterior es una forma
normal por lo que no es la identidad en G. Con esto hemos mostrado que
X1 N X2 = J.

Si x es un punto de X, entonces existe un punto y € D y una 1-forma
hi = gno---0g tal que x = hy(y). Si hy es cualquier elemento de G2 \ J,
hao(x) = haogpo---0gy(y); como hyog,o- - -0g; es una 2-forma, ho(z) € X;. De
forma similar se prueba que si x € X; y hy € G1\ J entonces hy(z) € Xy. O

Definicién 4.2.3 Una forma normal g, --- g1 es una (mk)-forma si g, €
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Definicién 4.2.4 Un par interactivo (X1, Xs) es propio si existe un punto
en X1 que no es G-equivalente a ningun punto de Xo o existe un punto en
X5 que no es G1-equivalente a ningun punto de X;.

Definicién 4.2.5 Un subconjunto T C §2 abierto, conexo y no vacio que
es precisamente invariante bajo su estabilizador, es llamado un (J,G)-panel,
donde J = Stab(T).

Definicién 4.2.6 Sea G un grupo Kleiniano y sea J un subgrupo de G de
rango 1. J o el punto fijo x de J es cuspidal si existe un disco circular abierto
B C C que es un (J,G)-panel.

De forma similar, J o x es doblemente cuspidal si existen dos discos
circulares disjuntos By y Bs tales que By U By es precisamente invariante
bajo J en G. En este caso B = By U By se llama una regiéon doblemente
cuspidal.

Definicién 4.2.7 Si B es una region cuspidal para x entonces existe un ele-
mento h € M con h(z) = 0o tal que z — z+ 1 genera el subgrupo parabdlico
de hJh™'. Escogemos E = {z € >_ ||Re(z)| < 1/2} como un dominio funda-
mental para hJh™" y sea C = h™(E) N B. C es una cuspide para J o para
x.

Definicién 4.2.8 Un grupo Kleiniano G es geométricamente finito si existe
un poligono fundamental para G con un numero finito de lados.

Definicién 4.2.9 Un conjunto fundamental es un subconjunto de Q° que
contiene exactamente un punto de cada clase de equivalencia en Q°. Un con-
gunto fundamental para G cuyo interior es un dominio fundamental se llama
un conjunto fundamental restringido.

Definicién 4.2.10 Sea b una componente acotada de una superficie de Rie-
mann topoldgicamente finita (disconexa) S. Si existe una vecindad de b con-
formemente equivalente al disco agujereado decimos que b corresponde a un
pinchazo en S o decimos que S esta pinchado en b.

Definicion 4.2.11 Sea G C M. Un conjunto J—invariante B cerrado, con
J geométricamente finito, es un (J,G)-bloque si satisface

(1) BNQ(G) =BnNnQJ) y BNQ(J) es precisamente invariante bajo J
en G.
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(11) Existe un conjunto fundamental restringido E para J que contiene un
congunto fundamental D para G, existen una cantidad finita de cispi-
des C4,...,C, disjuntos en puntos fijos de elementos parabdlicos de J
donde cada C; C E y C;N B = @ y existe una vecindad U de B tal
que (E\D)NU C C4,...,C,.

(111) Para cada pinchazo en Q(J)/J existe una vecindad U del punto tal que
U esta contenida en la proyeccion de B o U es disjunto de la proyeccion
de B.

Definicién 4.2.12 Un bloque es fuerte si para cada punto fijo x de un ele-
mento parabdlico de rango 1 de J, Stabg(x) tiene rango 2 o x es doblemente
cuspidal en G.

Definicién 4.2.13 Dado el conjunto precisamente invariante X,,, un con-
junto fundamental D,, para G,, es maximo con respecto a X,, st D,, N X,,
es un conjunto fundamental para la accion de J en X,,.

Definicién 4.2.14 Si B € C es J-invariante y C C H® es J-invariante,
con OC = B, entonces decimos que C expande B si cumple lo siquiente:
para cada punto fijo de un elemento parabdlico de rango 1 en B existe una
region doblemente cuspidal AU A’ tal que C no intersecta a ninguno de los
dos semiespacios cuyas fronteras son A y A’ respectivamente.

Definicién 4.2.15 Sea B tanto un (J,G)-blogque fuerte como una curva ce-
rrada simple. Entonces B divide a C en dos discos topoldgicos abiertos. Dec-
imos que B es precisamente encajado si para cada g € G\ J, g(B) no
intersecta ninguno de éstos dos discos.

Definicién 4.2.16 Sea {W,,} una coleccion de curvas cerradas simples. De-
cimos que las curvas {W,,} se anidan alrededor del punto x si cada W, separa
ax de W,,_1 y si z,, es cualquier punto de W,,, entonces z,, — .

Teorema 4.2.17 (Teorema de Combinacién de Maskit) Sea J un sub-
grupo geométricamente finito de los grupos discretos Gy y Gy con Gy # J #
Go. Supongamos que existe una curva cerrada simple W que divide a C en
dos discos topolégicos cerrados By y By donde B, es un (J,Gp,)-bloque y
(B3, BS) es un par interactivo propio. Sea D,, un conjunto fundamental para
G,, donde D,, es mdximo con respecto a B,,, D,, N Bz_,, es vacio o tiene
interior no vacio y D1 NW = Dy NW. Sea D = (D1 N By) U (DyN By) y sea
G = (G1,Gs). Entonces se cumple lo siguiente:
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(1)
(1)
(111)

(v)

(v)

(V1)

(vii)

(viin)

(1x)

(X)

G == G1 X GQ.
G es discreto.

Si W es precisamente invariante bajo J en G1 o Go entonces, excepto
quizd por elementos conjugados de Gy y Gs, cada elemento de G es
loxodromico.

W es un (J,G)-bloque precisamente encajado y si By y By son fuertes,
entonces W es fuerte.

Si {W,.} es una sucesion de traslados distintos de W bajo G, entonces

dia(W,,) — 0.

Existe una sucesion de G-traslados de W distintos anidados alrede-
dor del punto x si y solo si x es un punto limite de G que no es G-
equivalente a un punto limite de G o Gs.

D es un conjunto fundamental para G. St Dy y Dy son restringidos, W
intersecta a OD,, en un niumero finito de puntos y existe un conjunto
fundamental restringido E de J que contiene a Dy y Dy tal que excepto
por algunas cispides, E \ D,, estd acotado fuera de W, entonces D es
restringido.

Sea Qn, la union de los Gy,-traslados de B,, y sea R, el complemen-
to de Q. Entonces Q(G)/G = (R N QGY))/G1 U(Ry N Q(G3)) /Gy
donde éstas dos superficies posiblemente disconexras son identificadas a
lo largo de su frontera comin (posiblemente disconexa o vacia) (W N

QJ))/J.

Supongamos que W es fuerte. Sea C' un disco topoldogico precisamente
invariante en H? que genera W tal que C divide H? en dos conjuntos
cerrados B y B3 donde B3, es precisamente invariante bajo J en G,y,.
H3/G puede describirse como sigue: Es la unién de H3/G1, donde la
imagen de B} /J ha sido borrada y H? /Gy donde la imagen de B3/J ha
sido borrada y las dos 3-variedades son unidas a lo largo de su frontera
comin C/J.

Si By y By son fuertes, entonces excepto quizd por traslados de puntos
limites de G1 o Gg, cada punto limite de G es un punto de aproxi-
macion.
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(X1) G es geométricamente finito si y sdlo si Gy y Go son geométricamente
finitos.

Demostracion. Vea [8]. O
Existen otras versiones de este teorema. Por ejemplo:

Teorema 4.2.18 (Combinacién de Klein) Sean {G;} con G; subgrupos
de las transformaciones de Mobius y dominios fundamentales F; que satis-
facen:

1. ext(F; C Fj) para toda i # j.
2. F=int(NF) # 2.

Entonces el grupo G = (G;), generado por la unidn de los grupos G;, es dis-
continuo y es el producto libre de los G; donde F' es un dominio fundamental
para G.

Demostracion. Vea [1]. O

4.3. Teorema de Ahlfors

El siguiente teorema es fundamental para la teoria de grupos de Md&bius
discontinuos actuando en C.

Teorema 4.3.1 (Teorema de Ahlfors) Sea G un subgrupo discreto no ele-
mental finitamente generado de PSL(2, C) actuando libremente y discontinu-
amente en QU(G). Entonces el espacio cociente Q(G) /G consiste de un nimero
finito de superficies Riemannianas Sy, ...,S, cada una con drea hiperbolica
finita. En particular, el grupo m(S;) es finitamente generado (i =1,...,n).

Si cambiamos a una dimensién mayor, el resultado anterior ya no es valido
como se vera en el siguiente teorema.

Teorema 4.3.2 Eziste un grupo finitamente generado libre de torsion F C
Mob(ﬁg), con una componente invariante Q@ C Q(F), tal que el grupo m(Q/F)
no es finitamente generado.
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Para la demostracién de este teorema se construira el grupo F' y se de-
mostrara que cumple con las propiedades pedidas. Esto sera a lo largo de 5
lemas. En esta seccion D(G) denotard la regién de Ford para el grupo G.
Esta regién se construye de forma similar a 3.2.26 pero en este caso se toman
esferas en lugar de circulos.

Sea M el complemento en H? de los anillos Borromeanos. M es una va-
riedad abierta que admite una estructura hiperbdlica de volumen finito, es
decir, M = H?/T', T’ C Isom(H?) (ver [13]). " estd generado por

(14 (1 2 /(10 (240 2
gl - O 1 92 - 0 1 g3 - _1 1 94 - _1 —Z
001} presentacion I' = (g1, g, 93, 94| 9192 = 9291, 9495 94 = 9391, 9a(95 " g392) 95 ' =
9y 939192)-

Definicién 4.3.3 Un grupo K con un subgrupo S es llamado S-residualmente
finito (S-RF) si para cualquier elemento k € K \ S existe un subgrupo de
indice finito K1 C K que contiene a S y no contiene a {k}.

Lema 4.3.4 El grupo ' es S-residualmente finito para cualquier subgrupo
geométricamente finito S de T'.

Demostracion. Ver [7]. O

Consideremos un espacio hiperbdlico que es el exterior B de la 3-esfera
unitaria ¥, centrada en el origen. Sean H; subgrupos parabdlicos maximos
no conjugados de I' y A(H;) = {p;} (¢ = 1,2). Supondremos que los puntos
p1y p2 tienen como coordenadas (0,1,0) y (0,0,1) respectivamente. Sea II;
el plano euclidiano extendido tangente a X; en los puntos p; y sea II; la
componente de R? \ II; tal que II; N%; = & (i = 1,2). Sea 7; la reflexién en
el plano euclidiano extendido II; (j = 1,2).

Sea W; una esfera tangente a ¥; en el punto p; tal que

2. la bola cl(int(W;)) contiene a 3.
Sea V; = ext(W;) (i =1,2).

Lema 4.3.5 FEuxiste un subgrupo de indice finito I C [, tal que se cumplen
las siguientes condiciones.
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(a) El grupo T tiene un subgrupo finitamente generado F tal que [ = (f,t>,
para algun t € HyNT.

(b) El grupo T tiene un conjunto fundamental P tal que PNV, es un dominio
fundamental para la accion del grupo H H; N T en Vi (i=1,2).

Demostmcion Existe un numero finito de hy € H; tales que I(hy) N (II; U
(]R \D(H,))) # 2 (j #1i;1,7 € {1,2},0 < k < 00): Supongamos que existen
una infinidad de hy, tales que I(hy) NII; # @, sea ay, el centro de I(hy), como
diam(I(hy)) — 0, entonces d(II;, a;) — 0 pero

hl(Oél) = hml (Oél)
hQ(Oél) = th (Oél)

(1) = h™ (o)

con H; = (h) y por el teorema (3.2.12) h(a;) — P; lo cual es una contradic-

cién. Ahora supongamos que existe una infinidad de hy, tales que I(hy)N (Rg\
D(H;)) # @, sean ay, y (3 los centros de I(hy) y I(h;) respectivamente con
hi, € H; y by € H;, entonces d(a, 5;) — 0 pero hy(ar) — Py h(B1) — Py
encontramos una contradiccién ya que oy = h™* y 5, = h'™ donde (h) = H;
y (k') = H;. Ya que tenemos una cantidad finita de estas hk, podemos escoger
un subgrupo de indice finito [T tal que hi no esté en L. Sea H H;N r
(1=1,2).
Ahora veamos que se cumple la primera condicion. La variedad M fibra
sobre el circulo [4] con fibra R una superficie compacta, sea & = m(R) y
tenemos la sucesion exacta

o — r

!
T/d~7

® es un subgrupo normal finitamente generado de I'.

Sea d=aon F i) es un subgrupo normal de . Existe un [ € T tal
que I' = (<I),l> Sea t € H, \ d entonces t = « - [, para algin a € ®. Sea
0 = (®,1") = (®,t). Como |T': I°| = T T||T": T°| entonces [I': I < oco.

Comprobemos la segunda condicién. Sea H; = H;NT°. Ya hemos probado
que cl(R*\ D(H;)) € D(H,), para i # j; entonces, aplicando el teorema de
combinacién de Klein, el conjunto D(H;)ND(H,) es un dominio fundamental



4.3. TEOREMA DE AHLFORS 61

del grupo H = (]:11,1:12) — H, * H,. Entonces el conjunto R = D(l:fl) N
D(H,) N cl(V; U V4) no tiene puntos equivalentes en la accién de H. La
cerradura del conjunto 7' = RN (W7 U Ws) es un compacto en B, entonces
existe a lo mas un ntimero finito de elementos g, € I'° tales que g, (T)NT #
@ (k=1,...,m). El grupo H es geométricamente finito ya que tanto H,
como Hy lo son; entonces, por el lema anterior, I'Y es H-residualmente finito.

Entonces existe un subgrupo I' € TP tal que ‘FO : f" <00, HC Ty g

no esta en I', k = 1,...,m. Entonces si g € I tenemos g(R) N R = @. El
grupo I' también satisface la primera condicién, entonces R es un conjunto
fundamental para la accién de I' en la érbita T'(Vy U V3).

Escogemos un conjunto fundamental A para la accién de ' en B C
['(cl(V; U V3)). Entonces AU R = P es un conjunto fundamental para la
accion del grupo [ en B. Para este conjunto fundamental se cumple la se-
gunda condicién. Hacemos F =T N®d. O

Sean Fl = f, FQ = 7'1F17'1, G1 = <F1,F2>, Gg = TQGlTQ, G = <G1,G2>.

Lema 4.3.6 El grupo GG actia de forma discontinua y contiene un subgrupo
finitamente generado Fy tal que G1/Fy ~ Z y Gy = (Fy,t), donde t es el
elemento definido en el lema anterior.

Demostracion. Sea P; = P donde P es el conjunto fundamental del grupo
[ = I['; construido en el lema anterior. El grupo F[l =I'1NI'y deja el plano 11y
invariante ya que es parabdlico con punto limite p; = (0,1,0). El conjunto
cl(TI7) es precisamente invariante bajo H, en el grupo I'y porque H; es
parabdlico maximo y porque P es un conjunto fundamental de I'; con PNV;
dominio fundamental para la accién de H; en V;. De forma andloga se ve que
mcl(II]) es precisamente invariante bajo el subgrupo H; de T'y. Entonces,
aplicando el teorema de combinacién de Maskit tenemos que el grupo Gy
actia de forma discontinua, es isomorfo a I'y x5 I'y y tiene a Ry = PNy (P1)
como conjunto fundamental. El grupo ; actia en la componente invariante

Ql (OO < Ql)

Proposicién 4.3.7 La variedad M(G1) = /Gy es homeomorfa al interior
de una superficie fibrada sobre S* y m (Q1) = 1.

Demostracion. El teorema de Maskit nos dice que podemos descomponer a
M(G1) como el pegado de M; y M, donde My = M(I'y) \ (Ily /Hy), My =
M(T9) \ (n1ly /Hy). Como H; es parabdlico, el cociente en el plano II; da
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toros, entonces Iy /H; = 7y /H; = S x S' x (0,1). Como cada parte
fibra sobre el subgrupo F , entonces, cada variedad M; es homeomorfa a una
superficie cuya fibra corresponde al subgrupo F ¢ T. El homeomorfismo que
pega la frontera de 9M; con M, preserva la estructura de la fibracion ya que
en ambas partes fibra. Por el teorema de van Kampen, tenemos el isomorfismo
m(M(G1)) = Ty x5, I'y ~ Gy. El grupo G es un grupo Hopfiano, es decir,
todo morfismo suprayectivo es un isomorfismo. Con todo esto concluimos que
m(£2;) = 1. Con lo que concluimos la demostracién de la proposicién.

Entonces el subgrupo F; de G que corresponde a la fibra de M(Gy) es
un subgrupo normal y G1/F; = Z. Procediendo igual que en el lema (4.3.5),
obtenemos que Gy = (F,t) donde t € ﬁg. Gracias a que H es finitamente
generado y que los subgrupos H; son méximos, cada superficie M (I';) se puede
compactificar agregandole un toro en cada cuspide, y también se puede hacer
con M(Gy). Asi el grupo F; es finitamente generado. [

De forma andloga pueden ser verificadas estas mismas propiedades para
el grupo Gs.

Hagamos F = <F1,F2>, donde F2 = TQFlTQ; ]:Ig = 7'1]?[27'1 y J = <.EIQ, .EI3>

Lema 4.3.8 (a) El grupo G es la combinacion de los grupos G1 y Gy a lo
largo del subgrupo J.

(b) El grupo G es discontinuo y tiene una componente invariante €0 (que
serd la que contenga a o).

(c) El grupo finitamente generado F es un subgrupo normal en G.

(d) La variedad M(G) = Q/G es el interior de una variedad compacta.

Demostracion. Vamos a probar (a). Gracias al lema anterior, el grupo G,
actia de forma discontinua en € y Ry = P N 7 (P) es un conjunto fun-
damental para esta accion. Debido a las propiedades de P mencionadas en
el lema (4.3.5), Ry Ncl(Ily) es un conjunto fundamental para la accién del
grupo J en la bola cl(Il;). Sea V' = V5o N 1 (Va) vecindad de Ily \ A(J); los
grupos Hy y Hy cumplen las condiciones y propiedades del lema (4.3.5) por
lo que RNV = D(Hy) N D(Hs)NV;sige€ G\ J entonces g(ITy \ A(J))
debe estar contenido en alguna de las bolas Wy o 71 W5 por lo que I \ A(J)
es precisamente invariante bajo J en G. Entonces existe una vecindad N
de TI, \ A(J) tal que N también es precisamente invariante bajo J en Gy y
N C Q(G). Ahora sélo basta mostrar lo siguiente:
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Proposicién 4.3.9 La esfera 11y es precisamente invariante bajo J en G;.

Demostracion. Supongamos que existe un elemento g € G\ J tal que g(Ils)N
I, = {z} C A(J). EL grupo J es geométricamente finito y tenemos dos casos
(ver [3]):

(1) x es un punto de aproximacion, o
(2) x es un punto fijo de un elemento parabélico v € J.

En el primer caso existe una sucesion h,, € J tal que h,(z) — x¢ y hy(2) —
Yo # xo para todo z € cl(Ily) \ {z}, donde yo € II5. Entonces la sucesién
hng(Ily) converge a Iy, por lo cual existe un n tal que h,g((N)) N (N) es no
vacia. Esto es una contradiccién ya que N es precisamente invariante bajo J
en G;.

Veamos el segundo caso. Sea ps = 7(p2). Existe un y € Il tal que
gly) = x. Si x = P, entonces g 'yg(y) = y, sea i/ = g lvg entonces
vgh!'(y) = Py. Siz = P, gvg (y) = y, sea b/ = g~ 1yg entonces ygh/(y) = Ps
entonces Ygh'({ Py, P3}) = { Py, P} y como los grupos Hy y Hs son méximos
no conjugados, g € J lo que es una contradicion.

Hemos probado la proposicion. Entonces con J se cubre toda la vecindad
V por lo que cualquier otro elemento manda II; dentro de 3, Um¥; y como
Gy = 19G 179 pasa algo similar con Gy por lo que podemos aplicar el primer
teorema de combinacién de Maskit para obtener los incisos (a) y (b).

Para probar (c) tenemos que verificar que para cualquier g; € Gy y g2 €
Gy las relaciones g;'Fogy C F = (F1, ) v g2Fig;' C F se cumplen. El
elemento ¢; tiene la forma f1t", donde f; € Fy, t € H, C G; N Gs. Entonces
tenemos g1 Fhg;t = fit"Fot ™" fit = fiFfit C (F1, ) ya que Fy es un
subgrupo normal de Gs.

Probaremos (d). Como se vio en el lema (4.3.6), las variedades M (Gy)
y M(G2) pueden ser compactificadas agregéndoles toros en cada cispide.
Entonces las variedades M(G1)~ = M(Gy) \1I5/J y M(G2)~ = M(Gs) \
(12(I13)/J) pueden ser compactificadas por lo que M(G) puede ser com-
pactificada ya que es el pegado de M(G,)~ y M(G3)~ a lo largo de S =
(I, \ A/, O

Sea M(F) =Q/F.

Lema 4.3.10 El grupo m (M (F)) no es finitamente generado.

Demostracion.
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Veamos que las orbitas G1(Ily) y Fi(Ily) son iguales. Gy = (Fi,t)
donde t € Hy y como t(II;) = II;, tenemos que Gy(II;) = Fi(II;).
Los elementos de G son de la forma g = g192 - - - g5, donde g; € G; UG>
y de las igualdades g; = f;t"™ con f; € Fy U F; tenemos que g = ft™
donde f € F'ymeZ.

Por construccion tenemos que G, = G. Usando el cubriente p: 2 —
/G = M(G), la involucién 7 se proyecta a la involucién 7»: M(G) —
M(G) que tiene como conjunto de puntos fijos a S = p(II;\A(.J)). De la
misma manera la involucién 75 se proyecta a la involucién 7: Q/F —
Q/F = M(F). Asi tenemos el diagrama conmutativo siguiente:

QO L MF) S MG
17 L 72 i
QO L MF) 5 MG

donde p =7 op y r es un cubriente regular.

Como el grupo G es la combinacién de los grupos Gi y Ga, (21 \
(G1(I135))) /Gy es la cerradura de alguna de las componentes de M (G) \
S, denotaremos a ésta componente como M(G)~. Sea M(F)~ la va-
riedad 7~ (M (G)™). Pero las variedades M (F)~ y M(G)~ son iguales
a M(Fy)\ (I3 /JNF)y M(Gy) \ (I3 /J) respectivamente. El cubri-

ente r: M(F)~ — M(G)~ es la restriccién del cubriente ciclico infinito

M(F) — M(G).

Como ya se ha visto, la variedad M (G)~ se puede compactificar, lla-
maremos a esta compactificacién N(G)~. La superficie S = (II; \
A(J))/J no puede ser un toro ya que J no es abeliano por lo que
es de género mayor o igual a 2 por lo que la variedad N(G)~ no fibra
sobre el circulo. Las variedades N(G)~ y N(F)~ no contienen células
falsas (vea [5]) ya que son cubiertas por S3. Por lo que no son contradic-
ciones a la conjetura de Poincaré: Toda 3-variedad cerrada, conexa y
simplemente conexa es homeomorfa a S®. Esto es importante ya que
en el paso 5 lo necesitaremos en el teorema de Stallings.

En este paso probaremos que (M (F)~) no es finitamente generado.
Tenemos la sucesiéon exacta
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l—->m(MF))->mMG) ) —=7Z— 1.

Supongamos que el grupo 71 (M (F)~) es finitamente generado. Usare-
mos el siguiente teorema de Stallings [5] (teorema 11.6 pagina 104): si
M es una 3-variedad con una sucesién exacta como la anterior (en este
caso M = M(G)™), entonces P(M) fibra sobre el circulo (P(M) es M
sin células falsas). Pero P(M) = M por el paso 4. Con lo que tenemos
una contradiccion.

En el préximo paso usaremos el siguiente teorema (Vea [2]):

Teorema 4.3.11 (Teorema de Armstrong) Sea X simplemente conezo
y localmente compacto. Sea G grupo de homeomorfismos de X, sea H

subgrupo normal de G con H = (g;) con g; con puntos fijos. Entonces
m(X/G) ~G/H.

Paso 6. Probaremos que el grupo m (M (F)) tampoco es finitamente generado.
Sea u: M — M(F) el cubriente universal con grupo de transforma-
ciones de cubierta m ~ (M (F')). La variedad M (F')~ es homeomorfa a
M (F)/#,. Consideremos un levantamiento 7,: M — M de la involucién
To. T = TomTa y el grupo B = (m (M (F)), 72) actia de forma discontinua
en M. Sea TORS el subgrupo normal de B generado por los elementos
de orden finito. Usando el teorema de Armstrong, m (M (F)~) es iso-
morfo a B/TORS por lo que el grupo B no es finitamente generado lo
que nos da que el grupo 7 (M (F')) tampoco es finitamente generado.
Por construccién, el grupo F' = (F}, F») es finitamente generado, por
lo que queda demostrado el teorema. [
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