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Introducción

Las part́ıculas fundamentales se dividen en dos categoŕıas, fermiones y bosones. Los
fermiones son part́ıculas que obedecen el principio de exclusion de Pauli y poseen esṕın
semientero s = n + 1

2
, en donde n = 0, 1, 2, · · · , es decir, n es un número entero. Los

fermiones elementales son los quarks y los leptones que tienen esṕın 1
2
. Los bosones son

part́ıculas que no obedecen el principio de exclusión de Pauli y poseen un espin entero
s = 0, 1, 2, · · · . Los bosones elementales son fotones, gluones, bosones débiles y gravitones
{W±, Z}. Los fotones, gluones y bosones débiles tienen esṕın s = 1 y para los gravitones
tenemos s = 2. Llamamos part́ıculas escalares a aquellas cuyo esṕın es cero. Todav́ıa
no se ha descubierto ninguna part́ıcula escalar fundamental aunque el famoso higgs es
un candidato. Por otro lado, existen escalares compuestos como piones. Las part́ıculas
que tratamos en esta tesis son escalares cargados y fotones. Las part́ıculas con diferentes
valores de esṕın satisfacen diferentes ecuaciones de movimiento. Los fermiones de esṕın
−1

2
satisfacen la ecuación de Dirac. Los bosones de esṕın cero satisfacen la ecuación de

Klein-Gordon. Los bosones (sin masa) de esṕın s=1 satisfacen la ecuación de Maxwell. Por
el hecho de que estamos interesados únicamente en escalares y fotones, nos restringiremos
a estudiar la ecuación de Klein-Gordon y las de Maxwell.

Existen cuatro fuerzas básicas que describen todas las interacciones hasta ahora ob-
servadas entre las part́ıculas: la fuerte, la débil, la electromagnética y la gravitacional. Las
fuerzas débil y fuerte son experimentadas únicamente a distancias subatómicas. La fuerza

gravitacional y la fuerza electromagnética son experimentadas comúnmente en la vida di-
aria, ya que actúan a largas distancias entre part́ıculas con masa y con carga eléctrica,
respectivamente.

El Módelo Estándar describe las interacciones (excepto la gravitacional) entre part́ıcu-
las elementales y fue propuesto en 1967 por Salam, Weinberg y Glashow. Desde entonces
hasta la fecha, este módelo ha sobrevivido todos los retos experimentales. La interación
que tratamos en esta tesis es únicamente la electromagnética. El formalismo que de-
scribe esta interacción a nivel microscópico recibe el nombre de Electrodinámica Cuántica
(QED). Entonces QED es pertinente a todas las part́ıculas que sufren la interacción elec-
tromagnética o dicho de otro modo, a las part́ıculas con carga eléctrica. Trataremos con
Electrodinámica Cuántica Escalar (SQED). La Electrodinámica Cuántica Escalar trata a
las part́ıculas escalares cargadas interactuando con los fotones.

¿Por que estamos interesados en estudiar SQED a pesar de que no existen part́ıculas
escalares cargadas y fundamentales? A continuación, mencionamos algunas razones que
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nos motivan a estudiar SQED:

Hay varias razones de creer que existe f́ısica importante más alla del modelo estándar.
En casi todas las extensiones del modelo estándar, como superśımetria y tecnicolor,
aparecen naturalmente escalares cargados.

En los modelos de inflación y de materia oscura, es común suponer la existencia de
part́ıculas escalares. Recientemente hay especulaciones que los efectos cuánticos (de
un lazo) en SQED durante el periodo de inflación pueden causar efectos relevantes
y observables [1].

SQED también nos provee una plataforma simple y atractiva para abordar proble-
mas no perturbativos involucrando teoŕıas de norma, tales como encontrar funciones
de Green no-perturbativas, [2]. Por el hecho de que tales intentos en QED espinorial
pueden ser demasiado complicados, [3]. SQED nos puede ayudar a alcanzar nuestros
objetivos de una manera simple y transparente.

En esta tesis, estudiamos el propagador escalar en SQED a un lazo. Además usando las
relaciones poderosas de Landau-Khalatnikov-Fradkin, tratamos de hallar una forma no
perturbativa del mismo [3]. Como esperabamos nuestros resultados son simples en com-
paración con los encontrados en [4]. En un futuro, planeamos abordar el problema de la
covarianza de norma en la generación dinámica de masa para escalares en SQED.

En el Caṕıtulo 1 estudiamos los fotones, es decir, las ecuaciones de Maxwell. Tam-
bién discutimos la invariancia de norma, el Lagrangiano y el propagador.

En el Caṕıtulo 2 estudiamos las part́ıculas escalares, las cuales son descritas por
la ecuación de Klein-Gordon. Vemos cual es la densidad de Lagrange para estás
part́ıculas, aśı como el propagador que se usa en la descripción de procesos de dis-
persión y en el calculo de secciones eficaces.

En el Caṕıtulo 3 estudiamos las interacciones entre part́ıculas escalares y fotones, es
decir, la electrodinámica cuántica escalar. A partir del formalismo de la mecánica
cuántica relativista motivamos los diagramas y reglas de Feynman.

En el Caṕıtulo 4 calculamos la corrección al propagador escalar a un lazo en una
norma y dimensión arbitraria. Tomamos los casos part́ıculares d = 3 y d = 4 − 2ǫ,
ǫ→ 0.
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En el Caṕıtulo 5 estudiamos las transformaciones de Landau-Khalatnikov-Fradkin
(TLKF) para el propagador escalar. A partir de estas transformaciones obtenemos
el propagador escalar no perturbativo en d = 3 y d = 4.

Por último presentamos la discusión y conclusión en el Caṕıtulo 6.
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Caṕıtulo 1

FOTONES

1.1. Ecuaciones de Maxwell

Las ecuaciones de Maxwell relacionan el campo eléctrico E (r, t) y el campo magnético

B (r, t) con la densidad de carga ρ (r, t) y la corriente electromagnética j (r, t). Sin mostrar

la dependencia sobre r y t, estas ecuaciones se pueden escribir de la siguiente manera en

electrodinámica clásica:

∇ · E = ρ ,

∇ · B = 0 ,

∇× E +
∂B

∂t
= 0 ,

∇× B − ∂E

∂t
= j . (1.1)

Hemos usado las unidades naturales de Heaviside-Lorentz poniendo c=1. El potencial de

Coulomb en estas unidades es V = e2/4πr para una carga puntual. Podemos introducir

potenciales eléctrico y magnético, es decir, ϕ y A de la manera usual. Escribiendo E y B

como:

E = −∂A
∂t

−∇ϕ , (1.2)

B = ∇× A , (1.3)

las ecuaciones homogéneas de Maxwell se satisfacen automaticámente. Para escribir las

otras dos ecuaciones en forma covariante introducimos dos cuadrivectores jµ = (ρ, j) y
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Aµ = (ρ,A) y se puede verificar que:

2
2Aµ − ∂µ(∂νA

ν) = jµ (1.4)

es equivalente a las ecuaciones no homogéneas de Maxwell. Ahora, las ecuaciones de

Maxwell se pueden escribir en términos del tensor antisimétrico

F µν ≡ ∂µAν − ∂νAµ , (1.5)

de la forma

∂µF
µν = jν . (1.6)

Esta es la forma más compacta de escribir las ecuaciones de Maxwell. En la próxima

sección estudiaremos la llamada simetŕıa de norma de la electrodinámica.

1.2. Invarianza de norma

Podemos verificar que los potenciales en las ecuaciones (1.2) y (1.3) poseen cierta

arbitrariedad. Entonces, si eligiéramos unos nuevos potenciales:

ϕ′ = ϕ+
∂χ

∂t
, (1.7)

A′ = A −∇χ , (1.8)

donde χ es una función escalar, tendŕıamos que:

E′ = −∂A
′

∂t
−∇ϕ′ = − ∂

∂t
[A −∇χ] −∇

[

ϕ+
∂χ

∂t

]

= −∂A
∂t

−∇ϕ = E .

Similarmente para el campo magnético:

B′ = ∇× A′ = ∇× [A −∇χ] = ∇× A −∇×∇χ = ∇× A = B .

Este cambio a los nuevos pero f́ısicamente equivalentes potenciales de las ecuaciones (1.7)

y (1.8) se llama transformación de norma. Como pudimos comprobar los campos eléctrico

y magnético son invariantes ante estas transformaciones. Las ecuaciones (1.7) y (1.8)

pueden ser combinadas como:

Aµ′

= Aµ + ∂µχ . (1.9)
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F µν es invariante ante las transformaciones de norma:

F µν = ∂µAν − ∂νAµ −→ ∂µ(Aν + ∂νχ) − ∂ν(Aµ + ∂µχ) = F µν .

Por el hecho de que las transformaciones de la ecuación (1.9) dejan los campos E y B

invariantes, es recomendable deshacerse de la arbitrariedad en Aµ. Este proceso se llama

fijar la noma. Una de las maneras de hacerlo es imponer ∂µA
µ′ = 0, esta condición se

llama condición de Lorentz e implica que:

∂µ∂
µχ = 2

2χ = −∂µA
µ .

Esta es una ecuación no homogénea de ondas y sabemos que tiene soluciones. La ecua-

ciones de Maxwell se reducen a

2
2Aµ = jµ . (1.10)

La condición de norma es una buena elección para fijar la norma si queremos mantener

la invarianza de Lorentz expĺıcitamente. Como todas las ecuaciones de movimiento, las

ecuaciones de Maxwell se pueden derivar mediante un lagrangiano. Lo vemos en la próxima

sección.

1.3. Lagrangiano electromagnético

El lagrangiano (densidad de lagrangiano) para un fotón libre se puede escribir como:

L = −1

4
F µνFµν . (1.11)

Las ecuaciones de Maxwell se obtienen como las de Euler-Lagrange para este lagrangiano,

es decir:
∂L

∂Aα

− ∂β

(
∂L

∂(∂βAα)

)

= 0 . (1.12)

La ecuación (1.11) nos permiten deducir:

∂L

∂Aα

= 0 , (1.13)

∂L

∂(∂βAα)
= −F βα . (1.14)
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Si sustituimos las ecuaciones (1.13) y (1.14) en la ecuación (1.12) obtenemos las ecuaciones

de Maxwell:

∂βF
βα = 0 . (1.15)

Observemos que por la antisimetria del tensor F µν , F 00 = −F 00 lo que implica que

F 00 = 0. Asi que el lagrangiano (1.11) no tiene términos de la forma Ȧ0. Definamos:

πµ =
∂L

∂Ȧµ

, (1.16)

donde πµ es el momento conjugado al campo. Las ecuaciones (1.11) y (1.16) implican que:

π0 =
∂L

∂Ȧ0

= 0 , (1.17)

pues en el lagrangiano no aparecen términos del tipo Ȧ0, una situación poco deseable

porque no nos permite aplicar el formalismo canónico de cuantización de la teoŕıa de

campos. En este formalismo las relaciones de conmutación:

[x̂, x̂] = [p̂, p̂] = 0

[x̂, p̂] = i

se traducen como las siguientes relaciones de conmutación para los campos Aµ(x, t) y

πµ(x, t):

[Aµ(x, t), Aν(x′, t)] = [πµ(x, t), πν(x′, t)] = 0 , (1.18)

[Aµ(x, t), πν(x′, t)] = −igµνδ
3

(x − x′) . (1.19)

π0 = 0 para el lagrangiano de la ecuación (1.11) y por lo tanto

[A0(x, t), π0(x′, t)] = 0 , (1.20)

en contradicción con la relación (1.19). Por esta situación incómoda, debemos agregar un

término que contenga una derivada con respecto al tiempo de A0 al lagrangiano de tal

manera que la teoŕıa no se altere. Una manera conveniente es agregando un término al

lagrangiano que es − 1
2ξ

(∂µA
µ)(∂νA

ν). ξ se llama párametro de norma covariante y puede
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ser cualquier número real finito. ξ = 1 es norma de Feyman. ξ = 0 es llamada norma de

Landau. Este término adicional se puede considerar como una constricción. La teória se

queda invariante tras imponer la condición de Lorentz ∂µA
µ = 0.

Estas normas son muy convenientes para el estudio de procesos de disperción de altas

enerǵıas donde es deseable mantener manifiesta la invarianza de Lorentz y usando el

método de Gupta y Bleuler es posible cuantizar las cuatro componentes de Aµ como

grados independientes de libertad. Es importante resaltar que la f́ısica no es afectada por

el valor de ξ. Cualquier ξ puede ser usada. Los pasos intermedios pueden ser diferentes

para diferentes elecciones de ξ, pero el resultado final para cualquier observable f́ısico es

independiente de la ξ escogida. Aśı que el lagrangiano final para un fotón libre es:

L = −1

4
F µνFµν −

1

2ξ
(∂µA

µ)(∂νA
ν) . (1.21)

La presencia de una corriente jµ modifica al lagrangiano como:

L = −1

4
F µνFµν −

1

2ξ
(∂µA

µ)(∂νA
ν) − jµA

µ . (1.22)

Correspondientemente, las ecuaciones de Maxwell adquieren la forma

2
2Aν −

(

1 − 1

ξ

)

∂ν(∂µA
µ) = jν . (1.23)

Antes de empezar a estudiar part́ıculas escalares, es un buen momento para hablar del

propagador del fotón aunque posponemos la discución de su relevancia en la teoŕıa de

dispersión relativista hasta el caṕıtulo 3.

1.4. Propagador

Para definir el propagador del fotón empezaremos con la ecuación (1.4). Queremos

encontrar Aµ que satisfaga esta ecuación. Para eso consideremos dos casos:

Caso(I): El procedimiento es un poco más sencillo si empezamos con la norma de Feyman

ξ = 1. En este caso,

2
2Aµ(x) = jµ(x) . (1.24)
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Resolveremos esta ecuación usando el método de Green para lo cual hay que encontrar la

solución de la siguiente ecuación:

gαµ
2

2
xGµβ(x, y) = gα

βδ
4(x− y) , (1.25)

donde Gµβ(x, y) es la función de Green de dos puntos para el fotón o propagador del fotón

en el espacio de posición. Ahora proponemos la siguiente solución para Aµ(x):

Aµ(x) = Aµ
0(x) +

∫

d4yGµβ(x, y)jβ(y) , (1.26)

donde Aµ
0 es el campo fotónico en ausencia de corrientes y por lo tanto satisface la ecuación

2
2A0

µ = 0 en la norma de Feynman. Para verificar que (1.26) si es una solución de (1.24),

aplicamos gα
µ2

2
x a la ecuación (1.26) y usando (1.25) conseguimos:

gα
µ2

2
xA

µ(x) = gα
µ2

2
xA

µ
0(x) +

∫

d4ygα
µ2

2
xG

µβ(x, y)jβ(y)

=

∫

gαβδ4(x− y)jβ(y) = jα(x) ,

2
2
xA

α(x) = jα(x) .

Para resolver la Ec. (1.25) hacemos la transformada de Fourier de Gµβ(x, y) al espacio de

momentos:

Gµβ(x, y) =
1

(2π)4

∫

Dµβ(q)e−iq(x−y)d4q .

Aplicamos gαµ2
2 a Gµβ(x, y) y usando la ecuación (1.25) obtenemos que:

gβ
αδ

4(x− y) =
1

(2π)4

∫

Dµβ(q)gαµ(−q2)e−iq(x−y)d4q .

Por lo tanto, identificamos directamente que

Dµβ(q) = − 1

q2
gµβ . (1.27)

Dµβ se llama propagador del fotón en la norma de Feynman.

CasoII: Ahora empezamos con la ecuación fotónica en una norma arbitraria:

2
2Aν −

(

1 − 1

ξ

)

∂ν(∂µA
µ) = jν .
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Para encontrar Aν resolvemos primero la siguiente ecuación:

[

gνλ
2

2
x − (1 − 1

ξ
)∂ν∂λ

]

Gλα(x, y) = gν
αδ

4(x− y) , (1.28)

y proponemos la siguiente solución para Aλ(x)

Aλ(x) = A0
λ(x) +

∫

Gλα(x, y)jα(y)d4y . (1.29)

Procedemos de maner similar que en el caso (I) y el propagador del fotón resulta ser:

Dλα(q) =

[

−gλα

q2
+ (1 − ξ)

qλqα
q4

]

.

Como mencionamos anteriormente, el propagador del fotón juega un papel importante en

la teoŕıa de dispersión cuando los fotones interactuán con part́ıculas cargadas. Dedicamos

el próximo caṕıtulo a estudiar la dinámica de las part́ıculas escalares cargadas.
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Caṕıtulo 2

ESCALARES

2.1. Ecuación de Klein-Gordon

La ecuación de Schrödinger en mecánica cuántica para una part́ıcula libre de masa m

en el estado ϕ es:

i
∂

∂t
ϕ+

1

2m
∇2ϕ = 0 . (2.1)

Esta ecuación corresponde a la relación en forma de operadores de la enerǵıa no relativista:

E =
p2

2m
, (2.2)

después de reemplazar

E → i
∂

∂t
,

p → −i∇ . (2.3)

La ecuación (2.1) describe correctamente el movimiento de las part́ıculas micróscopicas

cuando intervienen bajas velocidades. Sin embargo, para velocidades grandes ya no se

cumple. La ecuación de Schrödinger fue modificada para el dominio relativista susti-

tuyendo la ecuación (2.2) por la relación

E2 = p2 +m2 . (2.4)

Sustituyendo las cantidades E y p por los operadores correspondientes en la ecuación

(2.4) obtenemos

−∂
2ϕ

∂t2
+ ∇2ϕ = m2ϕ . (2.5)
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Esta ecuación se conoce como la ecuación de Klein-Gordon. Para facilitar el manejo de

fórmulas y manifestar la invarianza de Lorentz explicitamente, se utiliza la siguiente no-

tación:

∂µ ≡
(
∂

∂t
,−∇

)

,

∂µ∂
µ ≡ 2

2 . (2.6)

De este modo escribimos la ecuación de Klein-Gordon como:

(22 +m2)ϕ = 0 . (2.7)

La solución a esta ecuación es de la forma

ϕ = Nei(p·x−Et) = Ne−ip·x . (2.8)

Aparentemente, hay dos problemas con la ecuación de Klein-Gordon, como veremos a

continuación.

2.1.1. Densidad de probabilidad negativa

El complejo conjugado de la ecuación de Klein-Gordon, (2.7), es:

(22 +m2)ϕ∗ = 0 . (2.9)

Multiplicamos la ecuación (2.7) por ϕ∗ y la ecuación (2.9) por ϕ y las restamos:

ϕ∗
2

2ϕ− ϕ2
2ϕ∗ = 0 . (2.10)

Desarrollándola obtenemos:

∂µ[ϕ∗∂µϕ− ϕ∂µϕ∗] = 0 . (2.11)

Si multiplicamos la ecuación anterior por i/2m y comparamos con la ecuación ∂µj
µ = 0

tenemos que:

jµ =
i

2m
(ϕ∗∂µϕ− ϕ∂µϕ∗) . (2.12)
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La razón por la cual multiplicamos por i/2m es que j0 tenga las dimensiones de densidad

de probabilidad 1/cm3. La conservación de la corriente se puede escribir como:

∂0j
0 + ∇ · j = 0 . (2.13)

donde

j0 ≡ ρ =
i

2m
(ϕ∗∂0ϕ− ϕ∂0ϕ∗) ,

j =
i

2m
(ϕ∗∇ϕ− ϕ∇ϕ∗) . (2.14)

Ahora integramos la ecuación de continuidad sobre todo el espacio
∫

V

∂0ρd3x = ∂0

∫

V

ρd3x = −
∫

V

∇ · jd3x = −
∫

S

j · ds . (2.15)

Como la superficie S esta infinitamente lejos, suponemos que los campos desaparecen a

estas distancias. Por lo tanto:
∫

V

ρd3x = constante . (2.16)

Es natural interpretar ρ como la densidad de probabilidad. La ecuación de Klein-Gordon

es de segundo orden con respecto a la derivada temporal, por lo cual necesitamos dos

condiciones para conocerla en un tiempo futuro. Para un tiempo dado t, ϕ y ϕ̇ pueden

tener valores arbitrarios, por lo tanto ρ(x, t) puede ser positiva o negativa. Esto es un

problema, pues no se puede interpretar una densidad de probabilidad negativa.

2.1.2. Enerǵıa negativa

Si sustituimos la ecuación (2.8) en la ecuación (2.7) obtenemos:

E2 = p2 +m2 → E = ±(p2 +m2)1/2 . (2.17)

Como sabemos que las part́ıculas con enerǵıas negativas no existen, aśı que podŕıamos

simplemente tirar las soluciones de enerǵıas negativas. Pero se puede verificar que en la

presencia de potenciales externos, aunque empezemos sólo con las soluciones de enerǵıas

positivas, aparecen soluciones con enerǵıas negativas. Por lo tanto, no se pueden deshac-

er de las soluciones no deseadas. En las próximas secciones veremos como resolver los

problemas de la densidad y enerǵıa negativa.
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2.2. Lagrangiano de una part́ıcula escalar

La densidad de lagrangiano para el campo de Klein-Gordon es:

L

(

ϕ, ϕ∗,
∂ϕ

∂xµ
,
∂ϕ∗

∂xν

)

=
1

2m

[
(∂µϕ

∗)(∂µϕ) −m2ϕ∗ϕ
]
. (2.18)

Podŕıamos escoger la parte real e imaginaria de ϕ como campos independientes, pero

preferimos escoger ϕ y ϕ∗ para representar part́ıculas cargadas. Para verificar que efecti-

vamente esta densidad de lagrangiano corresponde al campo de Klein-Gordon, debemos

obtener de las ecuaciones de Euler-Lagrange las ecuaciones de Klein-Gordon para ϕ y ϕ∗.

Para ϕ

∂L

∂ϕ
− ∂µ

(
∂L

∂(∂µϕ)

)

= 0 . (2.19)

Usando el lagrangiano de la ecuación (2.18)vemos que

∂L

∂ϕ
= −m

2
ϕ∗ ,

∂µ

(
∂L

∂(∂µϕ)

)

=
1

2m
2

2ϕ∗ . (2.20)

Para esta obtenemos

[22 +m2]ϕ∗ = 0 . (2.21)

Similarmente para el campo ϕ∗ tenemos

∂L

∂ϕ∗
− ∂µ

(
∂L

∂(∂µϕ∗)

)

= 0 , (2.22)

que implica de manera directa la ecuación de Klein-Gordon

[22 +m2]ϕ = 0 . (2.23)

Hemos confirmado entonces, que esta densidad de lagrangiano efectivamente corresponde

a el campo de Klein-Gordon.

2.3. Interpretación de la ecuación de Klein-Gordón

En esta sección trataremos de resolver los problemas asociados con las enerǵıas y

probabilidades negativas.
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2.3.1. Solución de densidad de probabilidad negativa

Podemos redefinir la corriente jµ dada en la ecuación (2.12) agregando la carga e de

modo que ahora

jµ′

=
ie

2m
(ϕ∗∂µϕ− ϕ∂µϕ∗) = (eρ′, ej′) , (2.24)

donde

ρ′ =
ie

2m
(ϕ∗∂0ϕ− ϕ∂0ϕ∗) , (2.25)

significa densidad de carga, y

j =
ie

2m
(ϕ∗∇ϕ− ϕ∇ϕ∗) , (2.26)

denota la densidad de carga-corriente. La densidad de carga (2.25) puede ser positiva

negativa o cero. De ahora en adelante sólo hablaremos de ρ′ y j′ por lo tanto, para

conveniencia obvia, los llamamos ρ y j. Podemos normalizar la densidad de corriente ρ de

la siguiente manera:
∫

V

ρd3x = ±e . (2.27)

Una part́ıcula libre tiene dos posibles soluciones para un momento p dado, una con enerǵıa

positiva y la otra con enerǵıa negativa

Ep = ±
√

p2 +m2 , (2.28)

las soluciones resultan:

ϕ± = N± exp(i(p · x ∓ |Ep|t)) , (2.29)

donde N± son constantes de normalización. Sustituyendo esta solución en la expresión

para ρ ecuación (2.25) tenemos que:

ρ± = ±e|Ep|
m

ϕ∗
±ϕ± . (2.30)

Las condiciones de frontera periódicas en los bordes de una caja cúbica de longitud L son

tales que

ϕn± = Nn± exp[i(pn · x ∓ |Epn
|t)] , (2.31)
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donde

pn =
2π

L
n , n = (nx, ny, nz) ; ni ∈ N (2.32)

y

Epn
=

√

p2
n +m2 ≡ En . (2.33)

Aqúı n es un vector en el espacio con ejes nx, ny, nz. Las constantes de normalización son

determinadas por la condición (2.27)

Nn± =

√
m

L3En

. (2.34)

Aśı, la expresión (2.31) se escribe de la siguiente manera:

ϕn± =

√
m

L3En

exp [i(pn · x ∓ |En|t)] . (2.35)

Esta solución será muy útil para la solución del problema de enerǵıas negativas que

será abordado a continuación.

2.3.2. Solución de enerǵıa negativa

Para saber cuál es la enerǵıa asociada a estas dos soluciones, sugerimos calcular el

tensor de enerǵıa-momento e interpretar la enerǵıa apartir de la expresión

H =

∫

d3xT 0
0 . (2.36)

El tensor de enerǵıa-momento se escribe como

T ν
µ =

∑

σ

∂µϕσ
∂L

∂(∂νϕσ)
− Lgν

µ . (2.37)

Para el campo de Klein-Gordon tenemos

T ν
µ = ∂µϕ

∂L

∂(∂νϕ)
+ ∂µϕ

∗ ∂L

∂(∂νϕ∗)
− Lgν

µ , (2.38)

donde el lagrangiano es el dado en la ecuación (2.18). Haciendo las operaciones correspon-

dientes encontramos que

T ν
µ =

1

2m

[
[(∂µϕ)(∂νϕ∗) + (∂µϕ

∗)(∂νϕ)] − [(∂σϕ
∗)(∂σϕ) −m2ϕ∗ϕ]gν

µ

]
.

16



Entonces

T 0
0 =

1

2m

[
(∂0ϕ∗)(∂0ϕ) + (∇ϕ∗) · (∇ϕ) +m2

0ϕ
∗ϕ

]
. (2.39)

Para encontrar la enerǵıa correspondiente tenemos que

Hn± =

∫

L3

T 0
0(n,±)d3x , (2.40)

donde

T 0
0(n,±) =

1

2m

[
(∂0ϕ∗

n±)(∂0ϕn±) + (∇ϕ∗
n±) · (∇ϕn±) +m2ϕ∗

n±ϕn±

]
. (2.41)

Si sustituimos la ecuación (2.35) en la ecuación (2.41) conseguimos

T 0
0(n,±) =

1

2m

[
m

L3En

E2
n +

m

L3En

p2
n +m2 m

L3En

]

. (2.42)

Ahora podemos integrar sobre d3x para encontrar el hamiltoniano o enerǵıa total

Hn± =

∫

L3

1

2m
[
m

L3En

E2
n +

m

L3En

p2
n +m2 m

L3En

]d3x = En . (2.43)

Lo interesante es que para las dos soluciones en la ecuación (2.35) tenemos enerǵıa positiva.

Las subsecciones (2.3.1) y (2.3.2) nos hacen llegar a las siguientes interpretaciones:

ϕn+ describe part́ıculas con carga +e.

ϕn− describe part́ıculas con carga −e.

Ambas ondas tienen enerǵıa positiva En.

El hecho de que aparezca el factor −En en la expresión para ϕn+ corresponde a

part́ıculas con carga +e.

+En en la expresión de ϕn− corresponde a part́ıculas con carga −e.

2.4. Propagador

Para una part́ıcula escalar, la ecuación de Klein-Gordon en la presencia de un potencial

V (x) es:

[22 +m2 + V (x)]ϕ = 0 . (2.44)
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Para calcular el propagador no necestitamos saber la forma explicita de V (x). Si queremos

resolver (2.44) para ϕ es conveniente resolver primero la siguiente ecuación

[22 +m2]G(x, y) = δ4(x− y)ϕ . (2.45)

Como en el caso del fotón, proponemos la solución de la forma

ϕ(x) = ϕ0(x) −
∫

d4yG(x, y)V (y)ϕ(y) ,

donde ϕ0(x) es el campo de Klein-Gordon sin la presencia de el potencial V (x). Verifique-

mos que esta solución satisface la ecuación (2.44):

[22 +m2][ϕ(x) = ϕ0(x) −
∫

d4yG(x, y)V (y)ϕ(y)] .

Usamos el hecho de que

[22 +m2]ϕ0(x) = 0 .

Entonces

[22 +m2]ϕ(x) = −
∫

d4yG(x, y)V (y)ϕ(y)]

[22 +m2]ϕ(x) = −
∫

d4yδ4(x− y)V (y)ϕ(y) = −V (x)ϕ(x) ,

por lo cual si es solución. Ahora hacemos la transformada de Fourier G(x, y) al espacio

de momentos:

G(x, y) = − 1

(2π)4

∫

d4S(p) exp(−ip · (x− y)) .

Aplicando el operador [22 +m2]

[22 +m2]

[

G(x, y) = − 1

(2π)4

∫

d4s(p) exp(−ip(x− y))

]

,

obtenemos

[22 +m2]G(x, y) =
1

(2π)4

∫

d4S(p)[22 +m2] exp(−ip(x− y)) = δ4(x− y) ,

de donde concluimos que

S(p) =
1

(p2 −m2)
.

S(p) se llama propagador escalar en el espacio de momentos. En los próximos caṕıtulos

estudiaremos las interacciones entre los escalares cargados y los fotones.

18



Caṕıtulo 3

ELECTRODINÁMICA CUÁNTICA ESCALAR.

3.1. Interacción entre los escalares y los fotones

Recordemos que una part́ıcula escalar libre de masa m satisface la ecuación de Klein-

Gordon (2.7)

(∂µ∂
µ +m2)ϕ = 0 .

Por otro lado, también conocemos la ecuación de movimiento de un fotón libre. En elec-

trodinámica clásica, el movimiento de una part́ıcula de carga e en un potencial electro-

magnetico Aµ = (A0,A) se obtiene haciendo la sustitución mı́nima

pµ −→ pµ − eAµ .

La correspondiente sustitución en mecánica cuántica es entonces

∂µ −→ ∂µ + ieAµ .

La ecuación de Klein-Gordon se escribe en este caso en la forma

(22 +m2 + V (x))ϕ = 0 , (3.1)

Con la identificación

V (x)ϕ =
[
−ie(∂µA

µ + Aµ∂µ) − e2AµAµ

]
ϕ . (3.2)

Podemos llamar a V (x) potencial electromagnético. Por la modificación de la ecuación

de Klein-Gordon, esperamos un cambio correspondiente en la ecuación de continuidad, la

corriente corservada y el lagrangiano. Esto es lo que estudiaremos a continuación.
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3.1.1. Lagrangiano

El lagrangiano que nos da la ecuación de movimiento (3.1) es

L = −1

4
F µνFµν −

1

2ξ
(∂µA

µ)2 +
1

2m
[(Dµϕ)∗(Dµϕ)] , (3.3)

donde

Dµ = i∂µ + eAµ , D
∗
µ = −i∂µ + eAµ . (3.4)

Dµ se llama la derivada covariante. En forma expĺıcita escribimos la ecuacion (3.3) como:

L = −1

4
F µνFµν −

1

2ξ
(∂µA

µ)(∂νA
ν) +

1

2m
[(∂µϕ

∗)∂µϕ−m2ϕ∗ϕ]

+
ie

2m
[ϕ∗∂µϕ− ϕ∂µϕ∗]Aµ +

e2

2m
[ϕ∗Aµϕ]Aµ . (3.5)

Por cuestiones de renormalizabilidad que no abordamos en esta tesis hay que agregar un

término −λ
4
(ϕ∗ϕ)2 en el lagrangiano (3.3) o (3.5). Por lo tanto la expresión final para el

lagrangiano es

L = −1

4
F µνFµν −

1

2ξ
(∂µA

µ)(∂νA
ν) +

ie

2m
[ϕ∗∂µϕ− ϕ∂µϕ∗]Aµ +

e2

2m
[ϕ∗Aµϕ]Aµ

+
1

2m
[(∂µϕ

∗)∂µϕ−m2ϕ∗ϕ−m2ϕ∗ϕ] − λ

4
(ϕ∗ϕ)2 , (3.6)

este lagrangiano se llama lagrangiano de la electrodinámica cuántica escalar (QED) y

gobierna las interacciones entre los fotones y los escalares cargados. Ahora descomponemos

este lagrangiano en tres partes obvias :

L = Lfoton libre + Lescalar cargado libre + Linteraccion ,

donde

Lfoton libre = −1

4
F µνFµν −

1

2ξ
(∂µA

µ)(∂νA
ν) ,

Lescalar cargado libre =
1

2m
[(∂µϕ

∗)∂µϕ−m2ϕ∗ϕ] ,
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Linteraccion = +
ie

2m
[ϕ∗∂µϕ− ϕ∂µϕ∗]Aµ +

e2

2m
[ϕ∗Aµϕ]Aµ − λ

4
(ϕ∗ϕ)2 .

Estos tres términos tienen significado f́ısico muy claro y obvio. Podemos aplicar una

variación para cada uno de los campos existentes en este lagrangiano que son ϕ, ϕ∗ y Aα.

Para Aα, la ecuación de Euler-Lagrange es la dada por (1.12)

∂L

∂Aα

− ∂β

(
∂L

∂(∂βAα)

)

= 0 . (3.7)

Utilizando la ecuación (3.5), obtenemos:

2
2Aµ −

(

1 − 1

ξ

)

∂µ(∂νA
ν) = jµ , (3.8)

donde jµ esta dada por (3.15). Notamos que es la misma ecuación (1.23) que se obtuvo

del lagrangiano del fotón con interacciones, es decir Ec. (1.22). Sin embargo, hay una

diferencia obvia, ya sabemos la forma explicita de jµ, dada por la ecuación (3.15). Es

importante notar que para part́ıculas de diferentes espines, jµ sera diferente. Para ϕ∗ la

ecuación de Euler-Lagrange (2.22):

∂L

∂ϕ∗
− ∂µ

(
∂L

∂(∂µϕ∗)

)

= 0 ,

implica

2
2ϕ+m2ϕ− ie[Aµ∂

µϕ+ ∂µ(ϕAµ)] − e2AµϕAµ +
λ

2
ϕ2ϕ∗ = 0 . (3.9)

Similarmente para ϕ, donde se utiliza la ecuación (2.19) tenemos

2
2ϕ∗ +m2ϕ∗ + ie[Aµ∂

µϕ∗ + ∂µ(ϕ∗Aµ)] − e2Aµϕ∗Aµ +
λ

2
(ϕ∗)2ϕ = 0 . (3.10)

Estas expresiones modifican a las ecuaciones (3.1) y (3.12). Ahora tenemos

(22 +m2 + V (x))ϕ = 0 ,

donde el potencial de interacción es

V (x)ϕ =

[

−ie(∂µA
µ + Aµ∂µ) − e2AµAµ +

λ

2
ϕ∗ϕ

]

ϕ . (3.11)
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3.1.2. Corriente conservada

Para obtener la corriente conservada procedemos de la manera usual. Tomamos el

complejo conjugado de la ecuación (3.1)

(22 +m2 + V ∗(x))ϕ∗ = 0 . (3.12)

Si multiplicamos (3.1) por ϕ∗ y (3.12) por ϕ del lado izquierdo, y las restamos usando

(3.11) obtenemos:

∂µ(ϕ∗∂µϕ− ϕ∂µϕ∗) − 2ie∂µ(ϕ∗Aµϕ) = 0 . (3.13)

Para asignar dimensiones apropiadas a la corriente multiplicamos la relación (3.13) por

ie/2m y conseguimos

− ie

2m
∂µ(ϕ∗∂µϕ− ϕ∂µϕ∗) − e2

m
∂µ(ϕ∗Aµϕ) = 0 . (3.14)

Si comparamos la ecuación (3.14) con la ecuación ∂µj
µ = 0, podemos identificar

jµ = − ie

2m
(ϕ∗∂µϕ− ϕ∂µϕ∗) − e2

m
(ϕ∗Aµϕ) . (3.15)

Notamos que en ausencia de interacciones, el segundo término es cero y la ecuación (3.15)

se reduce a la ecuación (2.24) como esperamos.

3.2. Reglas de Feynman

Una vez que sabemos el lagrangiano podemos proceder a estudiar procesos de dis-

persión entre fotones y escalares cargados. Sin embargo, primero necesitamos desarrollar

teoŕıa de dispersiones para part́ıculas relativistas. En principio el camino formal es la

teoŕıa cuántica de campos, derivando las reglas de Feynman y aplicándolas en procesos

de dispersiones. Nos restringiremos a la mecánica cuántica relativista motivando la teoŕıa

de dispersión relativista basada en la teoŕıa no relativista y aśı identificando las reglas de

Feynman.
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3.2.1. Amplitud de transición

Consideremos una part́ıcula dentro de un volumen V . La ecuación de Schrödinger

independiente del tiempo correspondiente es

H0ϕn = Enϕn , (3.16)

donde H0 es el hamiltoniano independiente del tiempo. Dentro del volumen V podemos

normalizar ϕn como

∫

V

ϕ∗
mϕnd

3x = δmn . (3.17)

Ahora hacemos que actúe un potencial V (x, t). La ecuación de Schrödinger dependiente

del tiempo es

[H0 + V (x, t)]ψ(x, t) = i∂0ψ(x, t) . (3.18)

Queremos calcular la evolución de ψ bajo la influencia del potencial V . Como ϕn da una

base completa, siempre podemos expander ψ(x, t) en esta base:

ψ(x, t) =
∑

n

bn(t)ϕn(x) . (3.19)

Ahora definimos

bn(t) = an(t)e−iEnt , (3.20)

y entonces

ψ(x, t) =
∑

n

an(t)e−iEntϕn(x) . (3.21)

La evolución en el tiempo de ψ(x, t) puede ser completamente determinada si podemos

calcular la evolución en el tiempo de an(t). Si sustituimos (3.21) en la ecuación (3.18)

obtenemos:

i
∑

n

∂0an(t)ϕn(x)e−iEnt =
∑

n

V (x, t)an(t)ϕn(x)e−iEnt . (3.22)
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Suponemos que ϕi representa el estado inicial de la part́ıcula, antes de que V (x, t) em-

piece a actuar, y ϕf representa el estado final después de que V (x, t) deje de actuar. Si

multiplicamos por ϕ∗
f e integramos sobre el volumen V encontramos

∂0af (t) = −i
∑

n

an(t)

∫

V

d3xϕ∗
f (x)V (x, t)ϕn(x)ei(Ef−En)t . (3.23)

Suponemos que V (x, t) empieza a actuar a t = −T/2. Como la part́ıcula en este tiempo

esta seguramente en el estado inicial,

ai(−T/2) = 1 ,

an(−T/2) = 0 n 6= i . (3.24)

La ecuación (3.23) con estas condiciones nos da:

∂0af (t) = −i
∫

d3xϕ∗
f (x)V (x, t)ϕi(x)ei(Ef−Ei)t|−T/2 . (3.25)

Consideramos f 6= i y que el potencial es muy chico y actúa por poco tiempo. Entonces

af << 1 para toda t. Si integramos la ecuación (3.25) tenemos

af (t)|tT/2 =

∫ t

−T/2

dtd3xϕ∗
fV (x, t)ϕie

i(Ef−Ei)t . (3.26)

Como f 6= i, af (−T/2) = 0. Por lo tanto,

af (t) =

∫ t

−T/2

dtd3xϕ∗
fV (x, t)ϕie

i(Ef−Ei)t . (3.27)

Notemos que si el potencial V (x, t) fuera cero, obtendriamos af (t) = 0 exactamente.

Ahora a t = T/2, cuando el potencial deja de actuar sobre la part́ıcula tenemos:

af (T/2) = −i
∫ +T/2

−T/2

dt

∫

d3xϕ∗
fe

iEf tV (x, t)ϕie
−iEit . (3.28)

af (T/2) es llamada la amplitud de transición y es común representarla con Tfi. Por lo

tanto,

Tfi = −i
∫ +T/2

−T/2

dt

∫

d3x[ϕfe
−iEf t]∗V (x, t)[ϕie

−iEit] , (3.29)
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Tfi = −i
∫

d4xϕ∗
f (x)V (x)ϕi(x) , (3.30)

donde x = (x, t) y ϕi(x) = ϕi(x)e−iEit. Esta es la forma covariante de la amplitud

de transición , y es entonces una forma natural de continuar en el regimen relativista.

|Tfi|2 se puede interpretar como la probabilidad de que una part́ıcula en el estado inicial

ϕi se disperse al estado final ϕf después de sufrir la interacción. La contraparte rela-

tivista de la ecuación de Schrödinger es la ecuación de Klein-Gordon. Si asumimos que la

ecuación (3.30) es correcta relativisticamente, podemos tomar el problema de dispersión

para part́ıculas de sṕın cero. De la ecuación (3.1) sabemos que la ecuación de Klein-Gordon

en la precencia de un potencial electromagnético se escribe como

(22 +m2)ϕ = −V ϕ ,

donde V esta dado por (3.11)

V (x)ϕ =

[

−ie(∂µA
µ + Aµ∂µ) − e2AµAµ +

λ

2
ϕ∗ϕ

]

ϕ .

Si sustituimos este potencial en la ecuación de la amplitud de transición (3.30) obtenemos

Tfi = −i
∫

d4xϕ∗
f (x)

[

−ie(∂µA
µ + Aµ∂µ) − e2AµAµ +

λ

2
ϕ∗ϕ

]

ϕi(x) . (3.31)

Esta ecuación nos da la amplitud de transición para la dispersión de una part́ıcula sin

esṕın (la llamaremos electrón) de un estado ϕi a un estado ϕf en la presencia de un

potencial electromagnético. Observemos el primer término de la ecuación (3.31)
∫

d4xϕ∗
f (x)∂µ(Aµϕi(x)) = ϕ∗

f (x)A
µϕi(x)|S −

∫

d4x(∂µϕ
∗
f )A

µϕi(x) ,

donde S representa la frontera del volumen V . Suponemos que el potencial V (x, t) desa-

parece cuando |x| y t −→ ∞. Esto requiere que Aµ −→ 0. Por lo tanto
∫

d4xϕ∗
f (x)∂µ(Aµϕi(x)) = −

∫

d4x(∂µϕ
∗
f )A

µϕi(x) .

Con esto, la ecuación (3.31) se transforma en:

Tfi = −i
∫

d4x[−ie(ϕ∗
fA

µ∂µϕi − (∂µϕ
∗
f )A

µϕi) − e2ϕ∗
fA

µAµϕi +
λ

2
ϕ∗

fϕ
∗ϕϕi]

= −i
∫

d4xjµ
fiAµ − i

λ

2

∫

d4xϕ∗
fϕ

∗ϕϕi , (3.32)
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donde

jµ
fi = −ie(ϕ∗

f∂
µϕi − (∂µϕ∗

f )ϕi) − e2ϕ∗
fA

µϕi . (3.33)

Podemos llamar a jµ
fi corriente de transición. La expresión (3.32) nos ayuda a pensar en

términos de los diagramas de Feynman, lo veremos enseguida.

3.2.2. Diagramas de Feynman

Hemos visto Tfi para la dispersión de un electrón en un potencial electromagnético

Aµ (fotón). Las ecuaciones (3.32) y (3.33) nos permiten escribir

Tfi = −e
∫

d4x[ϕ∗
f (x)∂µϕi(x) − (∂µϕ

∗
f (x))ϕi(x)]A

µ(x)

+ ie2

∫

d4xϕ∗
f (x)Aµ(x)ϕi(x)A

µ(x) − i
λ

2

∫

d4xϕ∗
fϕ

∗ϕϕi . (3.34)

Los dos primeros términos se pueden interpretar como el siguiente diagrama:

ϕf (x)ϕi(x)

e− e−

eAµ(x)

Figura 1: Interacción de Tres Puntos

Escribimos la ecuación (3.11) como V = V1 + V2, donde

V1 = −ie(∂µA
µ + Aµ∂µ) , (3.35)

V2 = −e2AµAµ . (3.36)

V3 =
λ

2
ϕ∗ϕ (3.37)

Ahora podemos interpretar la Figura 1 de la siguiente manera: Una part́ıcula en el estado

ϕi interactúa con el potencial V1 dado por la ecuación (3.35) y se dispersa en el estado

final ϕf . El tercer término de la ec. (3.34) se puede representar con el siguiente diagrama
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ϕf (x)ϕi(x)

e− e−

Aµ(x)Aµ(x)

Figura 2: Interacción de Cuatro Puntos escalar-fotón

Este diagrama representa una part́ıcula en el estado ϕi que interactua con el potencial V2

dado por (3.36) y se dispersa en el estado final ϕf . El cuarto término de la ec. (3.34) se

puede representar con el siguiente diagrama

ϕf (x)ϕi(x)

e− e−

ϕ∗(x)ϕ(x)

Figura 3: Interacción de Cuatro Puntos escalar

Este diagrama representa una part́ıcula en el estado ϕi que interactua con el potencial V3

dado por la ec. (3.37) y se dispersa en el estado final ϕf . Para simplificar el cálculo, no

consideraremos los diagramas en los cuales la part́ıcula interactúa con el potencial V2 de la

ecuación (3.36). La razón es que e2 es mucho más chico que e. Por lo tanto V2 << V1. Por

ahora también despreciamos V3 asumiendo que λ << e. Entonces las ecuaciones (3.32) y

(3.33) se reducen a

Tfi = −i
∫

d4x[−ie(ϕ∗
fA

µ∂µϕi − (∂µϕ
∗
f )A

µϕi)]

= −i
∫

d4xjµ
fiAµ , (3.38)

27



donde

jµ
fi = −ie[ϕ∗

f∂
µϕi − (∂µϕ∗

f )ϕi] . (3.39)

Si la part́ıcula sin esṕın tiene momento incial pi y momento final pf entonces podemos

escribir su estado inicial y su estado final como

ϕi(x) = Nie
−ipi·x ,

ϕf (x) = Nfe
−ipf ·x , (3.40)

donde Ni y Nf son constantes de normalización. Si sustituimos las ecuaciones de (3.40)

en (3.39) conseguimos

jµ
fi = −eNiNf (pi + pf )

µei(pf−pi)·x . (3.41)

3.2.3. Dispersión e−µ− −→ e−µ− y las Reglas de Feynman

Los fotones de los diagramas 1 y 2 pueden ser considerados como emitidos por el

electrón o también podemos considerar que estos fotones vienen de algún otro lado y son

absorbidos por electrón. En el segundo caso podemos pensar que el origen de estos fotones

es alguna otra part́ıcula cargada sin esṕın llamada muón. Ahora la amplitud de transición

en la dispersión e−µ− −→ e−µ− en términos de los diagramas de Feynman se verá de la

siguiente manera

qγ

pCpA

pB pD

e−

µ−

+ · · ·

jµ
1

jµ
2

Figura 3: Dispersión de Electrón-Muon a Nivel Árbol
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La sumatoria de la figura 3 contiene términos de orden O(e4). La amplitud de transición

para el proceso e−µ− −→ e−µ− se puede escribir como

Tfi = −i
∫

d4xjµ
1Aµ . (3.42)

Tomando el muón como la fuente del fotón Aµ, podemos escribir

2
2Aµ = jµ

2 (3.43)

Usando la relación (3.41) para la corriente jµ
2 , tenemos

jµ
2 = −eNBND(pB + pD)µei(pD−pB)·x . (3.44)

Aplicando 2
2 sobre esta expresión conseguimos

2
2jµ

2 = [−(pD − pB)2]jµ
2 .

Por lo tanto

2
2[− 1

(pD − pB)2
jµ
2 ] = jµ

2 . (3.45)

Aśı que si comparamos (3.45) y (3.43) obtenemos

Aµ = − 1

q2
jµ
2 ,

donde

q2 = (pD − pB)2 . (3.46)

Notemos que q2 = p2
D + p2

B − 2pB · pD 6= 0. La amplitud de transición resulta entonces

Tfi = −i
∫

j1
µ(x)

[

− 1

q2

]

jµ
2 (x)d4x . (3.47)

Si sustituimos (3.44) en (3.47) obtenemos junto con un expresión similar para j1
µ, obten-

emos:

Tfi = −i
∫

d4x[−eNANC(pA + pC)µei(pC−pA)·x]
(

− 1

q2

)

[−eNBND(pA + pC)µei(pB−pD)·x] . (3.48)
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Usando el hecho de que
∫

d4xei(pC+pD−pA−pB)·x = δ4(pC + p
D
− pA − pB) , (3.49)

podemos reescribir (3.48) como:

Tfi = −iNANBNCND(2π)4δ4(pC + p
D
− pA − pB)M , (3.50)

(3.51)

donde

M = e(pA + pC)µ

(

− 1

q2

)

e(pB + pD)µ , (3.52)

o en una manera más comun,

−iM = [ie(pA + pC)µ]

[−igµν

q2

]

[ie(pB + pD)ν ] . (3.53)

M es llamada amplitud invariante y es invariante bajo las transformaciones de Lorentz.

La función δ en Tfi corresponde a la conservación de momento y enerǵıa. Feynman de-

scubrió que la amplitud invariante se puede representar con un diagrama de Feynman.

Un diagrama de Feyman consiste de ĺıneas y vértices. Cada ĺınea interna representa la

propagación de una part́ıcula en un punto del espacio-tiempo, y los vértices son los puntos

donde las part́ıculas son creadas o destrúıdas. Dibujamos el diagrama de la Figura 4 de

nuevo para explicar sus varias partes:

qγ

PCPA

PB PD

e−

µ−

Figura 4: Dispersión de Electrón-muón a nivel árbol.
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En este diagrama las ĺıneas

Figura 5: Las Part́ıculas Escalares Externas.

representan las part́ıculas externas escalares e− y µ− respectivamente. El propagador del

fotón se representa con

Figura 6: El Propagador Fotónico.

Los vértices son los puntos donde se juntan tres ĺıneas en el diagrama como podemos ver

en la siguiente figura

qγ

PCPA

e−

Figura 7: El Vértice Escalar-Photón.

Existen más partes que se encuentran en la dispersión e−µ− −→ e−µ−. Las reglas de

Feyman nos dicen como asociamos un número a cada parte de un diagrama. Estas reglas

son las siguientes:
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Regla 1: Un factor −ieΓµ
0 = −ie(PA + PC)µ para el vértice de un fotón

−ieΓµ
0 = −ie(PA + PC)µ

PCPA

e−

Regla 2: Un factor 2ie2Γµν
0 = 2ie2gµν para el vértice de dos fotones

PBPA

e− e−

µν

2ie2Γµν
0 = 2ie2gµν

Regla 3: Un factor −iΓ0 = −iλ para el vértice de dos escalares

e− e−

−iΓ0 = −iλ
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Regla 4: Un factor

i∆µν
0 (q) =

−i
q2

[gµν − (1 − ξ)
qµqν

q2
] (3.54)

para el propagador de fotón (o la ĺınea interna de un fotón)

i∆µν
0 (q) = −i

q2 [gµν − (1 − ξ) qµqν

q2 ]q

Regla 5: Un factor iS0(p) = i/(p2 −m2) para el propagador de part́ıculas escalares

(esṕın 0) (o la linea interna de un escalar)

p iS0(p) = i/(p2 −m2)

Regla 6: Un fator de vector de polarización εµ para un fotón entrante y su conjugado

εµ∗ para un fotón saliente

εµ∗ εµ

Regla 7: Un fator de 1 para un bosón entrante o saliente

1 1
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Ahora que sabemos las reglas de Feynman para varias partes de diagramas de Feynman,

nos enfocaremos únicamante en el propagador de fermión y como se modifica en los

próximos ordenes en la teoŕıa de perturbaciones. La razón principal es que la invariancia

de norma impone restriciones importantes sobre el propagador escalar. Esto es lo que

estudiamos en el próximo caṕıtulo.
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Caṕıtulo 4

PROPAGADOR ESCALAR A UN LAZO.

4.1. Propagador escalar a un lazo

En los caṕıtulos anteriores, introducimos propagadores de una part́ıcula escalar y de

un fotón, a nivel árbol en una expansión perturbativa. Estos propagadores se modifican

a través de autointeraccciones. Un electrón (sin esṕın) puede emitir y reabsorber fotones

de varias maneras como muestra el diagrama :

= + + + +

+ + + +

+ + + +

+ + + +
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Como se muestra, este proceso genera una serie infinita. Según vemos en la figura,

utilizamos una pelotita en el lado izquierdo para representar la suma de todas las autoint-

eracciones que pueden afectar a la part́ıcula escalar en su propagación. A este propagador

lo llamaremos propagador completo, mientras que al propagador que no emite y recap-

tura fotones (primer término en el lado derecho de la ecuación) lo llamaremos propagador

desnudo. Si nos restringimos a nivel de un lazo, nos quedamos únicamente con la siguiente

parte para el inverso del propagador escalar :

iS0(k)

= -

--

[iS]−1

p

−1−1

[iS0]−1

p

k − p

k

iS0

−ieΓµ
0−ieΓν

0

2ie2Γµν
0

i∆0
µν

i∆0
µν

kk

−iΓ0

La ecuación correspondiente a este diagrama utilizando las reglas de Feyman es :

[iS(p)]−1 = [iS0(p)]−1 −
∫

ddk

(2π)d
[−ieΓν

0] [iS0(k)] [−ieΓµ
0 ] [i∆0

µν(k − p)]

−
∫

ddk

(2π)d
[2ie2Γµν

0 ][i∆0
µν(k)] −

∫
ddk

(2π)d
[iS0(k)][−iΓ0] . (4.1)

Observemos que la segunda integral de la ec.(4.1) es cero ya que tiene la forma de la

ec. (A.1) dada en el apendice A. Si multiplicamos (4.1) por i y las formas expĺıcitas de

las funciones desnudas de Green obtenemos

S−1 = [S0]−1 + ie2

∫
ddk

(2π)d
(k + p)ν 1

k2 −m2
(k + p)µ 1

q2

[

gµν − (1 − ξ)
qµqν
q2

]

− iλ

∫
ddk

(2π)d

1

k2 −m2
, (4.2)

donde q = k − p y ξ es el parámetro covariante de norma.
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4.1.1. Norma de Feynman

La ec. (4.2) para la norma de Feynman (ξ = 1)

S−1
Feynman = [S0]−1 + ie2

∫
ddk

(2π)d

(k + p)2

(k2 −m2)q2
− iλ

∫
ddk

(2π)d

1

k2 −m2
, (4.3)

donde usamos el hecho de que AµBνgµν = A · B y (k + p) · (k + p) = (k + p)2. Vamos a

mostrar que las integrales por resolver se pueden escribir de la forma

Jnp =

∫

ddk
1

(q2)n(k2 −m2)p
. (4.4)

La segunda integral en (4.3) es J01. La primera integral se puede escribir como

J =

∫

ddk
(k + p)2

(k2 −m2)q2
=

∫

ddk
k2 + p2 + 2k · p

(k2 −m2)q2
. (4.5)

La definición del momento q2 es q2 = (k − p)2 = k2 + p2 − 2k · p. Despejando 2k · p =

−q2 + k2 + p2 y sustituyendo esta expresión en (4.5) tenemos que

J =

∫

ddk
2k2 + 2p2 − q2

(k2 −m2)q2
. (4.6)

Por lo tanto, sumando y restando 2m2 obtenemos

J = 2

∫

ddk
1

q2

︸ ︷︷ ︸

J10

+2(m2 + p2)

∫

ddk
1

(k2 −m2)q2

︸ ︷︷ ︸

J11

−
∫

ddk
1

k2 −m2

︸ ︷︷ ︸

J01

. (4.7)

El conocimiento de J10 , J01 y J11 es suficiente para calcular el propagador escalar en la

norma de Feyman. La primera integral J10 es cero debido a que es de la forma

∫

ddwf(w) = 0 (4.8)

Ahora de la integral Jnp evaluada en el apendice A deducimos las integrales J01 y J11

J01 =

∫

ddk
1

k2 −m2
= −iπd/2Γ(1 − d/2)(m2)d/2−1 . (4.9)

J11 = iπd/2 Γ(2 − d/2)Γ(d/2 − 1)

Γ(d/2)
(m2)

d
2
−2

2F1

(

2 − d

2
, 1;

d

2
;
p2

m2

)

. (4.10)
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Por lo tanto,

J = 2iπd/2(m2 + p2)(m2)
d
2
−2 Γ(2 − d

2
)Γ(d

2
− 1)

Γ(d
2
)

2F1

(

2 − d

2
, 1;

d

2
;
p2

m2

)

+iπd/2Γ(1 − d/2)(m2)d/2−1 . (4.11)

Finalmente, el inverso del propagador escalar en d dimensiones en la norma de Feynman

es:

S−1
Feynman = p2 −m2 − e2

(2π)d

[

2πd/2(m2 + p2)(m2)
d
2
−2 Γ(2 − d

2
)Γ(d

2
− 1)

Γ(d
2
)

×

2F1

(

2 − d

2
, 1;

d

2
;
p2

m2

)

+

(

1 +
λ

e2

)

πd/2Γ(1 − d/2)(m2)d/2−1

]

.

En la próxima subsección, generalizaremos esta expresión a una norma arbitraria ξ.

4.1.2. Norma Arbiraria

Ahora resolvemos la ec. (4.2) para el caso general, es decir para dimension y norma

arbitraria, donde solamente nos resta resolver la última integral del primer renglón pues

las demás ya fueron resueltas en la subsección anterior :

J =

∫

ddk
(k + p)ν(k + p)µqµqν

(k2 −m2)q4
=

∫

ddk
[(k + p) · (k − p)][(k + p) · (k − p)]

(k2 −m2)q4

=

∫

ddk
(k2 − p2)2

(k2 −m2)q4
=

∫

ddk
k4 + p4 − 2k2p2

(k2 −m2)q4
. (4.12)

Sumamos y restamos m2 dos veces, tal que,

J =

∫

ddk
k2(k2 −m2 +m2)

(k2 −m2)q4
+ p4

∫

ddk
1

(k2 −m2)q4

︸ ︷︷ ︸

J21

−2p2

∫

ddk
k2 −m2 +m2

(k2 −m2)q4
. (4.13)

Simplificando algunas operaciones algebraicas y usando (4.8) obtenemos

J = (m2 − p2)2J21 . (4.14)

De nuevo usamos la integral Jnp del apendice A y encontramos:

J = (m2 − p2)2

[

−iπd/2(m2)
d
2
−3 Γ(3 − d

2
)Γ(d

2
− 2)

Γ(d
2
)

2F1

(

− d

2
+ 3, 2;

d

2
;
p2

m2

)]

. (4.15)
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Finalmente el propagador escalar en dimensiones y norma arbitraria se escribe como

S−1(p) = p2 −m2 − e2

(2π)d
πd/2(m2)

d
2
−1

{

Γ(1 − d/2)

+2(m2 + p2)(m2)−1 Γ(2 − d
2
)Γ(d

2
− 1)

Γ(d
2
)

2F1

(

2 − d

2
, 1;

d

2
;
p2

m2

)

+(1 − ξ)(m2 − p2)2(m2)−2 Γ(3 − d
2
)Γ(d

2
− 2)

Γ(d
2
)

×

2F1

(

3 − d

2
, 2;

d

2
;
p2

m2

)}

− λ

(4π)
d
2

Γ

(

1 − d

2

)

(m2)d/2−1 . (4.16)

En las siguientes secciones veremos los casos particulares del propagador escalar a un

lazo en d = 3 y d = 4 − 2ǫ en el limite ǫ −→ 0.

4.1.3. Propagador en tres dimensiones

Para d = 3 el propagador escalar a nivel de un lazo es:

S−1 = p2 −m2 − e2

(2π)3
π3/2(m2)1/2

{

Γ(−1/2) + 2(m2 + p2)(m2)−1 ×

[Γ(1/2)]2

Γ(3/2)
2F1

(
1

2
, 1;

3

2
;
p2

m2

)

+ (1 − ξ)(m2 − p2)2(m2)−2 ×

Γ(−1/2)2F1

(
3

2
, 2;

3

2
;
p2

m2

)}

− λ

(4π)3/2
Γ

(

−1

2

)

(m2)3/2−1 . (4.17)

Usando los siguientes resultados

2F1

(
3

2
, 2;

3

2
;
p2

m2

)

=

(

1 − p2

m2

)−2

, 2F1

(
1

2
, 1;

3

2
;
p2

m2

)

=
tanh−1

√

p2/m2

√

p2/m2
, (4.18)

Γ(−1/2) = −2
√
π , Γ(3/2) =

√
π/2 , Γ(1/2) =

√
π . (4.19)

Después de simplificar (4.17) obtenemos que el propagador escalar en el espacio de Minkows-

ki en tres dimensiones y norma arbitraria es
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S−1 = p2−m2+
e2

4π

[

m−2(m2 + p2)

m

√

m2

p2
tanh−1

√

p2

m2
+(1−ξ)m

]

+
λ
√
m2

4π
. (4.20)

Notamos que para d = 3, no hay divergencias. En el espacio Euclideano esta expresión es

S−1 = −p2 −m2 +
e2

4π

[

m− 2(m2 − p2)

p
tan−1

(
p

m

)

+ (1 − ξ)m

]

+
λm

4π
. (4.21)

Para m = 0, tenemos

S(p) =
1

p2 + απp
(4.22)

en el espacio de Minkowski, usando la notación p =
√

−p2. A momentos pequeños, el

propagador escalar se suaviza de 1/p2 a 1/p.

4.1.4. Propagador escalar en cuatro dimensiones

Regresamos a la expresión (4.16) del propagador escalar en el espacio de Minkowski

a un lazo en SQED en norma y dimensiones arbitrarias. En este caso el problema no es

tan simple como para el propagador en tres dimensiones ya que la función Γ es divergente

para d = 4. Aunque es fácil expander en Γ en potencias de ǫ, lo que no es trivial es la

expansión de las funciones hipergeométricas en potencias de sus parametros. Por lo tanto

lo que hacemos es expander esta expresioón en serie de Taylor cuando z = p2

m2 es muy

pequeño :

S−1 = −m2(1 + z) +
(m2)d/2−1

Γ
(

d
2

)
(4π)d/2

{

e2Γ

(

2 − d

2

)

Γ

(
d

2
− 1

) [
8z

d
− 2

]

−(e2 + λ)Γ

(

1 − d

2

)

Γ

(
d

2

)

+ e2(−1 + ξ)Γ

(

3 − d

2

)

Γ

(

−2 +
d

2

)

×
(

1 +
12z

d
+ z

)}

+ O(z)2 . (4.23)

Y ahora usamos d = 4 − 2ǫ en el limite ǫ −→ 0. Como ǫ es un valor que se aproxima

a cero podemos desarrollar en series para este párametro y asi obtener el propagador en

cuatro dimensiones para una part́ıcula escalar hasta O(α, z, ǫ0)
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S−1 = −m2(1 + z) −m2ν

[

1 − z

2
− (1 + z)

(

γ − 2 ln 2 − ln π − 1

ǫ
+ ln[m2]

)]

m2

16π2

{

λ− 5e2z

2
+ γ(3e2z − 1) +

1

ǫ
(λ− 3e2z) + ln[m2](−λ+ 3e2z)

+λ ln[4π]

}

+ 6 ln[π]z + z ln[4096] + O(ǫ1)z + O(z)2 , (4.24)

donde ν ≡ αξ/4π y α = e2/4π. De una manera semejante,podemos evaluar el propa-

gador escalar a ordenes más altos en la teoŕıa de perturbaciones. Sin embargo, las inte-

grales involucradas son mucho más complicadas. Existen ciertas relaciones en QED que

nos permiten calcular algunos términos a todos los ordenes, asi evitando las complica-

ciones matemáticas. Estas relaciones se llaman Tranformaciones de Landau-Khalatnikov-

Fradkin. Las estudiaremos en el próximo caṕıtulo.
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Caṕıtulo 5

TRANSFORMACION DE

LANDAU-KHALATNIKOV-FRADKIN .

5.1. Transformación de Landau-Khalatnikov-Fradkin(LKF)

Los propagadores y los vértices en SQED deben satisfacer las llamadas transforma-

ciones de Landau-Khalatnikov-Fradkin. Estas relaciones no son perturbativas y también

son válidas para cada orden en la teoŕıa de perturbaciones. Son escritas en el espacio Eu-

clideano y por lo tanto son dificiles de manejar en el espacio de momento. Para los vértices

estas transformaciones son demasiado complicadas. Por lo tanto, estudiamos estas trans-

formaciones para el propagador escalar únicamente y obtenemos información valiosa sobre

él en todos los ordenes de α.

Si conocemos una función de Green para un valor de ξ, la podemos deducir para cualquier

otro valor de ξ por medio de la transformación de Landau-Khalatnikov-Fradkin (LKFT)

[5, 6, 7]. Para el propagador escalar, esta transformación en el espacio Euclideano es :

S(x; ξ) = S(x; 0)e−i[∆d(0)−∆d(x)] , (5.1)

donde

∆d(x) = −iξe2
∫

ddp

(2πd)

e−ip·x

p4
. (5.2)

La utilidad de las LKFT en el espacio de momentos necesita los siguientes pasos:
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Empezar con una expresión para el propagador en el espacio de momentos en la

norma de Landau S(p; 0).

Obtener S(x; 0) usando la transofrmada de Fourier.

Obtener S(x; ξ) usando las LKFT.

Usar las LKFT para obtener S(p; ξ).

En próximas subsecciones, aplicaremos LKFT para d = 3 y d = 4.

5.1.1. Transformación de LKF en tres dimensiones

Consideramos el caso simple de d = 3 únicamente para ver que información nos pro-

porcionan la LKFT. En este caso

∆3(x) = −iξe2
∫

d3p

(2π3)

e−ip·x

p4
. (5.3)

Entonces

∆3(0) − ∆3(x) = −iξe2
∫

d3p

(2π)3

[
1 − e−ip·x

p4

]

. (5.4)

Usamos coordenadas esféricas polares. Por lo tanto

ddp = pd−1send−2θdθΩd−2dp , (5.5)

donde

Ωd−2 = 2π
d−1

2 Γ(
d− 1

2
) . (5.6)

Asi que para d=3, d3p = 2πdpp2dθ sen θ. tenemos

∆3(0) − ∆3(x) = − iξe2

(2π)2

∫ ∞

0

dp

p2

∫ π

0

dθ sen θ[1 − e−ipx cos θ]

= − iξe2

2π2x

∫ ∞

0

dp

p3
[px− sen px] . (5.7)

Ahora integrando por partes sobre la variable p obtenemos:
∫ ∞

0

dp

p3
[px− sen px] =

1

2

∫ ∞

0

dp

p2
[x− x cos px] =

x2

2

∫ ∞

0

sen px

p
dp

︸ ︷︷ ︸
π
2

=
π

4
x2 . (5.8)

43



Entonces,

∆3(0) − ∆3(x) = −iξ e
2

8π
= −iαξ

2
= −iax . (5.9)

Por lo tanto, para d = 3, la transformación de Landau-Khalatnikov-Fradkin se reduce a

una expresión muy simple:

S(x; ξ) = S(x; 0)e−ax . (5.10)

S(p;0) : En el espacio de momentos conocemos que el propagador escalar a nivel

árbol es:

S(p; 0) = − 1

p2 +m2
(5.11)

en el espacio de Euclides.

S(x;0) :Consideramos la trasformada de Fourier, tal que,

S(x; 0) =

∫
d3p

(2π)3
e−ip·xS(p; 0) . (5.12)

Entonces,

S(x; 0) = − 1

(2π)2

∫ ∞

0

dp
p2

p2 +m2

∫ π

0

dθ sen θe−ipx cos θ . (5.13)

Realizando la integración angular y radial conseguimos

S(x; 0) = − 1

4πx
e−mx . (5.14)

S(x; ξ): En una norma arbitraria en el espacio de posiciones usando (5.10) el propa-

gador escalar en tres dimensiones es:

S(x; ξ) = − 1

4πx
e−(m+a)x . (5.15)

S(p; ξ): Si calculamos la transformada inversa de Fourier de (5.15) obtenemos

S(p; ξ) =

∫

d3xeip·xS(x; ξ) =

∫

d3xeip·x

[

− 1

4πx
e−(m+a)x

]

. (5.16)

Hacemos una transformación de coordenas cartesianas a coordenadas esféricas po-

lares de la misma manera como lo hemos hecho anteriormente y tenemos

S(p; ξ) = − 1

p2 +

(

m+ αξ
2

)2 . (5.17)

Esta es una expresión no perturbativa para el propagador del escalar.

44



El inverso del propagador escalar es igual a:

S−1 = −
[(

m+
αξ

2

)2]

+ p2 = −
[

m2 + p2 +mαξ +
α2ξ2

4

]

(5.18)

A través de un cálculo directo, hemos obtenido que el propagador inverso en tres dimen-

siones en norma arbitraria es (4.20):

S−1 = −p2 +m2 +
e2

4π

[

m− 2(m2 − p2)

p
tan−1

(
p

m

)

+ (1 − ξ)m

]

.

Comparando los dos resultados tenemos que el propagador a orden árbol y el término

mαξ son iguales. En general, si hacemos una expansión en serie de potencias en α para

el inverso del propagador tenemos:

S−1 = a0α
0 + (a1ξ + b1)α+ (a2ξ

2 + b2ξ + c2)α
2 · · · . (5.19)

Si conocemos S a nivel árbol en la norma de Landau, es decir, conocemos a0, la

transformación de LKF nos proporciona términos del tipo (αξ)n correctamente

para cualquier valor entero positivo de n . En particular para este caso

a0 = −(m2 + p2)

a1 = −m

a2 = −1

4
an = 0 ∀n ≥ 3 .

Hacemos notar que LKF no nos proporciona los términos cruzados, es decir, en la ec.

(5.19) no obtenemos los términos b1, b2, c2, · · · .

5.1.2. Transformación de LKF en cuatro dimensiones

Ahora queremos calcular el propagador de la part́ıcula escalar en cuatro dimensiones

para una norma arbitraria, con este objetivo consideramos d = 4 en la ecuación (5.1)

S(x; ξ) = S(x; 0)e−i[∆4(0)−∆4(x)] , (5.20)

de manera analoga que en tres dimensiones tenemos que

∆4(x) = −iξe2
∫

d4k

(2π)4

eik·x

k4
.
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En este momento es importante notar que si resolvemos ∆(x) para d-dimensiones resulta

∆d(x) = − iξe2

16(π)d/2

1

xd−4
Γ

(
d

2
− 2

)

. (5.21)

Ahora ĺımx−→0 ∆d(x) = ∆d(0). Es interesante que en cuatro dimensiones ∆(x) no depende

de x a menos de que otra escala sea introducida, si esto no sucede entonces ∆(0)−∆(x) = 0

trivialmente, por esta razón no utilizaremos d = 4 si no d = 4 − 2ǫ en el limite ǫ −→ 0

Asi que:

∆4(x) = − iξe2

16(π)2−ǫ

1

x−2ǫ
Γ(−ǫ) , (5.22)

Γ(−ǫ) la expandemos como la ec. (A.14) del apendice (A) y usamos x−2ǫ = 1− 2ǫ ln[x] +

O(ǫ)2 estos resultados nos conducen a la siguiente ecuación

∆4(x) =
−iξe2

16(π)2−ǫ

(

−1

ǫ
− γ + ln[x] + O(ǫ)

)

, (5.23)

no hemos considerado los términos de O(ǫ). La función logaritmo es divergente para cero,

por tal motivo no sustituimos cero en esta ecuación, usaremos xmin. Aśı que obtenemos:

∆4(xmin) − ∆4(x) = −i ln
(

x2

x2
min

)ν

, (5.24)

donde ν = αξ
4π

. Ahora sustituimos en (5.20):

S(x; ξ) = S(x; 0)

(
x2

x2
min

)−ν

. (5.25)

S(p;0): El propagador a nivel árbol como ya lo hemos visto anteriormente es

S(p; 0) = − 1

p2 +m2
. (5.26)

S(x;0): Nuevamente hacemos una transformación de Fourier para encontrar el

propagador a nivel árbol del escalar en el espacio de posición

S(x; 0) =

∫
d4p

(2π)4
e−ip·xS(p; 0) , (5.27)
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desarrollando

S(x; 0) = − 1

4π3

∫ ∞

0

dpp3 1

p2 +m2

∫ π

0

dθsin2θe−ipxcosθ , (5.28)

asi que podemos deducir usando los resultados dados en las integrales (A.7) y (A.10)

del apendice A que el propagador en cuatro dimensiones en norma de Feyman y

espacio de coordenadas es :

S(x; 0) =
−m
4π2x

K1(mx) (5.29)

S(x; ξ): Si sustituimos (5.29) en (5.25) encontramos el propagador en norma arbi-

traria en el espacio de coordenadas

S(x; ξ) =
−m
4π2x

K1(mx)

(
x2

x2
min

)ν

(5.30)

S(p; ξ): Regresando al espacio de momentos

S(p; ξ) =

∫ ∞

0

d4xeip·xS(x; ξ) , (5.31)

una transformación a coordenadas esféricas polares y el resultado de (A.7) del apen-

dice A nos conducen a :

S(p; ξ) = −m
p

(x2
min)ν

∫ ∞

0

x1−2νK1(mx)J1(px)dx , (5.32)

ahora podemos utilizar el resultado de la integral (A.11) del apendice A asi que el

propagador a un lazo en el espacio de momentos en una norma arbitraria en cuatro

dimensiones es:

S(p; ξ) = − 1

m2

(
m2

Λ2

)ν

Γ(1 − ν)Γ(2 − ν)2F
1(1 − ν, 2 − ν; 2;− p2

m2
) , (5.33)

donde Λ = 4/x2
min.
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Cuando m2 >> p2 podemos expander 2F1 como

2F1(α, β; γ;− p2

m2
) = 1 − αβ

γ

p2

m2
+O

(
p2

m2

)2

. (5.34)

Desarrollamos la ecuación (5.33) usando la propiedad anterior y despreciamos los términos

de segundo orden y obtenemos:

S(p; ξ) = − 1

m2
(1 − p2

m2
) +

ν

m2

[

1 − 2γ − ln

(
m2

Λ2

)

+
p2

m2

(

−5

2
+ 2γ + ln[

m2

Λ2
]

)]

,(5.35)

si escribimos z = p2

m2 la ecuación anterior se convierte en

S(p; ξ) = − 1

m2
(1 − z) +

ν

m2

[

1 − 2γ − ln

(
m2

Λ2

)

+ z

(

−5

2
+ 2γ + ln[

m2

Λ2
]

)]

. (5.36)

En el caṕıtulo anterior obtuvimos la expresión (4.24) para el propagador en cuatro di-

mensiones a un lazo cuando z y ǫ estaban muy cercanos a cero. Ahora podemos comparar

ese resultado con el dado por la ecuación (5.36), pero como las transformaciones LKF no

nos proporcionan términos cruzados los omitiremos. Asi la ecuación resulta

S−1 = −m2(1 + z) −m2ν

[

1 − z

2
− (1 + z)

(

γ − 2 ln 2 − ln π − 1

ǫ
+ ln[m2]

)]

, (5.37)

para comparar correctamente estos términos debemos obtener el inverso de esta ecuación

por tal motivo expandemos en ν y z

S = − 1

m2
(1 + z) +

ν

m2

[

1 − γ − 1

ǫ
+ 2 ln 2 − lnm2 + ln(π)

]

+
ν

m2

[

z

(

−5

2
+ γ − 1

ǫ
− 2 ln 2 + lnm2 − ln π

)]

. (5.38)

Ahora de las ec. (5.36) y (5.38) podemos deducir la siguiente relación

ln
m2

Λ2
⇒ −γ − 2 ln 2 − ln[m2] − ln π − 1

ε
. (5.39)

Tambien podemos comparar los inversos de los propagadores para ese fin primero debemos

obtenemos el inverso de (5.36) expandiendo en z y en ν

S−1 = −m2(1 + z) − νm2[1 − z

2
− (1 + z)(2γ + ln

m2

Λ2
)] . (5.40)
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De manera similar de la ec. (5.37) y (5.40) resulta nuevamente la relación (5.39). Como

vimos en la sección anterior LKFT nos proporciona términos del tipo (αξ)n para cualquier

valor entero positivo de n. De la ecuación (5.19) para el propagador inverso encontramos

los valores de los coeficientes a0 y a1

a0 = −(m2 + p2) ,

a1 = −m2[1 − z

2
− (1 + z)(2γ + ln

m2

Λ2
)] ,

an = 0 ∀n ≥ 2 . (5.41)

Asi que para los casos de tres y cuatro dimensiones las transformaciones de Landau-

Khalatnikov-Fradkin nos proporcionan valores correctos para los coeficientes de (αξ)n.
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Caṕıtulo 6

Discusión y Conclusiones

Hemos estudiado Electrodinámica Cuántica Escalar a nivel de un lazo en la teoŕıa de

perturbaciones. Vamos a resaltar los resultados más importantes que hemos desarrollado

a lo largo de la tesis:

A partir del formalismo de la mecánica cuántica motivamos los diagramas y reglas

de Feynman.

Calculamos el propagador escalar a un lazo en dimension y norma arbitraria.

Encontramos el propagador del escalar en tres dimensiones a un lazo.

Usamos las transformaciones de Landau-Khalatnikov-Fradkin(LKF) para calcular

el propagador del escalar en tres dimensiones.

Comparamos los resultados del propagador a un lazo en tres dimensiones, con el

calculo correspondiente con las transformaciones de Landau-Khalatnikov-Fradkin.

Asi mismo calculamos el propagador del escalar a un lazo para d = 4 − 2ǫ en el

limite ǫ −→ 0

De nuevo basandonos en las transformaciones de Landau-Khalatnikov-Fradkin cal-

culamos el propagador del escalar en cuatro dimensiones.

Finalmente comparamos nuestros resultados de LKF con los de un lazo y encon-

tramos los coeficientes correspondientes de las potencias de ξ
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Apéndice A

Parametrización de Feynman

A.1. Algunas Integrales Estándar

Las integrales mas comunes para el calculo de lazos en d-dimensiones son:
∫

ddwf(w) = 0 , (A.1)

∫
ddw

(w2 + s)n
= iπd/2 Γ(n− 1

2
d)

Γ(n)

1

sn−d/2
, (A.2)

∫

ddw
wµ

(w2 + s)n
= 0 , (A.3)

∫

ddw
wµwν

(w2 + s)n
= iπd/2 Γ(n− 1

2
d− 1)

2Γ(n)

gµν

sn−d/2−1
, (A.4)

∫

ddw
w2

(w2 + s)n
= iπd/2 Γ(n− 1

2
d− 1)

2Γ(n)

d

sn−d/2−1
, (A.5)

donde se usa el hecho de que

gµνg
µν = d . (A.6)

Las ecuaciones (A.2)-(A.5), son derivadas para valores enteros de d. Para valores no en-

teros, las integrales son definidas por las expresiones de los lados derechos de estas ecua-

ciones. Otras integrales estandar [8] usadas en esta tesis para el calculo de las transfor-

maciones LKFT son
∫ π

0

dθ sen2ν θe−iβ cos θ =
√
π

(
2

β

)ν

Γ

(

ν +
1

2

)

Jν(β) [Reν > −1

2
] , (A.7)

∫ ∞

0

dp
p

p2 +m2
sen px =

π

2
e−mx [a > 0 Re β > 0] . (A.8)
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∫ ∞

0

xne−βx sen bxdx = n!

(
β

β2 + b2

)n+1 ∑

0≤2k≤n

(−1)n ∂n

∂βn

(
b

b2 + β2

)

, (A.9)

[β, b > 0 ∈ ℜ] .

∫ ∞

0

pν+1Jν(px)

(p2 +m2)µ+1
dp =

mν−µxµKν(mx)

2µΓ(µ+ 1)
. (A.10)

∫ ∞

0

x−λKµ(ax)Jν(bx)dx =
aλ−ν−1bν

2λ+1Γ(1 + ν)
Γ

(
ν − λ+ µ+ 1

2

)

×Γ

(
ν − λ− µ+ 1

2

)

12F1

(
ν − λ− µ+ 1

2
,
ν − λ+ µ+ 1

2
; ν + 1;− b2

m2

)

. (A.11)

A.2. La Función Gamma

De las identidades de la Función Gamma tenemos que

Γ(ǫ) =
1

ǫ
Γ(1 + ǫ) . (A.12)

Por una expansión de Taylor (ǫ≪ 1)

Γ(1 + ǫ) = Γ(1) + ǫΓ′(1) + O(ǫ2)

= 1 + ǫΓ(1)ψ1(1) + O(ǫ2)

= 1 − ǫγ + O(ǫ2) , (A.13)

Γ(ǫ) =
1

ǫ
(1 − ǫγ + O(ǫ2))

=
1

ǫ
− γ + O(ǫ) , (A.14)

Γ(−1 + ǫ) = − 1

1 − ǫ
Γ(ǫ) = −(1 + ǫ+ ǫ2 + · · · )

(
1

ǫ
− γ + O(ǫ)

)

= −
[
1

ǫ
+ 1 − γ + O(ǫ)

]

, (A.15)

donde γ es la constante de Euler:

γ = ĺım
n→∞

(1 +
1

2
+ · · · + 1

n
− lnn) = 0,5772157 . (A.16)
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A.3. Parametrización de Feynman

Cuando tenemos integrales muy complicadas estas pueden ser reducidas a una forma

mas simple usando una técnica ingeniosa dada por Feynman. Para el producto de dos

factores cuadráticos a y b, comenzamos con la identidad

1

ab
=

1

b− a

∫ b

a

dt

t2
. (A.17)

Definiendo el parámetro de Feynman z como

t = b+ (a− b)z , (A.18)

La ecuación (A.17) puede ser escrita

1

ab
=

∫ 1

0

dz

[b+ (a− b)z]2
. (A.19)

Vemos que introduciendo el parámetro de Feynman z hemos expresado 1/ab en términos

de un sólo factor elevado a la potencia 2. Aunque la integral (A.19) tenga la apariencia

de ser más complicada, veremos que la parametrización de Feynman nos permite evaluar

todas las integrales directamente. El método anterior se puede extender fácilmente. Para

tres factores, el resultado alternativo es

1

abc
= 2

∫ 1

0

dx

∫ x

0

dy
1

[a+ (b− a)x+ (c− b)y]3

= 2

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dz
1

[a+ (b− a)x+ (c− a)z]3
(A.20)

las cuales se pueden probar integrando con respecto a y y z respectivamente y usando

la ecuación (A.19). La ecuación (A.20) se puede generalizar a un número arbitrario de

factores, y el resultado es

1

a0a1a2 · · · an

= Γ(n+ 1)

∫ 1

0

dz1

∫ z1

0

dz2 · · ·
∫ zn−1

0

dzn

× 1

[a0 + (a1 − a0)z1 + · · · + (an − an−1)zn]n+1
(A.21)

la cual es establecida por inducción. Otros resultados útiles son obtenidos por diferen-

ciación con respecto a uno o más parámetros. Por ejemplo, diferenciando la ecuación
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(A.19) con respecto a a obtenemos

1

a2b
= 2

∫ 1

0

dz
z

[b+ (a− b)z]3
. (A.22)

En la misma manera podemos obtener otras expresiones más complicadas.

A.4. Solución de la integral Jnp

Jnp =

∫

ddk
1

( q2

︸︷︷︸

A

)n(k2 −m2

︸ ︷︷ ︸

B

)p
. (A.23)

Transformamos el denominador usando la siguiente integral de Feynman

1

AnBp
=

Γ(n+ p)

Γ(n)Γ(p)

∫ 1

0

dx
xn−1(1 − x)p−1

[xA+ (1 − x)B]n+p
(A.24)

entonces

Jnp =
Γ(n+ p)

Γ(n)Γ(p)

∫ 1

0

dx

∫

ddk
xn−1(1 − x)p−1

[x(k − p)2 + (1 − x)(k2 −m2)]n+p
, (A.25)

Transformemos el denominador de esta integral a una forma conveniente para poder in-

tegrar. Llamemos

D = x(k − p)2 + (1 − x)(k2 −m2)

= x[k2 + p2 − 2k · p] + (1 − x)k2 −m2(1 − x)

= k2 − 2k · px+ p2x−m2(1 − x) . (A.26)

Sea

w = k − px , ⇒ k = w + px . (A.27)

Sustituyendo (A.27) en (A.26) obtenemos

D = (w + px)2 − 2(w + px) · px+ p2x−m2(1 − x)

= w2 + p2x(1 − x) −m2(1 − x) . (A.28)

Si sustituimos (A.28) en la ec. (A.25)

Jnp =
Γ(n+ p)

Γ(n)Γ(p)

∫

dxxn−1(1 − x)p−1

∫

ddw
1

[w2 + p2x(1 − x) −m2(1 − x)]
(A.29)
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ahora esta integral tiene la forma de la ec. (A.2) con S = p2x(1 − x) −m2(1 − x) asi que

la ecuación (A.29) se transforma en

Jnp =
(−1)n+piπd/2Γ(n+ p− d

2
)

Γ(n)Γ(p)

∫ 1

0

dx[−p2x(1 − x) +m2(1 − x)]
d
2
−n−p ×

xn−1(1 − x)p−1 . (A.30)

La integral

∫ 1

0

dx[−p2x(1 − x) +m2(1 − x)]
d
2
−n−pxn−1(1 − x)p−1 =

=

∫ 1

0

xn−1(1 − x)p−1(1 − x)
d
2
−n−p(−p2x+m2)

d
2
−n−pdx

= (m2)
d
2
−n−p

∫ 1

0

xn−1(1 − x)
d
2
−n−1(1 − p2

m2
x)

d
2
−n−pdx (A.31)

eta integral la resolvemos usando la siguiente integral estándar, [8].

∫ 1

0

xλ−1(1 − x)µ−1(1 − βx)−νdx = B(λ, µ)2F1(ν, λ;λ+ µ; β) , (A.32)

donde λ = n, µ = d
2
− n, β = p2

m2 y −ν = d
2
− n− p. Por lo tanto,

∫ 1

0

xn−1(1 − x)
d
2
−n−1(1 − p2

m2
x)

d
2
−n−pdx =

= B

(

n,
d

2
− n

)

2F1

(

− d

2
+ n+ p, n;

d

2
;
p2

m2

)

=
Γ(n)Γ(d

2
− n)

Γ(d
2
)

2F1

(

− d

2
+ n+ p, n;

d

2
;
p2

m2

)

. (A.33)

Entonces

Jnp = (−1)n+piπd/2(m2)
d
2
−n−p Γ(n+ p− d

2
)Γ(d

2
− n)

Γ(p)Γ(d
2
)

×

2F1

(

− d

2
+ n+ p, n;

d

2
;
p2

m2

)

. (A.34)
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