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Introduccion

Las particulas fundamentales se dividen en dos categorias, fermiones y bosones. Los
fermiones son particulas que obedecen el principio de exclusion de Pauli y poseen espin
semientero s = n + %, en donde n = 0,1,2,---, es decir, n es un numero entero. Los
fermiones elementales son los quarks y los leptones que tienen espin % Los bosones son
particulas que no obedecen el principio de exclusién de Pauli y poseen un espin entero
s=20,1,2,---. Los bosones elementales son fotones, gluones, bosones débiles y gravitones
{W=,Z}. Los fotones, gluones y bosones débiles tienen espin s = 1 y para los gravitones
tenemos s = 2. Llamamos particulas escalares a aquellas cuyo espin es cero. Todavia
no se ha descubierto ninguna particula escalar fundamental aunque el famoso higgs es
un candidato. Por otro lado, existen escalares compuestos como piones. Las particulas
que tratamos en esta tesis son escalares cargados y fotones. Las particulas con diferentes
valores de espin satisfacen diferentes ecuaciones de movimiento. Los fermiones de espin

—1 satisfacen la ecuacién de Dirac. Los bosones de espin cero satisfacen la ecuacién de

Kfein—Gordon. Los bosones (sin masa) de espin s=1 satisfacen la ecuaciéon de Maxwell. Por
el hecho de que estamos interesados tinicamente en escalares y fotones, nos restringiremos
a estudiar la ecuacion de Klein-Gordon y las de Maxwell.

Existen cuatro fuerzas basicas que describen todas las interacciones hasta ahora ob-
servadas entre las particulas: la fuerte, la débil, la electromagnética y la gravitacional. Las
fuerzas débil y fuerte son experimentadas inicamente a distancias subatomicas. La fuerza
gravitacional y la fuerza electromagnética son experimentadas comtinmente en la vida di-
aria, ya que actian a largas distancias entre particulas con masa y con carga eléctrica,
respectivamente.

El Mdédelo Estindar describe las interacciones (excepto la gravitacional) entre particu-
las elementales y fue propuesto en 1967 por Salam, Weinberg y Glashow. Desde entonces
hasta la fecha, este médelo ha sobrevivido todos los retos experimentales. La interacion
que tratamos en esta tesis es unicamente la electromagnética. El formalismo que de-
scribe esta interaccion a nivel microscépico recibe el nombre de Electrodinamica Cuantica
(QED). Entonces QED es pertinente a todas las particulas que sufren la interaccién elec-
tromagnética o dicho de otro modo, a las particulas con carga eléctrica. Trataremos con
Electrodinamica Cuéntica Escalar (SQED). La Electrodindmica Cuantica Escalar trata a
las particulas escalares cargadas interactuando con los fotones.

. Por que estamos interesados en estudiar SQED a pesar de que no existen particulas
escalares cargadas y fundamentales? A continuacion, mencionamos algunas razones que



nos motivan a estudiar SQED:

» Hay varias razones de creer que existe fisica importante mas alla del modelo estandar.
En casi todas las extensiones del modelo estandar, como supersimetria y tecnicolor,
aparecen naturalmente escalares cargados.

= En los modelos de inflacion y de materia oscura, es comun suponer la existencia de
particulas escalares. Recientemente hay especulaciones que los efectos cudnticos (de
un lazo) en SQED durante el periodo de inflacién pueden causar efectos relevantes
y observables [1].

= SQED también nos provee una plataforma simple y atractiva para abordar proble-
mas no perturbativos involucrando teorias de norma, tales como encontrar funciones
de Green no-perturbativas, [2]. Por el hecho de que tales intentos en QED espinorial
pueden ser demasiado complicados, [3]. SQED nos puede ayudar a alcanzar nuestros
objetivos de una manera simple y transparente.

En esta tesis, estudiamos el propagador escalar en SQED a un lazo. Ademas usando las
relaciones poderosas de Landau-Khalatnikov-Fradkin, tratamos de hallar una forma no
perturbativa del mismo [3]. Como esperabamos nuestros resultados son simples en com-
paracién con los encontrados en [4]. En un futuro, planeamos abordar el problema de la
covarianza de norma en la generaciéon dindmica de masa para escalares en SQED.

= En el Capitulo 1 estudiamos los fotones, es decir, las ecuaciones de Maxwell. Tam-
bién discutimos la invariancia de norma, el Lagrangiano y el propagador.

= En el Capitulo 2 estudiamos las particulas escalares, las cuales son descritas por
la ecuacion de Klein-Gordon. Vemos cual es la densidad de Lagrange para estéds
particulas, asi como el propagador que se usa en la descripcién de procesos de dis-
persién y en el calculo de secciones eficaces.

= En el Capitulo 3 estudiamos las interacciones entre particulas escalares y fotones, es
decir, la electrodindmica cuantica escalar. A partir del formalismo de la mecédnica
cuantica relativista motivamos los diagramas y reglas de Feynman.

= En el Capitulo 4 calculamos la correccion al propagador escalar a un lazo en una
norma y dimensién arbitraria. Tomamos los casos particulares d = 3 y d = 4 — 2e,
e — 0.



» En el Capitulo 5 estudiamos las transformaciones de Landau-Khalatnikov-Fradkin
(TLKF) para el propagador escalar. A partir de estas transformaciones obtenemos
el propagador escalar no perturbativoen d =3y d = 4.

= Por dltimo presentamos la discusiéon y conclusiéon en el Capitulo 6.



Capitulo 1

FOTONES

1.1. Ecuaciones de Maxwell

Las ecuaciones de Maxwell relacionan el campo eléctrico E (r,t) y el campo magnético
B (r, ) con la densidad de carga p (r,t) y la corriente electromagnética j (r, ). Sin mostrar
la dependencia sobre r y t, estas ecuaciones se pueden escribir de la siguiente manera en

electrodinamica clésicas:

V-E = p,
V-B = 0,
0B
E+—— =
V X +8t 0,
OE
B-— = j. 1.1
V x i j (1.1)

Hemos usado las unidades naturales de Heaviside-Lorentz poniendo ¢=1. El potencial de
Coulomb en estas unidades es V = e?/4mr para una carga puntual. Podemos introducir

potenciales eléctrico y magnético, es decir, ¢ y A de la manera usual. Escribiendo E y B

COImMo:
0A
B = VxA, (1.3)

las ecuaciones homogéneas de Maxwell se satisfacen automaticimente. Para escribir las

otras dos ecuaciones en forma covariante introducimos dos cuadrivectores j* = (p,j) y
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A" = (p, A) y se puede verificar que:
024 — 9M(9,A") = j* (1.4)

es equivalente a las ecuaciones no homogéneas de Maxwell. Ahora, las ecuaciones de

Maxwell se pueden escribir en términos del tensor antisimétrico
Fr = orAY — oV A | (1.5)
de la forma
O F" = jv. (1.6)

Esta es la forma mas compacta de escribir las ecuaciones de Maxwell. En la préxima

seccidén estudiaremos la llamada simetria de norma de la electrodinamica.

1.2. Invarianza de norma

Podemos verificar que los potenciales en las ecuaciones (1.2) y (1.3) poseen cierta

arbitrariedad. Entonces, si eligiéramos unos nuevos potenciales:

x

/

— A 1.
@ g (1.7)
A" = A-Vy, (1.8)

donde y es una funcion escalar, tendriamos que:

0A’ 0 0 0A
o - Vy' = [A—Vx]—V[go%——X}:———ch:E.

B = ot ot ot

Similarmente para el campo magnético:
B =VxA'=VXx[A-VY]|=VXxA-VxVy=VxA=B.

Este cambio a los nuevos pero fisicamente equivalentes potenciales de las ecuaciones (1.7)
y (1.8) se llama transformacién de norma. Como pudimos comprobar los campos eléctrico
y magnético son invariantes ante estas transformaciones. Las ecuaciones (1.7) y (1.8)

pueden ser combinadas como:

AF = AP 4 My (1.9)



F* es invariante ante las transformaciones de norma:
Fr=0rAY — OV AF — OH(AY + 0" x) — 0" (A* + 0% x) = F*.

Por el hecho de que las transformaciones de la ecuacién (1.9) dejan los campos E y B
invariantes, es recomendable deshacerse de la arbitrariedad en A*. Este proceso se llama
fijar la noma. Una de las maneras de hacerlo es imponer 9,A" = 0, esta condicién se

llama condicién de Lorentz e implica que:
90"y = 0%y = =39, A" .

Esta es una ecuacién no homogénea de ondas y sabemos que tiene soluciones. La ecua-

ciones de Maxwell se reducen a
D2AM = ji (1.10)

La condiciéon de norma es una buena eleccién para fijar la norma si queremos mantener
la invarianza de Lorentz explicitamente. Como todas las ecuaciones de movimiento, las
ecuaciones de Maxwell se pueden derivar mediante un lagrangiano. Lo vemos en la préxima

seccion.

1.3. Lagrangiano electromagnético

El lagrangiano (densidad de lagrangiano) para un fotén libre se puede escribir como:

1
L=—-F"F

T F (1.11)

Las ecuaciones de Maxwell se obtienen como las de Euler-Lagrange para este lagrangiano,

es decir:
oL oL
_ = )=0. 1.12
a4, (a@ﬂAa)) 0 (1.12)
La ecuacion (1.11) nos permiten deducir:
oL
o =0 (1.13)
oL
—— = b, 1.14
00,4.) .



Si sustituimos las ecuaciones (1.13) y (1.14) en la ecuacién (1.12) obtenemos las ecuaciones
de Maxwell:
O =0 . (1.15)

Observemos que por la antisimetria del tensor F*, F% = —F% ]o que implica que
F% = 0. Asi que el lagrangiano (1.11) no tiene términos de la forma A9, Definamos:

o
04,

w

(1.16)

donde 7* es el momento conjugado al campo. Las ecuaciones (1.11) y (1.16) implican que:

O_aLi

-y, 1.17
A (1.17)

™

pues en el lagrangiano no aparecen términos del tipo A° una situacién poco deseable
porque no nos permite aplicar el formalismo candénico de cuantizacion de la teoria de

campos. En este formalismo las relaciones de conmutacion:

se traducen como las siguientes relaciones de conmutacién para los campos AH(x,t) y

T (x,1):

[AF(x,t), A (X', t)] = [7H(x,t), 7" (X, t)] =0, (1.18)

[A¥(x, 1), 7 (X, 1)] = —ig""6 (x — %) . (1.19)
7% = 0 para el lagrangiano de la ecuacién (1.11) y por lo tanto
[A°(x, 1), 7 (x', )] = 0, (1.20)

en contradiccién con la relacién (1.19). Por esta situacién incémoda, debemos agregar un
término que contenga una derivada con respecto al tiempo de A° al lagrangiano de tal
manera que la teoria no se altere. Una manera conveniente es agregando un término al

lagrangiano que es —2—15(8“/1“)(8,,/1”). ¢ se llama parametro de norma covariante y puede
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ser cualquier nimero real finito. ¢ = 1 es norma de Feyman. £ = 0 es llamada norma de
Landau. Este término adicional se puede considerar como una constriccién. La tedria se
queda invariante tras imponer la condicién de Lorentz 9,A* = 0.

Estas normas son muy convenientes para el estudio de procesos de dispercion de altas
energias donde es deseable mantener manifiesta la invarianza de Lorentz y usando el
método de Gupta y Bleuler es posible cuantizar las cuatro componentes de A* como
grados independientes de libertad. Es importante resaltar que la fisica no es afectada por
el valor de £. Cualquier ¢ puede ser usada. Los pasos intermedios pueden ser diferentes
para diferentes elecciones de £, pero el resultado final para cualquier observable fisico es

independiente de la £ escogida. Asi que el lagrangiano final para un fotén libre es:

1 1
L=—-F"F,, — —(0,A")(0,A") . 1.21
B = 50,40, 4) (1.21)
La presencia de una corriente j7# modifica al lagrangiano como:
1 1 .
L= _ZFWFW — E((‘?HA“)(&,A”) — JuA" . (1.22)

Correspondientemente, las ecuaciones de Maxwell adquieren la forma
2AV 1 v AW Y
0247 — 1—E 0" (9,A") = 5" . (1.23)

Antes de empezar a estudiar particulas escalares, es un buen momento para hablar del
propagador del fotén aunque posponemos la discucion de su relevancia en la teoria de
dispersién relativista hasta el capitulo 3.
1.4. Propagador

Para definir el propagador del fotén empezaremos con la ecuacién (1.4). Queremos

encontrar A* que satisfaga esta ecuacion. Para eso consideremos dos casos:

Caso(I): El procedimiento es un poco mas sencillo si empezamos con la norma de Feyman

¢ = 1. En este caso,

02 A(z) = j*(x) . (1.24)



Resolveremos esta ecuacién usando el método de Green para lo cual hay que encontrar la

solucion de la siguiente ecuacion:

9O Gus(w,y) = g% p0*(x —y) (1.25)

donde G*4(z, y) es la funcién de Green de dos puntos para el fotén o propagador del fotén

en el espacio de posicién. Ahora proponemos la siguiente solucién para A*(x):

Ar(x) = Al(x) + / 2yG (2, 9)js(y) | (1.26)

donde Ajfj es el campo foténico en ausencia de corrientes y por lo tanto satisface la ecuacion
0%A) = 0 en la norma de Feynman. Para verificar que (1.26) si es una solucién de (1.24),

aplicamos ¢* ,02 a la ecuacién (1.26) y usando (1.25) conseguimos:
FBAE) = oA + [ g PG i

_ / 978" (x — y)jsly) = ()

07 A%(z) = j*(x) .

Para resolver la Ec. (1.25) hacemos la transformada de Fourier de G**(x,y) al espacio de
momentos:

1

1B (o —
G"(z,y) L

/Duﬂ(q)eiq(xy)délq.
Aplicamos g,,0?% a G*(z,y) y usando la ecuacién (1.25) obtenemos que:

1 —ig(x—
9" 6z —y) = W/Dw@gau(—qz)@ W= giq .

Por lo tanto, identificamos directamente que

1
D(g) = — 59" (1.27)

D#P se llama propagador del fotén en la norma de Feynman.

Casoll: Ahora empezamos con la ecuacién foténica en una norma arbitraria:
2 v 1 v 2
oA"Y — l—g 0"(0,A") = 5" .

9



Para encontrar A” resolvemos primero la siguiente ecuacion:
g o2 — (1 — %)8”8’\1 Gra(r,y) = ¢" 0 (z —y) , (1.28)
y proponemos la siguiente solucién para Ay(z)
@) = B@) + [ Gralen)i* W)ty (1.29)

Procedemos de maner similar que en el caso (I) y el propagador del fotén resulta ser:

Dinlg) = {—%;m—s)qgia} .

Como mencionamos anteriormente, el propagador del fotén juega un papel importante en
la teoria de dispersién cuando los fotones interactuan con particulas cargadas. Dedicamos

el préximo capitulo a estudiar la dindmica de las particulas escalares cargadas.
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Capitulo 2

ESCALARES

2.1. Ecuacién de Klein-Gordon

La ecuacion de Schrodinger en mecanica cudntica para una particula libre de masa m

en el estado ¢ es:

0 1
—p+-—V30=0. 2.1
im0t 5 Vo (2.1)
Esta ecuacién corresponde a la relacion en forma de operadores de la energia no relativista:
p?
E=— (2.2)
2m
después de reemplazar
0
E | —
TS
p — —iV. (2.3)

La ecuacién (2.1) describe correctamente el movimiento de las particulas micrdscopicas
cuando intervienen bajas velocidades. Sin embargo, para velocidades grandes ya no se
cumple. La ecuaciéon de Schrodinger fue modificada para el dominio relativista susti-

tuyendo la ecuacién (2.2) por la relacién
E?=p%+m?. (2.4)

Sustituyendo las cantidades E y p por los operadores correspondientes en la ecuacién
(2.4) obtenemos
0

o + V3o =m?p . (2.5)

11



Esta ecuacion se conoce como la ecuacion de Klein-Gordon. Para facilitar el manejo de

formulas y manifestar la invarianza de Lorentz explicitamente, se utiliza la siguiente no-

9,
o’ = (875’ ) ’

9,00 = 0%, (2.6)

tacién:

De este modo escribimos la ecuacién de Klein-Gordon como:
(@ +m*)p=0. (2.7)
La solucion a esta ecuacion es de la forma
Y= NelPex=Et) — Nz (2.8)

Aparentemente, hay dos problemas con la ecuacion de Klein-Gordon, como veremos a

continuacion.
2.1.1. Densidad de probabilidad negativa
El complejo conjugado de la ecuacién de Klein-Gordon, (2.7), es:
(O% 4+ m?)p* =0. (2.9)
Multiplicamos la ecuacién (2.7) por ¢* y la ecuacién (2.9) por ¢ y las restamos:
0 0%p — pO%p* =0 .. (2.10)
Desarrollandola obtenemos:
Oulp™ 0o — 90" = 0. (2.11)

Si multiplicamos la ecuacién anterior por i/2m y comparamos con la ecuacién 0, j* = 0

tenemos que:

gt = %(w Mo — dt'e™) . (2.12)

12



La razén por la cual multiplicamos por i/2m es que j° tenga las dimensiones de densidad

de probabilidad 1/cm?. La conservacién de la corriente se puede escribir como:

i’ +V-j=0. (2.13)
donde
0_ o _ w0 a0
J=p Qm(w@w 00 "),
2
i = —(0'Vop— ) 2.14
j Qm(sto eV™) (2.14)

Ahora integramos la ecuacién de continuidad sobre todo el espacio

/8Opd3x:80/pd3x:—/V-jd3x:—/j-ds. (2.15)
\% 14 14 S

Como la superficie S esta infinitamente lejos, suponemos que los campos desaparecen a

estas distancias. Por lo tanto:
/ pdz = constante . (2.16)
1%

Es natural interpretar p como la densidad de probabilidad. La ecuacion de Klein-Gordon
es de segundo orden con respecto a la derivada temporal, por lo cual necesitamos dos
condiciones para conocerla en un tiempo futuro. Para un tiempo dado ¢, ¢ y ¢ pueden
tener valores arbitrarios, por lo tanto p(x,t) puede ser positiva o negativa. Esto es un

problema, pues no se puede interpretar una densidad de probabilidad negativa.
2.1.2. Energia negativa
Si sustituimos la ecuacién (2.8) en la ecuacién (2.7) obtenemos:
E?=p*+m? — E==+(p>+m?)"?. (2.17)

Como sabemos que las particulas con energias negativas no existen, asi que podriamos
simplemente tirar las soluciones de energias negativas. Pero se puede verificar que en la
presencia de potenciales externos, aunque empezemos sélo con las soluciones de energias
positivas, aparecen soluciones con energias negativas. Por lo tanto, no se pueden deshac-
er de las soluciones no deseadas. En las préximas secciones veremos como resolver los

problemas de la densidad y energia negativa.
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2.2. Lagrangiano de una particula escalar

La densidad de lagrangiano para el campo de Klein-Gordon es:
Op 0p* 1
Lo o, = 2 ) = — [(0,0") (") — m>p*p] . 2.18
(s@ v axy) 5 [0u)(0"0) —me"¢] (2.18)
Podriamos escoger la parte real e imaginaria de ¢ como campos independientes, pero
preferimos escoger ¢ y ¢* para representar particulas cargadas. Para verificar que efecti-
vamente esta densidad de lagrangiano corresponde al campo de Klein-Gordon, debemos

obtener de las ecuaciones de Euler-Lagrange las ecuaciones de Klein-Gordon para ¢ y ¢*.

Para ¢
oL oL
— 0" =——= | =0. 2.19
35~ () 219
Usando el lagrangiano de la ecuacién (2.18)vemos que
oL _ _m.
880 - 2 (70 )
oL 1
" — —O%p* . 2.20
(Gwa) = 220
Para esta obtenemos
[O% + m?)p* =0. (2.21)

Similarmente para el campo ¢* tenemos

oL oL
Ak = ) = 2.29
e <a<aw*>) 0 (2:22)

que implica de manera directa la ecuacion de Klein-Gordon
(0% +m?lp=0. (2.23)
Hemos confirmado entonces, que esta densidad de lagrangiano efectivamente corresponde

a el campo de Klein-Gordon.

2.3. Interpretacién de la ecuacién de Klein-Gorddén

En esta seccion trataremos de resolver los problemas asociados con las energias y

probabilidades negativas.

14



2.3.1. Solucion de densidad de probabilidad negativa

Podemos redefinir la corriente j* dada en la ecuacién (2.12) agregando la carga e de

modo que ahora

P = (0 — 0" = (ed € (2.24)
2m
donde
d o= L — o) (2.25)
2m ’
significa densidad de carga, y
i = (Vg — V) (2.26)
J= om Y Ve —pve ), .

denota la densidad de carga-corriente. La densidad de carga (2.25) puede ser positiva
negativa o cero. De ahora en adelante s6lo hablaremos de p’ y j’ por lo tanto, para
conveniencia obvia, los llamamos p y j. Podemos normalizar la densidad de corriente p de

la siguiente manera:

/ pd’r = e . (2.27)
14

Una particula libre tiene dos posibles soluciones para un momento p dado, una con energia

positiva y la otra con energia negativa
E,==+vp?+m?, (2.28)
las soluciones resultan:

wr = Nyexp(i(p-xF |Eplt)) , (2.29)

donde N. son constantes de normalizaciéon. Sustituyendo esta solucién en la expresion
para p ecuacién (2.25) tenemos que:

6|Ep|
m

p+ ==

CLp+ - (2.30)

Las condiciones de frontera periddicas en los bordes de una caja ctbica de longitud L son

tales que
Pnt = Nnx expli(pn - X F [Ep,[1)] (2.31)
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donde

2
Pn = %n , n=(ngmny,n,) ; n,€N (2.32)

E, =\p:+m?=E,. (2.33)

Aqui n es un vector en el espacio con ejes n,, ny, n.. Las constantes de normalizacién son

determinadas por la condicién (2.27)

m
Npt = 4/ . 2.34

Asi, la expresion (2.31) se escribe de la siguiente manera:

m .
et =\ gag P LiPa - X FEufD)] - (2.35)

Esta solucion sera muy util para la solucién del problema de energias negativas que

serd abordado a continuacion.

2.3.2. Solucién de energia negativa

Para saber cudl es la energia asociada a estas dos soluciones, sugerimos calcular el

tensor de energia-momento e interpretar la energia apartir de la expresion

H = /d3xT00 ) (2.36)
El tensor de energia-momento se escribe como
oL
T, = 0, po—————Lg" . (2.37)
I zﬂ: a4 8(81/(?0) 2

Para el campo de Klein-Gordon tenemos

oL oL
T, = 0up—ooe + 0

*—_ 12 2'
2(Dve) MY 9(0,07) 9w (2.38)

donde el lagrangiano es el dado en la ecuacién (2.18). Haciendo las operaciones correspon-

dientes encontramos que

1

= o

[[(0,0) (8" ") + (0u*) (87 0)] — [(05")(070) — mP@*lg” ]
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Entonces

%) = == [(0)(8%) + (V") - (Vo) + mip™e] . (2.30)

- 2m

Para encontrar la energia correspondiente tenemos que
Hyy = / 3 T° o(n, £)d*z | (2.40)
L
donde
T (%) = 5~ [(5)(@ns) + (Vi) - (Vous) + mighagns] - (241)

Si sustituimos la ecuacién (2.35) en la ecuacién (2.41) conseguimos

1 m m m
T° +)= — E? 2 2 . 2.42
0(”7 ) 2m |:L3En n + L3En Pn +m L3En ( )

Ahora podemos integrar sobre d3x para encontrar el hamiltoniano o energia total

1 m m m

Hype= | — E? + 2+ m? &r=E, . 2.43
+ /Lg om g, 0 T R, Pt g, T (243)
Lo interesante es que para las dos soluciones en la ecuacién (2.35) tenemos energia positiva.

Las subsecciones (2.3.1) y (2.3.2) nos hacen llegar a las siguientes interpretaciones:

= ¢, describe particulas con carga +e.

@n— describe particulas con carga —e.

Ambas ondas tienen energia positiva FE,.

El hecho de que aparezca el factor —FE,, en la expresion para ¢,, corresponde a

particulas con carga +e.

+FE, en la expresion de ¢, corresponde a particulas con carga —e.

2.4. Propagador

Para una particula escalar, la ecuacion de Klein-Gordon en la presencia de un potencial
V(z) es:
@2 +m?+V(2)]p =0. (2.44)
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Para calcular el propagador no necestitamos saber la forma explicita de V' (x). Si queremos

resolver (2.44) para ¢ es conveniente resolver primero la siguiente ecuacién
(0% +m?]|G(z,y) = 6*(x — y)p . (2.45)
Como en el caso del fotén, proponemos la solucion de la forma
plo) = pola) ~ [ dyGlae )V )e(w).

donde ¢g(z) es el campo de Klein-Gordon sin la presencia de el potencial V' (x). Verifique-

mos que esta solucién satisface la ecuacion (2.44):
22 + ] fo(o) = ule) — [ d'yGla )V ()]
Usamos el hecho de que
02 + m?go(z) = 0.
Entonces

(O + m®]p(x) = —/d“yG(af,y)V(yﬁp(y)]

0% 4+ mJp(z) = — / 'y (z — )V (»)ely) = —V(@)p(x) |

por lo cual si es solucién. Ahora hacemos la transformada de Fourier G(z,y) al espacio

de momentos:

G(x>y> = -

<2i)4 /d45(p) exp(—ip- (v —y)) .

Aplicando el operador 0% + m?]

0% + 7] |Glo.) =~y [ d's)esp(—ipla =) |
obtenemos
(0% + m?|G(z,y) = ﬁ /d45(p)[52 +m?]exp(—ip(z —y)) = 6'(z —y) ,
de donde concluimos que
1
S(p) = W :

S(p) se llama propagador escalar en el espacio de momentos. En los préximos capitulos

estudiaremos las interacciones entre los escalares cargados y los fotones.
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Capitulo 3

ELECTRODINAMICA CUANTICA ESCALAR.

3.1. Interaccién entre los escalares y los fotones

Recordemos que una particula escalar libre de masa m satisface la ecuacion de Klein-

Gordon (2.7)
(0,0 +m*)p =0.

Por otro lado, también conocemos la ecuacion de movimiento de un fotén libre. En elec-
trodinamica cléasica, el movimiento de una particula de carga e en un potencial electro-

magnetico A* = (A% A) se obtiene haciendo la sustitucién minima
pt — pt' —eA” .
La correspondiente sustitucién en mecanica cuantica es entonces
o' — 0" + 1eAr .
La ecuacién de Klein-Gordon se escribe en este caso en la forma
(@*+m?*+V(z)p =0, (3.1)
Con la identificacion
V(z)p = [—ie(0,A" + A*D,) — 2 A" A, ¢ . (3.2)

Podemos llamar a V(z) potencial electromagnético. Por la modificacién de la ecuacién
de Klein-Gordon, esperamos un cambio correspondiente en la ecuacion de continuidad, la

corriente corservada y el lagrangiano. Esto es lo que estudiaremos a continuacion.

19



3.1.1. Lagrangiano

El lagrangiano que nos da la ecuaciéon de movimiento (3.1) es

1 1 1
— __ mv _ n\2 . *
£ = =3P Fuy = 5 QA" + 5 (D) (D). (33
donde
D,=i0,+eA,, D, = —id,+eA,. (3.4)

D, se llama la derivada covariante. En forma explicita escribimos la ecuacion (3.3) como:

1 1 1
— . w v T * M, 2 %k
L 4F F., 25(8#1 )(0,AY) + 2m[(0ug0 YOt — m ]
+—i€ [P OFp — @O ™A, + —62 [p* AFplA,, . (3.5)
2m o) H

Por cuestiones de renormalizabilidad que no abordamos en esta tesis hay que agregar un
término —3 (¢*¢)? en el lagrangiano (3.3) o (3.5). Por lo tanto la expresién final para el

lagrangiano es

1 1 ie e?
N 1 o I v A PP T~V S L, % T kAR
L 4F E. 25(@/1 )(0,A”) + Qm[gp Mo — pore*|A, + 2m[gp AlplA,
L (0,500 — mPte — mPt ] — 2 (g)? (3.6)
2m " 4 ’

este lagrangiano se llama lagrangiano de la electrodindmica cuédntica escalar (QED) y
gobierna las interacciones entre los fotones y los escalares cargados. Ahora descomponemos

este lagrangiano en tres partes obvias :

L= Lfoton libre + Lescalar cargado libre + ’C‘interaccion )

donde

1 1
Loonire:__Flez/__
Foton lib e

; (@A @D, A")

1 * *
’Cescalar cargado libre — %[(auéﬁ )8“90 - mQSO 90] )
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2

e A
* O, ,u*A . *Au A—— * 2'
(70" — 00" Au + o[ Al Ay — S (97)

e
Linteraccion =+
2m

Estos tres términos tienen significado fisico muy claro y obvio. Podemos aplicar una
variacion para cada uno de los campos existentes en este lagrangiano que son @, ¢* v A,.

Para A,, la ecuacién de Euler-Lagrange es la dada por (1.12)

oL oL
1.~ (Gma) = 0
Utilizando la ecuacién (3.5), obtenemos:
D?A“—-(l—-%)@“&LAP):j“, (3.8)

donde j* esta dada por (3.15). Notamos que es la misma ecuacién (1.23) que se obtuvo
del lagrangiano del fotén con interacciones, es decir Ec. (1.22). Sin embargo, hay una
diferencia obvia, ya sabemos la forma explicita de j*, dada por la ecuacién (3.15). Es
importante notar que para particulas de diferentes espines, j* sera diferente. Para ¢* la

ecuacién de Euler-Lagrange (2.22):

oL oL
_ o+ _
o ° (amw*)) v

implica
A
0% + m?p — ie[A, 0" + 0" (pA,)] — AP A, + §g02g0* =0. (3.9)

Similarmente para ¢, donde se utiliza la ecuacién (2.19) tenemos
D20* + mPp* + ie[A, 000" + O"(p" Ay — 2 AFY" A, + %(so*)% =0. (3.10)
Estas expresiones modifican a las ecuaciones (3.1) y (3.12). Ahora tenemos
(0% +m* + V(2))p =0,

donde el potencial de interaccion es

A
V(z)p = |—ie(0,A" + A"0,) — eQA“AM + 590*g0 0. (3.11)
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3.1.2. Corriente conservada

Para obtener la corriente conservada procedemos de la manera usual. Tomamos el

complejo conjugado de la ecuacién (3.1)
(@2 +m? +V*(2))p* =0. (3.12)

Si multiplicamos (3.1) por ¢* y (3.12) por ¢ del lado izquierdo, y las restamos usando
(3.11) obtenemos:

Ou(p™ 0t — @0"p™) — 2ied, (" Atp) = 0. (3.13)

Para asignar dimensiones apropiadas a la corriente multiplicamos la relacién (3.13) por
ie/2m y conseguimos

: 2
_ e *OH po*y & AR ) —
—Ou(p"0"p — p0"g7) — —Ou(¢"Alp) = 0. (3.14)

Si comparamos la ecuacién (3.14) con la ecuacién 9,7* = 0, podemos identificar

. 2
J Qm(so Mo — dtp*) m(s@ Atp) . (3.15)

Notamos que en ausencia de interacciones, el segundo término es cero y la ecuacién (3.15)

se reduce a la ecuacion (2.24) como esperamos.

3.2. Reglas de Feynman

Una vez que sabemos el lagrangiano podemos proceder a estudiar procesos de dis-
persion entre fotones y escalares cargados. Sin embargo, primero necesitamos desarrollar
teoria de dispersiones para particulas relativistas. En principio el camino formal es la
teoria cuantica de campos, derivando las reglas de Feynman y aplicandolas en procesos
de dispersiones. Nos restringiremos a la mecanica cuantica relativista motivando la teoria
de dispersion relativista basada en la teoria no relativista y asi identificando las reglas de

Feynman.
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3.2.1. Amplitud de transiciéon

Consideremos una particula dentro de un volumen V. La ecuacién de Schrédinger

independiente del tiempo correspondiente es

Hyp, = E, 0, , (3.16)

donde Hj es el hamiltoniano independiente del tiempo. Dentro del volumen V podemos

normalizar ¢,, como

|4

Ahora hacemos que actiie un potencial V' (x,t). La ecuacién de Schrodinger dependiente

del tiempo es
[Ho + V(% D], 1) = i0yib(x, 1) (3.18)

Queremos calcular la evolucion de ¢ bajo la influencia del potencial V. Como ¢,, da una

base completa, siempre podemos expander 1(x,t) en esta base:
Y1) = ba(t)pn(x) . (3.19)
Ahora definimos
bu(t) = an(t)e Ent | (3.20)
y entonces

U(x,t) = Zan(t)e_iE"tgpn(x) . (3.21)

n

La evolucion en el tiempo de 1(x,t) puede ser completamente determinada si podemos
calcular la evolucién en el tiempo de a, (). Si sustituimos (3.21) en la ecuacién (3.18)

obtenemos:

i Ooan(t)pn(x)e P =Y "V (x, H)an(t)pn(x)e (3.22)
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Suponemos que ¢; representa el estado inicial de la particula, antes de que V(x,t) em-
piece a actuar, y ¢y representa el estado final después de que V(x,t) deje de actuar. Si

multiplicamos por ¢} e integramos sobre el volumen V encontramos
oay(t) = —ZZ an(t / PPreh(x)V (x, 1) (x)eEr—Enlt (3.23)
1%

Suponemos que V(x,t) empieza a actuar a t = —T'/2. Como la particula en este tiempo

esta seguramente en el estado inicial,

a(=T/2) = 1,
a,(=T/2) = 0 n#i. (3.24)

La ecuacion (3.23) con estas condiciones nos da:

(3.25)

80af(t) - _Z/dsxgp}(x)‘/(x’ t)SOZ(X)eZ(Ef—EZ)t

Consideramos f # i y que el potencial es muy chico y actia por poco tiempo. Entonces

ay << 1 para toda t. Si integramos la ecuacién (3.25) tenemos

t
ar(t)|s = /T/2 dtdga:(p}V(x,t)@iei(Ef’Ei)t : (3.26)

Como f # 1, ay(—T/2) = 0. Por lo tanto,
¢
ar(t) = / dtd?’a:go?V(x, t)pet Br=Et (3.27)
—T/2

Notemos que si el potencial V(x,t) fuera cero, obtendriamos af(t) = 0 exactamente.

Ahora a t = T'/2, cuando el potencial deja de actuar sobre la particula tenemos:

+T/2
ap(T/2) = / dt/d%gp e FrV (x, t) e Fit (3.28)
T/2

af(T/2) es llamada la amplitud de transicién y es comin representarla con T;. Por lo

tanto,

+T/2 '
= —z/ ahf/d3 e IV (x, 1) [pie ] (3.29)

T/2
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Ty = —i/d%gp}(z)\/(x)api(x) : (3.30)

donde z = (x,t) y pi(r) = @i(x)e Fil. Esta es la forma covariante de la amplitud
de transicion , y es entonces una forma natural de continuar en el regimen relativista.
|T}:|* se puede interpretar como la probabilidad de que una particula en el estado inicial
¢; se disperse al estado final ¢; después de sufrir la interaccién. La contraparte rela-
tivista de la ecuacion de Schrodinger es la ecuacién de Klein-Gordon. Si asumimos que la
ecuacién (3.30) es correcta relativisticamente, podemos tomar el problema de dispersién
para particulas de spin cero. De la ecuacion (3.1) sabemos que la ecuacién de Klein-Gordon

en la precencia de un potencial electromagnético se escribe como
(O +mY)p =V,
donde V esta dado por (3.11)
V(z)p = {—ie(@MA“ + A*9,) — e*AFA, + %gp*gp] 0.
Si sustituimos este potencial en la ecuacién de la amplitud de transicién (3.30) obtenemos
Ty = —i/d%gp}(m) {—ie(auA“ + A*9,) — e*AFA, + %(p*go] wi(z) . (3.31)

Esta ecuacién nos da la amplitud de transicién para la dispersién de una particula sin
espin (la llamaremos electrén) de un estado ¢; a un estado s en la presencia de un

potencial electromagnético. Observemos el primer término de la ecuacién (3.31)

/ 'z} ()0 (A pi(x)) = @}(a)Api(@)]s — / d*z(0,¢7) A" i) |

donde S representa la frontera del volumen V. Suponemos que el potencial V' (x,t) desa-

parece cuando |x| y t — o00. Esto requiere que A, — 0. Por lo tanto

[ @oaa) = - [ @y Ao

Con esto, la ecuacién (3.31) se transforma en:

Ty = _Z/d%[_ze(@ffl“aﬂ% - (@Wf)A”%) - 6290]“4”14#%‘ + 590,@ i)
A
= —i/d4a:j;fiAM —ii/d‘l:cgo;igo*gpgoi, (3.32)
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donde

g = —ie(gidioi — (0"} )pi) — @At . (3.33)

Podemos llamar a j;fi corriente de transicién. La expresion (3.32) nos ayuda a pensar en

términos de los diagramas de Feynman, lo veremos enseguida.

3.2.2. Diagramas de Feynman

Hemos visto T%; para la dispersion de un electron en un potencial electromagnético

AF (fotén). Las ecuaciones (3.32) y (3.33) nos permiten escribir
Ty = —e / d'z(0}(2)dupi(w) — (Ougy(w))pi(2)] A¥ ()

+ 262/d4x<,0f(a:)AM(:v)g0i(x)A“(x) —2§/d49§gpfg0 OP; (3.34)

Los dos primeros términos se pueden interpretar como el siguiente diagrama:

pi(x) ()
e At (z)

Figura 1: Interacciéon de Tres Puntos

Escribimos la ecuacién (3.11) como V = Vj + V5, donde

Vi = —ie(9,A" + A", (3.35)
Vo = —e?ArA, . (3.36)
A

Ahora podemos interpretar la Figura 1 de la siguiente manera: Una particula en el estado
; interactua con el potencial V; dado por la ecuacién (3.35) y se dispersa en el estado

final ¢ . El tercer término de la ec. (3.34) se puede representar con el siguiente diagrama
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wi(x) ()

Figura 2: Interaccion de Cuatro Puntos escalar-fotén

Este diagrama representa una particula en el estado ¢; que interactua con el potencial V5
dado por (3.36) y se dispersa en el estado final ;. El cuarto término de la ec. (3.34) se

puede representar con el siguiente diagrama

vi(r) wr()
o(x) ©*(z)

Figura 3: Interaccién de Cuatro Puntos escalar

Este diagrama representa una particula en el estado ¢; que interactua con el potencial V3
dado por la ec. (3.37) y se dispersa en el estado final ¢y. Para simplificar el calculo, no
consideraremos los diagramas en los cuales la particula interactiia con el potencial V; de la

2

ecuacion (3.36). La razén es que e* es mucho mds chico que e. Por lo tanto V5 << Vj. Por

ahora también despreciamos V3 asumiendo que A << e. Entonces las ecuaciones (3.32) y
(3.33) se reducen a

Ty = _i/d4x[_i€(¢}Auau%_(au@})AMSDi)]
_ / dufh A, (3.38)
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donde

gf = —ie[p;0"pi — (0"¢})pil - (3.39)

Si la particula sin espin tiene momento incial p; y momento final p; entonces podemos

escribir su estado inicial y su estado final como

pi(r) = N e,
py(z) = Ny e, (3.40)

donde N; y Ny son constantes de normalizacién. Si sustituimos las ecuaciones de (3.40)

en (3.39) conseguimos
i = —eNiNj(p; + py)ie @0 (3.41)

3.2.3. Dispersion ey~ — e i~ y las Reglas de Feynman

Los fotones de los diagramas 1 y 2 pueden ser considerados como emitidos por el
electréon o también podemos considerar que estos fotones vienen de algin otro lado y son
absorbidos por electrén. En el segundo caso podemos pensar que el origen de estos fotones
es alguna otra particula cargada sin espin llamada muén. Ahora la amplitud de transicién
en la dispersion ey~ — e~ p~ en términos de los diagramas de Feynman se verd de la

siguiente manera

Figura 3: Dispersion de Electron-Muon a Nivel Arbol
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La sumatoria de la figura 3 contiene términos de orden O(e*). La amplitud de transicién

para el proceso e~ — e~ pu~ se puede escribir como

Ty = —i / d'zjt A,

Tomando el muén como la fuente del fotén A,, podemos escribir

At = g

Usando la relacién (3.41) para la corriente j§, tenemos

]5 _ —eNBND(pB +pD)u6i(pD—pB)-w '

Aplicando 02 sobre esta expresién conseguimos

0%y = [~(pp — pB)°jh -
Por lo tanto
1
L S
[ (pD _pB)2 2] 2
Asi que si comparamos (3.45) y (3.43) obtenemos
L.
Al = __ng )
donde
¢ = (pp—pn)*.

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

Notemos que ¢* = p% + p% — 2pp - pp # 0. La amplitud de transicién resulta entonces

T =i [ o) |- | BGoata

(3.47)

Si sustituimos (3.44) en (3.47) obtenemos junto con un expresién similar para j,, obten-

€110S:

Ty = —z'/d4a:[—eNANc(pA +pc)“ei(pc_pA)'$]

q2
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Usando el hecho de que

/d4x6i(pc+pn—pA—pB)'$ = 54(]70 +p, —Pa— PB) ;

podemos reescribir (3.48) como:

Ty = —iNsNpNeNp(2m)*6*(po +p, — pa — pp)M,

donde

1
M = e(pa+pc) <—?> e(ps +pp)y

0 en una manera mas comun,

— gt

M = [ie(pA+pc)”][ s ][z’e<p3+pp>”1.

(3.49)

(3.53)

M es llamada amplitud invariante y es invariante bajo las transformaciones de Lorentz.

La funcién 0 en T; corresponde a la conservacién de momento y energia. Feynman de-

scubrié que la amplitud invariante se puede representar con un diagrama de Feynman.

Un diagrama de Feyman consiste de lineas y vértices. Cada linea interna representa la

propagacién de una particula en un punto del espacio-tiempo, y los vértices son los puntos

donde las particulas son creadas o destruidas. Dibujamos el diagrama de la Figura 4 de

nuevo para explicar sus varias partes:

Figura 4: Dispersién de Electréon-muén a nivel arbol.
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En este diagrama las lineas

Figura 5: Las Particulas Escalares Externas.

representan las particulas externas escalares e™ y u~ respectivamente. El propagador del

foton se representa con

Figura 6: El Propagador Fotoénico.

Los vértices son los puntos donde se juntan tres lineas en el diagrama como podemos ver

en la siguiente figura

Pa Py

Figura 7: El Vértice Escalar-Photén.

Existen més partes que se encuentran en la dispersion e~ pu~ — e~ pu~. Las reglas de
Feyman nos dicen como asociamos un nimero a cada parte de un diagrama. Estas reglas

son las siguientes:
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» Regla 1: Un factor —iel'yjy = —ie(P4 + Pc)* para el vértice de un fotén

Py Po

—iel'y = —ie(Pa + Po)*

» Regla 2: Un factor 2ie’I'}" = 2ie*g"” para el vértice de dos fotones

Py Pp

€ (&

2T} = 2ie*gh”

» Regla 3: Un factor —il'y = —i\ para el vértice de dos escalares
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= Regla 4: Un factor

U g)q;‘g”] (3.54)

i7" (q) = Z

para el propagador de fotén (o la linea interna de un fotén)

q§ iAG"(q) = Flg" — (1 - &TF]

» Regla 5: Un factor iS°(p) = i/(p? — m?) para el propagador de particulas escalares

(espin 0) (o la linea interna de un escalar)

P 4iS%(p) = i/(p* — m?)

= Regla 6: Un fator de vector de polarizacién * para un fotén entrante y su conjugado

g At

= Regla 7: Un fator de 1 para un bosoén entrante o saliente
//1 //1
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Ahora que sabemos las reglas de Feynman para varias partes de diagramas de Feynman,
nos enfocaremos tnicamante en el propagador de fermion y como se modifica en los
préximos ordenes en la teoria de perturbaciones. La razon principal es que la invariancia
de norma impone restriciones importantes sobre el propagador escalar. Esto es lo que

estudiamos en el préoximo capitulo.
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Capitulo 4

PROPAGADOR ESCALAR A UN LAZO.

4.1. Propagador escalar a un lazo

En los capitulos anteriores, introducimos propagadores de una particula escalar y de
un fotén, a nivel drbol en una expansion perturbativa. Estos propagadores se modifican
a través de autointeraccciones. Un electrén (sin espin) puede emitir y reabsorber fotones

de varias maneras como muestra el diagrama :

Y O
P N s
O gOn

R
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Como se muestra, este proceso genera una serie infinita. Segiin vemos en la figura,
utilizamos una pelotita en el lado izquierdo para representar la suma de todas las autoint-
eracciones que pueden afectar a la particula escalar en su propagacion. A este propagador
lo llamaremos propagador completo, mientras que al propagador que no emite y recap-
tura fotones (primer término en el lado derecho de la ecuacién) lo llamaremos propagador
desnudo. Si nos restringimos a nivel de un lazo, nos quedamos tinicamente con la siguiente

parte para el inverso del propagador escalar :

k—p
i) 1501 pad e
o = R -1 i.S°
P P —iel'y k& —iel})
k k
“~\ iS°(k)
A,
_ eV Ty

La ecuacién correspondiente a este diagrama utilizando las reglas de Feyman es :

j 1= 1St — —ddk —iel™] [1S° —iel" [iA° (k —
SN = SN — [ g (et (5] (ieT] (AL (k)]
A% o arnino o1 [ 4 o
- [ Gyl 0] - [ Gls Wl

Observemos que la segunda integral de la ec.(4.1) es cero ya que tiene la forma de la
ec. (A.1) dada en el apendice A. Si multiplicamos (4.1) por i y las formas explicitas de

las funciones desnudas de Green obtenemos
d

B - . d®k 5 1 1 Quqy
S = 1S e [ S ) k0 g — (1 - O

q2

dk 1
— 1 —_— 4.2

donde ¢ = k — p y £ es el parametro covariante de norma.
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4.1.1. Norma de Feynman

La ec. (4.2) para la norma de Feynman (£ = 1)

. dk  (k+p)? [ d%k 1
-1 01—1 2
SFeynman = [S ] + e / (27_(_)51 (k,Q _ m2)q2 o Z)\/

donde usamos el hecho de que A*Bg,, = A-By (k+p)-(k+p) = (k+p)* Vamos a

aiE e 49

mostrar que las integrales por resolver se pueden escribir de la forma

1
= [ d'k : 4.4
o= | 4 -
La segunda integral en (4.3) es Jo;. La primera integral se puede escribir como
k+ p)? / k2 +p?+2k-p
Ry S UL ) i : 4.5
e (7 — ) )

La definicién del momento ¢* es ¢*> = (k — p)? = k* + p*> — 2k - p. Despejando 2k - p =
—q¢? + k? + p? y sustituyendo esta expresién en (4.5) tenemos que

2k + 2p% — ¢?
J= [ d% . 4.6
e (46)

Por lo tanto, sumando y restando 2m? obtenemos

1 1 1
=2 [ d%k— +2(m? + p? /ddki—/ddk . 4.
7=2 [ a2 +0) [dhgr = [l @)
N—— N —~ /. -

Jio J11 Jo1

El conocimiento de Jig , Jo1 y Ji1 es suficiente para calcular el propagador escalar en la

norma de Feyman. La primera integral Ji es cero debido a que es de la forma

/ddwf(w) =0 (4.8)

Ahora de la integral J,, evaluada en el apendice A deducimos las integrales Jo; y Ji1

1 , _
Jo1 = / 'k e —im¥T(1 — d/2)(m*) 7?7+ (4.9)
D@2 —d/2T(d/2—1), 4.4 d d p?
— /2 e LR 22— =1 = 4.1
JH (x F(d/Q) (m )2 2471 27 727m2 ( O)
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Por lo tanto,

J = 2in?(m? + p?)(m?)2 2

+ir??D(1 — d/2)(m?)¥*1 (4.11)

Finalmente, el inverso del propagador escalar en d dimensiones en la norma de Feynman

es:
; re-9rE-1

g1 _ 2.2 € {2 d/2(,02 | 2 2y(, 2\ 42 2/)-\3 %
d . d p’ AN\ _ap 2yd/2—1

En la préoxima subseccidn, generalizaremos esta expresion a una norma arbitraria &.

4.1.2. Norma Arbiraria

Ahora resolvemos la ec. (4.2) para el caso general, es decir para dimension y norma
arbitraria, donde solamente nos resta resolver la tltima integral del primer renglén pues

las demas ya fueron resueltas en la subseccién anterior :

] - /ddk(k+p)”(k+p)“ququ :/ddk[(kw)-(k—p)][(/f+p)-(k—p)]

(k? _m2)q4 (kZ _m2>q4
2 . 92\2 4 4 07122
/ddk% :/ddkk p 2%479 . (4.12)
(k2 —m?)q (k2 —m?)q

Sumamos y restamos m? dos veces, tal que,

2/1.2 2 2
— + 1
J /ddkk (k* — m? +m?) p4/ddk‘(k2

(2 = ) — g
e
k* —m? + m?
2 d

Simplificando algunas operaciones algebraicas y usando (4.8) obtenemos
J=(m?—p*?Ja . (4.14)

De nuevo usamos la integral J,,, del apendice A y encontramos:

J=(m?—p?)? [_iwd/2(m2)%—3r(3 - 1%)(5)(% — 2)2F1 ( — g +3,2; g; i—é)] . (4.15)
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Finalmente el propagador escalar en dimensiones y norma arbitraria se escribe como

En las siguientes secciones veremos los casos particulares del propagador escalar a un

lazoen d =3y d =4 — 2¢ en el limite e — 0.

4.1.3. Propagador en tres dimensiones

Para d = 3 el propagador escalar a nivel de un lazo es:

57 = g = ) D1/ 2+ ) )
LR (3153 ) + (- 9o = )

1
T(—1/2), F, (gz g :T)} - (4:)3 _y (—%) (m2P2 . (417)

Usando los siguientes resultados

2\ —2 -1 2 2

1 tanh™" 4/

2F1 3727§7 p ={1- P ) QFI 717§ p = = b /m ) (418>
2’772 m? m? 2" 772" m? \/p?/m?

[(—1/2) = —2vr, T(3/2)=va/2, T(1/2)=r. (4.19)

Después de simplificar (4.17) obtenemos que el propagador escalar en el espacio de Minkows-

ki en tres dimensiones y norma arbitraria es
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2 2 2 2 2 2 )\ 2
§1 = oty | 2R B —em |+ 2 (4.20)
4 m p? m?2 4

Notamos que para d = 3, no hay divergencias. En el espacio Euclideano esta expresion es

2 2m2 — p2 A
ST = —m? 4 [m Ut 9 Y (ﬁ) +(1- f)m} + 20 @21
4 P m 47
Para m = 0, tenemos
1
Sip)= ——— 4.22
1) = = (122

en el espacio de Minkowski, usando la notacién p = /—p?. A momentos pequenos, el

propagador escalar se suaviza de 1/p* a 1/p.

4.1.4. Propagador escalar en cuatro dimensiones

Regresamos a la expresion (4.16) del propagador escalar en el espacio de Minkowski
a un lazo en SQED en norma y dimensiones arbitrarias. En este caso el problema no es
tan simple como para el propagador en tres dimensiones ya que la funcion I' es divergente
para d = 4. Aunque es facil expander en I' en potencias de €, lo que no es trivial es la
expansion de las funciones hipergeométricas en potencias de sus parametros. Por lo tanto
lo que hacemos es expander esta expresioén en serie de Taylor cuando z = 5722 es muy

pequeno :

X (1 L2z z) +0(2)%. (4.23)

Y ahora usamos d = 4 — 2¢ en el limite ¢ — 0. Como € es un valor que se aproxima
a cero podemos desarrollar en series para este parametro y asi obtener el propagador en

cuatro dimensiones para una particula escalar hasta O(«, z, €°)
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1
St = —m*(142) —m?y [1 — % —(1+2) (7—21n2—ln7r— —+ln[m2]>}
€

2

2 1
m A — ez + 7(3622 — 1) + —()\ - 3622> + ln[mQ](_)‘ + 3@22>
1672 2 €

+A ln[47r]} + 61n[7]z + 2 In[4096] + O(e")z + O(2)* , (4.24)

donde v = a&/4r y a = €*/4x. De una manera semejante,podemos evaluar el propa-
gador escalar a ordenes mas altos en la teorfa de perturbaciones. Sin embargo, las inte-
grales involucradas son mucho mas complicadas. Existen ciertas relaciones en QED que
nos permiten calcular algunos términos a todos los ordenes, asi evitando las complica-
ciones matematicas. Estas relaciones se llaman Tranformaciones de Landau-Khalatnikov-

Fradkin. Las estudiaremos en el préximo capitulo.
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Capitulo 5

TRANSFORMACION DE
LANDAU-KHALATNIKOV-FRADKIN .

5.1. Transformacién de Landau-Khalatnikov-Fradkin(LKF)

Los propagadores y los vértices en SQED deben satisfacer las llamadas transforma-
ciones de Landau-Khalatnikov-Fradkin. Estas relaciones no son perturbativas y también
son validas para cada orden en la teoria de perturbaciones. Son escritas en el espacio Eu-
clideano y por lo tanto son dificiles de manejar en el espacio de momento. Para los vértices
estas transformaciones son demasiado complicadas. Por lo tanto, estudiamos estas trans-
formaciones para el propagador escalar inicamente y obtenemos informacion valiosa sobre
¢l en todos los ordenes de a.

Si conocemos una funcién de Green para un valor de &, la podemos deducir para cualquier
otro valor de ¢ por medio de la transformacién de Landau-Khalatnikov-Fradkin (LKFT)

[5, 6, 7]. Para el propagador escalar, esta transformacién en el espacio Euclideano es :

S(x;€) = S(x;0)e1RaO)=Ra@)] (5.1)
donde 4
D e —ipT
= —ie / 2md) pi (5.2)

La utilidad de las LKFT en el espacio de momentos necesita los siguientes pasos:
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Empezar con una expresién para el propagador en el espacio de momentos en la

norma de Landau S(p;0).

Obtener S(z;0) usando la transofrmada de Fourier.

Obtener S(z;¢) usando las LKFT.

Usar las LKFT para obtener S(p;§).

En préximas subsecciones, aplicaremos LKFT para d =3y d = 4.

5.1.1. Transformacion de LKF en tres dimensiones

Consideramos el caso simple de d = 3 unicamente para ver que informaciéon nos pro-

porcionan la LKFT. En este caso

d3p e—ip-x
502
As(x) = —ie / o) (5.3)
Entonces 5 .
d’p [1—eP®
-2
84(0) = a(a) = it [ o [ . ] (5.4)
Usamos coordenadas esféricas polares. Por lo tanto
d%p = p?Lsen?20d00_odp | (5.5)
donde
1 d—1
Qs = 2W%F(T) . (5.6)
Asi que para d=3, d®p = 2wdpp?df sen 0. tenemos
ie? [dp [T s
Az(0) — A = — — df sen 0|1 — e P*C®
0= 8(0) =~ [ [ apsenopy — e
icer [ dp
= _271'256‘/0 p—g[px—senpx] : (5.7)
Ahora integrando por partes sobre la variable p obtenemos:
> dp 1/°°dp xz/oosenpx T 5
—|px —senpzx| = = —|r —xcospr| = — dp = —x° . 5.8
/op3[ ]201?2[ ]201? 4 (5:8)
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Entonces,

2
As(0) — Ay(z) = —if;—ﬂ - —i%f — —iaz . (5.9)

Por lo tanto, para d = 3, la transformacion de Landau-Khalatnikov-Fradkin se reduce a

una expresion muy simple:

S(z;€) = S(x;0)e " . (5.10)

» S(p;0) : En el espacio de momentos conocemos que el propagador escalar a nivel

arbol es:
1
Sp;0) = ———— 5.11
(p;0) - (5.11)
en el espacio de Euclides.
» S(x;0) :Consideramos la trasformada de Fourier, tal que,
dp
S(z;0) = | —=e "P*S(p;0) . 5.12
(@:0) = [ Gee T Swi0) (512)
Entonces,
S(z;0) = L /oo alpL /7T df sen fe~Preos? (5.13)
7 (27)% Jo p*+m? Jg ' '
Realizando la integracion angular y radial conseguimos
1
S(x;0) = ———e ™" . 5.14
(5:0) = ——e (514

» S(x;¢): En una norma arbitraria en el espacio de posiciones usando (5.10) el propa-

gador escalar en tres dimensiones es:

1
S(x;€) = —Re*m*“)x : (5.15)

» S(p;&): Si calculamos la transformada inversa de Fourier de (5.15) obtenemos

S(p;€) Z/dSme"p'xS(x;é“) =/d3xeip'x[_ 1

— e (mtae] (5.16)
4
Hacemos una transformacién de coordenas cartesianas a coordenadas esféricas po-

lares de la misma manera como lo hemos hecho anteriormente y tenemos

S(p;€) = — !

5 -
ag
p2+(m—{— 2)

Esta es una expresion no perturbativa para el propagador del escalar.

(5.17)
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El inverso del propagador escalar es igual a:

2
St :—[<m+%£) } +p2:—[m2+p2+ma§+a1§2} (5.18)

A través de un calculo directo, hemos obtenido que el propagador inverso en tres dimen-
siones en norma arbitraria es (4.20):
St = —p* +m* + 6—2 [m - Mtan_l <£> +(1- §)m} :
47 P m
Comparando los dos resultados tenemos que el propagador a orden arbol y el término
maé son iguales. En general, si hacemos una expansion en serie de potencias en « para

el inverso del propagador tenemos:
S71 = apa® + (a1€ 4+ by)a + (a9€® + baf + co)a® -+ - . (5.19)

Si conocemos S a nivel arbol en la norma de Landau, es decir, conocemos ag, la
transformacién de LKF nos proporciona términos del tipo (a)” correctamente

para cualquier valor entero positivo de n . En particular para este caso

apg = —(m2 + p2)
a; = —MmMm

1
a9 = _Z

Hacemos notar que LKF no nos proporciona los términos cruzados, es decir, en la ec.

(5.19) no obtenemos los términos by, by, g, - - - .

5.1.2. Transformacion de LKF en cuatro dimensiones

Ahora queremos calcular el propagador de la particula escalar en cuatro dimensiones

para una norma arbitraria, con este objetivo consideramos d = 4 en la ecuacién (5.1)
S(x;€) = S(x;0)e 1R O=Aa@)] (5.20)

de manera analoga que en tres dimensiones tenemos que

d4]{7 eik-x
52
Ay(z) = —ie / o) B
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En este momento es importante notar que si resolvemos A(x) para d-dimensiones resulta
o2

Ay(z) = —%ﬁr (g - 2) . (5.21)

Ahora lim, g Ay(z) = A4(0). Es interesante que en cuatro dimensiones A(z) no depende

de x a menos de que otra escala sea introducida, si esto no sucede entonces A(0)—A(z) =0

trivialmente, por esta razén no utilizaremos d = 4 si no d = 4 — 2¢ en el limite ¢ — 0
Asi que:

i 1

16(m)2—€ x—2€

Au(z) = P(—e), (5.22)

I'(—¢) la expandemos como la ec. (A.14) del apendice (A) y usamos 272 = 1 — 2¢In|x] +
O(€)? estos resultados nos conducen a la siguiente ecuacién
—i&e? 1
A =——|-=-- 1 V) 5.23
0) = far (1 v+ kel +000)) | (5.23)
no hemos considerado los términos de O(e). La funcién logaritmo es divergente para cero,

por tal motivo no sustituimos cero en esta ecuacién, usaremos x,,;,. Asi que obtenemos:

Ag(Tmin) — Ay(z) = —iln< “"202 ) , (5.24)

xmin

donde v = % . Ahora sustituimos en (5.20):

S(a;€) = S(a: 0)( i ) . (5.25)

min

= S(p;0): El propagador a nivel d4rbol como ya lo hemos visto anteriormente es

1

. 5.26
p2 + m2 ( )

S(p;0) = —

= S(x;0): Nuevamente hacemos una transformaciéon de Fourier para encontrar el

propagador a nivel arbol del escalar en el espacio de posicion
4

S(z;0) = /(57?46””5(]9; 0), (5.27)
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desarrollando

o 1 s )
S(z;0) = —— dpp® ——— / dfsin®ferreost 5.28
(2;0) N el (5.28)

asi que podemos deducir usando los resultados dados en las integrales (A.7) y (A.10)
del apendice A que el propagador en cuatro dimensiones en norma de Feyman y

espacio de coordenadas es :

" K (ma) (5.29)

S(xz;0) = o

S(x;&): Si sustituimos (5.29) en (5.25) encontramos el propagador en norma arbi-

traria en el espacio de coordenadas

—-m
42y

Sei6) = ko) () (5.30)

min

S(p;€): Regresando al espacio de momentos

S(p;€) :/0 d*re?*S(x;€) , (5.31)

una transformacién a coordenadas esféricas polares y el resultado de (A.7) del apen-
dice A nos conducen a :
S8 = = ek [ Kalma) Jpa)d (5.32)
0
ahora podemos utilizar el resultado de la integral (A.11) del apendice A asi que el
propagador a un lazo en el espacio de momentos en una norma arbitraria en cuatro

dimensiones es:

2

! (mg)y T(1— )12 — v)oF (1 — 1,2 — 1 2; —%) , (5.33)

m2

Sp;€) = — Az

donde A = 4/?

min®
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Cuando m? >> p? podemos expander 5} como
2 2 2 2
P afBp p
Desarrollamos la ecuacién (5.33) usando la propiedad anterior y despreciamos los términos

de segundo orden y obtenemos:

2 2 2 2
S = -~ -2y 7 [1 ~2y—In (%) + 5 (—g +27+ ln[%])] (5.35)

m2 m2

. . . 2 Ld . .
si escribimos z = % la ecuacién anterior se convierte en

S(p:€) = —%(1 o)t {1 —9%y—In (TX—;) bz (—g 4 27+1n[7X—22]>] . (5.36)

En el capitulo anterior obtuvimos la expresion (4.24) para el propagador en cuatro di-
mensiones a un lazo cuando z y € estaban muy cercanos a cero. Ahora podemos comparar
ese resultado con el dado por la ecuacién (5.36), pero como las transformaciones LKF no

nos proporcionan términos cruzados los omitiremos. Asi la ecuacién resulta
1
ST = —m*(1 +2) —m*v {1 - g —(1+2) ('y —2In2—Inm — -+ ln[mZ])l , (5.37)
€

para comparar correctamente estos términos debemos obtener el inverso de esta ecuacién

por tal motivo expandemos en v y z

1 1
S = —ﬁ(l—l—z)—l—#{1—7—E+21n2—lnm2+1n(ﬂ)}
v 5 1 9
+— [zl —5+t7—-—-2Im2+Inm*—In7 )| . (5.38)
m 2 €

Ahora de las ec. (5.36) y (5.38) podemos deducir la siguiente relacién

m?2 1
In— = —~v—2In2—-In[m? —Inm — - . 5.39
A2 i €

Tambien podemos comparar los inversos de los propagadores para ese fin primero debemos
obtenemos el inverso de (5.36) expandiendo en z y en v
2

S™h=—m?(1+2) —vm?*[l — % —(14+2)(2y+1In m

LR (5.40)
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De manera similar de la ec. (5.37) y (5.40) resulta nuevamente la relacién (5.39). Como
vimos en la seccién anterior LKFT nos proporciona términos del tipo (a€)™ para cualquier
valor entero positivo de n. De la ecuacion (5.19) para el propagador inverso encontramos

los valores de los coeficientes ag v aq

a = —(m*+p’),
2
z m
a; = —m2[1—§—(1+2)(27+1ﬂp)] ;
a, = 0 Yn>2. (5.41)

Asi que para los casos de tres y cuatro dimensiones las transformaciones de Landau-

Khalatnikov-Fradkin nos proporcionan valores correctos para los coeficientes de (af)™.
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Capitulo 6

Discusion y Conclusiones

Hemos estudiado Electrodindmica Cuantica Escalar a nivel de un lazo en la teoria de

perturbaciones. Vamos a resaltar los resultados més importantes que hemos desarrollado

a lo largo de la tesis:

A partir del formalismo de la mecdnica cuantica motivamos los diagramas y reglas

de Feynman.
Calculamos el propagador escalar a un lazo en dimension y norma arbitraria.
Encontramos el propagador del escalar en tres dimensiones a un lazo.

Usamos las transformaciones de Landau-Khalatnikov-Fradkin(LKF) para calcular

el propagador del escalar en tres dimensiones.

Comparamos los resultados del propagador a un lazo en tres dimensiones, con el

calculo correspondiente con las transformaciones de Landau-Khalatnikov-Fradkin.

Asi mismo calculamos el propagador del escalar a un lazo para d = 4 — 2¢ en el

limite e — 0

De nuevo basandonos en las transformaciones de Landau-Khalatnikov-Fradkin cal-

culamos el propagador del escalar en cuatro dimensiones.

Finalmente comparamos nuestros resultados de LKF con los de un lazo y encon-

tramos los coeficientes correspondientes de las potencias de £
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Apéndice A

Parametrizacion de Feynman

A.1. Algunas Integrales Estandar

Las integrales mas comunes para el calculo de lazos en d-dimensiones son:

/ddwf(w) = 0, (A.1)

/(wjdfws)n = W/QF(TIL“(_n)%d) Sn—ld/Q’ (A2)
/ddw(wi’wfus)n =0, (A.3)
[rugis - wrle D
/ ddwﬁ - mdmr(nz_r%:f)_ 1)sn—j/z—w (A.5)

donde se usa el hecho de que

QWQW =d. (A6>

Las ecuaciones (A.2)-(A.5), son derivadas para valores enteros de d. Para valores no en-
teros, las integrales son definidas por las expresiones de los lados derechos de estas ecua-
ciones. Otras integrales estandar [8] usadas en esta tesis para el calculo de las transfor-

maciones LKFT son

T - 2\" 1 1
/ df sen® fe= st — |/ (B) r <,, + 5) J,(B)  [Rev > —5] : (A7)
0
/Ood P senpr = Zeme [a>0 Ref >0 (A.8)
0 pp2 2Ty . '
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> n_—p0x 6 m n " b
/0 xTre B senbrdr = n! (m) 0<%:<n(—1) 8_/671 (m) s (Ag)
B,6>0€R]|.

dp = : (A.10)

/°° p’ T, (px) m? Har K, (mx)
o (PP+m2prtt e 2T (n+ 1)

L r (1/ — A+ pu+ 1)

oo ) B
/0 T Kﬂ(ax)J,,(bI)dI = 2HT(1 + v) 2

v—A—pu+1 v=A—p+1lv—-A+pu+1 b
(A (A oA By

A.2. La Funcion Gamma

De las identidades de la Funcion Gamma tenemos que
(o) — %ra+@. (A12)
Por una expansién de Taylor (¢ < 1)
D(14+¢) = T(1)+elV(1) + O(e?)
= 14+ (1) (1) +0(e)
= 1—ey+0(é), (A.13)
MO = ~(1-ey+0())

= S 1400, (A14)
['(—14¢ = —1i€F(6):—<1+€—|—62+"')(%—’}/+O(6))
= — %+1—’7+O(€)} , (A.15)

donde v es la constante de Euler:

1 1
7 = lim (14544~ —lnn) = 0,5772157 (A.16)
n

n—oo
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A.3. Parametrizacion de Feynman

Cuando tenemos integrales muy complicadas estas pueden ser reducidas a una forma
mas simple usando una técnica ingeniosa dada por Feynman. Para el producto de dos

factores cuadraticos a y b, comenzamos con la identidad

1 1 [tdt

— = — . A7

ab b—a/, t? ( )
Definiendo el pardmetro de Feynman z como

t=b+(a—0b)z, (A.18)

La ecuacién (A.17) puede ser escrita

1 ! dz
ab :/0 b+ (a—1b)22 " (4.19)

Vemos que introduciendo el pardmetro de Feynman z hemos expresado 1/ab en términos
de un sélo factor elevado a la potencia 2. Aunque la integral (A.19) tenga la apariencia
de ser mas complicada, veremos que la parametrizacion de Feynman nos permite evaluar
todas las integrales directamente. El método anterior se puede extender facilmente. Para

tres factores, el resultado alternativo es

1 ! e 1
— = 2 d d
abe /0 x/o y[a+(b—a)x+(c—b)y]3

1 1—x 1
= 2/0 da:/0 dz[a+ b—azt (c—a (A.20)

las cuales se pueden probar integrando con respecto a y y z respectivamente y usando

la ecuacién (A.19). La ecuacién (A.20) se puede generalizar a un nimero arbitrario de

factores, y el resultado es

1 1 21 Zn—1
—:F(n+1)/ dzl/ dZQ"‘/ dzy,
apa10azg - - - an 0 0 0

1

[ag + (a1 — a0)21 + -+ (an — an,l)zn]"ﬂ

(A.21)

la cual es establecida por induccion. Otros resultados tutiles son obtenidos por diferen-

ciacion con respecto a uno o mas parametros. Por ejemplo, diferenciando la ecuacion
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(A.19) con respecto a a obtenemos

1 ! z
ab 2/0 o a—tP (4.22)

En la misma manera podemos obtener otras expresiones més complicadas.

A.4. Solucioén de la integral J,,

1
Jnp = /ddk( ZV (A.23)
B
A

Transformamos el denominador usando la siguiente integral de Feynman

1 T(n+p) ! . 2" (1 — z)P!
B ()T ) /0 AT (1= 2) B (A.24)

entonces

— M ' " d 2" N1 — )Pt
Joo = I'(n)I'(p) /0 ! /d k[a:(k P2+ (1 —2)(K2 — m)tr (A.25)

Transformemos el denominador de esta integral a una forma conveniente para poder in-

tegrar. Llamemos
D = ax(k—p)"+1-z)(k* —m?)
= 2> +p* =2k -pl+ (1 —2)k* —m*(1 —2)
= kK —2k-pr+p'r—m*(1l—2). (A.26)
Sea
w=k—px, = k=w+ px. (A.27)
Sustituyendo (A.27) en (A.26) obtenemos
D = (w+px)*— 2w+ pxr) - pr+p’z —m?*(1 — 1)
= w +plr(l—2)—m*(1—x). (A.28)
Si sustituimos (A.28) en la ec. (A.25)

M xxnfl — p—1 dw 1
['(n)T(p) /d (1 ) /d [w? + p2x(1 — z) — m2(1 — 2)] (A.29)
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Inp =




ahora esta integral tiene la forma de la ec. (A.2) con S = p*x(1 — z) — m?(1 — z) asi que

la ecuacién (A.29) se transforma en

(—1)"+pi7rd/2F(n+p— %1) 1 L - 21 _ oy|dons
T () /0 de[—p z(l —x) + m*(1 )] X

2" (1 —z)P (A.30)

Inp =

La integral
1 d
/ de[—p*x(1 — 2) +m*(1 — 2)]2 " P2 11 - 2)P~! =
0

1
= / 2" 11— 2)P (1 - x)%_"_p(—pr + mz)%_"_pdx
0

1 2
:(Wﬁ%w/aw%yﬂﬁ%4u—%ﬂﬁ%wm (A.31)
0

eta integral la resolvemos usando la siguiente integral estandar, [8].

/1 21 = 2)" (L = Ba)dr = B pa By (v, A+ 1 6) (A.32)
0

donde)\:n,uzg—n,ﬁ:%y—l/:g—n—p. Por lo tanto,

m2

d d d p?

= B(n,§ —n>2F1(— §+n+p,n,§,ﬁ)

F(n)F(% —n) d d p?

T T P\ Tatrtemgie ) (A.33)
Entonces
d d
Ty = (1) TP DTG Z )
F(p)F(E)
d d p?

il 72 2 ) A.34
21( 2+”+“m2wm) (A.34)

95



Bibliografia

1]
2]
[3]

[10]

[11]

[12]

E.O. Kahya y R.P. Woodard, Phys. Rev. D72, 104001 (2005).
J.S. Ball y T.W Chiu, Phys. Rev. D22, 2542 (1980).

M.R. Pennington and R. Williams, “Checking the Transverse Ward-Takahashi Rela-
tion at one loop Order in 4-Dimensions”, hep-ph/0511254.

A. Bashir y A. Raya, Phys. Rev. D66, 105005 (2002).

L.D. Landau Y I.M. Khalatnikov, Zh. Eksp. Teor. Fiz. 29, 89 (1956).
L.D. Landau Y I.M. Khalatnikov, Sov. Phys. JETP 2, 69 (1956).
E.S. Fradkin, So.Phys. JETP 2, 361 (1956).

[. S. Grandshteyn and I. M. Ryzhik, “Table of Integrals, Series and Products”, cuarta
edicién, Academic Press, New York, (1965).

M. Abramowitz and I.A. Stegun (eds.), “Handbook of Mathematical Functions”,
Dover Publications, (1965).

F. Gross, “Relativistic Quantum Mechanics and Field Theory”, John Wiley & Sons,
New York, (1999).

F. Halzen and A. D. Martin, “Quarks and Leptons: An Introductory Course in Mod-
ern Particle Physics”, John Wiley & Sons, New York, (1984).

A. Raya, Gauge Invariance and Construction of the Fermion-Boson Vertex in QEDS.

Tesis de Doctorado. Instituto de Fisica y Matématicas, UMSNH (2003).

o6



