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Prefacio

En la busqueda de la descripcién de ciertos fenémenos fisicos a través de ecuaciones diferen-
ciales parciales se presenta con frecuencia un problema: la imposibilidad de encontrar una solucién
analitica. Cuando esto ocurre, es necesario resolver numéricamente las ecuaciones para encontrar
una aproximacién a la solucién, donde el problema se centra en discretizar tales ecuaciones diferen-
ciales, lo que lleva a la discretizacion del dominio de dichas ecuaciones; lo anterior, con la finalidad
de poder hacer aproximaciones en un espacio de dimension finita.

Recientemente, el problema de discretizar los dominios de las funciones se ha venido conformando
por si s6lo en una linea de investigacion, en la que se busca simplificar el problema original de resolver
las ecuaciones diferenciales parciales. En si, lo que se pretende es generar una malla, problema que
conduce a una de las siguientes vertientes:

= Mallas regulares que se ordenan a través de cuadrilateros, es decir, l6gicamente iguales a una
cuadricula, o

= Mallas irregulares que consisten en un conjunto denso de puntos y ”desordenado”, es decir, no
todas las celdas seran cuadrilateros.

La solucién al problema de discretizar el dominio de una funcién se puede obtener con métodos de
diferencias finitas.

Particularmente, este trabajo esta enfocado en la bisqueda de una buena discretizacién del dominio,
generando mallas estructuradas formadas por cuadrilateros, es decir, mallas regulares, ya que de la
discretizacién del dominio depende la simplificacién de la solucién de las ecuaciones diferenciales
parciales.

Dada la diversidad de enfoques para generar mallas, es posible encontrar técnicas e ideas muy
diversas para generarlas. Por ejemplo, a través de

= Métodos algebraicos,
= Métodos basados en la solucién de ecuaciones diferenciales parciales, o
= Métodos variacionales.

Un ejemplo de los métodos desarrollados son los de Prokopov y Godunov [23] quienes en un principio
se centraron en la teoria de mapeos conformes y, posteriormente, usaron la técnica de un funcional

A%



VI Prefacio

variacional empleado en los problemas con valores en la frontera en la teoria de funciones. Después
Godunov, basado en aquellas primeras investigaciones, desarrollé otro método para abordar el prob-
lema de generar mallas, a través de una métrica parametrizada definida en superficies de curvatura
constante, proponiendo una generalizacién simple del funcional variacional de Dirichlet con paramet-
ros constantes. Dicho algoritmo genera mallas parametrizando cuadriladteros con curvas suaves en la
frontera. Si no se consideran curvas suaves, los métodos de minimizacién tendrian problemas en los
cambios pronunciados de la frontera.

La construccién de estos algoritmos no es algo sencillo y hoy queda abierta la pregunta de si se puede
extender la parametrizacién conforme cuasi-isométrica de dominios en tres dimensiones. Una de las
dificultades es que los mapeos y las constantes varian al minimizar el funcional.

Los principales problemas de la generacién de mallas surgen en regiones irregulares puesto que la
mayoria de los métodos no funcionan en estas regiones, razén por la que se les considera regiones
complicadas. Tal es el caso de la siguiente regién (Figura 1).

Figura 1: Ejemplo de una regién irregular.

Ya que los métodos algebraicos basados en mapeos conformes o por ecuaciones diferenciales par-
ciales, no son de utilidad para resolver problemas de minimizacién en regiones irregulares, algunos
investigadores optan por los métodos de interpolacién.

Una de las alternativas que es 1til para generar mallas atin en estas regiones irregulares es el empleo
de los métodos variacionales. Los primeros que incursionaron en el campo de los métodos varia-
cionales fueron Brackbill y Saltzman [12]. Los autores que desarrollaron las ideas que condujeron a
la generacién variacional discreta de mallas fueron Steinberg [35], Roache [35], Castillo [13], Knupp
[30] y Tinoco [39].

En este trabajo se propone un algoritmo variacional discreto para generar mallas convexas en re-

VI



Prefacio VIIL

giones irregulares del plano.

Por otro lado, la opcién para resolver el problema de la discretizacién de los dominios de funciones,
basada en la generacién de mallas irregulares, ha sido estudiada ampliamente en las investigaciones
desarrolladas por Delaunay [30]; este tipo de aproximacién no es abordada en el trabajo de esta tesis.

Contenido de los capitulos
La estructura del presente trabajo es la siguiente.

= Capitulo 1.
Se plantea el problema que se desea abordar en esta tesis, definiendo conceptos bésicos sobre
la generacién numérica de mallas, asi como la idea de funcional.

= Capitulo 2.
Se definen los funcionales clasicos de Longitud, Suavidad, Area y Ortogonalidad desde el punto
de vista continuo y discreto, usando la discretizaciéon de Barrera-Pérez.

= Capitulo 3.
Se analiza la teoria de la convexidad de conjuntos y funciones que es la base de los resultados
obtenidos en este trabajo el cual se centra en funcionales convexos de area como se puede
apreciar con amplitud en el siguiente capitulo.

= Capitulo 4.
Aqui se presentan los resultados del problema planteado, usando un funcional convexo de area
que permite generar mallas convexas con éxito, alin en regiones irregulares.

= Capitulo 5.
Se presentan de manera detallada las conclusiones obtenidas en este trabajo, asi como re-
comendaciones para investigaciones futuras.

VII



Capitulo 1

Planteamiento del Problema

Los métodos variacionales son ttiles para generar mallas convexas. La primera versién de Brack-
bill y Saltzman [12] de estos métodos fue propuesto a mediados de 1960. Una de las formas para
generar mallas estd basada en la solucién numérica de diferencias finitas andlogas al sistema de
ecuaciones de Euler-Lagrange, pero resolver el sistema presenta dificultades sobre todo en regiones
irregulares. Por tal motivo, en este trabajo se utiliza el método llamado Formulacion Directa, basado
en las propiedades de la geometria discreta, con el fin de evitar resolver directamente las ecuaciones
de Euler-Lagrange.

1.1. Objetivos de la Generacion de Mallas

La generacién numérica de mallas surge de la necesidad de encontrar soluciones a problemas
de ecuaciones diferenciales parciales en regiones fisicas con una geometria compleja, a través de la
transformacién de una region fisica o espacio fisico a una regiéon mas simple. Dicha transformacion
puede ser vista como un sistema general de coordenadas curvilineas de la regién fisica, y la trans-
formacién del problema a coordenadas polares, cilindricas y esféricas son casos especiales.

Dada la necesidad de una regién més simple, es posible transformar la region fisica a un cuadrado
0 a un cubo de tal forma que la frontera de estos, segun el caso, corresponda a la frontera de la
regién fisica. Al cuadrado o cubo se le llama region [dgica o espacio ldgico, y la transformacion es
un mapeo a un sistema de coordenadas en el que se presenta facil expresar las condiciones de frontera.

Una condicién requerida para el desarrollo de este trabajo es que el jacobiano de la transformacion
sea distinto de cero, con el fin de asegurar la existencia del inverso de la transformacién. Cuando
el jacobiano de la transformacién es cero, la transformacion no preserva las propiedades fisicas y
matematicas esenciales de las ecuaciones originales, es por ello que el problema se restringe a una
transformacién cuyo jacobiano es distinto de cero.

Es usual ver la transformacién como un mapeo del espacio légico al espacio fisico puesto que las
mallas son escogidas primeramente en el espacio 1égico y posteriormente mapeadas al espacio fisico.
Si se escoge un conjunto de puntos en el espacio logico, entonces la transformaciéon manda estos
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| maped

R
W\N]ﬂso
< |
— S " X
Espacio logico Espacio fisico

Figura 1.1: Mapeo del espacio 16gico al espacio fisico y mapeo inverso.

puntos a puntos en el espacio fisico formando una malla. Si tomamos los puntos en la regién légica
dividiendo el cuadrado en rectangulos iguales o el cubo en cajas rectangulares iguales, entonces la
malla es rectangular logicamente.

Uno de los objetivos deseables en la generacién de mallas es producir mallas suaves, es decir, mallas
donde el espacio varfa suavemente y los dngulos entre las lineas de la malla no sean muy pequefos.
Cuando la solucién de las ecuaciones cambia rapidamente en alguna parte de la region fisica, entonces
se escoge una malla mas fina en esa parte de la regién para reducir el error en la solucién numérica.

1.2. Mapeos e Invertibilidad

En los mapeos de un objeto geométrico a otro se considera al espacio légico como el dominio y
al espacio fisico como el rango de la transformacién. Estos espacios son limitados a subconjuntos
de espacios Euclidianos. T'émense x,y y z como las coordenadas correspondientes al espacio fisico y
&,n y (¢ las coordenadas del espacio logico.

El espacio 1égico se escoge de la siguiente manera,

n Espacio Légico Frontera 0U}
1 Up={£cE0<£<1} 2 puntos
2 Uy ={(§,n) e E%0<¢&n<1} 4 puntos
4 segmentos
3 Us={(&n¢)ek’0<¢&n (<1} 6 caras
12 segmentos
8 puntos

Cuadro 1.1: Espacio Légico.

El espacio fisico es un poco mas complejo,
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= en tres dimensiones se situan mallas en regiones, superficies y curvas (dim: 3,2,1);
= en dos dimensiones se necesitan mallas en regiones y curvas (dim: 2,1); y
= en una dimension, los intervalos necesitan tener mallas situadas en ellos.

Un objeto k-dimensional en un espacio fisico n-dimensional se denota §2}}. Al hacer mapeos o trans-
formaciones de objetos logicos a fisicos se tiene como resultado un sistema de coordenadas generales
en el objeto fisico, el cual se denota por X}} tal que,

XU — Qp

donde k es la dimensién del objeto y n la dimensién del espacio fisico, con 0 <n <3y 0 < k < n.
A fin de contar con una notacién més sencilla, a partir de ahora se escribird X como X ().

El cuadro 1.2 muestra la transformacion de coordenadas cuando k y n varian de 1 a 3. Obsérvese
que la frontera de la regién fisica corresponde a la imagen de la frontera de la region logica bajo la
transformacién.

Mapeo Coordenadas De A
X1 x = z(§) intervalo | intervalo
X2 r=2x(&),y =y intervalo curva
X3 z=z(8),y =y(§),z = 2(&) intervalo curva
X2 r=x(6n),y =y(En) cuadrado | regién
X5 x=x(&n),y=y(&n),z=2(&n) cuadrado | superficie
X5 Jex=2En0,y=yEn,¢),2=2(&n¢) | cubo [ volumen

Cuadro 1.2: Transformacién de coordenadas.

Un mapeo del espacio lgico al espacio fisico genera mallas naturales en el espacio fisico, las cuales
dependen de la parametrizacion del mapeo, es decir, diferentes parametrizaciones generan diferentes
mallas. La frontera de un objeto puede darse de tres formas: paramétricamente, implicitamente y en
forma discreta. Por ejemplo, la frontera del disco unitario en el plano parametrizada en coordenadas
polares es,

x=-cosf, y=sinf, 0<60 <2r;

de manera implicita,
2?4 =1;
y en forma discreta,
. 2m; )
x; =cosb;, y; =sinb;,con 6; = TR 0<i< M.

Ahora bien, es necesario que las transformaciones usadas para la generacién de mallas lleve la frontera
OU}, del espacio légico Uy, a la frontera 0Q} de la region fisica (27, esto es,

OXT: OUy, — O .

3



4 Planteamiento del Problema

Si un objeto esta dado implicitamente, serd necesario encontrar una descripcion paramétrica de la
frontera.

Asi, el problema bésico de la generacién de mallas es determinar si la frontera del objeto fisico
estd dada por una transformacién paramétrica no-singular

OX[: OU, — O,

en cuyo caso se extiende este mapeo a X;': U, — QF del interior del espacio légico al interior del
espacio fisico.

La expresion mas usada para el estudio de las transformaciones es el jacobiano de la matriz J. Si

X7 € C* las derivadas parciales gz? estdn definidas, lo cual implica que J;; = gm?, coni=1,...,n,
T k2
j=1,...,nestd definido. Es importante mencionar que J no necesariamente es una matriz cuadrada,

tal es el caso de la matriz jacobiana de una superficie cuya expresién es,

Te Ty
J=1 ve
ZE zn

Si la dimension del objeto fisico es igual a la dimensién del espacio fisico, n = k, entonces se tiene
una matriz cuadrada y su determinante es el jacobiano del mapeo X},

J =det(J).

Recordemos que las matrices cuadradas tienen rango méximo si y sélo si el determinante es distinto
de cero.

Teorema 1 ”De la funcion inversa”. Supdngase X' € C'. Entonces X' es localmente uno a
uno en & en el interior de Uy y el rango de J es mazimal en . (Véase Spivak []).

1.3. Generacion de Mallas en el Plano

El objetivo principal de la generacion de mallas en una dimensién es producir una malla donde
esté bien definida la distancia entre sus puntos. Existen varias formas de generar mallas en la recta,
pero nos enfocaremos en las que se pueden generalizar a mas dimensiones, especificamente en el
plano. Una de estas formas es emplear el Célculo de Variaciones, método ampliamente trabajado
por Steinberg y Roache [35].

Para poder controlar el espacio en la malla se busca una funcién que dependa de la variable en el
espacio logico o de la variable en el espacio fisico, y la solucién de las ecuaciones asociadas a ésta
funcién se encuentra con el método variacional. En el caso de generar mallas en dos dimensiones, la
transformacién del espacio 1égico al fisico o viceversa se conoce como funcional, al cual siempre se
asocian sus respectivas ecuaciones de Euler-Lagrange.

4
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1.3.1. Generacion Variacional Continua

El célculo de variaciones introduce el concepto de funcional, el cual se busca minimizar a través
de las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a él.

Definicién 1 Un funcional I(x) es una funcion cuyo dominio son los mapeos x que pertenecen a
un subconjunto de un espacio de funciones.

Para este trabajo, el conjunto de mapeos es llamado conjunto admisible donde tales funciones son
de clase C2.

Considérese un funcional I sobre el conjunto de todos los mapeos diferenciables x, los cuales mandan
el rectangulo

R={(En[0<&<L,0<n<1}
sobre una regién €2 del plano, de tal forma que las restricciones de x a la frontera del rectangulo son

biyecciones continuas sobre la frontera Q.

Un tipo de funcional continuo tiene la siguiente estructura,

1 1
I(X) :/ / F(wﬁaxn7y§7yn)d§dnv
0 0

donde F' es la funcién que contiene la geometria que se desea controlar con el fin de generar una
malla para la frontera €2. Cada uno de los mapeos x del espacio de funciones es una malla continua
para la region 2.

Asi, el objetivo de la generacion variacional es minimizar el funcional dado sobre las mallas para la
regién 2. Y las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas, son las transformaciones que minimizan el
funcional que al resolverlas construyen la malla.

En el estudio de la generacién de mallas se pueden encontrar cuatro funcionales clésicos. Para
describirlos considérese el conjunto de todas las biyecciones x = (x(§,n), y(£,n)) diferenciables entre
el rectangulo unitario R y la regiéon 2, denotando con J los jacobianos correspondientes. De esta
manera, los funcionales tienen la siguiente estructura:

= Funcional de Longitud.
1 pl
16 = [ [ (@t ad o + o2 de
o Jo

» Funcional de Suavidad.

1 1$2+$2+y2+y2
rxen) = [ [ BT ey,

» Funcional de Area.

I(x(¢,m)) = / 1 / ' rdedn
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= Funcional de Ortogonalidad.
1ol
I(X(é‘m))=/ / (wey + yeyn)*dédn
o Jo

Noétese que en términos del jacobiano de la transformacién (€, 1) — (x,y) es sencilla la interpretacién
de estos funcionales, los cuales se explican de manera mas detallada en el capitulo 2.

1.3.2. Generacion Variacional Discreta

La linea de este trabajo no es resolver numéricamente las ecuaciones de Euler-Lagrange, sino
discretizar los funcionales continuos para generar mallas éptimas, resolviendo un problema de opti-
mizacién de gran escala. Esta forma de abordar el problema se conoce como generacién variacional
discreta.

Enseguida se definen varios conceptos necesarios para el desarrollo de este trabajo.

Sea ) una regién poligonal v de vértices V' = vy, v2,...,vq4, cerrada, simple y orientada en sentido
positivo como se muestra en la figura 1.2.

Figura 1.2: Ejemplo de una regién definida por una poligonal cerrada y simple.

Definicién 2 Sean m y n nudmeros naturales mayores que 2. Decimos que el conjunto de puntos del
plano

G={P;

it=1,..m;j=1,..,n}

con lados
Ll(G) = {Pz,lll = 1, ,m}

LQ(G) = {Pm,j|j = 1, ,n}
L3(G) = {H,7l|i == 1, ,m}

6
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Ly(G) ={P1 i =1,...,n},

es una malla estructurada' admisible y discreta de orden m x n para €1, si se satisface que
4
V| JLi(G).
i=1
Decimos ademds que la malla G es conveza si cada uno de los (m—1)(n—1) cuadrildteros (o celdas)

¢i; de vértices {P; j, Pit14, Pi jt1, Pix1,j+1}, con 1 <i<m y 1l <j<mn, es convero.

Definicién 3 Sea M(Q) el conjunto de mallas admisibles con N = 4(m — 1)(n — 1) tridngulos para
una region poligonal ) de drea orientada igual a A.

Se consideran los cuatro tridngulos que se forman en cada una de las celdas de la malla. Sobre
la celda c; ; de vértices {Pi,j7Pi+1,j7 P i1, Pi+1,j+1} los cuatro tridngulos son: AP; ; Pii1j P jy1,
APi-l‘l,j Pi+1,j+1 Pz},j—i—la APi)j Pi+17j Pi+17j+17 APi,j Pi,j-i—la Pi+1,j+17 los cuales se pueden ver en la
figura 1.3.

i+1,j+1

i PHl,j

Figura 1.3: Celda ij de la malla.

Es importante senalar que para generar las mallas convexas se resuelve un problema de optimizacion
de gran escala sobre un conjunto asociado M (€2).

1Formada con cuadrilateros.



Capitulo 2

Funcionales Clasicos

En este capitulo se presentan las expresiones correspondientes a los funcionales continuos clasicos,
con el propdsito de sentar las bases para proponer el problema de generar mallas discretas como un
problema de optimizacion de gran escala, a través de un proceso de aproximacién, el cual permite
tener control sobre tres propiedades de la malla: longitud, drea y ortogonalidad.

Se analizan los funcionales asociados a cada una de las propiedades que se busca controlar, pasando
del funcional continuo al discreto; para ello se emplea la discretizacién propuesta por Barrera-Pérez
et al. ([4]).

2.1. Discretizacion de Barrera-Pérez

Considérese el mapeo bilineal que manda el cuadrado unitario [0, 1] x [0,1] al cuadrildtero de
vértices P,@Q, Ry S (figura 2.1), en el plano dado por,

(& n) = A+ B{+ Cn+ Dén,
donde 7= (x,9)7, y en los vértices del cuadrildtero 7 satisface
7(0,0) = P, 7(1,0) = Q
7(0,1) = S, 7(1,1) =R.
En cada una de las esquinas del cuadrilatero se tiene que,
70,00 =A=P
(1,00 =A4+B = B=Q-P

70,1)=A+C = C=S-P

7(1,1)=A+B+C+D = D=R-P-Q+P—-S+P=R—-Q-S+P,
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p Q
Figura 2.1: Cuadrildtero de vértices PQRS.

de tal forma que
F=P4+(Q—-P)X+(S—Pn+(P-Q+R—5)¢n.

Los vectores tangentes para 7 son

Te=Q—-P+(P-Q+R-S)n

Th=8—P+(P-Q+R-5).
Ahora, evaluando las derivadas de 7 en los vértices del rectangulo se tiene que,
7(0,0) =Q —P 7,(0,00=5-P
(1,00 =Q—-P (1,00 =R-Q
7e(0,1)=R—-S 7(0,1)=S-P
re(1,1)=R-S m(1,1)=R-Q.

Obsérvese que 7¢(0,0) y 7,(0,0) dependen tinicamente del tridangulo SPQ, puesto que estdn descritos
sélo en términos de S, P y Q. De igual forma, 7¢(1,0) y #,(1,0) dependen sélo del tridngulo PQR;
7e(0,1) y 7,(0, 1) dependen del tridngulo QRS; y 7:(1,1) y 7,(0,0) dependen del tridngulo RSP.

Se requiere también del Jacobiano de la transformacion para expresar en forma discreta los fun-
cionales que se presentan en esta seccion. Calcilese el jacobiano de 7

oo T 0 1 o o
J (&) = det(J) =det( e ) = [7eliy| = (we e ) ( 10 ) ( L ) =i T o,

Ye Yn Yn

0

donde Jgy = < 1 0

), es la matriz de rotacién que gira —3.

10



Funcionales Clésicos 11

En cada una de las esquinas del cuadrilatero, el jacobiano representa el doble del area del tridangulo
que se forma con el producto cruzado de los vectores tangentes correspondientes. A fin de mostrar
esto, considérese 7(0,0), 7(1,0), 7(0,1) y (1, 1), tal que M = 7(1,0) — #(0,0), N = 7(0,1) — (0, 0),
T =7(1,1) —#0,1) y U = 7(1,0) — #(1,1). Al tridngulo formado por los vectores M (M, Mo, M3)T
y N (N1, N2, N3)T', le corresponde un 4rea descrita en términos del jacobiano; es decir

J €1 €9 €3
A=S=| M My M;
N1 Ny N

donde M3 =0 = N3y e1, e y e3 los vectores de la base canénica (1,0,0), (0,1,0) y (0,0, 1) respec-
tivamente.

Resolviendo, se tiene que A = e3(M71 Ny — M2 N7). Por lo tanto,

J07() = (7?1,0 — FO’()) X (770}1 — F()’()) = MTJQN =2- érea(ASPQ)

=~
)

Il
—
)
=

|
!
=)
S~—"
X
—
S
o

|

F1.0) = QT JoM =2 - drea(APQR)
Jo1 = (P11 —701) % (Fo.0 — 701) = PTJaN = 2 - drea(AQRS)
Fi1) = QT JoP =2 drea(ARSP) (2.1)

S~
C
|
—~
=
o
|
S
=
N~—
X
—
=
=
|

El siguiente corolario muestra un resultado importante relacionado con los jacobianos correspondi-
entes a las esquinas del cuadrilatero.

Corolario 2 Sea J; ; el jacobiano de cada una de las cuatro esquinas del cuadrildtero, de la misma
manera que en las expresiones 2.1, entonces Ji11 + Jo,o + J10 + Jo1 =4 - drea(DPQRS).

2.2. Funcional de Longitud

El Funcional de Longitud [35] busca controlar la longitud de los segmentos de la malla e intenta
igualarlos; para esto, la suma de los cuadrados de las longitudes de los segmentos de las celdas de la
malla deben minimizarse.

Caso continuo. Para calcular la longitud de curva se tiene la siguiente expresion,

I(x(¢.n)) = / / [(x¢)? + (x,)] dedl

con x = (x,y)T; esto es,

1 1
I(x(6,m) = / / (a2 + 2 + 42 + o2) dedy,

de esta manera, se obtiene el funcional de longitud L(x).

11



12 Funcionales Clasicos

Desde el punto de vista del calculo variacional, se deben resolver las ecuaciones de Euler-Lagrange,
que para este funcional quedan de la siguiente manera:

)5 )

4 ((LL) + 4 (iL) —0
d€ \dye )~ dn \dyy
las cuales se reducen al sistema de ecuaciones de Laplace para la transformacién (£,7n) — (z,y)

Teg + xpy =0

Yee + Yy =0,

ecuaciones que son elipticas y no acopladas. Sin embargo, en este trabajo no se resuelven las ecua-
ciones de Euler-Lagrange, sino que se emplea el enfoque discreto que se menciona a continuacién.

Caso discreto. Se describe el funcional discreto de longitud I como

(x) = I(7) = (7e)* + (7)* -

La discretizacion del funcional en cada una de las esquinas del cuadrildtero es
1(r(0,0)) = (Q = P)* + (S — P)* = (ASPQ)
[(r(1,0)) = (Q = P)* + (R~ Q)* = (APQR)
I(r(1,1)) = (R~ 5)* + (R - Q)* = (AQRS)
(r(0,1)) = (R—S)*+ (S — P)> = (ARSP).

Se define entonces (ASPQ) = (Q — P)? + (S — P)2. De igual manera se procede para los otros tres
tridngulos asociados al funcional en cada esquina. De ahi que

1
L(7) = Z XJ: JUASGPjQig) + -+ UARi ;S5 P, 5))
Por lo tanto, L(7), se aproxima a

1 01
£ = [ [ 16x0 + ey 2 .
A continuacién estudiaremos el funcional de Winslow.

12



Funcionales Clésicos 13

2.3. Funcional de Winslow

El funcional de Winslow [41], también conocido como funcional de suavidad, estd relacionado
con el funcional de longitud, el cual busca, precisamente, suavizar las lineas interiores de la malla.
Veamos los casos continuo y discreto de este funcional.

Caso continuo. La expresién para el funcional continuo de suavidad es

(xe)* + (x5)°

1 1
see(eon) = [ 1 ey,

con x = (x,y)7; es decir,

1 1x2+$2+y2+y2
s = [ [ T T R ey,

Las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a este funcional se reducen nuevamente al sistema de
ecuaciones de Laplace, pero para la transformacién inversa (z,y) — (£,7n).

Caso discreto. Ya se ha visto que el funcional de Winslow esta directamente relacionado con el fun-

cional de Longitud, salvo por el Jacobiano. Para la discretizacién, definase el factor az que describird el
jacobiano discretizado en cada una de las esquinas del cuadrildtero. Por ejemplo, en J(0,0), « es

a(ASPQ) = (Q - P Js(S — P),

de forma analoga se obtiene para los otros vértices.

Entonces, el funcional en forma discreta en cada esquina, se ve como s(x) = s(¥) = w

s(r(0,0)) = (Q—P)*+(S—P)? ASPQ)

)T T A(ASPQ) = a(ASPQ)

_(Q@-=P)+(R-Q)* _ UAPQR)

s(r(1,0)) = a(APQR) ~ a(APQR)

_(R-9)+(R-Q)° _ (AQRS)

L) = =2 AQRS) ~ 2(AQRS)
_(R—S8)2+(S—P)> I(ARSP)

rO0.D) = =R RsP) ~ a(ARSP)”

De donde

. L UAS; ;P Qi) UAR;;Si ;P )
S(7) = 1 44,5 %4,5 R0 105)
" zl:z]: 4(0<(A5i,jpi,j@i,j) et a(ARi,jSi’ij))

13



14 Funcionales Clasicos

2.4. Funcional de Area

El funcional de Area [13], permite controlar el drea de las celdas de la malla.

Caso continuo. El funcional de 4rea se representa con la siguiente expresion

1,1
e = [ [ Pazan.
o Jo
Este funcional tiene como ecuaciones de Euler-Lagrange:
YnTee — TnYnYee — 2elnTen + (Teln + TnYe)Yen + YeTny — TeYnlny = 0

2 2
—TnYyTee + Tpyee + (Tehn + TnYe)Tey — 2TeTyYen — TeYeTyy + TeYym =0,

las cuales son més complicadas que las ecuaciones asociadas al funcional de longitud, pues constituyen
un sistema cuasi-lineal, no acoplado y no eliptico. Resolver este sistema de ecuaciones es bastante
complejo, por ello, la solucién del problema se facilita si se elige el camino de la discretizacién prop-
uesta por Barrera-Pérez [4].

Caso discreto. En el funcional de Winslow se definié « como un factor asociado al Jacobiano en
cada una de las esquinas del cuadrilatero, el cual describe el funcional discreto de area. De hecho,

se encuentra Unicamente determinado por él.

Se tiene que a() = J?2, entonces

a(7(0,0)) = o*(ASPQ)
a(7(1,0)) = o*(APQR)
a(7(0,1)) = *(AQRS)

a(7(1,1)) = o®*(ARSP).
Asi,
1
A(F) = Z Z Z(az(ASiyj‘Pi,jQi-j) +...+ az(ARi,jSi,jPiyj)) .
i

2.5. Funcional de Ortogonalidad

El funcional de Ortogonalidad [35] busca controlar los 4ngulos entre las lineas de la malla.

Caso continuo. Este funcional se expresa como

1 1
Ox(€,m)) = /0 /0 (2ey + yeyy)2dcdn

14
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con x = (z,y)7.

Y las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a este funcional, no son menos complejas que las
asociadas al funcional de drea. Se ven como:

wpee + TnYnyee + (40ey + 2ycyn)Ten + (Teyn + Tnye)Yen + TETqm + TeYeYny = 0

TnYnTee + y727y55 + (zeyn + Tnye)Ten + (AYeyy + 2262y Yen + TeYeTny + ygynn =0.

Asi, se discretiza el funcional para evitar resolver este sistema de ecuaciones.

Caso discreto. El funcional estd dado por
O(x) = O(7) = (7) " (7).

que para el tridngulo SPQ, se tiene
0=(ASPQ) = (S - P)(Q-P),

obteniendo las siguientes expresiones en cada una de las esquinas del cuadrilatero,

entonces, el funcional queda como

Z Z AS% P, Qi) + OQ(AQLJ‘RLJ’S@J‘)) .

2.6. Generacion Variacional Discreta de Mallas

Usualmente, en el problema variacional se calculan las ecuaciones de Euler-Lagrange para el fun-
cional. En este trabajo, para la generacién variacional de mallas se propone reemplazar las derivadas
de las integrales por diferencias finitas y las integrales por sumas y férmulas de cuadratura sobre los
puntos de la malla.

Con el propdsito de obtener mallas 6ptimas, que sean solucién del problema de optimizaciéon de gran

escala, se pueden discretizar los funcionales de Longitud L, Suavidad S, Area A y Ortogonalidad O,
a través de la formulacién directa de la siguiente manera,

// dfdn—/ / F(a, ¢, @, Ve s 1) dEd
/ / dfdan// F(75,;) dédn

15



16 Funcionales Clasicos

r=r@E.n

i j+l i+1 j+1
(o m) (&)

e

() ()

Figura 2.2: Mapeo bilineal sobre B; ;.

donde B, ; es la i,j-ésima celda de la malla (figura 2.2). Véase Castillo [13].

La aproximacién discreta propuesta por Barrera y Pérez [4] para la igualdad anterior es la siguiente
expresion,
4

1= 33 S Fak).

i=1j=1 k

Los funcionales quedan expresados como:

=1 j=1
INUNERY VN
S = -
222 aa)
n m 4
A=333 (a(ak)?
i=1j=1 k
n m 4
0= 3> (o(AF))
i=1j=1 k

De esta forma, el problema de la generacién variacional discreta de mallas consiste en resolver el
problema min{I(#)} sobre un conjunto de mallas admisibles.

Es importante observar que, de esta forma, el problema clasico del cilculo de variaciones se ha
transformado en un problema de optimizacién de gran escala, que puede ser resuelto con los métodos
estandar de optimizacién. En el capitulo 4, se mostrara que dicho problema puede ser planteado sin
restricciones, lo que permite minimizar de una manera bastante eficiente.

16



Funcionales Clasicos 17

2.7.

Algunos Resultados Numéricos

A fin de mostrar el trabajo que realizan los funcionales clasicos tratados en este capitulo, Lon-
gitud, Suavidad, Area, y Ortogonalidad, se han escogido algunas regiones para aplicarlos buscando
mallas éptimas para cada regién. Se optimizé con el programa UNAMALLA' partiendo de una
malla inicial de 40 x 40 generada por interpolacién transfinita® y, sélo para el caso del funcional de
Suavidad, la malla inicial se traté hasta hacerla convexa ya que suavidad no trabaja sobre mallas
no convexas. Los resultados fueron los siguientes:

Malla Inicial | F:Longitud | F:Suavidad F:Area F:Ortogonalidad
Qmin -4.3586832 | -9.7617332 | 0.0094200 | -1.4216850 -7.4020368
Cel no conv 475 152 0 39 676

Cuadro 2.1: Gato. Optimizado con los funcionales de Longitud, Suavidad, Area y Ortogonalidad.

Malla Inicial | F:Longitud | F:Suavidad F:Area F:Ortogonalidad
Qmin -6.2819460 | -6.0077812 | 0.0020000 | -2.2506149 -14.2452280
Cel no conv 601 248 0 54 779

Cuadro 2.2: Inglaterra. Optimizado con los funcionales de Longitud, Area y Ortogonalidad.

Malla Inicial | F:Longitud | F:Suavidad F:Area F:Ortogonalidad
Cmin -3.6168486 | -5.3350307 | 0.0476000 | -1.2809967 -6.4481758
Cel no conv 394 92 0 17 621

Cuadro 2.3: La Habana. Optimizado con los funcionales de Longitud, Suavidad, Area y Ortogonali-
dad.

A continuacién se muestran las imagenes de la mallas correspondientes a cada una de las regiones
optimizadas con los cuatro funcionales clasicos estudiados en este capitulo. Obsérvese que ninguna
de las mallas generadas por los funcionales de Longitud, Area y Ortogonalidad, es convexa. En las
mallas presentadas para Suavidad es muy importante senalar que aunque son convexas tienen el
inconveniente de que las mallas iniciales con las que se generaron son convexas y fueron obtenidas
previamente con el algoritmo que se describe en el capitulo 4. El funcional de Suavidad clasica no
es util para generar mallas convexas en regiones irregulares. Véase regién Gato, figura 2.3; region
Inglaterra, figura 2.4; regién La Habana, figura 2.5; regién Rusia, figura 2.6.

TUNAMALLA es un software generado por el grupo de trabajo del mismo nombre que se encuentra en la red en
la direccién www.matemadticas.unam.mx/unamalla.
2Véase apéndice A.
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Capitulo 3

Convexidad

En el capitulo anterior, el problema de generaciéon de mallas se planteé como un problema de op-
timizacién de gran escala. Un concepto importante en la bisqueda de los 6ptimos de los funcionales,
asi como el desarrollo de algoritmos de solucién de problemas de optimizacién, es el de converidad.
Por ello, se dedica este capitulo al estudio de la convexidad de conjuntos y funciones.

3.1. Conjuntos Convexos

Sea S un subconjunto de un espacio vectorial. Se dice que S es convexo si el segmento lineal
cerrado que une cualesquiera dos puntos del conjunto, esta totalmente contenido en S. Es decir, para
todo xr1,T2 € S

Az 4+ (1= ANze € S, A €[0,1].

Ejemplos de un conjunto convexo y un conjunto no convexo se muestran en la figura 3.1.

(a) (b)
Figura 3.1: (a) Conjunto convexo. (b) Conjunto no convexo.

Se enuncian las propiedades de los conjuntos convexos en el siguiente lema, y a lo largo de este
capitulo se consideran estos conjuntos en el espacio Euclidiano n-dimensional F,,.

Lema 3 Sean S1 y So conjuntos convexos en E,. Entonces,

1. 51 NSy es convexo.



24 Convexidad

2. S1®Sy={x1+x2:21 €S1,29 €S2} es convexo.
3. 5168y ={x1 —x9:x1 € S1,22 € S2} es convexo.

Ya se ha mencionado el interés de trabajar sobre conjuntos convexos, puesto que se facilita la solucién
a los problemas de optimizacién. A continuacién se define la envolvente convexa para estos conjuntos;
cabe mencionar que tal envolvente se puede definir para conjuntos no convexos.

3.1.1. Envolvente Convexa

Sea S C E,. La envolvente convexa de S, H(S) o conv (S), es el conjunto de todas las combina-
ciones convexas de S, es decir,

k
x € conv () = x:Z)\ja:j,
j=1

siempre que Z?Zl)\j =1,A>0conj=1,...,k,donde k € Z" y 1,...,x, € S.

Como se puede observar en la figura 3.2, conv (S) es el menor! conjunto convexo que contiene a S,
como afirma el siguiente lema.

Figura 3.2: Envolvente convexa.

Lema 4 Sea S C E,,. Entonces, conv (S) es el menor conjunto convexo que contiene a S. Es decir,
conv (S) es la interseccion de todos los conjuntos convexos que contienen a S.

Aqui se omite la demostracién de este lema, debido a que es bien conocida.
Un teorema importante es el de la caracterizacion de la envolvente convexa de un conjunto.
Teorema 5 (Caratheodory) Sea S C E,. Si x € conv(S) entonces, © € conv (T1,...,Tn+1),

donde x; € S, para todo j = 1,...,n+1; es decir, x = Z;Lill Ajzj, donde Z;Lill Aj=1yA >0,
zj€Sconj=1,...,n+1. (Véase [].)

Imenor, considerando el orden parcial definido por la contencién de conjuntos: A < B < A C B.
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3.1.2. Cerradura e Interior de un Conjunto

A continucién se muestran algunas definiciones y propiedades topoldgicas de los conjuntos que
se utilizan en el estudio de la convexidad.

Definicién 4 Sea S C E,.
« No(@)={a: o3l < e}
w xS si SNN(x) # ¢, Ve > 0.

= 51 S =clS, entonces S es cerrado.

xzeintS si No(x) C S para algin e > 0.
= 5i.S=1intS, entonces S es abierto.
» 2 € 0S si No(z) contiene al menos un punto en S y un punto fuera de S, Ve > 0.

» S es acotado si existen x € E,, € > 0, tal que S C N ().

S es compacto si es cerrado y acotado.

= S es cerrado < x € S, Vx € S. Mds aiun, cI S = SUOIS es el conjunto cerrado mds pequeno
que contiene a S.

= S es abierto < S no contiene ningun punto de su frontera.
= intSCS.intS=S5—095 pero S #S —intS.
n S es cerrado < V{z} C S convergente con {x} — T se tiene que T € S.

En un conjunto convexo no vacio, el segmento lineal que une un punto de su interior con un punto
de su cerradura, estd totalmente contenido en el interior del conjunto, como establece el siguiente
teorema.

Teorema 6 Sea S C FE, conjunto convexo, intS # ¢. Sean x1 € clS y x9 € intS. Entonces,
Azy + (1 — Nzg € int S, para todo X € (0,1).

Como consecuencia de este teorema, se tienen dos corolarios relativos al interior de un conjunto.
Corolario 7 Sea S conjunto convero. Entonces int S es convexo.

Corolario 8 Sea S conjunto convexo, int S # ¢. Entonces,
= cl S es conveza.
» c(intS)=clS.

w int(clS) =intS.

25
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3.1.3. Teorema de Weierstrass

Teorema 9 Sean S C E,, S # ¢ compacto, y f: S — R continua. Entonces, el problema min{ f(x) :
x € 8} alcanza su minimo, es decir, existe xg € S tal que f(xo) < f(x). Véase Rudin ([37]).

3.1.4. Separacion y Soporte de Conjuntos

En el caso particular de los conjuntos convexos el problema de encontrar la distancia minima de
un punto a un conjunto, puede escribirse de una manera sencilla en términos del producto interior.

Teorema 10 Sean S C E,,, S # ¢ cerrado y convexo, y ¢ S. Entonces existe un tinico T € S con
distancia minima de y. Mds ain, T es el punto minimo si y solo si (y — )T (x — z) < 0, para todo
xeS.

Demostracién. Eristencia. Por hipétesis S # ¢ = 3% € S. Analicemos el conjunto S = SN {z :
ly — x|l < lly — 2|}, el buscar el punto més cercano, es decir, inf{||y — z|| : © € S} es equivalente al
inf{lly — z| : x € S}, lo cual implica encontrar el min{f(z) : z € S} donde S # ¢ y compacto, y f

continua en S.
Por el teorema de Weierstrass, 3 € S tal que T es el punto mas cercano a y; ademas, T € S.

Unicidad. Supongase que 3%’ € S tal que ||y — Z|| = ||y — Z’|| = . Por convexidad de S, igi/ es

y sobre el segmento que une a T y ', |7’ — %5”/” = r. Por desigualdad del tridngulo se tiene que
ly — Z5 ] < 5lly — 2] + 3y — 2| = .

Si se considera la desigualdad estricta se llega a una contradiccién puesto que T es el punto mas
cercano a y; entonces se conserva la igualdad, ||y — £5%|| = 5. Por teorema de Pitdgoras, ||y —z'||* =
lly — %5’”2 + ||z’ — %E/HQ, es decir, v2 =42 4+ 12 = r = 0. Por lo tanto 7 = 7.

Ahora, Z es punto minimo <= (y — 7)%(z —z) <0, Vz € S.
=:Sea (y —7)T(x —7) <0, Vo € S. Témese © € S, entonces, ||y —z| = ||y —z+z—a|® =

ly —z||” + |z — || + 2(z — )T (y — T). Se tiene que ||Z —z| > 0y (z — 2)T(y — Z) > 0; entonces
ly—z|* > |ly — z||* y & es punto minimo.

=: Supéngase ||y — z||> > ||y — Z||*, Vz € S. Sea z € S, por convexidad de S, T+ A(z — Z) € S para
0 < A < 1. Entonces, [y — 7 — Mz — 2)|* > |ly — z[|*.

Por un lado, [ly — — Az — 2)||* = |ly — Z||> + || = Mz — 2)||* = 2\ (y — )T (z — &), es decir,

Iy - 2 + N2]lz — 2| — 2A(y ~ )7 (& — ) > ly — 7| esto implica

Nz -zl —2Ay —2)T(x—z) >0 = X2z —z|° > 2\ (y — )T (z — Z), VA € [0,1], se sigue que
Az — 2| > 2(y - 2)7(z - 7).

Por lo tanto, (y — )T (x —z) <0,Vz € S. o

3.1.5. Hiperplanos y Separacion de dos Conjuntos

Definicién 5 Un hiperplano H en E,, es una coleccion de puntos de la forma {z : Tz = o} donde
peE B, p#0yaun escalar. p es el vector normal a H.
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Obsérvese que un hiperplano H define dos semiespacios cerrados, H* = {z: pTz > a}y H~ = {z:
pTz < a}, y dos semiespacios abiertos {z : pTz > a} y {z : pTx < a}.

En el teorema anterior (10), se puede ver que S estd en el semiespacio a’ (z — Z) < 0 para todo
x € S, relativo al hiperplano a”(x — Z) = 0 que pasa por Z y normal a a = (y — 7).

Definicién 6 Sean S;,5 C E,, S1 y S2 no vacios.

= Un hiperplano H = {x : pT2 = o} separa a Sy y So si pTax > a para todo v € Sy, yple < a
para todo x € Ss.

= 515N Sy C H, entonces H separa propiamente a Sy y Sa.

» Se dice que H separa estrictamente a Sy y Sy si Pl > o para todo x € S1, y pla < a para
todo = € S,.

» Se dice que H separa fuertemente a Sy y So si plax > a+¢ para todo x € Sy, ypla < a para
todo x € Sy, donde € > 0.

= Una separacion impropia es cuando S1U Sy C H.

Sl
S
S
& > &
Separacién propia de Sy y Ss. Separacién impropia de S7 y Sa.
Sl
S, /
W 5, Al Qsz
Separacioén estricta de Sy y Sa. Separacién fuerte de S7 y Ss.

Figura 3.3: Hiperplanos de separacién.
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28 Convexidad

3.1.6. Separacion de un Conjunto Convexo y un Punto

Teorema 11 Sean S C E,,, S # ¢ convexo y cerrado, y ¢ S. Entonces existen p # 0 y a escalar
tal que Ty > a ypTx < o, para todo x € S.

Demostracién. Se tiene que S # ¢ convexo y cerrado. Por el teorema de separacién y soporte (10),
existe un dnico z € S tal que Z es el punto minimo, entonces (z — 7)%(y — z) <0, Vx € S.

Tomando p= (y —2) #0y a =21 (y —2) = (y — )Tz = pT7 se tiene que g7z < a, Vz € S,

mientras que Ty —a = (y —2)T(y — Z) = |ly — Z||* > 0. Por lo tanto, 7 Ty > . g

Corolario 12 Sea S C FE,, convexo y cerrado. Entonces, S es la interseccion de todos los semies-
pacios cerrados que contienen a S.

Demostracion. Definase H, semiespacio tal que S C H, con a € I, I conjunto de indices. Sea
S C E,, S cerrado y convexo. Se debe probar que S = NH, tal que H, 2 S, Va € I.

C: Puesto que S C H,, Va € I, entonces S C NH,.

D: Supéngase que S 2 NH,, H, 2 S, Va € I; entonces existe un y € NH, tal que y ¢ S. Por el
teorema 11, S =NH, con H, O S, Va € 1. o

Corolario 13 Sean S # ¢ y un punto y ¢ cl conv (S). Entonces existe un hiperplano H que separa
fuertemente a S y y.

Demostracién. Se tiene que ¢ # cl conv (S) C E,, es cerrado y convexo. Sea y ¢ cl conv (S). Por el
teorema de separacion (11) existen p'# 0 y a escalar tal que 7y > ay pTa < a, Vo € cl conv (9),
es decir, 3H hiperplano que separa a S y a y y los separa fuertemente, p7y > o +¢. g

Figura 3.4: Separacién fuerte de un conjunto S y un punto y.

Sean S C E,, y un punto en S. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. 3JH hiperplano que separa estrictamente a S e y.

2. dH hiperplano que separa fuertemente a S e y.
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3. Fptal que pTy > sup{pTx:x € S}.

4. Fptal que pTy < inf{pTx:x € S}.

3.1.7. Soporte de Conjuntos en Puntos Frontera

H S S
S
2 X
Unico hiperplano soporte en un punto Hiperplano soporte impropio.
frontera.

X, %

Hiperplano que soporta més de un

Numero infinito de hiperplanos
punto frontera.

soporte en un punto frontera.

Figura 3.5: Hiperplanos soporte.

Definicién 7 Sean S C E,,, con S # ¢, y T € 0S.

Un hiperplano H = {z : 57 (z — Z) = 0} se llama hiperplano soporte de S en Z si:
» SCHT, es decir, pl(x —2) >0,Vz €5, 0
» SCH talque p7(z — ) <0,Vz € 8S.

La figura 3.5 muestra varios casos de hiperplanos que soportan a un conjunto en uno o mas puntos.

Teorema 14 Sea S C E,, S # ¢ y convexo. Sea & € 3S. Entonces, existe H hiperplano que soporta
a S en , es decir, existe p# 0 tal que pT(x — ) <0, para todo x € cl S.
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Demostracién. Como z € 95, F{yr} € cl S tal que yp, — &, {yx} € Sy {yx} € 9S). Por el
teorema de separacion (11), Vyg, 3pk con ||pk|| = 1, tal que gy Tyx > pr T, Vo € cl S.

Ahora, {p)} es acotado, esto implica que 3{p} } g subsucesién de {pi} tal que {pi} g — 7 que tiene
norma 1, (||pl| = 1), entonces py Typ > pr L, Vo € cl S.

Con z € ¢l S y tomando el limite cuando K 3 k — oo se tiene p7z > pTx, es decir, p7 (z — z) <0,
VrecdsS. o

Corolario 15 Sean S C E,, S # ¢ convero, y T ¢ intS. Entonces existe P, con p # 0 tal que

pT(x —7) <0, para todo = € cl S.

Demostracién. Sea T ¢ int S, esto implica que Z € 9S 0o T ¢ ¢l S. Si T ¢ 9S por el teorema
del hiperplano soporte (14), el corolario es cierto. Si Z ¢ ¢l S por el teorema de separacién (11), el
corolario es cierto.

Corolario 16 Sea S C E,,, S # ¢. Sea y ¢ int conv (S), entonces existe H hiperplano que separa a
Sey.

Demostracién. Por el corolario anterior (15), 3H que los separa. g

Corolario 17 Sean S C E,,, S # ¢, y T € dSNAconv (S). Entonces existe H hiperplano que soporta
aS enz.

Demostracion. Se tiene que Z € 95 N dconv (S) = T € 0S y T € Oconv (S). Si T € IS, por
el teorema del hiperplano soporte (14), es cierto. Si & € dconv (S), como conv (S) es un conjunto
convexo se puede usar el mismo teorema, es decir, 3H que soporta a S en Z. g

Teorema 18 Sean S1,S2 C E,, S1 # ¢ y convexo, S # ¢ y convero. Supongamos S1 N Se = ¢,
entonces existe H hiperplano que separa a Sy y Sa, es decir, existe p # 0 tal que inf{pTx : x €
S1} > sup{pTz:xz € Ss}.

Demostracion. Sea S =516 Sy = {x1 — 22 : 21 € S1 y 22 € So}. Como S; y Sa son convexos,
entonces S es convexo y 0 ¢ S pues S; N Sy = ¢. Por corolario 15, 35 # 0 tal que p7'(z — 0) > 0,
Ve e S = pTa>0,es decir, pTay > pTay, (v =121 +x2), Vo, €51 y Vas € So. 0

3.2. Funciones Convexas

A continuacién se revisan las propiedades mas relevantes de las funciones convexas.

3.2.1. Definiciones y Propiedades Basicas
Definicién 8 Sea f:S — Ej donde S C E,, S # ¢ y convexo.
s [ es conveza sobre S si f(Az1+ (1 —Nz2) < Af(z1) + (1= N)f(z2) V1,22 € S y VA € (0,1).

n [ es estrictamente conveza si f(Ax; + (1 — Naxa) < Af(x1) + (1 — N)f(x2) con 1 # xa.
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= [ es concava si —f es conveza.

= [ es estrictamente concava si —f es estrictamente conveza.
Siguiendo las definiciones anteriores, son claros los siguientes ejemplos.

1. Sean fi,..., fx: B, — E; convexas. Entonces:

w f(z) = Z§=1 ¢;fi(x), donde ¢; >0, Vj =1,2,...,k, es convexa.
» f(z) = méx{fi(x),..., fr(x)} es convexa.

2. Considérese g,: E, — E; céncava. Sea S = {z : gn(z) > 0} y deffnase f:S — FE; como
fl@) = 1(:8). Entonces f es convexa sobre S.

El comportamiento de una funcién puede ser analizado en términos de sus conjuntos de nivel que se
define a continuacién.

Considérese L, = {x € S : f(z) < a} con a € Ey, el conjunto asociado a f convexa, conocido
también como el conjunto nivel.

Lema 19 Sean S C E,,, S # ¢ y convezo, y f:S — E; funcidn convexa. Entonces L, = {x € S :
f(z) < a}, donde a € R, es convexo.

Demostracién. Sean x1,22 € L, = x1,22 € Sy f(z1) < a, f(z2) < a. Ahora, sea A € (0,1) y
x = Azx1 + (1 — N)ze. Como S es convexo, x € S; y f es convexa, f(z) < Af(z1) + (1 —A)f(x2) <
Aa+ (1 = N)a = da+ a— Aa = a; esto implica que x € L, pues x € S'y f(x) < a. Por lo tanto, L,
es convexo. O

3.2.2. Continuidad de Funciones Convexas

Teorema 20 Sea S C E,, S # ¢ y convexo, y sea f:S — FEi convexa. Entonces f es continua en
intS.

3.2.3. Derivada Direccional de Funciones Convexas

Definiciéon 9 Sean S C E,, S# ¢,y f:S — Fy. Seanz € S yd;«é 0 tal que T+ eS para A >0
y suficientemente pequena. La derivada direccional en T en direccion de d denotada por f'(z;d),
estd dada por el siguiente limite si existe:

Lema 21 Sea_f:E, — Ei funcion conveza. Consideremos un punto cualquiera T € E, y una
direccion 0 # d € E,, entonces eziste f'(z;d). (Véase []).
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3.2.4. Subgradientes de una Funcion Convexa.
Epigrafica e Hipografica de una Funcién

La gréfica de una funcién f en S es {(z, f(z)) : x € S} C E, 41 y se denota por graf(f). Se
pueden construir dos conjuntos relacionados con la grafica de f:

= la epigrdfica que consiste en los puntos arriba de graf(f) y
= la hipogrdfica que consiste en los puntos debajo de graf(f).

Definicién 10 Sean S C E,,, S # ¢, y f: S — E1. La epigrdfica de f, denotada por epi f, es un
subconjunto de E, 1 definida por

epi f ={(z,y): v € S,y € Er,y > f(v)}.

La hipogrdfica de f, denotada por hyp f, es un subconjunto de E, 1 definida por

hyp f ={(z,y) :x € S,y € E1,y < f(x)}.

Teorema 22 Sean S C E,,,S # ¢ y convezo, y f: S — E1. Entonces f es convexa si y sélo si epi f
es convexa.

Demostracién. =: Supéngase f convexa. Sean (z1,y1), (x2,y2) € epi f, esto implica z1,z9 € S'y
y1 > f(z1), y2 > f(az). Témese A € (0,1), entonces Ay + (1 — Nya > Af(x1) + (1 = X) f(z2) >
f(Az1 + (1 — X)z2) por convexidad de f.

Es claro que Azy + (1 — A)xg € S, entonces (Azxy + (1 — A)za, Ay1 + (1 — AN)ya) € epi f. Por lo tanto,
epi f es convexa.

<: Supdngase epi f convexa. Sean 1, x2 € S, entonces (z1, f(x1)), (z2, f(z2)) € epi f. Por hipdtesis,
Az1 + (1 — Naxo, Af(z1) + (1 — N f(x2)) € epif, VA € (0,1), es decir, Ax; + (1 — Ny € S,
Af(@1) + (1= AN)f(z2) € Evy AMf(z1) + (1 = A)f(z2) = f(Az1 + (1 = N)aa).

Por lo tanto, f es convexa.

Definicién 11 Sean S C E,,, S # ¢ y convezo, y f: S — E1 convera. Entonces § es un subgradiente
de f enz €S si f(x) > f(Z)+&F (x — ), para todo x € S.

De igual forma, sea f:S — FEi céncava. Entonces & es un subgradiente de f en T € S si f(z) <
f(@)+ €T (x — 7), para todo x € S.

En la definicién anterior, f(Z) 4 ¢7(x — %) representa el hiperplano soporte de epi f, donde ¢ es la
pendiente de dicho hiperplano, como se observa en la figura 3.6.

Teorema 23 Sean S C E,, S # ¢ y convexo, y [: S — E1 convexa. Entonces, para T € int S existe
€ wvector tal que H = {(z,y) : y = f(Z) + X (x — )} soporta la epigrdfica de f en (Z, f(Z)). En
particular, f(x) > f(z) +&T(x — ), para todo x € S; es decir, & es un subgradiente de f en .

Corolario 24 Sean S C E,,, S # ¢ y convexo, y f: S — FE; estrictamente convexa. Entonces, para
T €int S emiste & vector tal que f(x) > f(Z) + &7 (v — Z), para todo x € S, x # 7.

Teorema 25 Sean S C E,,, S # ¢ y convezo, y f:S — FE1. Supongamos que para todo T € intS
existe & vector tal que f(z) > f(Z)+ &7 (v —2), para todo x € S. Entonces, f es convera en el int S.

32



Convexidad 33

\ /K?T(x-i)

|
>

Figura 3.6: £ subgradiente de f.

3.2.5. Funciones Diferenciables Convexas

Definicién 12 Sean S C E,, S # ¢, y [:S — E1. Entonces f es diferenciable en T € int S si
existe V f(Z) vector, llamado vector gradiente, y una funcién B: E, — Ey tal que f(x) = f(Z) +
V@) (x—z)+]|z—z|8(Z;2—7),% para todo x € S, donde lim,_; 3(Z;x — &) = lim,_z ﬁ =0.

Es claro que f es diferenciable en el abierto S’ C S si es diferenciable para todo z € S’
Si f es diferenciable en Z, entonces existe al menos un vector gradiente que estd dado por

0f(z) of(z)
dry 7 Oxy,

Vs = ( ) = (@) @)

Lema 26 Sean S C E,,, S # ¢ y convezo, y f: S — FE;i convexa. Supongamos [ diferenciable en
Z € int S. Entonces, la coleccion de subgradientes de f en T es el singulete {V f(Z)}.

Una funcién diferencial convexa tiene sélo un gradiente llamado vector gradiente.
Teorema 27 Sean S C E,, S # ¢ convexo y abierto, y f:S — E1 diferenciable en S. Entonces,
= f es conveza si y sélo si para todo T € S, f(x) > f(z) + Vf(@)T (¢ — ), para todo z € S.

= [ es estrictamente conveza si y sdlo si para todo T € S, f(z) > f(z) + V(@) (x — I), para
todo x € S con x # .

La demostracion es clara por el teorema 23.
Teorema 28 Sean S C E,, S # ¢, y f:S — E; diferenciable en S. Entonces,
[ es conveza si y sdlo si para todo 1,19 € S se tiene [V f(x2) — V f(x1)]T (xg — 1) >0

» [ es estrictamente convexa si y sélo si para todo x1,x9 € S, 1 # x3, se liene [ﬁf((ﬂg) —
Vf(a?l)]T(.’L‘g — 3?1) >0

2Expansién de primer orden (serie de Taylor) en .
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3.2.6. Funciones 2-Diferenciables Convexas y Coéncavas

Definicién 13 Sean S C E,, S # ¢, y f: S — E1. Entonces, f es 2-diferenciable en T € int S si
existe V f(Z) y una matriz nxn simétrica H(z), llamada matriz Hessiana, y una funcién §: E,, — E;
tal que,

fla) = @) + V(@) " (= —2)+ %(l’ - 2)TH(@)(z — ) + ||lz — 2[*B(z52 — 2)

para todo x € S, donde lim,_;z B(T;x — T) = lim, 5 Hxi’cl\ =0.

Nétese que f es 2-diferenciable en el abierto S’ C S si es 2-diferenciable para todo x € S’.
La matriz Hessiana tiene la siguiente estructura,

f(x)  9f(x) 0% f(x)
81? Ox1To e 0T 1Tn
flx) Pf@) .. Pf(=)
H(Z’) _ Bz?xl &rg OxoTn
Frw) i@ ... OfG@)
0T x1 OxpnT2 ox2

Teorema 29 Sean S C E,, S # ¢ abierto y convexo, y f: S — Fy 2-diferenciable en S. Entonces
f es convezxa si y sélo si la matriz Hessiana es positiva semidefinida para todo x € S.

Demostracién. =: Supéngase f convexa y sea Z € S. Se debe probar que x7H(z)x > 0, Vo € S.
Como S es abierto, Vo € S, T + Az € S para |A| # 0 y suficientemente pequena. Por el teorema 27
y la 2-diferenciabilidad de f se tiene que

F(Z+ Az) > f(2) + \WVfE) e,

puesto que T + A xr — T = Az, y
- 1
f@ 4+ x) = f(@) + AV f(@) z+ iAQITH(a_:):E + M|z |?B(z; \x)
Restando las dos ecuaciones anteriores tenemos, 2A\2zTH(Z)z + A?||z||?3(2; Az) > 0. Si se toma A
cercano a cero, el limite es,
PR 240 )
Z ; >
lim ~oH (@) + 220 M) > lim 0,

de donde, TH(z)z > 0.

<: Supéngase zTH(z)x > 0, Vo € S. Témese x,Z € S. Entonces, por el teorema del valor medio se
tiene que

f(x) = f@) + V(@) (= - 7) + %(w —2)TH(2)(z — 2),

donde & = AZ + (1 — M)z para alguna A € (0,1).
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Como S es convexo, & € S. Ademas, (z — 7)TH(z)(x — z) > 0, entonces,

f@) > f@) + V@) (x—2) Va,z €S

Por lo tanto, f es convexa. g

Teorema 30 Sean S C E,,, S # ¢ convexo y abierto, y f: S — Ey 2-diferenciable en S.
= Sila matriz Hessiana es positiva definida para todo x € S, entonces f es estrictamente conveza.

= Si f es estrictamente conveza, entonces la matriz Hessiana es positiva semidefinida para todo
xzeSs.

» Si f es estrictamente convexa y cuadrdtica, entonces su matriz Hessiana es positiva definida.

Teorema 31 Sean S C E1, S # ¢, y f: S — E1 infinitamente diferenciable. Entonces f es estric-
tamente conveza en S sty solo si para todo T € S existe n € Z1 tal que f™ (Z) > 0, siempre que
f9(Z) =0 con 1 < j<n, donde f9) denota la j-ésima derivada de f.

Demostracién. Sea 7 € S. Considérese la expansién en serie de Taylor de f alrededor de Z para
una perturbacién h # 0 y lo suficientemente pequena:

F@+h) = F(&) + hf (@) + 2 f"( )+ 2 f”’( )+

=: Supdngase f estrictamente convexa en S, por el teorema 27, f(z + h) > f(z) + hf'(z), Vh # 0,
entonces
h’2 " /v

@+ + R s

Notese que las derivadas de orden 2 o mas pueden ser cero.

«: Supéngase que VZ € S In € ZT tal que f(")(f) > 0, siempre que 1 < j < n. Se debe probar
que (Z+h) € Sy f(Z+h) > f(Z)+hf'(Z)Vh € (=0,9), para algin § > 0 y suficientemente pequefo.

Por hipétesis f”(z) > 0
)+

f S, y por el teorema 29 f es convexa. De aqui que h # 0, (Z + h)
implica f(z+ h) > f(Z )

Vz €
+ hf'(z) por teorema 27.
Si f(z+h) = f(Z)+ hf'(Z), se tiene que
A (Z+h) + (1= N f(Z) = f(Z) + A f'(Z) < f(Z + AR)

=fA@+h)+ (1 -=NZ] <Af(Z+h)+(1-NF@)
para 0 < A < 1. Entonces la igualdad se mantiene y f(Z + Ah) = f(z) + Af'(z), YA € [0, 1].
Tomando A cercano a cero, llegamos a una contradiccion.
Por lo tanto, f(Z + h) > f(Z) + hf'(Z). O

Una vez que se ha hecho el anélisis de las propiedades de las funciones, los resultados del siguiente
capitulo se presentan de manera inmediata.
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Capitulo 4

Funcionales de Area

Una vez que se ha caracterizado en términos de « el problema de generar variacionalmente mallas
convexas, en este capitulo se aborda el estudio de las propiedades de los funcionales que dependen
unicamente de «, los cuales son referidos de ahora en adelante como funcionales de area.

Es de resaltar que los resultados presentados en este capitulo permiten proponer, en términos de
dichos funcionales de drea, una solucion sencilla y geométricamente intuitiva al problema que se ha
planteado: generar mallas estructuradas convexas en regiones irregulares del plano.

4.1. Funcionales de area

A fin de contar con la notaciéon adecuada para los resultados que se proponen en este trabajo,
es conveniente hacer la siguiente consideracién: Sean f(z):IR — IR una funcién continua y F' el
funcional F(z): RY — IR dado por

donde N = 4(m—1)(n—1) es el ntmero total de tridngulos en las celdas de las mallas que pertenecen
a M(2)! para una regién Q de area A. Entonces el funcional discreto de drea F4 asociado a F
esta dado por la expresion

N
Fa(G)=F(p(G)) = flag),

q=1

con ¢: M(§2) — RN, el mapeo que a cada malla le asigna el vector 0(G) = (a1,az,...,ax)T de sus
valores de .

1Con n y m fijos y considerando los tridngulos definidos por los vértices de las celdas como se discutié en el capitulo
1.
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4.2. Funcionales convexos de area

Recuérdese que el problema que se busca resolver en este trabajo ha sido reescrito en términos de
un proceso de optimizacién a gran escala sin restricciones. El proponer la soluciéon a este problema
consiste en la busqueda del funcional o los funcionales de area adecuados.

1, Qué se entiende por un funcional adecuado? La respuesta a esta pregunta es sencilla: Es aquel cuyos
minimos se alcanzan en mallas convexas.

Los resultados del capitulo anterior nos muestran que los funcionales convexos definidos en conjuntos
convexos permiten garantizar de manera inmediata la existencia de puntos en donde se alcanza el
minimo. Esto sugiere de manera natural considerar en primera instancia a los funcionales convexos
de area. De hecho, el siguiente teorema indica que, bajo ciertas condiciones, un funcional de area
convexo es ideal para generar mallas convexas en regiones irregulares.

Teorema 32 Si G, es una malla tal que todos sus tridngulos tienen la misma drea y Fa es el
funcional expresado como Fa(G) = Zévzl f(ag), donde f es una funcion f: R — R, con f (z) >0,
entonces G, es un punto minimo de Fu.

De entre dichos funcionales, la primera expresion estrictamente convexa es el funcional cldsico de

area
N

Fa(G) = Zag,
q=1

que fue estudiado, entre otros autores, por Castillo?[13] y Tinoco[39)].

Desafortunadamente, a pesar de la sencillez del resultado y del funcional, al minimizarlo no es posi-
ble generar una malla convexa en cualquier region. Esto ocurre, dado que, al no distinguir entre
tridngulos de area negativa y positiva, se imponen algunas simetrias en el funcional de area que
impiden en general un proceso de optimizaciéon que conduzca a generar mallas convexas. Un ejemplo
sencillo de esta afirmacién se presenta en la siguiente regién (figura 4.1). Aunque la regién no tiene
una frontera muy irregular, el funcional cldsico de drea no alcanza su minimo en una malla convexa.
Esto indica claramente que se requiere algo més que la convexidad para lograr el resultado deseado.

Obsérvese que esto ocurre porque las definiciones de malla admisible y « implican de manera in-
mediata la existencia de varias relaciones entre los valores de a:

1. Los tridngulos que corresponden a las esquinas de la malla estén fijos durante todo el proceso
de optimizacién.

2. Los valores de « en cada celda son dependientes.

Esto implica que, en general, una malla con todos sus valores de « iguales, salvo los cuatro tridngu-
los fijos de las esquinas de la malla, no se encuentra en el rango de ¢, lo que impide garantizar en
términos del teorema 32 que el funcional alcanza su minimo en una malla convexa, con todos los

2 Aunque definido en las celdas de la malla y no en tridngulos, en un sentido diferente al del presente trabajo.
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Figura 4.1: Regién irregular no compleja.

valores de « iguales.

No obstante, esto no es una dificultad insalvable. Existen funcionales convexos que pueden subsa-
nar tedricamente las dificultades ocasionadas por estas relaciones empleando métodos de barreras
infinitas. Un ejemplo es el funcional k-drea propuesto por Tinoco [39], cuyas propiedades se discuten
brevemente en la siguiente seccion.

4.3. Funcionales con barreras infinitas

Considérese la funcién f(«) convexa

y el correspondiente funcional de area asociado a ella. Obsérvese que de manera natural dicho fun-
cional alcanza uno o varios minimos en el conjunto de mallas admisibles convexas para una regién.
Sin embargo, sélo es posible garantizar que al minimizarlo se obtenga una malla 6ptima convexa
si se parte de una malla inicial convexa, lo cual no resulta de utilidad desde el punto de vista practico.

Para resolver este problema, Tinoco [39], propuso una modificacién al funcional de Suavidad estu-
diado por Ivanenko [28].

El funcional modificado, al cual nos referiremos como k-area, si permite generar mallas convexas ir-
regulares, encontrando una forma eficiente de no restringir a mallas convexas las condiciones iniciales
en la optimizacién empleando un factor £ en el denominador de la siguiente manera
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donde el factor k traslada el origen de coordenadas lo que permite evaluar en valores de a negativos.

Es sencillo demostrar ([10], [11]) que empleando el funcional k-drea es posible generar una malla
convexa en un numero finito de pasos de optimizacién partiendo de una malla inicial no convexa.
Desde este punto de vista proporciona una respuesta teérica al problema que ocupa a este trabajo.

Sin embargo, es conveniente resaltar que desde el punto de vista numérico, al optimizar, los algorit-
mos para la busqueda en linea pueden probar direcciones de descenso numéricamente cerca del polo
de ,H%a, lo que ocasionaria un problema de desbordamiento. Esto puede resolverse reemplazando la
expresion k_%a por una funcién continua en una vecindad de —k, de tal forma que puedan probarse
las direcciones de descenso sin problema.

Esto significa que en la practica se optimiza un funcional diferente a k-area, lo que lleva a pre-
guntarnos si existen funcionales continuos de «, con un comportamiento similar en el sentido de
funcionar como una barrera para impedir que en el proceso de optimizacion los valores menores de
« en las mallas generadas decrezcan, lo que lleva a proponer los funcionales de la siguiente seccién.

4.4. Un funcional convexo con barreras continuas

En resumen, de lo expuesto hasta ahora se sigue que se quiere encontrar un funcional de drea
= Convexo

= Continuo

= Con una barrera ”ajustable”.

= Acotado inferiormente.

Obsérvese que es sencillo encontrar funciones para definir funcionales con las propiedades anteriores.
Un ejemplo muy claro es la expresion

fla) =e™7,

propuesto por Dominguez-Mota [6], con la cual es posible generar variacionalmente mallas convexas
incluso en regiones complicadas.

Esto muestra que las condiciones anteriores permiten efectivamente encontrar funcionales para re-
solver el problema planteado en este trabajo.

Otra expresién, de menor costo computacional, se analiza en detalle en la siguiente seccion.

4.5. El funcional QRR Area

En esta tesis se propone emplear una funcién de clase C? que cumple con las condiciones antes
citadas dada por

[ (aa+b)t+e, a<1
f(a)_{i, a>1
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donde a =, b=y c=.

Esta es una funcién continua, convexa, definida en todo el dominio convexo M (1), con una parte
polinomial de grado 4 que actia como una barrera flexible, pero al mismo tiempo suficientemente
estricta.

El correspondiente funcional

donde
Fa) =Y flay),

serd denotado de ahora en adelante como QRRA: Quartic Regularization Reciprocal Area (Regular-
izacién Cudrtica del Reciproco de Area). También, a fin de agilizar la discusién, a partir de ahora
se usard A € R como la constante que determina cuatro veces el area de la regién poligonal.

El primer resultado que se discute es un teorema clésico, de Hardy, Littlewood y Polya, en su obra
Inequalities [26] que muestra la importancia de la convexidad en los funcionales de 4rea.

Teorema 33 Sea g una funcion convera y A un numero real. Si x1,xsa,..., TN Son numeros reales
. N
que satisfacen ) ;" x; = A, entonces

Demostracion. Por hipétesis,
A 1
o) =o(z )
=1
Puesto que g es convexa, se tiene que,
1 1 &
o5 L) < 5 Lol
1= =

por tanto
A N
Ng(ﬁ) <> g(@) .o
i=1

Como se discutié anteriormente, la convexidad, aunque importante, no es suficiente para garantizar
b ) )

que los minimos de los funcionales de area se alcanzan en mallas convexas. Esto requiere de algunos

resultados adicionales.

El siguiente teorema nos muestra una forma muy sencilla de parametrizar los conjuntos de nivel de
F.
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Teorema 34 Sean u > 0, t > 0. Eziste g = (%01, T2, - - -, Tonr ) € RM tal que

M
Fy(o) =Y f(tzoi) = u,
=0

donde
(ax +b)* +¢, <1
%, > 1.

)= {

Demostracién. Haciendo xo; = xo; para 1 <i,7 < M se tiene que
Fi(xo) = M f(txo1) = u,

es decir, f(tzo1) = 17. Entonces,

1., u
To1 = ;f I(M)
Si0< & <1, f71(%) =2 Entonces,
1M
o1 = gz

Si & > 1, (axor +b)* + ¢ = 4%, es decir, 2% — ¢ = (azo1 + b)* = ({4 — )i = azoy + b. Por tanto,

M
Tor —————.J

A fin de describir més claramente la geometria de las curvas de nivel F}, se denotard el primer
hipercuadrante como Ag, esto es,

Ao = {x = (x1,...,2y) € RY|min{z;} > 0}.
Ahora, se puede enunciar la condicién para que un conjunto de nivel de F esté contenido en Ag.

Teorema 35 La superficie de nivel Sg, del punto xy = z¢(1,1,...,1)T, definida por el funcional

N

Fi(z) = Z f(tz;)

=1

(ax+b)*+¢c, <1

rs1 donde t un nimero real positivo, cumple que

para f(x) = { 1
S(L'o C Ao
si zo > 1 f7H (% £(0)).
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Demostracion. Obsérvese que si el punto (0, g, ..., zg) € Sx,, entonces

f0) + (N —1)f(z) = Nf(txo).
Por el teorema 34, existe un z que satisface la expresién anterior si N f(tzo) — f(0) > 0, es decir, si

N f(tzo) > f(0). De donde f(tzo) > % f(0) = = (b* + ¢), lo cual implica que

4.1
teg < f 1(N(b4 +¢)).
Por lo tanto,
1..,,1 4
== —(b .
Zo tf ( N( +¢)).o
Finalmente, se enuncia el teorema que expresa el resultado deseado.

4 <
Teorema 36 Sean f dada por f(x) = { (1ax +b) +e i > i

T

, F' como

N

F=3% f(x)

i=1

y 0 una region poligonal para la cual existe una malla admisible Gy convexa. Entonces es posible
encontrar un numero real t para el cual existe una malla G € My(tQ) tal que

Fy si(G) = min{F, ,;(G)|G € M(VtQ)}.

Demostracién. Nétese que la superficie de nivel de ¢(Gy) estd contenida en el primer cuadrante si

1, ,/Fi(Go) 1, /bt +c

st ) — > -

tf(N) =3/ (N)
lo cual ocurre si F;(Go) > f(0).
Obsérvese que

Fy(Go) < Nf(ta—(Go))

de donde se sigue que es suficiente lograr f(0) > N f(ta_(Go)).
Pero esto implica que

flta—(Go)) < 10

Como f es decreciente,
4,1
ta_(Go) = f 1(Nf(0))’
de donde se concluye que t debe satisfacer

b2 a(lGo)f1<fZ(\(f))>' (4.1)
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Elijase to que satisfaga 4.5.
Ahora, obsérvese que si G es una malla tal que Fi,(o(G)) < Fi,(¢(Go)) entonces,

o R (),

De donde se sigue que el conjunto
L={Ge M(Q)|F(G) < Fi(Go)}
satisface L C Ag.
Ademsds, L es convexo por la convexidad de F;, de donde se sigue el resultado deseado. 0
En resumen: el teorema anterior indica claramente que si un funcional F' es convexo, continuo y aco-

tado inferiormente, entonces existe un real ¢y > 0 tal que las soluciones al problema de optimizacion
en gran escala sin restricciones

min{FA’\/g(G)}

para t > tg, son al mismo tiempo las soluciones al problema que se ha planteado al principio de este
trabajo.

4.6. Resultados Numéricos

Concluida la discusién tedrica, se empleara enseguida el funcional

N 4
Ft(XO):ZOf(tl'Oi)a f(x){ (ﬁx—i—b) e iii ’

para generar mallas convexas en cuatro regiones irregulares de prueba, que en la literatura se han
considerado como ”dificiles”, lo cual significa que, s6lo con métodos variacionales ha sido posible
generar mallas convexas en ellas. Las regiones elegidas son los contornos de: Gato, Inglaterra, La
Habana y Rusia. El método que se empleé en la optimizacién fue uno de los métodos de Newton
Truncado con Bisqueda en Linea implementado por Moré-Thuente[34]. Algunos detalles del algo-
ritmo se describen en el apéndice B.

Se consideraron mallas de 40 x 40 lo que da un total de 1521 celdas en la regién, esto es, 6084
tridngulos de los cuales, los 4 tridngulos de las esquinas de la malla estdn fijos. El problema a re-

solver es de 2888 variables correspondientes a los nodos interiores de la malla.

Es importante mencionar que se trabajé con un procesador AMD-K6(tm) 3D con 62MB de RAM,
Sistema Microsoft Windows 98.
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4.6.1. Algoritmo

Dado que se desconoce a priori el valor de ¢t requerido por el teorema 36, la estrategia que se
empleard serd elegir un valor inicial de ¢ arbitrario, optimizar e incrementarlo si no se ha generado
la malla convexa.

Esto se describe en el siguiente algoritmo:
1. Elegir valores iniciales para TOL, t, 7 > 1y e > 0.
2. Generar una malla inicial por interpolacién transfinita (Véase apéndice A).

3. Efectuar algunas iteraciones del problema de optimizacién

= { F
G argGGmA}r(lQ){ H(G)}

con

N
Fi(@) = fltay)

q=1
hasta satisfacer |VF;(G)|| < TOL, donde VF; es el gradiente de F;.

4. Si af(é) > ¢, se obtiene una malla convexa y el proceso ha terminado; de lo contrario se
multiplica ¢ por el factor 7 > 1 y se regresa al paso 3 con G como la malla inicial.

Naturalmente, es posible elegir diferentes valores iniciales ¢ y diferentes factores 7. En términos de
las mismos la sucesion de mallas 6ptimas intermedias se aproximara a una malla convexa requiriendo
diferentes niimeros de iteraciones.

En general, ajustar los parametros en un problema de optimizacién es un problema complicado y
que requiere un analisis muy detallado, lo que no fue planteado como uno de los objetivos de esta
tesis. Sin embargo, la eleccién descrita mas adelante, aunque seguramente no es la mas eficiente,
permitié lograr los resultados deseados. Obsérvense los cambios en el factor ¢t durante el proceso de
la optimizacion con el funcional QRRRArea. Los valores de ¢ inicial, 7 y € son:

0%2, a_ < -0.01;
ti =14 1, —0,01 < a_ < 0.0001;
20, «a— > 0.0001;

7 =2y e=107° En ningtn caso se requirié de un valor mayor a t =7.3416669.
4.6.2. Regiones Irregulares de Prueba.
Region: Gato.
Las condiciones iniciales de la malla para la regiéon Gato se muestran en la tabla 4.1, correspon-

dientes a la parte superior de la figura 4.2. La malla inicial de Gato se optimiz6 primeramente con
el funcional Area-Ortogonalidad. La tabla 4.2 muestra el resultado de este proceso de optimizacién,

45



46 Funcionales de Area

el cual logra de manera rapida la convergencia de la malla aunque algunas celdas quedan dobladas y
por ende, no se consigue una malla convexa, como se puede apreciar en la parte inferior de la figura
4.2.

Malla Inicial
Nombre gato.red
Dimensién 40 x 40
Cel no conv 475
Qmin -4.3586832
Omaz 3.21
t-suavidad 6.21
t-area 4.77
Area 2.96e+-06
Longitud 1.07
Ortogonalidad 5

Cuadro 4.1: Gato.

Funcional A-O
Inicial Final
Omin -4.3586832 | -0.9594400
t 0 0

Iteraciones 0 20

Cel no conv 475 103
Fval 2.8780200 | 0.9530220
WF| 0.0460824 | 0.0035836

Cuadro 4.2: Gato. Optimizado con el funcional Area—Ortogonalidad, A =0.5.

Probando ahora el funcional que hemos propuesto, QRRArea, se optimizé la malla para esta regiéon
empleando dos estrategias:

1. precondicionando la malla inicial por medio del funcional Area—Ortogonalidad para reducir el
nimero de celdas no convexas en la malla inicial y posteriormente QRRArea, y

2. trabajando tinicamente QRRArea sobre la malla inicial.

Con lo cual se podra verificar de qué manera trabaja el funcional QRRArea con o sin ayuda previa.
Los resultados de ambos procesos se muestran en la tabla 4.3 y sus respectivas mallas en la figura 4.3.

Al observar ambos procesos, es claro que efectivamente fue de ayuda el funcional Area—Ortogonalidad

al optimizar previamente con éste para la regién Gato, pues los cambios del factor ¢t en el funcional
QRRArea, con 103 celdas no convexas, fueron menos que los cambios producidos por QRRArea en
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Funcional A-O + QRRA
Variacion de t to t1 to t3 ta
Qmin -0.9594400 0.0002626 | 0.0057226
t 4.1690988 8.3383362 | 8.3383362
Iteraciones 0 500 567
Cel no conv 103 0 0
Fval 2.2977400 0.3341470 | 0.3341470
|§F| 0.6558280 0.0165464 | 0.0034202
Funcional QRRA
Qmin -4.3586832 -0.7264190 | -0.1731048 | -0.0012493 | 0.0515771
t 0.9177084 1.8354167 | 3.6708335 | 7.3416669 | 7.3416669
Iteraciones 0 54 554 946 1219
Cel no conv 475 173 21 1 0
Fval 1.0029500 0.5611390 | 0.4468230 | 0.4013580 | 0.3669360
|§F| 0.1131030 0.0236263 | 0.0392781 | 0.0541867 | 0.0035869

Cuadro 4.3: Gato. Optimizado con Area—Ortogonalidad+QRRArea y QRRArea respectivamente,
A=1.

la malla inicial. Paralelamente, el niimero de iteraciones, 567 para el funcional Area—Ortogonalidad7
son menos de la mitad de las iteraciones que requiri6 QRRArea para lograr una malla convexa.

Es de recalcar que la region Gato es considerada de las mas complejas, y finalmente el funcional
QRRArea logra la convexidad de la malla en un nimero finito de iteraciones en un tiempo aceptable
por si sélo.

Similarmente, se realizarén los mismos procesos de optimizacién para los contornos de los paises de
Inglaterra, La Habana y Rusia, regiones irregulares que se eligieron para probar nuestro funcional.

Regioén: Inglaterra.

Los datos de la malla inicial generada 40 x 40 de la regiéon Inglaterra se presentan en la tabla
4.4, y la malla inicial en la figura 4.4, parte superior.

Una vez optimizada la malla inicial de la regién que nos ocupa con el funcional Area—Ortogonalidad,
se logra la convergencia, dejando 106 celdas no convexas. Subsiste entonces la busqueda de una malla
convexa para esta region. Véase la parte inferior de la figura 4.4.

Finalmente, continuando el analisis del trabajo del funcional QRRArea propuesto, optimizamos la
malla generada por Area—Ortogonalidad para la region Inglaterra con este funcional, comparandolo
con el proceso efectuado por el funcional QRRArea sobre la malla inicial, tal como se hizo en la re-
gién Gato. Los datos de ambos procesos se ven en la tabla 4.6 y sus respectivas mallas en la figura 4.5.

Noétese que el nimero de cambios en el factor ¢ en ambos procesos fueron los mismos, sélo 3, siendo
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Malla Inicial
Nombre Ingl.red
Dimensién 40 x 40
Cel no conv 601
Qmin -6.2819460
Qnaz 3.04
t-suavidad 5.60e+03
t-area 2.18e+03
Area 371
Longitud 3.65
Ortogonalidad 7.53

Cuadro 4.4: Inglaterra.

Funcional A-O
Inicial Final
min -6.2819460 | -6.3021118
t 0 0

Iteraciones 0 22

Cel no conv 601 106
Fval 7.4513100 | 1.7427700
IVE| 0.1531840 | 0.0028592

Cuadro 4.5: Inglaterra. Optimizado con el funcional Area—Ortogonalidad, A =0.5.

poca la diferencia en el nimero de iteraciones relizadas por el funcional QRRArea solo que con ayuda
del funcional Area-Ortogonalidad. Por otro lado, fue muy poco el tiempo que requirié el funcional
para conseguir la convexidad de la malla en esta region.

Con ello afirmamos que el funcional QRRArea estd trabajando bastante bien. Veamos ahora el caso
de otra region irregular, el contorno de La Habana.

Region: La Habana.

En la tabla 4.7 se muestran las condiciones iniciales de la malla 40 x 40 para la regién La Ha-
bana, cuya imagen se ve en la parte superior de la figura 4.6. Dada la malla inicial, optimizamos
nuevamente con el funcional Area—Ortogonalidad buscando la convergencia de ésta, proceso que se
puede apreciar en la tabla 4.8 y la imagen de la malla con el niimero de celdas reducidas en la figura
4.6, parte inferior.

Asi, continuando con la estrategia se optimizé de las dos maneras ya descritas sobre la region, en

principio con la malla precondicionada por el funcional Area—Ortogonalidad como ayuda al funcional
que se ha propuesto, y finalmente sobre la malla inicial. Véanse la tabla 4.9 y la figura 4.7.
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Funcional A-O+QRRA
Variacion de t to t1 to ts ta
Qmin -6.3021118 -2.1035401 | -0.7583571 | -0.3000479 | 0.0006721
t 0.6346932 1.2693864 | 2.5387728 | 5.0775455 | 5.0775455
Tteraciones 0 3 28 128 235
Cel no conv 106 105 25 4 0
Fval 0.3020870 0.3621230 | 0.3598720 | 0.3407880 | 0.3246260
|§F| 0.0100343 0.0245135 | 0.0312065 | 0.0512101 | 0.0031741
Funcional QRRA
Qmin -6.2819460 -1.5314807 | -0.9666892 | -0.3562416 | 0.0004333
t 0.6367454 1.2734907 | 2.5469815 | 5.0939630 | 5.0939630
Iteraciones 0 18 53 156 354
Cel no conv 601 99 33 8 0
Fval 2.4102000 0.3825750 | 0.3913840 | 0.3846130 | 0.3595210
|§F| 0.0714354 0.0158300 | 0.0377769 | 0.0766364 | 0.0036347

Cuadro 4.6: Inglaterra. Optimizado con el funcional Area-Ortogonalidad+QRRArea y QRRArea
respectivamente, A = 1.

Notese que el proceso de optimizacion en estd region se efectué rapidamente con sélo dos cambios
en el factor ¢ en ambos casos, e incluso, ahora el nimero de iteraciones para el proceso mediante
el funcional QRRARea sobre la malla inicial, fue menor que las iteraciones que requirié QRRArea
con la malla precondicionada. Esto nos habla de la efectividad del funcional sobre regiones irregulares.

Region: Rusia.

Finalmente, continuando con las pruebas para analizar la eficacia de el funcional QRRArea, se
presenta lo correspondiente al contorno de Rusia, regién irregular cuyos datos de la malla inicial y
su imagen se observan en la tabla 4.10 y figura 4.8 parte superior.

Trabajando sobre la regién con el funcional Area-Ortogonalidad se obtienen los resultados mostrados
en la tabla 4.11, que, como era de esperarse, no se consigue una malla convexa pero si una reducciéon
del ntimero de celdas no convexas, lo cual se ve en la figura 4.8 parte inferior.

Para lograr obtener una malla convexa se requiere que todas las celdas de la malla sean convexas.
Esto nuevamente se consigue a través de las dos maneras descritas al inicio de esra secciéon. Lo
observado en el trabajo de QRRArea con la ayuda del funcional Area—Ortogonalidad y por si sélo se
ve en la tabla 4.12. En esta caso, tuvo un trabajo mas rdpido el funcional QRRArea con ayuda del
funcional Area—Ortogonalidad, aunque en el segundo caso el tiempo sigue siendo pequeo. Los cambios
en el factor ¢ son dos para el primer caso y tres para el segundo. Véanse las mallas correspondientes
en la figura 4.9
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Funcionales de Area

Malla inicial
Nombre haba.red
Dimensién 40 x 40
Cel no conv 394
Qmin -3.6168486
Unax 1.88
t-suavidad 7
t-area 4.98
Area 1.18e+04
Longitud 1.75
Ortogonalidad 5.2

Cuadro 4.7: La Habana.

Funcional A-O
Inicial Final
Omin -3.6168486 | -0.8244439
t 0 0
Iteraciones 0 14
Cel no conv 394 19
Fval 3.4805200 | 0.9128930
WF| 0.0959164 | 0.0034582

Cuadro 4.8: La Habana. Optimizado con el funcional Area—Ortogonalidad, A =0.5.
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Gato. Area—Ortogonalidad+QRRArea.

Gato. QRRArea.

Figura 4.3: Mallas generadas.
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Funcionales de Area

Funcional A-O+QRRA
Variacion de ¢ to t1 to
Qmin -0.8244379 0.0070252
t 4.8517907 4.8517907
Iteraciones 0 123
Cel no conv 19 0
Fval 0.6118970 0.3020000
|6F| 0.4472070 0.0036819
Funcional QRRA
Qmin -3.6168486 -0.3542347 | 0.0012748
t 1.1059351 2.2118703 | 2.2118703
Iteraciones 0 43 101
Cel no conv 394 15 0
Fval 1.2413100 0.3361260 | 0.3056540
|6F| 0.2555580 0.0142592 | 0.0031993

Cuadro 4.9: La Habana. Optimizado con el funcional Area—Ortogonalidad—i—QRRArea y QRRArea,

A=1.

Malla Inicial
Nombre rusia.red
Dimension 40 x 40
Cel no conv 359
min -4.6151903
Omax 2.66
t-suavidad 4.57
t-area 4.06
Area 4.13e+18
Longitud 1.71
Ortogonalidad 4.76
Cuadro 4.10: Rusia.
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59

Funcional A-O
Inicial Final
Qmin -4.6151903 | -1.6092943
t 0 0
Iteraciones 0 34
Cel no conv 359 43
Fval 3.1344200 | 0.8224860
WF| 0.0653894 | 0.0036300

Cuadro 4.11: Rusia. Optimizado con el funcional Area—Ortogonalidad7 A =0.5.

Funcional A-O-QRRA
Variacion de ¢ to t1 to t3
Qmin -1.6092650 -0.0522692 | 0.0009590
t 2.4856068 4.9712136 | 4.9712136
Iteraciones 0 59 71
Cel no conv 43 2 0
Fval 0.4580740 0.2957270 | 0.2928100
|6F| 0.1389190 0.0120680 | 0.0031029
Funcional QRRA
Qmin -4.6151903 -0.6877657 | -0.1134042 | 0.0001408
t 0.8667032 1.7334063 | 3.4668126 | 3.4668126
Iteraciones 0 31 113 215
Cel no conv 359 157 6 0
Fval 0.7301810 0.4917120 | 0.3529660 | 0.3319890
|§F| 0.0921634 0.0189171 | 0.0181148 | 0.0036437

Cuadro 4.12: Rusia. Optimizado con el funcional Area—Ortogonalidad+QRRArea y QRRArea re-
spectivamente, A\ = 1.
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Capitulo 5

Conclusiones

El problema que se planteé como objetivo particular de esta tesis fue el buscar una manera de
generar numéricamente mallas convexas en regiones irregulares del plano, lo cual resulté sencillo al
emplear funcionales convexos de area.

Como se observo, el problema dista de ser trivial, pues generar una malla en una regiéon implica
muchas variables a controlar. La idea entonces fue combinar dos ingredientes fuertes en un fun-
cional, esto es, la convexidad y que la funcion fuese estrictamente decreciente; con un funcional
convexo se garantiza que el problema de minimizacién tenga la solucién que requerimos, de ahi la
importancia de analizar a detalle la convexidad de conjuntos y funciones.

En este contexto, la soluciéon que se ha propuesto es el funcional

N
F(a) =Y flag)

donde
aac+b)t+c, 1>a

f(a)_{l a>1.

a’
Notemos que f tiene las siguientes caracteristicas: es convexa, continua, con una barrera ajustable
y acotada inferiormente.

Una vez implementado el funcional y optimizando con el método de buisqueda en linea, se observé que
trabajé de manera eficiente en regiones irregulares, y aunque en algunos casos fue de utilidad el pre-
condicionar la malla de una regién con el funcional de Area—Ortogonalidad, en general, por si sdlo,
logré generar las mallas convexas buscadas.

En resumen: se resolvié con éxito el problema que se propuso como trabajo de esta tesis.
Trabajo a futuro.

Buscar otros conjuntos de parametros que resuelvan de una manera mas réapida el problema de
generar mallas en regiones irregulares, haciendo el proceso de optimizaciéon més eficiente y con un

61



62 Funcionales de Area

menor costo. Por otro lado, crear algiin modelo educativo para entender la construcciéon de una
malla y la utilidad de esta linea de investigacién para la simplificacién de algunos problemas que se
presentan en diversas areas donde las ecuaciones que describen dicho problema son muy complejas
y no tienen solucién a través de métodos algebraicos o de ecuaciones diferenciales parciales.
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Apéndice A
Interpolacién Transfinita

En la generacién variacional discreta se requiere de la construccion de una malla inicial. Esto
puede hacerse por medio de un método algebraico de generacién muy sencillo, llamado interpolacion
transfinita (TFI, Transfinite interpolation) ([30]).

Para construir una malla por TFI, se seleccionan los lados derecho Ly(n), izquierdo L4(n), inferior
Ly (&) y superior L3(§) de la frontera de una region €, parametrizados de tal forma que 0 < £ <1y
0<n<L

Para estos lados deben cumplirse las condiciones

L1(0) = L4(0)
Li(1) = Ly(0)
Ly (1) = Ls(1)
L3(0) = La(1).

La expresién que se utiliza para la generacién algebraica es
x(&m) = (1 =n)L1 (&) +nLs(§) + (1 — &) Ls(n) + ELa(n) —
{&nLs(1) +&(1 = n)Li(1) +n(1 = §)Ls(0) + (€ — 1)(n — 1)L1(0)},
y la malla se genera como la imagen bajo x del rectangulo

R={(EmI0<&<10<n<1}.

Es importante mencionar que este método tiene la dificultad de que las sigularidades diferenciales en
la frontera de €2 se propagan hacia el interior, por lo que produce mallas muy dobladas en regiones
irregulares.

Como ejemplo se tienen las siguientes mallas de 20 y 40 puntos por lado generadas por interpolacion
transfinita para el contorno de la la bahfa de la Habana (Figuras A.1 y A.2). Notemos que ninguna
de las dos mallas es convexa.
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Figura A.1: Malla para el contorno de la Habana generada por interpolacién. 20 puntos por lado.
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Apéndice B
Métodos de Busqueda Lineal

Se desea resolver el problema de optimizaciéon con un método de descenso, es decir, partiendo de
un zo inicial se genera una sucesién {zy} con la propiedad de que f(zr4+1) < f(zx) y donde cada
iteracion es una correccién de la iteracién anterior, esto es,

Tk+1 = Tk + Sk

con S = Pk, pr una direccién de descenso generada con alguna estrategia general tal que
Viipk <0y ay €R.

El problema es determinar un «j adecuado en cada iteracién, es decir, una vez determinada py,
cuanto se debe avanzar en esa direccién. oy debe encontrarse de manera que se garantice la conver-
gencia global del método de descenso y de preferencia de manera econémica. Usualmente se hace
referencia a o como el tamano de paso en la iteracién k. Al procedimiento para escoger ay es lo
que se le conoce como Busqueda lineal y es usualmente un proceso iterativo finito.

Teéricamente «y, debe ser tal que
ap ~ o = argmin f(xg + apy)
(0%

de manera que la reduccion en f esté garantizada en cada paso. A los métodos de busqueda lineal
que tratan de obtener una aproximacién muy buena de a* se les conoce como busquedas lineales
exactas. Sin embargo, estos métodos son muy costosos, por lo que en la practica se trabaja lo que se
conoce como busquedas lineales inexactas, en las cuales se busca que oy, satisfaga ciertas condiciones
que garanticen la convergencia del método de descenso a un bajo costo, aunque no se aproximen con
gran exactitud a a*.
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Apéndice: Métodos de Bitsqueda Lineal

f(xk+apk)

-f(Xk+qpk)
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Figura B.1: La longitud de paso ideal es el minimo global.
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