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Resumen

En mecdnica cuantica determinar la funcion de onda es un problema funda-
mental ya que a partir de ésta podemos obtener informacién importante acerca de
las particulas, tal como la amplitud de probabilidad de encontrar a la particula en
determinado elemento de volumen, alrededor de un punto espacial. Encontrar esto
para una sola particula en una cadena unidimensional es complicado debido a la
gran cantidad de célculos que hay que realizar, lo cual nos impide encontrar las
soluciones de forma exacta, por lo que las encontramos de manera numérica. En
la presente tesis se determino la funcién de onda de dos electrones con espines an-
tiparalelos en una cadena unidimensional (la Cadena de Fibonacci), considerando
interaccion entre las particulas. Para calcular la funcién de onda se utilizé el modelo
de Hubbard, y el método del espacio de estados. En el caso de dos electrones obtu-
vimos la funcién de onda para la cadena de Fibonacci de manera numérica, para
generacién 10 (90 sitios), en las que observamos una mezcla de estados extendidos
y localizados, también comparamos nuestros resultados con la cadena lineal (90
sitios) donde los estados son completamente extendidos. Se muestra el caso para
E = 0, donde podemos observar la maxima simetria posible, observamos algunos
efectos de la autosimilaridad de la funcién de onda de la cadena de Fibonacci, esto
debido al tamano de nuestra red.
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Introduccion

Los cristales se describen en referencia a arreglos perfectos e infinitos de puntos
geométricos llamados redes. También sabemos que una estructura cristalina que-
da completamente determinada por una red de Bravais. Una estructura cristalina
tiene ciertas simetrias, tales como rotaciones y reflexiones llamadas puntuales.
Restringiendo la rotacién de 27 /5 la cual no nos genera la misma estructura ge-
ométrica, en otras palabras es una simetria prohibida.

A partir de esto iniciamos el estudio electronico de los materiales tomando el
caso mas sencillo de un sélido cristalino que es la cadena periédica unidimensional.
En la cual se trata de encontrar la solucién a la ecuacién de Schrodinger para
el caso mas sencillo de un solo electrén. Una forma de hacer esto es utilizando
las funciones de Bloch, las cuales son soluciones de la ecuacion de Schrodinger
para sélidos periddicos, estas soluciones son ondas planas que estan determinadas
por la periodicidad de la red, estas funciones nos dan informacion de la red de
una forma global. Otra forma de hacerlo es mediante funciones de Wannier que
son transformadas de Fourier de las funciones de Bloch, estas funciones nos dan
informacion de la red en una forma mas localizada.

En caso de considerar muchos cuerpos utilizamos el formalismo de la segunda
cuantizacion, el cual reformula la ecuacion de Schrodinger con la ventaja de que en
esta representacion se incorpora la estadistica de muchas particulas simplificando
el estudio de sistemas de muchas particulas idénticas que interactiian entre si. Por
otro lado, describir interacciones electrén-electrén (e — e) dentro de un sélido es
un problema complicado. Una forma general de estudiar la correlacion electréonica
es utilizando el hamiltoniano de Hubbard, el cual incluye implicitamente las inter-
acciones electronicas de todo tipo.

Una técnica que utilizamos en esta tesis para al resolver este hamiltoniano es
el método del espacio de estados y su mapeo, el cual nos permite diagonalizar en
forma exacta el hamiltoniano de Hubbard para redes finitas con pocos electrones,
trabajando en el espacio real. Esto lo discutimos con detalle en el primer capitulo
siendo una parte fundamental para el resto de la tesis.

En 1984 se anuncio el descubrimiento de la fase cuasicristalina en una aleacion
de aluminio-manganeso que al ser enfriada rapidamente, presenta simetria icosae-
dral, ademas de que tiene orden de largo alcance, lo que representaba un problema
para la cristalografia, pues esto violaba uno de sus principios fundamentales (esto
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es, no existen rotaciones de 27 /5). Poco después se descubrieron nuevos materiales
que presentaban simetrias prohibidas, algunos con los mismos elementos pero con
concentraciones diferentes y otros que contienen diversos materiales como el cobal-
to, hierro o niquel. En un principio, se especulé que estos nuevos materiales eran
solo un artefacto experimental, sin embargo, actualmente es aceptado que repre-
sentan una nueva forma de agregacion a la materia que se suma a las ya conocidas,
es decir, los materiales cristalinos y los amorfos, esto debido a que son sistemas
energéticamente estables.

El estudio de los sistemas cuasiperiodicos es complicado, debido a que no es un
sistema periédico y por lo tanto, no podemos proponer funciones de Bloch como
soluciones al problema debido a la ausencia de simetria traslacional, es decir, no
podemos hacer uso del espacio reciproco para facilitar los calculos. Sin embargo,
podemos conocer el comportamiento cualitativo de estos materiales haciendo al-
gunas simplificaciones, por ejemplo, considerar sistemas de baja dimensionalidad
o bien sistemas diluidos. En esta tesis estudiamos la correlacion electrénica de lots
electrones con espines antiparalelos en una red cuasiperiodica unidimensional: La
cadena de Fibonacci.

En particular, nos interesa encontrar la funcién de onda para una cadena de
Fibonacci con dos electrones considerando el caso en que existe correlacién elec-
trénica, para esto, utilizamos el modelo de Hubbard. Este modelo incluye términos
de interaccién electrénica en el mismo sitio y en sitios vecinos.



Capitulo 1

Propiedades de los sistemas
cristalinos

El punto de vista mas sencillo de la mecénica cuantica respecto a un electréon
contenido en un cristal, es el de un solo electrén que se encuentra en un potencial
perfectamente periédico que tiene la periodicidad de la red. En este modelo de
un solo electrén, el potencial periddico se puede considerar como resultado de la
distribucién periddica de carga asociada con los nicleos iénicos situados en los
puntos reticulares, més el potencial “extendido” promedio (constante) aportado
por todos los demaés electrones libres que pertenecen al cristal, de tal manera que
se tiene en cuenta la interaccién promedio de un solo electrén con todos los demés.
En consecuencia, la solucion de la ecuacion de Schrodinger para un solo electrén
dentro de este potencial, proporciona un conjunto de estados de “un solo electron”
que pueden estar ocupados exclusivamente por un electréon y, de hecho, que pueden
estar ocupados (de acuerdo con las limitaciones del principio de Pauli) por todos
los electrones del cristal, ya que el 1inico electrén que se consideré inicialmente se
puede clasificar como tipico en todos los electrones del sistema .

El formalismo de segunda cuantizacién reformula la ecuacién de Schrodinger
de muchos cuerpos con la ventaja de que los operadores en esta representacién
incorporan la estadistica de las particulas (bosones o fermiones), simplificando
el estudio de sistemas de muchas particulas idénticas que interactian entre si.
En esta seccion revisaremos brevemente la técnica de segunda cuantizacion para
fermiones y mas adelante usaremos los resultados para establecer el hamiltoniano
de Hubbard. Asi, como la técnica del método del espacio de estados y su mapeo
que nos permitira resolver el hamiltoniano de Hubbard de una manera sencilla.

1.1. Estructuras Cristalinas

Si bien el arreglo atéomico en un sélido nunca es perfecto, los cristales se de-
scriben en referencia a arreglos perfectos e infinitos de puntos geométricos llamados



CAPITULO 1. PROPIEDADES DE LOS SISTEMAS CRISTALINOS 7

redes. En una red cada punto tiene alrededores idénticos por lo que todos son equiv-
alentes, asi que la red exhibe simetria traslacional perfecta [1], lo que da origen al
orden traslacional de largo alcance, puesto que todos los puntos de la red pueden
ser accesados mediante operaciones de traslacién de ciertos vectores base. Es posi-
ble demostrar que solo existen 14 formas diferentes de arreglar puntos con estas
carecteristicas en un espacio tridimensional, estos 14 arreglos diferentes son las
redes de Bravais.

Una estructura cristalina queda completamente determinada si le asociamos
una red de Bravais y ademas colocamos en cada punto de la red un mismo tipo
de atomos o moléculas, las cuales son llamadas base de la estructura. Geométri-
camente una estructura cristalina tiene ciertas simetrias, tales como rotaciones
y reflexiones, llamadas puntuales. Cada operacién de simetria nos debe dar co-
mo resultado exactamente la misma estructura, sin embargo en total existen solo
230 combinaciones de traslaciones y simetrias puntuales que transforman una es-
tructura cristalina en si misma, a estas combinaciones se les conoce como grupos
espaciales.

Una red de Bravais puede ser considerada como un apilamiento de planos que
en conjunto forman una familia. Existe un nimero infinito de diferentes familias
de planos paralelos asociados a una red y cada familia esta caracterizada por un
arreglo puntual, una densidad, por una distancia interplanar y queda completa-
mente determinada si especificamos un vector unitario normal a un elemento de la
familia y la distancia interplanar. Con el fin de identificar de manera precisa los
planos y las direcciones de una red se asocia a cada uno de estos 3 niimeros enteros
llamados indices de Miller [2]. El hecho de que sea finito el nimero de enteros
necesarios para caracterizar un plano de la red esté relacionado con el orden de
largo alcance antes mencionado.

En la practica, el método para analizar la estructura de un cristal se basa en
la difraccion que sufre un haz de electrones, neutrones o rayos X al incidir en la
muestra. Las bases fisicas de los experimentos de difraccién recaen en la interfer-
encia producida por la diferencia de fase en los haces dispersados elasticamente
por atomos ubicados en planos paralelos en el cristal, es decir, podemos considerar
cada atomo como una fuente de ondas esféricas cuya potencia depende del poder
difractor de los atomos. Cada haz difractado estda asociado con una familia de
planos identificados por sus indices de Miller hkl. En un experimento de este tipo
lo que obtenemos es una grafica de la intensidad del haz difractado en funcién del
angulo de incidencia 6, pudiéndose observar claros picos, llamados picos de Bragg,
en aquellos angulos 6 que satisfacen la ley de Bragg.

2dhkl sin 6 = n)\,

donde dpy; es la distancia interplanar, n en el orden de difraccién y A es la longitud
de onda del haz incidente [3]. Otra caracteristica es la estructura periddica es
la existencia de simetrias puntuales prohibidas. Como ya se ha mencionado, sélo
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existen 230 grupos espaciales, lo que significa que un grupo arbitrario de simetrias
puntuales no puede ser combinado, en general, con operaciones de traslaciones que
deja inalterada la estructura cristalina. Sin demostrar lo anterior sélo a manera de
ejemplo consideremos el caso bidimensional. Si nos preguntamos ;Se puede tomar
cualquier figura geométrica y llenar completamente el plano sin traslapes mediante
operaciones de traslacion de manera que cada punto de la red tenga alrededores
idénticos?, la respuesta es no. Podemos llenar el plano, por ejemplo, con tridngulos
equilateros, con cuadrados o con hexagonos, cuyos angulos internos son fracciones
enteras de 27 (27/6,2m /4,27 /3, ), pero no con pentagonos o heptagonos. Esto
nos da una idea de que no cualquier conjunto de simetrias puntuales puede ser
combinado con operaciones de traslacién y formar un grupo espacial.

1.2. Teorema de Bloch

La ecuacién de Schrodinger esta dada en la forma

() =[5V + V() = By (x). (L)

donde V (r) es la energia potencial [4]. Para el caso de un potencial V(r) distinto
de cero, nos gustarda ver de una manera natural las soluciones de la ecuacion de
Schrodinger. El primer resultado importante puede deducirse del hecho de que el
hamiltoniano en esta ecuacién es invariante bajo traslaciones. Para una formulacién
cuantitativa de esta invarianza asociamos un operador Tg,, que da una traslacién
R, a la ecuacién

Tr, f(r) = f(r + Ry). (1.2)

El operador Tg, actia sobre la funcién en r, en la cual intercambia el vector r,
en el argumento por r + R;.

De la Ec. (1.1) H es invariante bajo Tgr,. Aplicando el operador Tg, a la Ec.
(1.1):

Tr,(Hty) = Tr,(Enthn), (1.3)

entonces

H(Tszn) = En(Tszn)> (1'4)

por lo tanto todos los Tw,%, y ¢» son simultdneamente eigenfunciones del mismo
eigenvalor F,. Si E, es no degenerada, esto es, esta solo tiene eigenfunciones 1,
Tr,"n tiene el mismo factor igual a v,,. Entonces en otro caso |Tr,%,|* tiene que
ser igual a |1,|?, este factor tiene que tener el valor absoluto igual a 1.

Trytbn = Ay, (1.5)
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con
IANO12 =1, (1.6)

de las ecuaciones anteriores vemos que A} son eigenvalores del operador Tr, .
Entonces |A\Y|? = 1, esto es, A puede ponerse en la forma . Entonces R; +
R,, = R,, obtenemos Tg,Tr,, = IR, ¥ eilartam) — o esto es apropiado para
escribir los a; como el producto de un vector k comin a todos a y asociado a R;.

AD = kR (1.7)

Aqui k relaciona el electrén libre y su vector de onda. Si E, es degenerada
f-veces, esto es, el mismo eigenvalor F, tiene f eigenfunciones ortogonales ,, la
funcién producida por operaciones sobre ¢, con Tr, pueden ser representadas por
una combinacién lineal de todos las 9,

f
Tlenk - Z )\g]g/wnk’- (18)

k'=1

Cada operador Tg, del grupo de traslacién es asociado con una matriz )\,(f,g,
dada en la Ec. (1.8). Estas matrices claramente satisfacen las mismas reglas de
multiplicacién para Tg,,

!
Ir,TR,, = 1R, — Z AW A — A\ (1.9)
k=1

Por lo tanto las A\gxs forman un grupo, el cual es llamado una representacion
f-dimensional del grupo de traslaciones de la base 1.

En lugar de las f eigenfunciones ¢, por medio de combinaciones lineales
podemos producir un nuevo conjunto de f eigenfunciones ortogonales que formen
la base en una nueva representacién matricial equivalente. De teoria de grupos es
conocido que entre todas las representaciones equivalentes de un grupo abeliano
(tales como el grupo de traslaciones) uno siempre puede encontrar una con matrices
en forma diagonal.

A = A5 (1.10)
Sustituyendo en Ec. (1.8) obteniendo,

True = Y Afbtbuw = > A 0wt = A (1.11)
k! k!

De consideraciones similares se sigue de Ec. (1.6), que encontramos |Al,(€l,2|2 =1
y A,il,g = e’k Ri_ Fsto para toda v hay siempre un k tal que 1, es una eigenfuncién
de Tg,, con eigenvalor e’*Ri en este caso 9 esta determinado por k: ¢ = ¥ (k, r).
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Las soluciones no degeneradas de la ecuacion de Schrédinger, asi como combi-
naciones lineales de la solucion degenerada, son al mismo tiempo eigenfunciones
Yn(k, 1), de el operador de traslacién Tg, con eigenvalores e Rt

Tr,¥n(k,T) = 6ik7len(k> r). (1.12)

Entonces ¥, (k,r) son al mismo tiempo eigenfunciones del hamiltoniano, los
eigenvalores FE,, también dependen de k (£, = E,(k)). Para FE, degeneradas,
tenemos en este caso E, (ki) = E, (ks ). Teniendo en cuenta la Ec. (1.2)

Si insertamos la expresion
Yn(k, 1) = eik'Rlun(k> r), (1.14)

en Ec. (1.13), tenemos para el lado izquierdo e Ry, (k, r 4+ R;), y para el lado
derecho ™ +R)y, (k r). Por lo tanto,

un(k,r+ Ry) = up(k, 1), (1.15)

donde u,, (k, r) tiene la periodicidad de la red. Las funciones 1, (k, r) son llamadas
funciones de Bloch.

La forma de las eigenfunciones da la primera pista de el significado fisico de la
k. Si hacemos u = const, 1 esta dada por; 1 = ce™T. El electrén en este caso, se
tiene que es una particula libre y es representada por una onda plana con vector de
onda k. Asi tomando el limite del electrén libre, el vector k de la Ec. (1.7) se hace
igual al vector de onda k. Si trasladamos en este sentido al caso cristalino, entonces
(1.14) corresponde al estado en el que el electrén de Bloch es representado por una
onda plana la cual es modulada por la periodicidad de la red. Explorando esta
interpretacién , podemos dibujar conclusiones adicionales del teorema de Bloch.

Establecemos la red reciproca K,, en el espacio de los vectores k (espacio k).
Donde K,, = m;b; + mabs + msbs (vector de la red reciproca) también tenemos
que R,, = nija; + ngay + ngas, con n; enteros y a; los vectores base de la red, se
definen by, by, bz de la siguiente manera,

27ra2 X as 27ra3 X ap 27Ta1 X ag

by = o2 X8 gy STEEA g

a;-a; X as’ a;-a; X ag’ a;-a; X ag’
3 3 3

donde podemos ver que K,, - R; es un entero multiplo de 2.
Operando en ¥ (k + K,,,,r) con Tg, nos da,

Tr,(k + K, 1) = 6K Ry (k L K, 1) = e*Bigp(k + K, 1), (1.16)

Sin embargo T, no actia sobre k, sino todos los k' = k + K, estan asociados
con una 1 (r). Todos estos puntos en el espacio k son equivalentes,

Un(k,r) = Yk + K, 1). (1.17)
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Interpretamos este resultado como sigue. Una clasificacién de las soluciones
de Schrodinger en términos del vector k, los valores de k en la primera zona de
Brillouin en el espacio k son suficientes. La funcién F,, (k) puede corresponder a la
primera zona de Brillouin.

Esta representacion de la funcién E,, (k) el espacio k sabemos que es el esquema
de la zona reducida. En la zona de Brillouin F, (k) nos da para todo vector fijo
k un espectro de energia discreto (n = 1,2,3,---). Para un n dado, E,(k) dentro
de la primera zona de Brillouin es una funcién continua y diferenciable de k. Esta
es llamada banda de energia. Todas las bandas juntas, esto es, la funcién F, (k)
completa, se refiere a toda la estructura de banda.

1.3. Funciones de Wannier

En la discusién anterior hemos hecho énfasis en una descripcion en la cual
las funciones de onda de la forma de Bloch reflejan la periodicidad del potencial
cristalino [5]. Veamos ahora una descripcién alternativa en términos en términos
de orbitales localizados, para ello utilizamos las funciones de Wannier, [6, 7. Re-
definamos la funcién ¢, (k,r) = ¢} (r). Sabemos que ¥} (r) es continua en k y
periddica en la red reciproca.

Equivalentemente ¢y (r) puede tener una periodicidad en la red reciproca y
podemos escribirla como una serie de Fourier,

= Zwﬁ(r)eik'R, (1.18)
R
donde

1 1

wh() = g | wmeRe= o e - Rydic (1.19)

Este 1ltimo paso se sigue del teorema de Bloch, donde €25 denota el volumen de la
celda unitaria del espacio reciproco, la cual es llamada la Zona de Brillouin(BZ).
La Ec. (1.18) podemos escribirla como:

Zw ek R (1.20)

donde

wk( )dk (1.21)
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w'(r) es la funcién de Wannier para la i-ésima banda y es una funcién implicita,

la cual da una descripcion completa de la banda. Las funciones de Wannier para
una banda dada no son unicas, podemos multiplicar todas las iy en la integral
(1.21) por un factor de fase.

En todos los casos, nosotros queremos la forma de las funciones de Wannier
encontrando la maxima simetria posible; otro punto de interés es ver si las funciones
de Wannier son reales. Las propiedades de transformacion de las funciones de onda
para k = 0 son relacionadas con sus funciones de Wannier: tenemos, para todo
operador « de el grupo puntual, con tal que no exista una degeneracién esencial
enk=0

Yo(ar) = x(a)io(r), (1.22)

(Ix(a)] = 1) y tenemos la situacién donde w(r) tiene las mismas propiedades de
transformacién de vy. Esta situacién puede ocurrir en bandas simples, las cuales
definimos como aquellas para las cuales podemos escribir para todo k,

Ui(ar) = x(@)van(r), (1.23)

que corresponde a la Ec. (1.22). Para una k en la BZ podemos imponer esta
condicién en toda la banda de energia, pero no para altos puntos de simetria.

Con la Ec. (1.23), la simetria de las funciones de Wannier son evidentes. Ten-
emos que

Qpuw(ar) = Ur(ar)dk = x(a) g Patk(r)dk

Qp

= (@) | lr)dl = x(e)u(r). (1.24)

En otras palabras, para bandas simples, las funciones de Wannier pueden ser
construidas para mostrar la simetria de la funcién de onda cuando k = 0. Ahora
consideremos que las funciones de Wannier, son complejas, descomponiendo en sus
partes real e imaginaria,

w(r) = Wge(r) + Wi (r). (1.25)

Si la Ec. (1.24) es verdadera, esto es, es verdadera para wge y wy,. Entonces

Y g(r) = Z Wre(r — R)e ™R 1 Z Wi (r — R)e ™ R, (1.26)
R R
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considerando que

r) = Z wre(r — R)e™™ R — Zwlm(r —R)e &R, (1.27)
R R

tal que

Yoxe(r) + Pi(r ZwRer_ e R, (1.28)

En una banda no degenerada, 1) y 1_x pueden diferir inicamente por un factor
de fase, tal que ¥_x = —}, las funciones de Wannier pueden ser reales, y, ademas,
desplegar las propiedades de transformacién de la Ec. (1.24) si la banda es simple.
En otro caso

Goilr) + i (r) = 0. (1.29)

las funciones de Wannier son completamente imaginarias, y ademas, desplegar las
propiedades de transformacién de la Ec. (1.24) si la banda es simple. Por supuesto
nosotros podemos forzar la condicién 15, = 1_x, sino tratamos de imponer otras
condiciones. Sin embargo, la carencia de continuidad en k de v, por ejemplo,
puede hacer que w(r) pierda su caracteristica de ser localizada. Nosotros podemos,
ademads, examinar las propiedades de 1y(r) para resolver la pregunta. Si 1y(r)
es tomado puramente real, las funciones de Wannier no pueden ser puramente
imaginarias, y viceversa. Suponemos que, por lo menos para una direccion de k,
existe un operador 3 tal que Sk = —k. Ahora de la Ec. (1.22), y (1.23), aplicado
a este operador, en la direccion k,

1 (1) = x(8)tho(r). (1.30)

k—0

Si tomamos Yy = P_x,

Ur(r) = X (B)tho(r),

(
tal que las funciones de Wannier son completamente reales, teniendo que x(5) =
En otro caso las funciones de Wannier son completamente imaginarias, x(3) = —1.
X(05) puede, de hecho, ser integral si la degeneracién en el tiempo no existe para
k = 0, por lo tanto ¥{(r) y ¥o(r) pueden diferir por un factor de fase, tal que vy
puede ser elegida completamente real o completamente imaginaria.

En resumen, podemos decir, para bandas no degeneradas, las funciones de Wan-
nier se pueden elegir puramente reales o puramente imaginarias. Pero en una banda

1.31)
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simple, donde podemos tomar w(r) que tiene la simetria de 1y(r), es enteramente
real, si x(f) = 1, y puramente imaginario si x(3) = —1, en el orden que esto tenga
esta simetria.

De la renormalizaciéon de las funciones de Bloch,

wf:kl(r)wiz(r)dr = Qpd(ky — ka2)dy;. (1.32)
v
tenemos que:
; ; 1 . .
/wz*(r —R)uw(r—S)dr = = / %Z:l(l“ — R)wﬂz(r — S)dk;dkydr
B Qp
1 . . . ,
= o7 /dl“ Vi ()i (r)e™ i Re Sk, dk,
Q3 O 2
= %/ 5(1{1 - k2)6ik1-R6_ik2-Sdk2dk1
QB QB
_ 5ij ika R —iky-S
= Q5 /QB € (& dko

donde 0(R, S) es la delta de Kronecker generalizada definida por:

1 para R=S;
0 otro caso.

J(R,S) = {

Hemos demostrado que como consecuencia de la Ec. (1.22):

/ W (r — R)uw/(r — S)dr = 6,,6(R, S), (1.34)
1%

las funciones de Wannier evidentemente forman un conjunto de funciones ortonor-
mal, tal que podemos escribir la relaciéon de completes como:

Zwi*(r' —R)w'(r—8) =6(r —r). (1.35)
Ri

Es importante preguntarse en este punto que la ecuacion de Schrodinger para
las ondas de Bloch, que implicaciones tiene para las funciones de Wannier. La
ecuacion de onda

Hyy(r) = E(k)yx(r), (1.36)
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sustituyendo la Ec. (1.18),

> Huw(r —R)e*® =" E(k)w(r — R)e™ ™, (1.37)
R R

Sustituyendo la expansién E(k) =), FEre®R.

Huw(r) = Erw(r —R), (1.38)
R

multiplicando ambos lados por w*(r — S) e integrando sobre todo el espacio, en-
contrando,

Eg = /w*(r — S)Hw(r)dr. (1.39)

Desafortunadamente la Ec. (1.38) no es la inica funcién de Wannier. Podemos
construir cualquier funcién ¢(r) tal que:

o(r) = tru(r —R), (1.40)
R

la cual se reduce a 1y (r) con el cambio de &g por e®XR. Pero de la Ec.(1.40)
encontramos:

Hp(r) =Y &rHuw(r—R)=> Er&sHuw(r —R—8)=> FEro(r). (141)
R R,S R

La cual es idéntica con la forma original (1.38). La solucién de la ecuacién
(1.38) es encontrada claramente sujeta a las relaciones de ortonormalidad (1.34),

8].

Comentemos un poco sobre el significado de las funciones de Wannier. Para
electrones limitados fuertemente a los sitios de la red, por ejemplo, los electrones
del estado base, requerimos que la funcién de onda para los electrones se comporte
como una particula libre en cada orbital ¢ de dtomo en cada celda. La funcion tiene
que satisfacer el teorema de Bloch, y vemos por inspeccién que este requerimiento
es satisfecho por la funcién,

Yi(r) =) o(r — R)e™ ™. (1.42)

R
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Si la aproximacién es buena, la banda puede ser muy estrecha y la energia
media F(0) puede ser dada exactamente por la energia del electrén en el dtomo
libre. La Ec. (1.42) nos da la interpretacin de las funciones de Wannier como
una perturbacién orbital atémica. Sin embargo, la perturbacién puede a menudo
ser muy grande en cristales reales como para que ya no valga la utilidad de esta
interpretacion.

1.4. Electrones en solidos

Existen diversos modelos que intentan describir el comportamiento de los elec-
trones en los solidos cristalinos. Uno de los primeros fue propuesto por P. Drude
en 1900, el cual desprecia las interacciones tanto entre los electrones como entre
éstos y los iones positivos. Ademads, dicho modelo es completamente clasico y no
toma en cuenta la geometria del sistema, por lo que describe tinicamente ciertas
propiedades electronicas en los metales. Sommerfeld en 1927 mejoro el modelo
de Drude considerando los electrones como particulas cuanticas regidas por la es-
tadistica de Fermi-Dirac. Sin embargo, este modelo tampoco es capaz de explicar
por que los materiales presentan propiedades de conduccion que varian més de
treinta ordenes de magnitud desde un buen conductor hasta un tipico aislante. En
la década de los treintas del siglo pasado surgio la teoria de bandas, la cual aborda
el problema de un solo electrén sometido a un potencial periédico, el cual incluye la
distribucién periddica de los iones y el potencial promedio aportado por los demas
electrones de valencia. Dentro de esta teoria, las funciones de onda electrénicas son
las funciones de Bloch Wy (r).

Ty (r) = ™ T (r) (1.43)

donde uk(r) tiene el mismo periodo (R) de la red cristalina, es decir, ug(r) =
ux(r + R) estas funciones son soluciones generales de la ecuacién de Schrodinger
para un potencial periédico [3],

HUy(r) = [—%W + V()] Uk(r) = BV (r). (1.44)

Un electrén descrito por estas funciones de Bloch tiene la misma probabilidad
de estar en todas las celdas unitarias de la red y consecuentemente a estos estados
caracterizados por las funciones de Bloch se les denomina estados extendidos.

El potencial que experimenta el electron en un sélido real es de gran compleji-
dad y las funciones de onda correspondientes no son planas por no ser particulas
libres, ni orbitales atomicos por tener movilidad diferente de cero, sino son in-
termedios de estos dos extremos. Este problema se aborda actualmente por dos
aproximaciones diferentes: La aproximacion del electrén casi libre y la de amarre
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fuerte (tight binding). En la primera se considera que la energia total del electrén es
mucho mayor que la energia potencial periédica. En estas condiciones, las bandas
permitidas son anchas y las prohibidas angostas. En cambio, en la aproximacién de
amarre fuerte se considera que la eneria potencial del electrén representa casi toda
la energia (ver siguiente seccién). Las funciones de onda y los niveles de energia
permitidos de todo el cristal se asemejan a las funciones de onda y los niveles de
energia de los atomos aislados, respectivamente. La aplicabilidad de las aproxima-
ciones a diferentes sistemas depende de la naturaleza del sistema en estudio. En
particular, el modelo de amarre fuerte tiene la virtud de poder incluir el desorden
estructural en una forma natural.

1.5. Modelo de amarre fuerte

Encontrar las funciénes de onda y los eigenvalores para un electrén en un cristal
periddico es un problema dificil de resolver, debido a la interaccion del electron con
un gran numero de iones y con el resto de los electrones que forman el cristal [3, 5].

Consideremos un cristal cuya base consta de un solo dtomo. En el modelo de
amarre fuerte se supone que los dtomos estan muy separados entre si, de manera
que la interaccién entre vecinos es relativamente débil y los electrones estan fuerte-
mente ligados a los atomos. Las funciones de onda del cristal en la aproximacion
del modelo de amarre fuerte se basan en las funciones de onda de atomos aislados.
Si la funcién de potencial relacionada con un atomo aislado es V;(r), entonces la
solucién de la ecuacién de Schrodinger,

Hyp = V2 + 2 (B = Vo)) (r), (1.45)

representa la funciones de onda electrénicas del atomo.

Denotemos por 1y la funcién de onda del estado base de un electréon en un
atomo aislado, que se mueve en un potencial V() y cuya energia es Ej. La funcién
de onda del electrén en el cristal la podemos escribir como una superposicion de
funciones de onda atémicas,

Yr(r) = Z arnPo(r — Ry, (1.46)

donde R,, es la posicién del n-ésimo atomo, k es el vector de onda y la suma corre
sobre todos los atomos del cristal. Las constantes ay, quedan determinadas por el
teorema de Bloch y la condicion de normalizacion:

Yi(r + T) = ™ Ty (r), (1.47)

/wii(r)wk(r)dr =1 (1.48)



CAPITULO 1. PROPIEDADES DE LOS SISTEMAS CRISTALINOS 18

Con T el vector de traslacién del cristal, asi:

wk(r) = N_1/2 Z 6ik-Rnw0(r - Rn)> (149)

donde N es el nimero total de dtomos el cristal.
Sea Vj(r) el potencial periddico de la red cristalina. El hamiltoniano total del
electrén en el cristal lo podemos escribir como:

H=H,+ H, (1.50)

con Hy el hamiltoniano de un dtomo aislado y H' la diferencia de energias poten-
ciales para el electron en el atomo aislado y en el cristal:

Hb:—g%v?+V@—Rm, (1.51)
H =V(r) - Vo(r — Ry). (1.52)

De la ecuacién de Schrédinger Howog = E(0)y, utilizando (1.49),

Hyty = E}Mwmwp- )=Eo Y e*Fy(r —R,) = Epthe. (1.53)

También la funcién de onda debe satisfacer

Hipye(r) = (Ho + H)(r) = E(k)ix(r), (1.54)

donde el valor esperado para la energia del electron en el cristal esta dada por:

J i(r H?/)k( )dr
E(k 1.55
(k)= fwk K(r)dr ( )
Sustituyendo las expresiones para ’l/)k(r) y H, obtenemos:
J i(r)(Ho +H/)¢k( )dr
E(k
(k) fwk k(r)dr

e 5 R 1) i~ R it - R o

J () du(r)dr

Teniendo en cuenta (1.48),tenemos

E(k E0+NZ{ZeZk<Rn ) [ 6) V) = Vale — R o) (157
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Debido a la periodicidad del cristal y a causa de la suma sobre todos los valores
de m, cada termino de la suma sobre n da el mismo valor. El valor de la suma
sobre n, por tanto es el valor de cualquier término de la suma (por ejemplo, para
mayor claridad, aquel para el que n=0) multiplicando por el nimero de términos
de la suma, que es N. Podemos escribir la energia como sigue:

B9 = B 3 e [ GV ~ ot - Ra)loyde, (159

donde la suma se toma sobre todos los atomos del cristal. Puesto que la funcién de
onda 1)y decae casi siempre de un modo muy rapido con respecto a la distancia y,
puesto que las magnitudes de las integrales (1.58)) estan gobernadas esencialmente
por la cantidad de superposicién entre dos funciones de onda centradas en atomos
separados por distancias r,,, las contribuciones de los términos se reducen con
rapidez conforme aumenta r,,. Generalmente se tiene como buena aproximacién
al considerar los términos del vecino mas cercano. También se supondra que todas
las funciones de onda 1y son esféricamente simétricas; en estas condiciones, todas
las aportaciones del vecino mas cercano seran idénticas. En este caso, el método se
reduce al caso en el que la configuracién electrénica del estado basal en el atomo
aislado es la de un estado s.
Para el caso m = 0, la integral (1.58) se convierte en:

/ GOV () = Volo)lo(r)dr = a, (1.59)

mientras que, para los d&tomos mas cercanos,
[ wte = RV ) = Vool = =5 (1.60)
en donde R,, relaciona al atomo en el origen con el dtomo vecino mas cercano.
Ek)=E —a—p3) ¢~k (1.61)

Definimos ¢y = Ey — «, tal que la suma se realiza para los primeros vecinos.

Ek)=z— ) e*Fn (1.62)

En el caso de un cristal ciibico simple, las componentes del vector R, se puede
expresar como

R, = (£a,0,0),(0,+a,0), (0,0, £a),
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en donde a es la constante de red. La ecuacién (1.61) da, entonces,
E(k) = Ey — o — 20(cos kya + cos kya + cos k.a). (1.63)

De acuerdo con esta ecuacién, es evidente que existe un intervalo de valores de
energia permisibles correspondientes a varios valores que pueden tener k,, k, y k..
Los estados permisibles forman una banda de energia. De acuerdo con (1.63), el
valor minimo de la energia, estd en el punto, para el cual, k, = k, = k. = 0, es decir,
en el origen de una gréfica con coordenadas ortogonales (k;, ky, k.) en el espacio k.
Los valores maximos se producen en los vértices de un cubo dentro del espacio k
cuyas coordenadas son (7 /a, £7/a,+m/a), en donde todas las permutaciones de
los signos + y — entre las tres coordenadas se toman para generar ocho puntos de
los vértices. En estos sitios cada término de coseno toma el valor -1. La diferencia
de energia maxima y minima es, 123. Esta es la anchura de la banda de energia
correspondiente al estado s del atomo aislado. Si los &tomos vecinos mas cercanos
estdn muy separados la superposicién de funciones de onda ¥y(r) y ¥o(r — R,p),
como lo expresa el producto 1y(r)yy(r — R,,) en la integral (1.60), se hace muy
pequeno como sucede con el valor de 3 segin lo establece dicha ecuacion. En el
limite donde las distancias atémicas se hacen grandes (es en este limite donde son
realmente adecuadas las aproximaciones en las que se basan los célculos de amarre
fuerte), las bandas de energia permisibles se hacen angostas acercandose a un solo
valor de la energia discreta, correspondiendo al nivel energético del estado atéomico
s conforme la separacion se hace infinita.

Con el fin de facilitar la discusién en lo que resta del capitulo emplearemos la
notacién de Dirac [10]. En esta notacion y en la representacién de las funciones de
Wannier el hamiltoniano de la Ec. (1.50) puede escribirse, para el caso de vecinos
mAas cercanos, como:

H=co Y [i)(jl+ B8 li){l, (1.64)
' i
donde |i) es la funcién de Wannier centrada en el sitio ; el conjunto de sitios
{i}forman la red.

Los resultados obtenidos para los anchos de banda (o banda de energia), en
el modelo de amarre fuerte de las redes lineal, cuadrada, cibica y triangular con-
stituyen casos particulares de un resultado general conocido como Teorema de
Perron-Frobenius. A continuacién probamos dicho teorema de manera muy sim-
ple. Sean las soluciones de la ecuacién de Schrodinger ¢ = ). ¢;|i), entonces las
ecuaciones para los coeficientes ¢; son:

(E—co)ei =Y B (1.65)

i#j
Asi que,
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B —eolleil = 1D Besl <> 18lleyl- (1.66)

i#] i#]
En un cristal perfecto |¢;| = |¢;|, ya que todos los sitios son idénticos. De esta
forma tenemos,
|E —eo| < Z|B], (1.67)

donde Z es la coordinacion local, es decir, el nimero de primeros vecinos que
tiene un sitio del sistema. Asi mismo, cabe senialar que el espectro de energias en el
modelo de amarre fuerte, es simétrico respecto a £ = £ cuando la red es bipartita,
es decir, cuando la red puede subdividirse en dos subredes, digamos A y B, de tal
forma que todos los primeros vecinos de un sitio de A pertenecen a B y viceversa.
De la Ec. (1.65), donde, en el caso de la red bipartita i pertenece a A y j pertenece
a By viceversa, vemos que si el sistema tiene una energia F — ¢y, g — F, también
es una energia posible del sistema ya que las funciones de onda correspondientes
a estas dos energias difieren tinicamente en el signo de la funcién de onda de la
subred.

Cabe mencionar que este teorema no asegura que las bandas de energia sean
simétricas con respecto a Fy. Hay redes cristalinas, tales como la red triangular o la
fece, que no tienen dicha simetria debido a la frustracion de los estados antienlaces,
es decir, estas redes contienen anillos cuyos nimeros de sitio son impares.

1.6. Segunda cuantizacion

En el formalismo del nimero de ocupacién (o segunda cuantizacién), esta de-
scrita la fisica de muchos cuerpos, en razén a que, la segunda cuantizacién nos
permite abordar facilmente problemas en los cuales el nimero de particulas de
una o varias especies cambian como producto de la interaccion; ademas, tiene que
ver con las propiedades de simetria, tanto de Fermi como de Bose, es decir, en
segunda cuantizacion los operadores de creacién y de destruccién obedecen ciertas
reglas de conmutacién, las cuales contienen las propiedades de simetria de cada
sistema.

Consideremos un conjunto ortonormal de funciones de onda de una sola particu-
la ¢, (r) donde k; denota el estado de una sola particula mientras que la variable r
representa todas las coordenadas de la particula, incluyendo las coordenadas espa-
ciales y la componente z del espin [9]. Ahora considérese un sistema de fermiones
independientes en el que cada particula esta en alguno de los estados ¢y, y sea n;
el nimero de particulas en dicho estado (n; puede ser 0 o 1). Las cantidades n;
son los llamados nimeros de ocupacién y constituyen las variables fundamentales
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del formalismo de segunda cuantizacién, en vez de las coordenadas de las particu-
las. La funcién de onda para un sistema de N fermiones no interactiantes, debe
construirse como producto antisimétrico de funcién de onda de una sola particu-
la. Tales funciones antisimétricas bajo el intercambio de las coordenadas de dos
fermiones, se expresa por medio del determinante de Slater,

¢k1 (rl) ¢k1 (r2) s ¢k1 (rN)

Py oo (T1, T2, TN) = —= : : : . (L.e8)

Go(1) Dy (r) ... duy(rw)

El factor ﬁ, en la ecuacién (1.68), asegura que ® este normalizada. Nétese que
dos estados no pueden tener los mismos niimeros cuanticos k; ni las coordenadas de
dos particulas pueden ser iguales ya que en ambos casos la funcién de onda se anula
(Principio de exclusién de Pauli). Por ejemplo, en un sistema de dos particulas,
con una particula en el estado ¢,, (= ¢1), y la otra en ¢3, la funcién de onda es,
Dy —1.ky=3 (= P13) 0 Ppy—3.4,=1 (= P31). Entonces las particulas son idénticas, esto
evidentemente representa el mismo estado, pero por (1.68) esta difiere por un signo
menos. Para eliminar esta ambigiiedad, siempre escribiremos ® con los k’s en el

orden que se muestra a continuacién

®k1<k2<...<k1\77 (169)

con signo + asociado. Entonces, asi ®3; no aparecera nuevamente.
En forma compacta se puede escribir & como,

Opy by (r1, T2,y ry) = Dy (r1,1r2, ..., TN)

= (ry,ro,...,ry|n1, N0, ..., 0N, .. .), (1.70)

donde n; es el nimero de particulas en el estado de una sola particula ¢, (r) de
(1.68).
Asumimos por sencillez, que el nimero de particulas es fijo, por lo tanto:

> ni=N. (1.71)

También, por comodidad, dejaremos fuera de la funcién de onda la parte en r,
ademds de que la escribiremos en la notaciéon de Dirac, quedando de la siguiente
forma [11]:

®k1,...,k1\7 = ¢n1,n2,...,ni,... = |n17 n27 e )nNa . > (172)

La tultima ecuacion se llama eigenvector en el espacio abstracto del formalismo
de Dirac. Veamos ahora, como se representan los operadores en el formalismo de
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segunda cuantizacién [12]. Todos los operadores en este formalismo pueden ser
expresados en términos de operadores de creacién y de aniquilacién, ¢ y ¢;, cuya
definicién esta dada por:

e, ng, g, ) = (=D)Zi(1—ny)|ng,ng, .. ng 4+ 1,00, (1.73)
ci|n1,n2, RN (7 > = (—1)Zini|n1,n2, o,y — 1, .. .>, (174)

donde
(_1)22 _ (_1)[n1+n2+,,,+ni,1]’ (175)

esto es, ¢ v ¢;, deben tener la propiedad de que si actiian en tal secuencia que su
efecto neto es cambiar dos particulas, entonces la funcién de onda debe contener
un cambio de signo, lo cual es necesario debido a la antisimetria de la funcién de
onda.

Un ejemplo de dicha secuencia es la siguiente:

11,1,0,0,...) —0,1,1,0,...) — [1,0,1,0,...) — |1,1,0,0,...). (1.76)

Veamos como actian los operadores de creacion y de aniquilacién:

Cz|>017>:0> C+|>1z>>:07 (177)

¢s3)1,1,1,1,1,0,0,0,...) = (=1)>3]1,1,1—1,1,1,0,0,0,...)
= (=1)'11,1,0,1,1,0,0,0,...)
= +/1,1,0,1,1,0,0,0,...).

cycacf cacy1]1,1,0,0,0,0,...) = cjcsefcacs|0,1,0,0,0,0,...)
= cfe3cfe2)0,1,1,0,0,0,...)
= —cfe3¢10,0,1,0,0,0,...)
= —cje3)1,0,1,0,0,0,...)
= +c511,0,0,0,0,0,...)
~ —[1,1,0,0,0,0,...).

Este 1ltimo ejemplo nos muestra el efecto de un intercambio de particulas.
Los operadores ¢; y ¢; tienen las siguientes propiedades:
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1. Al aplicar el operador ¢ repetidamente al vacié (estado sin particulas) es
posible generar todos los demads estados, es decir:

Dpy ok = 0;10;2 . --C;:N|0,0,0, ce)s (1.78)

.....

o en forma general,

Iy, ng,...,ni+1,...) = ()™ (c5)™--+0,0,0,...). (1.79)

Por ejemplo, el estado |0, 1,1,0,0,0,...), se puede crear de la siguiente forma,

(e1)(e3) (e5) (c3)]0,0,0,...) = ¢5¢§]0,0,0,...) = 0,1,1,0,0,...).(1.80)

2. El operador ¢ es el hermitico adjunto de ¢;, es decir ¢ = (¢;)*.

3. Los operadores ¢; y ¢; no son hermiticos, por consiguiente no son observables.
Un operador F es hermitico si cumple con, F' = F*, o en forma mds general
si

/xp+F¢dx:/(qu)+¢dx. (1.81)

Sin embargo, el producto de los operadores ¢ y ¢; si es hermitico, (¢ ¢;)* =
cteci, por lo tanto, el producto es un observable y se le conoce como operador
numero,

ni = ¢ ¢, (1.82)

(3

donde n; es el operador de nimero de una particula y N es el operador total de
numero.

Para entender las propiedades de este operador, apliquémoslo sobre algunos
eigen-vectores tipicos:

creilng, .., 1, = (=1)Zicf|ng,...,0,...)
= (=D"(—1)"n1,..., L. 0)
= —|—|’I’L1,...,1Z’,...>, (184)
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en forma similar,

creilng, ..., 04,...) =0ng, ..., 0;,...), (1.85)
por lo que en general:

creilng, ... ng, ) =ngna, ..o ong, ), (1.86)

es decir, el eigenvalor del operador nimero para el estado ®; es el nimero de
ocupacion para ese estado [13].

Los operadores ¢, y ¢; obedecen las siguientes reglas de anti-conmutacién para
fermiones:

{a, by = acl + cfep = o, (1.87)
{Cl, Ck} = 0, (188)
{¢f, i} =0. (1.89)

Veamos ahora como se expresa algunos operadores de la mecanica cuantica en
términos de los operadores ¢ y ¢;.

En general el hamiltoniano de un sistema de N particulas interactiantes puede
escribirse como:

N
H = Z h(r;) + %Zv(ri, r;), (1.90)
i=1 123:11
donde el operador h(r) solo depende de las coordenadas de una sola particula. Al
encontrar sistemas de N particulas siempre encontramos sumas de tales operadores
iguales entre si excepto por una coordenada. Entonces definimos el operador de
una sola particula como:

H, = Z h(r;). (1.91)

De manera similar definimos el operador de dos particulas Hy como la suma de
operadores v(r;,r;) que dependerd de las coordenadas de un par de particulas,

1 N

H, = Ei;v(ri,rj). (1.92)
i#j
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En esta suma se incluyen todos los pares distintos y se excluye el término
v(r;,r;) ya que suponemos que una particula no interactia consigo misma. Los
elementos de matriz de H; serdn cero a menos que todos los nimeros de ocu-
pacién permanezcan inalterados o bien, los estados difieran en un solo nimero de
ocupacién. Para el segundo caso se puede demostrar que, para i < 7,

coomi=1,...n;=0,.. . |Hy|...,n;=0,....,n;=1,...) = hy;(—1)°0+13~,
j j j
(1.93)

donde
iy = (ilh]j) = / 67 () (r)(x)dr. (1.94)

La integraciéon incluye una suma sobre todas las coordenadas de espin, el ter-
mino S(i+1,j— 1) es la suma de los nimeros de ocupacién desde i+ 1 hasta j — 1.
En general,

S(m,n) = Z Ng. (1.95)

Si i > j el exponente en (1.93) es S(j + 1,7 —j). Note que siempre contamos el
numero de estados ocupados entre el estado de menor indice y el estado con mayor
indice. La cantidad S especifica el nimero de permutaciones de los renglones k;,
requeridos para que los determinantes (1.68) tengan todos los renglones iguales
excepto por el que es afectado por el operador h(r;). Asimismo, los elementos de
matriz diagonales de H; son simplemente,

k

Como lo hemos venido mencionando trabajaremos en el espacio de Hilbert uti-
lizando los vectores base |ny, ..., ny), también tendremos en cuenta las propiedades
(1.73) y (1.74) de los operadores de creacién y aniquilacién, recordemos que estos
operadores agregan o remueven una particula al estado j. Usando estas relaciones
se puede verificar que, para i < j,

(.ooni=1,....,n;=0,...0¢f¢j|...,ni=0,...,n;=1,...) = (—1)50@FL—1),
(1.97)

si consideramos los operadores en orden opuesto, el estado €; esta presente cuando
¢; actia y un signo negativo adicional es obtenido,

(.oomni=1,...,n;=0,...]eg¢|...,ni=0,...,n;=1,...) = —(—1)50+LI=D),
(1.98)
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Finalmente, para el caso 7 = j, es facil comprobar que,

(.oongy.efel oo niy ) =ng, (1.99)

(oomg, o ach ] oong ) =1 =, (1.100)

Todas estas propiedades se resumen en las reglas de anticonmutacién vistas
anteriormente. Comparando (1.93) y (1.97), es claro que el operador H; puede
expresarse como:

Hy =) (i|hlj)e e (1.101)
i,
Los resultados para el operador Hs son similares, resultando,
1 .
H, = 3 Z (i, jlvlk, el e e, (1.102)
iji kil

donde el elemento de matriz (7, j|v|k, ) esta dado por,

(, |vlk, 1) = /¢:(r1)¢;f(rz)v(r1,rg)m(rl)@(rg)drldrg. (1.103)

Es importante mencionar que el orden de los operadores (i, j, k, ) en la ecuacién
(1.102) es distinto del que aparece en los elementos de matriz (i, 7, [, k). De esta
manera el hamiltoniano méas general de un sistema de N particulas interactiantes
puede escribirse, dentro del formalismo de segunda cuantizacién, como:

H=H +H; = Z( \h|j)eie; + = Z i, jlvlk, D) el cick. (1.104)

.J zykl

Por lo general h esta dado por h(r) = % + u(r) con eigenvalor €, entonces,

2

. P 4
Hy = > (ilhlj)efe; =Z< 5=+ ul)li)l e
,J
= Zei(z’|j>c;rcj Zsl ciep = Z&C G, (1.105)
,J

de igual forma para H,. Por lo tanto, podemos escribir el hamiltoniano total en
segunda cuantizacién como:

H= Z&C i+ = Z i, jlvlk, D) el k. (1.106)

zykl



CAPITULO 1. PROPIEDADES DE LOS SISTEMAS CRISTALINOS 28

1.7. Modelo de Hubbard

Describir, en forma completa, la interaccién electrén-electrén (e — e) dentro
de un sélido es un problema complicado, obviamente existe la interaccién e — e
directa de tipo coulombiano, sin embargo, los electrones en un sélido pueden actuar
“indirectamente” por medio de algunas excitaciones elementales, tal es el caso de
la interaccion e-e mediada por fonones, la cual puede cuantizarse a travéz del
hamiltoniano de Frohlich. Una de las formas mas simples y generales de estudiar
la corelacién electrénica es a través del modelo de Hubbard [14], puesto que dicho
modelo incluye implicitamente los efectos de todo tipo de interacciénes electrénicas
por medio de los pardmetros de su hamiltoniano [15].

Analicemos la interaccion para sistemas con banda de energia angostas, por
simplicidad matemética veamos el caso de una sola banda electrénica s. Consid-
eremos ahora nuestro sistema de N electrones dentro de una red cristalina. De
acuerdo al Principio de Exclusion de Pauli, en cada uno de los sitios de la red
puede haber a lo mas dos electrones, necesariamente con espines opuestos. Hacien-
do explicito este hecho, y mediante una discusién anédloga a la anterior obtenemos
la siguiente expresion, en la representacion de los niimeros de ocupacion.

1
H=3 ooty D, D (kikalvlkl kel e, ey acno, (1107)
k,o

k1 ko K| KL 0,07

donde CKU (¢k.o) es el operador de creacién (aniquilacién) de un electrén con espin
o (0 =T,]) en el sitio i de la red, g es el valor propio de h(r), la funcién propia
es Yy(r), también

(v, kolv |k, k3) = /wa(r)wzz(r’)v(r — )¢y (r) g (x')drdr’. (1.108)

Como estamos estudiando la correlacién electrénica en bandas angostas una
descripcion local del sistema, resultaria mas apropiado, trabajar con el hamiltoni-
ano en la representacion de las funciénes de Wannier en lugar de la representacién
de las funciénes de Bloch. Las funciénes de Wannier son funciones centradas en
el sitio ¢, parecidas a las funciones orbitales, pero ortogonales entre si (estas se
obtienen a partir de las funciénes de Bloch mediante la transformada de Fourier).

Introduciendo los operadores de creacién (c;,) y de aniquilacién () para un
electrén de espin o en el estado ¢, (r) y usando las transformaciones,

Nea

+ o nN-1/2 —ikrj +
¢, = N E e el

J
o = N2 eric,. (1.109)
J
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Por lo tanto podemos escribir el hamiltoniano de (1.107) como:

H= thcwcL + - Z Z (i, jlv|k, 1)}, M,ckﬁzclm (1.110)

1,5,0 i,5,k,l 0,0’

donde
— (i|hlj) = R — R,) / 61 (O)h(),(x), (L111)

(i, j|v|k, 1) /gb v(r — ') ér(r')dy(r)drdr’. (1.112)

También podemos escribir el hamiltoniano (1.110) en la siguiente forma equiv-
alente:

H = Z&C cw%—thcch, + - Z Z i, j|vIk, D) ¢ perorcre, (1.113)

4,J,0 ,j,kl o,0’
i#]

en este caso tenemos g; = t;;, los otros dos términos se definen igual que arriba.

Aqui, h(r) = —%sz + u(r), donde u(r) es el potencial que siente el electrén
debido a todos los iones y v(r — r') = €?/|r — 1’| como la interaccién coulombiana
de largo alcance entre dos electrones.

Una forma sencilla de trabajar con el hamiltoniano de (1.110) es introduciendo
la siguientes aproximaciones. En la primera aproximacion se asume que t;; decae
rapidamente con la distancia, de esta manera forma los tinicos términos de la matriz
que deben considerar son aquellos que incluyen los sitios vecinos mas cercanos. Para
sistemas isotrdpicos, debemos entonces aproximar a t;; por:

(1.114)

o t para (i,j) vecinos mas cercanos;
K 0 otro caso.

La segunda aproximacion que se hace es para el término que contiene la in-
teraccion electron-electron, es decir, se asume que esta interaccién es apantallada
cuando los electrones estan muy retirados, por lo tanto, la contribucién més impor-
tante es cuando los dos electrones se encuentran en el mismo sitio (i = j = k = [).
La aproximacion estara, dada de la siguiente forma:

o U si(i=j=k=1)
(i, jlv[k, 1) ~ { 0 otro caso.

El principio de exclusién de Pauli requiere que ¢ = —o’, con lo cual obten-
emos finalmente la version mas simple del hamiltoniano de Hubbard. Considerando
solamente interacciones a primeros vecinos, este hamiltoniano esta dado por:

H = Z tijCZ—UCjJ + UZTL@TTLZ'J, (1.115)
(3,3),0 7
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donde n;, = c;fgcw es el operador nimero y U representa la interaccion de elec-
trénes en el mismo sitio, ¢;; es la integral de transferencia (hopping) entre el sitio i
y el sitio j, a primera aproximacion se considera sélo la transferencia entre vecinos
mas cercanos. El hamiltoniano de Hubbard no restringe los tipos de interacciones
que podrian existir entre los electrones y los efectos resultantes se caracterizan por
medio del parametro U que se obtiene fenomenoldgicamente.

Otra aproximacion muy importante es la que da origen al hamiltoniano de Hub-
bard extendido, esta aproximacién se realiza para bandas angostas, considerando
que los elementos de matriz dominantes de la interaccion electron-electréon son

U = (ii|v]i,q)

Vo= (3, 7jlvli, j) R;,R; primeros vecinos.

De esta manera U y V parametrizan la interaccion de dos electrones situados
en un mismo sitio y en sitios vecinos, respectivamente. Estas interacciones siempre
estan presentes en un sélido real aunque sus contribuciones pueden ser muy difer-
entes. Por ejemplo, para los electrones en la banda 3d de los metales de transicion
U y V son del orden de 20 y 3eV respectivamente. Considerando tinicamente es-
tos elementos de matriz del potencial de interaccion v, y despreciando los demas
términos, se obtiene el hamiltoniano de Hubbard extendido que puede escribirse
como:

%
H = P tijC:UCjJ + Uannm + E ;nmj, (1116)
4,5),0 % ,J

donde n;, = CZ’UCM es el operador nimero, y la ocupacién electrénica total en el
sitio ¢ es n; = n;; + n, . El simbolo (7, j) indica que la suma se extiende sobre
los primeros vecinos. De esta manera hemos deducido el hamiltoniano de Hubbard
extendido, el cual es 1til para estudiar, por ejemplo, la competencia entre ondas
de densidad de espin y ondas de densidad de carga, también nos sera util para
determinar la funcién de onda en cuasicristales en particular en una cadena de
Fibonacci (esto lo veremos es secciones posteriores).

1.8. Meétodo del espacio de estados y su mapeo

En esta seccion presentamos de manera detallada el método del espacio de
estados, que permite diagonalizar en forma exacta el hamiltoniano de Hubbard
para redes infinitas con pocos electrones, trabajando en el espacio real [16, 17].
Este método consiste en mapear el problema de Hubbard a un problema de amarre
fuerte con impurezas en un espacio de mayor dimensién [18]. Analizaremos la
interaccién de un sistema de dos electrones con espines antiparalelos (1]) en una
cadena lineal de N sitios (N = 1,2,3,...). Para N = 2, por ejemplo, los posibles



CAPITULO 1. PROPIEDADES DE LOS SISTEMAS CRISTALINOS 31

estados de configuracién de este sistema seran:

1) | +0),
2) = [+-)
3) = [04),
14) = |—+), (1.117)

donde el signo + representa un electrén con espin hacia arriba (es decir, la compo-
nente z del espin del electrén es //2), el signo (—) representa un electrén con espin
hacia abajo (es decir, la componente z del espin del electrén es —h/2), el signo +
representa un sitio con dos electrones, uno con espin hacia arriba y otro con espin
hacia abajo y el 0 representa un sitio vacié. Esta red de estados se muestra en la
Fig. (1.1),

11> ¢ |2>

Figura 1.1: Representacién geométrica de los estados de dos particulas con espines
opuestos en una cadena de dos sitios. Los estados de configuracién estéan represen-
tados por circulos con las auto-energias y los parametros de salto indicados dentro
de ellos, respectivamente.

En la base de estados de configuracion los elementos de matriz del hamiltoniano
estan dados por:

Bl Gl G
H=\" Gy oo @Hp) GH9 (1.118)
WHD) (a[H72) (4H]3) (4H]4)

En este espacio de estados, la auto energia de los estados con elementos de
matriz distintos de cero son

(A1) = @lH[3) =1,

21H[2) = (4|H[4) =V,
Qa1 = (1[H[2) =1,



CAPITULO 1. PROPIEDADES DE LOS SISTEMAS CRISTALINOS 32

(4[H[1) = (1|H[4) =1,
(3[H[2) = (2/H|3) =1,
A|H|3) = (3|H|4) =t. (1.119)

La auto-energia de los estados [1) y |3) es U mientras que la auto-energia de
los electrones en sitios vecinos es V. De esta manera, el problema de dos particulas
interactuando entre si ha sido mapeado al de una sola particula en un problema
de amarre fuerte [19]. La dindmica del sistema queda descrita por el siguiente
hamiltoniano,

i 1,7

donde t;; es la amplitud de salto entre el estado |i) y |j), el operador b crea el
estado |7) mientras que b; lo destruye, finalmente ¢; es la auto energia del estado
|i) toma los valores U, V' y 0 (1 =e3 =U y g9 = ¢4 = V). Sin embargo, los sitios
de este problema de amarre fuerte representan estados de muchos cuerpos y no
las funciones de Wannier que usualmente se utilizan. En la notacién matricial H
viene dada por

H =

U
t
0 (1.121)
t

o o+ < o+

t
0
t
v

+~ T + ©

Esta matriz puede diagonalizarse de forma exacta. Los cuatro valores propios
son:

El = U>
E2 = V>
1 1
By = —§(U+V)+§\/(U—V)2+16t2,
1 1
Ei = —5(U+V) =5/ -V} + 168, (1.122)

mientras que los vectores propios (sin normalizar) que corresponden a estas energias
son:

) = [0 +3)
) = —[2)+14)
o = (SR 1) a0+ B 12+ ),

s) = (U—V (U—V

w ' )+ 1)(I1> +13)) +12) + 14). (1.123)
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Asi, hemos podido encontrar una solucién exacta al problema de Hubbard
mapeandolo a un problema de amarre fuerte. El nimero de estados de configuracion
para una red cualquiera de N sitios con dos electrones con espines opuestos es N2.
Para el caso de dos electrones en una cadena lineal con un niimero infinito de sitios,
la red de estados tiene la forma de un arreglo cuadratico bidimensional infinito con
un numero de impurezas, localizadas en las cadenas diagonales.

La Fig. (1.2) muestra una representacion geométrica de los estados en el caso
mas general, donde los niimeros que aparecen en esta figura indican el orden de
los estados.

|t /’\ t /’\ t
“@\ \Vx\ \Q{\
SN R SN E N
t\\ t\\ t\\
___CV\ Yu\ YV\
A\ \’(\ \’(\
\, \, \,
AL t t t
—O—VN—0
\\ \\ \\
e [t [N
N L Nt
NN AN
\\ \\
\\\ \\\
\\\\\ \\\\\
\, \,

Figura 1.2: Red de estados para un sistema unidimensional compuesto por dos
electrones con espin opuesto y cuatro sitios. Dicha red se mapea en una cadena
lineal con impurezas en la que el parametro de hopping efectivo estd dado por

B =2tcos(Ka/\?2)

Recordemos que la existencia de un estado con un sitio ocupado por dos elec-
trones requiere una energia U, mientras que, un estado cuyos dos electrones se
encuentran en sitios vecinos mas préximos, demanda una energia V. Un estado
con dos electrones situados en sitios lejanos no exige ninguna energia, dentro del
hamiltoniano de Hubbard extendido (1.111). La amplitud de la probabilidad de
transicion entre los estados vecinos es precisamente la t, ya que la diferencia entre
estos dos estados es simplemente el salto de un electrén. Por lo tanto, nuestro
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problema original del hamiltoniano de Hubbard extendido en una red de d dimen-
siones es equivalente al problema de amarre fuerte de una red con impurezas de
2d dimensiones, es decir, el arreglo de estados (1.117) puede escribirse por medio
de un hamiltoniano de amarre fuerte.

Esta red de estados tiene solucion exacta, puesto que el hamiltoniano de dicha
red es el de amarre fuerte. Una manera simple de encontrar la solucion consiste en
aprovechar la simetria traslacional de las impurezas y mapear la red bidimen-
sional a una cadena lineal [16], como se muestra en la figura anterior, donde
B = 2tcos(Ka/v?2), siendo a = 1 la distancia de la red de estados y K el vector
de onda en la direccion de la proyeccién. En otras palabras, estamos tratando la
red bidimensional en un espacio combinado, una direccién en el espacio real y la
otra en el espacio reciproco.



Capitulo 2

Propiedades de los sistemas
cuasiperiodicos

2.1. Cuasicristales

En la seccién (1.1), se ha llevado a cabo una revisiéon general de algunas car-
acteristicas de las estructuras cristalinas, entre las que mencionamos la existencia
de simetrias prohibidas [20]. Una de esta es la rotacién por un angulo de 27/5.
En 1982 trabajando en el National Institute of Standards and technology (NBS),
el cientifico Dan Shechtman estudiando la solidificacién abrupta en aleaciones de
aluminio-fierro (Al-Fe), tratando de entender la estabilidad cristalogréfica de esta
fase, observando el sistema aluminio-manganeso (Al-Mn), al ir agregando mangane-
so en las aleaciones, la microestructura fue cambiando [21]. El 8 de abril de 1982
estudiando con microscopia electrénica una aleacion de aluminio rapidamente so-
lidificada con manganeso, 25 % en peso [22]. Al observar el patrén de difracciéon con
simetria de rotacién de 10 aristas, posteriormente se descubrieron otras simetras
rotacionales de 8, 10, 12 aristas. Dichas aleaciones tienen patrones de difraccion
de electrones como el que se muestra en la figura (2.1).

donde podemos ver que si se gira el patrén alrededor del centro un angulo de 27 /5
se recupera el patron original. Otra caracteristica de esta aleaciones que se presenta
orden de largo alcance, es decir, requiere un nimero finito de enteros para identi-
ficar sus planos, en este caso 6, sin embargo este excede la dimension espacial de
material, 3, lo que presentaba un problema para la cristalografia, pues esto violaba
uno de sus principios fundamentales, la existencia de simetrias prohibidas. Poco
despiies se descubrieron nuevos materiales que presentaban simetrias prohibidas,
con algunos de los mismos elementos pero con concentraciones diferentes.

En un principio se especulé que estos nuevos materiales eran solo un artefac-
to experimental, sin embargo actualmente es aceptado que representa una nueva
forma de agregacion de la materia que se suma a las ya conocidas, es decir, los
cristalinos y los amorfos, esté debido principalmente a que son sistemas energética-

35
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Figura 2.1: Patrén de difraccién de la aleacion de aluminio-manganeso descubierta
en 1984, la cual presenta simetria ante rotaciones por dngulo de 27 /5.

mente estables. La estructura de estos materiales no es periddica, ya que es gen-
erada por medio de dos o mas celdas unitarias, sin embargo sigue reglas claras de
crecimiento y esto se ve reflejado en su orden de largo alcance. El nombre que se le
dio a este tipo de materiales es el de Cristales cuasiperiodicos, o més brevemente,
Cuasicristales.

Presentamos una clasificacién de aleaciones cuasiperiddicas estables y metaesta-
bles (donde RE y TM indican elementos de tierra rara y metales de transicién,
respectivamente).

2.1.1. Cuasicristales metaestables

Estas aleaciones se clasifican de acuerdo a su simetria rotacional, tales como de
orden cinco (icosaedral), ocho (octagonal) y doce (decagonal). Empezaremos con
la fase icosaedral que son principalmente producidas por solidificacién rapida (~
10°K/s), por ejemplo AlggMny4 dentro del grupo de aleaciones Al—(Mn, Fe, Cr)
20].

Para el caso de los cuasicristales decagonales, la fase decagonal coexiste con la
fase icosaedral y se presenta principalmente en los sistemas del grupo Al — T'M,
tales como Al — Fe, Al— Co, Al — Ni, Al — Pd y Al — Rh. En general, las fases
cuasicristalinas se determinan por la configuracién electrénica de los elementos de
la aleacién. Casi todas las aleaciones binarias de fase decagonal contienen una gran
cantidad de desorden que es introducido por la solidificacién rdpida. En cambio, el
desorden se puede removerse cuando se extiende a sistemas ternarios, por ejemplo,
Al — Ni— Fe, Al— Ni—Co [23] y Al — Cu — Co [24]. Dicha extensién conduce
al descubrimiento de fases decagonales termodinamicamente estables. Otros cua-
sicristales metaestables, tales como las aleaciones cristalinas octagonales en dos
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dimensiones han sido encontradas en Cr — Ni — Si, V — Ni — Si [25] y MnySi
[26]. Cuasicristales con fase dodecagonal fueron observados en particulas conden-
sadas de C'r — N7 [27], asi como en peliculas delgadas de Bi — Mn producidas por
vaporizacion al vacio [28].

2.1.2. Cuasicristales estables

Un cuasicristal termodindamicamente estable es un material cuyo estado base es-
tructural es cuasiperiddico independientemente del proceso de separacién, es decir,
el material puede sufrir tratamientos térmicos sin modificar su orden estructural.
El primer cuasicristal estable fue la aleacién Als; LisCu [29]. Se cree que la par-
ticipacion del Lz es fundamental para la estabilidad de la aleacién, debido a su
tamano atémico. Otras aleaciones icosaedrales estables son Zn — Mg — Ga [30] y
M g— Al— Pd [31]. La segunda generacién de cuasicristales icosaedrales estables fue
encontrada en los sistemas Zn — Mg— RE [32]. Estos cuasicristales tiene una exce-
lente calidad estructural y poseen momentos magnéticos debido a los electrones 4 f
localizados en los sitios RE, en los cuales se puede estudiar el magnetismo en redes
cuasiperiédicas. Un grupo de cuasicristales estable que exhiben una red icosaedral
centrada en las caras son Zn — Mn — RE (RE =Y, Gd, Tb, Dy, Ho, Er) [33],
la cual fue observada por primera vez en la clase de Zn — Mg — Al.

Los primeros cuasicristales decagonales han sido encontrados en la aleacion
Zn—Mg—RE (RE =Y, Dy, Ho, Er, Tm, Lu) [34]. Estos materiales altamente
anisotropicos, es decir, periédicos a lo largo de su eje Z y cuasiperiddicos con
simetria rotacional de décimo orden en el plano perpendicular al eje Z. La fase
decagonal puede formarse directamente por una reaccién de estado sélido entre
las fase icosaedral primaria (ZngyMgsoRE30) y una fase monoclinica Zn;M gy,
alrededor de los 623K [35].

Una forma de explicar la resistencia de aleaciones cuasicristalinas estables es
por el mecanismo empirico de Hume-Rothery, el cual sugiere que la estabilizacion
de un material ocurre cuando su superficie de Fermi se intersecta o esta cercana
a la frontera de la zona de Brillouin. Debido a la interaccién entre la red y los
electrones de valencia, la energia total electronica disminuye cuando una brecha
o una pseudo-brecha de energia es creada alrededor de la energia de Fermi, y
la densidad de estados se incrementa arriba y abajo de esta brecha. Una pseudo-
brecha energética se forma cuando la densidad de estados en un intervalo de energia
es menor por varios ordenes de magnitud que la de su alrededor, y cuando ésta es
cero se denomina brecha. Por lo tanto, dentro del mecanismo de Hume-Rothery la
fase estructural del material es estabilizada debido a la reconfiguracién electronica,
similar a lo que sucede en la inestabilidad de Peierls [36]. Uno de los pardmetros
mas importantes para la formacién preferencial de la estructura especifica es la
razén electron-por-atomo. En 1994, A. Tsai encontré una regla empirica para los
cuasicristales icosaedrales estables de base Al, es decir, Al — T'M con e/a ~ 1,75
y Zn — Mn — Al con e/a ~ 2,1. Esto indica que los cuasicristales icosaedrales
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estables pueden ser aleaciones de Hume-Rothery.

Los cuasicristales, a diferencia de sus elementos constituyentes, son general-
mente malos conductores de electricidad, no presentan claras propiedades magnétic-
as, son mas elasticos que los metales comunes a altas temperaturas, son extremada-
mente duros y resisten bien la deformacién. De todas estas propiedades resulta de
particular interés la variacion de la conductividad eléctrica o respecto a la tem-
peratura T y el orden del cuasicristal. Para cuasicristales perfectos a1’ con una
desviacién T"/2? para bajas temperaturas y 7°%/? para altas temperaturas. Si bien
no existe un consenso para explicar este comportamiento, fundamentalmente se
le atribuye a dos aspectos, uno es que la densidad de electrones de valencia en el
cuasicristal es menor que en un metal tipico y otro es que los estados electrénicos
en un cuasicristal se encuentran en un punto intermedio entre ser locales y exten-
didos [37]. Ademads, la conductividad disminuye incrementando el orden de la red
cuasiperiédica.

Este comportamiento esta claramente relacionado con la aperiodicidad atémica
de la estructura, por ejemplo, existen aleaciones de aluminio, niquel cuya estructura
es periddica en una direccién y cuasiperidédica en las otras dos, mostrando que el
comportamiento antes descrito solo se presenta en el plano cuasiperiédico, mientras
que el transporte eléctrico es normal en la direccién cuasiperiédica [38].

2.1.3. Cadena de Fibonacci

El estudio téorico del comportamiento electronico en los cuasicristales es dificil
debido principalmente a que, al no ser un sistema periédico, no podemos proponer
funciones de onda de Bloch como soluciones del problema, ademés de que no
podemos hacer uso del espacio reciproco para facilitar los calculos. Sin embargo
pueden hacerse algunas simplificaciones para obtener comportamientos cualitativos
de estos sistemas, por ejemplo, se consideran sistemas de baja dimensionalidad o
bien sistemas con pocas particulas.

Una de las estructuras cuasiperidédicas méas estudiadas es la Cadena de Fibonac-
ci, de la cual existen dos variedades, una en la que se tienen dos tipos diferentes
de dtomos unidos por un mismo enlace (problema de sitios) y otra en la que se
tiene un solo tipo de dtomos unidos por dos tipos de enlaces diferentes (prob-
lema de enlaces), en el presente trabajo estudiaremos esta ultima. La forma de
generar la cadena de Fibonacci es de acuerdo a la siguiente regla de iteracidn;
Go=DB, Gy =A, Go = AB, G3 = ABA, G4 = ABAAB, ...,G; = G;_1G;_s,
donde A y B representan los dos tipos de enlace y G; la i-ésima generacion de la
cadena. En la Fig. (2.2) se presentan las primeras generaciones.

Resulta de particular interés para nuestros cédlculos la siguiente propiedad de
la cadena de Fibonacci:
Sea N el nimero total de enlaces N = Na(IN)+ Np(N), donde N4(N) es el nimero
de enlaces con amplitud de salto t4 y Np(B) el numero de enlaces con amplitud
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35 O--0—2—0

HO-0——020

5 O 0——02020—2—0

6 O+ 0——02 02020202020

Figura 2.2: Cadena de Fibonacci con diferente tipo de enlace y dtomos idénticos.
El numero representa la generacién de la cadena.

de salto tg, entonces se cumple que,

i YAalN) (2.1)
N—o0 NB (N)
donde o = @ = 1,62803398..., es la razon dorada.

Asimismo, es posible obtener la cadena de Fibonacci a partir de una cadena
periddica bidimensional, por ejemplo, a partir de una red cuadrada, llevando acabo
la proyeccién que se muestra en la Fig. (2.3). El procedimiento para obtenerla es
el siguiente: se traza una linea principal con pendiente o~!, luego se trazan dos
lineas auxiliares paralelas y a la misma distancia de esta, una a cada lado, pero de
manera que la separacién entre ellas sea igual a la magnitud de la diagonal de la
red cuadrada, finalmente se proyectan sobre la linea principal todos los puntos de
la red que queden comprendidos entre las dos rectas auxiliares, obteniendo asi una
cadena de Fibonacci.
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Figura 2.3: Cadena de Fibonacci de generacién 7 obtenida a partir de una red
bidimensional cuadrada con constante de red a

2.2. Meétodo del espacio de estados aplicado a la
cadena de Fibonacci

Nos ocuparemos del problema de dos electrones con espines antiparalelos en
una cadena lineal cuasiperiédica infinita. Para esto, analizaremos el problema de
enlaces. Con el fin de dar una descripcion del método del espacio de estados veamos
un ejemplo sencillo de la cadena de Fibonacci. Consideremos dos electrones con
espines opuestos en una red de N=4 sitios.

A
- O——O0~

Figura 2.4: Dos electrones antiparalelos en una cadena de Fibonacci de cuatro
sitios

Los posibles estados del sistema son los siguientes,
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1) =[£000), [9)=]—0+0),
2) = [+ =00}, |10} = [0 —+0),
3) = +0—0), [11) =100+ 0),
[4) = +00-), [12) =00 + —),
15) =|0+0—), [13) =|000+),

6) = [0+ =0), [14) =00 — +),
|7) =|0£00), |15) =|0—0+),
18) = | —400), |16) =|— 00+),

donde el signo +(—) representa un sitio con un electrén con espin hacia arriba
(hacia abajo), es decir, la componente z del espin del electrén es 1/2 (-1/2), el
signo + representa un sitio con dos electrones con espin hacia arriba y otro con
espin hacia abajo, 0 representa un sitio vacié. Dentro del hamiltoniano de Hubbard
extendido, la existencia de un estado con un sitio ocupado por dos electrones
requiere una energia U, mientras que los estados cuyos dos electrones se encuentren
en sitios vecinos mas proximos, requieren una energia V. En cambio, un estado
con dos electrones situados en sitios lejanos no exige ninguna energia, dentro del
hamiltoniano de Hubbard extendido. La amplitud de probabilidad de transicion
entre los estados vecinos de la Fig. (2.5), es precisamente la ¢, ya que la diferencia
entre estos dos estados es simplemente el salto de un electrén.

|4 000) — U

|+ -00) —V

|+0—-0) —0

|04+ 0—) «— |0+ —0) con amplitud de salto t4
|0+ —0) «— |0+ 00) con amplitud de salto ¢p.

El método del espacio de estados y su mapeo consiste en dar una representacion
geométrica de la configuracion de estados, mapeando el problema original de mu-
chos cuerpos a uno de un solo cuerpo, pero en una dimension mayor. Esto lo
podemos hacer colocando cada uno de las estados del sistema en una red bidimen-
sional, donde los estados estan conectados entre si. En la Fig. (2.5) se muestra la
red de estados para el sistema de dos electrones en una cadena lineal de Fibonacci
con cuatro sitios.

En esta red la tnica energia potencial es la debida a la configuracion interna
de cada estado, mientras que las tnicas amplitudes de transicién posibles entre
estados son t4 y tg, de esta manera la dinamica del sistema queda descrita por el
siguiente hamiltoniano:
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Figura 2.5: Red de estados para el sistema de dos electrones en una cadena lineal
con 4 sitios

HAF = Z tm'b;-rbj + Z&bjbl, (22)
(,9) i

donde t;; es la amplitud de salto entre el estado |i) v el |j), el operador b} crea
el estado de muchos cuerpos |i) mientras b; lo destruye, finalmente ¢; es la auto
energia del sitio |7) y toma los valores U, V y 0.

El hamiltoniano de la ecuacién anterior tiene la forma de un hamiltoniano
de amarre fuerte para una sola particula, de manera que hemos pasado de un
sistema de dos particulas en una cadena lineal con cuatro sitios descrito por el
modelo generalizado de Hubbard, a un sistema de una sola particula en una red
bidimensional descrito por un hamiltoniano de amarre fuerte.



Capitulo 3

Analisis y discusion de resultados

. Cual es la estructura electrénica para el caso de los materiales cuasicristali-
nos?. La respuesta a esta pregunta no es trivial, ya que como consecuencia de la
falta de periodicidad los métodos tradicionales para estudiar los sélidos cristali-
nos no son aplicables. La base de la teoria de los cristales, el teorema de Bloch,
no es valida. Los cuasicristales, ademas de poseer un orden local tienen simetria
orientaciénal a largo alcance, por lo que se requiere desarrollar nuevos métodos de
calculo para estos sistemas. Los cédlculos realizados dentro de la aproximacion de
amarre fuerte, debido principalmente a la simplicidad del hamiltoniano, muestran
que las funciones de onda no son extendidas ni localizadas.

3.1. Funcidon de onda en la cadena de Fibonacci

Para los sistemas desordenados no existe el espacio reciproco debido a la ausen-
cia de simetria traslacional. Consecuentemente, la relacion de dispercion no esta bi-
en definida. El concepto clave atin para sistemas desordenados, es el de la densidad
de estados N(FE). La N(FE) multiplicada por un incremento de energia da el niimero
de estados que puede tomar un cierto electrén en dicho intervalo de energia. Estos
estados pueden estar ocupados o desocupados. En la densidad de estados de los
solidos desordenados aparecian nuevos estados llamados localizados, a diferencia
de los sdlidos cristalinos cuya densidad de estados esta formada por estados ex-
tendidos. La descripcién de las propiedades fisicas de los solidos se puede dar en
términos de las funciones de Bloch (estados extendidos), y a partir de las fun-
ciones de Wannier (estados localizados). Un electrén descrito mediante la funcién
de Bloch, tiene la misma probabilidad de estar en un punto dado que en cada uno
de los demas puntos equivalentes de la red, en este sentido los estados de Bloch son
estados extendidos. Los estados de Wannier son estados localizados en el sentido de
que dichas funciones estan centradas en puntos individuales de la red. Un estado
serd localizado si su funcién de onda asociada desaparecen en el infinito, es decir,

si lim, o [9(7)] = 0.

43
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El problema de la localizaciéon, asi como los criterios para evaluarla siguen
estando abiertos a discusion, donde, un aspecto especialmente interesante es su
relacién con la densidad de estados. En este sentido, Mott y Twose[39] encontraron
que todas las funciones propias de una cadena lineal desordenada son localizados.
Esta propiedad fue probada para todo tipo de excitaciones en sistemas desordena-
dos de una dimension.

Por otra parte, el problema de la localizacién de los estados electréonicos en
los cuasicristales es un problema que ain hoy en dia permanece sin aclarar. Sin
embargo, en los ultimos anos ha habido grandes esfuerzos para determinar la forma
de la localizacién en estos sistemas cristalinos, mencionaremos algunos de ellos a
continuacion.

T

Figura 3.1: Funcion de onda electrénica auto-similar para E= 0. En esta figura se
grafica el modulo de ¢ en funcién de del nimero de sitios n a lo largo de la cadena
cuasiperiédica.

En 1986 Deyon y Petrietis [40] demostraron, para la cadena de Fibonacci, que
todos los estados son extendidos para el caso de desorden diagonal. Asimismo,
existen calculos numéricos que afirman la existencia de los tres tipos de estados,
es decir: extendidos, localizados y criticos (o exéticos) para el caso de desorden
fuera de la diagonal [41]. Los estados criticos se definen como estados que no estén
localizados ni estan completamente extendidos, sino que tienen funciones de onda
auto-similares en el espacio real [42]. Kohmoto et al. calcularon explicitamente la
funcién de onda cuando E = 0 para una cadena de Fibonacci. Esta funcién se
muestra en la Fig. (3.1), encontrdndose que no es ni extendida ni localizada en el
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sentido estricto.

En esta tesis estudiamos el problema de la funcién de onda en una cadena
de Fibonacci, con la variante que dicho estudio se realiza para el problema de dos
particulas con y sin interaccién. El estudio se realiza en el espacio real utilizando el
método del espacio de estados [16]. Los calculos de la funcién de onda se obtienen
numéricamente para una cadena lineal de 90 sitios y para la red de Fibonacci de
generacién 10 (90 sitios), lo que implico diagonalizar matrices de 4095 x 4095.

En las Figs. 3.2—3.5 se muestran los resultados para las funciones de onda
cuando no incluimos interaccién electrén—electron, tanto para la cadena Lineal (a)
como para la cadena de Fibonacci (b). Los pardmetros que utilizamos son: t = —1.0
para la cadena Lineal y t4 = —1.0, t3 = —2.0 para la cadena de Fibonacci.

Las funciones de onda que se muestran corresponden a los 4 eigenvalores de mas
baja energia, es decir: Eg = —3.997616562204283, E; = —3.994042825704650, Eo =
—3.990469089204987, E3 = —3.988091330492548, para la cadena Lineal y Ey =
—5.666049861140060, E; = —5.661148600328795, E5 = —5.658585411952986, E3 =
—5.656247339517411, para la cadena de Fibonacci. Los resultados de la red Lin-
eal (a), se presentan con el fin de poder comparar nuestros resultados de la red
de Fibonacci (b). En las funciones de onda para la cadena de Fibonacci podemos
observar cualitativamente el caracter de funciones de onda critica, que caracteriza
a las redes cuasiperiddicas en general, ya que presentan regiones tanto localizadas
como extendidas.

En la Fig. 3.6 mostramos el resultado de las funciones de onda para energias
muy cercanas a E= 0, es decir, Eggo5 = —3.573736499645771E — 03, para la cadena
Lineal y Eggo5 = —2.563188375763093 F — 03 para la cadena de Fibonacci. De igual
forma no incluimos interaccion electrénica y los parametros del hamiltoniano son
los mismos que los de la Fig. 3.2. En estos resultados para la cadena de Fibonacci
se observa el caracter critico de la funcién de onda en una forma maés pronunciada
y la comparacién con los resultados de Kohmoto [42] es més directa.
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Figura 3.2: a) Funcién de onda de la cadena lineal (con 90 sitios) asociada al eigen-

valor Ey = —3.99761

6562204283, donde no hay interaccion e — e. Los parametros

utilizados son: t4 = tg = —1.0, b) Funcién de onda de la cadena de Fibonacci (con

90 sitios, generacion
no hay interaccién e

10) asociada al eigenvalor Ey = —5.666049861140060, donde
— e. Los parametros utilizados son: t4 = —1.0, tg = —2.0
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Figura 3.3: a) Funcién de onda de la cadena lineal (con 90 sitios) asociada al eigen-
valor E; = —3.994042825704650, donde no hay interaccién e — e. Los pardmetros
utilizados son: t4 = tg = —1.0, b) Funcién de onda de la cadena de Fibonacci (con
90 sitios, generacién 10) asociada al eigenvalor E; = —5.661148600328795, donde
no hay interaccion e — e. Los parametros utilizados son: t4 = —1.0, tg = —2.0
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Figura 3.4: a) Funcién de onda de la cadena lineal (con 90 sitios) asociada al eigen-
—3.990469089204987, donde no hay interaccion e — e. Los parametros

utilizados son: t4 = tg = —1.0, b) Funcién de onda de la cadena de Fibonacci (con

90 sitios, generacién 10) asociada al eigenvalor E; = —5.658585411952986, donde
no hay interaccién e — e. Los pardmetros utilizados son: t4 = —1.0, tg = —2.0
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Figura 3.5: a) Funcién de onda de la cadena lineal (con 90 sitios) asociada al eigen-
valor E3 = —3.988091330492548, donde no hay interaccién e — e. Los pardmetros
utilizados son: t4 = tg = —1.0, b) Funcién de onda de la cadena de Fibonacci (con
90 sitios, generacién 10) asociada al eigenvalor E3 = —5.656247339517411, donde
no hay interaccion e — e. Los parametros utilizados son: t4 = —1.0, tg = —2.0
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Figura 3.6: a) Funcién de onda de la cadena lineal (con 90 sitios) asociada
al eigenvalor Ko = —3.573736499645771E — 03, donde no hay interaccion
e — e. Los parametros utilizados son: t4 = tp = —1.0, b) Funcién de onda
de la cadena de Fibonacci (con 90 sitios, generacién 10) asociada al eigenvalor
Eogos = —2.563188375763093 K — 03, donde no hay interaccién e — e. Los paramet-
ros utilizados son: t4 = —1.0, tg = —2.0
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En las Figs. 3.7—3.10 presentamos las funciones de onda incluyendo la inter-
accion electrénica, en este caso la interaccién es atractiva para electrones en el
mismo sitio, muy similar a la formacién de pares de Cooper en superconductivi-
dad de alta temperatura critica [43]. Las eigenfunciones que mostramos son para
los 4 eigenvalores de mas baja energia, es decir: Eg = —3.994528104688936, E, =
—3.989053414361333, Eo = —3.985751949803757, E3 = —3.981385842278388, para
la cadena Lineal y Ey = —5.661648478876018, E; = —5.658956183291668, E, =
—5.654059391101760, Es = —5.650814772489555, para la cadena de Fibonacci.
En las Figs. 3.7—3.10 observamos que para una interaccién atractiva pequena
U= —1.0, las funciones se localizan a lo largo de la diagonal principal de la red
de estados en dos dimensiones, que es justamente donde se localiza el parametro
responsable de la interaccién (en nuestra red de estados bidimensional, simula una
autoenergia de impurezas).
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Figura 3.7: a) Funcién de onda de la cadena lineal (con 90 sitios) asociada al
eigenvalor Eqg = —3.994528104688936. Los parametros utilizados son: U = —1.0,
V =100, ty = tg = —1.0, b) Funcién de onda de la cadena de Fibonacci (con
90 sitios, generacién 10) asociada al eigenvalor Ey = —5.661648478876018. Los
parametros utilizados son: U = —1.0, V=0.0, t4 = —1.0, tg = —2.0
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Figura 3.8: a) Funcién de onda de la cadena lineal (con 90 sitios) asociada al
eigenvalor E; = —3.989053414361333. Los parametros utilizados son: U = —1.0,
V =100, ty = tg = —1.0, b) Funcién de onda de la cadena de Fibonacci (con
90 sitios, generacién 10) asociada al eigenvalor E; = —5.658956183291668. Los
parametros utilizados son: U = —1.0, V=0.0, t4 = —1.0, tg = —2.0
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Figura 3.9: a) Funcién de onda de la cadena lineal (con 90 sitios) asociada al
eigenvalor Eo = —3.985751949803757. Los parametros utilizados son: U = —1.0,
V =100, ty = tg = —1.0, b) Funcién de onda de la cadena de Fibonacci (con
90 sitios, generacién 10) asociada al eigenvalor E; = —5.654059391101760. Los
parametros utilizados son: U = —1.0, V=0.0, t4 = —1.0, tg = —2.0
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Figura 3.10: a) Funcién de onda de la cadena lineal (con 90 sitios) asociada al
eigenvalor E3 = —3.981385842278388. Los parametros utilizados son: U = —1.0,
V =100, ty = tg = —1.0, b) Funcién de onda de la cadena de Fibonacci (con
90 sitios, generacién 10) asociada al eigenvalor E; = —5.650814772489555. Los
parametros utilizados son: U = —1.0, V=0.0, t4 = —1.0, tg = —2.0
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Los resultados de las funciones de onda con una interaccion repulsiva entre elec-
trones con espines opuestos en el mismo sitio, se muestran en las Figs. 3.11—3.14.
Observamos que incluso cuando la interaccién repulsiva es pequena U = 1.0, las
funciones nos dan una probabilidad muy baja de que los electrones se encuentren
sobre la diagonal principal de la red de estados en dos dimensiones, que es donde
se encuentra el potencial responsable de la interaccion.
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Figura 3.11: a) Funcién de onda de la cadena lineal (con 90 sitios) asociada al
eigenvalor By = —4.122471456841995. Los parametros utilizados son: U = 1.0, V
=0.0,t4 =tp = —1.0, b) Funcién de onda de la cadena de Fibonacci (con 90 sitios,
generacién 10) asociada al eigenvalor Ey = —5.810903888521960. Los parametros

utilizados son: U =1.0, V=0.0,t4 = —1.0, tg = —2.0
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Figura 3.12: a) Funcién de onda de la cadena lineal (con 90 sitios) asociada al
eigenvalor E; = —4.120570539947830. Los parametros utilizados son: U = 1.0, V
=0.0,t4 =tp = —1.0, b) Funcién de onda de la cadena de Fibonacci (con 90 sitios,
generacién 10) asociada al eigenvalor E; = —5.809400865100256. Los parametros
utilizados son: U =1.0, V=0.0,t4 = —1.0, tg = —2.0
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Figura 3.13: a) Funcién de onda de la cadena lineal (con 90 sitios) asociada al
eigenvalor By = —4.117407497518421. Los parametros utilizados son: U = 1.0, V
=0.0,t4 =tp = —1.0, b) Funcién de onda de la cadena de Fibonacci (con 90 sitios,
generacién 10) asociada al eigenvalor Eo = —5.809345221675802. Los parametros
utilizados son: U =1.0, V=0.0,t4 = —1.0, tg = —2.0
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Figura 3.14: a) Funcién de onda de la cadena lineal (con 90 sitios) asociada al
eigenvalor B3 = —4.112989581664515. Los parametros utilizados son: U = 1.0, V
=0.0,t4 =tp = —1.0, b) Funcién de onda de la cadena de Fibonacci (con 90 sitios,
generacién 10) asociada al eigenvalor E3 = —5.807529373981843. Los parametros
utilizados son: U =1.0, V=0.0,t4 = —1.0, tg = —2.0



Conclusiones

En esta tesis se determino la funcién de onda en la cadena lineal y en la cadena
de Fibonacci para el caso de dos particulas con y sin interaccion electréonica. Hemos
utilizado para este estudio, el modelo de Hubbard y el método del espacio de
estados.

Los céalculos numéricos para obtener las funciones de onda se realizaron para
cadenas de 90 sitios, la cadena de Fibonacci que nos da este nimero de sitios es la
generacién 10. Observamos en forma general el carcter critico de la funcién de onda
en la cadena de Fibonacci. Cuando incluimos una interaccion electrénica atractiva,
encontramos que la funciéon de onda se localiza en la diagonal principal de la red
de estados, manteniendo su carcter critico para la red de Fibonacci y extendido
para la cadena Lineal. El efecto es contrario cuando el potencial es repulsivo, es
decir, la funcién de onda se localiza fuera de la diagonal principal.

Es importante mencionar que este estudio de la funcién de onda con interaccién
electrénica, es de los pocos estudios que existen hoy en dia debido a lo complicado
del calculo, es decir, estamos abordando a la vez el problema de la correlacién
electrénica y la cuasiperiodicidad.

Como perspectivas del trabajo podemos mencionar las siguientes: estudiar el
problema para un nimero mayor de sitios (dtomos) y para un nimero mayor
de electrones, asi como extender nuestro estudio para redes de mayor dimension.
Analizar con detalle los efectos de la auto-similaridad de la funcién de onda en la
red de Fibonacci.
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