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Introduccion

La principal motivacion en realizar el siguiente trabajo fue la de poder
hacer una tesis donde se aplicara una gran variedad de conocimientos refe-
rentes a distintas materias que llamaron mi atencién durante el tiempo que
estudie la licenciatura. Una virtud de este trabajo es ver cémo se comple-
mentan varias ramas de las matematicas para encontrar una soluciéon a un
problema no tan sencillo de demostrar en la teoria de grupos, mostrando
de esta manera cémo la gran diversidad de conocimientos usados adecuada-
mente, puede darnos grandes aportaciones en el campo de las ciencias.

Usaremos herramientas topoldgicas como lo son el grupo fundamental,
la teoria de espacios cubrientes, el teorema de Seifert-Van Kampen, como
asi también temas de la teoria de conjuntos y de dlgebra. Haremos una con-
juncién entre todos estos conocimientos para poder aplicarlos en la teoria de
graficas y asi demostrar que el subgrupo de un grupo libre también es libre.

En este trabajo de tesis se ven demostraciones un tanto largas y complejas
pero se tratan de escribir de manera diddctica usando una gran cantidad
de dibujos, haciendo de éste un material manejable para el estudiante de
licenciatura.

En el capitulo 1 damos una topologia a las graficas lineales y demostramos
algunas propiedades que relacionan el estudio combinatorio de graficas linea-
les y su estructura topoldgica, en el capitulo 2 estudiamos los grupos libres
y productos libres que son temas no tratados usualmente en un primer curso
de teorfa de grupos. En el capitulo 3 revisamos conceptos de topologia menos
bésica como el grupo fundamental y en particular demostraremos el Teorema
de Seifert-Van Kampen y juntamos los temas ya tratados en la tesis para
calcular el grupo fundamental de una gréafica. En el capitulo 4 profundizamos
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un poco sobre la teoria de espacios cubrientes y determinamos que el espacio
cubriente de una grafica también es grafica y ademas su grupo fundamental
estd en correspondencia con las aristas que no estan contenidas en un arbol
maximal. Finalmente, en el capitulo 5 se demuestra en teorema principal de
la tesis que es: Subgrupo de un grupo libre es libre; esto se hace construyendo
graficas y subgraficas cuyos grupos fundamentales son el grupo y subgrupo
dados y también daremos algunas consecuencias directas de este resultado.



Capitulo 1

Graficas lineales

Hay muchas razones que despiertan el enorme interés que se presenta
actualmente en la teoria de graficas. Existe una enorme cantidad de aplica-
ciones en areas de fisica, quimica, ciencias de la comunicacién, computacion,
electrénica, ingenieria civil, arquitectura, genética, psicologia, sociologia, eco-
nomia, antropologia y lingiiistica. Asi también la teoria esta estrechamente
relacionada con diferentes areas de matematicas como la teoria de grupos,
matrices, analisis numérico, probabilidad, topologia y combinatoria. Esto se
debe a que la teorfa de graficas sirve como modelo matematico para cualquier
sistema que involucra una relaciéon binaria.

En este capitulo se incluyen algunas propiedades de gréaficas asi como re-
sultados del tipo topoldgico de las graficas. Daremos una definicion topolégica
de gréfica que extiende nuestra nocién intuitiva de grafica en forma combi-
natoria. Supondremos conocidos los conceptos que se estudian en un curso
bésico de topologia e incluso las definiciones basicas de grupo fundamental.
También supondremos conocidos la definicién y conceptos béasicos combina-
torios de la teorfa de graficas.

Definicién: Un arco es un espacio topolégico homeomorfo al intervalo [0,1].

Definicién: Sea X un espacio que es la uniéon de los subespacios X, con
a € J. La topologia de X se dice que es coherente con los subespacios X,
siempre que un subconjunto C' de X es abierto si y sélo si C'N X, es abierto
en X, para todo a.



) CAPITULO 1. GRAFICAS LINEALES

Figura 1.1: Gréfica lineal

La definicion es equivalente si se cambia la palabra abierto por cerrado.
Definicién: Una grdfica lineal X es unién de arcos A, con o € J que cumple
con las siguientes 2 propiedades:
i) Para a # 3, la interseccién A, N Ag es vacia o un punto que debe ser
extremo de cada uno de los arcos A, y Ag.
ii) La topologia de X es coherente con la de los subespacios A,.
Si X = U,es Aa es una grafica lineal, de ahora en adelante llamamos

arista a cada A, y a los extremos de A, se les llama vértices de la grafica y
los puntos que no sean vértices se llaman puntos interiores.

La intencién de esta definicién es la de conservar la idea intuitiva que se

tiene de gréficas finitas. A continuacién se presentan algunos ejemplos:

Ejemplo 1.1 La figura 1.1 es un ejemplo de una grdfica lineal finita.

Ejemplo 1.2 La recta real R también puede verse como una grifica lineal
donde los vértices son los numeros enteros y las aristas son los intervalos

[n,n+ 1] (figura 1.2).

Ejemplo 1.3 Sien un circulo solamente asignamos dos puntos como vértices,
el espacio resultante no es una grdfica porque no se cumple la propiedad i).



Figura 1.2: La recta Real

Figura 1.3: Unién de dos arcos

Figura 1.4: Circulo visto como grafica lineal

Mas sin embargo si asignamos tres puntos como vértices ahora si tenemos la
estructura de grdfica lineal (figura 1.4).

Cuando se trata de graficas finitas, la segunda propiedad puede cambiarse
nada mas pidiendo que el espacio X sea T5, sin embargo cuando uno trata
graficas infinitas esto no es suficiente para que las propiedades de una grafica
se mantengan.

En el siguiente ejemplo vemos como en una grafica finita es necesaria la
condicion de Ty para que tengamos una grafica de la manera en la que las
conocemos usualmente.

Ejemplo 1.4 Sean I y J espacios homeomorfos al intervalo [0,1], X = IUJ
y sea X la union ajena de I y J. Definimos la topologia de X de la siguiente
manera:

Sean 1 y j puntos interiores fijos de I y J respectivamente. Para cualquier
abierto de I o J que no contenga a i o j, los abiertos son los mismos en X,
pero st un abierto en I contiene a i, entonces el abierto en X es la union de
este abierto con uno en J que contenga a j. De esta manera nuestro espacio
no es Ty y asi tenemos un ejemplo de porqué es necesaria la condicion de Ty
para grificas finitas (figura 1.5).



4 CAPITULO 1. GRAFICAS LINEALES

Figura 1.5:
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Figura 1.6: La escoba

El siguiente ejemplo vemos como en graficas infinitas la condicion de 75 no
es suficiente para que tengamos la estructura de una gréfica.

Ejemplo 1.5 La escoba. Sea X el conjunto de todos los segmentos de recta
que tienen como extremos el origen y la coordenada (1,1/n) conn € N (figura
1.6).

En este ejemplo vemos que si damos a X la topologia como subespacio de
R2, ésta es mas gruesa que la topologia coherente ya que el abierto formado
tnicamente por el segmento de recta que va de (0,0) hasta (1,0) es un abierto
en la topologia coherente pero no lo es en la de subespacio.

Lema 1.6 Toda grdfica es normal como espacio topoldgico.

Demostraciéon: Sean B y C conjuntos cerrados ajenos contenidos en la
grafica X = JA, con o € J. Supongamos primero que todos los vértices



estan en B U C'; vamos a aprovechar la condicién de la topologia coherente
para construir abiertos ajenos U y V' que contengan a By C. Para cada o € J
escogemos abiertos ajenos U, v V, en A, de tal manera que BN A, C U,
y CN A, CV,. Definimos U = UU, y V = UV,. Mostraremos que U y V
son ajenos. Supongamos que existe x € U N'V; entonces x ¢ U, NV, porque
los escogimos ajenos, asi que z € U, N Vp para algunos o, 3 € J y a # 3.
Como |A, N Ag| = 1, entonces x es un vértice, lo cual es una contradiccién
pues si x estuviera en B no podria estar en ningun V,, y si estuviera en C
usarfamos un argumento similar. Tenemos también que U y V son abiertos
por construccién y que UN A, = U, vy VN A, =V, Porlo tanto U y V
separan a By C.

Ahora supongamos que existiera un vértice g que no estuviera contenido
en B U entonces al construir los abiertos U y V' sélo habria que quitar el
punto zg de cada U, y cada V. |

Al conjunto de vértices lo denotamos por X°. El conjunto X es un con-
junto cerrado porque cada vértice es un conjunto cerrado en cada arista que
lo contiene y también es un conjunto discreto. También hay que hacer la
observacion de que cada arista es un conjunto cerrado dentro de la gréfica.

Definicién: Sea X una grafica lineal. Una subgrdfica Y de X es un subespa-
cio de X que es union de aristas de X.

Lema 1.7 Las subgrdficas son grdficas lineales y ademds son subconjuntos
cerrados.

Demostracién: Para ver que una subgrafica Y de X es grafica hay que ve-
rificar las dos condiciones de la definicion de grafica, la primera condicién se
satisface de la definicién de subgrafica y para la segunda, la topologia de X
se hereda a la subgrafica Y por lo tanto Y es grafica.

Para ver que la subgrafica es cerrada, tomamos un punto x en el comple-
mento y analizamos dos casos, cuando x es interior y cuando x es vértice.
Si x es punto interior, escogemos una vecindad de x dentro de la arista y
estd totalmente contenida en el complemento, para cuando x es un vértice
simplemente tomamos una vecindad de z de la forma [z,y), donde y esta
en el complemento y es un punto interior de una arista. De esta manera la
subgrafica Y es un conjunto cerrado. |
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El siguiente lema es fundamental ya que permite trabajar los conjuntos
compactos dentro de subgréficas finitas.

Lema 1.8 Sea X una grdfica lineal. St C es un subconjunto compacto de X,
entonces existe una subgrdfica finita Y de X que contiene a C. Si C también
es conexo, se puede escoger la grdfica coneza.

Demostracién: Sea X = |J,.; A, gréifica lineal. Para demostrar este lema
hay que ver que C' sélo contiene un nimero finito de vértices y que también
solo hay un ntumero finito de a’s tales que A, interseca a C. Observemos
que el conjunto de vértices contenidos en C' es un conjunto cerrado y dis-
creto dentro de un compacto y por lo tanto X° N C' es finito. Ahora vamos
escoger puntos x,, donde cada x, es un punto interior de A, y que ademas
esta contenido en C'. Construimos el conjunto B = {z, : a € J'} donde
J' C J. Nuevamente, B N C' es un conjunto cerrado y discreto contenido
en un compacto, por lo tanto B es un conjunto finito y de alli concluimos
que s6lo hay un niumero finito de a’s tales que A, interseca a C. Con esta
informacion podemos construir la subgrafica Y: para cada vértice contenido
en C' tomamos la arista que lo contenga y hacemos lo mismo para los puntos
interiores que también estén contenidos en C.

Ahora, si C' es conexo, Y es la union de aristas, cada una de las cuales
interseca a C, asi que Y es conexo. [ |

Recordemos que un espacio X es localmente conexo por trayectorias en x
si para cada abierto U de x, existe un abierto conexo por trayectorias V' de
x contenido en U. Si X es localmente conexo por trayectorias para cada uno
de sus puntos, se dice que X es localmente conexo por trayectorias.

También recordemos que calcular el grupo fundamental de un espacio
topoldgico X con un punto distinguido, es una asignacién funtorial y que si
h:(X,x9) — (Y,yo) es una funcién continua, entonces

hy : m (X, 20) — m1(Y, %0)

estd definido por la ecuacién



Definicién: Un espacio B es semilocalmente simplemente conexo si para
cada b € B, existe una vecindad U de b tal que el homomorfismo

iv : m(U,b) — m(B,b)

inducido por la inclusién es trivial.

Lema 1.9 Si X es una grdfica lineal, entonces X es localmente conexo por
trayectorias y semilocalmente simplemente conexo.

Demostracién: Sea X una grafica lineal. Para ver que X es localmente
conexo por trayectorias hay que analizar dos casos: cuando x es punto interior
y cuando x es vértice. Cuando x es punto interior de una arista, escogemos
una vecindad U de x homeomorfa al (0,1) totalmente contenida en la arista
y ésta es conexa por trayectorias. Si x es un vértice la vecindad de z seria
unién de abiertos de X homeomorfos al [0,1) y tendrian como punto comin
a x, todos estos abiertos son conexos y por lo tanto su unién es conexa.

Para ver que la grafica X es semilocalmente simplemente conexa procedemos
de manera similar: Si x es un punto interior, una vecindad U homeomorfa al
(0,1) y ésta es tal que el homomorfismo i, : w1 (U, b) — m(B,b) inducido por
la inclusién es trivial. Si x es un vértice, el abierto U que nos sirve es la unién
de todas las aristas que contienen a = pero les quitamos el extremo diferente
de x, asi que U es unién de abiertos conexos que tienen a x en comun. Sea
f un lazo en este abierto, como f es un conjunto compacto en X tenemos
que f estd contenido en una subgréfica finita y un lazo en este subespacio es
contraible, por lo tanto X es semilocalmente simplemente conexo. |

En el siguiente ejemplo se ilustra el porqué pedimos que la topologia de
una grafica sea coherente.

Ejemplo 1.10 Circulos unidos en un punto. Sea G el espacio topoldgi-
co compuesto por la union de los circulos con radio 1/n y centro en (1/n,0)

(figura 1.7).

Si le damos la topologia de subespacio a G al ”fragmentar” cada circulo
en tres aristas unidas en sus extremos como en el ejemplo 1.3, no tendriamos
la propiedad de semilocalmente simplemente conexo porque toda vecindad de
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Figura 1.7: Circulos unidos en un punto.

0 contendria circulos completos. Pero si al espacio G le damos la estructura
de grafica, las vecindades del cero serfan unién de aristas con un solo punto
en comun, y allf sf se cumpliria la propiedad de semilocalmente simplemente
conexo al tomar la vecindad de 0 formada tUnicamente por las aristas que
intersectan a 0 y quitandoles el vértice distinto de 0.

Definicién: Un trayecto en X es una sucesion e, ..., e, de aristas orientadas
de X tal que el vértice final de e; coincide con el vértice inicial de e;,; para
1=1,...,n—1. Un trayecto queda completamente especificado por la sucesién
de vértices xq, ..., x,,, donde z( es el vértice inicial de ey y x; es el vértice final
de ¢;, parai = 1,...,n. Se llama trayecto de zq a x,,. Se dird que es un trayecto
cerrado si xg = x,,.

Hay que hacer la aclaracién de que trayectoria y trayecto no son la mismo ya
que los trayectos estan definidos solamente para vértices y aristas orientadas.

En teoria de graficas existe el concepto de grafica conexa (sin tomar en
cuenta topologia alguna): Una grafica es conexa si entre cada par de vértices
existe un trayecto de x a y (una vez que se les dé a las aristas una ori-
entacion apropiada). A continuacién veremos que este concepto coincide con
el topoldgico.

Lema 1.11 Una grdfica es conexa como espacio topoldgico si y solo si lo es
como grifica.



Figura 1.8: Grafica lineal.

Demostracion:

=)

Supongamos que X es conexo como espacio topoldgico. Definimos x ~ y
si existe una trayectoria entre los dos. Observemos que si z y y estan en
la misma arista, entonces x ~ y. Ahora sea Y, el conjunto de todos los
puntos que estan relacionados con x. Tenemos que Y, es una particion,
también es una subgrafica por lo tanto es un conjunto cerrado en X,
entonces X = UY, donde los Y, hacen una particién de X pero X es
conexo entonces Y, es la Unica componente, por lo tanto, cada vértice
puede ser unido por un trayecto en X.

Si todos los vértices pueden ser unidos por un trayecto, por consecuen-
cia pueden ser unidos por una trayectoria, de esta manera todos los
vértices estan dentro de la misma componente conexa, los puntos inte-
riores de una arista también tienen que estar en la misma componente
que los vértices porque las aristas son conexas, por lo tanto sélo existe
una componente conexa de X y asi X es conexo. |

Definicién: Sea ey, ..., e, un trayecto en la gréafica lineal X. Podria ocurrir
que las aristas orientadas e; y e; 1 fueran la misma arista pero con orientacion
contraria. Si esta situacion no ocurre en un trayecto, decimos que éste es un
trayecto reducido.

Definicién: Una subgrafica T de una grafica X se dice que es un drbol en
X si T es conexa y no contiene trayectos cerrados reducidos.

En la figura 1.8 tenemos que la grafica serfa un arbol si quitamos la linea
punteada.
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Lema 1.12 SiT es un drbol en X y A es una arista de X que intersecta a T
en exactamente un vértice, entonces TUA es un drbol en X . Reciprocamente,
si 1" es un drbol finito en X que consta de mds de una arista, entonces existen
un drbol Ty en X y una arista A de X que corta a Ty en evactamente un
vértice, tal que T =Ty U A.

Demostraciéon: Sean a y b los vértices inicial y final de A respectivamente;
Entonces T'U A es conexo. Para demostrar que es un arbol, sélo falta probar
que no contiene trayectos cerrados reducidos. Supongamos que existe un
trayecto cerrado reducido x, ..., z, en T'U A. Ahora hay que analizar varios
casos:

1) Si b # x; para toda x; entonces el camino esté totalmente contenido en
T, lo cual es una contradiccién porque T es un arbol.

2) Si b= x; para algin ¢ = 1,...,n — 1 entonces a = ;-1 = x;41, por lo
tanto no es un trayecto reducido, contradiciendo la hipotesis.

3) Sib=xy= =z, entonces x,...,T,_1 es un trayecto cerrado reducido
en T, lo cual también es una contradiccion.

Para la siguiente parte del lema hay que ver que en nuestro arbol existe al
menos un vértice que pertenece solamente a una arista. Si esto no sucediera,
podriamos construir un camino cerrado reducido debido a que nuestra grafica
es finita. Sea T" un arbol en X y sea xy un vértice que pertenece solamente
a una arista A, sea Tg la subgrafica que consiste en quitar el interior de la
arista A y el vértice xy del arbol T, ahora hay que demostrar que Tj es arbol.
Como T no contiene trayectos cerrados reducidos, tampoco los tiene Ty, y
Ty es conexo porque si Tg fuese la union de dos cerrados ajenos, Ty U A seria
la unién de dos conjuntos cerrados ajenos porque A solo tiene un punto en
comun con T y entonces 1" no seria conexo, contradiciendo la hipdétesis. H

Lema 1.13 Todo drbol es simplemente conexo.

Demostracion: Procederemos por induccién para el caso finito, Para una
arista tenemos que el arbol es simplemente conexo porque es un espacio ho-
meomorfo al intervalo [0,1]. Sea T un &rbol de n aristas con n > 1, entonces



por el teorema anterior, existe un arbol Ty y una arista A tal que T'= Ty U A.
Ahora, Ty es retracto por deformacién de T'y como Ty tiene n — 1 aristas es
Ty simplemente conexo, por lo tanto 1" es simplemente conexo.

Para el caso infinito hacemos un lazo en nuestro arbol 7', nuestro lazo es un
conjunto cerrado y compacto, por lo tanto estd contenido en una subgrafi-
ca finita y como esta es simplemente conexa, tenemos que nuestro lazo es
homotdépicamente nulo, por lo tanto 1" es simplemente conexo. |

Definicién: Un arbol T en X es maximal si no existe arbol en X que con-
tenga propiamente a 7.

Teorema 1.14 Sea X una grdfica conexa. Un drbol T en X es maximal s,
y solo si, contiene todos los vértices de X.

Demostracion:

<) Sea T un arbol en X; supongamos que 7' contiene a todos los vértices
de X. Sea Y una subgrafica de X que contenga propiamente a T}
demostraremos que Y no es un arbol. Como Y contiene propiamente a
T, existe un arista A que no estd en T'. Llamemos a y b a los extremos
de esta arista. Como el arbol es conexo, podemos unir los puntos a y b
por una trayectoria contenida en T, ahora podemos continuar nuestra
trayectoria uniendo el punto b con el punto a por medio de la arista
A, lo cual nos daria una trayectoria cerrada, por lo tanto Y no es un
arbol. Entonces T es un arbol maximal.

=) Sea T un arbol; probaremos que si 7" no contiene a todos los vértices
de X entonces no es maximal. Sea zy un vértice que no esté contenido
en T. Como X es conexo, podemos escoger una trayectoria desde un
vértice y € T hasta xg; sea y; el ultimo vértice de la trayectoria que
estd contenido en T'; ahora tenemos una arista A que intersecta en un
solo punto a T asi que T'U A es un arbol por el lema 1.12 y T no es
maximal. De lo anterior deducimos que si un arbol es maximal, entonces
contiene a todos los vértices de X. |

Teorema 1.15 5@ X es una grdfica lineal entonces cada drbol Ty en X estd con-
tenido en un drbol maximal en X.

11
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Demostracion: Sea 7 la coleccion de arboles que contienen a Ty. Ordenamos
a 7 por la inclusion. Vamos a demostrar que la unién de una subcoleccion de 7
también es un arbol y después usaremos el Lema de Zorn para demostrar que
T tiene un elemento maximal. Sea Y = UiE ;I donde T; es un elemento de
7. Entonces Y es la union de graficas conexas que tienen a T en comtn, por
lo tanto Y también es conexa. Ahora hay que ver que no contiene trayectos
cerrados. Supongamos que existe un trayecto cerrado zg, x1, ..., T, en Y. Para
cada arista A; de nuestro trayecto cerrado, escogemos un arbol T; C Y de
manera que el arbol 7}, contendra a todas las aristas anteriores, por lo tanto
contendrd a el trayecto cerrado, lo cual es una contradiccién, de alli que Y
no contiene trayectos cerrados. Hemos demostrado que cualquier coleccion
en 7 tiene cota superior, entonces por el Lema de Zorn, existe un elemento
maximal. |

Definicién: Si X es una grafica lineal finita, se define el numero de Fuler
de X como el nimero de vértices de X menos el nimero de aristas de X. Se
suele representar por y(X).

Lema 1.16 EIl nimero de Euler de un drbol T es 1.

Demostracion: Procedemos por induccion sobre las aristas. Analicemos el
caso cuando el numero de aristas es n = 1. Para este caso tenemos dos
vértices y una arista, por lo tanto x(7") = 1. Ahora lo suponemos cierto para
n, vamos a demostrarlo para n + 1. Tenemos que T = Ty, U A por el lema
1.12, donde T} es un arbol de n aristas y A es una arista que sélo intersecta
en un punto a 7’; por la hipétesis de induccién, x(7p) = 1y, como agregamos
un vértice y una arista a este drbol, concluimos que x(7") = 1. [



Capitulo 2

Grupos libres

Este capitulo incluye las principales propiedades que caracterizan el grupo
libre y teoremas importantes en la area de teoria de grupos. Supondremos
conocidos todos los conceptos basicos de la Teoria de grupos que se estudian
en un primer curso de esta area.

2.1. El Grupo Libre

Empecemos recordando algunos conceptos de grupos. Supondremos pri-
mero que los grupos son abelianos y utilizaremos, en este caso, la notacion
aditiva.

Definicién: Sea K un conjunto de indices y sea {Ax|k € K} una familia
de grupos. El producto directo denotado por ], . Ak, es el grupo cuyos
elementos son elementos (ay) del producto cartesiano de A, y cuya operacién
es:

(ak) + (bk) = (Clk + bk)

La suma directa, denotada por €, Ak, es el subgrupo de [[, ., Ar que
consiste de todos los elementos (ay) para los cuales todos los elementos (ay)
son iguales a cero salvo un nimero finito.

Definicién: Un subconjunto finito X = {x1,...,x,} de un grupo G es inde-

13



14 CAPITULO 2. GRUPOS LIBRES

pendiente si para todo m; € Z, > m;xz; = 0 implica m;z; = 0 para cada i. Un
conjunto infinito Y con elementos distintos del cero en G es independiente si
todo subconjunto finito es independiente.

Definicién: Sea G un grupo y X un subconjunto de GG, denotamos por (X)
al subgrupo generado por X.

Lema 2.1 Un subconjunto X de elementos distintos de cero de un grupo G
es independiente si y solo si

Demostracién:

=) Supongamos que X es independiente. Sizg € X yy € (xo) (X —{xo})
entonces y = mxzoy y y = »_, m;x;, donde los x; son elementos distintos
de X y ninguno de ellos igual a zy. Entonces

—mxg + Zmle = 0,

entonces la independencia nos da cada termino igual a 0; en particular
0=mxy=1y.

<) Como (X) = @, (z), tenemos que el tinico elemento en comtin entre
(x;) y (z;) es 0 para todo i y j. Entonces si m;x;+m;z; = 0 se concluye
que m; = 0y m; = 0 porque z; y x; son diferentes de 0. ]

Definicién: Un grupo abeliano F' es libre abeliano si es suma directa de
grupos ciclicos infinitos. Mas precisamente, hay un subconjunto X C F' de
elementos de orden infinito, llamado base de F', con F' = @, ().

Teorema 2.2 Dos grupos libres abelianos F' = P, (7) y G = D ey (¥)
son isomorfos si y sdlo si | X| = |Y].
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Demostracion:

<)

Como |X| = |Y|, hay una biyeccién f : X — Y C G,y f determina
un homomorfismo ¢ : ' — G con ¢(x) = f(z) para toda z € X. De
manera similar, existe un homomorfismo ¢ : G — F con ¢(y) = f~(y)
para toda y € Y. Pero ¢ v 9 son identidades porque cada una fija
los elementos de la base; entonces ¢ : F' — G es un isomorfismo.

Reciprocamente, si p es primo, entonces V = F/pF es un espacio vec-
torial sobre Z,. Afirmamos que X = {x + pF : € X} es una base
de V. Es claro que X genera V. Supongamos que Y[mg)(z + pF) =0,
donde [m,]| € Z, y no todos los [m,] = [0]. Si m,, es un representante de
[m], entonces Ym,(x 4+ pF) = 0. En F, esta ecuacién se convierte en
¥xm, € pF; esto es, hay enteros n, con YXm, = Ypn,z. Independencia
de la base nos da m, = pn, para toda z, y también [m,| = [0] para
toda x. Esta contradiccién muestra que X es independiente, y entonces
es base de V. Hemos probado que dim(F/pF) = | X| = | X|. De manera
similar, se muestra que dim(F/pF') = |Y|, entonces |X| = |Y|. [ |

Definicién: El rango de un grupo libre abeliano F es el niimero de elementos
en una base de F.

A partir de aqui los grupos no necesariamente son abelianos. Asi que
conviene usar la notacion multiplicativa.

Definicién: Si X es un subconjunto de un grupo F', entonces I’ es un grupo
libre con base X si para cualquier grupo G y cualquier funcién f : X — G
existe un unico homomorfismo ¢ : F' — G que extiende f.

F

[
1P

|
Y
X—FG

f

La siguiente construccion se usard para demostrar que el grupo libre exis-
te. Sea X un conjunto y sea X ~! un conjunto ajeno a X con el cual hay una
biyeccién X — X! y que denotamos por = — z~!. Denotamos por 1 algin

15
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elemento que no esta contenido en X U X1, Si 2 € X entonces z' denota a
2y 2° denota al 1.

Definicién: Una palabra es una sucesién w = (aq, as,...), donde a; € X U
X1 U {1} para toda i y existe un entero n > 0 tal que a; = 1 para todo
7 > n. En particular la sucesion constante

(1,1,...)

es una palabra llamada palabra vacia y denotada por 1.

Como las palabras tienen un nimero finito de elementos antes de que
la sucesién se vuelva constante, usamos una notacién mas familiar para las
palabras no vacias;

£1,,.€2

— £
w—x1x2 "'l’"

n

donde z; € X, ¢;, =+1 00y ¢, = =+1. Observemos que el ”"deletreo” de una
palabra es tinico: dos sucesiones (a;) y (b;) son iguales si y sélo si a; = b; para
toda i. La longitud de la palabra vacia se define como 0, la longitud de una

palabra w = x7'25? - - - 25" se define como n.
Definicién: Si w = z7'25* - - - 25" es una palabra, entonces su inverso es la
palabra w=! =z - 27!

Definicién: Una palabra w en X es reducida siw es vacia o w = 7' a5? - - - a5r

n
donde todo z; € X, g; = £1 y z y 27! nunca estdn juntos.

Podemos definir una multiplicacién de palabras por yuxtaposicién, es

decir, si w = 25252 - 25 y u = Py - - - ydm | entonces
— €1 €2 €n, 01, 02 )
WU =T Ty T Yy Yoo o Yy

Esta multiplicacién no define un producto en el conjunto de todas las palabras
reducidas en X porque wu no es necesariamente una palabra reducida (a
pesar de que w y u si lo sean). Podemos definir una nueva multiplicacién para
las palabras reducidas w y u como la palabra reducida obtenida de wu después
de cancelaciones. Mas precisamente, existe una subpalabra (posiblemente
vacfa) v de w con w = w'v tal que v™! es una subpalabra de u con u = v~ u"
y tal que w'u” es reducida. Definimos el producto de palabras reducidas
llamado yuxtaposicion por

wu = wu
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Teorema 2.3 Dado un conjunto X ewxiste un grupo libre F' con base X.

Demostracién: Sea F' el conjunto de todas las palabras reducidas en X.
Se puede mostrar que F es un grupo bajo la yuxtaposicién, pero verificar
asociatividad implica un tedioso anélisis de casos. En vez de eso usaremos el
truco de van der Warden descrito a continuacion.

Para cada € X construimos dos funciones |z| : F — Fy [z7!|: F — F
como sigue: Para ¢ = +1,

€ €L €2 En T € —€1
En)_{ xaltwy? e air, st af #

n - €2 £ N 55 |
Ty -”.’L’n", S1 - = Iy

E(CACrE s

Como las composiciones |z°| o |¢7¢] y |27¢| o |2°] son ambas la identidad
lp : F — F, concluimos que |2°| es una permutacién de F' con inversa |z~ ¢|.
Sea Sg el grupo simétrico en F, y sea F el subgrupo de Sy generado por
[X] = {]z| : * € X}. Afirmamos que F es un grupo libre con base [X].
Observemos que existe una biyeccién ¢ : [X]| — X definida por |z| — z. Un

elemento arbitrario g € F distinto de la identidad tiene una factorizacién

5n|
Y

g =lzi|olzg?|o---olay

donde ¢; = £1 y [2°] y |x7¢| nunca son adyacentes. Tal factorizacién de g

es unica, para g(lx) = z{'z5? - - - 25 y esto muestra que el deletreo de una

palabra es tinico.

Para poder ver que F es libre con base [X], sea G un grupoy f : [X] — G.

La factorizacion es unica; la funcién ¢ : F — G dada por

p(lai o |z3®l oo lair]) = flaa )™ f(lw2])™ - - f(lzn])™

estd bien definida y extiende a f. Como [X| genera F, es suficiente mostrar
que @ es un homomorfismo.
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Sean w y u palabras reducidas en [X]. Es obvio que p(wou) = p(w)p(u) sin
importar si la palabra wu (obtenida de w o u borrando las barras verticales)
es reducida. Escribamos w = w’ov y u = v~ o’ como en la definicién de
yuxtaposicién. Ahora

Entonces,

Por otro lado,

plwou) = o(w

(porque w' o u” es reducida), y entonces ¢ es un homomorfismo. Hemos
probado que F es un grupo libre con base [X]. Como ¢ : F — F definido

por |25!] o 252 o -+ o |25 | > 25252 -+ - 25, es una biyeccion con (([X]) =
(([X]) = X, F es un grupo isomorfo a F; entonces F es un grupo libre con
base X. m

Corolario 2.4 Cualquier grupo G es cociente de un grupo libre.

Demostracién: Construyamos el conjunto X = {z, : ¢ € G}. De esta
manera f : x, — ¢ es una biyeccion X — G. Si F es libre con base X
entonces existe un homomorfismo ¢ : F' — G que extiende f; ademés ¢ es
una funcién suprayectiva porque f lo es. Entonces por el primer teorema de
isomorfismo G = F/kerep. [

Definicién: Sea X un conjunto y A la familia de palabras en X. Un grupo
G tiene generadores X y relaciones A si G = F/R, donde F es el grupo
libre con base X y R es el subgrupo normal de F' generado por /. El par
ordenado (X|A) se llama presentacion de G.
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Una relacién r» € A se escribe de costumbre como r = 1 para resaltar que
en el grupo cociente G la relacién es el elemento trivial.

Hay dos razones que nos obligan a definir R como el subgrupo normal
de F generado por A: La primera es que si 7 € Ay w € F entonces r = 1
implica que wrw™! = 1 en G; la segunda es que queremos formar un grupo
cociente y esto s6lo es posible mediante grupos normales.

Ejemplo 2.5 El grupo ciclico Zg tiene generador x vy relacion x5 = 1.

~

Un grupo libre F' = (x) con un generador es ciclico infinito y (z)/(x°)
Zg. Una presentacion de G es (z | z°).
Ejemplo 2.6 Otra presentacion de Zg es

Zg = (z,y | 2° =1, = Layz 'y ' =1)
Ejemplo 2.7 Un grupo abeliano G con base X tiene presentacion
G = (X | zyz~ 'y~ =1 para todo x,y € X).

Ejemplo 2.8 Un grupo libre F' con base X tiene presentacion

F=(X]92)

Ya que demostramos la existencia del grupo libre, ahora hay que averiguar
bajo qué circunstancias dos grupos libres son isomorfos. Para esto ” abelianizare-
mos” los grupos y utilizaremos el teorema 2.2

Definicidn: Si a,b € G, el conmutador de a y b denotado por [a,b], es
[a,b] = aba™"b!

El subgrupo conmutador (o subgrupo derivado) de GG, denotado por G, es el
subgrupo de GG generado por todos los conmutadores.
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20 CAPITULO 2. GRUPOS LIBRES

Lema 2.9 Si F es un grupo libre con base X, entonces F/F' es un grupo
libre abeliano con base Xy = {xF" :x € X}.

Demostracion: Para esta demostracion es suficiente ver que dada una fun-
cién arbitraria f : Xy — A, donde A es abeliano, existe una unica funcién
¢ que extiende a f.

Sea A un grupo abeliano y f : Xx — A una funcién. Definimos fyu : X —
A por  — f(zF"). Como F es libre con base X, existe un homomorfismo
¢ : F — A que extiende fg. Pero F' < kery, porque A es abeliano, de
aqui que hay un homomorfismo ¢ : F/F' — A, definido por wF" — ¢(w),
que extiende f. Afirmamos que la extension ¢ es tnica. Supongamos que
existe 0 : F/I" — Ay que 0(zF') = f(xF'). Siv : F — F/F' es el
mapeo natural (z — zF"), entonces fv : ' — A es un homomorfismo con
Ov(z) = O(xF") = f(xF') = ¢(x) para toda = € X. Como X es base de
F, 0v = ¢ = ¢v; porque v es suprayectiva, § = . Entonces, F'/F’ es libre
abeliano con base X. |

Teorema 2.10 Sean F' y G grupos libres con bases X y Y respectivamente.
Entonces, FF = G si y sdlo si | X| = |Y].

Demostracion:

<) Como |X| = |Y], existe una funcién biyectiva f : X — Y. Ahora bien,
f compuesto con la inclusién ig de Y en G nos da una funcién de X a
G,igf : X — G,y como F es el grupo libre con base X, tenemos que
existe una unica funcién ¢ que extiende a ig o f. De manera similar
encontramos una funcién ¢ que extiende a ip f~'. Cuando componemos
las funciones ¢ y 1 tenemos que 1 o ¢ deja fijo a X, o sea que la
composicién es una funcién que extiende a la funcién inclusién de X
en F', pero también la identidad extiende a la inclusién. Asi que, dada
la unicidad de la funciéon del grupo libre, tenemos que 1 o ¢ = idp.
De manera similar tenemos que ¢ o ¢ = idg, por lo tanto ¢ y 1 son
isomorfismos, con lo cual concluimos que F' = G.

=) Si ¢ : F — G es un isomorfismo, entonces F/F’ = G/G'. Por el lema
anterior, F'/F" es un grupo libre abeliano con base X = {zF" : z € X }.
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Como | X4| = | X|, se sigue que | X| = rango(F/F"’). De manera similar,
Y| = rango(G/G"), de alli que | X| = [Y]. |

Definicién: El rango de un grupo libre F (no abeliano) es el nimero de
elementos en una base de F.

En el ultimo capitulo demostraremos que todo subgrupo de un grupo libre
F también es libre. Esta afirmacién no es sencilla de demostrar a partir de
la definicién de grupo libre y por ello utilizaremos el grupo fundamental de
una grafica.

2.2. Productos libres

A continuacion construiremos el grupo mas pequeno que contiene a una
familia de grupos como subgrupos. Esta construccion es de gran importancia
pues aparece de manera frecuente en la construccién de grupos y, en parti-
cular, de ella depende la construccién del grupo fundamental de un espacio
topolégico X a partir de los grupos fundamentales de espacios mas pequenos
que X (ver Seifert-Van Kampen 3.3).

Definicién: Sea {A; : i € I} una familia de grupos. Un producto libre de
A; es un grupo P y una familia de homomorfismos j; : A; — P tal que para
cada grupo G y cualquier familia de homomorfismos f; : A; — G, existe un
tinico homomorfismo ¢ : P — G tal que @j; = f; para todo i.

P
|

. |
Ji 0

v

Aj— G

fi

Lema 2.11 Si P es un producto libre de {A; : i € 1}, entonces los homo-
morfismos j; son inyectivos.

Demostracién: Para un indice fijo ¢ € I, consideremos el diagrama en el
cual G = A;, f; es la identidad y, para k # i, el mapeo fr : Ay — A; es

21



29 CAPITULO 2. GRUPOS LIBRES

trivial.
P
i/,
A; —1 A;
Entonces ¢j; = 14, y por lo tanto j; en una funcién inyectiva. [ |

Las funciones j; : A; — P se llaman encajes..

Ejemplo 2.12 Un grupo libre F' es el producto libre de grupos ciclicos in-
finitos.

Teorema 2.13 Sea {A; : i € I} una familia de grupos. Si Py @Q son pro-
ductos libres de los A; entonces P = Q).

Demostracién: Sean j; : A; — Py k; : A; — @ los respectivos encajes.
Como P es producto libre de los A;, existe un homomorfismo ¢ : P — @ con
wji = k; para toda . Similarmente existe un mapeo ¥ : ) — P con ¥k; = j;

para toda 1.
P

Ji ©

Aj—/ Q

k;

Consideremos el nuevo diagrama

P
Ai —> P

Ji
Ambos 1y e 1p son mapeos que hacen que el diagrama conmute. Por hipdtesis

s6lo puede existir un inico mapeo y asi ¥ = 1p. Similarmente py = 1g ¥y,
por lo tanto, ¢ : P — @ es un isomorfismo. |
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En vista del teorema anterior podemos hablar de el producto libre P de
{A; :i € I}; y este se denota por
P =% A;.
Si s6lo hay un nimero finito de A;’s, usualmente se denota el producto como

Ayseox Ay

Teorema 2.14 Dada una familia {A; : i € I} de grupos, el producto libre
existe.

Demostracién: La demostracién es similar a la de la existencia de el grupo
libre, asi que solo daremos la idea principal.

Suponemos que los conjuntos A;# = A; — {1} son ajenos por parejas;
llamamos (|J, A¥) U {1} al alfabeto; llamamos a sus elementos letras, y for-
mamos palabras con estas letras; y se sigue lo mismo que con el truco de Van
der Warden. |

Lema 2.15 Sea {X; : i € I} una familia de conjuntos ajenos por parejas.
Si F; es el grupo libre con base X;, entonces *;crF; es el grupo libre con base

Uie[ Xi.

Demostracién: Sea G un grupo y sea f : J,.; X; — G una funcién arbi-
traria. Para ¢ fija tenemos, por hipotesis, el siguiente diagrama conmutativo

F;
& Elel

X

in

Como ;¢ F; es el producto libre de los F}s tenemos el siguiente diagrama

*ie1 b

U

o

F——G

g

23
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y este diagrama conmuta para toda ¢ € I. Al combinar los dos diagramas

tenemos lo siguiente
*icr i

f‘Xi

De aqui tenemos una funcién ¢ tnica que hace conmutar el diagrama para
toda . De alli podemos completar el diagrama del grupo libre ;o7 F; con
base | J;c; Xi.

*ier F

¥

Uie[ Xi —f* G

Teorema 2.16 (Forma Normal). Si g € x;c;A; y g # 1, entonces g tiene
una factorizacion unica
g=ay...a,

donde todos los factores adyacentes pertenecen a distintos AZ#

Demostracion: Los elementos usados en la demostracién 2.14 son palabras
reducidas y en éstas la factorizacién es tnica. |

Teorema 2.17 Sea {A; : i € I} una familia de grupos, Para cada i sea
(X;|A;) una presentacion de A; donde los conjuntos {X; : i € I} son ajenos
por parejas. Entonces una presentacion de xcrA; es (JXi| U A;)

Demostraciéon: El teorema 2.15 muestra que si F; es un grupo libre con

base X;, entonces F' = [[,.; F; es el grupo libre con base |J;.; X;. Sean {j; :
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A; = [lic; Ai} los encajes. Si R; es el subgrupo normal de F; generado por
la relacion A;, v si v; : F; — A; es una funcién suprayectiva con kery; = R;,
entonces el mapeo ¢ : F — Hie[ A; que extiende todos los F; — A; —
[1¢ € I A; tiene como niicleo al subgrupo normal generado por [ J,.; A;. W

25
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Capitulo 3

El grupo fundamental de una
grafica

Definicién: Sean (X, d) un espacio métrico y A un subconjunto no vacio de
X. Para cada x € X, definimos la distancia de x a A por la ecuacion

d(z,A) = inf{d(z,a)|la € A}

Lema 3.1 (El lema del nimero de Lebesgue). Sea A una cubierta
abierta del espacio métrico (X,d). Si X es compacto, existe un 6 > 0 tal que
para cada subconjunto de X con didmetro menor que 0, existe un elemento
de A que lo contiene.

El nimero § se denomina numero de Lebesque para la cubierta A.

Demostracion: Sea A una cubierta abierta de X, si X esta en A ya termi-
namos porque cualquier § > 0 sirve. Entonces suponemos que X no esta en
la cubierta. Como X es compacto, existe una subcubierta finita {A; ... A, }.
Para cada ¢ < n llamamos C; al complemento de A;. Ahora definimos una
funcién de X en R de la siguiente manera:

f@) = -3 dw, )

27
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Ya nada maés falta ver que esta funcién siempre es mayor que cero. Sea
x € X como A es cubierta x € A; para algin i, entonces escogemos una
bola centrada en x y radio ¢ de manera que este totalmente contenida en A;.
Entonces d(z, C;) > € y por lo tanto

Zn: d(fL’7 Cz) Z €,

%id(m,@) >
T > em

De aqui concluimos que f es mayor que cero, por lo tanto tiene un minimo,
llamamos a este valor §. Ahora hay que ver que éste es numero de Lebesgue.
Sea B un subconjunto de X con didmetro menor que 0 y sea xg € B. Ahora
xo € B C B(xg,0) de lo que concluimos:

6 < fz) < d(@o, Cm),
donde C,, es el conjunto del cual estd mas alejado = entre los Cj,1 < n,

entonces B(xg,0) C A,,, que es un elemento de la cubierta, con lo cual
concluimos la demostracion. |

3.1. Teorema de Seifert-Van Kampen

Teorema 3.2 Teorema especial de Seifert- Van Kampen. Supongamos
que X =U UV, donde Uy V son conjuntos abiertos de X. Supongamos que
UNYV es conexo por trayectorias y que g € UNV. Sean i y j las funciones
inclusion de U y V, respectivamente, en X. Entonces las imdgenes de los
homomorfismos inducidos

i m(U,z0) = mi(X,mo) o it m(V,m9) — (X, 7o)

generan w1 (X, xg).



3.1. TEOREMA DE SEIFERT-VAN KAMPEN

A

Figura 3.1:

Demostracién: Sea f un lazo en X centrado en xy. Vamos a dividir el in-
tervalo [0,1] en segmentos [a;, a;4+1] de manera que cada f([a;, a;11]) esté con-
tenido en U o en V' y que ademds cada f(a;) este contenido en U NV,
Como el lazo f es un subespacio compacto de X y ademas U y V son una
cubierta de éste, podemos usar el lema del nimero de Lebesgue § para di-
vidir el lazo f en segmentos de didmetro menor que ¢ de manera que cada
f([ai, ai4+1]) queda contenido en U o en V. Sea ay, ..., a,, la division obtenida
de el paso anterior; ahora queremos hacer una subdivision by, ..., b, de manera
que cada f(b;) este contenido en UNV. Si f(a;) € UNV ya terminamos. Si
fla;) estaen U oenV, f(lai,ais1]) v f([ai—1, a;]) también lo estén, asi que si
suprimimos este término de la divisién podemos asegurar que f([a;_1,a;11])
también estd contenido en U o en V', continuamos con este proceso hasta que
tengamos la subdivisién deseada.

Nuestro lazo lo podemos escribir de la siguiente manera:

L] = [fil % [fa] - % [l

donde f; = f([bi,bit1]) (figura 3.2). Ahora vamos a definir trayectorias
desde zo hasta f(b;) (figura 3.3), ag = €,, = . Esto lo podemos hacer
porque U NV es conexo por trayectorias.

Definimos

gi = (01 % f;) x

29
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Figura 3.2:

Figura 3.3:
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y ¢; es un lazo centrado en z( y estd totalmente contenido en U o V. Ahora
por una sustitucion directa podemos verificar que

[g1] * [ga] * -+ - * [gn] = [fi] * [fo] % - - - % [f]

y con esto demostramos que cualquier lazo centrado en zq, esta generado por
lazos en U o V' y, por lo tanto, m (X, o) esta generado por lazos en U o V.
|

Teorema 3.3 Teorema de Seifert-Van Kampen. Sea X = U UV,
donde U y V son abiertos en X; supongamos que U, V y U NV son conexos
por trayectorias; sea xo € UNV. Sea H un grupo y sean

o1 :m(U,xg) = H , ¢o:m(V,xg) — H

homomorfismos. Sean iy, is, j1, jo los homomorfismos indicados en el si-
gquiente diagrama, cada uno de ellos inducido por la inclusion.

Uyt (Uv Io)

7F1(V7 960)

Si 1001 = P90iy, entonces existe un unico homomorfismo ® : m (X, x0) — H
tal que o j; = @1 y P o jo = ¢a.

Demostraciéon: El teorema 3.2 afirma que (X, xg) estd generado por las
imégenes de j; y jo. El valor de ® sobre el generador j;(g;) debe ser igual a
®(g1), y su valor sobre j3(g2) debe coincidir con ¢o(g2). Entonces ® estd com-
pletamente determinado por ¢ y ¢». La demostracién de que ® existe es
aparte.

Por comodidad introduciremos la siguiente notacién: dado una trayectoria
f en X escribimos [f] para denotar su clase de homotopia de trayectorias
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en X. Si f estd en U, entonces [f]y denotard su clase de homotopia de
trayectorias en U. Las notaciones [f]y v [flunv se definen de modo similar.

Comenzamos definiendo una funcién p que asigna a cada lazo f basado
en xg, contenido en U o en V', un elemento de H. Definimos

p(f) = 6([f]v) si [ estd en U,
p(f) = o([flv) si [ esté en V.

Entonces p esta bien definida, ya que si f estd en la interseccién de U y
V. entonces

o1([flv) = ovia([florv vy @2([f]v) = daia([flunv

y estos dos elemento de H son iguales por hipdtesis. La funcién p satisface
las siguientes condiciones:

1) Si [flo = [glu, o si [flv = [g]v, entonces p(f) = p(g).

2) Si fygestanen U, osiambas estan en V', entonces p(fxg) = p(f)-p(g).

La primera afirmacion se satisface por definicién, y la segunda porque
tanto ¢ como ¢, son homomorfismos.

Ahora vamos a extender p a una funcién ¢ que asigna a cada trayectoria
f contenido en U o en V| un elemento de H, tal que la funcién o satisface
la condicién (1), y satisface la condicién (2) cuando f * g esta definido.

Para comenzar elegimos, para cada z € X, una trayectoria «, desde z
hasta x como sigue: si x = x, sea «, la trayectoria constante en xj. Si
x € UNYV, sea a, una trayectoria en U NV. Y si x estd en U o en V pero
no en U NV, sea a, una trayectoria en U o en V, respectivamente.

Entonces para cualquier camino f en U o en V, definimos un lazo L(f)
en U o en V| respectivamente, basado en xy por la ecuacion

L(f) = o (f x )
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Figura 3.4:

donde x es el punto inicial de f e y es el punto final de f (véase figura 3.4).
Finalmente, definimos

o(f) = p(L(f)).
Probemos que ¢ es una extensién de p. Si f es un lazo basado en zy que
estd en U o en V, entonces

L(f) = €z ¥ (f * emo)

ya que oy, es la trayectoria constante en xq. Entonces L( f) es homotépica por
trayectorias a f en U o en V, de modo que p(L(f)) = p(f) por la definicién
(1) para p. Por tanto o(f) = p(f). Para comprobar la condicién (1), sean [y
g trayectorias homotdpicas en U o en V. Entonces los lazos L(f) y L(g) son
también homotdpicos por trayectorias en U o en V', de modo que la condicion
(1) para p se aplica. Para comprobar (2), sean f y g trayectorias arbitrarias
en U o en V tales que f(1) = ¢(0). Tenemos

L(f) * L(g) = (g * (f x @) * (o * (g * @)

para puntos adecuados x,y, z; este lazo es homotopico por trayectorias en U
oenV a L(f *g), por lo que

p(L(f * 9)) = p(L(f) * L(g)) = p(L(f)) - p(L(9))
por las condiciones (1) y (2) para p. Por tanto, o(f * g) = o(f) *x o(g).

Finalmente, extendemos la funcién ¢ a una funciéon 7 que lleva una trayec-
toria arbitraria f a un elemento de H. Dicha funcién satisfara las siguientes
condiciones:
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1) Si [f] = [g] entonces 7(f) = 7(¢g).

2) 7(fxg)=7(f) 7(g), si f*g estd definido.

Dado f, escogemos una particién so < --- < s, de [0, 1] tal f aplica cada
uno de los subintervalos [s;_1, s;] en U o en V. Denotemos por f; la funcién
lineal positiva del intervalo [0, 1] en el intervalo [s;_1, s;] compuesta con f.
Entonces f; es una trayectoria en U oen V', y

] = AT [l

Si 7 debe ser una extensién de o satisfaciendo (1) y (2), debe verificarse

T(f) =o(f1) - o(fe) - a(fa)

De modo que utilizaremos esta ecuacién como definicion de 7.

Probaremos que esta definicién es independiente de la eleccion del subin-
tervalo. Sera suficiente con probar que el valor de 7(f) permanece invari-
able si anadimos un unico punto p a la particion. Sea i el indice tal que
Si—1 < p < s;. Si calculamos 7(f) utilizando esta nueva particién, el tinico
cambio en la férmula anterior es que el factor o(f;) desaparece y es reem-
plazado por el producto o(f!)-o(f!), donde f] y f! son las funciones lineales
positivas de [0,1] en [s;_1,p] v [p, s, respectivamente, compuestas con f.
Pero f; es homotdpica por trayectorias a f/ * f en U o en V, de modo que
o(fi) = o(f]) - a(f!"), por las condiciones (1) y (2) para o. Por tanto, 7
estd bien definida.

Se deduce que 7 es una extensién de o. En efecto, si f estd en U o en
V', podemos utilizar la particién trivial de [0, 1] para definir 7(f); entonces
7(f) = o(f) por definicién.

Probemos la condicién (1) para la funcion 7.

En primer lugar verificaremos esta condicion en un caso especial. Sean f
y ¢ trayectorias en X desde x hasta y, y sea F' una homotopia de trayectorias
entre ellas. Supongamos la hipdtesis adicional que existe una particion sy <
- < 8y, de [0,1] tal que F aplica cada rectdngulo R; = [s;—1,s;] X I dentro
de U o de V. Probaremos en este caso que 7(f) = 7(g).
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1,,

Figura 3.5:

Dado i, consideremos la funcién lineal positiva de [0,1] en [s;_1, s;] com-
puesta con f o con g y denominemos a estas dos trayectorias f; y g;, respec-
tivamente. La restriccion de F' a cada rectangulo R; nos proporciona una
homotopia entre f; y g; que toma valores en U o en V pero que no es una
homotopia de trayectorias, ya que los extremos pueden cambiar durante la
homotopia. Consideremos las trayectorias trazadas por los extremos durante
la homotopia. Definimos 3; como la trayectoria (;(t) = F'(s;,t). Entonces [3;
es una trayectoria en X desde f(s;) hasta g(s;). Las trayectorias 3y y (3, son
las trayectorias constantes en x e y, respectivamente (véase la figura 3.5).
Probaremos que, para cada ¢

fi* Bi ~p Bi—1 * g;

con la homotopia de trayectorias tomando valores en U o en V.

En el rectdngulo R;, consideremos la trayectoria que recorre los lados
inferior y derecho desde s; 1 x0 hasta s; x 0 y hasta s; X 1; si componemos esta
trayectoria con la funciéon F' obtenemos la trayectoria f;* ;. Analogamente, si
consideramos la trayectoria que recorre los lados izquierdo y superior de R; y
lo componemos con F' obtenemos la trayectoria 3;_1*¢g;. Como R; es convexo,
existe una homotopia de trayectorias en R; entre estas dos trayectorias; si
componemos con F obtenemos una homotopia de trayectorias entre f; x 3; y
Bi—1 * g; que tiene lugar en U o en V' como deseabamos.

Se deduce de las condiciones (1) y (2) que
o(fi)- () = o(Bi-1) - o(g:)
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de modo que

o(fi) = o(Bim1) - olgi) - o(B;) "

De manera similar se deduce que puesto que By y (5, son trayectorias
constantes, (%) = o(8,) = 1. De la igualdad fy * fy = [y se deduce

a(Bo) - o(Bo) = o(Bo)

Ahora calculamos 7 del siguiente modo:

T(f)=o(f1) - o(fe) - a(fn).

sustituyendo en esta ecuacion y simplificando, obtenemos la ecuacién

T(f) =0olg) - o(g2) -~ 0(ga) = 7(h).

Por tanto hemos probado la condicién (1) en un caso especial.

Ahora probaremos la condicién (1) en el caso general. Dados f y g y una
homotopia de trayectorias F' entre ellas, consideremos subdivisiones s, . . ., S,
¥ to, ..., tn de [0,1] tales que F aplica cada rectangulo [s;_1, s;| X [t;_1,t;] en
U oen V. Sea f; la trayectoria f;(s) = F(s.t;); entonces fo = fy fm = g.
La pareja de trayectorias f;_; y f; satisfacen las condiciones de nuestro caso
especial, de modo que 7(f;_1 = 7(f;) para todo j. Se deduce entonces que
7(f) = 7(g), como desedbamos.

Ahora probaremos la condicién (2) para la funcién 7. Dado una trayec-
toria f * g en X, escojamos una subdivision s, < --- < s, de [0,1] que
contenga al punto 1/2 como un punto de la subdivision, tal que f * g aplica
cada subintervalo en U o en V. Sea k el indice tal que s, = 1/2.

Para i = 1,...,k, la funcién lineal positiva de [0,1] en [s;_1,s;] com-
puesta con la funcién f * g coincide con la funcién lineal positiva de [0, 1]
en [2s5-1,2s;] compuesta con f; denotemos esta funcién por f;. De manera
andloga, para cada i = k + 1,...,n, la funcién lineal positiva de [0, 1] en
[si—1, 8], compuesta también con f * g coincide con la funcién lineal positiva
de [0,1] en [2s;_1 — 1,2s; — 1] compuesta con g; denotemos esta funcién por
gi—x- Usando la subdivision s, ..., s, para el dominio de la trayectoria f * g
obtenemos

T(fxg) =a(f)---o(fi)o(g1) - o(gn)-
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Usando la subdivision 2sy, . .., 2s; para la trayectoria f
T(f) =0o(f1) - o(fe)-
Y utilizando la subdivision 2s, — 1,...,2s, — 1 para la trayectoria g

7(9) = 0(g1) -+ 0 (gn-r)-
Por tanto, la condicién (2) se satisface trivialmente.

El teorema se obtiene ahora aplicando los pasos anteriores. Para cada lazo
f basado en xzg, definimos

o([f]) = 7(f)

Las condiciones (1) y (2) prueban que ® es un homomorfismo bien definido.

Probemos que ® o j; = ¢1. Si f es un lazo en U, entonces

(D)) = (/D)
= 7(f)
= p(f) = o([f]v)-
como desedbamos. De forma similar se demuestra que ® o jo = ¢s. |

Teorema 3.4 Version clasica de Seifert-Van Kampen. Supongamos
las hipotesis del teorema precedente. Sea

J: 7T1(U7350) * 7T1(V7350) - 7T1(X7 Io)

el homeomorfismo del producto libre que extiende los homomorfismos j1 y ja
inducidos por la inclusion. Entonces j es suprayectiva y su nicleo es el menor
subgrupo normal N del producto libre que contiene a todos los elementos
representados por palabras de la forma

(i1(9) ", i2(9))

para g € m (U NV, xg).

Demostraciéon: Como m(X, () estd generado por las imagenes de j; y
Jo entonces j es sobreyectiva. Probemos que N C ker(j). Como ker(j) es
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normal, entonces es suficiente probar que i(g) 'ia(g) pertenece a ker(j)
para todo g € m (U NV,xp). Sii: UNV — X es la inclusién, entonces

jir(g) = jrir(g) = i = jaiz = jiz(g).
Entonces i1(g) ti2(g) pertenece al nicleo de j.
Se deducira entonces que j induce un epimorfismo
k:m (U ,xg) *m(V,20) /N — (X, 20).

Probaremos que N = ker(j) demostrando que k es inyectivo. Para ello
serd suficiente con probar que k posee una inversa por la izquierda.

Sea H el grupo 71 (U, xg)*m1(V, x¢)/N. Definamos ¢1; 7 (U, z9) — H igual
a la inclusion de (U, zg) en el producto libre compuesta con la proyeccién
del producto libre en su cociente con N. Sea ¢ : 1 (V,29) — H la funcién
definida de modo andlogo. Consideremos el diagrama

1 (U7 IQ)

xﬁ/

71 (V, o)

Es facil ver que ¢ 01y = ¢g0is. Sig € m (UNV, xg), entonces ¢1(i1(g)) es la
clase i1 (g)N en H,y ¢2(ia(g)) es la clase i(g) N. Como i1(g) tia(g) € N, las
clases son iguales. Se deduce del teorema 3.3 que existe un homomorfismo
O om(X,x9) — H tal que Poj; = ¢y ®oj, = ¢. Probaremos que
® es un inverso por la izquierda de k. Serd suficiente con demostrar que
® ok actia como el elemento neutro sobre cualquier generador de H, esto es,
sobre cualquier clase de la forma gN, donde g € m(U, zg) o m1(V, xq). Pero
si g € m (U, zo), tenemos

k(gN) = j(g9) = j1(9)
de modo que
(k(gN)) = 2(j1(g)) = ¢1(g) = gN
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Figura 3.6:

como desedbamos. Un razonamiento similar se aplica si g € m(V, zo). |

Corolario 3.5 Supongamos las hipdtesis del teorema de Seifert-Van Kam-
pen. Si U NV es simplemente conexo entonces existe un isomorfismo

k . 7T1(U, l’o) % 7T1(‘/, l’o) — 7T1(X,.CL'0).
|

Lema 3.6 Supongamos X = U UV, donde U y V' son abiertos de X. Su-
pongamos que U NV es la union de dos conjuntos abiertos ajenos conexos
por caminos A y B, que o es un camino en U desde el punto a de A hasta el
punto b de B, y que B es un camino en Vde b a a. Si Uy V son simplemente
conezos, entonces la clase [a x 3] genera m (X, a).

Demostracion: La demostracién es andloga a la del teorema especial de
Seifert-van Kampen con la diferencia de que ahora U NV es un conjunto
con dos componentes conexas A y B. Sea f un lazo centrado en a; ahora
hay que dividir el intervalo [0,1] en segmentos [a;_1,a;] con i = 1,...,n de
manera que la imagen de cada uno de ellos esté contenido en U o en V' y que
fla;)) e UNV;a f([ai-1, ai]) lo denotaremos como f;. Si f(a;) € A trazaremos
una trayectoria desde a hasta f(a;) y la llamaremos «;, ap = a,, = €y, Si
f(a;) € B trazaremos la trayectoria desde b hasta f(a;). Ahora definamos
las trayectorias g; = a;_1 * f; * a;. Por una parte tenemos que

1= LAl [fa]
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y por sustitucion directa ahora observamos que

[ga] - - - % [gn] = [£]-

ahora bien, si g; estd contenida en V, y como V es simplemente conexo,
tenemos que bien [g;] es homotdpica una constante, a 3o a 3,y si g; estd en U,
entonces serd homotdpica a una constante, a a o a @. Con esto demostramos
que la clase [« * 5] genera 11 (X, a). [ |

3.2. Grupo Fundamental de una grafica

Teorema 3.7 Sea X una grifica conera que no es un drbol. Entonces el
grupo fundamental de X es un grupo libre no trivial. En realidad, si T es un
arbol maximal en X, entonces el grupo fundamental de X tiene un sistema
de generadores libres que estdn en correspondencia biyectiva con la coleccion
de aristas de X que no estdn en T.

Demostracién: Sea T un drbol maximal en X . Entonces T contiene a todos
los vértices de X. Como X es conexo, podemos unir cualquier par de puntos
por una trayectoria. Vamos a escoger un vértice xy y a considerar una trayec-
toria fija 7, de z¢ a x para cada vértice z en X. Para cada arista A que no
esté contenida en el arbol, definimos un lazo centrado en xy de la siguiente
manera

ga = VY ¥ f Ak 'Y_y
donde f4 es una trayectoria en A que va de x a y. Demostraremos que las
clases [ga] generan (X, zo).

Primero consideraremos el caso donde el niimero n de aristas que no estan
en el arbol es finito. Procederemos por induccién sobre estas aristas. Analice-
mos el caso cuando n = 1. Llamemos D a la arista que no estd en el arbol con
ag y by los vértices inicial y final respectivamente; dividamos nuestra arista
en tres segmentos de la siguiente manera: Sean a y b dos puntos interiores a
D de manera que:

- Dy tiene como punto inicial ag y como punto final a y trazamos una
trayectoria f; desde ag hasta a.
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Figura 3.8:

- D5 tiene como punto inicial a ¢ y como punto final a b y trazamos una
trayectoria f5 desde a hasta b.

- D3 tiene como punto inicial b y como punto final a by y trazamos una
trayectoria f3 desde b hasta by.

Sea p un punto interior a Dy. Ahora definamos U = D—ag—byy V = X —
p. U y V son abiertos cuya interseccion es un conjunto con dos componentes
conexas, U NV es conexo por trayectorias, asi que podemos utilizar el lema
3.6 para ver que 7 (X, a) estd generado por o« = fo v 5 = f3 % Jpy * Ya, * f1
por lo que tendriamos que

(o B] = [fa] * [fa] * (o] * [Yao] * [f1]
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UnV
a "\ p
b
Figura 3.9:

ahora 7 (X, zg) estd generado por 5 [a x 3] donde 0 es la trayectoria desde a
hasta o dada por f;*75. Ahora calculamos la clase de homotopia de caminos
de la siguiente manera:

dlaxp] =

Yo * fi] * [ * B] * [0 * fi1]

[
= [yl * [fu * (fa* f3)] * [7]
= Dol = [/pl* ]
= [gD]

por lo tanto gp genera (X, o). Falta demostrar que el grupo es ciclico
infinito. Para ver esto sélo hay que observar que la funcién h : X — S! que
manda al drbol T" a un punto p del circulo y al interior de D lo manda a
S1 — p, tenemos que h o~y y h o7 son caminos constantes, asi que

h.(lgp]) = [7 o fp]

Esta clase genera (S, p) y el grupo fundamental del circulo es ciclico in-
finito, asi que [gp] también tiene orden infinito.

Ahora que tenemos nuestro primer paso de induccién, suponemos el re-
sultado cierto para n aristas. Hay que demostrarlo para n + 1 aristas. Con-
struimos dos conjuntos abiertos U y V' cuya interseccién sea igual a dos com-
ponentes conexas. Sean Ay, Ao, ..., A, 11 las aristas orientadas que no estan en
nuestro arbol maximal T" y para cada arista escogemos un punto interior p;, al
lazo centrado en xg, g, lo denotamos como g;. Sean U = X —py —pa—---—p,
y V = X —p,41 ahora nuestros conjuntos son abiertos, U NV es simplemente
conexo porque tiene a T' como retracto por deformacién, por lo tanto cumplen
con las hipdtesis del corolario 3.5, asi que (X, x¢) = m1(U, xg) * m1(V, z0)
por el corolario del teorema de Seifert-Van Kampen. Ahora bien, TU A, es
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Figura 3.10:

retracto por deformacién de U y es una gréfica con una arista, entonces, por
la hipétesis de induccidn, estéd generada por [g,+1]. Con V pasa algo similar,
TUAUAsU---UA, esretracto de V' y por la hipétesis de induccién tenemos
que estd generado por la clase [g1] * [ga] * - - - x [gn], por lo tanto tenemos que
X esta generado por la clase

[91] * [g2] * - - * [gnta],

con lo cual terminamos esta parte de la demostracion.

Ya nada mas falta ver que pasa con el caso infinito. Sea f un lazo cen-
trado en zg; f es un conjunto compacto, por lo tanto estd contenido en una
subgrafica finita, y de esta manera tenemos el caso anterior. |

Ejemplo 3.8 La grdfica 3.10 sirve para ilustrar como se utiliza el teorema
anterior. En la grdfica trazamos un drbol maximal de manera que se vea
claramente cuales serian las aristas que determinan el grupo fundamental de
la grdfica.

En figura 3.11 ya no es tan sencillo determinar cuales podrian ser las
aristas que determinen el grupo fundamental de la gréfica.

Ejemplo 3.9 El nidmero de generadores de una grdfica finita completa de n
vértices se determina trazando un drbol que recorra las aristas que estdn en
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Figura 3.11:

la periferia de la grdfica; este drbol tiene n — 1 aristas y ademds es maximal.
Ahora, la grdfica tiene en total (Z) aristas, asi que el numero de generadores

65 ()=



Capitulo 4

Espacios cubrientes

4.1. Definiciones basicas

Al estudiar el grupo fundamental de espacios topolégicos, una herramien-
ta muy poderosa estd basada en la construccion de espacios cubrientes.
Recordemos por ejemplo que la funcién ¢ : R — S! (donde S! denota el
circulo unitario en C) definida por ¢(z) = €™ se utiliza para probar que el
grupo fundamental de S! es isomorfo a Z y que esto se hace ”levantando”
lazos en S! a trayectorias en R. Recordemos aqui las definiciones bésicas de
espacios cubrientes y desarrollaremos un poco esta teoria. Esto nos ayudara a
determinar el grupo fundamental de cualquier grafica y con ello el teorema
principal de este trabajo: Subgrupo de libre es libre.

Definicién: Sea p : F — B una funcién continua y suprayectiva. Un con-
junto abierto U de B esta parejamente cubierto por p si la imagen inversa
p~'(U) puede escribirse como una unién ajena de conjuntos abiertos V,, de
E tales que, para cada «, la restriccién de p a V,, es un homeomorfismo de
V., en U. La colecciéon {V,} es una particion de p~*(U) en rebanadas..

Definicién: Sea p : F — B una funcién continua y suprayectiva. Si todo
punto b de B tiene una vecindad U que estd parejamente cubierta por p,
entonces p se dice que es una proyeccion cubriente y E es un espacio cubriente
de B.
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Definicién: Sea p : E — B una proyeccién cubriente con B conexo. Si p~*(b)
tiene k elementos para todo b € B decimos que E es un espacio cubriente de

k hojas de B.

Teorema 4.1 Sea p: E — B una proyeccion cubriente. Si By es un subes-
pacio de B y si Ey = p~*(By) entonces la funcién py : Ey — By, obtenida al
restringir p, es proyeccion cubriente.

Demostraciéon: Dado b € By y U un conjunto abierto en B que contenga
a b, tenemos que la imagen inversa de U, p~1(U), est4 parejamente cubierta
por p, entonces p~'(U) tiene una particién {V,} en rebanadas de conjuntos
abiertos en E. Ahora, U N By es un abierto de b en By y la imagen inversa
estd dada por los conjuntos abiertos ajenos V, N Fy v cada uno de ellos se
aplica homeomorficamente en By por medio de p; entonces tenemos que la
restriccion de p a pg : g — By es una proyecciéon cubriente. ]

Teorema 4.2 Sea B conexo por trayectorias y localmente conexo por trayec-
torias. Sea p : E — B una proyeccion cubriente. Si Ey es una componente
conexa por trayectorias de F; entonces la funcion py : Ey — B obtenida por
restriccion de p es una proyeccion cubriente.

Demostraciéon: Como Fy es componente conexa por trayectorias de F, Fjy
es un conjunto abierto y la funcién p : £ — B es abierta por ser proyeccion
cubriente. Concluimos que p(Ep) es abierto en B.

Ahora mostraremos que p(Ep) es cerrado. Sea x € p(Ep) y sea U vecin-
dad de x conexa por trayectorias y parejamente cubierta por p. Entonces
p~Y(U) = UV, con V,, homeomorfo a U. Ahora bien, como U N p(Ey) # 0,
tenemos que V, N Ey # () para algunas o’s. Como V,, es conexa por trayecto-
rias, V,, C Eyy como p es abierta, U = p(V,,) C p(Ey), por lo tanto x € p(Ey),
de lo que concluimos que p(Ey) = p(Ep). En consecuencia p(Ey) = B. Ahora
nada mas faltarfa verificar que p|g, = po es una proyeccién cubriente, pero
esto se deduce de que p~1(U) = UV, estd parejamente cubierta por p y para
la restriccion py tinicamente tomamos los V,, que estan contenidos en Ey. Por
lo tanto pg es proyeccién cubriente. [ |
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El siguiente teorema es muy importante pues nos dice que dado un sub-
grupo H de m (B, by), existe un espacio cubriente cuya imagen sobre 7, (B, by)
en la categoria de grupos, es isomorfa a H.

Teorema 4.3 Sea B conexo por trayectorias, localmente conexo por trayecto-
rias y semilocalmente simplemente conexo. . Sea by € B. Dado un subgrupo
H de m(B,by), eristen una proyeccion cubriente p : E — B y un punto
eo € p~(bo) tales que

p(mi(E, €)) = H.

Demostracién: Primero construimos E. Sea P el conjunto de todos los
trayectorias en B que parten de by. Se define una relacién de equivalencia en
‘P poniendo v ~ 3 si o y 3 acaban en el mismo punto de B y

[a* (] € H.

Es facil ver que se trata de una relacién de equivalencia. La clase de equiva-
lencia del camino « se indicard por a?.

Sea F la coleccién de las clases de equivalencia y definamos p : £ — B
por la ecuacién

p(a®) = a(1).
Como B es conexo por trayectorias, p es suprayectiva. Dotaremos a E de una

topologia de manera que p sea una proyeccion cubriente.
En primer lugar, observemos dos hechos:

i) Si [a] = [8], entonces a® = 37.

ii) Si a# = 3%, entonces (a * 0)% = (B * §)*, para cualquier camino § en
B partiendo de a(1).

La primera se sigue teniendo en cuenta que si [a] = [3], entonces [a* (3] es
el elemento neutro, el cual pertenece a H. La se obtiene segunda observando
que ax 0y 3% 9 acaban en el mismo punto de B y

[(ax8) % (Bx0)] = [(a*8) %6 5] = [ax*p],

que pertenece a H por hipotesis.
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Vamos a dar una topologia para F de la siguiente manera.

Sean « un elemento cualquiera de P y U una vecindad conexa por trayec-
torias de a(1). Se define

B(U, @) = {(a x §)#|§ es una trayectoria en U partiendo de «(1)}.

Observemos que o es un elemento de B(U, o), ya que a¥ = (a*eq))*; por
definicién este elemento pertenece a B(U, «). Afirmamos que los conjuntos
B(U, &) forman una base para una topologia sobre E.

En primer lugar probamos que si 3% € B(U, ) se tiene que o € B(U, 3)
y B(U,a) = B(U, ).

Si f#* € B(U,a) entonces % = (a * §)* para algiin camino & en U.
Entonces

(5*3)# = ((ax9) *5)#

de manera que o € B(U, 3) por definicién (véase figura 4.1). Demostraremos
primero que B(U,3) C B(U,«). Nétese que el elemento general de B(U, 3)
es de la forma (3,7)#, donde 7 es un camino U. Entonces se observa que

(Gx)* = ((axd)sy)*
= (o (%)

que pertenece a B(U,«) por definicién. Por simetria se tiene la inclusién
B(U,a) € B(U,B).

Ahora demostramos que los conjuntos B(U, ) forman una base. Si 5%
pertenece a la interseccién B(Uy, aq) N B(Us, ), s6lo necesitamos escoger
una vecindad conexa por trayectorias de V' de (1) contenido en U; N Us. La
inclusién

B(V,3) € B(Uy, 3) N B(Us, 3)
se sigue de la definicién de estos conjuntos, y la parte derecha de la ecuacion
es igual a B(Uy, a1) N B(Us, az) por el resultado que acabamos de probar.

La funcién es continua y abierta. Es facil ver que p es abierta, pues la
imagen del elemento bdsico B(U,«) es el conjunto abierto U de B: dado
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7

07

Figura 4.1: Espacio cubriente /'y B

r € U elegimos un camino ¢ en U desde a(1) hasta z; entonces (a * §)%
estd en B(U,a) y p((a*0)#) = x.

Para ver que p es continua, tomemos un elemento o de E y un vecindad
W de p(a®). Elijamos una vecindad conexa por trayectorias U del punto
p(a®) = a(1) en W. Entonces B(U, a) es un vecindad de o que aplica o
en W. Asf p es continua en o.

Cada punto de B tiene una vecindad que estd parejamente cubierta por
p. Dado by € B, tomemos U un vecindad conexo por trayectorias de b; que
satisface la condicién adicional de que el homomorfismo 7, (U, by) — 71 (b, by)
inducido por la inclusién es trivial. Afirmamos que U esta parejamente cu-
bierta por p.

En primer lugar probamos que p~*(U) es igual a la unién de los conjuntos
B(U,«), cuando « recorre todos los trayectorias en B de by a b;. Como p
aplica cada conjunto B(U, ) sobre U, es claro que p~!(U) contiene la unién.
Por otra parte, si 3% pertenece a p~*(U), entonces (1) € U. Escojamos
un camino d en U desde by hasta 3(1) y sea a el camino 3 * & de by a by.
Entonces [3] = [a*d], de manera que % = (a*46)#, que pertenece a B(U, «).
Asi p~!(U) esta contenido en la unién de los conjuntos B(U, «).
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En segundo lugar observemos que los distintos conjuntos B(U, a) son
ajenos. Pues si 8% € B(U,a;) N B(U,ay), entonces B(U,ay) = B(U,[3) =
B(U, az), por el paso 2.

En tercer lugar, demostramos que p define una funcién biyectiva entre
B(U,«) y U. Se sigue que p|B(U, o) es un homeomorfismo, siendo biyectiva,
continua y abierta. Ya sabemos que p aplica B(U, ) sobre U. Para probar
la inyectividad, supongamos que

(o 01)%) = p((e+ 62)7),

donde ¢; y J5 son trayectorias en U. Entonces d;(1) = d9(1). Como el homo-
morfismo (U, b;) — (B, b1) inducido por la inclusién es trivial, §; * d, es
un camino homotdpico en B al lazo constante. Entonces [a % §1] = [ * 0o],
de manera que (a * §;)% = (a * 6)*, como desedbamos.

Se sigue que p : F — B es una proyecciéon cubriente. Para ver si lo es,
debemos probar que E es conexo por trayectorias, lo que haremos en breve.

Sea ey la clase de equivalencia del camino constante en by; entonces
p(eg) = by por definicién. Dado un camino « en B partiendo de by, cal-
culamos su levantamiento a un camino en E partiendo de ey y probamos que
este levantamiento acaba en o,

Para empezar, dado ¢ € [0, 1], sea a, : i — B el camino definido por la
ecuacion
a.(t) = a(te), para 0 < t < 1.
Entonces a. es el trozo de o que va de a(0) a a(c). En particular, aq es
el camino constante en by y a3 = a. Definimos o : I — FE por la ecuaciéon
a(c) = (a)*

y probamos que & es continua. Entonces & es un levantamiento de «, puesto
que p(a(c) = a.(1) = alc); ademéds, & comienza en (ag)” = ey y acaba en
(1) = .

Para estudiar la continuidad, introducimos la siguiente notacion. Dados
0<c<d<1,sead.q el camino que es igual a la funcién lineal positiva de
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60,&1 o
Ol //\ a(d)
a(c)
by Y
Figura 4.2:

I sobre [c, d] compuesta con «. Observemos que los trayectorias oy y @ * 6 q
son homotodpicos porque uno es justamente una reparametrizacién del otro
(véase la figura 4.2).

Verificamos ahora la continuidad de & en el punto ¢ de [0,1]. Sea W
un elemento bésico en E alrededor del punto a(c). Entonces W es igual a
B(U, a. para alguna vecindad conexa por trayectorias U de «(c). Escojamos
e > 0 tal que para |c — t| < ¢, el punto a(t) esté en U. Probamos que si d es
un punto de [0, 1] que satisface |¢ — d| < €, entonces a(d) € W; esto prueba
la continuidad de & en ¢. Suponemos que |¢—d| < e. Tomemos primeramente
el caso en que d > c¢. Sea § = d.4; entonces, como [ay] = [a, * 0], tenemos

ald) = (ag)? = (ae* 0)%.

Como 0 esta en U, tenemos que a(d) € B(U, a.), como desedbamos. Si d < ¢,
ponemos ¢ = 4, y procedemos de manera analoga.

La funcién p : E — B es una proyeccién cubriente.. Solamente necesita-
mos verificar que E es conexo por trayectorias, vy esto es facil, pues si a” es
un punto cualquiera de E, entonces el levantamiento & del camino « es un
camino en F de ey a a™.

Finalmente veamos que H = p.(m(F,ep)). Sea o un lazo en B basado en
by. Sea & su levantamiento a E partiendo de ey. El teorema de levantamiento
de homotopias nos dice que [a] € p.(m(E, €g)) si, y solo si, a es un lazo en
E. Ahora bien, el punto final de @ es el punto o™, y a = ¢ si, y solo si,
a es equivalente al lazo constante en by, es decir, si, y sélo si, [a *€,| € H.
Esto ocurre precisamente cuando [ € H. |
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Ejemplo 4.4 Si tenemos a B = S* y H = nZ, por el teorema anterior,
existe un espacio cubriente E tal que p(m(E, x¢) = H. un espacio que cumple
esta propiedad es el mismo S' con la funcién p : E — B definida como

T — ",

Definicién: Sea p : E — B una proyeccion cubriente y sea by € B. Elijamos
eo de forma que p(eg) = by. Dado un elemento [f] de (B, by), sea f el
levantamiento de f a una trayectoria en E que comience en ey. Denotemos
por ¢([f]) el punto final f(1) de f. Entonces ¢ es una funcién bien definida

¢ (B, by) — p*(bo).

Denominamos a ¢ correspondencia del levantamiento derivada de la proyec-
cion cubriente p. Desde luego ¢, depende de la eleccién del punto eg.

Teorema 4.5 Sea p : E — B una proyeccion cubriente con p(eg) = bg. Si
E es conexo por trayectorias, entonces la correspondencia del levantamiento

(b . 7T1(B,b0) — p_l(bo)

es suprayectiva. Si E es simplemente conexo, entonces es biyectiva.

Demostracion: Si E' es conexo por trayectorias entonces, dado z € p (b)),
existe un camino f en E de ¢y a x, de modo que f =po f es un lazo en B
centrado en by y ¢([f]) = x, por definicion.

Para demostrar la inyectividad suponemos que E es simplemente conexo.
Sean [f] y [g] dos elementos de m,(B,by) tales que ¢([f]) = ¢([g]). Sean f
y g dos levantamientos de f y g, respectivamente, a trayectorias en F que
comienzan en eg; entonces f (1) = g(1). Como FE es simplemente conexo,
existe una homotopia de trayectorias F en E entre f v §. Entonces p o F es
una homotopia de trayectorias en B entre f y g. |

4.2. Espacio cubriente de una grafica

Teorema 4.6 Sea p : F — X una proyeccion cubriente , donde X es una
grafica lineal. Si A, es una arista de X y B es una componente conexa de
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p Y (As), entonces p aplica B homeomdrficamente sobre A,. Ademds, el es-
pacio E es una grdfica lineal, con las componentes conexas de los espacios
p Y (An) como sus aristas.

Demostracion: Primero demostraremos que p aplica homeomoérficamente
B sobre A,. Como A, es conexo por trayectorias y localmente conexo por
trayectorias, los teoremas 4.1 y el 4.2 nos dicen que la funcién pg : B — A,
es una proyeccién cubriente . Ahora, como B es conexo por trayectorias,
la correspondencia de levantamientos ® : 7, (Aq,a) — py'(a) con a € A,
es suprayectiva. Como A, es simplemente conexo, tenemos que p,*(a) sélo
tiene un elemento. Por lo tanto pg es una funcién biyectiva que aplica home-
omoérficamente B sobre A,, 0 sea, py es un homomorfismo.

De aqui deducimos que el espacio E es unién de los arcos B = p~!(A,).
Vamos a ver que estos arcos solo se pueden intersectar a lo mas en un punto.
Sean By B’ dos componentes conexas distintas de p~'(A4,) vy p~'(Az) res-
pectivamente. Analicemos los diferentes casos: Si A, = Ag, entonces B y B’
son ajenos, Si A, y Ag son ajenos, también lo son By B’, por lo tanto si B y
B’ se intersectan tiene que ser en un punto porque p(B) = A, y p(B') = Ap
y estos solo se intersectan en un punto, asi que B N B’ es un solo punto que
es un extremo de cada uno.

Falta probar que la topologia de E es coherente con los arcos B. Sea W
un subconjunto de E tal que W N B es abierto en B, para cada arco B de
E. Probemos que W es abierto en FE.

En primer lugar demostraremos que p(W) es abierto en X. Si A, es
una arista de X, entonces p(W) N A, es la unién de los conjuntos p(W N B),
cuando B recorre todas las componentes conexas de p~!(A,). Cada uno de los
conjuntos p(W N B) es abierto en A,, ya que p aplica B homeomérficamente
sobre A,; por consiguiente su unién p(WW) N A, es abierta en A,. Como X
tiene la topologia coherente con los subespacios A,, el conjunto p(W) es
abierto en X.

En segundo lugar, probemos nuestro resultado en el caso especial donde
el conjunto W estd contenido en una de las rebanadas V' de p~*(U), donde
U es un abierto de X que estd parejamente cubierto por p. Por el resultado
que acabamos de probar, sabemos que el conjunto p(W) es abierto en X. Se
sigue que p(W) es abierto en U. Como la funcién de V sobre U obtenida por

03
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restriccion de p es un homeomorfismo, W debe ser abierto en V' y por tanto
abierto en FE.

Finalmente, demostremos nuestro resultado en general. Escojamos una
cubierta A de X por abiertos U que estén parejamente cubiertos por p.
Entonces las rebanadas V' de los conjuntos p~(U), para U € A, cubren E.
Para cada una de tales rebanadas V', sea Wy, = WNV. El conjunto Wy, tiene
la propiedad de que para cada arco B de F, el conjunto Wy N B es abierto
en B, pues WyN=(WnNB)N(VNDB)y los conjuntos WN By VNDB son
abiertos en B. El resultado del parrafo anterior implica que Wy es abierto
en E. Como W es la unién de los conjuntos Wy, es también abierto en £. B



Capitulo 5

Subgrupos de grupos libres

Ahora podemos demostrar el teorema principal.
Teorema 5.1 Si H es un subgrupo de un grupo libre F, entonces H es libre.

Demostracién: Vamos a construir una grafica cuyo grupo fundamental sea
isomorfo a F, a cada generador a de F' le corresponde un circulo, vamos a
construir la grafica X uniendo « circulos en un punto x, le damos la estruc-
tura de grafica dividiendo cada circulo en tres arcos, dos de los cuales tienen
como extremo a x. Ahora tenemos que 7 (X, x) ~ F. La grafica X es conexa
por trayectorias, localmente conexa por trayectorias y semilocalmente sim-
plemente conexa , por lo tanto cumple con todas las propiedades del teorema
4.3. Entonces, existe un espacio cubriente £ de X y una proyeccién cubriente
p: E — X tal que para algtin punto ey de p~!(x), tenemos que:

p(m(E, €)) = H
El espacio cubriente F es una grafica por el teorema 4.6 y por lo tanto su

grupo fundamental es un grupo libre por el teorema 3.7. |

Lema 5.2 Si X es una grdfica lineal conezxa finita, entonces el cardinal de
un sistema de generadores finito para el grupo fundamental de X es 1—x(X),
donde x(X) es la caracteristica de Euler de X.
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Demostraciéon: Ahora sea X una gréfica finita con drbol maximal 7" con n
aristas fuera del arbol. Vamos a calcular el nimero de Euler de X, la grafica
X tiene n aristas mas que el arbol T, por lo que el nimero de Euler de la
grafica es:
X(X)=x(T)=n=1-n,
Despejando n tenemos
n=1-x(X).

Teorema 5.3 Sean F un grupo libre con n 4+ 1 generadores libres y H un
subgrupo de F. Si H tiene indice k en F, entonces H tiene kn+1 generadores
libres.

Demostracion: Procederemos como en la demostracién 5.1. Construimos
una grafica X uniendo n + 1 circulos en un punto; entonces tendriamos
m (X, 29) = F. Escojamos un espacio cubriente p : E — X tal que

ps(m(F, e)) = H.
Ahora, por la correspondencia de levantamientos
d . Tf'l(X, $0)/H — pil(ﬂ?o)

es una biyeccion, por lo tanto E es un espacio cubriente de k hojas de X.
Ahora bien, como E es un espacio cubriente, tenemos que por cada arista A
de X, p~1(A) consta de k aristas en E; esto quiere decir que E tiene k veces el
numero de aristas y de vértices que tiene X, o sea que x(F) = kx(X). Ahora,
el nimero de generadores de X es n+1 por lo que x(X) =1—(n+1) = —n.
Ahora podemos determinar el numero de generadores de el subgrupo H:

1—x(E)=1—kx(X)=1+kn
|

La importancia del resultado anterior es que existen subgrupos libres con
mayor numero de generadores que el grupo libre original. Asi podriamos
tener un grupo libre F' con 2 generadores y éste podria contener un subgrupo
libre con 3 generadores. El resultado anterior esta limitado a subgrupos que
tengan Indice finito; si el subgrupo H tuviese orden infinito no se podria decir
nada acerca del nimero de generadores.
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