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Capitulo 1

INTRODUCCION

El objetivo principal de éste trabajo es mostrar que bajaflaencia de un laser es posible
estabilizar un Condensado de Bose (CB). Este objetivo @edgiinas preguntas. ¢Qué
es un Condensado de Bose? Un Condensado de Bose es un estaglegdeion de la
materia, que se da en ciertas sustancias a temperaturasajagy(tercanas al cero ab-
soluto). Lo que caracteriza a este nuevo estado es que axlparticulas que forman la
sustancia se encuentran en el estado de minima energgafeB8meno solo tiene lugar
en la mecanica cuantica, por lo que no tiene un analaggiad. A pesar de que el Con-
densado de Bose constituye la escencia de los resultadsanfados aqi, no profundizo
en la descripcion de la transicion de fase de un gas de bssmun CB.

La ecuacion que describe la dinamica de un CB en la apraximale campo medio,
gue adems$ considera la interaccion a pares entre lasyagt'del condensado, es la
ecuacion de Gross-Pitaevskii [1, 2].

oV

1 2
= — VU + (V+ AT 1.1

dondeA es un coeficiente relacionado con la autointeraccion assparke las particulas
del gas de bosones. EIl potenciales un potencial externo, que usualmente es el uti-
lizado para confinar a los CB y regularmente es una tramparaca” Esta ecuacion es
la de Schrodinger no lineal, pues contiene un potencialicot@rmino proporcional a la
densidad de probabilidad. El hecho relevante es que noregelal construir soluciones
analiticas a dicha ecuacion y por tanto es necesariorireada solucion usando métodos
numericos.

El método numérico usado para obtener los resultadoguEos en esta tesis es



la aproximacion con diferencias finitas de las ecuaciones eontinuo. Las aproxima-
ciones son de segundo orden en el espacio.

Se procede gradualmente con ejercicios de mayor dificuRaithero se resuelve la
ecuacion de Schrodinger para una una particula en uagoajina dimension. Se hace
esto para ver gue somos capaces de resolver ésta ecuacibangra numérica. Este
caso ha sido resuelto usando un integrador en el tiempo ¢aptito (Runge-Kutta de
tercer orden) como implicito (Crank-Nicholson). Compata los resultados obtenidos
se concluyd que el método explicito es mas preciso y pemhuso de menor resolucion
temporal y espacial, de modo que fue el usado para los o&lqasteriores en todos
problemas presentados en el resto de la tesis.

En seguida resolvimos el caso de una particula en un cajasidichensiones. En
ambos problemas mostramos que nuestros resultados cenveellg solcuion analitica
con segundo orden. El siguiente paso ha sido resolver lxiécude Schrodinger con
un potencial de oscilador armonico. Para el caso de unandigrehay solucion analitica
con la cual pudimos comparar los resultados obtenidos gestro programa. Para la
solucion de la ecuacion de Schrodinger con un poteneiabkdilador armonico en dos di-
mensiones, desafortunadamente no encontramos en lalitela solucion analitica con
la cual pudieramos comparar la solucion obtenida com@igo numérico. Afortunada-
mente esto nos obligd a obtener la solucion para dichemsst es otro de los resultados
originales de esta tesis.

Una vez que pudimos resolver estos casos, el paso sigueatagragarle a la
ecuacion el término extra de autointeraccion para cetaplla ecuacion de Gross-
PitaevskKii.

El caso de tres dimensiones no lo atacamos puesto que eamecestar con mucha
memoria RAM para lograr resultados para evoluciones de lggipo y dominios espa-
ciales suficientemente grandes.

Nuestros resultados son los sigueintes:

1. Logramos estabilizar en una trampa armonica una smiusnlitbnica en una di-



mension.

2. Logramos estabilizar un CB en dos dimensiones. El pakexierno corresponde

a un modelo de interaccion entre los atomos condensadosager.

Con el fin de explicar nuestras estrategias y resultados] eap&ulo 2 describo
los métodos numéricos usados, en el capitulo 3 muessolleion de la ecuaciond e
Schrodinger en una dimension, tanto para la particulanencaja como en un oscilador
armonico. En el capitulo 4 describo las pruebas en dosrdilmees. Finalmente, en el
capitulo 5 presento los casos relacionados con la egtatidin de los condensados.



Capitulo 2

METODOS NUMERICOS

2.1 Diferencias Finitas

Para empezar debemos tener en mente, que al usar diferénitéesel dominio de las
Ecuaciones Diferenciales Parciales (EDP) esta discdetiz&sto es, la funcion de una
EDP esta valuada en un numero finito de puntos, por lo tastddevadas de la funcion
también estan valuadas en un namero finito de puntos. Egilica la version de las
ecuaciones diferenciales a resolver involucra un errolistgetizacion descrito a contin-
uacion. Aunque si se piensa en la gran variedad de problgoese pueden resolver
numeéricamente y que aln no han podido ser resueltos deanamaitica, podemos con-
cluir que vale la pena pagar el precio del error por la diszaeton. Por otra parte, las
soluciones numeéricas son algo mas que algoritmos quelaajces necesario estimar
cuando una solucion encontrada converge a la soluciehlenite continuo. Para esto se
requiere introducir una prueba de convergencia de Cauchy.

Para ilustrar como funciona la discretizacion, consic@®el caso en el que un do-

minio finito tiene como coordenada espacigl coordenada temporal

- Las coordenadas espaciales estan definidas como un amxjsoteto de
puntos dados par; = ‘Az, con: un natural, donde la frontera izquierda
corresponde al punte, y la frontera derecha al punigy .

- El tiempot™ = nAt, conn un natural, esta definido solamente para ciertos

valores del tiempo continuo.

- Los puntos; y t" definen una malla que es una version discreta del dominio

espacio-temporal.



- Una funcion estara definida solamente para los valoresydeque corre-
sponden a puntos de la malla. Denotaremos a la funcion g@elefnida en

el punto(t", ;) como f*. Una suposicion fundamental en el método de difer-
encias finitas, es que las funciones son analiticas, y qu&apto es posible
hacer una expansion en serie de Taylor en torno a cualqiedoes puntos de

la malla donde estan definidas.

- Az y At indican la resolucion en las coordenadas espacial y teahpmr

spectivamente.

- La primera derivada de una funcion sudwen el puntar; esta aproximada
por

of | S — I
or 2Ax

para todos los tiempos. Esta aproximacion es precisa adeguden y usa

informacion de los puntas;,; y delz;_; lo cual es la razbn por la que se le

llama a esta formula una diferenciacion finita centrada &péndice A donde

aparece la deduccion de esta formula).

- Si se requiere usar solamente puntos de la derecha o deularida, por

ejemplo, en el caso de las fronteras, la derivada de prindenaenz, es:

Of _ —3fs + ARy — f3
ox 2Az

y enzy es:

Of =B HAM — Fi
ox 2Az

Estos operadores son muy importantes cuando aplicamoscimores de

frontera que contienen derivadas espaciales (ver apeBilic
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- La derivada espacial de segundo ordenrgmsta aproximada a segundo
orden por:

BT fh -2
0x? (Ax)?

para el tiempa = nAt.

- La derivada temporal de primer orden en el pt(m’fd% ,x;) esta dada por:

of _ fri— gy

_ -

ot At

esta derivada puede ser calculada en otro nivel de tiempo

- La extrapolacion para calculg{’ con segundo orden de precision en la

frontera izquierda en terminos de los valores de los purgbsiterior es:

fo =31 =3f + f3

y para la frontera derecha:

f;\Lf = 3f]?/—1 - 3f]?/—2 + f]?/—s

2.2 Convergencia

Cuando se resuelven ecuaciones usando diferencias fiagaspluciones no son exac-
tamente las mismas que para el caso continuo. Por el simplotde discretizar se

introduce un error de truncacion. En el mejor de los casssaproximaciones usadas
para discretizar tienen propiedades que indican que tien@omportamiento razonable

para el limite continuo.
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Consideremos que calculamos una funcfrcon precision de segundo orden, de
modo que es posible expresarla como

f(@) = folx) + E(x)(A2*) + O(Az?)

dondef,(z) es la solucion exacta en el continudydenota el termino desconocido del
error de truncacion.

Si fo(z) es conocido, es suficiente con comparar los resultadosidbtensando
diferencias finitas con dos diferentes resoluciorfesbtenida usanddx y f, obtenida

usandAz/2. Luego la teoria predice que

fl — fo o AIL’Q + O(A[L’S)
fo—fo  1A22+ O(Az?)
0 sea, que la diferencia entre la solucibn exacfa §s cuatro veces mayor que la difer-

=4+ 0(Az?) (2.1)

encia entre la solucibn exactafy. Cuando la solucion exacta es desconocida, podemos
hacer una prueba de convergencia de Cauchy, usando lasdesulle tres diferentes res-
oluciones. Sealf;, y f, como antesy ahora tambignque es calculada usando resolucion
Ax/4. Asi

h—f Ax? — iAﬁ + O(Az?) B Az? + O(Ax?)

= = =4+ 0(Az? 2.2
fo—=fi A2 — LA22 4+ O(A3)  1A2? + O(Az?) O (22)

donde una vez mas aparece el factor cuatro. Dicho factoarse ffactor de convergencia
de las soluciones calculadas con la aproximacion de difas finitas. Sin embargo
en este caso con solucibn exacta desconocida, lo que seepla diferencia entre
los resultados obtenidos con las diferentes resolucidsepreciso tener en cuenta que el
factor de convergencia ha de ser cuatro cuando las aproxingscusadas son de segundo
orden y mayor cuando las aproximaciones son mas precisas.

Segun sea el valor del factor de convergencia, es positdéleser si los calculos

prometen un comportamiento correcto o no en el limite coti Por ejemplo, en nuestro
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caso de aproximaciones de segundo orden, si el factor derg@ncia es menor que
cuatro, tenemos que aceptar que la convergencia de la@olooies tan buena como
debiera. Las posibles razones son: hay un error en el atgpoten la implementacion

del programa 0 el algoritmo no converge en el rango deaaseleccionada. Entiéndase
gue no es de esperar que el factor de convergencia sea cuatrdocse elegen valores
ridiculamente grandes d&x.

2.3 Meétodo de Integracion Runge-Kutta

El método de integracion Runge-Kutta es un método paalver ecuaciones diferen-
ciales numéricamente. Usaremos el de tercer orden. Egigtaio es estable y es muy
usado porque solo requiere de tres iteraciones, lo queatiempo al CPU. Para ilus-
trar como funciona este algoritmo, supongamos que cientzaduo f satisface la ecuacion
9 = S(z;,t"). Para calcular valores de nuestra funcfér' al tiempot™+! en términos
de los datos at tiempy basta con seguir la regla:

At g (2.3)

fr=ft it

1 2 2
n+1:_ n & opxx _AtS**
f 5/ T3/ 3

donde los valores™* se caculan usando los valoresfiey los deS** usando los dg™**.
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Capitulo 3

SOLUCION DE LA ECUACION DE SCHR ODINGER EN UNA DIMENSION

Para este caso es posible escribir la ecuacion de Schdydie la siguiente forma:

Z_ha\lf(x,t) B _h_2 O?W (x,t)
ot - 2m Ox2

Esta ecuacion es de segundo orden en derivadas parciade$ pamo funcion der y

V (2, 8)0(x, t) (3.1)

t. Es semejante a muchas ecuaciones que aparecen en ladisiembargo, una de
las caracteristicas que distingue a la ecuacion de Bicigér es que contiene el nUmero
imaginarioz; por lo tanto, sus soluciones son funciones complejas.

Como primer caso a resolver consideramos una particula&mcaja, de modo que
V = 0y unidades tales que= 1y m = 1, entonces nos queda:
OU(z,t)  10°U(x,t)

ot T T2 on2 (32)

Dado que es una ecuacion lineal proponemds: t) como producto de dos funciones,

es decir:

U(z,t) = p(x)e ! (3.3)

lo que implica en la ecuacion anterior que

ov , 0*W o 021
~ — _E —iEt _ bt 4
g~ TiBvloe 0z2 ¢ a2 (34)
Sustituimos estas ecuaciones en (3.2) y obtenemos:
0%
— +2Ey =0 (3.5)

0r?
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3.1 Soluciébn para una particula en una caja

3.1.1 Solucion Analitica

Escribimos la ecuacion de Schrodinger independientgeatapo

I |V (@)ie) = BV @6

dondeV (z) es un potencial y E es la energia del sistema.lSea = 0 paraz € [0,1]y

unidades tales que= 1y m = 1, por lo que la ecuacion (3.6) se transforma en

(@) _ —2F(z) (3.7)
dx?
Sea k?=2F = =V2E
42
N dx(j”’ — _R2(a) (3.8)
cuya solucibn es
Y(z) = Asen(kx) + Bceos(kx) (3.9)

dondeA y B son constantes. Aplicamos las condiciones de fronter@gpondientes a
una caja, es decip(0) = (1) =0

$(0)=0 =  B=0 = (x)= Asen(kz) (3.10)

(1) =0 = Asenk =0 =kr=nm, neZ (3.11)

Solamente tomaremos € N porque sin = 0, implica que¥ = 0 lo que significa que
la particula no se encuentra en la caja. Tampoco tomarersoslores negativos de
pues solamente cambian el signo del seno. La solucidaltrvi= 0 no la tomaremos en

cuenta, pues significa que la particula no se encuentracajelalos valores propios son
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_(nm)? R
E, = 5 =5 (3.12)
Y las funciones propias
Un(z) = Apsen(nmz) (3.13)

Sabemos de antemano que la particula se encuentra en.ldyg@jg* = *¢ es la

probabilidad de encontrar a la particula en alguna regglespacio, por lo que

1 1
/ Y pdx :/ A%sen?(nmr)dr = 1 (3.14)
0 0
= A;L =1 = A, =2
- n(2) = V2sen(nmx) (3.15)

No olvidemos que la solucibn completa de la ecuacion ded8aiger debe depender
dex y det, por lo que ésta es:

U, (z) = V2e Ertsen(nm) (3.16)

de la cual solo tomaremos la parte real para probar nuestdigas, es decir:

U, (z) = V2cos(Ept)sen(nm) (3.17)

El conocer la solucion analitica de la ecuacion de Stihger nos servira para ver
gue tan bien funciona el codigo que estamos implementakdontinuacion se presenta

una grafica de la solucion atiah paran € [1,5] y su densidad de probabilidad
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Funcién de Onda Densidad de probabilidad

08
0.6
0.4

Wy

—02 -
-04

-06

-0.8

. . Lo A Y s W AL » 3
0 0.2 0.4 06 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X

Figure 3.1: Funcion de Onda pata= 1,2, 3, 4,5y su densidad de probabilidad
3.1.2 Meétodo Implicito

La ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo es:

ov(z,t) _h_202‘11(x,t)
ot 2m  Ox?
SeaV(x) = 0 paraz € [0,1], y unidades tales que = 1y m = 1, por lo que la

ih

+ V(@) U(z, t) (3.18)

ecuacion anterior queda como:

OV(x,t)  1°V¥(x,1)

Seal = —1-&, en el dominio indicado,
ov
— = —1HVY 3.20
o (3.20)

= U(z, At) = e H2%)(z,0) =

dondeec*2¢ es el propagador de la onda, el cual podemos escribir como

e 2t 1—2iHAt
= —Tar Yol(@,0) = 1+ L
e2’ + §ZHAt

De la anterior nos queda

Yo(z,0) (3.21)
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1— LiHAt
gl — —_ 2 "~ yn 3.22
1+ SiHAt (322)
despejamos el denominador del lado derecho de la ecuatiérica
1 : n+1 1 : n
= (14 5zHAt)\If =(1- §zHAt)w (3.23)
y sustituimos H
1o & 1 ., d?
Escribo la segunda derivada dieen su forma discreta
; \I,fl—i-l _ 2\:[]7}—4-1 4 \I!ﬂ—i-l 2\11 + g
\1/7”1 . EA i+1 % i—1 o —A i—1 2
P t( (Ar)? ) t( (Ax)? ) (329
Seap =
U [=p] + OTT L+ 20] + O [—p] =
= Wiy [p] + WP[1 — 2p] + V4 [p] (3.26)

Lo anterior lo podemos escribir como el producto de dos gedriuna de tamafnan
cuyas entradas son los coeficientes de/fasdel lado derecho de la ecuacion anterior.
Observese que esa matriz es una matriz tridiagonal. La @taznde tamafax1 esta
formada por lag)’s. Del lado derecho tenemos una matriz de tamafiocuyas entradas
son la parte derecha de la ecuacibn anterior
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(1+2p) —p 0 0 0 gyt
—p (1+20) —p 0 0 VA
0 —p (1420 —p 0 0 yptt
) , : . _
0 —p (1+2p)  —p 0
0 0 —p (1+2p) —p
0 0 —p  (1+2p) gl

(1 —=2p)Wg + p¥7y
pVg + (1= 2p) U7 + p¥3
pVT + (1 =2p)W5 + p¥y

)

a)

L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X

Figure 3.2: Se muestra la funcion de onda con cinco nodostpdos los tiempos y su
densidad de probabilidad. € [0, 1], dividido en 1000 partes = 1
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3.1.3 Meétodo Explicito

Los métodos explicitos funcionan de manera diferentes pudugar de aplicar una dis-
cretizacion tal que sea necesario diagonalizar una mdato que es necesario conocer
los valores de la funcion al tiempo+ 1 para tres puntos del espacio diferentes, se escoge
una discretizacion tal que sea posible resolver la eonatiscretizada para un solo valor
de la funcién en un punto dado al tiempe+- 1. Para tal efecto, escribimos nuevamente

la ecuacion de Schrodinger en una caja, 0 sea

OU(x,t) i PU(x,1)

= 3.27
ot 2 Ox? ( )

Una discretizacion explicita es la siguiente:
U, _ i Wi, =207 + ‘1’?_1. (3.28)

At 2 Ax?
Tal discretizacion es la mas elemental, y se conoce comeétldu de Euler. Desafortu-

nadamente dicho algoritmo es inestable, pero ejemplificarelepto de método explicito.
Con el fin de tener algoritmos estables, se supone que paaapcedo espaciat;, la

ecuacion parcial se convierte en una ecuacion ordinariel dempo a lo largo de ese
punto. Una vez teniendo esto en mente, la ecuacion de éolse resuelve usando el
método preferido de ecuaciones diferenciales ordingsi@sejemplo los método Runge-
Kutta o de Crank-Nicholson iterativos (vale distinguireestétodo del Crank-Nicholson
implicito). A tal visibn de las ecuaciones de evoluci@le conoce comdlétodo de

lineas En el presenta trabajo, utilizamosel método de Rungé¢akig tercer orden (2.3),
dado que posee un rango de estabilidad conveniente y dlamente tres iteraciones.

Para nuestra ecuaciond e Schrodinger, la ecuacioni(dycra a

KA\
2022
en la region de la caja. Ejecutamos nuestros programas igersds valores para el

nimero de nodos, con distintas resoluciones, y en el domspaciake € [0, 1]. Para
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ilustrar nuestros resultados, en la figura 3.3 mostramosli&i$n encontrada para el
mismo caso que en la seccidn anterior, y con los mismosraras de resolucion en el
espacio y en el tiempo.

Comparando los resultados en las figuras 3.2 y 3.3 es positde que la densidad
de probabilidad en el caso del método implicito oscilab@mente, en comparacion con
lo que lo hace cuando se usa el método explicito. Sabenwslquétodo implicito es
incondicionalmente estable para cualquier valor\desin embargo en el presente caso
es notable que el método no aporta resultados correctes,lpwdensidad de probabili-
dad debiera ser independiente del tiempo. Ahora, es pagiblegir las oscilaciones en
la densidad de probabilidad, pero para tal éfecto es nécaszar valors de\t mucho
menores que el presentado en estas dos graficas. O searaobiemer buenos resulta-
dos usando el método implicito el precio a pagar es unéuaéa temporal ridiculamente
pequefia, y el nUmero de iteraciones (pasos en la evolusgincrementaria en ordenes
de mg)gnitud.

Es por esta razon que de entre los métodos elegimos etiéapion el integrador

Runge-Kutta de tercer orden en lo que resta del presenggdrab

1

1

A A

/ 08
05 -

0.6

0.4 -

-0.5
0.2

L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X

Figure 3.3: Funcion de Onda con cinco nodos (n=5) para tmosempos (t=1) y su
densidad de probabilidad.< [0, 1]
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3.1.4 Pruebas del codigo

Una vez convencidos de que el método explicito es potienerde mas confiable, es
necesario mostrar que en efecto lo es, es decir, que coraerjagégimen de parametros
numericos que estamos usando. Aqui verificamos que et eflanétodo explicito arroja
resultados que convergen a la solucion analitica en uti@napgo de resoluciones.

El primer paso a dar para probar que los resultados que atrofaligo son correctos
es comparar los calculos con la solucion analitica (aaque afortunadamente contamos

para este caso de prueba). De modo que definimos la funcimper:

e=W, -, (3.29)

dondeV, y ¥, son la solucion numérica y analitica respectivamente.efe estudio
compararemos la parte real de la solucion, cuya soluagialiteca para el presente caso
esta dada por la expresion (3.17). Sabremos que los régsltalculados convergen
a la solucion si cumple con los criterios de convergencieci®s en la seccion 2.2.
Para tal efecto se ejecutod el programa con distintas reisokes espaciales, simplemente
conservando el valor d&t/Az? = 0.1; el dominio espacial es tal quec [0, 1] con un
namero de puntod = 50, 100, 500, 1000y el tiempo de ejecucion fue hasta- 2. Como
se discutio en la seccibn 2.2, cuando se conoce la solagiélitica basta con usar dos
resoluciones, sin embargo, aqui, ademas de hacer edsmpruestramos que el método
explicito es convergente en un amplio rango de resolusione

Por ejemplo, en la figura 3.4 mostramos que el resultado ogeve la solucion
analitica en distintos momentos, pues el error en el casperse usan 500 puntos es
cuatro veces mayor que el error cuando se usan 1000 puntos.

Sin embargo, un resultado impresionante es el que apardadigara 3.5, donde se
compara el error obtenido cuando se usan 1000 puntos coetm@ecuando se usan 50
puntos, es decir, una resolucion veinte veces mas pobnestltado es que el error es

400 veces mayor cuando se usa la resolucion mas pobre goierido con 1000 puntos,
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Figure 3.4: Comparacion del error cuando se usan resoleside: = 0.001 y Ax =
0.002. El error calculado con la alta resolucion apararece plidddo por 4, y dado
gue la graficas aparecen una encima de la otra para todasrgsos mostrados, es una
prueba de que el algoritmo posee convergencia de segunen.drds lineas continuas
representan el error calculado can: = 0.001, y los puntos indican el error calculado
conAx = 0.002 dividido por 4.
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gue es justamente el resultado esperado si generalizamossldtados en la expresion
(2.1). Esto habla de que los resultados obtenidos con egtatalo convergen incluso

cuando se utilizan resoluciones que vam\de= 0.001 hastaAz = 0.02.

3.2 Solucibn para una particula con un potencial de GfmilArmonico Simple

El potencial de oscilador armoénico simple es de gran ingpaif,, ya que puede usarse
para describir una gran cantidad de problemas donde l@ylaréjecuta pequefias vibra-
ciones alrededor de la posicion de equilibrio estable. $ta posicionl/(x) debe tener

un minimo. Para tod& (x) continua, la forma de la curva en la vecindad del minimo se
puede aproximar a una parabola.

El potencial para un oscilador armémico simple es

V(z) = %k‘x? (3.30)

Una particula cuya energa potencial tenga esta formariexpetara una fuerza restau-
radora

Si se suelta la particula a una cierta distancia de la @wsib¢ equilibrio, esta oscilara

alrededor de la posicion de equilibrio con frecuencia

1 k
= —\/— 31
v 2V 2m (3:31)
podemos escribir & en términos de la frecuencia, es decir
k= m(27mv)? (3.32)

= V(z) = 2mv*n’a?
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Figure 3.5: Comparacion del error cuando se usan resolesior = 0.001y Az = 0.02.

El error calculado con la alta resolucion apararece nlidédo por 400, y dado que la

graficas aparecen una encima de la otra para todos los teempstrados, es una prueba
de que el algoritmo posee un increiblemente amplio rangmdeergencia de segundo
orden.
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La ecuacion de Schrodinger correspondiente es:

—h? d?
__w + 2my27r2x2w = Ew (333)

2m dx?

Para este caso de oscilador armonico simple tomaremoséambidades tales que
h=1,m=1yk =1, por lo que la ecuacion anterior nos queda como
de 2.2 2
— + 2E —4AnviatjY =0 (3.34)
dx?
Seax =27y f = 2F, entonces (3.34) se transforma en :
d2¢ 2 2,2
— 4+ [ — a2y =0 (3.35)
dx?

Sera conveniente escribir la nueva ecuacion en térndeaesa nueva variabte= /ax

Entonces
% _ %% _ \/a% (3.36)
%’ _ d% (Z_Zf) ;l_i _ a% (3.37)
Sustituimos la ecuacion (3.37) en (3.35) y obtenemos
‘% . (g - §2) v =0 (3.38)

Tenemos que encontrar soluciongs) que sean continuas y que esten acotadas para
toda¢, desde—co a+o0o. Las que encontremos seran continuas. Se debe tener cuidado
en quey () esté acotada cuand§| — oo. Si E es finita y|¢| es muy grandej/a es
despreciable en comparacion ¢@nentonces

d*i
dg?
La solucibn general de esta ecuacion es:

— &P =0 (3.39)
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= At/ 4 Be ¢/ (3.40)

Como la funcibn debe estar acotada cuango— oo, entoncesA = 0, asi que

tenemos que buscar soluciones de la forma

W(€) = e €2H(g)

Asi que calculamos

dlp —52/2 _ 2 dH
- H &2 3.41
T e +e Tz ( )
y
dz’(/) £2/2 2 2 20 dH 20 dH 2 dzH
— =g ERH e e P e P (342
i e + &% Ee TS e d€+€ e ( )

Sustituyendo en (3.35) las ecuaciones (3.41), (3.42) ycieddo términos obtenemos

d*H dH

——2—+<é—1)H:0 (3.43)
(6%

esta ecuacion nos da la funciéh(¢) que estamos buscando. La ecuacion (3.43) se llama

Ecuacbn de Hermitecuya solucion es bien conocida, pues son los polinomiddete

mite.

Escribiremos solamente los primeros cinco polinomios:

Hy(§) = 1

Hi(§) = 2¢

Hy(§) = 2—4¢? (3.44)
Hy(€) = 126 8¢

Hy(€) = 12 —48¢% 4 166
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La relacion de recurrencia para encontrar el polinomio demtiten + 1 es la siguiente:

i (€) = 26 H,(€) — 2nH,u1(€) (3.45)

La solucibn a la ecuacion (3.38) es:

e S /2H,(€) (3.46)

N f%n' (3.47)

es un factor de normalizacion. Sila seHg¢) tuviera un nUmero infinito de términos, el

donde

comportamiento de estas soluciones péra- oo seria

e EPH(E) = apCes™? + a,C'¢ef™?

cuya soluciébn diverge cuandg| — oo, comportamiento inaceptable para una funcion
propia. Sin embargo, podemos tener funciones propiasaueptpara ciertos valores de
#/a. Hagamos cero alguna de las constantes a;. Para forzar a que la seré(¢)

termine pongamos

—=2n+1
donde
n=1235,... st apg =10
n=20,2,4,... st ap =0

Las soluciones aceptables a la ecuacion de Schrodingepasa las que se cumple

B/a =2n+ 1, es decir
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Uk
Q

De modo que los estados permitidos de la energia total son:

B, - (n ' %) (3.48)

La solucion de la ecuacion de Schrodinger para un paédei oscilador armonico

por lo tanto es:

1
/270!

de la cual solo tomaremos la parte real para verificar logjosdisados, es decir:

W, (. t) = | /ﬁcos ((n + %) t) Ve~ () (3.50)

Funciéon de Onda Densidad de Probabilidad

U, (z,t) = et R (7) (3.49)

Figure 3.6: Se muestra la solucion analitica de la eomad€ Schrodinger para un po-
tencial de oscilador arménico y su densidad de probabildaa los primeros cinco poli-
nomios de Hermite.
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Capitulo 4

SOLUCION DE LA ECUACION DE SCHR ODINGER EN DOS DIMENSIONES

Volvemos a escribir la ecuacion de Schrodinger:

OV (z,y,1) h? (02‘1’(x,y,t) PV (x,y,t)

) (G0 l) | PUERY sy 0 gt) @D

Esta ecuacion es de segundo orden en derivadas parciedeb pamo funcion der,
y Yy t.De ésta ecuacion tomambs= 0 y unidades tales que = 1y m = 1, entonces
nos queda:

ot 2 Ox? oy? (4.2)

Como es una ecuacion de segundo grado en derivadas parp@demos escribir a

OV y.t) 1 (32‘1’(%1/,15) N 32‘1’(56,y,t))

U(z,y,t) como producto de dos funciones, es decir:

U(z,y,t) = P(z,y)e ™ (4.3)

Derivamos la ecuacion (4.3) respectb a

aa—\f = —iEyY(x, y)e"Et (4.4)

y obtenemos la segunda derivadaldesspecto a de la ecuacion (4.3)

P )
%:6 Etw (45)

y la segunda derivada dierespecto & de la ecuacion (4.3)

OV

5 T (4.6)
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Sustituimos las ecuaciones (4.4), (4.5) y (4.6) en la ebung@d.3) y obtenemos:

02y 0%

—— +— | +2E = 4.7
(W + W) +2E¢(z,y) =0 (4.7)
4.1 Solucion para una particula en una caja bidimensional

4.1.1 Solucion Analitica

La ecuacion de Schrodinger en dos dimensiones para unagaj

hZ

—— V) = Ey (4.8)
2m
donde
Y 0%
2.
Ve = 522 + Iy (4.9)

es el Laplaciano de¢. Ahora la particula estara confinada a una superficie aelladg= 1

en ladirecciorr y ladoL, = 1 enla direcciory. Asi como para el caso en una dimension,
el potencial sera cero en el interior de la caja. Ahores funcion de dos variablesy

y, es decin) = ¢ (x,y). Para resolver la ecuacion (4.8) usamos el método deasspar
de variables. Suponemos queuede ser expresada como el producto de dos funciones

independientes, la primera depende solamenteydia segunda solo dg es decir:

Y(z,y) = X(2)Y (y) (4.10)

Sustituyendo la ecuacion anterior (4.10) en la (4.8) cloters

R PX  _OPY
- (Y 5 +Xa—y2) = EXY (4.11)

2m

dividimos por XY y escribimos

d*X
- X// - Y//
dx? Y dy?
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por lo que la ecuacion (4.11) se trasforma en

h2 X// Y//
5 (7 + 7) = F (4.12)

Notemos queX”/X es independiente dg cualquier cambio dg solo puede afec-
tar al terminoY” /Y, pero se ve que cualquier cambio de ese término hace cafabiar
energia, que es una constante, por lo tanto podemos decif’git es una constante in-
dependiente dg. El mismo argumento se aplica para decir &' X es independiente
dezx. Entonces podemos escribir

n* X" 2 Y"

- _F =F 4.1
2m X v y 2m 'Y Y (4.13)

dondeE = E, + E,. Reescribiendo las dos ecuaciones anteriores

h? 0°X
h? 0%y
TamaE (*4.19)

Vemos ahora que cada una de las ecuaciones tiene la misma doierpara el caso

de una dimension. Usamos el resultado del capitulo antgmos queda que

X,, = V2sen(n,mx) (4.16)

Y,, = V2sen(n,my) (4.17)

Recordemos qu¢ = XYy £ = E, + E,, por lo que finalmente obtenemos:

Uy, = 25en(ngymx)sen(n,my) (4.18)

h2 7T2
Enw Ty =

[(n2) + (n})] (4.19)

2m
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Recordemos nuevamente que la solucion de la ecuaciorhdédiager depende de

y t. La solucibn completa es:

U = 2 Ertsen(n,mr)sen(n,my) (4.20)

de la cual solo tomaremos la parte real en nuestros codma@sverificar que estos si

funcionan correctamente, es decir:

U = 2cos(Ent)sen(n,mz)sen(n,my) (4.21)

Funcién de Onda Densidad de Probabilidad

l.’,!'!

)
oo

Figure 4.1: Se muestra en la figura la Funcion de Onda conatissra lo largo del eje x
y tres nodos a lo largo del eje y. Se muestra también la Dadsid Probabilidad.

4.1.2 Meétodo Explicito

Escribimos la ecuacion de Schrodinger en dos dimensiones

o R,
h— = — 2y 4,22
ih ot QmV ( )
donde
2 2
V20 = v | oV (4.23)

~ o2 oy
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es el Laplaciano d&. Tomamos de nuevh = 1y m = 1. Entonces la ecuacion de
Schrodinger en su forma discreta se escribe como

n+1 n . n n n n n n
\I]i,j - \Iji,j _ 3 \I]H—l,j - 2\1’2‘,]' + \Ili—l,j i,j+1 2\111'73' + \Iji,j—l (4 24)
At 2 (Az)? (Ay)? '
Escribiremos la ecuacion anterior como
vt -y
— 2 =f (4.25)

At
gue se resuelve usando el método de Runge-Kutta (2.3)

a)

| 9000 0000
OO RNONB DR

OO00000000
ORNW AT
R

Figure 4.2: Se muestra en la figura la Funcion de Onda conalissra lo largo del eje
X y tres nodos a lo largo del eje y al tiempo t=1. Se muestra itamla Densidad de
Probabilidad. Estas graficas se obtuvieron utilizand@dlgo programadoz € [0, 1],
y € [0,1], cada eje dividido en 100 partes

4.2 Solucion para una particula con un potencial de GlmilArmonico Simple Bidi-

mensional

El potencial de un oscilador armonico en dos dimensiones es

V(z,y) = %K(:c? + %) (4.26)
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el cual podemos escribir en términos de su frecuencia dlaogn (la cual es la misma
gue para el caso de una dimension), tomaremos tambiéadesdales que = 1, K = 1
ym=1

V(z,y) = 27202 (2% + %) (4.27)

La ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo e panto

—%szb +2m2A (2 + vy = B

o bien,

V) + (2E — 4n*(2® + ¢*)) = 0 (4.28)

donde recordemos que

PP | P
2 _ -
V= o0x? T 0y?

Seax =27y f = 2F, entonces la ecuacion (4.28) se transforma en

V2 + (B — (2 +y))yY =0 (4.29)

Sera conveniente escribir esta ecuacion en términosslaukvas variables. Sean

£ = Vax (4.30)
n = Voy (4.31)

Entonces
W_dydE_ o 432

de  dfdr d¢
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By d (A e d%)
de? ~ dE (dx) de ~ “de (4.33)
dy dypdn  —dy
dy dndy adn (4-34)
&y d (AN dy
dy?>  dn (dy) dy ~ VP (45

Sustituyendo las ecuaciones (4.33) y (4.35) en (4.29) yaieddo términos nos queda

d*>p  d* 9 o
Tt (G mE =0 (4.36)

Para resolver esta ecuacion usamos el método de sepadacvariables. Suponemos

g

«

guewy puede ser expresada como producto de dos funciones indepesd
Seayy = X (€)Y (n), sustituyendo esta expresion en la ecuacion (4.36) nedaqu

d’X A’y
y X x5

ie2 e e )XY =0 (4.37)

o
dividimos entreX'Y
1d’X 14y B 5,
_ - N = 4.
y separamos la ecuacion en dos sumandos, de manera quencadiependa solamente

de una variable, es decir

12X 12y
(Yd—§2+a—52)+(?d—n2+g—772):0 (4.39)
donde
/ iz
o
«

Sea
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1 d?X ﬁ’ e
X d52
y
1 d2 ﬁ//
—_— + — — —-R
Y dn? +o/’ "
Por lo tanto
X 9 o4
— =X — —R)X = 4.40
g EX (G- RX =0 (4.40)
2 1
ﬂ-ﬁ/ﬂﬁ——}z)y 0 (4.41)

dn?

Tenemos que encontrar solucione&) y Y'(n) que sean continuas y que esten aco-
tadas para today para toda) desde—oco a+oco. Las que encontremos seran continuas.
Aligual que en el caso de una dimension debemos tener cuatagueX () este acotada
cuando¢| — ooy queY (n) también lo esté cuandg| — oo. Para cuand¢| — oo, la

ecuacion (4.40) queda

d2
der
y para cuanddy| — oo, la ecuacion (4.41) queda

- X (4.42)

A’y
— —n’Y =0 (4.43)
dn®

Vemos que las ecuaciones (4.42) y (4.43) son exactameraiegygue para el caso en

una dimension, por lo tanto, escribiremos solamente sic&wl, es decir:

Xn(§) = ﬁ;nn! e €2H,(€) (4.44)
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Vo) = || e H ) (4.45)

donde recordemos que

1

4.46
\/m27n! ( )
es un factor de normalizacion.
Los valores permitidos de la energia son:
E=n,+n,+1 (4.47)

Recordemos que = X (£)Y (), asi que la solucion a la ecuacion de Schrodinger
para un potencial de oscilador armonico en dos dimensigies

1 . 22 42
U(z,y,t) = \/ € e T eT T Hy (1) Hay) (4.48)

T2nan,12Mn,|

0.01 T T T T T T T 9e-05

0.008 [ 8e-05 -

0.006 | 7605 1

0.004
6e-05 -

0.002
5e-05 -

4e-05 [
-0.002
3e-05 -
-0.004

-0.006 |- 2e-05 1

-0.008 1e-05

-0.01 L L L L L L L 0

Figure 4.3: Se muestra en la figura la Funcion de Onda paratemgial de oscilador
armonico con tres nodos a lo largo del ej¢ dos nodos a lo largo del ejey su densidad
de probabilidadz € [—7,7]y y € [-7,7]. t=10. Esta grafica esta vista degde 0.
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8e-05
6e-05
4e-05
2e-05

0

-6

Figure 4.4. Se muestra en la figura la misma Funcion de Onda ypapotencial de
oscilador armoénico y su densidad de probabilidad que ey I4fB), pero ahora ya no
vista en un plano, sino en tres dimensiones.
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Capitulo 5

SOLUCION DE LA ECUACION DE SCHR ODINGER PARA UN POTENCIAL
DE CONDENSADO DE BOSE

En éste capitulo vamos a generar un solitbn oscuro esi@® o0 un solitbn oscuro de
interaccion repulsiva o atractiva en una trampa de coradknde Bose. Los solitones
son soluciones de onda estacionaria de una ecuacion rab. ling forma de un solitbn
no cambia con el tiempo, ademas mantiene su misma formasmcduando interactia
con otros solitones. Han sido observados en optica, orelagul y en condensados de
Bose. Los solitones brillantes de un condensado de Bosesetan maximos locales
mientras que los solitones oscuros y grises representamos locales. Un solitbn os-
curo estacionario en el cual el valor de su minimo localasa ¢ero es llamado solitbn
negro. Los solitones oscuros han sido observados en trasiepasndensado de Bose y
son gobernados por la ecuacion de Schrodinger no lineal.

La ecuacion de Schrodinger no lineal en una dimensiba phcaso de interaccion
repulsiva se escribe como:

oY(z,t) _lazw(x, t)

T

ot 2 0x?
Esta ecuacion tiene soluciones de tipo solitdnico consigeliente soliton oscuro:

+ Az, t)[2)(z,t) =0 (5.1)

U(x,t) = r(z — ct)e 1@—c—ul] (5.2)

con
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r?(z —ct) = K —20%sech®[o(x — ct)] (5.3)
1
dr—d) = tan[=22 tanh[o(z — ct)] (54)
V2 =2 (5.5)
0 = 0 .

dondec es la velocidady: es un parametro y esta relacionada con la intensidad. El
soliton (ec.5.2) con un "corte” en la densidad de fondo ésem general. ES oscuro Si
la densidad«'|> = 0 en el minimo. A velocidad cero, el soliton se convierte elit@n
negro: |y (xz,t)| = /x tanh[z/k/2].

La ecuacion de Schrodinger no lineal que describe un Gwadi® de Bose en la
aproximacion de campo medio para interaccibn a paressediaponentes de un gas
diluido es

ia¢(ag;’t) - _%% + (V (@, ) Al (z, 1) )i (x, ) (5.6)

llamada Ecuacion de Gross-Pitaevskii (en este caso@&gatitt una dimension espacial).

La similitud entre estas dos ecuaciones implica la podguilide localizar un solitbn os-
curo estacionario o de un soliton negro en una trampa decosado de Bose de temper-
atura cero.

La dinamica principal de una trampa de condensado de Bossiegmente de-
scrita por la ecuacion de Gross-Pitaevskii dependientéietapo (ec 5.6), donde una
no-linealidad positivaX > 0) representa interaccion repulsivaly< 0 representa au-
tointeraccion atractiva. En esta ecuacibiiz, t) es un potencial externo.

La ecuacion de Gross-Pitaevski (5.6) no tiene soluciGalitiea (conocida) para
V(z,t) # 0y A # 0. Claro que paral = 0 tenemos la misma solucién que para el
oscilador armonico. Sin embargo, parédr) = 0y A positiva, la ecuacion (5.6) tiene

como solucion el siguiente solitbn no normalizable:
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Y(x,t) = \/2/ntanh(z)e” " (5.7)
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Capitulo 6

DISCUSION Y CONCLUSIONES

Nuestros resultados son los sigueintes:
1. Logramos estabilizar en una trampa armonica una swiwsnlitbnica en una di-
mension.
2. Logramos estabilizar un CB en dos dimensiones. El pakexierno corresponde

a un modelo de interaccion entre los atomos condensadosager.

Ademas logramos obtener la solucion analitica para @laakr armonico en dos

dimensiones.
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Apéndice A

Formula de Diferenciacion Finita Centrada

Hagamos la expansion en serie de Taylor para la funciondedi@ del punto x:

/ 1 " 1 "
f@%—Ax%=fu+fLA—Ax%+§fLA—A@2+6f|A—Axf+~~ (A.2)
Lo que quiero obtener €8, para lo cual resto (A.2) a (A.1)
1
flz+Ax) — f(x — Ax) = 2f'|.(Az) + gf'"|x(Ax)3 + O(Az)®
divido ambos lados parAx

[z +Az) — f(z — Az)
2Ax

= [+ (A2 + O(A0)!

flz+ Azx) — f(x — Ax)

f/|x = AT (AS)
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Apéndice B

Calculo de una derivada usando solo puntos de la derecha

Ahora vamos a calculgf’ usando puntos solo de la derecha,

f(x) = fla (B.1)
f(x—l—Ax) :f‘x+f/‘xAx+f//|z(Ax>2+ (BZ)

Quiero obteney’, por lo que ahi corto la serie. Multiplico (A.5) por 4y (A.6)p-1

y las sumo

4f(x+ Az) — f(x +2Ax) = (Af — )+ (4f' Az — 2f'Azx) + - -

4f(x + Ax) — f(x +2Ax) = 3f = 2f' Az

/= Af(x + Az) — f(x + 2Az) — 3f
2Ax
Para obtenef’ solo con puntos de la izquierda se hace de manera similar.

(B.4)
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