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RESUMEN

En este trabajo se presenta un método para describir y validar un modelo de
esparcimiento coherente de la luz reflejada desde una monocapa de particulas
pequefias cuya superficie de cubierta es baja. Este modelo tedrico es probado,
ajustando los datos de un experimento disefiado. La metodologia esta justificada por
el hecho de que toma en cuenta los errores experimentales de los datos, la calidad
del ajuste se mide por medio de cantidades estadisticas, finalmente, permite un
analisis cuidadoso de los parametros ajustados y nos permite tener criterios para

validar y predecir los limites del modelo tedrico.

Esta metodologia se aplica para analizar un modelo para la luz reflejada por
particulas pequefias de latex adsorbidas en una superficie plana. EI modelo depende
de: el indice de refraccion del medio, el indice de refraccion de las particulas, el
tamafio de particula, y la fraccion de cubierta, que son identificados como los
parametros del modelo. Estos pardmetros son ajustados buscando los valores
estadisticos 6ptimos. El ajuste es, esencialmente un método de minimos cuadrados
que es resuelto por la técnica de Newton-Raphson, donde la matriz es invertida por
descomposicion en valores singulares. De este modo, se tiene un analisis cuidadoso
de los parametros ajustados al modelo y, ademas, es la base de la técnica de

inversion para encontrar modelos consistentes.
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CAPITULO 1
INTRODUCCION

En las ultimas dos décadas, se han publicado articulos relacionados a la
reflectancia Optica de particulas esféricas adsorbidas en una interfase plana o
diluidas en un medio, con objetivos variados, como el de comparar
experimentos con teoria [1,2], evaluar la conveniencia de la reflectometria para
estudiar a la particula [3], encontrar modelos tedricos que describen el
fendmeno fisico [6] o estudiar alguna aplicacion, como medir la reflectancia de

capas de antigeno-anticuerpo [4].

El estudio de la adsorcion de particulas en superficies es relevante en
ciencia y tecnologia de coloides y en biofisica. Un coloide, suspension coloidal
o dispersidn coloidal es un sistema fisico compuesto por dos fases una continua,
normalmente fluida, y otra dispersa en forma de particulas, por lo general
solidas, de tamafio mesoscopico. Asi, se trata de particulas que no son
apreciables a simple vista, pero mucho mas grandes que cualquier molécula. En
particular, la comunidad cientifica define la escala mesoscopica como la situada

entre unos 10 nandmetros y 10 micrémetros.

El nombre coloide fue introducido por el fisico escocés Thomas Graham
en 1861 y proviene de la raiz griega kolas que significa que puede pegarse. Este
nombre hace referencia a una de las principales propiedades de los coloides: su
tendencia espontanea a agregar o formar cumulos. Aunque el coloide por
excelencia es aquel en el que la fase continua es un liquido y la fase dispersa se

compone de particulas sélidas, pueden encontrarse coloides cuyos componentes
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se encuentran en otros estados de agregacion como los aerosoles cuya fase
continua o matriz es gas y su fase dispersa es sélida o los geles con matriz

sOlida y fase dispersa liquida.

Actualmente, y debido a sus aplicaciones industriales y biomédicas, el
estudio de los coloides ha cobrado una gran importancia dentro de la quimica
fisica y de la fisica aplicada. Asi, numerosos grupos de investigacion de todo el
mundo se dedican al estudio de las propiedades Opticas, acusticas, de estabilidad
y de su comportamiento frente a campos externos. Por lo general, el estudio de
los coloides es experimental, aunque también se realizan grandes esfuerzos en
los estudios teoricos, asi como en desarrollo de simulaciones computarizadas de

su comportamiento.

La adsorcion de particulas en interfaces solido-liquido se refiere a un
proceso que conlleva a un incremento en la concentracion de particulas en la
region adyacente a la interfase solida. En ausencia de reacciones quimicas y de
flujos convectivos, la adsorcion es llevada a cabo por fuerzas de van der Waals
y electrostaticas y es modulada por movimiento Browniano e interacciones
hidrodindmicas. La adsorcion de particulas depende de la concentracion del
bulto cerca de la superficie, la forma de las particulas y las fuerzas involucradas
en la interaccion entre las particulas y la superficie. Actualmente, la adsorcion
de particulas no puede ser descrita por una teoria general y es de hecho, un

problema complejo [12].

En muchos experimentos de reflectometria de particulas adsorbidas en una
superficie sélida, es muy dificil determinar ciertos pardmetros tales como la
fraccién de recubrimiento [2] o el tamafio de particula, a pesar de la reconocida
aplicabilidad de la reflectometria como una herramienta sensible para estudiar

fendmenos interfaciales; por tal motivo, uno de los objetivos de este trabajo es
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determinar los parametros de indice de refraccion, fraccion de recubrimiento y
radio de la particula a partir de los valores de intensidad de la reflectancia de
estos sistemas. Para este propdsito se usard el modelo teodrico presentado en la
referencia [2] y se compara con experimentos y con datos obtenidos por
simulacion, otros objetivos son los de observar la sensibilidad con la que se
obtienen estos parametros y encontrar los limites del modelo usando la teoria de

Rayleigh-Gans.

El trabajo estd organizado como sigue: primeramente se introduce el
modelo tedrico del esparcimiento coherente de luz (CSM) en la aproximacion
de Rayleigh-Gans (R-G) y teoria de Mie, se describe el método numérico para
el analisis de datos, inicialmente con datos simulados, a fin de mostrar la
bondad del método, y luego, se aplica el ajuste a datos experimentales.

Finalmente, se presentan las conclusiones y algunas perspectivas del trabajo.

Francisco Alarcén Oseguera 3



Universidad Michoacana de San Nicolas de Hidalgo

CAPITULO 2
MODELO TEORICO

En esta seccion se explicard el fendmeno de esparcimiento de luz. Se
mencionaran los principales modelos tedricos que modelan la interaccion de la
luz con un material. En particular, introducimos el modelo de esparcimiento
coherente de luz con la aproximacion de Rayleigh-Gans y se presentard la teoria

de Mie de esparcimiento de luz debido a una esfera.

2.1 Esparcimiento simple y esparcimiento multiple.

El esparcimiento (Scattering) es un proceso fisico por medio del cual
alguna forma de radiacidon, como la luz, sonido o particulas en movimiento, es
forzada a desviarse de su trayectoria recta, por una o varias irregularidades
localizadas en el medio en el cual se esta propagando. El esparcimiento de un
haz de radiacion electromagnética es el proceso en el cual la energia del haz es
absorbida y reemitida con un cambio de direccion, fase o longitud de onda.
Toda radiacion electromagnética esta sujeta a esparcimiento por el medio (gas,
liquido o solido) a través del cual se esté propagando. Se denomina
esparcimiento al cambio en la distribucion espacial de un haz de radiacion
cuando interacciona con la superficie de un medio no homogéneo. Dicho
proceso no cambia la longitud de onda de la radiacion y es aqui donde radica la
diferencia con el fenomeno de dispersion (Dispersion). La dispersion es un
fendmeno que causa la separacion de una onda en sus componentes espectrales
con diferentes longitudes de onda, la dispersion debida al material es la que

ocurre como respuesta del material a la frecuencia de la onda, por ejemplo,
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cuando se hace incidir luz blanca a un prisma, €sta se separa en sus diferentes

longitudes de onda visibles, obsérvese la Fig. 1(a).

Figura 1. (a) Dispersion de un haz de luz en un prisma; (b) Esparcimiento Simple.

Los sistemas heterogéneos que pueden causar esparcimiento, son aquellos
que contienen elementos que esparcen la luz llamados esparcidores o centros de
esparcimiento, los cuales son muy variados, algunos de estos pueden ser:
burbujas en un medio liquido, las gotas en superficies o en el ambiente,
fluctuaciones de densidad en fluidos compuestos, los defectos en sélidos
cristalinos, las aspereza de la superficie de sélidos, células en organismos vistos
al microscopio, y fibras tejidas en la ropa. Tipicamente, el esparcimiento es
acompafiado por la absorcion de luz, ambas restan energia del haz de luz que
atraviesa el medio: el haz es por lo tanto atenuado. Esta atenuacion define la
extincidén como [5]:

Extincion = esparcimiento + absorcion.

Cuando la radiacion es esparcida solamente por un centro de esparcimiento
localizable, se llama esparcimiento simple como se muestra en la Fig. 1(b), pero
es muy comun que los centros de esparcimiento se encuentren lo
suficientemente juntos para que la luz que interactia con un esparcidor
interactie con los otros que estdn a su alrededor, en esos casos la radiacion se
esparce muchas veces como se muestra en la Fig. 2, a esto se le conoce como

esparcimiento multiple.
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Figura 2. Esparcimiento Multiple.

El papel de la ciencia por medio del modelo cientifico es dar una
explicacion formal a los fenomenos de la naturaleza. El fendémeno de la
interaccion de la luz con la materia no es un problema trivial y requiere de
modelos tedricos formales sustentados experimentalmente. A continuacion se

mencionan los principales modelos tedricos que explican diferentes casos.

2.2 Modelo de esparcimiento coherente de luz (CSM).

Cuando una suspension coloidal “se ve” turbia, ademés de luz coherente
que se transmite en el sistema con una direccion preferente, existe luz esparcida
en todas direcciones, a la cual se le denomina luz difusa. El esparcimiento
coherente de luz toma en cuenta a la luz que es esparcida por centros
esparcidores en un material en la direccion de propagacion. En la Fig. 3 se

muestra un esquema que clarifica la definicion.
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Luz Difusa

B — -

Luz Coherente Particula

Dlreccwn de
Propagacion

Figura 3. El rayo negro hacia dentro de la particula representa la luz incidente, los rayos
grises representan el esparcimiento incoherente o luz difusa y el rayo negro hacia afuera es el

promedio del esparcimiento coherente o luz coherente.

En la Ref. [6] se trato la reflexion y transmision coherente de luz de una
muestra diluida lo suficiente para que existe esparcimiento multiple, con
particulas esféricas idénticas de radio a, cuyos centros son localizados al azar
dentro de una pelicula de espesor d. La geometria considerada es mostrada en la

fig. 4.

Figura 4. Esquema optico de la reflexion y transmision coherente de una onda plana
desde una pelicula delgada de un sistema particulas esféricas diluidas localizadas al

azar.

Supéngase una onda plana incidente, E, exp(ik"-r)é;. Las ondas esparcidas

coherentemente hacia la derecha y hacia la izquierda de la pelicula son ondas
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planas, E exp(ik'r)éi. y E. exp(ik’-r)&, respectivamente. En la aproximacion de
esparcimiento simple, e ignorando cualquier correlacion de la posicion de

particulas, las amplitudes £, y E, serian entonces,

. o
E =-E, 5(0) (1)
cos 0,
y
. a sin(k!d)
E =-E = -85 (m—26, 2
K 0 COS ei dk; n (TE 1) ) ( )
donde,

a =kd (ij
2x3 s

k! =kcos@,

n es 1 o 2 para la polarizacion TE o TM, respectivamente, S;(0) y S,(6) son
elementos distintos de cero de la matriz de amplitudes de esparcimiento [7],
S1(0 = 0) =85, = 0) =5(0), en el apéndice A se explica a detalle la matriz de
amplitudes de esparcimiento para el caso de esferas, f'es el fraccion de volumen
ocupado por las esferas, el §; es el angulo de incidencia, & es el nimero de onda
en el medio donde se encuentran las esferas, el cual tendra un indice de

refraccion n,,, y x = ka donde a es el radio de las particulas.

La Fig. 5 se muestran los esquemas de los dos tipos de polarizaciéon TE y
TM. La polarizacion TE es el caso cuando el campo E es perpendicular al plano

de incidencia y TM es el caso cuando E es paralelo.
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5 E, h Y By h
B, ,f'T N B, K
(a) (b)

Figura 5. (a) Onda incidente cuya polarizacion es TE, (b) Onda incidente cuya

polarizacion es TM.

Los coeficientes de reflexion y transmision coherente de una pelicula de

particulas puestas al azar de espesor d << I/k son dadas por las siguientes

expresiones:
a
t, =1-———5(0) (3)
cos 0,
y
r,=———5,(n-20,) )
cos 0. ‘

1

La derivacion que lleva a las ecuaciones (3) y (4) parte del hecho de que el
centro de las esferas esta contenido dentro de una pelicula entre z = 0 y z = d.
Esto significa que la mitad de una esfera puede estar fuera de la pelicula.
Entonces, para obtener los coeficientes de reflexion y de transmision de la onda
coherente de una monocapa de particulas a partir de las expresiones anteriores,

se procede de la manera siguiente.

Considere N particulas dentro de una “pelicula” de volumen Ad donde A4 es
el area de la pelicula en el plano x-y y d es el espesor de la pelicula a lo largo del

eje z, como se muestra en la Fig. 6, recordando que
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tenemos que

3 20
GEEJCf—}kd:x—z’ (5)
donde
© =(N/A)na*,

dado que el lado derecho de la Ec. (5) no depende de d, podemos tomar los
limites d — 0 y N,A — oo manteniendo la densidad superficial N / 4 = p;
constante. En éste limite, ® es la fraccion de recubrimiento de la superficie y el
plano que pasa a través del centro de todas las particulas contenidas en la
(parcialmente cubierta) monocapa es el plano z = 0. El cual puede llamarse

plano de la monocapa.

Se propone ahora una aproximacion que incluye, los efectos de
esparcimiento multiple entre las particulas, considerando que el campo que
dirige el proceso de esparcimiento es la onda transmitida en lugar de la onda

incidente. Entonces, se tiene que

O
o ()tsEl ©

tE'=E -
cos 0, ’

- 20. )
oS, (n e,)tsE,.

rE =
cos 0,

(7)
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Resolviendo éste par de ecuaciones, se obtienen los coeficientes de la

transmision y de la reflexion para la onda coherente:

- cos 0, q

’ _COSGZ.-FOLS(O)’ ®)
oS (mt—20,

== o ) )

cos0, +aS(0)°

Note que mientras la superficie de recubrimiento de las esferas sea
pequena, esto es, ® << 1, uno puede esperar que las formulas anteriores
proporcionen una buena aproximacion en cualquier angulo de incidencia.
Ahora, si asumimos que el plano de la monocapa estd en z = z,, entonces el

coeficiente de la reflexion es multiplicado por la fase, es decir, exp(2ik!z,) .

Figura 6. Configuracion para medir la reflectancia de una fraccion de una monocapa de

particulas adsorbida en vidrio con geometria semicilindrica.

Considerando el caso de interés de éste trabajo, donde la base de una lente
de vidrio de indice de refraccion n; coincide con el plano z = 0 y se sumerge en
una matriz de indice de refraccion n,,. Entonces, supongase que una monocapa
de particulas esféricas de radio a esta adsorbida sobre el vidrio, como se observa

en la Fig. 6. El plano de la monocapa, como est4d definido anteriormente, esta

Francisco Alarcon Oseguera 11
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ahora en z = @ . Si una onda plana incide del lado del vidrio a la interfase en un
angulo 6; (desde la normal), una onda plana serd transmitida fuera del vidrio
dentro de la matriz de indice n,,, formando un angulo 6,,. Ambos angulos estan

relacionados a través de la ley de Snell,

n,sin®, =n_sin0

La onda transmitida se refleja atrds y adelante entre la monocapa y la base
del vidrio; asi la onda coherente reflejada de la base del vidrio contiene la
superposicion de todas las ondas coherentes reflejadas de la monocapa y
transmitidas al interior del vidrio. Esto es analogo a las reflexiones multiples
dentro de una pelicula homogénea entre dos medios homogéneos. El coeficiente

de reflexion compuesto resultante para la onda coherente es entonces

M 1+5,00,)r,0,)

(10)

donde r;; es el coeficiente de reflexion de Fresnel entre el prisma y el medio de

la matriz sin las particulas. Para polarizacion TM r;, se expresa

n,cos0, —n, cosO,

o =
n,cos0, +n, cos0,

y r, esta dado por

aS, (t—-20 )
cosO +aS(0)

r(0,)=- exp(2ik’a) (11)

con

m __ _ 2 2
k! =kyn, cosO, —ko\/nm —n; sin@,
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S(0) y S,(x - 26,,) son evaluados para las particulas rodeadas por el liquido de

indice de refraccién n,,, y por la ley de Snell

0, =sin"'[(n,/n,)sin0, |.

Asi, la Ec. (10) es el coeficiente de reflexion de una onda plana para la interfase
vidrio-liquido cuando una fraccion de una monocapa es adsorbida sobre esta, en
la interfase liquida. Cuando el dngulo de incidencia es mayor que el angulo

critico 6. de la interfase vidrio-liquido, es decir, 8; > 6. donde por ley de Snell,

6. =sin"'[n,/n],

0., se vuelve complejo. Entonces, el campo promedio que excita a las particulas
es de hecho, una onda evanescente, pero esto no plantea algun problema en la
formulacion con los elementos de la matriz de amplitudes de esparcimiento ya
que matemdaticamente se mantiene valida para un campo con vector de onda

complejo.

Haz coherente

Haz difuso.

S(0)

Figura 7. Esquema en el angulo critico, la parte coherente de la luz reflejada es el promedio
de la parte coherente de cada particula y S(0) es la amplitud de esparcimiento en 6,,= 7/2. n;

es el indice de refraccion del vidrio y n,, el del medio donde se encuentran las particulas.
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Por otro lado, en el experimento uno no esta usando una onda plana. En
cambio, se usa un haz guassiano bien colimado. La reflectancia de un haz
Gaussiano puede calcularse a partir del coeficiente de reflexion de una onda

plana, r,, como[8]

n/2 2
(’OOkl J' 7’;(9)|2 eXp[— (mokl)

R(0,) =
(,)\/ﬂ0 5

(6-6,)°1d6 (12

donde w, es el radio de la parte transversal del haz, y k; es el nimero de onda
de la luz en el medio incidente (en éste caso el vidrio). Para un haz bien
colimado, los limites de ésta integral pueden extenderse a +oo con errores
despreciables. El efecto de un w, finito es mas fuerte donde la derivada de
()|’ es grande. En general, esto es cerca del angulo critico entre el vidrio y el
medio externo. Experimentalmente se usé una lente semi-cilindrica de vidrio. El
haz del laser es enfocado en la entrada del vidrio debido a la curvatura de su
superficie. Entonces la seccion transversal del haz del laser es eliptica
realmente. El valor de w, que debe usarse en la Ec. (12) es el semi-eje de la
elipse a lo largo del plano de incidencia. De las consideraciones geométricas
nosotros podemos aproximar e, dentro del prisma como ~An;Y/zw,”" dénde Y
es el radio de la lente semi-cilindrica y w,” es el radio del haz fuera de la lente.
Experimentalmente w, es mas pequefio que w,™, lo cual significa que el haz del
laser es menos colimado, asi que, la Ec. (12) se vuelve esencial para calcular la

reflectancia con precision y el andlisis de datos.
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2.3 Teoria de Rayleigh-Gans (R-G).

Es frecuente, sobre todo en el laboratorio encontrarse con problemas de
esparcimiento, en los cuales las particulas estan suspendidas en un medio con
propiedades Opticas similares. Si las particulas no son muy grandes, es posible
obtener expresiones aproximadas relativamente simples para los elementos de la
matriz de esparcimiento. Expresiones que son validas para particulas de forma

arbitraria, dentro de los limites de esta aproximacion.

Las condiciones para que la aproximacion de R-G sea valida son

m -1 <1,

kd |m—1] <1,

donde d es una dimension lineal caracteristica de la particula, m es su indice de

refraccion complejo relativo al medio circundante y k es el nimero de onda [7].

El trabajo se limitard a considerar particulas pequefias en donde la
aproximacion de Rayleigh-Gans es valida para representar el esparcimiento de

las particulas.

La teoria de R-G se une con el CSM a través de los elementos de la matriz
de amplitud de esparcimiento, ya que para R-G §; y S, tienen valores

especificos
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.13
S, =% m-1ur6.9). (13)
2
ik’
S, =—2—(m—1)uf(6’,¢)cosé?. (14)
T

En las Ecs. (13) y (14) m es el indice de refraccion relativo a la particula, esto
es, m es el cociente n,/n,, donde, n, es ¢l indice de la particula y 7, el indice del

medio, v es el volumen de la particula y f{6,¢) es el factor de forma dado por

f(9,¢)=ljei5dv, (15)
U 19}

¢ste factor f tiene que ver con la geometria del esparcidor, de tal manera que,
para una particula de estructura o forma arbitraria puede ser calculado por
integracion numérica de la Ec. (15). Sin embargo, para ciertas formas
geométricas, es posible obtener expresiones analiticas para f[7]. Tal es el caso
de las particulas de latex que se pueden aproximar a esferas homogéneas

quedando entonces que

JAC)) =i3(senu—ucosu)’
u
donde

u=2xsin—.
2
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2.4 Teoria de Mie.

En contraste con R-G, la aproximacion de Mie abarca esferas de tamafio
arbitrario, pero se complica con particulas que no son esféricas. Considerando
que las matematicas de la teoria de Mie son de alguna manera voluminosas, a
pesar de que son sencillas. La fisica de la interaccion de una onda

electromagnética con una esfera es extremadamente complicada [7].

El primer paso para calcular las amplitudes de esparcimiento en la

aproximacion de Mie es obtener los coeficientes de esparcimiento a, y b,.

En términos de las funciones de Riccati-Bessel y tomando en cuenta que la

permeabilidad de la particula y la del medio circundante es la misma, se tiene

_my, (m)y', () —y, (D', (mx)
my, (mx)g', (x) =&, (xX)y’', (mx) °

(16)

_ v, (m)y', (x) —my, (x)y', (mx)
v, (mx)g', (x) —m&,, (x)y ", (mx) °

(17)

donde la prima indica diferenciacion con respecto al argumento del paréntesis;

el parametro de tamafio x y el indice de refraccion relativo m son

21n_a k n
x=k,a=—"— m=—-=—
7\‘ km nn1
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n; y n, son los indices de refraccion de la particula y del medio,
respectivamente. Note que a, y b, son cero cuando m es cercano a uno; esto es,

cuando la particula desaparece, asi que no hay campo esparcido.

El segundo paso es definir las funciones dependientes del angulo &, y 1,

T, = P”I T, = dP”I (18)
sen0’ do’
donde
__db,
n - de 9

con P, el polinomio de Legendre.

Teniendo (16), (17) y (18) se sigue que las amplitudes de esparcimiento

para la teoria de Mie son

2n+1
S = E—————— b
1 - n(n+1) (annn + nTn), (19)
2n+1
S, = E—————— b
2 - n(n+1) (anrn + nnn). (20)

Sumario

En este capitulo se presentd la teoria de esparcimiento para esferas

adsorbidas en una superficie. El esparcimiento de una esfera esta descrito, en
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forma general, por la teoria de Mie y en el caso de particulas pequeias y bajo

contraste por la aproximacion de Rayleigh-Gans.
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CAPITULO 3
MODELADO DE DATOS

Este capitulo describe la forma en como se ajustan los parametros del
modelo, se explica de manera detallada la definicion de la distribucion ji-
cuadrada y el proceso para encontrar los pardmetros a partir de las derivadas de

ésta.

3.1 Ajuste de parametros.

Dado un conjunto de observaciones, uno desea implicar algo a partir de los
datos ajustandolos a un “modelo” que depende de pardmetros ajustables
regulables, como en el caso de la fraccion de recubrimiento en la referencia [1].
A veces el modelo simplemente es una clase conveniente de funciones, como
polinomios o Gaussianas, y el ajuste proporciona los coeficientes apropiados.
Otras veces, los pardmetros del modelo, vienen de alguna teoria subyacente que
se supone que los datos satisfacen; por ejemplo los coeficientes de ecuaciones
de la proporcidon en una red compleja de reacciones quimicas, o elementos

orbitales de una estrella binaria.

La aproximacion normalmente es la misma en todos los casos. Se escoge o
disefia una funcién mérito, esta mide que tan de acuerdo estan los datos y el

modelo con una opcidn particular de parametros [9].

Hay temas importantes que van mas alla de encontrar el mejor ajuste de

parametros. Los datos generalmente no son exactos. Estdn conforme a los
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errores de medida (Ilamado ruido en el contexto de procesamiento de sefiales).
Asi que tipicamente, los datos nunca se ajustan exactamente al modelo que se
estd usando, incluso cuando el modelo es correcto. Se necesitan los medios para
calcular si el modelo es o no el apropiado, es decir, probar la calidad del ajuste
con alguno medio estadistico util. También se necesita saber la precision con la
cual estan determinados los pardmetros a partir de los datos. En otras palabras,

se necesita saber los errores probables del mejor ajuste de parametros.

Finalmente, es comun descubrir en el ajuste de datos que la funcién mérito
no es unica, es decir, que no tiene un solo minimo. Este tipo de problemas son
dificil de resolver y en general se requieren otros criterios adicionales (como
conservacion de masa o energia) para escoger la solucion maés cercana al

problema [9].

3.2 Distribucion y’.

La distribucion y [3, 4,10], estd definida a partir de los parametros del
modelo y los datos experimentales, por lo tanto juega un papel vital en la
inferencia estadistica y la prueba de hipotesis [11], esta distribucion sera nuestra
funcion mérito y se dice que es Optima cuando vale uno o se aproxima a uno,

que es un minimo de la funcion. Por definicion,

2

4

2
lz yi_y(xi;al"'aM) (21)
Vi o, ’

N
=1 i

donde v representa los grados de libertad del ajuste v =N — M (definida como la

cantidad de datos (N) analizados menos la cantidad de parametros (M)
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ajustados), o; es la desviacion estdndar que esta relacionado con el valor
experimental de las medidas, y; es el valor experimental en x;, y es el valor
teorico calculado en x;, el cual depende de los parametros a;...ay, estos son los
parametros que se van a ajustar. Para encontrar los pardmetros Optimos se
procede a la minimizacion de la Eq. (21) obteniéndose a partir de la derivada de

esta funcion con respecto a los parametros, dada por

2 1 N

@L:_Z:%—y@) V(X5 )

2
Oa, V'3 o, oa,

1

=0conk=1,..M (22

que nos produce un conjunto de M ecuaciones no lineales para las M ay’s

desconocidas las cuales son resueltas de manera numeérica.

Por la construccion que tiene la funcion y~ se puede implicar que la mejor
aproximacion se encuentra cuando y° es cercano a la unidad, éste valor se
encuentra cuando la diferencia entre el valor tedrico y el experimental es muy

cercano a cero y la varianza o; es muy pequeiia.

3.3 Método de Newton-Raphson.

A fin de mostrar como resolver un conjunto de ecuaciones algebraicas

consideremos, primeramente, el caso,

(23)
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f'y g son dos funciones arbitrarias, las cuales tienen lineas de contorno igual a
cero que dividen respectivamente, el plano (x,y) en regiones donde las funciones
son positivas o negativas. Estas fronteras de valor cero son importantes ya que
la solucidon que se busca son esos puntos (si los hay) que son ceros en ambas
funciones, como se puede observar en la Fig. 8. Desafortunadamente, /'y g no
tienen, en general, alguna relacion entre ellas. De manera que, para encontrar
estos puntos en comun, que de hecho son la soluciones a la Ec. (23), se tiene

que evaluar todos los contornos de valor cero de ambas funciones.

El método de Newton-Raphson nos permite encontrar las raices del sistema de
ecuaciones a partir de una primera aproximacion. EI método multidimensional
de encontrar raices mas simple [9]. Este método da una muy buena eficiencia de
convergencia a una raiz, si se da una primera aproximacion buena. También
puede fallar la convergencia, siendo éste, un indicio de que su primera

aproximacion no esta cerca de alguna raiz.

-~ no root here!

e

gpos

- T
k - Epos

X
Figura 8. Solucion de dos ecuaciones no lineales de dos incognitas. Las curvas solidas se
refieren a f(x,y), las punteadas a g(x,y). Cada ecuacion divide al plano (x,y) regiones positivas
y negativas rodeadas por curvas de valor cero. Las soluciones deseadas son las intersecciones

de estas curvas no relacionadas. El numero de soluciones es desconocido a priori.
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Newton-Raphson se distingue de otros métodos por el hecho de que
requiere la evaluacion de la funcidn y de su derivada, en puntos arbitrarios. Para
el caso en el que se busca una raiz de una séla funcion, la formula de Newton-
Raphson consiste geométricamente, en la extension de la linea tangente en el
punto x; hasta el cruce con la recta de las abscisas, asi se obtiene la siguiente

aproximacion x;;; como se muestra en la Fig. 9.

Fity]

]

Figura 9. El método de Newton-Raphson extrapola la derivada local para encontrar la

siguiente aproximacion de la raiz. En este ejemplo funciona bien y converge cuadraticamente.

Algebraicamente, el método se deriva de la expansion en serie de Taylor

de la funcion en la vecindad de un punto,

T VIO ERAOLTEA NN

para valores suficientemente pequeios de oJ, siendo f una funcion suave y

tomando un orden lineal, se tiene que, si f(x+ J) = 0 implica que

(25)
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Mas adelante en esta seccion se vera que Newton-Raphson se generaliza

facilmente a muchas dimensiones.

Lejos de una raiz, Newton-Raphson puede dar ciertos problemas, por
ejemplo, la primera aproximacion puede estar tan lejos de la raiz verdadera que
logra encontrar un maximo o minimo local de la funcion. Esto puede ser la
muerte para el método como en la Fig. 10, ya que si una iteracion esté cercana a
un valor extremo local, tanto que su derivada es muy cercana a cero, entonces la

probabilidad de que Newton-Raphson encuentra una raiz serda muy pequena.

fix)

Figura 10. Desafortunadamente los casos donde el método de Newton-Raphson se encuentra

con un extremo local no convergen a una raiz.

Como todas las herramientas poderosas, Newton-Raphson puede no ser
util en algunas circunstancias inapropiadas. La Fig. 11 muestra otra posible

patologia.
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St

Figura 11. Caso desafortunado donde el método de Newton-Raphson entra a un ciclo no
convergente. Este comportamiento es encontrado regularmente cuando f es obtenido, toda o
en parte, por una tabla de interpolacion. Con una mejor primera aproximacion, el método

puede tener éxito.

Pero, ;Por qué se dice que Newton-Raphson es poderoso? La respuesta
radica en su rango de convergencia; dentro de una pequefia distancia ¢ de x la

funcion y su derivada son aproximadamente:

f(x+8):f(x)+8f’(x)+82f"—(x)+...,

2
(26)
fl(x+e)=f'(x)+ef"(x)+-,
Por la formula de Newton-Raphson,
Xip =X _w (27)
S'(%)
asi que
f(x)
Cin =& T . (28)
()
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Cuando una aproximacion a la raiz x; difiere de la verdadera raiz por ¢;, se puede
usar la Ec. (26) para expresar f(x;), f’(x;) en la Ec. (27) en términos de ¢; y sus
propias derivadas. El resultado es una relacion de recurrencia para las

desviaciones de las soluciones aproximadas, donde

= —€; f"—(X) (29)

2f'(x)'

8i+1

La Ec. 29 dice que Newton-Raphson converge cuadraticamente porque,
cerca de una raiz, el numero de digitos significativos son aproximadamente
dobles en cada paso. Esta propiedad de convergencia tan fuerte hace de
Newton-Raphson el método favorito para cualquier funciéon cuya derivada
pueda ser evaluada eficientemente, que sea continua y diferente de cero en la

vecindad de una raiz.

Para varias variables, dadas N funciones iguales a cero, involucrando x;

variables, coni =1, 2,..., N:

F(x,,%,,....,Xy ) =0 donde i=1,..N. (30)

Sea X la notacion para el vector cuyas entradas son x; y F el vector cuyas
entradas son las funciones F;. En la vecindad de x, cada una de las funciones F;

puede ser expandida en serie de Taylor, como

E()‘C’+8}?):E(f)+iﬁ6xj+0(6|5€|2)_ (31)

7 dx;

La matriz de las derivadas parciales que aparecen en la Ec. (31) es la matriz

Jacobiana J:
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oF’
J. = L
J
En notacion matricial, la Ec. 31 es
F(%+8%) = F(X)+J 5%+ O([% ). (33)

. r . —|2 ~
Considerando que los términos de orden 8|x| y mayores son muy pequeios y

haciendo F(§+8§) =0, se obtiene un conjunto de ecuaciones lineales para los

pasos o correcciones X que mueven a cada funcion cerca del cero

simultaneamente,

J.5%x=-F. (34)

La ecuacion matricial (34) puede ser resuelta por descomposicion en
valores singulares (SVD), como se verd en la proxima seccion. Los pasos o

incrementos son sumados a la solucién del vector,

—

X, o = Xq T0X (35)

new

y el proceso se itera hasta que converge.

Para este trabajo de tesis el problema es encontrar las soluciones a la Ec.

(22) para cada a,, esto implica que para utilizar el método de Newton- Raphson

6;(2

solo hay que sustituir la Ec. (22) en la Ec. (31) con F; = . Entonces la

i

matriz jacobiana queda como
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a 8%2 aZXZ
i = = (36)
da, \ 0a, da,oa;’
y sustituyendo la Ec. (34) se tiene que
82 2 a 2
X a, - , conj,i=1,..,.M (37)
da 0a, oa, '
En forma matricial quedaria que
ada=-p, (38)

donde o es la matriz jacobiana, 6a son los pasos o correcciones de los
14 : 2

parametros y S es el vector de las derivadas de y° respecto de los a;’s

parametros, entonces el problema se reduce a encontrar esos pasos mediante la

. .y . .y 2 o
inversion de a en cada iteracion hasta que y~ converge a un minimo.

3.4 Descomposicion en valores singulares (SVD).

Existe un conjunto de técnicas muy poderosas para resolver sistemas de
ecuaciones o matrices que son singulares o al menos, numéricamente muy
cercanas a ser singulares. En muchos de estos casos es donde la eliminacion
Gaussiana o la descomposicion LU (Lower triangular and Upper triangular
descomposition) fallan al dar un resultado satisfactorio, este conjunto de
técnicas, conocidas como Descomposicion en Valores Singulares o SVD,
diagnosticaran precisamente cual es el problema. En algunos casos, SVD no
solo diagnostica sino que ademas lo resuelve, en el sentido que de una solucién
numérica. SVD es ademas, el método favorito para resolver problemas de

minimos cuadrados lineales [9].
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Los métodos de SVD estdn basado en el siguiente teorema de algebra
lineal: Cualquier matriz A de M x N cuyo numero de filas M es mayor o igual
que su numero de columnas N, puede escribirse como el producto de una matriz
U de M x N ortogonal por columnas, una matriz W diagonal de N X N con
elementos positivos o ceros (los valores singulares), y la matriz transpuesta de
V la cual es una matriz ortogonal de N x N. Esto puede verse mas claro en la

Ec. (39),

A=U- V! (39)

donde las matrices U y V son ortogonales en el sentido de que sus columnas son

ortonormales,
YU, =6, 1<k,n<N (40)

ViV, =0 1<k,n<N (41)

i=l1

se puede ver también como
U'-u=v'.v=1, (42)

como V es cuadrada, también es ortonormal por filas, V-V’ =1.
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La descomposicion SVD también puede realizarse cuando M < N. En éste
caso los valores singulares w; = 0, para j = M+1,..,.N y la correspondiente
columna de U también sera cero. Entonces, la Ec. (40) es cierta s6lo para k,n <

M.

La descomposicion de la Ec. (39) siempre puede ser hecha, sin importar
que tan singular sea la matriz y serd “casi” Unica. Es decir, Unica salvo, (i)
haciendo las mismas permutaciones de columnas de U, elementos de W y
columnas de V (o filas de V'), o (ii) formando combinaciones lineales de
cualquier columna de U y V tales que correspondan elementos de W
exactamente iguales. Una consecuencia importante de las permutaciones es para
el caso cuando M < N, un algoritmo numérico para la descomposicion necesita
no regresar w;’s iguales a cero paraj = M+1,...,N; los N — M valores singulares

que son cero pueden ser esparcidos alrededor de todas las posiciones j = 1,...,N.

Para este trabajo es necesario considerar el caso de matrices cuadradas ya
que es el que vamos a aplicar. Si la matriz A es cuadrada de N x N, entonces U,
V y W son matrices cuadradas del mismo tamafio. Sus inversos se calculan de
manera trivial, ya que U y V son ortogonales, luego entonces sus inversos son
iguales a sus transpuestas; W es diagonal, asi que su inversa es la matriz
diagonal cuyos elementos son los reciprocos de los elementos w;. De la Ec. (39)

se sigue inmediatamente que la inversa de A es

A :V-[diag(l/wj )]-UT, (43)

El Unico problema con esta construccion es para los w; = 0, o que
numéricamente sea muy pequeio, tanto que sea del orden del error. Si mas de

una w;’s tiene este problema, entonces la matriz es mas singular.
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Para matrices singulares, los conceptos de espacio nulo o kernel y de rango

son importantes. Considere la familia de ecuaciones simultaneas
A-x=b R (44)

donde A es una matriz cuadrada, b y x son vectores. La Ec. (44) define a A
como un mapeo lineal desde el espacio vectorial de x al espacio vectorial de b.
Si A es singular, entonces hay un subespacio de x, llamado el espacio nulo o
kernel, que es mapeado a cero, A'x = 0. La dimension del espacio nulo (el
numero de vectores x linealmente independientes que se pueden encontrar ahi)

es llamada la dimension del kernel.

Ahora, también puede existir un subespacio de b que puede ser
“localizado” por A, en el sentido que existe algin x tal que su mapeo va a ese
subespacio. Este subespacio de b es llamado la imagen de x sobre A. La
dimension de la imagen se conoce como el rango de A. Si A no es singular,
entonces su imagen sera todo el espacio vectorial b y por lo tanto su rango es N.
Si A es singular, entonces el rango serd menor que N. De hecho, existe un
teorema relevante que dice “rango mas dimension del kernel es igual a N.” Pero
(Qué tiene que ver esto con SVD? SVD construye explicitamente las bases
ortonormales del kernel y de la dimension de la matriz. Especificamente, las
columnas de U que tiene el mismo nimero de elementos que los w; distintos de
cero, son un conjunto de vectores base que expanden la dimension de la imagen;
la columnas de V que tienen el mismo nimero de elementos que los w; iguales a

cero, son una base ortonormal para el kernel.

Otro caso de solucién a la Ec. (44) es cuando A es singular. Primeramente,

el conjunto de ecuaciones homogéneas, donde b = 0, es resuelto

Francisco Alarcon Oseguera 32



Universidad Michoacana de San Nicolas de Hidalgo

inmediatamente por SVD. Cualquier columna de V que corresponda a un w;

igual a cero da una solucion.

Cuando el vector b es distinto de cero, le pregunta importante es si se
encuentra dentro de la imagen de A. Si lo hace, entonces el sistema de
ecuaciones singular tendra una solucién x, de hecho, tiene mas de una solucion,
ya que cualquier vector en el kernel (cualquier columna de V con un
correspondiente w; igual a cero) puede ser sumado a x haciendo cualquier

combinacion lineal.

Si se quiere una solucion en particular del conjunto de soluciones, se debe
escoger el de menor longitud [x|>. Usando SVD, simplemente remplace 1/w; por

cero si w; = 0. Luego se calcula

x:V-[diag(l/wj)]-(UT -b), (45)

ésta es la solucion de menor tamaio; las columnas de V que estan en el kernel
completan el conjunto de soluciones. El hecho de que la solucion de la de
menor tamano reduce el problema a uno de minimos cuadrado, esto se discute

en la seccion 3.5. La Fig. 12 resume todo lo anterior.
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(a)

null
space
of A. )
solutions of
solutions of A-x=1c
A-x=4d
SVD “solution™
-x = c’
of A -x c range of A /(
- [
LY
d L)
*c
SVD solution of
A-x=4d

(®)
Figura 12. (a) Una matriz no singular A mapea o transforma un espacio vectorial a uno con
la misma dimension. El vector X es mapeado a b, satisfaciendo la ecuacion A- X = b. (b) Una
matriz singular A mapea un espacio vectorial a uno de menor dimensionalidad, en esta figura
manda a un plano a una recta, llamada la imagen de A. El kernel de A es mandado a cero.
Las soluciones de A X = d consisten de una particular mas cualquier vector en el espacio nulo,
en la figura la solucion en particular es paralela a la del kernel. Como se muestra en la
figura, SVD selecciona la solucion en particular mds cercana a cero. El vector C no se
encuentra en la imagen de A, por lo tanto A- X = C no tiene una solucion. SVD encuentra la

mejor solucion mediante minimos cuadrados, y es la solucion a A- X = C’.

El procedimiento antes mencionado es el que se utiliza para resolver
nuestra matriz Jacobiana a, Ec. (38), y tener de esta manera los siguientes pasos

de los parametros a encontrar.
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3.5 Solucion por descomposicion en valores singulares.

Denotemos a Ugy; i = /,...,N como las columnas de lamatrizU y a V;; i =
1,....,N como las columnas de V, ambas matrices de la descomposicion en

valores singulares, entonces la Ec. (45) se puede escribir como

N (U. -b
(i)
X = E — |V,
@ .
i=1 Wl‘

La ecuacion anterior dice que los parametros ajustados x son combinaciones
lineales de las columnas de V, con coeficientes obtenidos por el producto
escalar de las columnas de U con el vector b. Pero resulta ser que los errores
estandar en el ajuste de pardmetros también son combinaciones lineales de V

[9]. De hecho, la ecuacion anterior se puede escribir como

1
gl W V) w, w

donde cada + es seguido por una desviacion estandar. El hecho interesante de
esta forma de descomposicion es que las desviaciones estandar son todas
independientes (sin correlacion). Otro punto importante es que los vectores V;,
son los ejes principales de las elipses o contornos de error mostradas en los dos
proximos capitulos. Ademas, se sigue que la varianza en el calculo de un

parametro a; esta dado por

o (a) =3[V, [ =3 | 2

i=1 w; i=1

1

Francisco Alarcon Oseguera 35



Universidad Michoacana de San Nicolas de Hidalgo

Sumario

El ajuste paramétrico practicado en este trabajo consiste en buscar los
parametros Optimos del modelo, representado por la Ec. (12). Esta busqueda se
reduce a un problema de minimizacion u optimizacion, que en general puede ser
en muchas dimensiones, los parametros Optimos se encuentran utilizando el
método de Newton-Raphson donde la matriz jacobiana es invertida por medio
de su descomposicion en valores singulares, ademas se calcula la desviacion

estandar de los parametros ajustados de acuerdo a lo mostrado en la seccion 3.5.
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CAPITULO 4
SIMULACION

En ésta seccion se presenta una simulacion de las particulas adsorbidas en
el vidrio. Se describe como se simulan las curvas de la reflectancia en base con
el modelo teodrico a partir de los datos experimentales. Se hace el ajuste de los
pardmetros mostrando los perfiles simulados y los aproximados, alrededor del
angulo critico como alrededor del angulo de Brewster. Finalmente, se describe

la sensibilidad del ajuste a partir de contornos de la funcion .

4.1 Simulacion de la adsorcion de particulas.

El problema oOptico que se estd tomando para el realizar el ajuste de
parametros con los datos experimentales, consiste en el estudio de la formacion
de una pelicula de particulas de latex que se adhieren a una superficie de vidrio.
Estas particulas se van adsorbiendo a la pared plana de una lente semicilindirca
de vidrio. En la referencia [2] se describe el trabajo experimental donde se
puede obtiene informacion, por medio de las curvas de la reflectancia, de la
fraccion de cubierta de las particulas, el tamafio de las mismas y su indice de
refraccion. Estas particulas estan suspendidas en agua y se van adhiriendo en
determinados tiempos dependiendo de la concentracion de las particulas en la
suspension y del tamafio de las mismas. En la referencia [2] se menciona que
uno de los parametros indispensable para el ajuste de datos es precisamente la
fraccion de llenado o recubrimiento. Experimentalmente, este dato se obtiene

con imagenes por microscopia Optica, pero debido a que el tamafio de las
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particulas es del orden de algunos cientos de nanOmetros, se presentan
problemas de difraccion de luz que tienen como consecuencia una precaria
estimacion de esta fraccion. Mas adelante, en el capitulo 5, se describira el

arreglo experimental utilizado en la Ref. [2].

Para dar una idea del problema que se esta abordando, se realiza una
simulacién de la adsorcién de particulas, tomando en cuenta los casos que se
veran en la seccion 4.4 y 5.2, ademas de que se pueden comparar con las

imagenes mostradas también en la seccion 5.2.

El programa mostrado en la figura 12, 13 y 14 dibuja a las particulas de
manera aleatoria con la condicion de que no se intersequen, de acuerdo al radio

y la fraccion de recubrimiento dado por el usuario.

-

B3 Simulacion de Adsorcién de Particulas E]@

(4
o
3 * 8 % Fraccidn de Recubrimento

137 nm Radio de particula

et
L AT

Figura 12. Simulacién de particulas adsorbidas hecha en Microsoft Visual Basic®, para el

caso en que el porcentaje de la fraccion de recubrimiento es 8% y el radio de la particula

137nm.
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B3 Simulacion de Adsorcion de Particulas g@

3 %Fracoidn de Recubnmenta

286 nmR adio de particula

Figura 13. Simulacion, para el caso de a = 256nmy & = 3%.

B3 Simulacion de Adsorcidn de Particulas g@ﬁ

1.6 #Fraccidn de Recubrimento

34 nmR adio de particula

Figura 14. Simulacion, para el caso de a = 344nmy © = 1.6%.
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4.2 Simulacion del error.

A fin de validar el método de ajuste se procede a hacer una prueba con
datos simulados, a partir de ruido generado por una subrutina que agrega un
error estadistico de origen Gaussiano [9]. De tal manera que la reflectancia

simulada Ry, esta dada por

R, (0.,x)=(+s g(x)R, (), (46)

donde R, es la reflectancia teorica, dada por la Ec. (12), g(x) es una funcioén
Gaussiana con x una variable aleatoria. En la simulacion de este trabajo se uso
una desviacion de distribucion Gaussiana con media cero y varianza unitaria
[9]. La distribucion de Gauss se utiliza para interpretar muchos tipos de
mediciones fisicas, en parte debido a que las circunstancias mecénicas de
muchas mediciones fisicas guardan estrecha correspondencia con los
fundamentos teoricos de la distribucion Gaussiana, y en parte porque la
experiencia demuestra que la estadistica Gaussiana si proporciona una
descripcion razonablemente exacta de muchos sucesos reales. Solo para otro
tipo comin de mediciones fisicas es mdas apropiada otra distribucion: al
observar fendmenos como la desintegracion radiactiva debemos emplear la
distribucion conocida como distribuciéon de Poisson, pero, aun en casos como
¢éste, la diferencia con la estadistica de Gauss resulta significativa sélo en
niveles de muy bajas ocurrencias. Sin embargo, debemos recordar que, a menos
que efectivamente comprobemos que nuestras mediciones corresponden a una
distribucion de Gauss, estamos dando por hecho que la estadistica Gaussiana es
aplicable y que por tanto, debemos mantenernos alerta frente a cualquier

evidencia que invalide esta hipotesis. Aun cuando, para utilizarla con provecho,

Francisco Alarcon Oseguera 40



Universidad Michoacana de San Nicolas de Hidalgo

no hace falta saber mucho sobre los origenes de la distribucion de Gauss, es
interesante saber por qué su deduccion le confiere especial importancia para
muchas mediciones fisicas. La distribucion de Gauss puede deducirse a partir de
la hipotesis de que la desviacion total de una cantidad medida x, respecto de un
valor central X, es la resultante de una gran cantidad de pequeias fluctuaciones
que ocurren al azar. Para construir un modelo sencillo de esta situacion,
supongamos que hay m de esas contribuciones a la desviacion total, cada una de
igual magnitud a, y con la misma probabilidad de ser positiva o negativa. Si
repetimos el proceso de medicion muchas veces, obtendremos un conjunto de
valores que van de X+ma, para observaciones en las que todas las fluctuaciones
resultan positivas simultdneamente, a X-ma, si todas ocurren en sentido
negativo. Para una suma aleatoria como ésta, de cantidades positivas y
negativas (como en la “caminata al azar”), puede demostrarse que la suma mas
probable es cero, lo que significa que los valores mas comunes de x estén en la
vecindad de X. Por tanto, la curva de distribucion tiene un valor maximo hacia
la mitad, es simétrica y decae suavemente a cero en x=X+ma y x=X-ma. Si este
concepto se lleva al caso limite en el que el nimero infinito de desviaciones
infinitesimales contribuyen a la desviacion total, la curva tiene la forma que se
muestra en la Fig. 15. Considerando a la curva exclusivamente desde el punto

de vista matematico por ahora, su ecuacion puede expresarse como

y= Ce—hz(x—X)z
aqui C es una medida de la altura de la curva, ya que y=C para x=X, en el centro
de la distribucion. La curva es simétrica alrededor de x=X y tiende a cero
asintdticamente. Es obvio que la cantidad /4 determina la amplitud de la curva,
ya que solo es un multiplicador en la escala de x. La cantidad # debe estar
relacionada con la desviacion estandar ¢ de la distribucion y se puede demostrar

que la relacién en cuestion es
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Ahora que tenemos una ecuacion definida para la distribucion, tenemos
valores definidos, unicos y permanentes. Por ejemplo, el area incluida dentro
del intervalo X + ¢ para una distribucion Gaussiana es de 68% y dentro del
intervalo X + 20 es de 95% e igual ocurre para fodas las distribuciones
Gaussianas. Es muy conveniente contar con valores definidos como éstos,
porque podemos afirmar sin lugar a dudas que cualquier valor particular en un
conjunto Gaussiano tiene probabilidad del 68% de estar incluido en el intervalo
X £ o'y una probabilidad del 95% de caer dentro de X + 20 [14]. En el apéndice
B se encontrard una explicaciéon mas detallada del por qué las probabilidades

valen 68% y 95%.

—— h grande, ¢ pequefia.
,,,,,,,,,,, h pequefa, ¢ grande.
,,,,,,,,, c=1

Frecuencia

Figura 15. La curva de distribucion Gaussiana.

Volviendo a la Ec. (46), en este caso s es un parametro que estd

relacionado con la varianza de los datos simulados; de la forma:
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o’ =(sR,(0)), @7)

Para demostrar la Ec. (47), partiendo de la Ec. (46), en un angulo fijo, se
tiene que
Rsim ('x) B Rth

X) = 48
g(x) R (48)

Por definicién de varianza,

0

o = [ et =(g*(+) @

—00

pero la varianza que nos interesa es,

ol = <(Rsim (x) -R, )2> , (50)

2
=(g’ (x)) (51)
SR, ( )
como el denominador del lado izquierdo de la Ec. (51) es independiente al
argumento estadistico, éste se puede sacar de los corchetes, ahora, utilizando la
Ec. (49) del lado derecho de la Ec. (51) y la (50) para el lado izquierdo, se tiene

que,

=0 (52)
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Finalmente, resolviendo para 7 y ya que ¢° = 1, por ser la varianza de la

distribucion gaussiana, se tiene la Ec. (47), q.e.d.

4.3 Analisis de datos simulados para el ajuste de parametros

(n,,0).

Para el ajuste de los parametros del modelo es necesario tener datos de la
intensidad reflejada a diferentes dngulos de reflexion, aplicando la definicion de

»’ mostrada en la Ec. (21) a estas intensidades, se tiene que:

Qi’nm’®) ’

aprox (

< Rsim(ei)_R
2

i=1 oF

1

< |-

x (53)

donde Ry;,(0;) esta dada por la Ec. (46), recordando la definicion de los grados
de libertad, v en este caso es igual a N — 2, g; esta definida por la Ec. (47),
Rprox(0:,1n,,0) es el valor de la reflectancia, dado por el modelo, con el par de
parametros aproximados (n,,®) donde n,, es el indice de refraccion del medio
que rodea a las particulas y @ la fraccion de recubrimiento. Es aconsejable que
N sea grande para hacer valida la teoria estadistica [4]. Recuérdese también que

dentro de esta técnica, un y° = I significa un buen ajuste.

Para el analisis de datos simulados, tomamos como ejemplo particulas con
un radio de 137 nm, sumergidas en agua (n,=1.331) que forman una monocapa

adsorbida a una pared de vidrio cuyo indice de refraccion es n,= 1.59.
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En este primer analisis trataremos de recuperar la fraccion de

recubrimiento, la cual se define de antemano como (® = 8%). De la misma
manera recuperaremos de nuestro andlisis el indice de refraccion del agua. La

figura 16 muestra como a partir de una primera aproximacion el programa

encuentra los parametros que se ajustan a los datos.

1.0 - B T
, ! |
i } I’
! i
0.8 ] !
. ! '
-~ : ! i 1- - 2’=6.2103e+6
< ! )
5 0.6 | 1 0=0.07, nm:1.2
~ 1
o | ,' ! 4-—--4°=393918.8
e ! ©=0.0683, n_=1.2608
8 044 i 2 "
o O I F----4'=9043.342
= | ©=0.0665, n_=1.3117
o +=1.21825
0.2 ©=0.0805, n_=1.3309
] G(_):i8.75€-5, o, =+3.58e-€
& Perfil de Simulacion
0.0 ©=0.08, n_=1.331
I T I T I T I T I !

45 50 55 60 65
Angulo de Incidencia (grados)

Figura 16. Ajuste paramétrico de una funcion simulada (0) y sus progresivas aproximaciones.

La figura anterior muestra los perfiles de reflectancia que se producen al
momento de buscar los pardmetros deseados. El perfil punteado es el producido
a partir de una primera aproximacion dada por el usuario, el perfil de guiones y
puntos se trata de la reflectancia en un paso intermedio al momento de estar
buscando el perfil con y* 6ptima, el de guiones es un perfil mas cercano a la
simulacidn, pero no lo suficiente para ser el Optimo, la linea so6lida es el que
contiene los parametros optimos que encuentra el programa y los circulos son

los datos dados por la simulacion. También se muestran las desviaciones

45
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estandar de los parametros, esto es, la precision con la que el método calcula los

parametros, reacuérdese también que x* es un valor de la bondad del ajuste.

Como se observa en la figura 16, la diferencia entre los distintos perfiles es
mas notoria alrededor del dngulo critico, si el programa se encuentra en angulos
bajos, como es el caso angulos alrededor del dngulo de Brewster, los perfiles

serian como los de la Fig. 17.

00129 ... ¥’=1.111675e+8
] ©=0.07,n =1.2
00104 —-—-—- 4°=334333.2 . i
] ©=.06934, n_=1.2799 /
00084 +’=7888.752 i
3 | ©=0.0692, n_=1.3102 /
=) 0,005 7°=1.2542 /
s T ©=0.0802, n_=1.3309 !
= 1 c,=t2.79¢-6, o, =t1.67e-7 ;
‘g 0,004 - <& Perfil de Simulacion !
T | .. ©=0.08,n =1.331 /
[0 d /
0,002 o
0,000
LA L I R N B R B B B I B B R B B R

Angulo de Incidencia (grados)
Figura 17. Mismo caso de la reflectancia que los de la Figura 16, pero evaluados en angulos
alrededor del angulo de Brewster. Notese que alrededor del angulo de Brewster no existe una

gran diferencia entre las reflectancias.

De la figura 17 se puede implicar que a pesar de no ser tan notoria la
diferencia entre los perfiles alrededor del angulo de Brewster, el programa
ajusta los pardmetros de manera precisa; siempre y cuando se tome un rango
amplio alrededor de éste angulo. La calidad del ajuste puede verse de nuevo en
los valores de y° y en las desviaciones estindar que en éste caso son mas

pequetias que en el caso cercano al d&ngulo critico.

Francisco Alarcon Oseguera 46



Universidad Michoacana de San Nicolas de Hidalgo

Indice de Refraccion [U.A.]

6.0 6.5 7.0 75 8.0 8.5 9.0 9.5 10.

Fraccion de Recubrimiento [%]
. 2 ,
Figura 18. Contornos de y°, como se define en la Ec. (53) los parametros que corresponden al

mejor ajuste estan en el intervalo del 1.29 hasta 1.33 para el indice de refraccion.

4.4 Analisis de datos simulados para el ajuste de parametros
(2,0).

Para el ajuste del par de pardmetros (a,®) con a como el radio de particula
y @ la fraccidn de recubrimiento se procede de manera similar a la seccion 4.3,

pero ahora y° es de la forma

1 a Rsim(ei)_Ra rox(gi’a’@)) ’
7= ;Z GP , (54)
i=1 j

1

donde Ry;,(0;) esta dada por la Ec. (46), v sigue siendo lo mismo que en la Ec.
(53) igual a N — 2, lo mismo que la desviacion estandar o; definida por la Ec.

(47), pero ahora R,,,.(0;,a,0) es el valor de la reflectancia, dado por el modelo,
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con el par de parametros aproximados (a,®) donde a es el radio de la particula y

@ la fraccidn de recubrimiento.

Para el andlisis de datos simulados, tomamos como ejemplo los casos
experimentados en la referencia [2], primero, particulas con un radio de 137 nm,
sumergidas en agua (n,=1.331) que forman una monocapa adsorbida a una

pared de vidrio cuyo indice de refraccion es n,= 1.59.

En este primer andlisis trataremos de recuperar el valor del radio de la
particula y la fraccion de recubrimiento. El procedimiento y los algoritmos son
los mismos que los de la seccion 4.3. De la misma manera se presenta una
simulacién de dichas particulas adsorbidas en el vidrio, con los valores de los

parametros recuperados.

1.0 =
{ 7°=500.42
©=0.05, a=100 nm
0.8 )
————— %’=8052.75

. g ©=0.1237, a=120 nm
< 2=
< 06- (=112
= ©=0.0807, a=135.1 nm
3 1 c,=+2.55€-6, c,=+3.61e-3
8 o4 ¢ Perfil de Simulacién
Q ©=0.08, a=137 nm
© 4
o

0.2

0.0 —

T T T T T T T 1

45 50 55 60 65
Angulo de Incidencia (Grados)

Figura 19. Perfiles de reflectancia que se producen al momento de buscar los parametros
deseados. La linea solida es el que contiene los parametros optimos que encuentra el

programa y los rombos son los datos dados por la simulacion.
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Al igual que en la seccion 4.3, la diferencia entre los distintos perfiles es
mas notoria alrededor del &ngulo critico, si el programa se encuentra en angulos
bajos los perfiles serian como los mostrados en la Fig. 20. Ademas, se encontrd
que para angulos cercanos al angulo de Brewster la primera aproximacion debe
estar mas cercana a los parametros reales, si queremos que y’ converja a un

minimo. El caso para parametros lejos de los reales se muestra en la Fig. 21.

00074 oo 1°=492.31
. ®=0.05, a=150 nm !
0006  ---- +’=864.99 i
1 ©=0.0895, a=134.04 nm i
0.005 - v’=1.18 /,'
~ 1 ©=0.0799, a=136.77 nm 7
< 0004- o,=7.63e-7, o =*1.04e-4
TU’ - ¢ Perfil de Simulacion
S 0.003 1 ©=0.08, a=137 nm
g i
2 0.002 -
¢ ]
0.001 -}
0.000 -}
-0.001 , . . - . - T -

30 35 40 45 50
Angulo de Incidencia (grados)

Figura 20. Mismo caso de la reflectancia que los de la Figura 19, pero evaluados en angulos

alrededor del angulo de Brewster. Notese que la primera aproximacion no es la misma que la

de la Figura 19.

Para el caso de la figura 20 a diferencia del caso de la figura 17, aqui el
programa no ajusta los pardmetros de manera precisa; a menos que estemos
muy cercanos a su valor real, como se muestra en la figura 19 y 20 en las cuales
se ve claramente, como el programa recupera valores muy cercanos a los

parametros de la simulacion.
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0.007 R
| BERRREE % =1629.65
©=0.05, a=100 nm <
0.006 |
1 ----4’=465.41 N
0.005 - 0=0.09, a=80.6 nm !
|l o,=t3.44e7, o,=#1.25¢-3 !
- 2 ol
< 0.0044 ) ] » I
2 | ¢ Perfil de Simulacion ol
© ©=0.08, a=137 nm A
2  0.003 i
< a
g ) 1
Qo o
% 0.002 . 9,/.'
o S - .
1T e 7
0.001 Oa P
002, "
i %,% &
0.000 - <>%><><>~<><><><><>‘>’<>
T T T T T T T T T
30 35 40 45 50

Angulo de Incidencia (grados)

Figura 21. Mismo caso de la reflectancia que los de la Figura 19, pero evaluados en angulos

alrededor del angulo de Brewster. Notese que la primera aproximacion es la misma que la de

la Figura 19, sin embargo, el programa no converge al perfil de simulacion.

Radio de la Particula [nm]

2 4 6 8 10 12 14
Fraccién de Recubrimiento [%)]

Figura 22. Contornos de y’, como se define en la ec. (54) los parametros que corresponden al

mejor ajuste estan en el radio de 137 nm y fraccion de cubierta igual a 8%, tal como lo logra

el método.
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Para tener clara la sensibilidad del anélisis con el parametro del radio de la

particula, veamos el caso en que el radio sea de 256nm y la fraccion de 3% se

tienen los siguientes perfiles.

1.0

0.6

Reflectancia (U.A.)

+’=1203768

©=0.05, a=200 nm
1’=216606.6

©=0.0364, a=233.8 nm
v’=1.377

©=0.02995, a=255.94 nm
c,=*1.29e-6, o =+2.76e-4

< Perfil de Simulacion
0=0.03, a=256 nm

I I
56 58 60
Angulo de Incidencia (grados)

62

Figura 23. El perfil punteado es el producido a partir de una primera aproximacion dada por

el usuario, el perfil de guiones y puntos se trata de la reflectancia en un paso intermedio al

momento de estar buscando el perfil con y° éptima, la linea sélida es el que contiene los

parametros optimos que encuentra el programa.

Cabe destacar, que los perfiles mostrados no muestran gran diferencia entre

ellos, a pesar de que sus parametros no son los mismos.
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0,007
0.006 1 x°=1284018
' ©=0.05, a=200 nm :
1 *=217706.6 i
0,005 ©=0.03, a=221.6 nm i
1 ——%=1.3228 i

©=0.02997, a=255.94 nm i
T c,=*3.68e-7, 5 _=+1.08e-5
< Perfil de Simulacién
1 ©=0.03, a=256 nm

Reflectancia (U.A.)
o
[=
o
w
|

30 35 40 45 50
Angulo de Incidencia (grados)

Figura 24. Mismo caso de la reflectancia que los de la Figura 23, pero evaluados en angulos
alrededor del angulo de Brewster. Notese que a diferencia de la Fig. 23, aqui se nota mas la

diferencia entre los perfiles, pero, después del angulo de Brewster.

Con los contornos de y° se puede ver mas claramente la sensibilidad del
analisis.

Radio de la Particula [nm]

1.0 15 2.0 25 3.0 35 4.0 4.5 5.

Fraccién de recubrimiento [%6]
Figura 25. Contornos de x’, como se define en la ec. (54) los pardmetros que corresponden al
mejor ajuste estan en el radio de 256 nm y fraccion de cubierta igual a 3%, tal como lo logra

el método, a pesar de que el contorno de la primera aproximacion es muy grande.
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Para el caso en que el radio sea de 344nm y la fraccion de 1.6% se tienen

los siguientes perfiles.

1.0
-------- 2°=41.39
1 ©=0.02, a=300 nm
0.8 1’=1.17578

©=0.0157, a=345.19 nm

~ 6,=+1.12¢-6, 5, =+7.70e-4
S o6l  © Perfide Simulacion
\c-s’ ©=0.016, a=344 nm
s |
c
8 044
[&]
i
2
o 0.2
0.0

T T T T T T T T T T T T T
57 58 59 60 61 62 63
Angulo de Incidencia (grados)

Figura 26. El perfil punteado es el producido a partir de una primera aproximacion dada por
el usuario, la linea solida es el que contiene los parametros optimos que encuentra el
programa y los rombos son los datos dados por la simulacion. Cabe destacar, que para este

tamaiio de particula, la primera aproximacion debe de estar aun mds cerca de los parametros

reales.

0.016

0.014 4
4 %’=101.93

0.012 ©=0.02, a=300 nm
1 x*=1.35

0.010 H ©®=0.0157, a=345.07 nm
1 G®:i2.168-6, ca:il.07e-3

0.008 < Perfil de Simulacion

1 ©=0.016, a=344 nm

Reflectancia (U.A.)
o
o
o
[}
1

30 35 40 45 50
Angulo de Incidencia (grados)

Figura 27. Mismo caso de la reflectancia que los de la Figura 26, pero evaluados en angulos
alrededor del angulo de Brewster. Notese que para este caso no existe una diferencia notable

en el ajuste de los parametros con los de los perfiles cercanos al angulo critico.
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Radio de la Particula [nm]

0.5 1.0 15 2.0 25 3.0 3.5 4.

Fraccion de Recubrimiento [%)]
Figura 28. Contornos de x’, como se define en la ec. (54) los pardmetros que corresponden al
mejor ajuste estan alrededor del radio de 350 nm y fraccion de cubierta alrededor del 2%, tal

como lo logra el método.

En todos los casos anteriores se puede observar que las desviaciones
estindar son muy pequefias, esto quiere decir que la precision con la que el

método encuentra los pardmetros es muy alta.

Conclusiones

Con las simulaciones numéricas presentadas aqui nos damos cuenta que el
fenomeno de reflexion es muy sensible a los parametros del fendmeno: la
fraccion de recubrimiento, el tamafio e indice de refraccion de las particulas,
también se pudo observar que el cambio del indice de refraccion es muy
sensible en los perfiles de reflectancia a diferencia de la fraccion de
recubrimiento, otro aspecto importante en este capitulo de simulacion es el
hecho de que se puede estudiar la reflectancia cerca del angulo de Brewster y de

esta manera encontrar otros limites del modelo, en contraste con la parte
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experimental que resulta muy dificil medir la intensidad de la luz reflejada en

esos angulos.
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CAPITULO 5
ANALISIS DE DATOS EXPERIMENTALES

En éste capitulo se utiliza el método de andlisis para encontrar los
pardmetros Optimos del indice de refraccion del medio, fraccion de
recubrimiento y el tamafio de particula, usando los datos experimentales. Los
datos experimentales son proporcionados por los experimentos de reflectometria

laser cerca del angulo critico.

5.1 Analisis de datos para el ajuste de parametros (n,,,).

Para probar el método de andlisis con un experimento se realizaron
medidas de reflectancia con particulas de 185 nm de radio alrededor del angulo
critico. Este experimento se hace a partir de la técnica de reflectometria laser

cerca del angulo critico [2].

La muestra consistié en una suspension de particulas en agua con tamafio
definido. La suspension fue depositada en la celda que contiene a la lente
semicilindrica. El proceso de la adsorcion se realizaba por medio de fuerzas
estaticas entre las particulas y la pared de vidrio de la lente. El arreglo

experimental que se utilizé para encontrar los datos, se muestra en la figura 29.
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. Prisma  FD1
Laser He-Ne Polarizador divisor /‘
-{-\

Celda de teflén

Piezoeléctrico
¥ espeio

Motor de pasos

Figura 29. a) Arreglo experimental: Laser Helio-Neon (632.8nm), polarizador, prisma divisor
de haz, fotodetector 1 (FDI), piezoeléctrico y espejo, contenedor cilindrico, lente

semicilindrica, fotodetector 2 (PD2), motor de pasos. (b) Fotografia del arreglo experimental.

Una fotografia obtenida por microscopia Optica de las particulas
adsorbidas sobre la superficie es mostrada en la figura 30. En la figura 31 se

muestra el perfil de reflectancia y el ajuste practicado.

Figura 30. Imagen por microscopia optica de las particulas de 185 nm de radio

adsorbidas en el vidrio. La imagen es de 35885.17nm x 26794.26nm.
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Reflectancia (U.A.)

10
0,9 .
0,8 —-
0,7 —-
0,6 —-
0,5 .
0,4—-
0,3 —-
02

0,1

--------- 1°=15328.47

©=0.085, n_=1.29
———4°=945.11
©=0.0849, n_=1.3156
v’=4.73

©=0.084, n_=1.3315
c,=t1.18e-5, 5 =14.87e-7
@ Perfil Experimental.

0,0
57

—+ 1 T T T T ' T T T T T T T T 1
58 59 60 61 62 63 64 65 66

Angulo de incidencia (grados)

Figura 31. Perfiles de la reflectancia aproximandose a un perfil experimental.

En la figura 31 el perfil punteado es el producido a partir de una primera

aproximacion dada por el usuario, perfil de guiones y puntos es el dado por el

2 . : :
programa en con una valor de y” alto, el de la linea continua es el que contiene

los pardmetros Optimos que encuentra el programa y los circulos negros son los

datos experimentales. Se puede observar que son mas notorias las diferencias

r 7 . .y . 2
entre perfiles cerca del angulo critico, otra situacion importante es que para y* =

4.73 se encuentra el perfil que mas ajusta con el experimental. La bondad del

ajuste esta dado por el valor de y°, el cual est4 cerca de uno, indicandonos que el

ajuste es adecuado, otro parametro de la calidad del ajuste son las desviaciones

de los parametros calculados, ambos nos proporcionan la precision con la que se

han encontrado dichos parametros.
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Indice de Refraccion [U.A.]

Fraccién de Recubrimiento [%]

Figura 32. Contornos de y’, los pardmetros que corresponden al mejor ajuste estin en el

intervalo del 6 al 8% y entre 1.3 para el indice de refraccion.

., , . 2 .
En la figura 32 se muestran los contornos de la funciéon mérito y° variando
los parametros del modelo (n,,,®), los contornos de color blanco corresponden a
~ 2 . 4
un valor mas pequefio de y° y en consecuencia se trata de los parametros que

mas se ajustan al modelo.

5.2 Analisis de datos para el ajuste de parametros (a,0).

Para comprobar el método de ajuste del par de parametros (a,0). Se
realizaron los experimentos de la Ref. [2] y simulados en el Seccion 4.4. Para
cada tamafio de particula, se muestra su fotografia por microscopia dptica y su

perfil de la reflectancia, con su respectivo ajuste practicado.
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Figura 33. Imagen por microscopia dptica de las particulas de 137nm de radio adsorbidas en
el vidrio, enseguida de que se realizo el experimento. El tamario de la imagen es de

31626.8nm por 21052.6nm.

1.0
0.8
;'::\ .
206 s
L 1°=14.278
= 4 ©®=0.065, a=150 nm
I3 04 1°=8.38
5 ©=0.0802, a=136.43 nm
o i o, ~t6.41e-5, 5 =+8.52e-2
<& Datos Experimentales
0.2 ®=0.08, a=137 nm
0.0 +———7—7——7— —— — T

T T
57 58 59 60 61 62 63 64 65 66
Angulo de Incidencia (Grados)

Figura 34. Perfiles de la reflectancia aproximdndose al perfil experimental.

En la figura 34 el perfil punteado es el producido a partir de una primera

aproximacion dada por el usuario, el de la linea continua es el que contiene los
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parametros Optimos que encuentra el programa y los rombos blancos son los

datos experimentales.

250

n
(=]
=]

Radio de la Particula [nm]
=
3

100

Fraccion de Racubrimiento [%]

Figura 35. Contornos de y’. Obsérvese que existen al menos cuatro sitos donde y* es muy

cercana a uno.

En la fig. 35, al observar los contornos de %> puede darse cuenta que se
dificulta encontrar los pardmetros reales, ya que existen sitios donde también y’
es aproximadamente uno, entonces se necesita dar una primera aproximacion
cercana a los parametros reales, con la figura anterior se muestra la ventaja de
utilizar estos contornos para darnos una idea cualitativa de la sensibilidad de los

parametros encontrados.
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Figura 36. Imagen microscopica de las particulas de 256nm de radio adsorbidas en el vidrio,
enseguida de que se realizo el experimento. El tamaiio de la imagen es de 31626.8nm por

21052.6nm.

1.0+ <>

0.8
<
2 06
© :
= 1°=35.26
‘g 04 ©=0.02, a=300 nm
5 7°=5.32
@

©=0.0275, a=299.518 nm
/. c,=19.3le-7, o =+4.20e-4
0.2 < Datos Experimentales
©=0.03, a=256 nm

w4+—r—-—r—r——r—+————r—rr7
57 58 59 60 61 62 63 64 65 66
Angulo de Incidencia (Grados)

Figura 37. Perfiles de la reflectancia aproximdandose a un perfil experimental.
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En la fig. 36 se muestra una fotografia por microscopia optica la cual
muestra la pelicula adsorbida vista de frente, usada para el experimento de la

figura 37.

En la figura 37 el perfil punteado es el producido a partir de una primera
aproximacion dada por el usuario, el de la linea continua es el que contiene los
parametros Optimos que encuentra el programa y los rombos blancos son los

datos experimentales.

Radio de la Particula [nm]

1 2 3 4 5 6 7

Fraccion de Recubrimiento [%]
. 2 e . . ,
Figura 38. Contornos de y°. Los parametros que corresponden al mejor ajuste estan alrededor

del radio de 256nm y fraccion de cubierta alrededor del 3%, tal como lo logra el método.
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Figura 39. Imagen microscopica de las particulas de 344nm de radio adsorbidas en el vidrio,
enseguida de que se realizo el experimento. El tamaiio de la imagen es de 31626.8nm por

21052.6nm.

Para el caso de las particulas de 344nm (Fig. 39) no existe perfil
aproximado, ya que su tamafio es demasiado grande para acoplarse a la teoria de
Rayleigh — Gans, por otro lado, el rango de angulos tomado es muy corto,
debilitando el método de Newton — Raphson, por lo especificado en el capitulo

3.

Conclusiones

Por los ajustes hechos a los datos experimentales, se puede concluir que la
combinacion del modelo de esparcimiento coherente con la teoria de R-G, dan
un buen ajuste a particulas que no sean tan grandes (menores que 340nm de
radio), ademas que resultd ser un método muy confiable para determinar la
fraccion de recubrimiento, el indice de refraccion del medio que rodean a las
particulas y el radio de la particula ademas, los contornos de y* nos dan una idea

cualitativa de la sensibilidad del ajuste de los pardmetros y los valores de gy, g,
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y 0, la idea cuantitativa. x* cercana a uno nos dice que tan bueno es el ajuste y
las o* que tan buenos son los parametros del ajuste, dependiendo de los datos y
del modelo, para el trabajo presentado anteriormente se encontrd que siempre

son buenos a excepcion del caso cuando las particulas son muy grandes.
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CAPITULO 6
CONCLUSIONES

En este trabajo se dio una explicacion acerca del esparcimiento y en
particular del esparcimiento de la luz incidente producida por las particulas de
latex adsorbidas en la superficie de vidrio, a partir de un modelo en donde
utilizamos la aproximacion de Rayleigh-Gans que describe el fendbmeno y una

introduccion a la teoria de Mie.

El ajuste paramétrico practicado en este trabajo consiste en buscar los
parametros Optimos del modelo, representado por la Ec. (12). Esta busqueda se
reduce a un problema de minimizacidén u optimizacidn, que en general puede ser
en muchas dimensiones. Los parametros Optimos se encuentran utilizando el
método de Newton-Raphson donde la matriz jacobiana es invertida por medio
de su descomposicién en valores singulares, ademds se calcula la desviacion

estandar de los parametros ajustados de acuerdo a lo mostrado en la seccion 3.5.

En el capitulo 4 se presenta una simulaciéon que ayuda a tener una mejor
idea de la adsorcion de particulas en el vidrio y su estrecha relacion con los
parametros de fraccion de recubrimiento y tamafio de particula, y en donde se
puede observar que el cambio al indice de refraccion es muy sensible en los
perfiles de reflectancia a diferencia de la fraccion de recubrimiento, otro aspecto
importante en este capitulo de simulacion es el hecho de que se puede estudiar
la reflectancia cerca del angulo de Brewster y de esta manera encontrar otros
limites del modelo, en contraste con la parte experimental que resulta muy

dificil medir la intensidad de la luz reflejada en esos angulos.
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Por los ajustes hechos a los datos experimentales, se puede concluir que la
combinacion del modelo de esparcimiento coherente con la teoria de R-G, dan
un buen ajuste a particulas que no sean tan grandes, ademas que resultd ser un
método muy confiable para determinar la fraccion de recubrimiento, el indice de
refraccion del medio que rodean a las particulas y el radio de la particula.
Ademés, los contornos de x> nos dan una idea cualitativa de la sensibilidad del
ajuste de los parametros y los valores de g, 0., Y 7, €l grado de precision de los

parametros ajustados.

Por la construccion que tiene el programa, este puede tener mas
aplicaciones, como puede ser el desarrollo de la teoria de Mie para particulas
grandes y de alto contraste con el medio, o aplicaciones en el area de
biosensores tratando de calcular la capacidad de adsorcion de ciertas proteinas
en una multicapa de polielectrolitos [15]. Se puede calcular las curvas de la
reflectancia con otros pardmetros como una longitud de onda diferente, de esta
forma se explora el area del infrarrojo o el ultravioleta para multiples

aplicaciones.
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APENDICE A
MATRIZ DE AMPLITUD DE ESPARCIMIENTO

Considere una particula arbitraria que es iluminada por una onda plana,
como se muestra en la Fig. Al. La direccion de propagacion de la luz incidente
define al eje z. Cualquier punto en la particula puede ser escogido como el
origen O de un sistema coordenado rectangular cartesiano (x, y, z). Los vectores
base ortonormales é,, é,, &, estan en las direcciones positivas de los ejes x, y y z.
La direccion de esparcimiento é, y la direccion de propagacion €, definen un
plano llamado el plano de esparcimiento, que es analogo al plano de incidencia

en problemas de reflexion en una interfase.

[ BB
e ;
AT ' Plano de
1 espacimiento
Particula : .
\ H LeV y
] L
&, -
¢ ~

Haz Incidente

Figura Al. Esparcimiento por una particula arbitraria.

Francisco Alarcon Oseguera 68



Universidad Michoacana de San Nicolas de Hidalgo

El plano de esparcimiento es determinado Unicamente por el angulo
azimutal ¢ excepto cuando é, es paralelo al eje z. En esos dos casos (é, = + é,)
cualquier plano que contenga al eje z es un plano de esparcimiento adecuado. Es
conveniente r calcular el campo eléctrico E;, que se encuentra en el plano xy, en

sus componentes paralela (£;) perpendicular (E1;) al plano de esparcimiento:

E = (Eonéui +E, €, )eXp(ikZ —iot)=E8, +E £,

donde k = 2zN,/A es el nimero de onda en el medio que rodea a la particula, N,
es el indice de refraccion y 4 es la longitud de onda de la luz incidente en el
vacio. Los vectores ortonormales base é|; y é1;, donde

€, =sen¢e, —cos¢e,, €, 6 =cosdé +sen¢é,

forman un triada derecha con é.:

€% elli =€,
también se tiene
e, =-€,, €,=sen0e, +cos0,,

donde é, é, é, son los vectores ortonormales base asociados con el sistema de
coordenadas polares (7, 6, ¢). Si los componentes x e y del campo incidente son

denotados por E,; y E,;, entonces

yis

E,

E , =sen@kE —cosQL .

; =COSQE  +sen@k

yi?
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A distancias suficientemente grandes del origen (k» » 1), el campo
eléctrico E; es aproximadamente transversal (é-E, = () es decir, es

perpendicular a la direccion de esparcimiento y tiene una forma asintética [13]

ikr
e
E ~

N

A kr>>1,

donde é-4 = 0. Entonces, el campo esparcido en la region lejana puede se
escrito como

Es = Ellsells + EJ_seJ_s ,

con

8 =8, &, =-8, 6 x& =6

lls

El vector é|, es paralelo y éi; es perpendicular al plano de esparcimiento.
Notese que E; y E; son especificamente relacionados con bases diferentes.
Debido a la linealidad de las condiciones de frontera la amplitud del campo
esparcido por una particula arbitraria es una funcion lineal de la amplitud del
campo incidente. La relacion entre los campos incidente y esparcido es

convenientemente escrita en forma matricial

E*”S _ez’k(r—z) S2 S3 E’||i
Ey, B —tkr \S, S )\E. )’

donde los elementos S; (j = 1,2,3,4) de la matriz de amplitudes de esparcimiento

depende, en general, de 6 el angulo de esparcimiento y el angulo azimutal .
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APENDICE B
AREAS BAJO LA CURVA DE DISTRIBUCION
GAUSSIANA

La probabilidad de que un error caiga entre x y x + dx €s

1
V2no

por lo tanto, la probabilidad de que un error esté entre O y x es

-x2/2
e’ de,

J.x 1 e—xz IZde |
° J2no

aunque esta integral se puede evaluar facilmente para limites infinitos, no es tan
sencilla para limites fijos como se requiere ahora. Se utilizan métodos

numeéricos de integracion, con los resultados que se dan en la tabla B1.

x/o Probabilidad de que el error esté entre o y x
0 0
0,1 0,04
0,2 0,08
0,3 0,12
0,4 0,16
0,5 0,19
0,6 0,23
0,7 0,26
0,8 0,29
0,9 0,32
1,0 0,34
1,1 0,36
12 0,38
1,3 0,40
1,4 0,42
15 0,43
1,6 0,45
1,7 0,46
1,8 0,46
1,9 0,47
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2,0 0,48
2,5 0,49
3,0 0,499

Tabla B. Tabla de valores para la distribucion de Gauss.

Si se requiere la probabilidad de que un error esté entre +x/o, ese valor
debe por supuesto duplicarse. Por ejemplo, el dato para x/oc = 1 es 0.34, lo que

da la cifra de 68% que es justamente el area que se encuentra entre X + o.
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