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Capitulo 1

Introducci on

Desde la perspectiva de la temgeneral de la relatividad, la gravedad es una maniféstaci
de la curvatura del espacio-tiempo, lo cual nos dice quetatiesdiramico de un sis-
tema estaxr determinado a partir de la distrubbicide materia y viceversa; en la actual-
idad los procesos astisfcos involucran la presencia de campos gravitacionaleges,
producidos por objetos compactos como las estrellas cda®ciomo enenas blancas, es-
trellas de neutrones y agujeros negros, todos ellos prodiettcolapso gravitacional de
estrellas en alguna fase en que se han quedado sin el cdoibunsitesario para contrar-
restar la gravedad. Por tanto, una herramienta importanta astrofsica relativista es
el conocimiento y manejo de la evolaai de espacio-tiempo con materia es decir, parece
importante saber resolver las ecuaciones de Einstein sari@ de materia.

Desde luego no es un tema trivial, se requiere del conocimid® la teoia general
de la relatividad y la descompogici 3+1 del espacio-tiempo y conforme los modelos son
mas realistas, las ecuaciones que se presentan no tienelucidis@anaitica como en una
situacbn ideal, entonces se recurre a logtados nuraricos para que una computadora
haga los alculos, y asser capaces de aproximar la soucde algin problema. En este
trabajo se presentan los elementos necesarios para evauel proceso de acréci de un
gas ideal en un hoyo negro éstamente sirgtrico, con flujos radiales solamente, lo cual
quiere decir que se supordque el gas ideal se mueve radialmente hacia el agujero,negro
lo cual producia queéste acrete matiery aumente su tarfia lo cual producé& un cambio
en el espacio-tiempo.

Dicho sistema requiere de la evolonide la geomeia y del gas, problemas que involu-
cran dos retodos nuraricos distintos, y por ello en este trabajo se discuten @oarado
y se presentan pruebas de dichostedos en dos situaciones particulares, a saber: por
una parte la evoludn de la geomeia sin el gas usando diferencias finitas y por otra la
evolucbn del gas sin evolucionar la geonmatdel hoyo negro usandoéatodos de alta
resolucon con captura de choques. Posteriormente, una vez que strangee ambos
métodos funcionan bien por separado se ensamblan los pragsase construye la veosi
acoplada para la evolua simulinea de la geomédry del gas.
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6 Capitulo 1. Introduccibn

El problema de la evoluon del hoyo negro es ya bien conocido y se reproducen las
pruebas eéindar. Por otra parte el caso de la evdlacdel gas como fluido de prueba
sin evolucionar la geoméd tiene solud@n exacta en el caso estacionario, lo cual permite
comparar la soluéin nurnérica con la exacta. Para nuestra sorpresa descubrimod que e
caso de la acregn no lineal es poco discutido en la literatura. De hecho &ntesbajo
se muestra@mo crece el horizonte de eventos en el tiempo, resultada@eecontramos
gue tuviera antecedentes.

En el cafitulo 2, describimos con detalle losétodos nuréricos que se utilizaron en el
trabajo, la primera seamn dedicada al gtodo de diferencias finitas y la segunda dedicada
a los netodos de alta resolu por captura de choques. En el tajp 3 damos una breve
introduccbn a la Relatividad General y describimos con cierto detalfedimulacon 3+1

de dicha teda, a$ como la reducd@n de las ecuaciones en simatesérica, finalmente
dedicamos una sed@ri a describir la hidrod@mica relativista desde un enfoque Euleriano.
En el cafitulo 4 se estudia el problema de evolutidel espacio-tiempo para un agujero
negro en el vao, primero utilizando como datos iniciales la sofutiexacta de un hoyo
negro de Schwarzschild en coordenadas de Eddington-Biekel y segundo se utiliza
una norma ras diramica que sirve como prueba de nuestidigo, utilizando netodos de
diferencias finitas. En el céplo 5 se estudia el problema de acéecde una gas ideal en
simetia esérica en un panorama en el que el espacio-tiempo es fijo, emiana secdn

se muestra la construéei e implementaéin de la solu@n exacta a dicho problema, en
la segunda sedon se muestra el resultado de la evohmchunerica utilizando rétodos

de alta resoluéin por captura de choques y finalmente en la tercera®ese muestra
una prueba deladigo al comparar la solu@n exacta con la solu@n nunerica. En el
caftulo 6 se estudia el proceso de acosaile un gas ideal en simigtesérica, resolviendo

el problema de evoluoh del espacio-tiempo junto con el del gas, esto significasgue
acoplan los casos tratados en lositidps 4 y 5, como resultado importante se presenta la
localizacbn del horizonte de eventos para dicho problema.



Capitulo 2

M etodos Nunericos

2.1 Diferencias Finitas

El método de diferencias finitas es uretmdo nunérico para resolver ecuaciones diferen-
ciales parciales. Consiste en definir una \@rsliscreta de la ecudni diferencial parcial
(EDP) y calcular una solugn a dicha aproximaén discretizando el dominio continuo de
la EDP. La aproximaéin en diferencias finitas de una ecuacdiferencial parcial (EDP)
consiste en definir las funciones y variables involucragaseconjunto discreto de puntos
del dominio donde se busca una sotugipero, ¢@mo discretizamos una EDP?; los pasos
a seguir lasicamente son dos:

1. Supongamos que una fuanif, involucrada en nuestra EDP, @stefinida en un do-
minio bidimensionalt( X) (por ejemplo, el tiempo y una coordenada espacial). Defin-
imos entonces el arreglg = jAxy t" = nAt en el espacio y tiempo respectivamente,
dondej y n son enteros que etiquetan los puntos donde @slfinida la ecuaon;
en esta forma la funon f queda definidéinicamente en los punto#'(x;) que de-
notaremos comd;’. Como sabemos, una computadora carece de memoria infinita,
hecho que denotamos al acotar los valoresgg (n=0,1,...,N;y j =0,1,...,N).

El procedimiento de discretizaxi define una malla en el dominio, en cuyos nodos
guedan definidas las funciones involucradas en la EDP. Esrtenge mencionar que

el criterio para determinar una discretiZaties arbitrario, elegir la forma depenaer

de las propiedades de la EDP involucrada en el problema exdfiep que se desea
resolver; la malla ras elemental es aquella cuyos nodos se encuentran uniforme-
mente espaciados y es la que usaremos para ilustratetim(Fig. 2.1).

2. Una vez definido el dominio discreto de la EDP es necesarioxanar los oper-
adores diferenciales involucrados, esto se logra al exp@sdunciones en serie de
Taylor utilizando los valores de las funciones en puntosadmélla, es claro que
dichas funciones deben ser dtiahs o al menos permitir una expamsitipo Taylor
hasta cierto orden finito.
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Figura 2.1: En la figura se muestra el dominio discreto quaéefina malla sobre la que
guedan definidas las funciones involucradas en una EDP.

Derivada de primer orden. Dadd, una funcon como la definida antes canfijo, es
posible calcular valores aproximados de la féncen los puntos adyacentes a partir de
expansiones en serie de Taylor truncada$ de torno af". El numero de puntos cercanos
a x; en los que se expanda la serie de Taylor y el orden del erroudeado deésta,
determinaan el orden de precisn de la aproximaéin. Para ilustrar la construéei de

la aproximaddn de segundo orden de la derivada de primer orden espaciasasn las
siguientes tres expansiones con error de truncado de t@men O(AX®), suponiendm
fijo, por lo que se omite adu

fia=fj— Axf/ + 2AX%? f" + o(AX),
fi =1, (2.1)
fior = fj + Axf + 2AX? fi" + o(AX®),
donde la prima denota derivada con respecto & partir de estas aproximaciones es

posible construir diferentes operadores diferenciales lpa derivadas df'. Por ejemplo,
sumando la primeray la tercera expresiones, y dividiend@4®, se obtiene la expres
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para la primera derivada en el pundocon un error de segundo orden:

fiog—f

f/ = 1 O(A). (2.2)

J 2AX
Observamos que para calcular este tipo de aproxonawécesitamos conocer los valores
de lafuncon enfl}; yenf', a ambos lados deg por lo que se llamarcentrada. Tamén
es posible aproximar la derivada de primer orden utilizaagut@ximaciones no centradas,
desbalanceadas, comunmente llamagaandy downwind para ilustrarlo sirve hacer uso

de la siguientes expansiones:

fi = f,,
AX?
fiaa = T+ AXE] + =1 + O(AX), (2.3)

;L A,

donde ahora se ha hecho la expangdiasta dos puntos a la derechaxdeCombinando es-
tas ecuaciones podemos construir la exprepara la derivada deenx; usando solamente
valores def a la derecha, en los punto§,, y X;.».

De manera aaloga, la construcon de la aproximaéin de la derivada que usa solamente
puntos a la izquierda dg es la siguiente:

£ = fj_z - 4fj_1 + 3fJ

J A +O(AX). (2.4)

Supongamos que ahora queremos que los operadores tengatennde aproximaoin
mayor, por ejemplo, si se desea calcular la derivada de parden con un error de cuarto,
basta considerar el siguiente conjunto de series truncatagervando log€trminos de hasta
cuarto orden:

AAXZ ~ 8AX® 16AX*

fio= f) = 28X + 0 = S 4 S+ O(AK),
’ AX? 7 AX® " AX* 17
fj_]_: fJ—AXfJ +7fl _?fj +ﬂf1 +O(AX5),
f=f,
’ AX? ’” AX® " AX* 1171
fj+1: fJ+AXfJ +Tf1 +Tf1 +ﬂf1 +O(AX5),

AN, 8AX,, 1BAX
Al TN 6X 74 o 7+ O(AX),

fi2 = fj + 2AXf] + > ]
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Para calcular la primera derivada fie&n x; es necesario encontrar la combirgaclineal
correcta del tipafi_, + bfj_1 + cf; + dfj,; + efj., tal que los coeficientes d y de las
derivadas de segundo, tercero y cuarto orden sean cerockscetentrado la exprési es
la siguiente:

£ = fj—2 - 8fj_1 + 8fj+1 - fj+2
’ 12AX
y para combinaciones desbalanceadas se procede usanapdasienes truncadas para
distintos puntos vecinos dg; los resultados de varias elecciones de puntos vecinos se
resumen en la Tabla 2.1 [Guam 2010].
Hasta ahora solo hemos vistmo se aproxima el operador de derivada espacial de primer
orden, pero el itodo presentado anteriormentdigspara aproximar derivadas de cualquier
orden, lolnico que debemos hacer es buscar una comifinatg las expansiones en serie
de Taylor en distintos puntos vecinos xjg pero en esta ocasi imponemos la condign
de que los coeficientes de las derivadas de orden no deseamoese, por ejemplo, proce-
diendo de dicha manera la aproxin@atide la derivada de segundo orden con una aprox-
imacibn a segundo orden puede estimarse a partir de las expregihag desarrolladas
hastaO(Ax*) como:

+ O(AXY (2.5)

£ = fj+1 - 2fJ + fj_l
J sz
gue resulta ser una aproximagicentrada. Aisel algoritmo para construir aproximaciones
en diferencias finitas de operadores diferenciales esaksite:

+ O(AX), (2.6)

e Hacer la expanén en serie de Taylor dé en puntos cercanos a aquel donde se
quiera evaluar la derivada de

e Encontrar una combinam lineal de tales expansiones que cumpla con la camici
de que los coeficientes de las derivadas de orden superitar®ira la derivada del
orden deseado sean cero.

Ahora que sabemosbmo proceder para calcular aproximaciones de derivadasirde f
ciones, en las Tablas 2.1 y 2.2 presentamos los coeficieaties dombinaciones lineales
necesarias para calcular los operadores diferencialesrderp y segundo orden, centra-
dos y desbalanceados con distinbodenes de precisn. En la tabla 2.1 se muestran los
coeficientes de las funciones evaluadas en los distinta®gwecinos de; en las expre-
siones para elaculo de las derivadas de primer orden con prénisie segundo orden y

los coeficientes cuando la pre@isies de cuarto orden. En la tabla 2.2 se muestran aquellos
coeficientes para las derivadas de segundo orden.

El método de diferencias finitas provee de una wersiproximada de la EDP en el con-
tinuo, debemos tener en mente que la ec@raque se resolvaren adelante es solamente
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Xj-4 Xj-3 Xj-2 Xj-1 Xj Xj+1 Xj+2 Xj+3 Xj+4

Segundo orden 1 0 -1

1 -4 3

-3 4 -1
Cuarto orden 3 -16 36 -48 25
-1 6 -18 10 3
1 -8 0 8 -1
-3 -10 18 -6 1

-25 48 -36 16 -3

Tabla 2.1: Coeficientes de la aproxim@tia segundo y cuarto orden de premisie la
derivada de primer orden usando distintas combinaciongsud&s vecinos. Para las
de segundo orden debe multipliacarse cada coeficiente piacielr le y para el de
cuarto porﬁ. Por ejemplo, la derivada espacial de primer orden con @uaden
de precisbn con un punto vecino a la izquierda y tres a la derecha siapgracomo

, _ —3fj_1-10fj+18fj 1 —6fj 2+fj,3
fr = 155, + O(AX).

Xj-5 Xj-4 Xj-3 Xj2 Xj-1  Xj  Xjp1 Xjp2 Xjp3 Xjia Xjus

Segundo orden 1 -2 1
-1 4 -5 2
2 5 4 -1
Cuartoorden -10 61 -156 214 -154 45
1 -6 14 -4 -15 10

-1 16 -30 16 -1
10 -15 -4 14 6 1
45 -154 214 -156 61 -10

Tabla 2.2: Coeficientes de la aproximatia segundo y cuarto orden de premisde la
derivada de segundo orden usando distintas combinaciengsrdos vecinos. Para las de
segundo orden debe multipliacarse cada coeficiente pomterfég y para el de cuarto por

l - - - - s
oz Por ejemplo, la derivada espacial de primer orden con skiegarden de precién

: - —2f{5fj,1+4fj,0— ]
tres puntos vecinos a la derecha se aproxima ctffne — LTS+ O(AX).




12 Capitulo 2. Métodos Nunericos

una aproximadin de la original, es decir, la que es definida en el dominidilcoo. Es pre-
ciso entonces establecer criterios que indiquen que cusmdesuelve la ver@n discreta
de una EDP, al menos en @hlite continuo se eatcalculando la soluén correcta.

Ahora presentaremos a la ecu@atide onda como un ejemplo deEtodo presentado an-
teriormente. El hecho de haber elegido un dominio espaciggoral, permite considerar
directamente la discretizaxi de la ecuadn :

8tt¢ - axx¢ =0, (2-7)

donde el sulmdice indica una derivada con respecto a la variable reptada con ghdice.
Para construir la aproximawi en diferencias finitas (DF) de (2.7) basta con escribir la
aproximaobn de derivadas espaciales de segundo orden y la aprogimdeila derivada
temporal, lo cual se consigue intercambiangor t" y el indicen en lugar dej en la
expresbn (2.6). El resultado es el siguiente: cuando se usan amesdon aproximaon

de segundo orden de tipo centrado en el putit;):

G270 B - 20) 4]
At? AX?
paratodoj =1,...N—-1yn=1,...,N;—1,loscasosenque=0,N=0yn=0,N; se
discuten enseguida se difinen al momento condiciones desfeoy condiciones iniciales.
En este punto es preciso notar que la aproxigracon diferencias finitas ha introducido
un error, es decir, el lado derecho de la ectiacio es necesariamente cero, sino que es del
ordenO(AX?, At?).

= O(AX?, At?), (2.8)

Convergencia

Hemos mostrado que las aproximaciones de los operadoeremtifales son solamente
una aproximadin con un error asociado de cierto orden (segundo y cuarenaed los
ejemplos mostrados en las tablas 2.1 y 2.2). Cuanto mayoageadlucdn con que se
construya la malla (valoresas pequefios deAx y At), cuanto menor sarel error con
que se esin aproximando los operadores diferenciales a sus cortgapn el continuo, y
por tanto la aproximabn en diferencias finitas de una ecuarcdiferencial es i&s precisa.
Siendo que se resuelve la vénrsiaproximada de una EDP, es necesario verificar si dicha
solucbn converge a la solu@n de la ecuabin en el continuo. Para mostrar un criterio de
convergencia consideremos como ejemplo la Ec. (2.8). Comanas enseguida, ésil
definir la radbn At = CAx, dondeC es constante, 0 sea, que los errores en ambas variables
son proporcionales, entonces si llamamos a la parte dedec{?a8)

Error, = O(AX?, At?) = EAX?

con E un coefiente de error en la aproximatide las diferencias finitas con respecto a la
ecuacdbn continua. Si ahora se define una nueva resofutk, = A—KX conk > 1 se tiene
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2 . .
quekError, = EAK—’g. De tales expresiones se tiene que:

Error, 2
= K, 2.9
Error, K (2.9)

es decir, si la resoluch aumenta por un factor dela aproximaddn de la vergin discreta

se aproxima a la ver@n continua de manera cuatica con el aumento de la resoldiai

El hecho de que sea cuatica es consecuencia de que la aproxi@racjue se constray
involucra errores de segundo orden. Si la aproxigrase hiciera con errores de cuarto
orden, la vergin discreta se aproximara la continua de maneraatica y as para las
aproximaocbnes de mayor prec@m. Para ilustrar el concepto de convergencia en diferen-
cias finitas de maneraas general, consilese una funbn f; que es soluén nunérica

de una EDP a un tiempo dado, y que ha sido construida bajodeetimcon de dicha
ecuaocbn con una aproximagn de segundo orden. Suponiendo adsmue se conoce la
solucbn exactafy, el resultado nui@rico puede escribirse en la forma:

f = fo + E()AX? + O(AX®),

Dado que se conoce la solaniexacta, es posible conocer el error con que se calcula la
solucbn nurérica usando distintos valores d&. Seanf; y f, dos soluciones nuéaticas
calculadas usando las resolucionesy %X respectivamente o sea= 2 en (2.9). La raan
entre los errores es la siguiente:

fi—fo  AX2+ O(AX)
fo—fo TAX2 + O(AX3)

En este caso se ha supuesto que la fumé¢idepende solamente de la variaBlporque

se calcula el error para un valor tlefijo. El nUmero cuatro en (2.10) se llama factor
de convergencia y debe ser evaluado en cada punto de la noaliee de ha calculado
la funcion f. Cuando en unalculo nun&rico que se ha llevado a cabo a partir de una
aproximacdn de segundo orden el factor de convergenciaef4en (2.9), se dice que la
solucbn converge a segundo orden, es decir, cumple con lo prepata teora en (2.10).

De manera aaoga, es posible mostrar que si la aproxirbags de cuarto orden, el factor
se@d 16= 2%

Por ejemplo, para la ecuaci de onda (2.7) se conoce la so@rtiexactap(x,t) = f(x +

t) + g(x — t) con f y g dadas por las condiciones iniciales del problema, y basticu-

lar la solucon nunerica con dos resoluciones distintas para determinar sltmgitmos
utilizados producen una soldei que converge correctamente a la exacta.

Para el caso en que se desconoce la smuekacta es posible hacer un estudio de con-
vergencia usando los resultados rarimos calculados con tres distintas resoluciones (no
dos como en el caso anterior) llamado estudio de autocasveiey Si adeids def, y f,
definidas antes se calcula la sofutif; de la EDP con resolugh Ax/4, se puede calcular

la razn siguiente:

= 4+ O(AX). (2.10)
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fi—f, AX—2AX + O(AX)
fo—fs  1Ax2 - LAX2 + O(AX)
AX? + O(AX3)

= = 4 + O AX
FAX2 + O(AX3) (4%

(2.11)

donde una vez as el resultado se llama factor de convergencia, y una &z rasulta
ser cuatro cuando la aproximéanide la EDP es de segundo orden. De igual modo, si la
aproximaobn fuera de cuarto orden el factor i®efl6 en lugar de 4. Finalmente, @l
saber que cuando el factor de convergencia es menor quesehdspes necesario aceptar
varias posibilidades:

(a) hay un error en la implementaai del programa,

(b) los algoritmos no permiten la convergencia en el rangelegido, es decir, no se
han hecho losaculos en el &gimen de convergencia y es necesario ensayar con otros
valores de\Xx.

2.2 Metodo de alta resoluabn por captura de choques

VolUimenes firtos

En la Hidrodiramica aparecen discontinuidades por lo que los &bdo de diferencias
finitas que se fundamente en dicha propiedad de las funcialtespor lo que se opta por
otros netodos que eviten dicha dificultad. Uno de logtados alternativos que comun-
mente se utiliza es el @odo de volumenes finitos; como primera diferencia, e&todo,
consiste en discretizar al espacio-tiempo en celdas eneven dna malla de puntos, esto
es, discretiza al tiempo como antes nAt pero el el espacio es discretizado como celdas
centradas e, = iAXx como se muestra en la Fig. 2.2. Ya que se ha discretizad @s-
minio, el siguiente paso es discretizar en su forma intdgsa¢cuaciones de tipo balance
de flujo:

0u + 04F(u) = S, (2.12)
dondeu es el vector de variables conservativiég)) son los flujos con dependenciaug
Ses un vector de fuentes.

El primer paso para discretizar una ecoadiel tipo (2.12) en su forma integral es calcular
el promedio en la celda de espacio-tien@ﬁﬁl/2 como:
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AX

C ‘n+1/2 A t

X i-1/2 X i x i+1/2 x i+1 X i+3/2

Figura 2.2: Se presenta la estructura de celda del espanipd, donde(:i””/2 es la eti-
queta de la celda centradaery delimitada port" y t",

tn+l

Xi+1/2
f oudxdt+

AtAx Xi12
Xir12 T
OF(u)dxdt= 2.13
AtAx %1 f () (2.13)
1 Xii12 MY
AtAX Sdxdt

Xi-1/2 X1

utilizando el teorema de Gauss, la ecoacanterior se escribe como:

0l = gt - (Flnjll/z2 F'Y2) + ST2At. (2.14)

Aqui u™* es el promedio espacial de las variables conservalh‘y%#zz, son el promedio
temporal de los flujos {)3:”1/2 el promedio espacial y temporal de las fuentes.

Reconstruccbdn de celdas

Las ecuaciones (2.14) dan la evolutide las variables conservativas, sin embafgose
tiene una dificultad con los promedios temporales de lossflajolas fronteras de cada
celda. Una de las formas en que se puede resolver este peobkonsiderar al prob-
lema como un problema de Riemann en cada frontera interdetda.resolverlo se puede
utilizar el metodo de reconstrudm simple introducido por Godunov, el cual, consiste en
reconstruir cada variable yiasada uno de los flujos asociados a las variables consexvativ
u con una fundin constante a pedazbs

Debido a que cada uno de los flujos en las interceldas es tagidoscon una fundén
constante a pedazdspicamente se tiene una aproxintacia primer orden, lo cual puede
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Figura 2.3: Se ilustran los dos tipos de aproxirbacen las interceldas, utilizando una
funcidbn contante a pedazos (superior) y una fandineal a pedazos (inferior).

mejorar. Para ello se recurre a otrogtodos para reconstruir las variables y por tanto
dichos flujos conocidos como de alta resalugilos cuales consisten en la aproxindaci
de las variables y flujos pero ahora con una fandineal a pedazos, para este caso las
variablesi son reconstruidas con un limitador de pendiemésnod el cual precisamente
limita las penientes de las funciones lineales definiensledaables en cada inercelda, esto
es, se aproxima la variablea la derecha (D) e izquierda (I) de cada intercelda como:

~| —_—
Uiy1/2 = Ui + 0i(Xis1/2 — %),
~D —_—
Ui+1/2 = U + 0'i+1(xi+1/2 - Xi+1),
aqu es calculada come; = minmodm_y,2, M1,2), la funcibnm,,/, es la derivada de las
variables conservativascentrada en cada interfase,

LTi+1 - lIi—l

Muy2 = ——2, (2.15)
Xit1 — X

y el limitador de pendientesiinmod definido como:

a sila>1b yab>0,
minmoda,b) =< b sila <|bl y ab> 0,
0 siab<O.

Dicha reconstrucén se ilustra en la parte inferior de la Fig. 2.3. Una vez queos®-
cen las variables en las interceldas, procedemos a caloalpromedios de los flujos uti-
lizando un resolvedor de Riemann aproximado; existen tlistitipos y cada uno de ellos,
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necesita de informagn acerca de las propiedades carastieas de la maiz jacobiana
‘;—E del sistema (2.12), por ejemplo el resolvedte demanda los eigenvalores y eigen-
vectores, por otro lado el HLLE solo requiere conocer log@iwvalorest; de la matriz
jacobiana [Harten et al. 1983 & Einfeldt 1988] y es el que esars en el presente trabajo.
La formula de flujos HLLE es:

“HLLE _ /1+F(Gil+1/2) - A_F(Gal/z) + /l+/1_(0i21/2 - l~Ji|+1/2)
ir12 = e

(2.16)

en donde;:

AT =max(QaP, A2, 40, ..)
A= maX(Q /lil > /1il+1’ /1i|+3’ )

Finalmente, co@sta brmula se integran (2.14) y se evoluciona las variablesergatvas.






Capitulo 3

Formulacion 3+1 de la Relatividad
General

La Teoiia General de la Relatividad es la teode Einstein sobre la gravedad, se basa en la
idea de que el campo gravitacional no implica una fuerza bi@ana, sino que la gravedad
es una manifesta@n de la curvatura del espacio-tiempo podrucido por la reatesto
quiere decir que el estado dimico de un sistema va a depender de la distrisudee la
materia que hay en el universo y viceversa.

Las ecuaciones de campo gravitacional en lasede la Relatividad se deducen de utilizar
los postulados:

e Principio de covarianza generdhdica que las leyes de ldgica adoptan la misma
forma para cualquier observador y por ello deben poden®ssaien forma tensorial.

e Principio de equivalenciaEstablece que un sistema uniformemente acelerado, lo-
calmente, es equivalente a un sistema qu& @streposo en un campo, esto es, que
localmente se debe entender como un efecto inercial, esegiecir que una fuerza
inercial debe ser tratada igual que un campo gravitaciocalinente.

Como consecuencia del principio de equivalencia, en umssstie referencia cayendo li-
bremente, los efectos de un campo gravitacional no exist@ual significa que valen las
reglas de la relatividad especial. Esto quiere decir queldédividad general generaliza a la
relatividad especial considerando que el espacio-tienued ser curvo pero con la gran
diferencia de que e@l, no existe un sistema de referencia inercial global. ea ide Ein-
stein consiste en asociar alguna cantidad relacionadaaccurVatura del espacio-tiempo
al contenido de materia. La pregunta es ¢ Qantidad geogtrica es la conveniente?

e Debe ser independiente del sistema de coordenadas, enttetoe ser un tensor.

19
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e Se elige un tensor de tir(@) que contenga la informamn de la materia (densidad
de energp, densidad de momento, tranferencia de momento). Sealpoot con
componentes,, y se llamaa tensor de energ-momento.

e Se elige un tensor de tip@) gue describa la curvatura del espacio-tiempo y se rela-
cione con el tensor de enéagmomento. Adeis, debe cumplir con la condiri
de que su divergencia sea cero ¥, aga compatible con la ley de conseraacde
energa-momentdv, T#" = 0; el tensor de EinsteiG,, es el candidato &s sencillo
gue cumple con estas condiciones.

La eleccon de estas cantidades define las ecuaciones de campo gomatale Einstein
para la relatividad general:

G,y = 81T, (3.1)

dondeG,, = R,, — %gWR, es el tensor de Einsteinfy,, el tensor de Ricci del espacio-
tiempo.

3.1 Formalismo 3+1

Las ecuaciones del campo gravitacional de Einstein estaitassde manera covariante,
donde claramente no hay una diferencia en la forma en quataeatrespacio y al tiempo.
Es bastante cotm escribir las ecuaciones en esta forma y usarla en el pentisth de

la geometia diferencial, sin embargo existen otras situaciones £qu& nos convenidr
utilizar una idea mas intuitiva y sencilla, en donde podaves®stas ecuaciones de campo
como un sistema que evoluciona en el tiempo; esto quiereqgieedebdamos ser capaces
de separar al tiempo del espacio, y ver al campo gravitalooonao algo que evoluciona en
el tiempo, en otras palabras, reducirlo a un problema de Qaieckalores iniciales. Exis-
ten diferentes m@todos para lograr construir el problema de Cauchy de valucéales, por
ejemplo, el formalismo "conforme”, el formalismo "caradgtico”, etc, todo dependadel
sistema en cuestn que se desee tratar. En el presente trabajo nos enfocaesnab for-
malismo 31, el cual, separa al espacio-tiempo, en una parte espacttlinensiones de
otra temporal uno dimensional.

Para lograr estudiar la evoldei en el tiempo es necesario formular un problema de Cauchy
de valores iniciales, estos es, dadas condiciones insc{glde frontera), deberiamos ser
capaces de predecir el futuro (o pasado) del sistema.

Cuando se intenta escribir las ecuaciones de campo de Bistgio un problema de
Cauchy, inmediatamente nos topamos con un problema, lasiecaa del campo gravita-
cional estan escritas de tal manera que el tiempo y el espacijoueden ser distinguidos
(concepto de covarianza). Esta covarianza de la ecuacdonésminos generales es bas-
tante elegante e importante desde un punto de viSt&cte pero no nos permite pensar en
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Hipersuperficies tipo espacio

Tiempo

Figura 3.1: Se muestra la folid@ei del espacio-tiempo en la formuléni3+1, ¥; representa
una hipersuperficie tipo espacid;\el tiempo correspondiente a dicha hipersuperficie.

el campo gravitacional como algo que evolucione en el tierRpo lo tanto, lo primero que
debemos realizar para reescribir las ecuaciones del caomo an problema de Cauchy
es separar al tiempo del espacio de una manera clara. Lalémidrude la Relatividad
General que resulta de hacer esto es conocida cofoonehlismo3 + 1.

Comencemos por considerar un espacio-tiempo dricag,,, asumimos que este espacio-
tiempo es globalmente hipdylico, esto quiere decir que, puede ser foliado, por ejem-
plo con hiperfsuperficies de 3 dimensiones tipo espacio.efod utilizar at como el
pa@ametro de dicha foliadn, el cual sex considerado como el tiempo coordenado sin que
esto signifiqgue qué sea estrictamente el tiempo propio delag@bservador, la Fig. 3.1
ilustra lo anterior.

Consideremos una foliam espeffica, y tomemos dos hipersuperficies adyaceBtes
Yi.qt. La geometia de la reghn que se encuentra entre las hipersuperficies, puede ser
determinada utilizando los siguientes 3 ingredientesKigB.2):
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normal linea coordenada

X'- Bldt

adt

Figura 3.2

e La 3-meétricay;; (métrica inducida) que nos perméimedir la distancia entre puntos

en la hipersuperficie: o
dI? = y;;dxdx, (3.2)

losindicesi y j corren de 1-3 que etiguetan coordenadas espaciales.

e El lapso del tiempo propidr entre las dos hipersuperficies, medida por un obser-
vador que se mueve en diregoinormal a las hipersuperficies (observador Euleri-
ano):

dr = a(t, X)dt. (3.3)

Aqui @ se conoce como funamn lapso

e Lavelocidad relativ@ entre el observador Euleriano y lasdas de coordenas espa-
ciales constantes: _ S
Xpat = % — B'(t, X)dt, (3.4)

el vectorg' se conoce como vectshift.

Notamos que no hemos impuesto ninguna cobdiciobre elshift y el lapsq los cuales
nos dicen la forma en que el espacio-tiempo es foliado y lamdoen que el sistema de
coordenadas espaciales se propaga de una hipersuperftcée @sto nos deja con un sin
fin de posibilidades para describir a nuestro espacio-tep@r esto mismo a este par se
le conoce comdunciones de norma

En trminos de las funcionds, 8, yij}, la métrica 3+1 del espacio-tiempo se escribe de la
siguiente forma:

ds’ = (-? + B8')dt* + 28,dtdX + y;;dXdX, (35)
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donde hemos utilizado la 3étricay;; para subir y bajaindices de vectores tangentes
a X, por ejemplo el vectoshift g; = y;;8!; en forma matricial, el tensor &trico en la
formulacbn 3+1 adquiere la forma:

O = ( —®+ BB B )
v ﬁ] 7Ij s
gpv _ _1/0/2 ﬁi/az
“\ Bl Y1 -pple? |
Como se ha dichoy;; es la nétrica inducida sobre las hipersuperficies espacklesus
componentes son:

Y = Quv + NNy, (36)

donden, = (-, 0,0,0) es la 1-forma dual del vector norm@élnormal a la hipersuperficie.
De hecho el operador que proyecta cantidades del espanipdisobre las hipersuperficies
Y se define como: (3.8, =y, = &, + n¥n,.

Las ecuaciones de Einstein relacionan las contracciohésser de curvatura de Riemann
(Tensor y escalar de Ricci), con el tensor de el@engomento, por lo que requerimos es-
cribirlos en la formula@n 3+1 como objetos tridimensionales. La curvaturaiestca en
un punto de& se define como el cambio del vector normal en alguna dibaceisto es, la
derivada den” a lo largo de la direcéin u proyectada sobrE define el objetacurvatura
extrinsecacuyas componentes son

Ko = -PVon, = =(V,n, + n,n°V,n,). (3.7)

Podemos hacer las siguientes observaciones acerca dedéucarextmseca:

e La curvatura exinseca es sigtrica y espacial.

e Est definida sobre las hipersuperficies tipo espacio, tienéndlices, uno que eti-
gueta la componente de la normal g otra que nos dice la dire@n en la que se
hace la variadn.

e Como consecuencia del cambio en el vector normal, la cuevaixtinseca mide el
ritmo en que la hipersupeficie se deforma en alguna dibacci

e Por la forma en que es definida la curvaturaiestca, se puede escribir de forma
equivalente como una derivada de Lie de ktrica como:

1
Kij = —§£ﬁ7ij (3.8)



24 Capitulo 3. Formulacion 3+1 de la Relatividad General

Lo cual se puede veatilmente de la definion de derivada de Lie de un ten:@)a
lo largo de un vector normal.

£avij = N"Voyij) + viVin® + v Vin®
nka(ninj) + gikVJ‘nk + gjkvink

nkninnj + nknijni + ani + Vinj

0= g VN + (o = gf)Vini + Vi + Vin,
= ¥, “Vin; + ijani = —2K;

donde usamos el hecho de que la derivada covariante det teasaog,, es ceroy
tambien quen®V,n, = 0, basicamente lo que hemos encontrado es una éel&citre
la curvatura exinseca y la 3-ratrica [Alcubierre 2008].

Es importante notar que la curvatura @xseca dependenicamente del comportamiento
del vector normaitv, que es un vector definido &ppor lo que es una propiedad ge&tnica

de la propia hipersupeficie. Como consecuencia denges un vector normal a la hiper-
supeficie, para cualquier furdsi escalag, la derivada de Lie se comporta de la siguiente
manera:

1
Enyij = g B (3.9)
Si escogemos como furiei escalar al lapse se tiene que:
1 1
Kij = _§£aﬁ7ij =5 (£F_ ﬁg) Yii» (3.10)
lo que implica que:
(Ee— £5) vij = —2aKyj, (3.11)
utilizando el hecho querE 0; se obtiene:
at)/ij — £ﬁ7ij = —20/Kij, (312)

lo cual se puede escribir como:
dryij = —20Kij + PXViB; + PV, (3.13)

dondeP*Vy es la proyecéin sobre las hipersuperficiEsle la derivada covariante. Este re-
sultado nos acerca en gran parte a reescribir las ecuadertgastein, pues se ha obtenido
una ecuadin de evoludn para la ratrica espaciay;;; ahora nos enfocaremos en cerrar el
sistema, lo cual consiste en obtener una ecuade evoludn para lacurvatura extinseca
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Kij. Hasta ahorainicamente hemos hablado de conceptos @&ecos, no se han men-
cionado las ecuaciones de campo de Einstéim precisamente la ecuaoide evoludn
deKjj, que nos hace falta para cerrar dicho sistema, se olateledichas ecuaciones.

Constricciones

Como se hata mencionado, las ecuaciones de campo de Einstein en sa tmvariante

sSOn poco convenientes para tratar al campo gravitaciomabam sistema que evoluciona

en el tiempo, por lo que debemos escribirlas en la formoitast 1, para ello requerimos

de proyectarlas en las hipersuperficies con la ayuda dehdpede proyecoin P/’. Para
lograrlo comenzemos proyectando el tensor de Rier%gndesplés se proyecta undice

en la direcadn normal y finalmente una vezas se hace la proyeme de dosndices en

la direccbn normal, por las siméts del tensor de Riemann, todas estas proyecciones son
cero, por lo que se tiene:

P(f Pﬁk Pﬂ/l anék/lv = D,B Ka,u - Da K,B,u, (314)
%f?’é()/,f%ffa R5K/lo‘ = Ra/ﬁ/n/ + Ka//.t Kﬁv - Kay Kﬁﬂ, (315)
dondeD es la derivada covariante 3-dimensiobgl= P,'V,; notamos que:

PfY,U PBVRQ,B,uV = (gaﬂ + nanu)(d%v + anV)RQ,ByV
= R+ 2n'n'R,,
=2n'n'G

g

donde tenemos que,, es el tensor de Einstein; por otro lado tenemos que:

P*PYRyp = R+ KZ — K, KH, (3.16)

sustituyendo en la ecu@ti anterior se tiene:

20'N'G,, = R+ K? - K, K*, (3.17)

utilizando las ecuaciones de Einstein tenemos (3.1):
R+ K? - K, K" = 16np, (3.18)

dondep = “n"T,, corresponde a la densidad de efi@rmedida por un observador Euleri-
ano. Notamos questa no es una ecuaaide evoludn, pero suna constricdén que debe
satisfacerse a todo tiempo. Esta ecaa@s conocida como constribai Hamiltonianao
de enerda.
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Consideremos ahora la contramtidel tensor de Einstein:
P¥N'G,, = P*n'R,, (3.19)
las ecuaciones de Codazzi-Mainardi implican:
y*n'G,, = DK - D, K%, (3.20)
ocupando las ecuaciones de campo de Einstein tenemos:

D, (K% — y*K) = 81j°, (3.21)
u

dondej* = —P*n'T,, es la densidad de momento medida por un observador Euleriano
Las ecuaciones (3.21) se conocen carnastricciones de momenttinalmente las con-
stricciones Hamiltoniana y de momento (3.18), (3.21) totadnrma:

R+ K% - K;;K'l = 16mp,
D, (K™ — y*K) = 8rj°. (3.22)

Es importante notar que (3.22) no son ecuaciones de e@alycson independientes de
la norma &, "), esto era de esperarse pues estas funcionieamente determinaromo
es que las coordenadas cambian de una hipersupéifiaim siguiente&,;, mientras que
las constricciones son relaciones que deben cumplir lagbles que describen el campo
gravitacional {ij, Kjj)Iz de la hipersupeficig;.

Ecuaciones ADM

Las constricciones Hamiltoniana y de momento son 4 ecuesidel campo de Einstein, y
como se W, estas no corresponden a las ecuaciones de edoldel campo gravitacional,
pero nos dan las relaciones que las variabl@miicas deben satisfacer a todo tiempo. La
evolucbn del campo gravitacional se encuentra dentro de las 6 iecgscde Einstein
restantes. Para lograr encontrar estas ecuaciones esmegesyectar el tensor de Rie-
mann a lo largo de un vector normal dos veces.

1
PPN Ry = 4Ky + KK + ED# D,a, (3.23)

donde (3.23) involucra la derivada de Lie de la curvaturdmreseéca a lo largo de la direéci
normal, la cual representa la evoloitemporal, por otro lado se tiene:

PPN Ry + Rs) = Ry + KK,y — KK (3.24)

gue junto con (3.23) permite llegar a la refati
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£y — £5Ky = -D,.Dyar + a(—Pﬂ‘SPVKR(;K + R, + KK, — 2K 1K Y). (3.25)

Usando las ecuaciones de Einstein (3.1) escritagrenitios del tensor de Ric&,, ten-
emos que:

EK, - EEKW =-D,D,a + (R, + KK, — ZKMKVA)
+ 4ralyw(S - p) — 2S,], (3.26)

donde hemos defid§,, = PIf‘PfTaﬁ como el tensor de endegmomento medido por un
obervador Euleriano = S’ la traza); finalmente escribiende £ 9, £ = BO,K,, +

K..0,8' + Ky 0,8 y concentandonos en las componentes espaciales, la oeld8i26)
queda:

(9tKij = ,BkakKij + Kkiajﬁk + Kkjaiﬁk — DiDjCY
+ CZ(R” + KKij - 2KikKjk) + 471'0’[)/”(8 —p) - 28”] (327)

Finalmente, la evolubn temporal de las variables dimicas queda determinada por las
ecuacioneg\rnowitt-Deser-Misner (ADM)

at’yij = —Za/Kij + Pikaﬂj + ijVkBi,
atKij :ﬁkakKij + Kkiajﬂk + Kkjaiﬁk - Dichx
+ a(R”- + KKij — 2KikKjk) + 471&[)/”-(8 —p) - 28”] (328)

H = vR+ K? - K;;K" = 16mp,
M = D, (K™ - y*K) = 8rj°. (3.29)

gue son las ecuaciones de campo de Einstein (3.1) reprdasrtamo un problema de
Cauchy de valores inciales.



28 Capitulo 3. Formulacion 3+1 de la Relatividad General

3.2 Hidrodinamica desde la perspectiva de la descripan
3+1

En esta secon trataremos la damica de un fluido macroépico relativista desde el punto
de vista de la formuladn, consideraremos al gas como un medio continuo, estoeguger
cir que cualquier elemento del gas siempre se sugogde est constituido por un gran
numero de maculas; estrictamente cuando nos refiramos a un elementadis fstare-
mos hablando de algo infinitesimalmente pégueespecto al volumen total del fluido en
cueston, pero grande en comparagicon la distancia entre sus raotllas. Para describir
un fluido existen dos tipos de enfoques:

1. Euleriano. Consiste en describir al fluido desde la petsjpetde un observador fijo
gue se encuentra fuera del fluido, analizando las propisdeieas que describen
el estado del fluido en movimiento. Por llamarlo de algunaera@sta descripoin
corresponde a la de un observador espectador.

2. Lagrangiano. Consiste en describir al fluido desde el plmtasta de un elemento de
fluido. Esto es, analizatdmo cambian las cantidades inherentes al fluido en dicho
elemento de volumen, lo cual implica que nuestro sistemafdgencia se mueve
junto con el elemento de fluido. A este sistema de refereedalfama corvil.

En el presente trabajo consideraremos un fluido perfedmessun fluido que no presenta
efectos de viscosidad ni condugnide calor. El modelo correspondiente a un fluidé& est
descrito por el tensor de en@gnomento:

T = pohtf'U” + pg”, (3.30)

dondeg” es el tensor mtrico, U la cuadri-velocidad de los elementos de fluigola
presbn, po la densidad de masa en reposta enerda interna yh = 1+ e+ p/pg la entalpa
espedica.

Para cerrar el sistema es necesario introducir una égude estado; en termodimica
clasica es posible relacionar las variables termadicas entreispor ejemplo, la preén

p con la densidagy y entropa s, etc, esta relabn representa un estado de equilibrio
posible del sistema y en general es de la forma:

f(p.p,s) =0, (3.31)

en principio $lo necesitamos conocer un par de estas variables parendeetas restantes,
ad que resolviendo para una de ellas téanhos la reladn:

p = p(o, 9). (3.32)
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En un fluido perfectainicamente ocurren procesos aditios en los elementos que lo
conforman, es decir, la entrigpse mantiene constante. Para un gas ideal, sabemos que
la energ@@a internal es funcon Gnicamente de la temperatura y no del volumen, es decir
U = U(T), esto nos lleva a la relam:

oU
du = (ﬁ)v dT = CydT (3.33)

dondeCy es el calor espéfico a volumen constante; intergrando ambos lados llegamos
U=CyT. (3.34)

Por otro lado conocemos la ecuatide estado para un mol de gas idgdl,= RT, susti-
tuyendo en la ecuan (3.34) la eneli@ interna sex:

Cv Cv 1
= — V = V =

RPVTC,—c,P T o1
donder es el cociente entre calores edfieos y donde se ocwpdel hecho de que para
un gas ideaR = C, — Cy. Finalmente, enérminos de la enetg interna espéficace y la
densidad de maga en reposo, llegamos a:

U

pV, (3.35)

1

r-1
Larelacbn (3.36) es la ecuamn de estado para un gas ideal. El tensor de érengmento
comiunemente se puede encontrar en la literatura escrito emtaias” = (o+p)uu’+pg”,
dondep es la densidad de enéagotal del fluido que puede expresarse@minos de la
densidad de masa en reposo y la er@igterna come = po(1 + €).
Las ecuaciones de evolaci de un fluido perfecto est dadas por la conservanide la
masa en reposo Y la consendtilocal del tensor de enéegmomento, consecuencia de
las identidades de Bianchi, que respectivamene son

P=

OQE. (3.36)

V,.(oot') = 0, (3.37)
v, " =0. (3.38)
Usando la relaéin:
V.0 = 8.(y=G ), (3.39)
V-0

dondeg es el determinante del tensogétricog,,, podemos escribir las ecuaciones (3.37)
y (3.38) como:
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3,(V=gou) = 0, (3.40)

0,(N-0T%) = V=0, T, (3.41)

Usando la ratrica 3+1 (3.5) tenemos que:

V-9 =a+,
ul IBi
RTARS
W=all = !

Vl—yij\/‘vi’

aqu Vv es la 3-velocidad del fluido medida por un observador EulerisV el factor de
Lorentz.

El desarrollo de (3.40) y (3.41) constituye el sistema deaeicmes de Euler. Es posible
escribir dicho sistema de modo apropiado para aplicar Et®dos nuraricos basados en
volumens finitos, esto es, definiendo las nuevas varidhldgy T como

D= vypW,
J = VyphWoy;,
T = \y(phW? - p - pW), (3.42)

las ecuaciones de consen@ti3.40) y (3.41) se reescriben como:

8D + 8 [D(av* - g] = 0,
O + [ I (@VF = B) + @ ypst] = a WL T ' T,
Ot + d[(aV* = ) + a VypV] = 2 Y([TET ' T, (3.43)

De este modo el sistema de ecuaciones de evwiyzaraD, J;, y T es del tipo balance de
flujos:

du . OF'(u)

ot ox T
dondeu es el vector de variables conservativias)] vector de flujos Y5 el vector de fuentes.
En forma matricial este sistema de ecuaciones se escribe:

(3.44)



3.3. Reducocbn al caso con simefia eskrica en coordenadas egficas 31

D a(v- 2)p .
Ji . ( - '3_) Ji+a \/—p5|1 a WTWgWFZl

u=| Jo |, F = ( i B_) Jo + a/\/_p52 , S = QWT“VQWFZZ ’
J3 i B J + p(s b WTﬂygngU3
S ] I e

con la reladdn entre variables conservativds, (J;, 7) y primitivas (, €, p, V'):

D = vypW,
J = VyphWAy;, (3.45)

7= y(phW? — p—pW),

con lo cual se tiene un sistema de 5 ecuaciones y 6 variableleparminar, por lo que se
requiere una ecuam de estad@ = p(p, €) para cerrar el sistema.

En el formalismo 31 de la relatividad general, las ecuaciones de evolu¢3.28) y las
constricciones (3.22), involucran a la densidad de éaeitg la materia como la fuente
del campo gravitacional, esta densidad de éaezgh asociada a observadores Eulerianos
cuya cuadri-velocidadt es normal a la hipersuperfie espacial, que en general noeatzcu
con la de un observador Lagrangiano. Para evitar cariusntre las cantidades medidas
entre ambos observadores definimos las relaciones entrarlables conservativa®( J;,

7) y las cantidades que se utilizan en las ecuaciones ADM dedmegtra, producto de la
proyeccon en las hipersuperficies espaciales:

1
PADM = rwanﬂv = thVV2 - pP= W(T + D),

1
j' = —PT,, = phWAV = —J',
iy
Sl = pu PVJ'T,N = phWAVV + il p. (3.46)

3.3 Reduccon al caso con simefia estrica en coordenadas
eskricas

Para el caso esficamente sif@trico, el elemento dériea del espacio-tiempo (3.5) en co-
ordenadas esficas se reduce a:
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& = —(a® — v ' BN)AE + 2y, B dtdr + v, Ar? + y4o(d6? + Sir? 6d¢?), (3.47)

dondet es la coordenada temporal § §, ¢) son las coordenadas éstas y se asumen
unidades geo#tricas dondé€s = ¢ = 1. El vectorshift esp' = (5',0,0) pues al usar
coordenadas esficas el espacio-tiempo se &$bliado con edras y solamentg’ tiene
sentido; ademsp’ = B'(t,r) al igual que el lapsa = «aft,r) y las funciones ratricas

vir = Y (L, 1) Y vee = veo(t,r). Por otra parte, trataremos el caso de flujo radial, en®nce
suponemos que la 3-velocidad= (V',0,0) lo tiene componente radial, entonces las
variablesJ, = yphWey,sv? = 0, Jy = yphWPyg\ = 0y por lo tanto, los flujos, las
fuentes y las variables conservativas se convierten en:

D a(v-£)D
J; a(vr—%r)\]r+a\/7p5{
u=|J |. F=|a(V-£)+ayyps |.
Jy (\/—’i)J¢+a\/_p6¢
T a/(vr—'g—)r+a/\/_p\/
a(vg—%g)D 0
cy(v'—'%g)\]r+a\/?p6f 0
F¥ = Cl’(\/i—[i:g)\]9+(¥\/7p52 =| ayp |,
a(v' '8— J¢+01\/_p6¢ 0
cy(v' ﬁ—)7+a\/_p\ﬁ 0
a (V- B¢)D 0
a( ﬁ—)Jr+a\/_p5¢ 0
F=|aV-2)h+ayps) [=| 0 |,
a( ﬁ)J¢+a\/_p6¢ a+yp
a(v"’ ﬁg)r+a\/—p\/” 0
0
o TG, T,
S= @ WTnga-FZz )
YTl

a (T, — aTHT 2v).

y por tanto hay solamente 3 ecuaciones no triviales, estalesa@oncernientes a las vari-
ables{D, J;, 7}; las dends ecuaciones se cancelan debid@niia entrada d&’ y F¢
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dependendlo de ¢, t) por lo que al derivar respect®ay ¢, desaparecen, lo cual hace que
nos quede un sistema de 3 ecuacidm@samente:

J 1, Fr = [0 (Vr — %) Jr +a Wp , S= a WT#ngTFZ-r
T a (Vr - %r) T+ a+ypV @ y(T"0,a - aTHT},)

u:[D] a(V-£)D 0

Para expresar las ecuaciones anterioresi@ighente es necesario calcular las compo-
nentes del tensor enéagmomento (3.30), asomo los &mbolos de conekin no triviales
('), con ayuda de las componentes de ketnoa (3.47). Las componentes del tensor
energa-momento no triviales son:

1

T = ﬁ(phW2 - p),
2
o PIW (v’—é) ﬁz
a a a
2 1 2

T = phW2 (vr - g) ; p(% - iiz) (3.48)
TGG ﬂ

799’
o0 - P

Yoo

todas las deias componentes son cero ya sea porjueu’ = 0 6 porqueg” = 0.

Para calcular losimbolos de conekin necesariof;,, I’y } recurrimos a ladrmula:

« _ 9"
by ="

895# agw agﬁy
(axy T o (3-49)

y los no triviales son:
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h—j
o©
S

Il

’ 1 / / 1

Elaa’ = Syu - B + 5 4200,
1., 1, 1

lﬂOOr = ;[a/a - Eﬁzyrr = BB yn] + _Zazﬂzaﬂ’rr,

1 , 1, 1
F?'r = _J[Vrrﬁ + Eﬁyrr] + 2_(9t7rr,

2
o __B ,
Iy = —ﬁyee + ﬁaﬁ%’
19, = sirf oro,, (850
ﬁ ’ / 1 ! 6ty
Ty = S0’ +yufif + 55%] + — 10—,
2y = 520
B 1 17;r B
roo_ / d
', = ?[%rﬁ + 5!87” + E)’_rr B 2&280/”’
Yoo
ro, = oW
Yoo
’y/
¢ _ 1o
F¢r = ?
(ol

Utilizando esta informadin podemos calcular la segunda entrada del vector de fuentes

a\yT"g, 1, = a W{TOO[(_Q’Z + 7rrﬁ2)r00r + ¥l
+ Tro[(_az + ')’rrﬁz)r?r + ')’rrrrOr +yuS(I + 1ﬂOOr)]
+ T [y, + ?’rrﬁrorr]

+ pr, + pre,.)

y de igual forma la tercera entrada de las fuentes

a Y (10,0 — aTHTS,) = T(—a — 2aTS) — aTTg, — aT" Ty, — 2aT*TY,.

Las ecuaciones ADM para la geomat(3.28) y evoludn de la n&trica en el caso con
simetiia esérica en coordenadas éstas con ratrica (3.47) y shifg" = (3, 0,0) omitiendo
el supemdicer se reducen a:
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Ay = —2aKe + BOyer + yrkd B + Y0 S
= =2aKy; + By + 28"y,

Ovygy = —2aKgg + ﬁkak%e + Vekaeﬁk + )’ekaeﬁk
= —2aKa + BYges

Ky = =V, Via + a(Ry — 2yMKy Ky + B0k Kor (3.51)
+ K0 B + dra[(T = paom)yrT — 2Ty ]

’ 77 7 \2
' ; Ve Yoo 1 (7’99)
=+ —a|—=

=—-ad 4+« -
2y Yoo 2 \Yeo
Y, K, K K2
ta Yee Yoo 4 2y 00 g _I_ﬁKr,r
2Yrr Yoo Yoo yrr

+ 28'Kyy + 4ra[(T = ppom)ver — 2T ],

, Yoo Yoo Vi Yoo Kir Kee)
0Ky = — - +a +all+ ——
e 2y 2Yre 4'}’rzr ( Yrr
+ Ky + 4na(T — papm)yes — 2T el
H = R+ K2 - K;jK" = 167papwm, (3.52)

M = VK" - V'K = 8rj'.

Estas son las ecuaciones de evdingy de constricéin de la geomeia que tienen que ser
resueltas simudineamente junto con las de la hidraahmca que exptitamente son:

8D = 8,[a(V — B Ja)D],
odr = Orla(V = B'/a)d] + ayp+a\yT" 9,1}, (3.53)
ot = O[a(V' - B /a)T] + afypV + ay(T*%0,a - a/T’”TSV).

El conjunto de ecuaciones (3.51) y (3.53) pueden ser resuain los ratodos nuraricos
explicados en el cafulo 2, esto se mostraren el siguiente par de dagos, primero en
el captulo 4, la evoluodbn de la geomeita se haa utilizando el netodo de diferencias
finitas para el caso en que no hay fuentes para el campo gramdhévado), en simetia
eskrica en coordenadas éstas. Las ecuaciones de la hidrdimca se resolvan con
los metodos de alta resolu por captura de choque en el ttafp 5, finalmente, en el
caftulo 6 se evolucionan (3.51), (3.53) simartamente.
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¢ Como lidiar con la singularidad de un agujero negro?

Una dificultad que surge al atacar el problema de evofude un hoyo negro, es la exis-
tencia de singularidades asociadas, por una parte, a lealeata fsica de dicho objeto y
por otra a las coordenadas que se utilizan para descriliio dibjeto; esta complicam
podiia convertirse en un problema al momento de resolver lascemnes de Einstein
numericamente, por ejemplo, pddn hacer que el tiempo que nuestro programa funcione
sea corto o que simplemente desde un inicio diverjan lodtagis de nuestraadculo, por
lo mismo, es necesario encontrar una manera de evitar déohgislaridades. Un ejem-
plo tipico del uso de coordenadas sigulares es procesos detacsecéh cuando se usan
coordenadas de Schwarzschild para describir un hoyo nstgecamente sit@trico. Una
manera de evitar la singularidad producida por las cooeshaonsiste en elegir coorde-
nadas que sean regulares en los puntos donde aparecermyldargiades.

Por otra parte, en el caso del hoyo negro de Schwarzschildihaysingularidad en
r = 0, pues los invariantes escalares de curvatura son siegulfr Para evitar la evoluon
del espacio-tiempo en regiones que contienen este tipongelaridades se dige el
método de exciéin, que consiste en remover un trozo del dominio @ioo que contiene
la singularidad en cada hipersuperficie espacial, y gue @sitenido en la interseéci
del horionte de eventos y dicha hipersuperficiel, As que ocurra en la frontera del do-
minio removido tendra la propiedad de que teadardesplazarse hacia la singularidad
[Seidel & Suen 1992]. La frontera del trozo removido se cenmmmo frontera de excisi
y en el caso especial de hoyos negrogmsamente si@tricos descritos en coordenadas
eskricas, dicha frontera es solamente un punto. Finalmente, feontera de exciéin no
es necesario aplicar condiciones de frontera, lo que sedsasenplemente extrapolar los
valores de las variables que se evolucionan, usando vaores puntos vecinos cercanos
[Seidel & Suen 1992, Thornburg 1996].



Capitulo 4

Evolucion de un hoyo negro en el vao

La primera prueba antes de estudiar el problema de la aardei gas con evoluan del

hoyo negro es preciso verificar que log€twdos nuréricos usados para evolucionar la
geometra funcionan adecuadamente. Por ello en estéuapse presentan dos pruebas
gue garantizan que la implementatide esta parte del programa funciona correctamente.
Para ello se plantean dos pruebas, una en la que las cooadem&iden que tanto las
funciones rétricas como las componentes de la curvaturdreséca se mantengan aprox-
imadamente independientes del tiempo y otra, en la que genetioordenadas que ha-
cen mas diramica la evolud@n, para poner a prueba en condiciones menos favorables la
evolucbn del espacio-tiempo.

4.1 Evolucibn de la solucon exacta en la norma déeddington-
Finkelstein

Una primera prueba que debe superarGeligo es que debe ser capaz de evolucionar el
hoyo negro sin materia, partiendo de los datos inicialesasrcbordenadas penetrantes

Eddington-Finkelstein (4.3), Fig. 4.1. Para verificarle,c®nsidera el sistema de ecua-

ciones (3.51), omitiendo logtminos que involucran materia:

37
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Oy = —2aKy, +,87;r + 28"y
Ovyey = —2aKgg + By

2
’ 1’ 1 /
Oy = —a” +a’ LT — L (@) (4.1)
2Yir Yoo 2 \Yeo
Yy KK K2
ta 7rr766 + ZCY rr I\Ngg _ ai +ﬁK|:r + 2,8’Krr
2Yrr Yoo Yoo yrr
’ s ’ ’ K K
0K = —a Yoo o Yoo + a?’rﬂ;ee + a(l 4 B 99) +BK,
27’rr 27’rr 47” Yrr

El sistema de ecuaciones de nuestro problema se resmmo un problema de valores
iniciales, utilizando el ratodo de aproximaén en diferencias finitas en una malla uni-
formemente espaciada, a contindacse menciona la metodolagdel problema:

Datos iniciales

La evolucbn del sistema se reafiZn un dominio nui@rico der € [1.5M, 251IM], con un
factor de courant dat/Ax = 0.25 y una resoluéin de 1x 102 con una aproximadn de
cuarto orden en las derivadas espaciales de primer ordenvalores al tiempo inicial de
las variables geogtricas corresponden a los valores de la solueixacta de Schwarzchild
en la de norma de Eddington-Finkelstein (4.3) por lo que deampon las constricciones
Hamiltoniana y de momento al tiempo inicial:

R+ K? - K;K' =0,

ViK' —9VK =0, (4.2)
2M
7rr:1+T ')’é)é)zrz
2M (1+ ¥ M
K, = _M Kg = —— (4.3)
r2 1+ 24 1+24
1 2M
0= — ﬁ:

14 2™ r(1+2—'\")
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
M

Figura 4.1: Solu@n de Schwarzchild en la norma de Eddington-Finkelsteimnsite la
componentey, = r?, se presentan las componenigsK,, y Ky ad como las componentes
de la normav, .

Resultados

Se implemert el cdigo que soluciona el sistema en cu@st{4.1), para lograrlo se uti-
lizd el método de diferencias finitas introducido en elitalp 2, utilizando un integrador
Runge-Kutta de 3er orden para la evoluctiemporal de las variables. Debido a que se re-
suelven las ecuaciones de Einstein en eld/des variables geo@tricas deben parmanecer
constantes en el tiempo (o al menos deberian) como se meedadrig. 4.2.

Que las funciones atricas se mantengan casi independientes del tiempo, ta phas
mostrar que el@digo es correcto. En cambio, debe verificarse que se gatisfas con-
stricciones Hamiltoniana y de momento, las cuales reptasesi error enisde nuestros
calculos, dichas expresiones deben tender a cero conformengeenta la resoluan, este
comportamiento se muestra en la Fig. 4.3, donde se graficartaarL, contra tiempo,
como se muestrdl y M convergen a cero con segundo orden.

4.2 Evolucibn de la solucon exacta usando una norma
distinta

Como se ha visto en el caplo 3, las constricciones Hamiltoniana y de momento deben
satisfacerse a todo tiempo, signo de que estamos resaviaaecuaciones de Einstein,
esto debe ser independientemente de la norma elegida. &seesbn se satisfacen para
cualquier valor dex y .
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3 3
2.8 , 1 28 *
2.6 , 1 2.6 ,
2.4 , 1 24 ,
22 , 1 22 ’

= 2 = 2
18f i g 18 %
w6} , 161 %
14l N 1 14 F
‘\\. “

12 e L2 e

1 . —" 1 7 1 . R —— ! ;

0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60
M M
(@)t = OM. (b) t = 50M.

3 3
2.8 , 1 28 *
2.6 , 1 2.6 ,
24 , 1 24 ,
22 , B 22 ,

S 2 = 2
18f i g 18 1
16 4 1 16 4
14l N 1 14 F
‘\\. “

12 e 120 e

1 . P —— : ; 1 . P ——— : 7

0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60
M M
(c)t = 100M. (d) t = 150M

Figura 4.2: Se muestra la evolboi de la componentg,, de la 3-n&trica con el gauge
exacto EF, para un valor de= 4/3 en un dominio de = [1, 250] y resoluddbn Ar = 0.01.

Datos Iniciales

La evolucbn del sistema se reafizn un dominio nu@rico der € [1M, 101IM], con un
factor de courant dat/Ax = 0.25 y una resoluéin de 1x 10°3 con una aproximaoin
de segundo orden en las derivadas espaciales de primerarydgegrden , los valores al
tiempo inicial de las variables ge@tnicas y delshift (v, yg, Kir, Kgg, 5) CcOrresponden a
los valores de la solugh exacta de Schwarzchild en coordenadas de EddingtomeiBiain
y el valor dellapsoa se eligb como:

@ = Qg + &, (44)

dondeagr = —== el valor exacto del lapso de la solanide Schwarzchild en coorde-
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0.01 T T T T 0.01

0.001 |
0.001

0.0001
0.0001 f 77

1e-05 f

Ly(H)
Lo(M)

1e-05
1e-06

1le-06 1e-07 I

1e-07 : : : : 1e-08 : : :
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200

VM 17

Figura 4.3: Se muestra la nornha de las constricciones Hamiltoniana y de momento
usando tres resoluciones distintas, = 0.001,Ar, = Ar;/2 y Arz = Ar,/2 se observa que
conforme aumenta la resoléadi, el error tiende a cero a segundo orden.

nadas Eddington-Finkelsteinay= Ae (9" un perfil gaussiano; exjgitamente:

2M

7rr(t:O’r):1+T )’aa(tZO,r):rz
2M (1 + M 2M
Ki(t=0,r)=- ( r ) Ke(t =0,1) = —— (4.5)
rz,/1+2 Ji+&
r r
1 2M
a(t=0,r) = ——— +Ae 1 Alt=01)= ——=.
J1+2t r (1 + 7)
Resultados

Se implemert el cdigo que soluciona el sistema en cu@st{4.1), para lograrlo se uti-
lizo el método de diferencias finitas introducido en elitalp 2, utilizando un integrador
Runge-Kutta de 3er orden para la evoluciemporal de las variables. Paras daadiica
de lla norma se supuso a la fuagilapsocomo variable de evoluoh « = «a(r,t) en la cual
a es la componente con dependencia gne cumple con la ecudri de onda:

0 = 0, (4.6)
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0.6

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
M M

Figura 4.4: Solu@n de Schwarzchild en la norma de Eddington-Finkelsteimnsige la
componentey, = r?, se presentan las componenigs K., Ky y 8 (derecha) dscomo el
lapsoc, para los paametrosA = 1 x 1072, o = 2,rq = 20M (izquierda).

donde el operador D’Lambertiano se define came: \/%_gaﬂ[ \V—-9g79,].
La ecuaddn (4.6) se resola como un sistema de primer orden:

O = 1 + BY,

Wy
04
1 = 8, [ \;ﬁw + ﬁH] : (4.7)
O = 8, [%H LBy,

dondell := fy(0i@ — B¥)/a, ¥ = 0@ son las variables de primer orden, las cuales se
resolvieron simulineamente con las dé@swvariables de evolum.

Debido a que se resuelven las ecuaciones de Einstein enielpa@ una funéin lapso

gue evoluciona, las variables geetricas deben presentar un cambio respecto a las de la
solucbn exacta hecho que se ilustra en la Fig. 4.5.

En la Fig. 4.6 se muestra la convergencia de las constriestory M.
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Figura 4.5: Se muestra la evolaaoide la componentg, de la 3-n&trica utilizando una
norma distinta a la ecacta EF en el \men un dominio de = [1M, 250M] y resolucbn
Ar = 0.01. y parametros de; A= 1x 10720 = 2,1y = 20M.
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1000 T T T T 10

0.1

0.01 ¢
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0.0001 § .
0.0001 f
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Figura 4.6: Se muestra la nornha de las constricciones Hamiltoniana y de momento
usando 4 resoluciones distintag,; = 0.001,Ar, = Ary/2y Arz = Arp/2 Y Argy = Arz/2
se observa que conforme aumenta la resohycel error tiende a cero a segundo orden,
notamos que eladigo funciona bien conforme la resolani aumenta, de otra forma a
partir de 100/, el caddigo deja de funcionar con la resolagiAr ;.



Capitulo 5

Acrecion de Michel

Antes de resolver el sistema gaasrevoluabn de la geomeia del espacio-tiempo se desea
someter a prueba la soladci de las ecuaciones de la hidraalinica. Para ello afortunada-
mente existe una solum exacta de la evolu@h en equilibrio de un gas con presiy
simetiia esérica entrando en un hoyo negro de Schwarzschild.

Dicho escenario fue descrito originalmente por F. C. Micivichel 1972], quien lo re-
solvid usando coordenadas de Schwarzschild. Posteriorment gesentado tamém
cuando el hoyo negro éstlescrito en coordenadas penetrantes de Eddington-§tisikel
que son las que usamos afapadopoulos & Font 1998]. Agudescribimos la soludn
exacta en dicho caso, con la finalidad de comparar la poecystonvergencia de los resul-
tados de la implementam nunérica para la evoludn del gas usando la solaci exacta.

5.1 Solucbn exacta

En la presente sed@n se deriva la solucbn estacionaria a las ecuaciones de movimiento
de un gas ideal en simé@resérica acretada por un hoyo negro, se supamge el fluido

no induce efecto alguno sobre la georigettel espacio-tiempo lo cual se logra suponiendo
gue la densidade del gas es tan baja que no distorsiona el@espapo, se consideran
coordenadas penetrantes Eddington-Finkelstein paraibiest campo gravitacional.

Para la construcon de dicha soluéin, partimos de las ecuaciones de evalngbara un
fluido perfecto (3.40), (3.41) introducidas en la séncB.2 para el caso @sicamente
simetrico y eshtico. Podemos integraadilmente la ley de conservaci de la masaj,[ vV-gou'] =
0) obteniendo que

V=gou' = ¢ (5.1)

dondec; es una constante de integi@ty hemos usado que en el caso de siraesérica
w=u.

45
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La ley de conservadn vV, T/, = 0 se puede escribir cont(+/—gT}) = 0, la cual podemos
integrar ficilmente para en el caso &$to como:

V=gohu'uo = Co. (5.2)

Dividiendo la ecuadin (5.2) entre la ecuamn (5.1) y elevando al cuadrado nos queda el
sistema de ecuaciones:

VGoU =,

2
h2u = (%) e (5.3)
1

donde el valor des3 sale del hechg,, v’ = -1; diferenciando respecto@ u" y r se
obtiene:

11 1
Zdp + —duf + ———8, v=gdr = 4
pdp+ urdd+ Har \/—gdr =0, (5.4)
20,h r
L L (5.5)
h ug us

despejando el valalp/p de (5.4), sustitugndolo en (5.3) y ordenandertminos semejantes
se obtiene:

2
ﬂ 26Inh_2 u dr 26Inh 1
u | dlnp ua dlnp =g

Utilizando las componentes de la&trica en coordenadas de Eddington-Finkelstein (4.3) y
del hecho quey=g = afy = @ \/y_rrrzsinze la ecuaaddn (5.6) se reduce a:

du [Vz _ (“_r)zl dr [2\/2 _ ﬂ] _o, (5.7)

ur Uo r ru?

O V-9 + é’rgoo] =0. (5.6)

donde hemos definidg? = dc',rl‘fﬁh) 1. Es necesario conocer los valores de las constantes

C1 Y Cp, esto se logra haciendo unadisis de los puntos tticos de la ecuabn (5.7). Se
encontraron los valores dé, U y ug los cuales satisfacen el sistema:
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Uo
M
2V2 - —2 = O,
rug
y resolviendo se encuentra que:
M
|- _
o = 2r;
(Uo)e = (UE)* — (Qoo)e
ul‘
V2 = ( ¢ ) 5.8
¢ = | o) (5.8)

Utilizando la ecuadin para un gas polibpico P = ko', conI el coeficiente adigtico, la
ecuaocbn (5.8) y un valor de la densidad de masitiay p. se puede calcular la constante
politropicok. Conociendo los valoresiticos para la densidad de masay el radior,, se
calculan las constantesy C,.

Una vez calculadas las constantes, se resuelve el sisteataigeiones (5.3) utilizando el
método para encontrar raices Newton-Raphson.

Enla Fig. 5.1 se muestra el resultado obtenido de la soiiexacta de Michel para el caso
enelque. =1x102yr.=400M y T = 4/3 [Papadopoulos & Font 1998].

5.2 Solucon numerica

En esta secon se presenta la soldci nurnérica del sistema (3.58nicamente se evolu-
cionan las variables de la hidrodimica, las variables concernientes a la gedmetel
espacio-tiempo se consideran como constantes a lo largmldda evoluan por lo que
si en los &rminos necesarios para construir las fue®tede (3.50) apareces de alguna
variable georatrica se desechan.

oD = or[a(V' - ' /a)D],
Ohdr = O[a(V' = B'/a) ] + afyp+ a\yT" g, T}, (5.9)
ot = 0[a(V' - B /a)T] + aypV + a y(T0,a - aT”VFSV),
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Figura 5.1: Se muestran los perfiles exactos de Michel parpdametrod” = 4/3 en un
dominior = [1M, 15M], con resoluddn Ar = 0.01 .

Condiciones iniciales

Recordamos que estamos solucionando un problema de valaniedes por lo que antes
de comenzar la evolumn de las ecuaciones+3 de la hidrodi@mica relativista (5.9), se
requiere fijar valores iniciales para la densidad de mas#lren reposgy la velocidad
radial del fluidov', el coeficiene adidiicoT’, preson inicial y el valor de la enefg in-
ternae. Inicialmente se proponen los valores@eV', p, e y se construyen las variables
conservativa®, J;, T usando las relaciones (5.10) para inicializar (5.9)
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D = vypW,
J = thWZVi, (510)

7= \y(phWe — p— pW).

Se contemplaron dos casos para la sélael problema, caracterizados por el conjunto
de datos iniciales implementados:

e Caso |.Se eligb como valor inicial de la densidad del gasuna constante, la veloci-
dad radial del gag, fue considerada una constante correspondiente al cas@eh qu
gas se mueve radialmente hacia el agujero negro, labpréscial p fué calculada
utilizando la ecuaéin de estad@ = po(I' — 1)e.

e Caso Il. Se considgr como valor de la densidad, velocidad radial y pgyedos
valores arrojados de la solédci exacta de Michel, lo cual significa que comenzamos
desde un inicio, con la soluam exacta del sistema.

Para ambos casos, el sistema en caeste resohd utilizando nétodos de volumenes
finitos, junto con los ratodos de alta resolw de captura de choques descritos en el
cagtulo 2, se utilid un resolvedor de Riemann HLLE,ia@®mo la aproximadin lineal a
pedazos para la reconstrumcide variablesminmod) en cada intercelda, se introdujo una
atmosfera que evita que la densidad de masa en reposo sea mEipeuas evitar que
h= 1+ e+ p/po diverja; se eligh la densidad de dicha afisfergom = 10710,

Condiciones de frontera

La solucbn nurrerica del problema fue realizada en un dominio fing@ < r < rpax En

el cual se implementla tecnica de excién en la frontera interior definiendo al radio de
excisbn enrgy. = M, el cual est suficientemente lejos de la singularidad 0 y permite
ver el comportamiento del sistema sin problemas; debide edardenadas utilizadas no es
necesario imponer condiciones de frontera enrey., Y €l valor de las variables conserva-
tivas en dicha frontera se ha extrapolado. Por otro ladotddra exterior eatcausalmente
desconectada.

Resultados

Caso | Para este caso se comérwon una densidad de masa, velocidad radial y pnesi
constantes, se obsérque despas de un tiempo el proceso de acoecse estabiliza, esto
es, el perfil de las variablgg p y V' adquiere el de una solusi atractora en el tiempo,
dicho comportamiento se ilustra en la Fig. 5.2.
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Figura 5.2: Se muestra la evoluzn del perfil de densidad de masa para el caso I, a distintos
tiempos conj, = 0.5, y datos incialepp = 1x 1074, T = 4/3, pp = 7x 1077, € = 2.31x 102 en

un dominio der = [1M, 15M] y resolucbn Ar = 0.01, se observa que a partir le 90M el prefil
se estabiliza.
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Se realizaron distintas corridas abarcando un conjuntcaderetros para observar si el
comportamiento de las variables es el mismo para el casolh Eiy. 5.3, se muestran
los perfiles obtenidos de iniciar la evolanicon distintos valores para la velocidad radial
inicial vi,; en todos los casos se muestra el perfil una vez que el proedésoestabilizado.
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(c) Velocidad. (d) Acrecbn de masa en el tiempo

Figura 5.3: Se muestran los perfiles estables para distinto valor inicial de la velocided, rad
v =-0.1,-0.2,-0.25,p0 = 1x 1074, T = 4/3y pg = 7x 107 & = 2.31x 1072, en un dominio
der = [1M, 15M], resoludn Ar = 0.01,dM/dt fue calculada en el detector situadorea 4.01.

Como diagistico de nuestra simulaxi, se implementaron detectores a diferentes posi-
ciones del dominio nu#érico, dichas posiciones definen superficie®msds, podemos
medir en cada una de estas superficies, cuanta masa por deiti@thpo atraviesa dicha
esfera, para ello definimos el flujo de masa por unidad de tequp pasa por una superfi-
cie esérica como:
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Figura 5.4: Se muestra la evolugn del perfil de densidad de masa para el caso Il, a distintos
tiempos pard = 4/3,en un dominiag = [1M, 15M] y resolucbn Ar = 0.005.

2r
am _ —f D dg, (5.11)
0

- B

_ —f aWpW(Vr - E) do, (5.12)
0

integrando y utilizando el hecho qugy = r?+fyy sindy quea \/y,y = 1 en coordenadas

EF, la expresin para calcular la cantidad de masa que pasa adrde una superficie
eskrica es:

M = —47rr2,ow(vr - g) (5.13)

En la Fig. 5.3 se muestra la masa acretada en el tiempo, seopsdovar que desps de

un tiempo el proceso se estabiliza. i@dnteresante estudiar la trayectoria en el espacio-
fase del sistema y verificar si en efecto estos perfiles quoreien a una soluzin exacta

de Michel.

Caso Il En este caso arranca la evoluticon una soluéin exacta como dato inicial. Se
obsend que las variables densidad, ptesy velocidad, mantienen su forma conforme el
tiempo transcurre (ver Fig. 5.4).
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Figura 5.5: Se muestra la auto-convergenciaadepara datos inicialeg’ = —0.5, pp = 1 x 1074,
I'=4/3ypo=7x10" € =231x1072, lacual se calcd utilizando la norma., de la diferencia
entre el valor de la densidad para cuatro diferentes resoluciomes 0.05, Ar, = Ary/2, Arz =
Ara/2y Arg = Arg/2.

5.3 Convergencia

Caso |.Para validar nuestros resultados r@annos se presenta una prueba de convergencia
de la soludbn nunérica, para este caso no se tiene una sotuekacta con que comparar
por lo que se realizuna prueba de autoconvergencia de tipo Cauchy en las \exiaitin-
itivas. En la Fig. 5.5 se muestra la autoconvergencia dedaidad de masa en repgs§
tambien en la Fig. 5.6 se muestra @lculo del factor de convergencia que es 1.

Caso Il. Como prueba de que se @stesolviendo el problema de manera correcta, se
compararon los perfiles exactos de las variables de la hidroica de Michel con los
obtenidos de nuestra simulé@ninunérica.

Se calcub el error del édigo de evolu@n comparando la soluim exacta de Michel, con

la arrojada de nuestra simulaninunerica. Definiendo el error como:

error = pexact_pnurn, (5.14)

en la Fig. 5.7, se observa que conforme aumentamos la resolwe error disminuye,
adend@s converge a seguno orden lo cual es correcto.
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Figura 5.6: Se muestra el orden de auto-convergencigpgepara datos iniciales” = -0.5,

po=1x10%T =4/3ypy =7x 107 € = 231x 1072, se ocupo la normé; de la diferencia
del valor de la densidad a tres distintas resoluciaxrgs= 0.05, Ary, = Ar1/2 y Arz = Arp/2, €l
factor de convergencia se caloule la expregin 2 = AE;/AE> de dondeAE; = Li(pr — p2) ¥

AEs = Li(p2 — p3).
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Figura 5.7: Se muestra el error (5.14) para la densidad usando tres resolucistie®s, Ar =
0.01,Arp = Ar1/2 y Arz = Arp/2.



Capitulo 6

Evolucion no lineal de la acrecon de un
gas ideal

En los cajtulos 4 y 5 se abo el problema de evolugh de la geomeia para un hoyo
de Schwarzchild en el vaxy el de la hidrodiamica al resolver las ecuaciones de Euler
relativistas con un fondo fijo respectivamente, en estai@Ge®e generaliza dicho prob-
lema al juntar ambos casos, esto es, resolviendo las eaeacite la hidrodiamica si-
multaneamene a las de la geormetrLa soluobn a este problema nuaricamente es im-
portante, pues no conocemos antecedentes. Para lograciewalr el hoyo negro con
materia, es necesario resolver las ecuaciones para la gepmquee aqureescribimos:

Oy = —2aKy + BOkyn + YKo + v
= —2aKyr + By + 28"y,

Oyen = —20Kgg + BOcyan + YokOaB* + YeadeB,
= —2aKa + By,

OKir = =V, Via + a(Ry — 2y"KuKy + A0kKye (6.1)
+ Krkarﬁk + 4na[(T — paom)yre — 2Ti]

’ ’’ / 2
' ; Vi Yoo 1 (7’99)
ad—-a=+ =

=-a" +

2y Yoo 2 \Yeo
Y K K K2
ta Yrr Yoo + o Res B T BK?.
2)’rr'}’99 Yoo Vrr

+ 2ﬁ,Krr + 4770’[(1- _PADM)Vrr - 2Trr],
/ 1’ / / K K

0K = —a Yoo o Yoo + a?’rﬂ;ee + a(1+ T 99)
27rr 2')’rr 47rr Yrr

+ BKyy + 4na(T — papm)yes — 2Tel,

55
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simultaneamente con las de la hidrog@mica relativista:

oD = o;[a(V - B'/a)D],
odr = o fa(M —B'/a)J] + ayp+a WT“VQW,FZ, (6.2)
ot = 0[a(V' - B /a)T] + aypV + a y(T*0,a - aT”VFSV),

donde recordamos quapy = phW2 = p, " = phWAV' y T = phWAv, V' + 3p.

El sistema de ecuaciones de nuestro problema se résotilizando el nétodo de aproxi-
macbn en diferencias finitas en una malla uniformemente espagiara las ecuaciones de
la geometia y metodos de volumenes finitos junto con lostodos de alta resolun de
captura de choques para la hidrdatfimica, en el cual se utilizun resolvedor de Riemann
HLLE as como la aproximaéin lineal a pedazos para la reconstroocde variables en
cada intercelda. Se utifizel metodo defineas con un integrador Runge-Kutta de 3er orden
para la evolud@n temporal de las variables, en un dominio ruico finito, el metodo de
excisbn fue implementado y frontera externa es causalmente nestzala.

Condiciones iniciales

Se construyen condiciones iniciales para el problema dei@do de la hidrodiamica
relativista simulaneo al de la evoludn de la geomeia, para esto se deben fijar valores
iniciales para las variables hidrodimicas f, V', p), y las de la geomét (v, Yo, Kir,

Kg) de modo que se satisfagan las constricciones (3.52). @é etimo valor inicial de la
densidad del ggs, un perfil gaussiano, la velocidad radial del ga$ue considerada una
constante correspondiente al caisich en que el gas se mueve radialmente hacia el agujero
negro, la pregin inicial p fué calculada utilizando la ecuéci de estad@ = po(I' — 1)e, se

fij6 un valor para el coeficiente ad&titoI” = 4/3 y la energg internae. Para la variables

, . . 2M(1+M .
geonetricas, se fijo el valor dgy = r’y K,, = — (& '). Con todo esto, el valor inicial
r24/1+2M

dey, y Kg debe cumplir con las constriccionksy M:

v KG
Oryn = ’)% (1 —Yr — rl’rz 99) - 2? Kir Koo + 87Tr7r2rpADM,
K K .
arKgg = ry—” + % - 47Tr28)/rrjr. (63)
rr

Para resolver (6.3) fue implementado un integrador Rung&akie cuarto orden.
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6.1 Diagrostico y resultados

Evolucion del gas

Las variables que describen al gas y las variables concgesia la geomdt del espacio-
tiempo ahora se resuelven sinfuleamente por lo que lo que para construir las fueBites
necesarias para las ecuaciones de evfudel gas (6.2), es necesario tomar en cuenta los
terminos de (3.50), en los que apare@minos de la formé;A dondeA es alguna variable
geonetrica aderas, de los valores inciales dey( V', p, €), se construyen las variables
conservativa®, J,, v usando las relaciones (5.10) para inicializar (6.2). Semson

dos etapas del proceso de acbeciuna primera etapa en el proceso de adrese observa
gue el prefil inicial gaussiano de densidad de masa en regosaetado en un tiempo de
transicbn (aproximado de 9@ en nuestros ejemplos), una vez concluido dicha etapa muy
dinamica, el proceso de acréanicontiria, ya no del perfil inicial, sino de la aésfera que
hemos colocado desde un inicio.

Evolucion del espacio-tiempo

La evolucbn de componentes de la curvatura edecak,, y Ky se muestra en las Fig.
6.2, 6.3. Se observa que al tiempo inicial la presencia demaatodifica la curvatura
con respecto al caso del yadmostrado en el céjplo 4), conforme avanza el tiempo esta
deformacbn se propaga y eventualmente sale por las fronteras. Lagemes nos dan
una idea de@mo la materia deforma la geometdel espacio-tiempo conforme el tiempo
transcurre. Una vez as debe verificarse que converjan las constricciones Hanaha y
de momento. En la Fig. 6.1 se grafica la normgara distintas resoluciones éey M
cuya convergencia es de segundo orden.

Horizonte aparente

Es fundamental en el estudio de los hoyos negroamicos la evolué@n del horizonte

del hoyo negro. Existen distintos conceptos de horizontao/de ellos es el horizonte
aparente (HA). El HA se define como la superficie marginalmettapada @s externa,
esto es, que cumple con la condicide que los rayos nulos salientes que apuntan al futuro,
cuya proyec@n sobre una hipersuperficie espadiah un tiempo dado es normal a tal
superficie es saliente y adaetiene exaparn cero en toda la superficie. La expogsi
gue representa una superficie marginalmente atrapada es:

© = Vin' +Kn'nl =K =0,

donden' es el 3-vector normal al horizonte, en el caso con simesérica en coordenadas
esfricas se reduce a:
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Figura 6.1: Se muestra la nornha de las constricciones Hamiltoniana y de momento
usando 4 resoluciones distintag,; = 0.001,Ar, = Ary/2, Arz = Arp/2 Yy Arg = Arz/2

se observa que conforme aumenta la resohycel error tiende a cero a segundo orden,
notamos que eladigo funciona mejor conforme la resol@oiaumenta.

o= Jw _Kw _q (6.4)
VY Yoo Yoo

En el caso de simé# esérica en coordeandas estas el HA es una esfera de radig, y
radio deareaRya = +/ye €N que se satisface la condini(6.4). EI HA es una superficie de
dos dimensiones localizado localmente en cada hiperscipétfie la foliacbn de espacio-
tiempo, esto quiere decir que nos deja conocer inforomede |0 que ocurre con el espacio-
tiempo durante la evoluan.
El hecho de que se localice un AH, para un espacio-tiempo gule con la condién
de la ener@, existe un Teorema de singularidad de la relatividad rgéiogie establece
horizonte aparente existe en una de las hipersuperficie® g el espacio-tiempo, debe
encontrarse dentro del horizonte de eventos [Hawking &BHEi73] (Teorema 9.2.1). Por
ello es muyutil localizar el HA.

Calculo.El HA fué localizado, encontrando laizamas externa de (6.4) seguida de una la
interpolacon a primer orden del valor de las funcionestricas en el valor de de dicha
raiz, esto es, se buscaron los ceros de la fim@, debido a que puede situarse en un
punto que no se encuentra en la malla. En la Fig. 6.4 se mwstitculo del horizonte
aparente para distintos valores iniciales de la velociddaal del gas ideal. En cada una
de la imagenes se observa que conforme transcurre el tiempo eragojmienza a acre-
tar la atnbsfera que hemos impuesto hasta que llega el perfil gausseadensidag, y
entonces el proceso de aci@ties bastante &s notorio, por lo que el HA crece en mucho
mayor medida, degges de acretar el perfil gaussiano de gas ideal, el procesoatsa se
estabiliza y se observa que crece en menor medida, en taloados, se observa un com-
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Figura 6.2: Evoludin de la componenté;, de la curvatura exinseca par&l = 4/3 en un
dominio der € [1M, 250M] y resolucbn Ar = 0.01.

portamiento oscilatorio del HA depues de que el agujeroakgracretado en su totalidad
al perfil gaussiano de densidad, la amplitud de dichas egmilas disminuye conforme se
aumenta la resolugn, sin embargo no desaparecen, lebrade dicho femeno se de-
sconoce. Por otro lado, se puede asociar una masa al HA qubiyal= Rya/2 la dial
toma@& un papel importante as adelante.

Horizonte de eventos

El horizonte de eventos, a diferencia del horizonte apey@stuna superficie de 3 dimen-
siones que sirve como una membrana de un solo sentido, laianaiez que la atraviese
hacia dentro del agujero no puede escapar debido al campibagranal. Localizar el
HE en un problema de evoluri del espacio-tiempo es primodial para extraer infororaci
fisica del hoyo negro, como la masa o equivalentemente efitadel hoyo negro al igual
que el HA.



60 Capitulo 6. Evolucion no lineal de la acrecbn de un gas ideal

24 T T T T 2.4

N QT ol

8 o E 18 b

Koo
Koo

16 1 16
14 , — 1.4 —
12 ) ] 12 ‘
1 . . . . 1 . . . .
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
M ™
(@)t = OM. (b)t = 125M.
25 T T T T T 2.4
................................................ Pran
2 b d
2|
15
18
£ 3
1 1.6
14
05 H
12
or L L L L L 1 L L L L
0 5 10 15 20 25 30 0 20 40 60 80 100
M M
(C)t = 37.5M. (d)t = 625M

Figura 6.3: Se muestra la evolaoide la component,, de la curvatura exinseca para
I' = 4/3 en un dominio de € [1M, 250M] y resolucbn Ar = 0.01.

La diferencia mas importante entre el HA y el EH es que el EH es independienta d
definicion de laZ, y en consecuencia de las coordenadas del espacio-tienop@s® se
dice que el HE es independiente de la norma.

Para localizar al horizonte de eventos, el cual esta sendiet@por la frontera entre dos
rayos nulos, uno que escapa hacia el infinito alejandose sladgalaridad y otro que cae
dentro de la misma, es necesario conocer la evauttal (o una parte significativa de
ella) del espacio-tiempo, en nuestro caso una parte sigtivicde los resultados arrojados
de nuestra simulagh nunerica hasta que haya terminado de ejecutarse dicha siilaci
Calculo.Supongamos que ya se conoce completamente la edoldel espacio-tiempo de
nuestra soluén nunerica, es necesario ahora observar el comportamiento daylos nu-
los y a$ localizar la frontera que define al horizonte, para elloed@ed-esolver la ecuami
de las geoésicas nulas radiales, que para el caso con denetErica se reduce a:

d
ds’ = Yr o T Z,Brd_; - (CV2 -BB) =0, (6.5)
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Figura 6.4: Se muestra el HA para distinto valor inicial devédocidad radialv, =
-0.1,-0.2,-0.4,-05,T = 4/3,A = 1x10% o = 0.5, ry = 20M en un dominio de
r =[1M, 251IM] y resolucbn Ar = 0.01.

recurriendo a la ietrica 3+1 (3.5), donde las coordenadas angulares no intervienestgue
gue sabemos que el HE es una esferay (6.5) debe cumplirseguaraalor de las coorde-
nadas angulares. Expitamente (6.5) se reduce a:

g = _ﬁ + @

dt Ve
gue es una ecudmi de evoludn para la posi€in de una gedgkica nula.
En principio basta resolver (6.6) para conocer la trayectbe una o0 muchas geesicas
nulas, lo cual no basta para conocer la pasiclel horizonte de eventos. Debemos localizar
la frontera que separa una geodesica nula que entra y otsatguge dicha superficie, esto
en la pactica puede ser laborioso y bastante complicado. Una maleeencontrar el
horizonte de eventos es integradando hacia el pasado lai@cy8.6), en este caso las
geodksicas nulas son atraidas y convergen al horizonte de eventel pasado.

(6.6)
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Figura 6.5: Se muestra el horizonte de eventos y el horiapdaeente, para los ganetros
Vi = -04,T = 4/3A=1x10% o = 05,1y = 20 en un dominio de € [1,251M],
dt = 0.6 x 10? y resolucon Ar = 0.01.

El HE se obtuvo de la evoluan de las variables @tricas a cada paso de tiempo, dichos
valores se guardaron en bloques de datos, luego, sedritegcuadn de las geogkicas
nulas (6.6), integrando del futuro hacia el pasado y de foacéa dentro, esto es, se inicio
la lectura de los bloques finales que correspam@l tiempo final de la evolumn y se ha
realizando un cambio de signd por —t que transforma a la ecuaci (6.6) en% =pB- \/%
dicha integradin se realid mediante la implementdui de un integrador Runge-Kutta de
cuarto orden, cada paso de tiemgioes igual al paso de tiempo de la evolutide la
variables geoi@tricas. En la Fig. 6.5 se muestra tanto el HA como el HE. Nuevde
despws de acretar el perfil gaussiano, el HE sigue aumentandanstidey aparece una
oscilacbn muy interesante.

Masa

Se sabe que cuando se estudia un sistésieof es de vital importancia hablar de can-
tidades invariantes o que cumplan con una ley de consérvae masa es una de esas
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cantidades por lo que una vez que hemos planteado nuesbiempeoy sabemos que se
ha procedido de una manera correcta. Al resolver un problem@rico es importante
monitorear dichas cantidades conservadas, lo cual sireggpabar el 6digo y comprobar
gue se estrealizando de manera correcta la integraci

En un sistema en que se tiene una fuente de campo gravited®wadoPara el caso que
se trata, se tiene un sistemsi€o por lo que la expresin Se midd la masa Misner-Sharp
[] definida para el caso en simetresérica como:

1 1 (8r)’99)2 Kea)
Mps = = v 1-- +—, 6.7
MS 2 ygg( 4 Yiye Yoo ( )

la cual nos ayuda a estimar la masa ADMpw = lim;_.o0 Mys dicha masa toma sentido
definirla en un espacio-tiempo asintoticamente plano, @@uke se presenta unicamente
como comparaéin

If a system containing gravitational sources is surrounole@n infinite vacuum re-
gion, the geometry of the space-time will tend to approaehfidt Minkowski geometry
of special relativity at infinity. Such space-times are knas "asymptotically flat” space
times. For systems in which space-time is asymptoticalty the ADM and Bondi energy,
momentum, and mass can be defined. In terms of Noether'seitmedhe ADM energy,
momentum, and mass are defined by the asymptotic symmettspatsal infinity, and the
Bondi energy, momentum, and mass are defined by the asymgyatimetries at null infin-
ity. Note that mass is computed as the length of the energpentum four vector, which
can be thought of as the energy and momentum of the systemfitaity”.






Capitulo 7

Conclusiones y comentarios finales

El trabajo presentado se centra en la evd@oae un hoyo negro acretando un gas ideal.
Para conseguirlo ha sido necesario estudiar a detalle,n@oparte, las propiedades de la
evolucbn de la geomeia del epacio-tiempo basadas en lai@de la relatividad general y
por otra, la evolu@n de un gas gobernado por las leyes de la hidéodioa relativista. Al
combinar ambos temas y haciendo uso d@ados nuraricos, se ha obtenido la evolaai
no-lineal de dicho sistema. Antes de pasar al sistema pahae realizaron pruebas por
separado, primero la evoldci del espacio-tiempo en simigtresérica de un hoyo negro
sin materia y segundo la solaci del problema de acréxi de un gas en un fondo fijo.

Al combinar ambos temas hemos obtenido la evélucio-lineal del proceso en simietr
eskrica.

Se han implementado las herramientas de diatitco necesarias para lograr el seguimiento
y estudio del comportamiento del proceso de abrecse implmerit un encontrador de
horizonte aparente, encontrador de horizonte de eventbsajcello de la masa ADM del
espacio-tiempo.

Al no haber antecedentes de trabajos semejantes @gieten no lineal, hemos en-
contrado un comportamiento oscilatorio tanto del horieaagarente como el de eventos
gue descondamos. Es posible queste comportamiento oscilatorio sea un indicio de las
propiedades de oscilaxi del horizonte del hoyo negro al acretar de manera no luneal
gas. Se trata potencialmente de un tema interesante querti@sadamente queda fuera
del alcance de esta tesis, pero que se puede atacar en uatprdgenayor duradn, pues
requiere comparacion por ejemplo con la taate perturbaciones de hoyos negros.

Por tltimo, los resultados nuemicos de la soluéin de un sistemaidico no deben
tomarse a la ligera, sea cual sea étado o forma de impletarlo, debe ponerse a prueba,
esto es, debe ser capaz de simular o resolver problemagetaasssicos ya conocido8
cuyo comportamiento sea predecible antes de simular afgoommplejo o desconocido,
adends, debe ser acomipado de una prueba de convergencia para gozar de credibilida
Nunca se debe desviar la atemtide los objetivos principales que es resolver un problema
del mundo real, que nos rodea y aportar al desarrollo delabaiento humano y estamos
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avanzando en esa direoni
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