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Capitulo 1

Introduccion

Los alcances de la medicina nuclear en el area de imagen médica satisfacen
en la actualidad necesidades de diagnostico para prevenciéon o tratamiento de
enfermedades cuyas evidencias fisicas no necesariamente se persiben al exte-
rior del organismo de un sujeto. De esta forma el objetivo de toda modalidad
de imagen es visualizar los 6rganos internos del cuerpo de una manera no
invasiva, para obtener informacion estructural, anatomica y fisiologica.En la
practica, en cualquier modalidad tomografica se puede obtener solamente
una estimacion de la imagen real del objeto bajo estudio.la fidelidad de la
reconstruccion en cada caso dependera de las respuestas a una serie de pre-
guntas sobre la adquisicion y el proceso previo de los datos adquiridos, de
la implementacion numérica de las formulas mateméaticas de reconstruccion,
y del post-procesado de las iméagenes reconstruidas.En general podemos in-
cluir las fomas de adquisicion de datos en dos aplicaciones: tomografia de
transmision y tomografia de emision, la primera produce la radiacion desde
una fuente externa a la region en estudio y en el lado opuesto se coloca el
detector de la emisién una vez que ha cruzado por el objeto estudiado, en la
segunda la fuente de radiacion es distruibuida en la region a estudiar y los de-
tectores toman una geometria rodeando la zona. Las imégenes de tomografia

de emision se generan mediante un algoritmo de reconstruccion, a partir de



un conjunto de proyecciones adquiridas del objeto o paciente bajo examen.
El procedimiento clasico de reconstruccion de imagen es la retroproyeccion
filtrada(FBP). Este método es rapido y sencillo, pero no utiliza informacion
estadistica. Es un buen método para aplicaciones en las que el nimero de
cuentas es alto (como tomografia de rayos X), pero no tiene esa eficiencia
cuando el niimero de cuentas es bajo, como en imagenes de medicina nu-
clear. Los métodos iterativos de reconstruccion de imagen se han propuesto
como alternativas a FBP.Estas técnicas tienen un coste computacional més
alto que FBP pero producen imagenes de mejor contraste y relacion senal
ruido. En el presente trabajo se describe una variacion del método de gra-
diente maximo aplicado a la reconstruccion 2D de imagenes de Tomografia
por Emision de Positrones mediante maximizacion de la verosimilitud para
una estadistica de Poisson. Se comparan los resultados obtenidos con este
método con los obtenidos por el método directo de FBP y con el método
clasico iterativo EM. Se demuestra que el método propuesto produce mejor
calidad de imagen que el método directo y converge mas rapidamente que
el método clasico. Se presentan curvas de evolucién de la verosimilitud y de
la entropia como funcién del nimero de iteraciones comparativas entre el

método propuesto y el método EM.

1.1. Tomografia Reconstructiva

La capacidad para visualizar secciones del cuerpo sin la interferencia de otras
regiones es una de las grandes metas de la radiologia. Este proposito tiene
ahora grandes avances con las nuevas técnicas conocidas como Reconstruc-
tivas que hacen uso de ordenadores capaces de procesar enormes cantidades
de datos.Tal es el caso de la tomografia por rayos X o también la de rayos
gama, estas técnicas actualmente no proyectan planos no deseados de téjidos
que no estan bajo examen.Si se toma un numero suficiente de proyecciones,

la distribucion de los coeficientes de atenuacion (en el caso de la tomografia



de transmision) o la densidad del radiosotopo (en el caso de la tomografia

por emision) puede ser determinada en el plano bajo estudio.

1.2. Desarrollo Historico

Las técnicas de reconstruccion de imagen fueron primero desarrolladas para
uso en radiostronomia por Bracewell (1956) para identificar regiones del sol
con emision de microondas. Las antenas de microondas no podian enfocar
puntos, lo hacian en franjas delgadas que cruzaban la superficie solar.Asi la
emision total desde una franja era medida y se reconstruia un mapa de la
actividad solar desde una serie de ellas.

El mismo problema se origin6 en la microscopia del electrén en el estudio de
moléculas complejas. En este caso se deseaba reconstruir estructuras molec-
ulares desde una serie de microgramas de transmision tomados en varios
angulos.Los métodos de reconstruccion fueron desarrollados en forma inde-
pendiente a los trabajos de Bracewell (DeRosier y Klug 1968, Gordon, Bender
y Herman 1970).Técnicas de reconstruccion de imagen fueron también de-
sarrolladas de manera independiente en aplicaciones opticas (Rowley 1969,
Berry y Gibbs 1970).

En el campo de aplicaciones médicas, un escaner CAT (Tomografia Asis-
tida de Computadora)de rayos-X fue introducido en 1972 por EMI Ltd.
(Hounsfield 1973) y tuvo un gran impacto en radiologia de diagnostico.Los
inicios de la la tomografia reconstructiva de rayos X pueden encontrarse en
los estudios de tomografia de Takahashi (1957) quien colocd la fuente de rayos
X y la pelicula de proyeccion en el mismo plano.Mas tarde Oldendorf (1961)
desarrollo un aparato para imagen de transmision de rayos gama (fuente
de ¥17).Kuhl y Edwards independientemente desarrollaron un sistema de
emision (fuente de ' Am)y transmision (Khul, Hale y Eaton 1966)usando
un sistema de cadmara y osciloscopio para procesar y almacenar datos.Estos
primeros intentos de reconstruccion usaron variaciones del método conoci-

do como Retroproyeccion y producieron imagenes de poca calidad.Un paso



muy importante lo realiz6 Cormack (1963, 1964) quien desarrollo una técnica
matematica para iméagenes de recontruccion aproximada desde proyecciones

de rayos X y aplico sus medidas en fantomas simples.

1.3. ;Qué es la tomografia por emisién de positrones?

La tomografia por emision de positrones (PET, por sus siglas en inglés) es un
tipo de procedimiento de medicina nuclear que mide la actividad metabdlica
de las células de los tejidos del cuerpo. L.a PET es en realidad una combi-
nacién de medicina nuclear y andlisis bioquimico. Se utiliza principalmente
en pacientes que tienen enfermedades del corazéon o del cerebro y cancer,
la PET ayuda a visualizar los cambios bioquimicos que tienen lugar en el
cuerpo, como el metabolismo (proceso por el cual las células transforman los
alimentos en energia después de que han sido digeridos y absorbidos en la
sangre) del musculo cardiaco.

La diferencia entre este estudio y otros exdmenes de medicina nuclear es que
la PET detecta el metabolismo dentro de los tejidos corporales, mientras que
otros tipos de examenes de medicina nuclear detectan la cantidad de sustan-
cia radiactiva acumulada en el tejido corporal en una zona determinada para
evaluar la funcion del tejido.

Como la PET es un tipo de examen de medicina nuclear, durante el pro-
cedimiento se utiliza una pequena cantidad de sustancia radioactiva llamada
radiofarmaco (radiontuclido o trazador radioactivo) para ayudar en el exam-
en del tejido en estudio. Especificamente, los estudios con tomograrias PET
evaltian el metabolismo de un 6rgano o tejido en particular, de manera que
se evalia la informacion correspondiente a la fisiologia (funcionamiento) y
la anatomia (estructura) del érgano o tejido, asi como sus propiedades bio-
quimicas. Por ello, las tomografias PET pueden detectar cambios bioquimicos
en un 6rgano o tejido que pueden identificar el comienzo de un proceso pa-
tologico antes de que puedan observarse los cambios anatomicos relacionados

con la enfermedad a través de otros procedimientos con imagenes, como por



ejemplo, la tomografia computarizada (TC) o la resonancia magnética (MIR,
por sus siglas en inglés).

La PET es utilizada frecuentemente por los oncologos (médicos especialistas
en tratamiento del céncer), los neurélogos y los neurocirujanos (médicos es-
pecialistas en el tratamiento y la cirugia del cerebro y el sistema nervioso),
y los cardidlogos (médicos especialistas en el tratamiento del corazon). Sin
embargo, a medida que contintian los avances en las tecnologias de la PET,
este procedimiento se utiliza cada vez mas en otras areas. También puede uti-
lizarse conjuntamente con otros examenes de diagnostico, como tomografias
computarizadas o estudios de imagenes por resonancia magnética par pro-
porcionar informacion méas concluyente sobre tumores malignos (cancerosos)y
otras lesiones. La tecnologia méas moderna combina la PET y la TC en un
estudio conocido como PET/TC, que promete mejoras especialmente para el
diagnostico y el tratamiento del cancer de pulmoén.En un principio, los pro-
cedimientos de PET se realizaban en centros especializados ya que ademés del
escaner de PET, debian contar con el equipo necesario par fabricarradiofar-
macos, como el ciclotrén y un laboratorio de radioquimica. Actualmente, los
radiofarmacos se producen en muchas areas y se envian a centros de PET

para que soOlo se requiera un escaner.

1.4. ;Por qué se realiza una PET?

En general, la PET se utiliza para evaluar los 6rganos y tejidos para detec-
tar la presencia de enfermedades u otros trastornos. También puede utilizarse
para medir el funcionamiento de 6rganos como el corazon o el cerebro, pero
su uso més frecuente es para detectar el cancer y evaluar el tratamiento

adecuado contra el céncer.
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Capitulo 2

Fisica de PET

2.1. Funcionamiento de PET

La PET utiliza un dispositivo de exploracion (una maquina con un gran
hueco en el centro con distintas geometrias)que detecta los positrones emiti-
dos por un radionticlido en el 6rgano o tejido que se estudia.

Los radiontclidos que se emplean son sustancia quimicas utilizadas natural-
mente por el organo o tejido en cuestion durante el proceso metabdlico. Se
agrega una sustancia radiactiva como las que se muestran en la tabla 1 para
las pruebas especificas. Por ejemplo, en las PET cerebrales, se aplica una sus-
tancia radiactiva a la glucosa(azicar en la sangre)para crear un radionulido
denominado fluorodeoxiglucosa (FDG), ya que el cerebro utiliza glucosa para
su metabolismo. La FDG se utiliza en gran medida en los estudios de PET.
Pueden utilizarse otras sustancia para los estudios de PET, segtin el propdsi-
to del examen. Si se estudia el flujo de sangre y la perfusiéon de un érgano
o tejido, el radiontclido puede ser un tipo de oxigeno, carbono, nitrogeno o
galio radiactivo.

El radiontclido se administra por via intravenosa (IV) o se inhala como un
gas. Luego, el esciner de la PET se mueve lentamente sobre la parte del

cuerpo en estudio.Algunos de los iso6topos mas empleados se observan en la
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I VM EP

min MeV
Hg | 2003 0.96
| 9.97 1.19
150 | 2.03 1.70
18F 109.3 0.64
Blza | 67.3 1.89
B2Rb | 1.26 3.15

Cuadro 2.1:

cuadro 2.1.

2.2. Emisién y aniquilacién de positrones

Depués de que la inyeccion de la sustancia radiactiva a sido aplicada el
sujeto de estudio de PET es llevado al campo de visualizacion de la camara
con un numero de detectores capaces de registrar rayos gama incidentes. Los
isotopos decaen via emision de positrones, en la cual un protén en el nucleo da
origen a un neutrén, un positron y un neutrino.Cuando los positrones viajan
a través del tejido humano van cediendo su energia cinética principalmente
por interacciones Coulomb con electrones. Como la masa de un positron es
la misma que la de un electron, los positrones pueden experimentar grandes
desviaciones en la direccion en cada interaccion de Coulomb, como se mues-

tra en la figura 2.1.

tuar con los electrones dando lugar a los eventos de aniquilacion.El positron es
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decaimiento

Figura 2.1:

una particula elemental (antiparticula del electron) que se aniquila al entrar
en contacto con un electron transformando su masa en energia originando asi
dos fotones (fotones de aniquilacion) de 0.511 MeV cada uno, y estos viajan

en sentidos opuestos.

2.3. Deteccion de Coincidencias

En una camara de PET, cada detector genera un pulso cuando registra
un foton incidente. Estos pulsos son combinados en un circuito , y si caen en
una ventana corta de tiempo son considerados coincidentes.De esta forma la
emision se podra detectar si los detectores externos a una region, situados
en la misma linea que ésta, detectan a la vez un fotén de 0.511 MeV, lo que
indicara que el positron se ha emitido en algiin punto de esa misma linea. Si
otro radiontclido emisor de positrones, cercano al primero, emite en otra di-
reccion otros dos fotones de aniquilacion, que se captan desde el exterior con
otros dos detectores, la intersecciéon de esta nueva linea con la anterior indica
el punto de origen de los fotones de aniquilacién y, por tanto, la situacion del

radiontclido emisor, el diagrama de la figura 2.2 muestra este concepto.
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Isctope distribution

coincidence events

Anninilation event

Figura 2.2:
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Capitulo 3

Clasificacion de métodos

Muchas aproximaciones mateméaticas se han usado para reconstruccion
de imagenes. El objetivo de este trabajo de tesis es desarrollar una propues-
ta para recontruccion de imagen tomografica maximizando una funcion, sin
embargo, se presentardn en forma breve otras técnicas matemaéticas con la
intension de hacer un trabajo de comparacion de los resultados, asi mismo
se senalard la existencia de otras formas de reconstruccion por el importante

papel que han jugado en sus aplicaciones historicas:

Retro-Proyeccion. Esta aproximacion fue usada en los primeros experi-
mentos, es el mas simple en concepto y mas facil de implementar, pero pro-
duce reconstrucciones con muchos .2rtefactos”, en la actualidad se incorpora
a métodos mas exactos.

Reconstruccion analitica. L.os métodos anéliticos son basados en soluciones
exactas a las ecuaciones de la imagen y son entonces mas rapidos.Uno muy
usado actualmente es el conocido como Retro-Proyeccion Filtrada y es usado
en casi todos los escaner de rayos X comerciales.

Reconstruccion iterativa. Los métodos iterativos pueden pensarse como un
manera "forzada'"de resolver las ecuaciones de la imagen.Son usados actual-

mente en la reconstruccion con el empleo de isétopos donde existen compli-
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caciones que no han podido ser resueltas por los métodos analiticos.

En este trabajo se presenta una descripcion general del método de Retro-
Proyeccion Filtrada con intensiones de comparar los resultados de recon-
strucciéon con los de lo métodos iterativos, de estos se mostrara la derivacion
y aplicacion del clasico, conocido como Maximizacion de la similitud, asi
mismo se obtendra un procedimento novedoso de maximizar esta funcién

comparando también sus resultados con los anteriores.

3.1. Notacion usada

Se usa un sistema de coordenadas (x,y) para describir puntos en el plano es-
tudiado. La contribucién de cada punto a la senal detectada es denotada por
la funcion de densidad f(x,y). El término "densidad.® usado en un sentido
mas sugestivo.Para tomografia de rayos X, f(x,y)representa el coeficiente de
atenuacion lineal yu; para imagen de radioisotopos, f(x,y) es proporcional a
la densidad del radioisotopo.Las trayectorias de rayos son descritas por un
sistema coordenado (t,s) que resulta de rotar el sistema x,y en el mismo an-
gulo que tiene el rayo, tal como se muestra en la figura 3.1. Cada rayo es
especificado por coordenadas (t,0), donde © es el es el dngulo del rayo con
respecto al eje y, t es su distancia desde el origen.La coordenada s representa
el camino.? lo largo del rayo.

La integral de f(x,y) a lo largo del rayo (t,0) es llamada proyeccion de p, (ec.
3.1).

p(t,©) = / fas (3.1)

Un conjunto completo de proyecciones en un angulo dado es llamado proyec-
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Figura 3.1:

cion o perfil.Idealmente f(x,y) es una funcion continua en dos dimensiones y
se requiere un nimero infinito de proyecciones para la reconstruccion. En la
practica, f(x,y) es calculada con un nimero finito de puntos desde un nimero
finito de proyecciones.De hecho, un objeto queda determinado tinicamente
por el conjunto infinito, pero por ningin conjunto finito, de sus proyecciones.
La carencia del conjunto completo de integrales de linea conduce a inexac-
titudes y distorsiones en la reconstruccion, debidas a efectos no lineales, al
ruido y a la insuficiencia de datos.Los efectos no lineales se pueden originar a
partir de procesos no lineales en los detectores, mientras que el ruido puede
ser la incertidumbre estadistica general de una medida o de un componente
adicional, como la dispersion. Los datos pueden ser insuficientes debido a un
muestreo inadecuado o a la falta de datos de una region.La distribucion de-
sconocida de la atenuacion puede distorcionar las medidas de la distribucion
original, dando por resultado errores en la reconstruccion.

Los principales simbolos senalados arriba y usados en las siguientes secciones

se enlistan ahora:

f(x,y) funcion de densidad

X,y coordenadas rectangulares
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Figura 3.2:
p(t,0) proyeccion de un rayo
t, © distancia del rayo al origen y angulo del rayo
A matriz de transicion
L funcion de verosimilitud
Y arreglo con eventos en detectores
s distancia a lo largo del rayo
1 coeficiente de atenuacion lineal

3.2. Meétodo de Retro-Proyeccion Filtrada

Los métodos de retroproyeccion filtrada se basan en el teorema de cortes
de Fourier.° teorema de la proyeccion, que afirma que (figura 3.2)

"La transformada unidimensional de Fourier de la proyeccion de una ima-
gen f(x,y), obtenida a partir de rayos paralelos entre si y formando un dngulo
O con el eje u."

Segin este teorema, si desponemos de las proyecciones de una imagen es
posible determinar cudl es esa imagen calculando una transformada bidi-
mensional inversa de Fourier.

El resultado anterior indica que tomando P proyecciones de un objeto en los
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angulos ©1,0,,...,0p, v obteniendo la transformada continua de Fourier de
cada una de ellas, podemos determinar los valores de F(u,v) -transformada
bidimensional del objeto- en lineas que pasan por el origen formando los an-
gulos ©1,0,,...,0p.

Tomando un ntimero infinito de proyecciones podemos determinar F(u,v) en
cualquier punto del plano (u,v) y no solo en los puntos de los ejes radiales. La

funcion f(x,y) se obtiene a partir de F(u,v) usando la transformada inversa,

+o0o +o0
flz,y) = / / F(u,v) exp? 2@+ dydy (3.2)

3.2.1. Proceso de retroproyeccion y filtrado

En forma maés cualitativa este proceso de reconstruccion se puede compren-

der en varios pasos.

1.Proyeccion de datos

Una camara de tomografo rota alrededor de un paciente, creando
asi la serie de imagenes planas llamadas proyecciones.Unicamente
los fotones que se mueven en forma perpendicular a la cara de la
camara pasan a través del colimador.Como estos fotones son origi-
nados desde puntos a distinta "profundidad.®" la region estudiada,
el resultado es una superposicion de todos los 6rganos emitiendo
fotones a lo largo del camino especifico, como en un radiégrafo
de rayos X el resultado es una superposicion de todas las estruc-
turas anatémicas desde tres dimensiones en dos dimensiones.Las
proyecciones adquiridas en un tiempo forman un sinograma que

representa la proyeccion de la distribucion de la sustancion ra-
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dioactiva en el cuerpo en un "plano'"de la region estudiada en
cada adngulo de adquisicion.

2. Transformada de Fourier de los datos

Si los datos del sinograma de proyeccion se reconstruyen en este
punto, podrian aparecer artefactos en la imagen reconstruida de-
bido a la naturaleza de la subsecuente operacion de retroproyec-
cién.Adicionalmente hay un ruido inherente en los datos que tiende
a hacer aspera la imagen reconstruida.Para considerar ambos
efectos es necesario filtrar los datos. Podemos filtrar los datos
en el espacio de proyeccion, lo que significa convolucionar los
datos por algiin tipo de niicleo suave.Sin embargo, la tarea de
convolucion es muy cara computacionalmente, se puede evitar
considerando que este proceso es equivalente en el dominio es-
pacial a una multiplicacién en el dominio de las frecuencias.Esto
significa que cualquier filtro hecho por la operacion de convolu-
cion en el dominio espacial normal puede ser realizado por una
simple multiplicacion cuando transfomamos en el dominio de la
frecuencia.

3.Filtrado de datos

Una vez que los datos han sido transformados al dominio de las
frecuencias, son entonces filtrados para "suavizar.® ruido estadis-
tico.Existen muchos filtros para filtrar los datos y tienen carac-
teristicas ligeramente diferentes.Por ejemplo, algunos suavizaran
mucho asi que no hay orillas agudas, y entonces degradan la res-
olucion final de la imagen.Otros mantendran una alta resolucion
mientras suavizan ligeramente.Algunos filtros tipicos usados son
el filtro Hanning, filtro Butterworth, filtro Weiner, etc. El resul-
tado final es desplegar una imagen relativamente libre de ruido.
4. Transformada inversa de los datos

Como los datos tratados estan ahora en el dominio de la fre-
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cuencia, debemos transfomar al dominio espacial para conseguir
la distribuciéon espacial x,y, z.Se hace de la misma manera como
la transformacion original, excepto que usamos la transforma-
da inversa de Fourier uno dimensional.L.os datos en ete punto
son similares al sinograma original excepto por que ahora estan
suavizados.

5.Retroproyecciéon

El principal paso de reconstrucciéon involucra un proceso conocido
como retroproyeccion. Como los datos originales fueron aquellos
de los fotones que se emitian en forma perpendicular a la cara
de la camara, la retroproyeccion considera los datos del ¢ajon"de
la camara desde del sinograma filtrado regresa a lo largo de las
mismas lineas a donde los fotones fueron emitidos. Las regiones
donde las lineas de retroproyeccion desde distintos angulos se in-
tersecan representan areas que contienen una concentracién mas

alta de radiofarmaco.

3.2.2. Algoritmo de retroproyeccion filtrada

Aunque el teorema de cortes de Fourier sugiere un algoritmo sencillo de
reconstruccion, es conveniente reescribir las ecuaciones y presentarlas como
un nuevo algoritmo.Para ello, se sustituyen las coordenadas rectangulares

(u,v) por las polares (p,0)

u = pcos© (3.3)
v = psin© (3.4)
dudv = pdpd© (3.5)
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de forma que la transformada inversa de la imagen se convierte en

27 “+oo
f(l',y) — / / F(p, @)el,pj%rp(:ccos@-i—ysin@)pdpd@ (36)
0 0

Esta ecuacion considerando por separado las variaciones de © entre (0...180]y
(180...360] y la propiedad

F(p,©+180) = F(—p,0) (3.7)
se puede escribir como
™ +00 )
flz,y) = / [/ F(p, ©)|plexp’™™" pdp]d© (3.8)
0 —0o0

donde hemos simplificado la expresion tomando

t =xcosO + ysin © (3.9)

Si sustituimos la transformada bidimensional F(p,0) por la transfomada uni-

dimensional de la proyeccion Sg (p), obtenemos,

™ —+o0 )
fley) = / [ Se(o)lplexr™ pdplde (3.10)

—00

Esta ecuaciéon representa una operacion de filtrado, donde la respuesta en
frecuencia del filtro es |p|. El resultado de esta convolucion se conoce por ello
como proyeccion filtrada.. La suma de las diferentes proyecciones filtradas

(una por cada ©) permiten estimar asi la imagen f(x,y).
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3.3. Reconstruccion iterativa

El problema de reconstruccion inicialmente radica en resolver la ec. 3.1,
sin embargo, debemos considerar pricipalmente en principio evitar procesar
una cantidad infinita de datos, y en alguna forma limitar la resoluciéon espa-
cial.Para métodos iterativos se hace aproximando el objeto en un arreglo de
celdas de densidad uniforme, como se muestra en la figura 3.3, la densidad
de la j-ésima celda es llamada f;, el ancho de celda w y el namero total de
celdas en un dominio de diametro d es N ~ 7 n?/4, donde n = d/w.Para
evitar también la cantidad de datos de proyeccion, cada perfil es dividido en
"franjas", como se indica en la figura 3.3. Por comodidad se usa el término
rayo", sin olvidar que en estos métodos los rayos son realmente franjas.Cada
perfil es dividido en rayos de anchura w.Con estas consideraciones se puede

reemplazar la ec. 3.1 por el cojunto de ecuaciones algebraicas:

N
Di = Zaijfj (3.11)
=1

donde a;; son las componentes de la matriz de transicion y representan la
contribucion de la j-ésima celda a la i-ésima proyeccion (o también conocido

como rayo-suma y/o tubo).

3.3.1. Maximizacion de la Verosimilitud

En este algoritmo resulta conveniente primero dividir la regién de recon-
struccion en pixeles y enumerarlos 0 < 7 < m.Lo mismo con los detectores
0 <17 < n.Los eventos de decaimiento radioactivo en un intervalo de tiempo
fijo |0,7| son modelados casi exactamente por variables de Poisson.

Sea P(-) y E(+) las funciones de probabilidad y esperanza respectivamente.Las
variables de Poisson son medidas en un intervalo de tiempo y asumidas como

independientes.Sea NN; la variable de Poisson con esperanza v; que modela
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Figura 3.3:
la medida de niimero de fotones emitidos desde el pixel j.Sea p;;=P(foton

desde la geometria del escaner y el mapa de atenuacion del tejido. Sea N;;
las variables de Poisson con esperanza v;p;; que modela el nimero de evetos
detectados en el detector i desde la actividad enel pixel j.Sea Fj variables
de Poisson con esperanza f; = v; > .- p;; que modela el nimero de fotones
emitidos desde el pixel j que son detectados por algin detector.Finalmente
Y representa ; = 3 7| Nj; con esperanza ) 7" v;p;; y denota el nimero de
fotones detectados en el detector i.Es razonable asumir que Z;L:Z > ( para
todo i.Esto es equivalente a dar por hecho que el i-ésimo detector ha medido
alguna radiacion desde alguna region del cuerpo.

De esta forma vemos que Y; y p;; son medidas conocidas. Tratamos de en-

contrar v; y lo buscamos desde f;.
Sea A=(a;;), donde

Dij
Ui = = (3.12)
’ Zz:1 Pij

Entonces
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n

Elv] = Zvjpij = ﬁpzj = Z fiaij, (3.13)
=i =1 pl] :

j=1 j=1

Asi

By = Af (3.14)

Los valores de a;; se obtienen en el ordenador para un caso simulado en la
siguiente section.

Dado que los elementos de A son probabilidades, Y son medidas de la activi-
dad de fotones, y f son esperanzas de las medidas de la actividad de fotones,
A, Y y f son no negativos.Ademaés, de arriba vemos que (Af); > 0 para todo i
y Y i, a;; = 1 para todo j.Entonces determinamos f maximizando la funcion
de verosimilitud que se describe en el apéndice A.

En este desarrollo se emplean variables de Poisson en la funcién de verosimil-
itud, entonces el parametro de las variables es igual a su esperanza.Asi, si
maximizamos la funcién de verosimilitud, podemos encontrar f; con la mayor
probabilidad de tener los eventos ocurridos medidos Y;.Sea p la funcion de

probabilidad de la variable de poisson 7. Asi

p(k) = exp~ A (Ak—“]:)k (3.15)
Entonces
1) = ) =TT ) = T e @ 616
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Dado que maximizar L(f) es lo mismo que maximizar log(L(f)), traba-

jaremos con la funcién

Y n

oxp ) = > [Yilog(Af)i = (Af)i = log(Vy)]

i=1

log(L = log( ﬁ
=1

(3.17)

También se puede omitir el término log(Y;)! de la suma pues es una constante

y buscaremos maximizar esta funcion.

n

I(f) =) [Yilog(Af); — (Af)i] (3.18)

=1

3.3.2. Teoria

Lemma Sea H la matriz hesiana de 1(f). Entonces (x,Hx) < 0 para z; > 0,

es decir, H es semidefinida negativa para z; > 0.

Prueba. Sea H = (8f8f> Entonces
ol Zyzo (Af)i — (Af)i (3.19)
o7, ~ of, & THHAL |

=N R g (3.20)
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y asi

=Y e — (3.21)

= Z Ykaki(%) (3.22)
(> )

3

Yiagiar;
-y e (32

Podemos decir entonces que (H);; <0, (x,Hx)< 0 para z; > 0.

3.3.3. Meétodo Clasico de maximizacion de la verosimil-
itud

En este método se encuentra una férmula iterativa a partir de la expresion
del grandiente de la funcion de verosimilitud.

Desde que H es semidefinida negativa, 1 es concava. Asi el maximo local de
1(f) es también global y f es un maximo global si y solo si las condiciones de

Kuhn-Tucker se satisfacen.

ol

a—f](f) = Oparaf; >0 (3.24)
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ol

o7, —(f) < Oparaf; =0 (3.25)
De 3.20 vemos que
Y
VI(f) = AT(A—f —1), (3.26)

Donde 1 es un vector de unos y todas las operaciones entre vectores son com-

ponente a componente. Entonces cada méaximo global f > 0 de 1 satisface

fAT (== —-1)=0. (3.27)

Pero sabemos que A”1 = 1 entonces podemos escribir

Y

f= fATAf (3.28)

Y ahora se define el algoritmo de maximizaciéon de la esperanza como el

método iterativo que resuelve la ecuacidén anterior:

et =f ATA—fk,k; =0,1,2,. (3.29)
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3.3.4. Meétodo del gradiente para maximizar la verosimil-
itud

Las bases tedricas para esta modificaciéon al método clasico de maximizar la
verosimilitud las encontramos en las lecciones de probabilidad condicional
(apendice B).

Sean Y y X los eventos de informacién obtenida en los detectores y las den-
sidades en los pixeles respectivamente, sabemos de la teoria de probabilidad

que:
PY N X)

PIYIX) = =5rg

(3.30)

Si despejamos P(Y (1 X) = P(X)P(Y|X), es en esta expresion que se susten-
ta la funcion de probabilidad de Poisson para el método clasico, sin embargo,

la teoria de conjuntos(apendice C) nos permite hacer la siguiente aseveracion:

P(XAY)

PXIY) = =55

(3.31)

De esta manera podemos expresar la funcion de poisson y consecuentemente

la de verosimilitud en forma distinta a como se hace en el método clasico:

v YAX
P(z) = exp A (3.32)
y
- u v Yzﬁlai'x'
LX) =]Jexp™" L2 (3.33)

Considerando la propiedad del logitmo como funcién monotona creciente,
podemos trabajar el proceso de maximizar la funcién con su logartimo, de

esta manera tomaimos:
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l()—ﬁz) = log[L()—(z)] = Z =Y, + Zazjxj log(Y;) — log( Za”x] )] (3.34)
i=1 j=1
Obtenemos la derivada parcial respecto a x;

n

0., 1(X) = Y llog(Yi)au — 8, log((3 aya;)] (3.35)

i=1 j=1

Dada la complejidad de la iltima derivada es recomendable emplear la aprox-

imacion de Starling, de esta forma la expresion queda:

- - S ag; .
0:,1(X) = 3 _llog(¥i)as: — 0y log((ZL )R
i=1
(3.36)
Al tomar las derivadas se obtiene:
— n 1
0., 1(X) = ak;i[log(Y;) — log giTq) — ——=—— (3.37)
' ; Z e 22(1:1 Qgilq

_)
Considerando para todas las componentes de X se forma la formula la

funciéon gradiente:

1

7()—()) = Vl()—(z) = AT[logY — log(AX) — m]

(3.38)

Es este paso podemos proponer una féormula iterativa que nos permita bus-

car el maximo de la funcién, elegimos una que nos lleva en la direcciéon del
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gradiente en cada punto, dando "saltos¢on un paramétro s para que en cada

punto nos ofresca la oportunidad de cambiar la direccion:

?k

g ®)]

XD = XK | g (3.39)

El valor de los saltos también puede elegirse a nuestra conveninecia, para
este caso se ha tomado un paso incial con un valor grande(en los ejemplos
de la siguiente seccion) y los siguientes se dan en el resultado de cambiar la
direccion del gradiente en 90 grados tomando el desarrollo en serie de Taylor

hasta orden tres:

TX)]-[F(X +s%7)] =0 (3.40)

— 1 — 1 —
= GX)[TE) + 55 G'(X) + 5%« 57" (X) + 5%+ - g"(X)] (3.41)

El valor del parametro para orden tres se puede elegir de las raices del
polinomio de este mismo orden donde las derivadas de la funcion gradiente

H
evaluadas en X + S x g con s = 0 son:

A.
A.

N

ﬁ 1 ‘g
— A T T
g (X +S%*G) |s=0=—A"( )+ A ; (3.42)
( | 0 2 [( ‘ ]

ol

Donde g es el vector unitario en la direccion del gradiente.
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—n o _ AT (Ag)2 2y (AQ)Q

7 e lam AT - R e
— % G _ AT(_ (Ag)?) 3 (Ag)g
g (X +5%9) [smo=A" (-2 A-)_(>))+3(A-)_())4 (3.44)

3.4. Fantomas empleados

Este trabajo de tesis es una primera etapa de la investigacion de los méto-

dos de reconstruccion, las aplicaciones de los métodos se hicieron en fantomas
simulados con el uso del método de Monte Carlo para obtener los valores de
los elementos de la matriz de transicion y la formacion de dos fantomas. El
procedimiento es formar un arreglo de celdas en el region en que se con-
struira la imagen, se lanza un determinado nimero de rectas en cada celda
(la calidad de la imagen aumenta con el niumero de rectas) con pendientes
arbitrarias (funcion rand de Matlab) y se hacen interceptar con un circulo
de radio mayor o igual que la region del arreglo de celdas, estos interceptos
se arreglan en un nimero de pares simulando los detectores que forman los
tubos en un tomografo, cada celda es un pixel.De esta forma se obtienen las
probabilidades de que cada pixel sea "visto.®" cada par de "detectores".
Los fantomas utilizados muestran regiones con distinta concentracion del ra-
diofarmaco, el primero (figura 3.4) es una imagen plana de geometria circular
con una zona interna que simula la carencia del consumo del radiofarmaco, el
segundo (figura 3.5) simula un 6rgano con la distribucion del radiotrazador
en cuatro regiones distintas con concentraciones de 0,1,2 y 4 en cada una, tal
como se puede apreciar en la imagen tridimensional 3.6.

En la formacion de estos fantomas se trabajo con mil rectas por pixel, en
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Figura 3.4:

un arreglo cuadrado de 128 pixeles por lado, 100 detectores formando un
conjunto de 4950 tubos.

3.5. Imagenes de los fantomas reconstruidas con

los tres métodos presentados

Las imagenes para el fantoma 1 aparecen cada una en cinco partes, la
primera ilustraciéon de la izquierda corresponde a la reconstruccion del fan-
toma con uno de los métodos descritos arriba, la segunda se ubica en la
parte superior derecha y es la imagen del fantoma recontruido, las siguientes
se muestran en una segunda fila de las cuales la primera es el resultado de
restar los valores de la imagen reconstruida al fatoma de la cual se formo
con la intension de visualizar la aproximacion que tienen, la de la derecha
muestra una superposicion de las graficas de la proyeccion horizontal de lal
matrices del fantoma y la reconstruccion, en la tltima ilustracion se pueden
observar las proyecciones verticales de las mismas matrices.Los resultados

para este fantoma se muestran en la siguiente forma:

Figuras 3.7 y 3.8 muestran resultados para método clasico de maxi-
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Figura 3.5:
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Figura 3.6:
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Figura 3.8:

mizacion de la verosimilitud y método de grandiente respectivamente, ambas
para tres iteraciones.

Figuras 3.9 y 3.10 muestran los resultados para los mismos métodos pero
para seis iteraciones, de la misma forma aparecen los resultados para nueve
iteraciones (figuras 3.11 y 3.12), doce iteraciones (figuras 3.13 y 3.14), quince
iteraciones (figuras 3.15 y 3.16) y treinta iteraciones (figuras 3.17 y 3.18).

Para el fantoma 2, las figuras aparecen s6lo con cuatro partes, la primera
ilustracion de la izquierda corresponde al fantoma empleado, la segunda ubi-

cada en la primera linea a la derecha son las proyecciones horizontales de
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las matrices del fantoma y la contruccion, en la siguiente linea aparecen dos
figuras mas que corresponden a las proyecciones verticales de las matrices
(izquierda) y la dltima (a la derecha) es la contruccion con uno de los méto-
dos descritos.Las figuras se observan por pares consecutivos con la intesion de
comparar los resultados para los dos métodos iterativos, primero se muestra
el resultado para el clasico y le sigue el del método del gradiente propuesto en
este trabajo de tesis.El nimero de iteraciones correspondiente a cada imagen
re muestra en la parte superior de la construcciéon hecha con los métodos

descritos arriba.

En la figura 3.25 se muestra el resultado de aplicar el método de retro-
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proyeccion filtrada al fantoma 2 con la intension de destacar los artefac-
tos "granulados"que aparecen en la imagen reconstruida, esto es debido al
niumero de rectas que se emplearon, cuando aumentamos este ntimero este
método mejora su calidad de imagen, de forma que si trabajaramos con una
cantidad del orden de 10'" o mas datos como los trabajos de rayos X ten-
driamos posiblemente el mejor método para construccién de imégenes de los
tres arriba descritos, sin embargo, en PET el orden de esta cantidad de in-
formacion no esta muy lejano a 10”.La figura 3.26 muestra el mismo método
para cuando multimplicamos 4 veces aproximadamente el nimero de eventos.
En estas figuras se puede apreciar en forma visual la diferencia entre aplicar
la transformada de Radén directamente al fantoma y hacerlo a los datos

(graficos superior derecha e inferior izquierda respectivamente).

Cuando buscamos comparar la velocidad de convergencia de varios méto-
dos conviene mostrar los resultados de las iteraciones en una sola grafica.En
las gréficas de la figura 3.27 se puede apreciar la convergencia al maximo de
la funcién de similitud de los métodos clasico y la propuesta de esta tesis
(gradiente),los datos se presentan en sus logaritmos y normalizados son los
valores para el fantoma 2.Ademés se muestra la convergencia de ambos méto-

dos para la entropia con la tinica intension de hacer notar que la cantidad
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de informacién también alcanza su maximo en forma diferente, aunque no se

pretende ser en ningin sentido ser exhaustivo en este tema.



Capitulo 4

CONCLUSIONES

LOS PROGRAMAS QUE HE UTILIZADO PARA ESTUDIAR ESTOS
METODOS ASUMEN UNA COLIMACION PEFECTA, NO HAY DISPER-
SION, ES ENTONCES DIFICIL EMITIR ALGUN TIPO DE JUICIO RE-
SPECTO A LA RAPIDEZ DE SUS CONVERGENCIAS DEBIDO A QUE
ESTAS TECNICAS DE RECONSTRUCCION SON MUY SENSIBLES A
ESTOS EVENTOS , SIN EMBARGO, SE PUEDE APRECIAR QUE EL
METODO DEL GRADIENTE PARA MAXIMIZAR LA VEROSIMILITUD
OFRECE UN CAMINO MAS RAPIDO PARA ALCANZAR EL MAXI-
MO DE LA FUNCION, LOGRANDO UNA MEJOR CALIDAD DE IM-
AGEN EN UN NUMERO MENOR DE ITERACIONES QUE EL METO-
DO CLASICO. AUNQUE EL NUMERO DE OPERACIONES ES MAY-
OR EN EL PRIMERO, LA POSIBILIDAD DE REDUCIR EL TIEMPO
SE HACE POSIBLE CON LA HERRAMIENTA DE SOFWARE(Matblab)
PARA MANEJAR MATRICES CON UN GRAN NUMERO DE CEROS,
ESTA ASEVERACION TIENE AUN QUE SOPORTARSE EN APLICA-
CIONES CON DATOS REALES, PUES ESO ARROJARA INFORMA-
CION MAS CONTUNDENTE DE LA RAPIDES DEL METODO DEL
GRADIENTE.
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