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Capitulo 1

Introducci on

En la presente tesis se presenta la solucion numéricaetrigcion de onda en diferentes
casos, empezando con un caso sencillo, resolviendo la iBoude Onda en un espacio-
tiempo plano en coordenadas cartesianas teniendo unasionesspacial solamente, de-
spués se estudia la solucion de la ecuacion de onda catrgnesférica en coordenadas
esféricas, que es un problema que se reduce a una coordespaiaal y una temporal,
pero que involucra la singularidad de las coordenadas. est@irve para aprender algu-
nas estrategias relacionadas con el uso de las coordersdéiasass, pues sabemos que el
laplaciano en dichas coordenadas diverge en el origen,idguahsea necesario determi-
nar un método de regularizacion de los operadores discr&or Gltimo tomamos el caso
anterior pero agregamos la autogravedad de la funcion da. oba generalizacion mas
simple del caso anterior hacia relatividad general es derai que la funcion de la onda
esta asociada a un campo escalar, que ademas tiene undetsenergia momento asoci-
ado. Agregamos un potencial al campo escalar con el fin detweaduncion de onda con
masa. La condicidon geométrica llamada identidad de Biamsulta ser una escuacion de
onda generalizada, la llamada ecuacion de Klein-Gordoa,e3 una generalizacion leve
de la ecuacion de onda si tomamos en cuenta que hemos usseiagbllo del operador
D’Alambertiano en términos de un elemento de linea.

Entre los métodos mas comunes para resolver Ecuacionesebifales Parciales se
encuentran los Métodos Expectrales, los Métodos de &itgas Finitas, los Métodos de
Volumen Finito y los Métodos de Elemento Finito. Los Mé&isdExpectrales por ejemplo,
suponen que las funciones involucradas en el sistema deiBnea Diferenciales Parciales
pueden ser expandidas en una base de funciones ortogaTrdt@sses las condiciones de
ortogonalidad y las relaciones de recurrencia permitenaie@! sistema original a Sis-
temas de Ecuaciones Diferenciales (por ejemplo) Ordisapara los coeficientes de la
expancion. El Método de Diferencias Finitas supone gaduaciones involucradas son
analiticas y que estan definidas solamente sobre una matieetid del dominio, lo que
permite usar expanciones de la serie de Taylor de las fuesionolucradas con el fin de
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6 Capitulo 1. Introduccion

aproximar las Ecuaciones Diferenciales originales [1].

De los métodos anteriormente mencionados el que utilizgrmoa el desarrollo de los
calculos en esta tesis es el Método de Diferencias Fiptas;onsiderar que se facilitan los
calculos y sus resultados son muy buenos, su costo tiendgoHma es muy bajo. Ademas
el Método de Diferencias Finitas es un método de cargeteeral que permite la resolucion
aproximada de ecuaciones diferenciales en derivadagjeadefinidas en recintos finitos.
Es de una gran sencillez conceptual y constituye un progedionmuy adecuado para la
resolucion de eciaciones.

Una razbn mas es que es el método utilizado para resols@roblemas de fuentes de
ondas gravitacionales en la rama de la Relatividad Numéric

Es notable ademas, que bajo el esquema de DiferencialikasFse tiene criterios de
convergencia continua de las soluciones numéricas, quatpa determinar si la solucion
converge a una solucion correcta en el limite continuo.

El trabajo esta presentado del modo siguiente: en elldafse presenta la solucion de
la ecuacion de onda en una dimension espacial y una temeor capitulo 4 se presenta
la solucion de la ecuacion de onda en tres dimensionesiafgsmcon simetria esférica,
en el capitulo 5 se presenta la solucion de la ecuaciomda agregandole la gravedad
y en Relatividad General; y finalmente en el capitulo 6 segr&a una discusion de los
resultados presentados y algunas concluciones.



Capitulo 2

M etodos Nunericos

2.1 Diferencias Finitas

Se tiene que tomar en cuenta que al usar diferencias finit@asesta asumiendo que el
dominio de las Ecuaciones Diferenciales Parciales estalgidiscretizado. Esto es, la
funcion incognita y sus derivadas en una EDP seran edatuan un nUmero finito de pun-
tos al igual que las variables independientes. La implaadie tal situacion es que no
es posible calcular la solucion en el limite continuo com presicion inifnita, y habra
siempre una contribucion de un orden que hara que seadiessdlucion encontrada de la
solucion en el continuo. De seguro, si uno piensa en ladadiele problemas que pueden
ser resueltos numéricamente, el precio del error de laaligacion es un buen precio a
pagar. Ademas se muestra adelante que hay criterios garandtear si la solucion discreta
calculada es razonable o no, es decir, es preciso estinaesalicion encontrada converge
(en el limite continuo) a una solucién, lo cual requieaantroduccion de un analisis de
convergencia de Cauchy.

Para ilustrar como la discretizacion trabaja, se comaielecaso de un dominio hipotético
con una coordenada tempota una coordenada espacialasi:

- Las coordenadas espaciales se definen como un conjuntetdisie puntos dados
porx; = JAX(j entero), y las fronteras corresponden a los purigen la izquierda)
y Xy (en la derecha).

- El tiempot" = nAt (n entero) también se define solamente para ciertos valotes de
tiempo continuon = 0 corresponde al tiempo inicial.

- Asi, una funcion se define solamente en los valores ylé que corresponden a los
puntos en el dominio de una manera tal que para una funcitmoa dada, haya
valores disponibles déen (", x;), denotados aqui pdt'.
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8 Capitulo 2. Métodos Nungricos

- Se supone que la funcién incognita es analitica en elimionttanto espacial como
temporal), por lo que es posible hacer una expansion em derTaylor en todos los
puntos del dominio para las funciones involucradas. >e& punto del dominio,
entonces es posible obtener aproximaciones para las d&siv@fj” en téerminos de
los valores de la funcion en los puntos vecinos.

- AX y At indican la resolucion en las coordenadas espacial y teahpespectiva-
mente.

- Las primeras derivadas espaciales de una funcibn suaiaeffieen el puntox; es
. fh ., —fn . . .
aproximada po%f( — 5= para todos los tiempos. Estas aproximaciones son de
segundo orden de precisibn, como se muestra abajo, yantilas valores dd en

los puntosxi,1 Y Xi_1, que es la razon de llamar a esta formula una aproxima&on d

diferencias finitas centradas.

- Si uno considera solamente los puntos a la izquierda o aréldie, que es el caso
de las fronteras espaciales del domirjoy xy, entonces las derivadas de primer

. =3f+4fN— {1 3fh—4f" +f0
orden se aproximan pof? = —2 T2 enxyy 2 = ZNTRATN2 ey, Estos

ax 2AX
operadores son muy importantes al aplicar las condicioa@&®dtera que contienen

derivadas espaciales.

- Las derivadas espaciales de segundo ordex; ee aproximan con segundo orden
21 1,260+ . . . .
poroz — Todas estas aproximaciones de las derivadas espaciales so

validas para todo n.

- La derivada de primer orden en el tiempo en el putitd/¢, x;) esta aproximada por
of fjn+l_fjn
X At

- Laextrapolacion de segundo orden para calcfflan la frontera izquierda en términos
de valores en los puntos interioresfgs= 3f' — 3f + fJ. En la frontera derecha
fl = 3fy_, — 3f{_, + f{_5. Esta operacion es Util cuando se desea aproximar val-
ores def en términos de los puntos interiores cuando no se imponatiaones de
frontera a la funcion en cuestion.

A continuacion se muestra como obtener estas operagiamada derivada de primer
orden a partir de una expansion en serie de Taylor. La egpreara las derivadas espa-
ciales centradas ey se demuestra como sigue. La expansiot;ddrededor de; usando
tres puntos es
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f(xi_1) = f(xj)—Axf’+A7X2f”+O(Ax3)
f(x) = f(x) (2.1)
2
f(Xp1) = f(x)+AXf + ATX £+ O(AX),

donde la prima denota la derivada con respecto &a resta de la tercera y la primera
ecuaciones implicaf’ = w + O(AX?), la cual es una expresion para la primera
derivada con un error del segundo orden. Para obtener |adaglerivada es suficiente
escribir la combinaciorf (x;,1) — 2f(x;) + f(Xj_1) = AX*f” + O(AX*), que implica la ex-
presion descrita arriba. Las derivadas del tiempo se aetr@rede una manera similar. Es
por supuesto posible construir aproximaciones mas @eedas derivadas que darian lu-
gar a mejores aproximaciones de las ecuaciones continug2e Aproximaciones mas
precisas implican puntos mas alla xlg; y no se utilizan en esta tesis, de modo que los

resultados presentados son aproximaciones de segundo orde

2.2 Convergencia

Un punto importante al solucionar las ecuaciones usandceti€ias finitas es que uno esta
discretizando las ecuaciones, y por lo tanto no se puedeiaguellas soluciones calcu-
ladas corresponden a las soluciones en el continuo. Pontio i@ error de truncamiento
se introduce con el simple hecho de discretizar. Una eondgif) = O conL un oper-
ador diferencial, queda aproximado ﬂ.((l‘fj”) = O(AX?, At?). De aqui vemos que cuando
AX, At — 0 la solucion tiende a la solucion continua. En el mejobdas aproximaciones
utilizando la discretizacion, tienen caracteristicas opdican que en el limite del continuo
el comportamiento es aceptable. Para ilustrar qué sigribavergencia y como se puede
ver si los calculos proporcionan resultados convergesggmieden ver las notas en [3].

Considerando que la funciof es solucion de la version discreta de la ecuacion, con
precision de segundo orden (usnado los operadores assarnitba) tal qud (X) = fo(X) +
E(AX?) + O(AX3), dondefy(X) es la solucion exacta en el continlibgenota el termino de-
sconocido del error. Siy(X) es conocido, es suficiente comparar los resultados oloenid
con dos diferentes resolucionésobtenida usandax y f, obtenida usandax/2. En-
tonces la teoria predice lo siguiente

fi—fo  AX2+ O(AX)
fo—fo  1Ax2 +O(AX3)

Casos tipicos son los descritos en los capitulos siggsesin embargo, un caso ejem-

= 4+ O(AXO). (2.2)
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plar es el de las ecuaciones de Einstein: es sabido que lasi@tes de Einstein en la
descompisicion 3 1 constituyen un sistema sobredetermindo de EDPs, estayscha-
ciones de evolucion para variables dinamicas (el nUmderestas variables dependen de la
formulacion que uno elige, ADM y BSSN son los mas comuneagAjgy hay también las
ecuaciones de constriccion que deben ser cumplidas. Lsrommdn hamiltoniana y las
de momentol = 0y MX = 0) se asumen satisfechas durante la evolucion; sin embargo
el error de truncamiento introducido cuando las ecuaciests discretizadas implica que
estas constricciones no estan exactamente satisfectzasentaja es que uno sabe que
tienen que ser satisfechas (es détie 0), de modo que la solucion en el limite del con-
tinuo es conocida; por lo tanto solamente dos resolucionesuficientes para verificar
si los calculos estan correctos. Este argumento apornfabiidad a la solucion de las
ecuaciones de Eisntein usando la aproximacion en diferefinitas.

Cuando la solucion exacta es desconocida, uno puede hazgrueba de la conver-
gencia tipo Cauchy, usando los resultados con tres divezsakiciones. Es decii y f;
arriba, y ademas, se ha calculado usandu/4, entonces se tiene

fi—f, A=A+ 0AX%)  AX +0O(AX%)
fo—fa 1A% - LA+ 0O(AX) 1A%+ O(AX)

donde aparece nuevamente el 4. Este nUmero se llama faatondergencia, y vale 4 para
aproximaciones de segundo orden.

=4+ O(AX), (2.3)

Este calculo es indicador de un buen o mal calculo. Por@mrsi uno encuentra que
los factores de la convergencia de arriba es un nUmedo se tiene que aceptar que la
convergencia de la solucién no es tan buena como se espeeabposibles razones de tal
situacion son: hay un error implementacion del algoritmsimplemente los algoritmos no
convergen en el rango dex seleccionado. Una desventaja en la aplicacion de losdoéto
numericos a la solucion de ecuaciones diferencialessesgamente que no es posible saber
a priori cual es la resolucion adecuada para que los c@@dan convergentes. De hecho,
en el pasado las soluciones numeéricas en Relatividad &arepresentaban este criterio,
y desde luego no eran confiables; la razbn es que en el pdsac {nos veinte afos) el
equipo no contaba con memoria suficiente para calcularisokes con altas resoluciones,
asi que no era posible saber si las soluciones eran raesnalmio. En el presente ya no
existe ese problema, pues los algoritmos han evolucionada direccion de optimizar
la memoria y en la de aplicar condiciones de norma (ver atBlgrtransformaciones de
coordenadas que ayudan a optimizar los recursos.



Capitulo 3

La Ecuacion de Onda en &1
Dimensiones.

3.1 Introduccion.

Empecemos con un caso sencillo, resolvamos la Ecuaciomda én un espacio-tiempo
plano en coordenadas cartesisnas teniendo una dimersgidoi@ solamente, el elemento
de linea seria:

ds? = —di? + d%2. (3.1)

Para ver la ecuacion anteriormente nombrada se ha supesta velocidad de la luz
esc = 1. Nuestra ecuacion de onda en este caso tiene la forma:

o
R
donden¢ es el operador D’Alambertiano en el espacio-tiempo platicago a¢. Para

introducir un vector de corrimiento distinto de cero y unadidn lapso, se hace un simple
cambio de coordenadas:

0, (3.2)

dt = adf, dx = d% - gdf, (3.3)

dondet y xson las nuevas coordenada®s la funcion lapso g es el vector de corrimiento.
Aqui solo sonsideramos los cases a(X), 8 = B(X). De tal forma que el tensor metrico
estara dado por:

2, 2
g/lV = (( aﬁ+ﬁ ) ﬁ) (34)

de donde obtenemos la matriz inversa

11



12 Capitulo 3. La Ecuacion de Onda en %1 Dimensiones.

v _ (_1/02) ﬁ/az
9= ( Bl? (1-pfa?) (39
cona > 0. Para una métrica en general, el operador D’Alambersanescribe como
1
O = —a —_ Vav = O 36
¢ = =50 | v=09"5,¢] (3.6)

De (3.4) tenemos qua/—g = a. Como vemos, la ecuacion tal y como la tenemos
contiene derivadas de segundo orden. Para estudiar laegadps de esta ecuacion y para
acercarnos al formalismo de la Relatividad Numérica dewd ceonvertir la ecacion en un
sistema de primer orden. Para hacer esta ecuacion un aideeprimer orden necesitamos
definir nuevas variables a partir de la ecuacion de anla O:

0¢ = <=0, | v=99"0,¢]

= 10 [ag”d,¢] + 20 [ag”d,9]

= 10 [ag"0ip + ag™0xp] + 20x[agO + g0xp] (3.7)
= L0[-L0ip + Loxp| + 2ou| Long + (1 - )09

=0.

De aqui se puede ver con un poco de imaginacion, dos nuaviablesy = dyp Yy
.= (0w — BOxg)/a. Donder es el argumento de la derivada temporal de primer orden en
el tiempo. Lo que se desea es separar la ecuacion de ondaisteima de ecuaciones para
estas dos variables. La primera se puede ver del anteriarrdés y es:

ot = Oy (ay + Br) . (3.8)
Si suponemos que la ecuacion de onda es de clase igual o m@yoentonces para
tenemogy = d«(0i¢), lo que implica que
oy = Ox(am + By). (3.9)
Ahora tenemos la ecuacion de onda en téerminos de las iesidb primer orden y .
Para recuperar el valor gebasta con usar la definicion de
Oid = an + By. (3.10)

Con el fin de resolver la ecuacion de onda de la manera méis@igosible, a contin-
uacion se muestra el tipo de analisis que permite la apfinale condiciones de frontera de
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onda saliente en un dominio finito. La razon es que mas atdetasolveremos la ecuacion
de onda autogravitante en un dominio finito, una practit@esr en la solucion numérica
de las ecuaciones de Einstien para sistemas aislados.

3.2 Analisis Caracteristico

Si definimos el vector de estado= (r,¥)" podemos escribir las ecuaciones anteriores
como

OU + Adyu = —04(A)u (3.11)
donde
_ (B«
A _(a ﬁ). (3.12)

Las direcciones locales de propagacion de las sefalelspigmet, x se encuentran a
partir del calculo de los valores propios le@ue son velocidade%%, donde tenemos

Tn=-B+11=--1 (3.13)

Como los dos eigenvalores son reales y diferentes tenemgistema hiperbélico. En
el caso de qug = 0 obtenemos el cono de luz usuak Xy + t, el cual determina los
dominios locales de influencia y dependencia de los campesepropagan a traves de
Xo. Veamos tres casos para el valorgd&ustrados en la Figura 3.1:

o B = 0. En cada puntag del espacio-tiempo la estructura esta acotada por las-dire
ciones caracteristicas= xg = t.

o B = 1. En este caso los valores gdéndican que el cono que restringe el dominio de
dependenciay de influencia estaran dados por la regiéteex¢ entre las rectas= xo— 2t

Y X = Xo.

o 8 = =1. En este caso los valores déndican que el cono que restringe el dominio
de dependencia y de influencia estaran dados por la regteBte entre la recta= xo y
X = Xo + 2t.

Los vectores propios corresponden a los dos valores propios, sonvy = (1, -1)T y
V, = (1,1)". La matriz de vectores propios es

1 1
V:(_l 1) (3.14)
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ta B=0 A B=1 J\

-X X
t A J\ A
| B:—l /\
Lineas Caracteristica:

Figura 3.1: Aqui se ilustran las Lineas Caracteristicatos tres casos mencionados. Al
suponer que los datos iniciales son de soporte compacts, ®spropagaran a lo largo de
las caracteristicas, es decir, a lo largo de las franjasradess. fuera de las franjas en valor
de la funcibn de onda es cero.
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y su inversa

4 11 -1

De dondeA = VAV, conA = diag(ry, 7). Multiplicando la ecuacion (3.11) ps?
tenemos

W + AOxW = —0x(A)W (3.16)

donde

w=V1lu= %(n —y,r+y) =(RL)T (3.17)

se llaman lawariables caracteristicasDe este modo, las dos ecuaciones (3.8) y (3.9) se
desacoplan, dado quees diagonal, y la dinamica del campo escalar ha sido descestgp

en un modo que se mueve hacia la dere(fha;(%(n — 1)) Yy uno que se mueve hacia

la izquierda [ = %(n —)). La ecuacion (3.17) es un par de ecuaciones de adveccion
(0:f = 94f) para estas nuevas variablRey L.

3.3 Datos Iniciales

En este caso debemos proveer datos iniciales/@r) y (0, x), lo cual es equivalente
a dar datos iniciales en la ecuacion de onda original (8l@)de necesitamag(0, X) y
6t¢(0, X).

Para el caso de datos inicales simétricos en el tiempo,cesite que la derivada tem-
poral de¢(0, X) sea cero al tiempo inicial y qug&0, xX) sea una distribucion de soporte
compacto. Los datos inicales pa#€0, t) son la derivada espacial dg(0, X). Se escogen
los siguientes datos iniciales

70,%) = 0 (3.18)
$0.%) = Aexp 2 (3.19)
w(0,%) = —2(X;2X°)¢(o, ). (3.20)

La solucion de la ecuacion de onda es la superposiciomdaado que viaja a la
derecha y otro que viaja a la izquierddt( x) = f(x+t) + g(x —t)). Cuando los datos ini-
ciales son simémtricos en el tiempo y se tiene un perfil ganssl tiempo inicial estamos
suponiendo que
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‘ j, n+1

i i+
\j’ n \j 1,n
U

-1

i
D

N
N
N
J

N
¢V

. . 1 ; n

Figura 3.2: Para conocer el valor dig™ es necesario conocer los valoressa']i_el, ¢y
n-1

LA

1 -2 1 ~(x-t-x9)?
#(0,Xx) = EAexp . +§Aexp Ea . (3.21)
t=0

La evolucion de tales datos iniciales deberia mostrar s&a®posicion de los datos
iniciales en dos gaussianas del mismo ancho pero con latachpgual a la mitad de la
original.

3.4 Meétodo Explicito

Con las herramientas vistas en la seccion de Métodos Newséescribimos la version
discretizada de la ecuacion de onda (3.2) es:

¢in+1 _(ifg)-i_ ¢F+1 — in+l _(i(ilz)+ in—l + O(AXZ, Atz) N

At
R (E) (872 — 267 + 9] + O(AX, AL). (3.22)

Para conocer el valor de la funcién en un punto interior aedHa al tiempa+ 1 basta con
conocer el valor de la funcién de onda en varios puntos wsam el tiempo y el espacio;
la forma de la discretizacion de este ejemplo se muestra Eigura 3.2. En general, para
ecuaciones del tip@ f = S(f) es posible construir esquemas de integracion que inkauc
solamente dos niveles del tiempo. Un argumento poderogoadationado con el hecho de
gue para los sistemas de ecuaciones de primer orden eddtaiminar si son hiperbolicos
0 no, y con ello la estabilidad del sistema de ecuacionespeupeeiios errores debido a la
discretizacion de las ecuaciones.

Una leccion de la relacion (3.22) es la estabilidad. Enessecion es evidente que
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j, n+1

i ji+1,n
5, n r\] )

han
% N N

. . 1 ; n

Figura 3.3: Para conocer el valor dijé* es necesario conocer los valoressa']i_el, ¢y
n-1

LA

para un factor de Coura@& > 1, la amplitud de la funcion crecera con el paso del tiempo;
provocando la divergencia de la funcion de onda en un tieingo. Sin embargo para un
factor de Courank 1 no crecera. Se dice entonces que la discretizacion ddegt@ara
valores de factor de Courant menores a uno.

Para calcular el valor dé™* es necesario conocer los valoresfden otros puntos.
Se puede ilustrar esto con el ejemplo de la discretizaaidia décuacion (3.8) para el caso
a = 1,8 = 0. En este caso para discretizar la ecuacion en el ptihtg)(escribimos lo
siguiente:

7TinJrl - _ Yl — ¥
At 2AX
At
M= o W - el (3.23)

donde suponemos gug y Ax son pequefios pues no hay que olvidar que la aproximacion
es resultado de una expansion en serie de Taylor de la éaudEbnda. Con el fin de cono-
cer el valor der(t™, x,) debemos de conocer el valor gieen los puntos vecinos$( x,1),

(t", x_1) y el valor derr en el puntot(’, x;). Esta discretizacion se conoce como hacia ade-
lante en el tiempo y centrada en el espacio y se llama métedeutbr. Es muy sencilla
pero desafortunadamente inestable. La molécula usadssfgométodo esta ilustrada en la
Figura 3.3

3.4.1 Runge-Kutta de tercer orden

Hay distintas maneras de integrar las ecuaciones debtipe- S(f) con dos niveles de
tiempo con algoritmos que son estables. El método de sat@gr Runge-Kutta es una
alternativa para integrar el vector de estdfioy se logra a través del siguiente conjunto de
iteraciones.
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ks

fn

S(tn_l, fn—l)
St + % frt 4 %kl)

At
St + > 1 — Atky + 2Atky)

frt %(k1 + 4Ky + k) + O(AL). (3.24)
(3.25)

Este integrador en el tiempo es estable para diversos sadlerg y es el que se usa para
obtener los resultados presentados en la tesis.

Para construir los datos éﬁ*l, hemos supuesto que la ecuacion diferencial es ordinaria

alo largo del puntq en el tiempo, de lo contrario no podriamos usar Runge-Kuttesiyve
para resolver EDO. A este tipo de tratamiento se le conoce ddé@todo de Lineas.

3.4.2 Condiciones de frontera

Hasta este momento nos hemos ocupado en mostrar la manena sa gvolucionan los
datos de un valor del tiempo al siguiente. Sin embargo, la@on (3.25) necesita infor-
macion en los puntos vecinog,(x.1) Yy (t", ) al punto ", ). Cuando nos enfrentamos
a los puntos de la frontera indicados con circulos negrda Eigura 3.4, notamos que no
estan disponibles los dos puntos vecinos en torgyaxy. Pero hay dos alternativas:

Condiciones peribdicas.

- Imponer condiciones fijas sobre la funcién cuyo valor goerss conocer en los pun-
tos de frontera. Ejemplo, es posible hacer la funcion y sivalga especial en ese
punto cero para simular condiciones de potencial infinitesas puntos.

Usar el valor de la funcion incégnita en los puntos irtess de la malla para extrap-
olar a los puntos de frontera.

Imponer algln tipo de ecuaciion diferencial para la fonéncognita en esos puntos,

y construir operadores diferenciales en el espacio quengoie involucren puntos
vecinos de un solo lado. Por ejemplo se puede imponer lacondl.¢ = 0y¢ en

la frontera derecha, que mas adelante llamaremos on@atgglpero que involucra

la derivada espacial dieen xy. Para aplicar dicha Condicon de Frontera es preciso
usar las aproximaciones que usan puntos de un solo laddidasen el capitulo 2.
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o © 000 o—@

. . 1 ; n

Figura 3.4: Para conocer el valor dig™ es necesario conocer los valoressa']i_el, ¢y
n-1

LA

Si consideramos que el dominio espacial en el que deseasaseaela ecuacion de
onda es finito, el planteamiento del problema no esta completta que se especifica el
tipo de condiciones de frontera que debe cumplir la fund®ondap(t, X) en los extremos
del dominio, que etiquetaremos crfly Xy €n nuestra discretizacion.

El tipo mas simple de condiciones en los extremos es el ddiciones periddicas, es
decir, que el extremo izquierdo del dominio se "pega” corxereeno derecho, imaginemos
gue el dominio espacial es cerrado. En este caso el efedagdm consiste en que si la
onda viaja hacia la derecha del dominio, cuando llega akedrderecho desaparece y
reaparece por el lado izquierdo del dominio.

Condiciones de onda saliente.

Las condiciones de onda saliente para un sitema que seastudin dominio finito
involucran condiciones de frontera que necesitan que telnséssea semiabierto, es decir,
gue permita la salida de informacion del dominio finito. Enaso de la ecuacion de onda
pensamos en condiciones de frontera que demandan que laalgdalel dominio finito y
continlie su viaje haciaco.

En este caso la mayor preocupacion consiste en evitar gufeteacion que se supone
gue deberia salir del dominio se refleje y cause interfeascam los valores de las funciones
que estan siendo calculados en el interior del dominio.lDg@e el planteamiento e imple-
mentacion de condiciones de frontera de este tipo seamfugictales para que el calculo
de las soluciones sea preciso.

Afortunadamente, para el caso de la ecuacion de onda heuaglb la construccion
de las variables caracteristicas, es decir, las varigblesepresentan los modos que viajan
hacia la derecha y hacia la izquierda en el dominio espakc&teceta para implementar
condiciones de onda saliente en la fronteyas la siguiente:

- Evoluciona todos los campos, (/) en los puntos interiores del dominio.

- En la frontera del lado izquierdo estima el modo que viaja &djuierda I, =
%(no+a(/o)) y el que viaja hacia Ia‘dere.cﬁa = %(ﬂo—t//o) qtravés de una extrapolacion
a partir del valor de los puntos interiores de esta varigsds.
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- La condicion de frontera saliente requiere que el modovipja hacia la derecha sea
cero, es deciRy = 0 0 sea, que no se refleje nada hacia la derecha. Esto signiéica q

1 1
ST+ UD) = Loz(mh— ) = Ro= 0 (3.26)

- Resolviendo estas ecuaciones encontramos que en largaeé lado izquierdo
necesitamos que
m5 =g = Lo (3.27)

gue es una condicibn algebraica sobre los valores derasestriables de primer
orden en el punto de frontera.

Para el caso de la frontera tenemos:

- Evoluciona todos los campos, (/) en los puntos interiores del dominio.

- En la frontera del lado derecho estima el modo que viaja afectha Ry = %(nN -
Un) Y Ly = %(nN/wN)) a través de una extrapolacion a partir del valor de logqsi
interiores de estas variable.

- Ahora queremos quiey = O:
1 n n 1 n n
é(ﬂN"‘l/’N): Ln :OE(TIN_wN): Ry (3.28)

- Resolviendo estas ecuaciones encontramos que en laral®idado derecho nece-
sitamos que
N = N = Ry (3.29)

gue es una condicibn algebraica sobre los valores derasesiriables de primer
oreden en el punto de frontera.

Veremos a continuacion que estas condiciones funcionaeatamente.

3.5 Resultados

Los ingredientes desarrollados hasta ahora son: datdal@scun algoritmo para desar-
rollar funciones a partir de una rebanada de tiempo al sigglieondiciones de frontera.
Se construy6 un cbdigo que contiene estos elementos calicianes de frontera de onda
saliente. A continuacion se muestran unas situacionesgeptativas. El dominio espacial
usado es del < x < 1y las resoluciones han sido< = 0.002,At = 0.0005.
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Figura 3.5: La ecuacion de onda usual, se fractura la genessnicial en dos gaussianas
mas pequefias hasta que alcanzan las frontdras a

En la Figura 3.5 tenemos el caso= 1,3 = 0, ésta es la ecuacion de onda usual y
no esperamos ninguna sorpresa. Puede verse que la gangsarse descompone en dos
pulsos que alcanzan las fronteras al mismo tiempo alredtttor 1.

Por otra parte, en la Figura 3.6 se presentan dos gaso$ y B = 0.75, en el primer
caso, las coordenadas se estan moviendo kaei@ a la velocidad de la propagacion de la
onda; asi, el sistema coordenado esta persiguiendo aeulos gulsos, que aparece en el
diagrama centrado en= 0; el otro pulso alcanza la frontera en la mitad del tiempoue
indica que se mueve dos veces mas rapido que en las codedemsuales; en el segundo
caso se muestra el cago= 0.75, que es un caso muy parecido, la diferencia es que el
sistema coodenado se mueve un poco mas lentamente quecelgari$o cual en nuestro
diagrama dicha gaussiana se encuentra desplazada del eemtue muy cerca de él.

Un ejemplo que ilustra como trabaja el lapses el mostrado en la Figura 3.7. En éste

caso una version alisada de la funcion escalon se eligegbéapso, trayéndo del valor 0.5

a 1.0. El efecto es que, siendo el coeficiente ddt? determina como estan separadas las
rebanadas espaciales, por lo tanto, la evolucion dande0.5 (x < 0) es mas lenta que
en el region donde = 1 (x > 0). De hecho, en el primer caso toma al pulso el doble de
tiempo~ 2 llegar a la frontera, mientras que en la otra region elgallsanza la frontera en

el tiempo regular 1. Este tipo de comportamiento es muy Util en escenariosldevidad
general; por citar un ejemplo, cuando un hoyo negro se fonmeaesultado del colapso
de una estrella, se encuentra que en la geométria comiatizarger cerca del centro del
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Figura 3.6: Aqui tenemos un ejemplo de la diferencia en glragento hacia la frontera.
(Arriba) La ecuacion de onda cgn= 1 que implica que nuestras coordenadas estan nave-
gando encima de una de las gaussianas pequeias. Es decoptdenadas viajan a la
velocidad de la onda. (Abajo) La ecuacion de ondagen0.75 que implica que nuestras
coordenadas estan navegando, aunque mas lentamante.
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Figura 3.7: La ecuacion de onda cBn= 0 y @ = 0.25tanh(1&) + 0.75 la cual es una
version suavizada de una funcion escalon que saltadla Q0. Puede observarse que
en la region donde = 0.5 (x < 0), la onda viaja con una velocidad reducida en estas
coordenadas (puede ser visto que la sefal alcanza larxatgspués del otro pulso). Esto
es porque uno ha utilizado una foliacion con el intervaldieimpo (05dt)?, donde estan
mas cercanas las rebanadas espaciales que en la regign-ddrpara el cual el intervalo
del tiempo es (Ddt)>.
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Figura 3.8: La ecuacion de onda c6n= xy a = 1. El cambio iguala la velocidad de
propagacion de la onda de las fronteras, las sefiales taseicanzaran. Las gaussianas
se comprimen conforme se acercan a las fronteras porquagneggones las coordenadas
vigjan a la velocidad de la propagacion de la onda.

sistema, y por lo tanto uno esta tentado a escoger condicpara rebanar en esta region
exigiendoa — 0 en esta region, de modo que la evolucion se congele yioesrdebidos
a las divergencias de la geometria no se desarrollan y n@mpaguan al resto del dominio
numeérico. De hecho simplificamos este caso en el siguiapituto, antes de presentar el
caso de la funcion de un hoyo negro.

Como ejemplo final, en la Figura 3.8 se muestra una soluadmc= 1y g = X
Notemos que las coordenadas viajan a la velocidad de la onlda érontera, porque alli
B = +1. Esto implica que las sefiales nunca alcanzaran lasefashumeéricas. El efecto
es que los pulsos en estas coordenadas se "comprimen” aseetacercan a las fronteras.
Por un lado esto es una ventaja, porque uno no necesita impomdiciones de frontera
(las seales nunca alcanzaran la frontera), pero por otta @gulso se esta definiendo con
menos puntos del dominio, lo cual afecta la precision de&dculos.

La leccibn mas importante de la solucion de este probleenaillo, es que es posible
entender el significado decomo etiquetador de la foliacion del espacio en el tiemple y
8 como transformador local de las coordenadas espaciales.

El caso en quer varia de b a 1 ilustra el fenomeno del corrimiento al rojo gravita-
cional, pues las sefiales se reciben a intervalos reaigpeen el tiempo.
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En Relatividad Numérica y g se eligen dependientes del tiempo, con el fin de que las
coordenadas se autocorrijan para optimizar los erroressaralculos.






Capitulo 4

La Ecuacion de Onda en &1 y Simetria
Esferica.

Antes de estudiar el caso autogravitante es necesariodgpratgunas estrategias rela-
cionadas con el uso de las coordenadas esféricas, puescsatpee el laplaciano en dichas
coordenadas diverge en el origen, de ahi que sea necestwimihar un método de regu-
larizacion de los operadores discretos. Es por ello gustadia en este capitulo la soluciéon
de la ecuacion de onda con simetria esférica en coordsresfiericas, que es un problema
gue se reduce a una coordenada espacial y una temporalyssrvglucra la singularidad
de las coordenadas, y ademas es un caso muy parecido alaaiteoge que estudiamos
adelante.

Dado que en le caso autogravitante no se usara el vectormimiemto, simplificamos
esta seccion al uso solamente de un lapsoa(r) sin vector corrimiento.

En un espacio-tiempo en coordenadas esféricas teniezglditnensiones espaciales y
simetria esférica, un elemento de linea en coordenaf@scas es:

ds® = —a?dt? + dr? + r3(d6? + sertode?) (4.1)

donder es la coordenada radidl, ¢ son las coordenadas angulardseg el tiempo.

Con el fin de definir variables de primer orden, debemos aseliperador D’Alambertiano
en términos de las componentes del tensor métrico.Eneskpte caso, dada la simetria
esférica se tiene

27
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- 0 0 0
0O 1 0 0
=lo orr o0 (4-2)
0O 0 O r2sertd
de donde obtenemos la matriz inversa
—a—lz 0O O 0
, |0 1 0 0
gﬂ - 0 0 1/r2 0 (43)
0O 0 O Yr’sertd

De (4.2) tenemos qug/—g = ar?serd. Hacemos los mismos pasos que en (3.7). La su-
posicion de simetria esférica, significa que ¢(t, r), de modo que obtenemos el siguiente
desarrollo:

1 v
O¢ = \/—__gc’),l[\/—_gg“ 5v¢]

1 2 tv
= mat [(ar Sem)g 8V¢] +

2 ry
arZSemar [(ar sert)g avqﬁ]

1 1
= “0[ag"ag] + 50 |(ar?)g" 00|

1.1 2 ,
= aat [—aatgﬁ + War [ar 8r¢] (44)

- 0 (4.5)

De este desarrollo encontramos que las nuevas variablgsrientes somr = ‘%"5 y
¥ = d,¢. Finalmente, en terminos de estas nuevas variables, é&idcude onda se escribe
como el sistema de ecuaciones de evolucion siguientes

o = rlzar[arzl/l] (4.6)
atl// = (9r7r (47)
op = an, (4.8)

donde la tercera ecuacion es la que permite reconstrualet de la funcibn de onda en
términos de las variables de primer orden (en esta casmentar) y las dos primeras son
las ecauciones que resolveremos. Vale notar que en la prideelas ecuaciones hay un
termino que es singular en= 0 y que regularizaremos de la manera siguiente.
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Discretizamos el dominio espacial de modo que evitamosigéoy esto es, nuestra
malla espacial estara definida por= jAr - %. En estas circunstancias, basta con imponer
condiciones de paridad sobre las funciones involcradasdecir, si la funciobn de onda
es una funcion par, entonces sabemossgianbién lo es y es impar.

4.1 Datos Iniciales

Debemos de proveer datos iniciales pa@r) y ¢(0,r), para lo cual imponemos una vez
mas un perfil gaussiano para la funcion de ondzentrado en el origen, y ademas con
simetria temporal:

¢ = Ae"l
2r
= —pqﬁ
r = 0. (4.9)

Sabemos que el comportamiento de este pulso, debe tenerdestino la salida de la
funcion de onda por la frontera como una superposiciomdia® esféricas.

4.2 Condicon de frontera

En este caso imponemos la condicion de frontera de ondatsalgies queremos aprox-
imarnos lo mas posible a lo que necesitaremos en el casgravitante, donde hemos de
suponer gue el sistema es aislado y que no recibe energraaxt

La condicion de onda saliente en este caso se puede obsametados métodos mostra-
dos en el capitulo anterior, pero dado que no hay vectormiegento, basta con factorizar
el operador de onda sobre la funcion de onda original delnsayliente:

0’9  0%p 20¢
= et trar
o 1 o0\(o 1 0
= 0, (4.11)

de donde identificamos el modo que viaja a la izquierda (alligue en el capitulo anterior)

como(Z + £ + 2) ¢, el cual deseamos eliminar en la frontera. As, la condicié frontera

*Es preciso reconocer que el origen no es una frontera, simuoto de simetria, de modo que a esta
estrategia no le llamamos aplicacion de condiciones dddra.
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oa=1

0.5

Figura 4.1: La ecuacion de onda con simetria esfericaxceri el pulso sale del dominio.

es la siguiente:

w+?+n:0. (4.12)

Esta condicion de frontera aporta los resultados comsetgscritos a continuacion.

4.3 Resultados

A continuacion se muestran unas ilustraciones repretsgagalel caso con simetria es-
ferico. El dominio espacial usado es de® < 1 y Ar = 0.002,At = 0.0005.

Mientras en el caso anterior se variaba tanto el lapso convecedr corrimiento, ahora
solo variaremos el lapso. En la figura 4.1 tenemosauel, en la cual no encontramos
nada nuevo, se puede ver como el pulso alcanza la frontdradny r ~ 1. En la figura
??tenemos que = 0.5 con lo cual el sistema se esta moviendo a la mitad de la daldci
gue el pulso en su misma direccion espacial, por lo cual aicknfrontera em 0.5.

Un caso mas, aunque monotono, es cuando el lapso se despdazasaa velocidad
gue el pulso y en su misma direccion, aparenta que
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0.5

Figura 4.2: En este caso, debido a que 0.5 el pulso no sale del dominio en el tiempo
gue duro la corrida, sin embargo, el pulso saldra del dommtéie adelante, si se ampliara

el rango a dos, se veria que ahi sale el pulso del dominio.
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o= our)

Figura 4.3: Aunque las dos ilustraciones son similares sarcdsos diferentes, arriba=
0 el pulso jamas sale del c_lo_minio, y en el de abajo aunque sa kg = 0.5tanh(:522) +
0.5 tampoco sale del dominio.




Capitulo 5

La Ecuacion de Onda Auto-Gravitante
en Relatividad General.

El ingrediente que falta en el caso anterior es la autogeaied.a generalizacion mas
simple del caso anterior hacia relatividad general es derai que la funcion de onda esta
asociada a un campo escalar, que ademas tiene un tenscergeaenomento asociado.
Agregamos un potencial al campo escalar con el fin de tenefwntidn de onda con
masa. La condiciobn geométrica llamada identidad de Biebulta ser una ecuacion de
onda generalizada, la llamada ecuacion de Klein-Gordoa,e3 una generalizacion leve
de la ecuacion de onda si tomamos en cuenta que hemos usdekagiollo del operador
D’Alambertiano en términos de un elemento de linea. Axgusuficiente mencionar que el
tensor de energia momento para un campo escalar se lee:

1
T = Guh v = 5001060 + /(@) (5.1

el cual esta conectado con la geometria del espacigtieartravées de las ecuaciones de
EinsteinG,, = «oT,, en las unidades donde= G = 1; V(¢) es el potencial del campo
escalar, que sera considerado aqui es de la férrﬁa% dondemes interpretado en teoria
de campo como la masa de un boson representado por el cangtareSobre este tipo
de campo, es bien sabido que no hay soluciones estaticagauaciones de Einstein con
simetria esférica a menos que haya una singularidad desridna salida para construir
soluciones regulares es asumir que el espacio-tiempo esdiepte del tiempo. Bajo tal
suposicibn es posible escribir el elemento de linea esdasdenadas de Schwarzschild
como

ds? = —a?(r, t)dt® + a2(r, t)dr? + r?(de? + sertde?), (5.2)

dondea es la funcion lapso en el lenguaje de la descomposicion-deylonde el vector
desplazamiento se ha supuegto= 0. Aquir y t son las coordenadas radial y temporal

33
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respectivamente. Estas coordenadas fueron elegidasepsogulias mas comunes en los
textos basicos. De hecho, para quitar algunas constasifesséble utilizar las variables
escaladag — +/kgp — mryt — mt La identidad de Bianchi para el tensor de energia-
momento implica la ecuacion ya mencionada de Klein-Gardon

O¢ — ¢ =0, (5.3)

donde como antes¢ = \/%_gaﬂ[ v/—9g9”d,¢] y donde asumimos qug = ¢(r,t). Por otra
parte, hay que observar que el rescalamiento de las vagiqbi la presencia de las con-
stantesny «q en las ecuaciones de Einstein. AQui ¢ ya no corresponden a un espacio
tiempo plano, pues no se conoceni a. Notar también que dadpbdependiente del tiempo
en general, el tensor métrico es también en general degpgadiel tiempo, lo que implica
gue el D’Alambertiano es operador dependiente del tiemmggeaerral. Para aprovechar las
ideas de la seccion anterior, se desarrolla en D’Alanmdoesta partir de las componentes
del tensor métrico:

-a> 0 0 0
N - 64
0O 0 0 r2sertd
cuya inversa es elemental:
-1/a®> 0 0 0
G| 0 uF 00 55

0 0 0 1r?sertd

A partir de estas matrices es posible ahora hacer el ddsadel D’Alambertiano en
terminos de las componentes del tensor métrico

np- 8% = op-g=
d¢

1
= —— &[(aar’sem)g”d,
or2ser d( )970,¢] +
1

1 -1 r2
= aat[a(g)atfﬁ] + Ear[garﬁb] —¢

1 2 rv _
——dil(aarsem)g0,0] - ¢

-1_.a 2 1
- ‘5‘%[5‘9@] + 50+ gﬁr[é)mﬁ] —¢
- (5.6)

lo que sugiere la definicion de las variabtes adi¢/a, ¥ = d;¢. Con la definicion de estas
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nuevas variables, la ecuacion de Klein-Gordon es

o = %n (5.7)
1. (r?ay

(9t7r = ﬁﬁr(T)—aaqﬁ (58)

ow = o(2) (5.9

gue es ahora un sistema de tres ecaucione de primer orderetpreniha la evolucion
de un campo escalar autogravitante. Es evidente que esmaige ecuaciones es muy
semejante a los encontrados en los capitulos anteriaasep esta ocasion las funciones
a 'y a son desconocidas hasta aqui, y la razon es que estas qietdaminadas por las
ecuaciones de Einstein. En términos de las variables deeporden que hemos definido,
las ecuaciones de Einstein resultan ser:

— = - 2a°Vv A
3 o +4[¢p+7r+a] (5.10)
0 0 2-1
Lk Y. (5.11)
a a r

1
(9ta = Er(l’(ﬁﬂ', (512)

donde (5.10) es la constriccibn Hamiltoniana, (5.11) exladicion al rebanar el espacio
y (5.12) es la constriccibn de Momento. Este sistema decamuss es sobredeterminado
pues hay dos incognitas y tres ecaciones y tienen que s#egiales de las ecuaciones se
resolveran. Como en [5, 6] las primeras dos ecuacionesriugilizadas y la constriccion
del momento fue utilizada para supervisar la precision golavergencia de los calculos.
Es decir, como se menciond en el capitulo 2, la constiicdé momento se supone que
es una identidad, sin embargo, el error introducido pordardtizacion implicara que no
se satisface, y el recurso que queda es saber si al menosgmnizm la practica la con-
striccion que se usa para monitorear la precision de dtulgs es la Hamiltoniana, sin
embargo aqui hemos decidido resolver dicha ecuacionnjaisi Momento con fines de
monitoreo.

5.1 Datos Iniciales

Un punto principal en relatividad numérica es la constiutae datos iniciales; no es
tan simple como la colocacion de una gaussiana y evoludanzero hay algunas ecua-
ciones que tienen que ser satisfechas. Generalmente, esdardposicion 3 1 uno tiene
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gue solucionar las constricciones hamiltoniana y de momng@nte a prop6sito son ecua-

ciones elipticas en general) en el tiempo inicial parastésia fisico deseado (una revision
completa puede ser encontrada en [7]). Una vez que se sodurcias constricciones, las

ecuaciones de evolucion se utilizan para desarrollardaueidpn de los datos iniciales; en

la formulacion de ADM de la relatividad general las varebilinamicas que se desarrollan
son la 3-métrica y la curvatura extrinseca de las hipersigges espaciales [4].

En el caso actual no solucionamos la constriccion de mamsefijg3’ = 0 por lo cual
solo se busca solucion la constriccion hamiltoniana,ajogunadamente estas ecuaciones
son ordinarias y no elepticas.

Inspeccionando las ecuaciones (5.10) y (5.11) tenemosmueeacesita proporcionar
los valores para y  en el tiempo inicial. Esto puede lograrse definiendo el piaitial
parag Yy -segln lo hecho para la ecuacion de onda- asumir la Sarietnporal en el tiempo
inicial, que implicar = 0. Como antes, uno elige un perfil gaussiano, centrado erel or
gen de coordenadag0,r) = Ae"/* con la derivada espacigi0,r) = d;¢. Podria ser
cualquier otro perfil, pero el problema sera planteado bamente cuando el perfil sea
compacto, asi uno espera que el campo sea cero a partiraeveilor der.

La construccion de los datos iniciales funciona como sid)edadag, 2) calcula su
derivado espacial, 3) se asume = 0, 4) se integra la constriccibn hamiltoniana del ori-
gen ¢ = 0) hasta el borde externo del dominio numérico suponief@o= 0, 5) se asume
gue el espacio-tiempo es Schwarzschild en el borde del domimeérico, esta suposicion
implicaa(0,ry) = 1/a(0,ry) y se integra la ecuacion patiehacia adentro. La integracion
del lapso y de la constriccion hamiltoniana se hace contegiador de EDO Runge-Kutta
de segundo o cuarto orden sin observar diferencias signiisa

5.2 Evolucibn

Como en el caso de la ecuacion de onda, se utilizan difereficitas centradas y el do-
minio esta discretizado de la misma manera que en el ¢aitderior. El sistema de las
ecuaciones aresolver esi6,511)y (57-5.9). Las primeras dos ecuaciones son ordinar-
ias enr y las otras tres son ecuaciones de evolucion parcialedoRamto las Ultimas tres
ecuaciones impulsan la evolucion de los datos inicialggnjo tanto el valor del tensor
de energia-momento; las otras dos ecuaciones son las@tegmde Einstein que deben ser
resueltas en cuanto haya nuevos valores para el camporgssataderivadast(y v), que
son los ingredientes del tensor de energia-momento.

El procedimiento para la evolucion eg: Tomar los datos iniciales construidos en la
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seccion previaii) Desarrollar los datos usando.75- 5.9), iii) Solucionar la constriccon
hamiltoniana (5L0) hacia fuera asumien@g0) = 0, iv) En la frontera supongamos que el
espacio-tiempo es de Schwarzschild y definimfg) = 1/a(ry), integrando la condicion
paraa hacia el interior hasta el origew), Usando los nuevos valores de/ a para calcular
nuevos valores para las variables del campo escalar usaide.9), vi) repitiendo esta
serie de pasos.

Las funcionesr y a estan relacionadas en el limite exterior de modo que s es
aislado, pero nada ha sido dicho del comportamiento del casgalar en la frontera. Lo
gue se ha asumido aqui es que en el borde exterior del domimiérico el espacio-tiempo
es tan plano que el campo escalar es una funcibn de ondécasts decir, cumple la
relacion

Y=-m—¢/r (5.13)

La cual es una relacion que involucra la informacion ddlaciones métricas también
contenidas en la definicibn de Sin embargo, no toda la informacibn necesaria esta
disponible; de acuerdo con la ecuaciot/fsel campo escalar puede ser integrado hasta
la frontera porque el lado derecho no contiene derivadacedps y no hay necesidad de
aplicar condiciones sobrg dado quer es la derivada temporal del campo, uno puede
suponer gue satisface la ecuacion de onda esféricagarrdso es, cumple la ecuacion:

an+@n+§:o. (5.14)

Para encontrar una solucion de esta ecuacion, la definiie 1os operadores con puntos
de un solo lado en la capitulol2son Utiles para calcular la derivada espacial necesaria e
la ecuaciedn (84). Una vez que ha sido resuelta esta ecuacionsiiaga uno usa (5L3)
para calculag(ry) y el problema es solucionado.

Para ilustrar que estas soluciones pueden ser formuladesletad, es suficiente seguir
la receta anterior coA = 0.3 y o- = 5.35. Cualquier otro conjunto de parametros funciona,
y fueron usados estos porque proveian una solucion de fimpo de vida. La frontera
fue escogida en la ubicaci@g = 30 para que la materia fuera muy bien localizada. En la
Figura 5.1 el comportamiento dinamico de las funcionesio#s es mostrada. El maximo
dea? también es indicado y pueden ser observados dos modoseunecdencia alta que
esta relacionado con un sobretono la frecuencia del casyates, y el modo de frecuencia
baja correspondiente a un tipo de oscilacion de modo cowmsal [8].

La constriccion de momentdEste es el momento de ilustrar el comportamiento de la
constriccibn de momento; recordemos que la ecuacid)mo ha sido usada para evolu-
cionar el sistema y uno debe verificar su validez. En la Fi§u2eel valor de la cantidad
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o — %rmpn es trazado para la configuracion ilustrada aqui; endecgn el limite con-
tinuo - tal cantidad debe ser cero. Sin embargo lo que es atws#iqui es que en el limite
continuo converge en realidad a cero, que es un criteriabissolido que indica que los
calculos son razonables.

Otra situacion ilustrativa se da cén= 0.4 y o = 5.35. En tal caso se tiene una con-
figuracion tan compacta para colapsar en un agujero negrta &3 se muestra el lapso;
después de algunas osilaciones la configuracion colagsatidamente. Las coordenadas
usadas aqui son inltiles para continuar la evolucioragejero negro con exactitud, por
lo cual son requeridas coordenadas "penetrantes”; en loeppecta al caso de un vector
B # 0 debe ser considerado en la ecuacion, pero es un caso llndeglahlcance de este
trabajo (vea [7] para un ejemplo sobre como usar tales eoaths para un sistema fisico
muy similar).
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Figura 5.1: (Arriba) llustracion de la funcibn métriedy o?, para distintos valores del
tiempo. (Abajo) Se muestre el Escalar de RiBgilo que indica que la geometria del
espacio-tiempo esta variando con el tiempo, y ademas teedeaun comportamiento os-
cilatorio.
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Figura 5.2: Aqui se ilustra la constriccibn de moment@p#os resoluciones usando dos
diferentes simulaciones. el valor de esta constricciam roenor resolucion es 4 veces
mayor que la calculada con la alta resolucion, lo que sigmndue el factor de convergencia
es 4 (ver la seccion 2.2).
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Figura 5.3: En esta imagen se muestra el lapso a distintosegadiel tiempo, de la config-
uracion que se colapsa en hoyo negro. Después de alguwiasioses se colapsa, lo cual
indica la formacion de un horizonte aparente.



Capitulo 6

Discusibn y Conclusiones.

Hemos desarrollado los métodos y los programas para ersods problemas importantes:

La ecuacion de onda en un espacio-tiempo plano con una diémeaspacial y una
dimension temporal en coordenadas cartesianas, sienfilzatidad la de irnos familiar-
izando con la ecuacion de onda en el caso mas sencillo, daralgaussiana ver su de-
sarrollo variando su lapso y su vector de corrimiento, dogr@in primer caso se dejo
correr la gaussian dejando nuestro sistema de referenaticesse observo como nuestra
gaussiana se dividia en dos pequefas gaussianas que s siovetricamente al origen,
desplazandose hacia las fronteras, tocandolos al mismpaien su frontera correspondi-
ente, despues se empezaron a variar nuestro vector deientogobservando que cuando
crecia haciamos que nuestro sistema de referencia se m@viegentido de la gaussiana
gue corria hacia la frontera derecha, con lo cual esta gmagiarecia no moverse en el
transcurso de tiempo, mientras que la gaussiana que se mtaviaquierda alcanzaba la
frontera en menor tiempo. En un Gltimo caso se hizo que eb@aigualara la velocidad
de propagacion de la onda con lo cual se obtiene una forn@seydado que nuestas gaus-
sianas jamas tocaran las fronteras aunque se comprimirasfarse acercando cada vez
mas a ellas.

Despues complicamos un poco mas el problema pues se tomaalei@t de onda con
tres dimensiones espaciales, pero esta vez en coordersdédsas, con la finalidad de
aprender estrategias, pues se presentaba el caso de urargitagl en el origen de las co-
ordenadas, con lo cual se realizo un método de regulabizals los operadores discretos,
tomando también la restriccibn de manejar el problemasimetria esférica con lo cual
reducimos el problema a una dimension espacial y una digretesmporal.

El tercer caso es el objetivo de esta tesis, es decir, laidalae un campo escalar
masivo autogravitante en relatividad general. El resaoleglque demostramos que existen
soluciones estables y soluciones inestables, siendodatables aquellas que colapsan en
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hoyo negro.

Mostramos el significado y la utilidad del lapso y el vectarritoierto, como funciones
gue corresponden a cambios de coordenadas, |0 que apon¢emdieniento significativo
de las ecuaciones de Einstein como un sistema de ecuacioeesldcion.

Hemos usado los algoritmos mas comunes en el area de laidddthumerica, para
reolver un caso sencillo, pero de complejidad suficienteccpara describir la fromacion
de un hoyo negro.

Entre otras aplicaciones, con los algoritmos descritoswtkriarmente es posible estu-
diar los fendbmenos criticos como en el trabajo clasicGleptuik [9], donden = 0.

Sin embargo restringimos nuestra atencion a la constmode las soluciones lla-
madas oscilatones. Estos oscilatones son las soluciorelparoblema de valor inicial
suponiendo que el campo escalar y las funciones métrieatepuser expresadas como una
serie de Fourier. El resultado es que como otro tipo de Esr@strellas de neutrones o es-
trellas de bosones) las configuraciones de equilibrio ftadas bajo la suposicion de serie
de fourier, demuestran las ramas estable e inestable; edageconfiguraciones estables
son duraderas las configuraciones inestables se colapsegugmnos negros. La primera
referencia para oscilatones esta en [11]; el analisieméeiy detallado de los oscilatones
puede ser encontrado en [8]; una aplicacion astrofisicasdilatones relacionado con la
materia oscura se encuentra en [10].

Los programas desarrollados para lograr esta tesis soncgscapublico y estan a
disposicion de quien los solicite, esta es por supuestodeagon mas relevante de este
trabajo de tesis.
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