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Capitulo 1

Introduccion.

Cuando uno habla de dindmica de fluidos, la mayoria de los estudiantes
de fisica piensan en sistemas de distribucion de agua a poblaciones, en sis-
tema de drenaje de las ciudades, o en sistemas de riego para cultivos. Sin
embargo, aunque esas son algunos de las aplicaciones mas conocidas de esta
rama de la fisica, existen una gran variedad de fen6menos, menos conoci-
dos, que son de suma importancia en nuestro planeta. Basta mencionar, por
ejemplo, la centralidad del estudio de convecciéon de fluidos en la circulaciéon
atmosférica, que a su vez determina el comportamiento del clima, o bien en
el movimiento de las placas tectonicas, que a su vez determina el movimiento
continental, o en la circulaciéon de los océanos, que es uno de los factores en
el vital fenomeno climatoélogico del “nino”. El estudio de los flujos en medios
porosos, puede tener aplicaciones tan importantes, como en la industria de la
extraccion de petrleo, o si vamos mas alla de nuestro planeta, en el contexto
astrofisico, la conveccion, juega un papel central en la transferencia de calor
y materia en las estrellas. Cuando uno observa fluidos en sistemas controla-
dos en un laboratorio, uno puede ver como surgen una variedad de patrones
muy complejos atin en sistemas muy simples. Y es fascinante saber, que la
dindmica basica de estos fendmenos observados a gran escala, pueden estu-

diarse en laboratorio en un sistema de menor escala. No estoy diciendo que



en el laboratorio se puede estudiar la dindmica del interior de una estrella,
o las corrientes en los oceanos, lo que estoy diciendo, es que es sorprendente
poder estudiar la dindmica basica en un laboratorio, y que es un gran desafio

estudiar teéricamente los fenémenos observados en tales experimentos.

Uno de los fendémenos que es de sumo interés, es el movimiento de un flui-
do cuando se encuentra con un obstaculo, o en otras palabras, el movimiento
relativo entre un objeto y un fluido. El movimiento de aeroplanos y submari-
nos caen en esta clase, o bien el viento soplando contra una estructura, como
un edificio o un puente, estos ejemplos son complicados de estudiar. Uno de
los arreglos tipicos y simples, para estudiar en un laboratorio, es el de un
flujo 2-dimensional que a su paso tiene como obstaculo un cilindro circular
de didmetro d, que se coloca con su eje normal a un flujo de velocidad con-
stante vy, esto es, vy seria la velocidad que tendria el fluido en todo lugar si
no existiese el obstaculo, y seria la velocidad que existe lejos del cilindro. Si
el cilindro es muy largo, comparado con d, los extremos del mismo, tendrian
efectos pequenos, y el sistema se considera 2-dimensional. Hay una tremenda
cantidad de literatura cientifica al respecto, con diferentes configuraciones
del cilindro, donde se describen diferentes patrones de flujo. Otro tipo de ob-
staculo es el de un escalén, uno de los trabajos mas recientes es el de Barbosa
Saldana, et al, donde se encuentra un estudio numérico de las estructuras o

patrones de flujo para diferentes estados de su sistema.

Si el fluido bajo consideracion, esta electricamente cargado, puede pon-
erse frente a obstaculos de naturaleza magnética. También existe abundante
literatura en esta area, conocida como magnetohidrodinamica. El estudio de
este tema es dificil, combina las ecuaciones no lineales de movimientos de
fluidos, que de por si ya son dificiles de tratar, con las ecuacidénes del mag-
netismo. La magnetohidrodindmica es relevante, por ejemplo, en los reactores

de fusiéon, y en una amplia gama de sistemas astrofisicos.

El problema que en esta tesis estudiaremos, es el de un flujo de una pelicu-
la delgada de fluido cargado que lleva una velocidad uniforme, y que enfrenta

obstaculos de dipolos magnéticos. Este experimento fue realizado reciente-



mente por H. Salas, S. Cuevas y E. Ramos (2001), en ese trabajo desarrollaron
un modelo teoérico para entender lo observado. Esta tesis es una revision de
ese sistema. En el siguiente capitulo, daremos una exposicién muy breve de
las ecuaciones de hidrédinamica, y algunos conceptos fundamentales. En el
capitulo 3, describimos el sistema experimental que estos autores montaron.
La simplicidad del sistema, nos permite reproducir el experimento con fines
didacticos, y es susceptible de mostrarlo como un ejemplo de un sistema
magnetohidrodinamico en seminarios de divulgacion. Mostraremos algunas
fotografias del sistema que montamos con la paciente ayuda del Dr. Mauricio
Ortiz Gutiérrez profesor de la Facultad de Ciencias Fisico-Matematicas de la
UMSNH. En el capitulo 4, describimos el modelo tebrico que explica cuali-
tativamente lo que se observa en el laboratorio, dejando para los apéndices
algunos detalles matematicos. Finalizamos en el ultimo capitulo, con algunas

ideas para trabajo futuro en este sistema.



Capitulo 2

Conceptos Generales de la

Dinamica de Fluidos.

2.1. Numero de Reynolds.

En cualquiera de los sistemas descritos en la introduccién, las variables
relevantes son: las dimensiones (d) del obstaculo, la velocidad (v) del fluido, su
densidad (p) y su viscosidad (u). La pregunta natural que surge es, £qué tipo
de flujo ocurre para diferentes valores de estas cantidades? Estas variables
tienen unidades, y el tipo de flujo no tiene ninguna unidad asociada, asi que es
necesario buscar parametros adimensionales que determinen el tipo de flujo
que aparecerd. Hay una combinacién adimensional de las cuatro cantidades
antes mencionadas, y se conoce como el Nimero de Reynolds

Re = pod = vd (2.1)

1 v
Donde v = u/p es la asi llamada, viscosidad cinematica. Uno espera, y lo
fascinante es que realmente se encuentra que es asi, que el patron de flujo
serd el mismo para un mismo nimero de Reynolds. Asi que uno observa

los cambios del flujo cuando hacemos variar a Re. En la préctica, es comin



trabajar con u, y p fijas, y variar v y d para tener diferentes valores del

parametro Re.

Otros sistemas pueden requerir la definicion de otros parametros. Por
ejemplo, cuando un fluido viscoso esté entre dos cilindros concéntricos en
rotacion las variables relevantes son los radios de los cilindros, las velocidades
angulares de los mismos, y la viscocidad cinematica. La combinacion de estas
variables que da lugar a un parametro adimensional con el que se discuten
los diferentes patrones de flujo es el Numero de Taylor. En sistemas donde en
el fluido hay difusion de calor o de otra sustancia, que cambia su densidad, se

utilizan otros parametros adimensionales, los llamados Niimeros de Rayleigh.

En nuestro estudio, el pardmetro que utilizaremos es el nimero de Reynolds.
Hay una interpretacion fisica de éste; Re proporciona una estimacion de la
importancia relativa del término de inercia (u-V)u y el término viscoso VZu
de la Ecuaciéon de Navier Stokes, i.e.

U?/L

| trminoviscoso | <I/U/L2)

entonces, si Re > 1 las fuerzas viscosas son despreciables frente a las fuerzas

| trminoinercial |

Re

inerciales y si Re < 1 las fuerzas viscosas son importantes en todo el campo.

2.2. Ecuacion de Navier Stokes.

En 1755 Euler plante6 una ecuacién para describir el movimiento de un
fluido que no es otra cosa que la 2% ley de Newton para un elemento de
volumen del fluido con densidad constante p. La 2¢ ley de Newton para la
particula del fluido i.e. la Fcuacion de Euler es:

ou(r,t) —Vp(r,t)
——2 +u(rt) -Vu(r,t) = ——=
o ) ugny = =2
Esta ecuacion no contempla la idea de discipacion de energia debido a la
viscosidad, la cual se origina por la friccién de una particula de fluido con las
particulas vecinas, ni intercambio de calor entre diferentes partes del fluido.



Navier y Stokes agregaron a la ecuacion de Euler, el término apropiado
que toma en cuenta la disipacién por viscosidad, dando lugar a lo que se

conoce como Fcuacion de Navier Stokes

aug;—’ t) +u(r,t) - Vu(r,t) = _WOTM +vV?u(r,t) + Fep (2.2)

donde v = u/p es la viscosidad cinematica y u es el coeficiente de viscosidad
del fluido.

Las tres ecuaciones fundamentales de la dindmica de fluidos son: La
ecuacion de continuidad, la ecuacion de la cantidad de movimiento (o ecuacuiéon
de Navier Stokes), y la ecuacion de la conservacion de la energia. Estas ecua-
ciones pueden darse en su forma integral o en su forma diferencial. Este

conjunto de ecuaciones dadas en su forma diferencial son:

Ecuacion de continuidad: Representa la conservacion de la masa.

% +V-(pv)=0 (2.3)

Ecuacion de la cantidad de movimiento:

d(pv)
ot

+V.-(pv-v)=pf+V.T (2.4)

Ecuacion de la conservacion de la enegia:

1
D(e+ =v?)
2 _ /
pT——V-(pv)+V-(T-v)+pf-v+V-(kVT) (2.5)
No existe una solucién general a dicho conjunto de ecuaciones debido a su
complejidad, por lo que para cada problema concreto de la mecanica de
fluidos se estudian estas ecuaciones buscando simplificaciones que faciliten la
solucién del problema. En muchos casos no es posible obtener una soluciéon
analitica, por lo que es necesario recurrir a soluciones numéricas. Esta es la

arena donde se desarrolla la llamada Dinamica de fluidos computacionales.
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2.3. Funcioén de corriente.

Cuando se tiene un flujo incompresible, la densidad de masa es constante,
entonces se tiene que V-v = 0, y se dice que es no divergente. Y si ademas, el
sistema es 2-dimensional, es decir todas las cantidades dependen de solo dos
variables espaciales, digamos z y vy, entonces, las componentes de la velocidad

son tales que:

ou Ov
entonces
oo
or Oy

matematicamente esta relacion requiere que la diferencial —vdx + udy sea

exacta, i.e. existe una funcion ¢ = ¢(x,y) tal que

dyp = 8_1/de + 8_1/de = —vdx + udy
ox oy

Entonces, las componentes de la velocidad se pueden expresar en términos

de la funcion ¢ por

_%

u= 3y (2.6)
__ %
V= (2.7)

La funcién “¢* se llama funcién de corriente, sus dimensiones son m?/seg.

La velocidad se puede escribir ahora como:

v:uf—i-vj:a—w%—a—q/]ﬁ

dy oz
Con la introduccién de la funcién de corriente, las ecuaciones de movimiento,

se simplifican mucho. La ecuacién del momento deja de ser vectorial, donde

11



una de sus incognitas es precisamente 1, una vez encontrada, las velocidades
se obtienen por simples derivadas parciales. La de continuidad se satisface

inmediatamente.

Una de las herramientas que se utilizan en esta tesis, es la funcion de

Green, por lo que en la siguiente seccion se introduce brevemente.

2.4. Funcion de Green.

Las funciones de Green se utilizan para obtener la solucion de una ecuacion
diferencial que puede ser ordinaria o parcial, no homogénea con condiciones

de contorno dadas.

Cualquier ecuacion diferencial puede indicarse de la forma Li(r) = F(r),
donde:

= [ es un operador diferencial lineal =
1- L(f+g) = L(f) + L(g) para todas f, g funciones.
2.- L(Af) = AL(f) para todo A escalar.

» F(r) es una funcion conocida, ¥ (r) es una funcion desconocida que

puede ser escalar o vectorial.

La idea del método basado en la funcion de Green es encontrar una funcion
de dos variables G(r, r’) que cumpla L[G(r, r’)] = 6(r-r’), esta es la forma
general de la funcion de Green donde d(r-r’) = d(r’-r) es la distribucion
Delta de Dirac la cual para el caso unidimensional se define por medio de las

siguientes propiedades:
1.- (z) = 0 para toda = # 0
2- [7 b(x)dr =1
3 [, f(@)d(x)de = F(0)
Desde el punto de vista formal, esta definicion no es satisfactoria, y los

matematicos la han reformulado con la teora de distribuciones, que la hace

12



mas satisfactoria para ellos. La mayoria de los fisicos acepta y trabaja con
la definicién dada arriba. La solucién particular de la ecuaciéon diferencial
Li(r) = F(r) esta dada por:

P(r) = /G(r, ) F(r’)d"r’ (2.8)

donde n es la dimension, L es ordinario si la dimension es uno y parcial si la

dimension es n > 1, para esta ecuacién tenemos que:

Lij(r) = /L[G(r, )| F(r’)d"r = /(5(r—r’)F(r’)d" "= F(r)

En el siguiente capitulo, vamos a describir el sistema experimental que
se analiza en este trabajo. Nosotros lo reprodujimos con fines didacticos, y
mostraremos algunas fotografias que se tomaron en el laboratorio de 6ptica
de la Facultad de Ciencias Fisico-Matematicas de la UMSNH, que esta a

cargo del Dr. Mauricio Ortiz Gutiérrez.
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Capitulo 3

Descripcion del sistema

experimental.

El modelo experimental utilizado por H: Salas, et. al. consiste en un
recipiente rectangular de 45x35x3 c¢m, hecho de vidrio de 0.5 cm de espesor,
dos electrodos hechos de barras de cobre de seccion transversal rectangular los
cuales son colocados a lo largo de la parte interior de los lados més cortos de
la caja rectangular de manera tal que la distancia entre los electrodos es de 39
cm aproximadamente. Una fuente de poder de voltaje ajustable de corriente
directa es conectada a los electrodos los cuales son protegidos con una capa de
cromo de 50 pm de grosor para prevenir reacciones electroquimicas. Un dipolo
magnético de forma cilindrica de 2 cm de didmetro y 1 cm de alto es colocado
a 1 cm de distancia del exterior del fondo de la caja y en su centro geométrico,
al colocar el iman en esta posiciéon el momento dipolar del iman es normal a
el fondo del piso y tiene una forma afilada, en el experimento realizado por

Salas, Cuevas y Ramos el momento dipolar magnético es m = 1,18m?A.

La caja es llenada con una capa poco profunda de un solucion eletrolitica
de NaHCOj; (sodium hydrogen carbonate) resultando en una densidad de
masa p = 1035Kg/m3. La viscosidad cinematica es v = 107%m?/s y la

conductividad eléctrica ¢ = 4mho/m. La superficie del fluido esta libre a

14



condiciones atmosféricas. Se agrega a la solucién electrolitica un indicador

de particulas para visualizar el movimiento del fluido.

El fluido inicialmente esta inmdvil con una distribuciéon del indicador
de particulas aproximadamente homogénea, posteriormente se suministra al
fluido una corriente eléctrica que va de 40 a 150 mA, la cual se genera al
aplicar una diferencia de potencial entre los electrodos de cobre. El campo
magnético no homogéneo interactiia con la densidad de corriente a través de

la fuerza de Lorentz, con lo que el fluido se agita.

Los patrones de flujo desarrollan un regimen transitorio, después el flujo
alcanza un estado estable caracterizado por un par de vortices bien definidos
que rotan en sentido contrario y que llenan un espacio de aproximadamente

del orden del area de la seccion transversal del iméan.

Llamaremos eje de simetria de los vortices a la linea que separa dichos
vortices y la cual es perpendicular a la direccion de la densidad de corriente.
En la region central justo encima del iman se concentran las velocidades
grandes. Una vez que se apaga la fuente de voltaje el decaimiento de los

vortices dura de 2 a 3 minutos.

15



Capitulo 4

Analisis Teoérico del Sistema.

Nuestro objetivo es formular un modelo teérico con el cual podamos re-

producir los resultados del experimento con una buena aproximacion.

Comenzamos dando condiciones iniciales, una capa poco profunda de una
solucion electrolitica se extiende sobre el plano zy limitada por un aislante en
el fondo, consideramos una densidad de corriente constante y uniforme j, que
fluye tinicamente en la direcciéon z y asumimos que el campo magnético in-
ducido por la corriente eléctrica es insignificante, esto es justificable porque el
numero magnético de Reynolds Rm del experimento hecho por Salas, Cuevas
y Ramos, el cual representa el cociente de las fuerzas magnéticas y las fuerzas

viscosas, es del orden de 1077.

Para nuestro modelo tedrico tomamos el campo magnético B producido
por un dipolo puntual localizado en el origen con un momento dipolar m
normal a la capa. Debido a que la capa del fluido es simulada para ser muy
delgada solo consideramos la componente z del campo dipolar tridimensional

1.e.

B = (5 s + gpmd @Ik (@)

donde pg es la permeabilidad magnética. El primer término del lado derecho

16



de la ecuaciéon da el campo magnético del dipolo en cualquier direcciéon ex-
cepto en el origen, mientras que el segundo término considera los efectos de
singularidad en el campo del dipolo. Al interactuar la densidad de corriente
con el campo magnético se produce la fuerza de Lorentz y bajo la condicion
de que el campo magnético tiene solo una componente que es en la direccién
k entonces se produce una fuerza de Lorentz con una componente distinta de
cero en la direccion del eje y negativo y debido a la distribucion espacial no
homogénea del campo magnético descrito por la ecuacion (4.1) esta fuerza
resulta ser rotacional. Tomando en cuenta que tanto el largo como el ancho
de la capa del fluido son mucho mas grandes que el espesor o grosor de la
capa, los movimientos verticales en el fluido son descuidados en el modelo.

En una pequena vecindad del dipolo la variacién de la intensidad del campo
en la direccion transversal es muy pequena, por lo tanto esta variacion puede

ser despreciada.

Entonces, estamos considerando una capa de fluido de espesor insignifi-
cante con un dipolo dos dimensional localizado en el origen.

Comenzamos con el analisis de nuestro modelo teorico:

La velocidad u = (u(x,y,t),v(x,y,t)) satisface la ecuacion de Navier-Stokes
ie.
Ju

1 . 1
i . = __ - B 4.2
8t+(u V)u pr—i—z/Vu—i—pjx (4.2)

donde p, 7, B son la presion, densidad de corriente eléctrica y el campo mag-
nético. Tomando el rotacional de esta ecuacién obtenemos una sola compo-

nente de la vorticidad, la componente w,

ow 9
E—F(U'V)’LU—VV’LU

o 0B
- eZ (4.3)
p Ox
Para poner el fluido en movimiento la fuerza de Lorentz debe superar la
fuerza de viscosidad. La fuerza de viscosidad es originada por el rozamiento

interno de las capas del fluido y se expresa como vV*u (fuerza por unidad
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de volumen) donde v es la viscocidad de dicho fluido y u es la velocidad.

La densidad de corriente en un medio continuo se puede expresar como
j = pv donde p es la densidad de carga en un punto y v la velocidad de
las cargas en ese punto, podemos expresar la densidad de corriente de este
modo porque tenemos una region del espacio con una densidad de carga
no necesariamente uniforme, en la que el movimiento de cargas se puede
representar por medio de un campo vectorial de velocidades.

Por lo tanto el valance total entre estas fuerzas en una vecindad del dipolo
es [vV2u| ~ |j x B/pl|. Se toma [vV?u| pues como la accion de viscosidad se
opone al flujo entonces V?u debe ser negativa.

La relacion entre la Fuerza de Lorentz y la Fuerza viscosa produce una veloci-
dad caracteristica U = joBoL?/pv, donde L es una longitud caracteristica.
Usamos las siguientes variables adimensionales en la ecuacién que obtuvimos

para una sola componente de la vorticidad

. Lw
w = —
U

., u
u ==
U

I <
X = —
L

t" = !
L2/v
]
J = -
Jo

B
B = —
By

y omitiendo los * tenemos que la ecuacion (4.3) se convierte en:

ow . g 0B
E—I-Re(u-V)wwa—%

donde Re es el niimero de Reynolds. Como los efectos inerciales pueden ser

considerados importantes solamente en una region muy pequena cerca del

18



dipolo, nosotros podemos asumir que para el flujo Re < 1, entonces podemos
olvidarnos del término convectivo de la ecuacion anterior obteniendo asi la

Ecuacion de difusion no homagénea para w, i.e.

)

ot Cor

El término de la derecha de esta ecuacién representa la fuente de vortices

(4.4)

producidos por la interaccion de la corriente uniforme con el campo magnético
no homogéneo. Resolvemos esta ecuaciéon por el método de la Funcion de
Green en el dominio infinito —c0 < z < 00, —0c0 < y < oo parat > 0y
tomando la condicion inicial w = 0 para t = 0. La funsién de Green asociada
a este problema es

1

= =) (y=y)? /AT 45
A (t — 7')6 ) (4.5)

/ /
Glx,y,t |2y, 7)
Por lo tanto, la solucién de esta ecuacién con la condiciéon inicial anterior

puede ser expresada como

t o] 00 B
wa) == [ ar [ [ Glw|synSia )
7=0 —o0 J —00

Esta solucion contiene dos contribuciones debido a la expresién correspon-
diente para el campo magnético del dipolo dado por la ecuacion (4.1), la
integracion numérica del término que incluye el campo magnético del dipolo
para cualquier posicion excepto el origen da un cero a la contribucién de
la integral (4.6) y podemos realizar la integracién por medio del Método de
Simpson con un programa en lenguaje C. La integracion numeérica del tér-
mino que incluye la funcién delta de Dirac y la cual expresa los efectos de
singularidad en el campo magnético del dipolo puede ser integrada analiti-

camente, produciendo la vorticidad dependiente del tiempo

m, xT 2 2
UJ(ZE,y,t) - 0—67962?‘

0 4.7
3m a2 + y? (47)
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donde mo = pom/L*By. Podemos notar que por la forma del campo del

dipolo la vorticidad también es singular en el origen.

Con el fin de determinar el flujo del campo se introduce la funcion ¥ (z,y, t)

: . . 0 0 .
definida como funcién de corriente tal que u = 6—1/} y U= —a—w, esta funcion
Yy x
satisface la ecuacién V) = —w pues w = V x u = wk. En el limite cuando

t — oo en la ecuacion (4.7), la solucion estable puede ser obtenida de la

ecuacion

mo T
3m x? 4 y?

V3 (z,y) = (4.8)

Al tomar el Laplaciano en coordenadas polares para la ecuacion (4.8) tenemos

que:

10 (Tﬁw) n 10% _ my cost
ror: Or 20602 37 7
Asumiendo una solucion de variables separables de la forma ¢ (r,0) = f(r)cosb,

podemos obtener una ecuacion diferencial ordinaria de la funcion f(r), i.e.

Pf LA [ ml

drz " rdr 12 3mr
cuya solucién es
mo mo 2 1
=—1r——rl Ci—-+C 4.9
f(r) o T o + 1r+ or (4.9)

Para determinar las constantes C y Cy exigimos que las componentes de la
velocidad disminuyan para una R suficientemente grande, i.e.

10y

“r=an =Y
0

Ug_—a—qf_o

donde u,. y ug son las componentes de la velocidad expresadas en coordenadas

polares.
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para r—R, y recordando que ¢ (r,0) = f(r)cosf entonces

W(r,0) = 20 [r(1 + an—Q) - %2]0059

127 r2

Esta es la grafica del flujo descrito por la ecuacion (4.11)

-0.75 -0.5 -0.25 0 0.25 0.5 0.75

(4.10)

podemos notar que ¥ (r, ) = 0 para r=R, en la ecuacion que obtuvimos para

1y que esta es singular en el origen y es realmente lo que esperamos ya que

es una caracteristica heredada del campo magnético del dipolo.

En otro trabajo hecho por Salas, Cuevas, Ramos y K. Messadek, en el

que utilizan dos imanes permanentes en lugar de uno, es decir, utilizan un

cuadrupolo, obtuvieron experimentalmente dos pares de vortices, cada par

es iguales a los que se obtuvieron en el primer experimento. Estos vortices

interactuén entre si, el andlis teérico de este nuevo experimento es en gran

parte similar al que analizamos en esta tesis con la dnica diferencia de que

agregamos una coordenada més a las ecuaciones que se obtuvieron, la solucién

analitica que obtuvieron es
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127

(x —xo)[1 + In

RZ

(. —20)* + (y — yo)z)] -
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Capitulo 5
Perspectivas de trabajo futuro.

Los patrones que se observan en el laboratorio, y que es el modelo teérico
de Salas et. al. pueden describirse cualitativamente, se construyeron en una
geometria simple donde la velocidad inducida por la diferencia de potencial
era constante y en una direccion. Queda abierta la posibilidad de explorar
flujos en otras geometrias, por ejemplo con placas circulares concéntricas y
con distribuciones de campos magneticos mas complejos. Algunos patrones
muy preliminares de esta geometria se mostraron en el capitulo 1, donde los
obstéaculos siguieron siendo campos dipolares. Y podria usarse un esquema

similar al expuesto en la tesis.

Los patrones de flujo tratados aqui, no variaban con el tiempo, pues ni
la diferencia de potencial, ni el campo magnético tienen variaciéon temporal.
Seria interesante buscar condiciones que desestabilizaran el sistema y lo con-
dujeran a diferentes regimenes, e incluso a la turbulencia. Una posibilidad
seria utilizar una diferencia de potencial alterna que produjera una corriente
periddica en el tiempo. Una segunda posibilidad, seria variar la intensidad
del campo magnético de manera periddica en el tiempo. O bien una combi-
naciéon de ambas opciones, en la geometria expuesta en la tesis, o en otras
geométrias. Lo que se tendria en este caso de diferencias de potencial y/o

campos magnéticos dependientes del tiempo, seria una funcion de corriente
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dependiente del tiempo ¥ (z,y,t). Ya sabemos que la velocidad del fluido se
relaciona con la funcién de corriente como & = =0, y y = 0,7. Para flujos
que no dependen del tiempo (como en la tesis en que la dependencia tem-
poral se extingue rapidamente), las relaciones anteriores tienen la estructura
de un sistema Hamiltoniano autéonomo, y como en la tesis, las trayectorias
de las particulas siguen las contornos constantes de . Sin embargo, cuan-
do ¢ depende del tiempo (por ejemplo de manera periodica), se tiene un
sistema Hamiltoniano dependiente del tiempo y es posible que el sistema
exhiba trayectorias caoticas de las particulas. Este tipo de estudios se ha re-
alizado en sistemas convectivos [4], y seria interesante realizarlo para sistemas

parecidos al presentado en este trabajo.
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Capitulo 6
Conclusiones.

Es posible estudiar Teoérica y experimentalmente el flujo generado por
la interaccion de una corriente eléctrica constante y un campo magnético
dipolar en una capa delgada de una solucion electrolitica. Debido a la no
homogeneidad o la variacién espacial del campo magnético producido por
el dipolo resulta una fuerza rotacional de Lorentz la cual genera un par de
vortices bien definidos.

Al comparar el resultado teorico con el experimental podemos notar que
los vortices descritos por la ecuacion que obtuvimos para 1 son muy seme-

jantes a los descritos por el experimento.
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Capitulo 7

Apendices.

Ecuacion de Navier-Stokes y Ecuaciéon de

7.1.
Difusion

Lavelocidad
u = (u(z,y,t),v(z,y,t))

satisface la ecuacion de Navier-Stokes i.e.

0 1 1
—u—l—(u-V)u:—;Vp—i—l/Vzu—i—;ij

ot
Tomando el rotacinal de esta ecuaciéon obtenemos una sola componente

de la vorticidad, la componente w,

ow . 2 jOaB
E—I—(u-V)w-qu—pax
]k
Sw=Vxu=|2 2 2
u v 0
_-,000) ov,. .00) Ou - 0v Ou - Jdv Ju = -
=i 82) (8x 8z)+ (8:1: Gy)_k(am 8y)_wk

dy
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0 1 1
1 Vx(u-V)u:Vx(—;V,o)—i—Vx(uVQu)—i—Vx(;ij)

Vx(a)

donde .

porque p es constante.

:>V><(g—?)+V><(U'V)UZVX(VVQU)JFVX(%jXB)

Desarrollamos por separado cada parte de esta ecuacion:

1)
ou
vx(@-l2 2 2
du  Ju
at ot
_-,00) 9 ,0v ~,00) 9 ,0u ~ 0 ,0v 0 ,0u
=%, " atw) % T aa) TR T
~0 Ov Ou ~ 0
2)



|Q) <.
gl@ oo
Bl

0 0 3 8
A 0 o, 0 0 " 0 o, 0 0 ~.0, 0 19, o, 0 0
—1[6—y(0) 92 —(u @Jrva—y) ]—J[%(O)—&(U%Jrva—y) ]+k[a (U%Jrva—y)v—@—y(U%Jrva—y)

o R P S A PR 1 I ()
oy oy Ox oy Oy

0 P ude | Pu udu | 0w duou 0%,
- oz ox 0x? = 0x dy 0xdy Oy Ox Oxdy Oy dy Oy?

R e AT P )
Ox 0xr Oy dy 0x Oy 0x?  Oxdy 0xdy  0y?

ou Ov 0 Ov Ou 0 Jdv Ou

=Hles * oy o ter 3y T oy e T By
~ Ou Ov .
— i e : — (u- 3
w5+ 50+ (- V)ul = (a- V)
donde @+@ = 0 pues usando la Ecuacion de Continuidad @+V-(pv) =0
or Oy ot

)
y como p = cte. entonces a—'Z =0,v:-Vp+pV.-v =0 lo cual implica que
V-v=0.
3)
Pu Pu Pu

V x (vV*u) = vV x (8x2 + 0 + 622)

0?(u,v,0) N 0?(u,v,0) N 0?(u,v,0)

= vV x( 0x? Oy? 022

)
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L 9(0)  d

=

7.2.

32
S T

0? ~ 0, 0? 0? o, 0? 0?
a_yg)u) thg (55 + 8_y2)U - @(@ + 8_y2)u)]

0? 0% 0 0

— k(= + 2 (Zy — Z0)] = vV20k 7.1
M + 5 (G = ol = vV (71)
i j k
Vx(=jxB)==-Vx(ljo 0 0| (7.2)
0 0 B
gk ‘
18(—]0B)A 1 . 0B -
9 9 CA it WA sy N St
ox dy 0z p Or k p]O or k (73)
0 —joB 0

Utilizando las variables sin dimensiones

o,
ot

_Jo0B

(u-Vw=vViw " on
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U v ow 1. U . 1U_, . joBedB
LL28t*+(Uu V)—w* =v V&w* —

L L L2 L p L Ox*
Uv 0w, , U? . . vU _, . joBo OB_,
i) T Ve = (Ve =S )
sustituyendo U = joByL?/pv
jOBOLQV 8’11] * (jO)Z(B0>2L4 ok ijBOLQ 2 * jOBO aB *
pvL3 (8t) L2p?v? (u- V)" = L3pv (Vow) pL ((?:L')

cancelando algunos términos y multiplicando toda la ecuacion por pL/jo B

aw * jOBOL3 ok 2 * aB *
G+ 2 vy = (v - ()

UL
como Re = — = joByL?/pv? y omitiendo los *
1%

ow 9 0B
E+R€(HV)M—VM—%

7.3. Funcion de Green

7.4. Integracion numérica de la solucién de la

funcién de Green

7.4.1. Integracion numérica del término que incluye al

campo del dipolo en cualquier parte menos en el
origen

Utilizamos el Método de Simpson para hacer esta integral.

FALTA PONER EL PROGRAMA QUE RESUELVE LA INTEGRAL.
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7.4.2.
la Funcién Delta de Dirac

Integramos utilizando integracién por partes.

Mo
d
T 6rL2B, g / /

7.5. Calculo de la ecuacion diferencial

Sea
u=u(z,y,t) = (u(z,y,t),v(z,y,t))

el vector velocidad de el sistema con dos componentes. Entonces

o k 0 0
~ v U ~
w=Vxu= a% 8% % k(%_(‘?—y):wk
v v 0
como
w2 W
oy Ox
entonces
o v 0 ou
or: O oy oy’
por lo tanto
V) = —w
Ahora, como
—(2* + %)
3 x? 4 y?
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y tomando el limite cuando el tiempo tiende a infinito tenemos que:
—(@*+9°)

mo X At

——c¢
3 x? + 2

mo X

lzmt_mw = lzmt_}oo = 3—7Tm

En coordenadas cilindricas el Laplaciano tiene la siguiente forma:

19 o0 1% 0%

2 P — —_— —_— —_—
Vi = (r 87") r2 002 = 022’

ror (7.6)

donde % = (0 pues ¥ no depende de la componente z.
Cambiando nuestras componentes radial y tangencial a coordenadas cilindri-

cas tenemos que:

r=+/x2+y? x=rcosh, y=rsind, z ==z

10, oY 1 0% mg cost
2 — - — —_— —_—— = — = —-——
jvw_rar(rﬁr)+r2892 v 3r T
sustituyendo
(r,0) = f(r)cost
12( 8f(r)cos€> N 1 Pf(r)eosh _ mg cost
ror " or r? 00?  3n v

?f 1df o mel
dr2  rdr 2 3r1r

es la ecuacion que nos interesa resolver.

7.6. Solucion de la ecuacion diferencial no ho-

mogénea de segundo orden

La ecuacion diferencial ordinaria que obtuvimos tiene la forma de una ecuaciéon
de Cauchy-Euler, por lo tanto se propone una solucién de la forma:f = r™,

cuyas primeras derivadas son:
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f=mrm!
"

f=m(m-— 1)7"’”_2

Primero resolvemos la ecuacion diferencial homogénea asociada, sustituyendo
f =™y sus derivedas en la ecuaciéon homogénea:

r*m(m — D)r™ 2 + rmr™ !t — ™ =0

=mm—1)r"+mr™ —r" =0=1r"[m*—m+m—1=0

como ™ #£ 0 por ser la solucién propuesta

=m’—1l=0=>m=Fl=>m=—-1,my=1

Por lo tanto la solucion del sistema homogéneo es:
1
Jo=C1fi + Cofy = Cir™ + Cor™ = Cl; + Cyr

Ahora procedemos a encontrar la solucién particular del sistema no homogé-
neo.

La solucion particular esta dada por:

f, = _fl/fﬂlj/(?“)dr_’_ﬁ/fﬂ;/(r)dr

mg 1
R(r) = —3—7‘;;

donde

y W es el Wronskiano (distinto de cero porque las soluciones son linelmente
independientes) que esta dado por:

1 1 1 2
we | R I (7.7)
fi [ —2 1 roror
fQR(T) 1 _%l 1 mo 1m0 1 2 mo
_ J2N ) g _Bnr g dr = = 0-,2 0
= fl/ w dr r " % dr r 67TT " r o7 2T 127rr



f[R(r) /1—%‘:% B /1m0 . oomy,  mg
:>f2/ W dr=r S 2 dr = —r 1“67rdr 1"67Tln7" 127T7"ln7"

T

en la ultima igualdad utilizamos una propiedad de los logaritmos llamada
Regla de la potencia
[nx™ = ninx

ﬂr — ﬂrlm’2
127 127

Por lo tanto la solucion general de la ecuaciéon diferencial ordinaria no ho-

= fp=

mogénea es:

f fp+fh _T—ETZTLT +C1—+Cg7"

7.7. Componentes de la velocidad en coorde-

nadas polares.

La velocidad es:

v—uz+v5—a—wz—awﬁ

oy ox
en coordenadas polares tenemos que:

x =rcosh, y =rsenb, r = /12 +y?, 0 = tcm_l(g)
T

é, = icost + jsenl, ég = —isend + jcosb.
entonces
6_@& 8raw+896¢ x@_¢+ 1 (—y)aw
dr Oz dr  0xdl rIr |, (g)z 00
x
rcost) O x> —y O 8¢ sent Oy

Ty W—F +y(x2)89 o r 00

o 8r8w+8981/) y8¢+ 1 (1)8_w
dy Oy or 9dydd ror 4 (%2 x” 06
x
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_rsent O x? 1,09 81/) 0030 8¢

r Wjo?—i-y (x)aﬂ 87’ r 00

como é, = icos + jsent), ég = —isenf + jcosf entonces:

1 = cosbe, — senbéy

~

j = senbé, + cosbéy

y la velocidad nos queda como:

v-u%%—vﬁ—a—wz—awﬁ
J oy oz
oY cos O . 01/1 send Oy
= (sen e + 0 —)(cosbé,—senbéy)—(cos Py, — )(senfé,+cosbéy)

B o , O cos*f 8¢ ~ senbcosf O

= senbcost o e, — sen“6 ar g + —— " 89 " 20 €o

2
—senﬁcosé’a—wér - 005208—1/}&9 + b0y, | senbeost 8—w69

or or
1 Gw o .

r— =€ = U e +UQé9
ro0 " or o

T A ——7

7.8. Calculo de las constantes que aparecen en

la solucién general.

Evaluamos las constantes (', Cy exigiendo que las componentes de la veloci-

dad desaparezcan para una R suficientemente grande e.i.

Uy = %a—g’ 0,
Uy = ?9_1/1 0.
para r=R
Tenemos que
1
W(r,0) = f(r)cost = (mr — 0 pn? C1— + Cyr)cost
127 127 r
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Calculamos las derivadas parciales de ¢(r, 0)

oy mg
= 20 = _(Er — Erlnr + C’l— + Cyr)sind

00 _ (Mo Mog gy oLy c)eoss
r2

or ‘12 122" T 1o

1a¢ mOR mOR 2 1 R X .
= ran T Clar g T e M T g T Gy )sind =0

o
Ug = ———

or

7(_@4_ O RZ+—( )+C’1——C’2)0039—0

127 127 127 R2

entonces obtenemos un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas y re-

solviendolo tenemos que:

oy
G = 127
_ Mo, n2
02_127TlnR
0, 0) = F(r)cosd = (1o — gy - 0T 0 1 ) s
7", = T )cost = 12 T 127‘(T 12 1 n CcOS

mo _ 2 R_2
W(r,0) = 127r[ r(1 — Inr® + InR?) . Jcost

mo R2 R2
P(r,0) = 127r[ r(1+ lnﬁ) - T]COSH
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