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∂ρ

∂t
+ ∇ · (ρ�) = 0 ���(�

�������� �� �� ���	���� �� �
������	
#

∂(ρ�)

∂t
+ ∇ · (ρ� · �) = ρf + ∇ · τ ���)�

�������� �� �� �
���������� �� �� ���
$�#

ρ
D(e +

1

2
v2)

Dt
= −∇ · (p�) + ∇ · (τ ′ · �) + ρf · �+ ∇ · (k∇T ) ���*�

�
 �+��	� ��� �
������ 
������ � ���,
 �
�&��	
 �� ������
��� ��-��
 � ��

�
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 ��� ���� ���� ��
-���� �
����	
 �� �� �������� ��
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� ��� �� �� �
������	�� � �
 ������� ��
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��� ��� 
�������	�� �� �� ����

���

��� 	���� ����

∇ · � = 0 =
∂u

∂x
+

∂v

∂y

��	��
��

−∂u

∂x
=

∂v

∂y

��	���	

����	� ��	� ����

�� ����
��� ��� �� �
�����

�� −vdx + udy ���

� �
	�� 
��� � 
�	� ��� ���

�� ψ = ψ(x, y) 	�� ���

dψ =
∂ψ

∂x
dx +

∂ψ

∂y
dy = −vdx + udy

!�	��
��� ��� 
�������	�� �� �� ����

��� �� ������ � ������ �� 	"��
���

�� �� ���

�� ψ ���

u =
∂ψ

∂y
#��$%

v = −∂ψ

∂x
#��&%

'� ���

�� (ψ( �� ����� ������� �� �	

������ ��� �
����
���� ��� m2/seg�

'� ����

��� �� ����� ��
�
�
� �)��� 
����

� = uî + vĵ =
∂ψ

∂y
î − ∂ψ

∂x
ĵ
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�	����
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�
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�� ��� �����	� ���� �� ��� ��
	��
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���������� ψ� ��� ��� ������
���� ��� �����������
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 ������� ��
������ ��
������� �� �� ����������� �� ���������

���������������

��� �� ��� ��

�������� ��� �� �������� �� ���� ������ �� �� �����	� ��

�
���� ��
 �� ��� �� �� ��
������ �����	� �� ���
����� �
���������

���� �����	� 
� �
����

��� ��������� �� �
��� �� �������� ��
� ������
 �� ������	� �� ��� ������	�

����
������ ��� ����� ��
 �
����
�� � ��
����� �� ����
���� ��� �����������

�� �����
�� ������

��������
 ������	� ����
������ ����� ������
�� �� �� ��
�� Lψ(�) = F (�)�

������

� �� �� ���
���
 ����
������ ������ ⇒
�� L(f + g) = L(f) + L(g) ��
� ����� �� � ����������

!� L(λf) = λL(f) ��
� ���� λ ������
�

���� �� ��� �����	� ��������� ψ(�) �� ��� �����	� ����������� ���

����� ��
 ������
 � �����
����

�� ���� ��� ������ ������ �� �� �����	� �� �
��� �� ������
�
 ��� �����	�

�� ��� ��
������ ���� ��� ��� ������ L[G(�� ��)] = δ(����)� ���� �� �� ��
��


���
�� �� �� �����	� �� �
��� ����� δ(����) = δ(����) �� �� ����
�����	�

"���� �� "�
�� �� ���� ��
� �� ���� �������������� �� ��#�� ��
 ����� �� ���

��
������� �
����������

�� δ(x) = 0 ��
� ���� x �= 0

!� 
∫ ∞
−∞ δ(x)dx = 1

$� 
∫ ∞
−∞ f(x)δ(x)dx = f(0)

"���� �� ����� �� ����� ��
���� ���� ��#����	� �� �� ����������
��� % ���

�����&����� �� ��� 
���
������ ��� �� ���
& �� ����
���������� ��� �� ����

�!
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�� ��������� ���� �		���
 �� �������� 
�	������	 �� �� �������� ����	������

Lψ(�) = F (�) ���� ���� 
�	�

ψ(�) =

∫
G(�� ��)F (��)dnr′ ��
��

����� � �� �� ���������� � �� �	����	�� �� �� ��������� �� ��� � 
�	���� �� ��

��������� �� n > 1� 
�	� ���� �������� ������� ����

Lψ(�) =

∫
L[G(�� ��)]F (��)dnr′ =

∫
δ(����)F (��)dnr′ = F (�)

�� �� �� ������ ��
������ !���� � ����	���	 �� ������� �"
�	������� ���

�� �����#� �� ���� �	�����
 $����	�� �� 	�
	�������� ��� ���� ���%������� �

����	�	���� �� ���� ���� 	����� ��� �� ����	�� �� �� ����	���	�� �� �
����

�� �� &������� �� '������� &�����()����%����� �� �� *)+$,� ��� ���% �

��	 � ��� -	
 )��	���� .	��# /���0		�#
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 �
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 �� ( �� �� �
 ���	� ) * �� �� 
��� �� �����
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 * �� �� �
��
��

 ��� ����	
�	 ��� %���� �� �
 �
!
 ) �� �� ����	� ����'�	
���


� �����
	 �� 
� � �� ���
 ���
�
�� �� ������� �
���
	 ��� 
� � �� ��	�
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�� %���� ��� �
�� ) �
��� ��
 %�	�
 
+�
�
� �� �� ����	
����� 	�
�
�
�� ��	

�
�
�� ,���
� ) -
��� �� ������� �
���
	 �
��'�
�� �� m = 1,18m2A�

.
 �
!
 �� ����
�
 ��� ��
 �
�
 ���� �	�%���
 �� �� �����
�� ����	��&�
�


�� NaHCO3 /���
�� �)�	���� �
	���
��0 	�����
��� �� ��
 ����
�
� ��

�
�
 ρ = 1035Kg/m3� .
 �
����
�
� �
��� �
�
 �� ν = 10−6m2/s ) �


�������
�
�
� ��'��	
�
 σ = 4mho/m� .
 ����	+�
� ��� 1�
�� ���
 �
�	� 
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�� ��������� � = (u(x, y, t), v(x, y, t)) ��������� �� �������	 �� ,������-��.��

����

∂�

∂t
+ (� · ∇)� = −1

ρ
∇ρ + ν∇2

�+
1

ρ
j ×�  !�/#

��	�� ρ, j,� ��	 �� ������	� ��	����� �� ������	�� ��������� � �� ��
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∂w

∂t
+ (� · ∇)w = ν∇2w − j0

ρ

∂B

∂x
 !�0#
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G(x, y, t | x′, y′, τ) =
1
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3π
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x2 + y2
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����� ψ(x, y, t)
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� v = −∂ψ
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r

∂

∂r
(r

∂ψ

∂r
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1

r2

∂2ψ

∂θ2
= −m0

3π

cosθ

r
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3π
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12π
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ψ(x, y) =
m0

12π
(x − x0)[1 + ln

R2

(x − x0)2 + (y − y0)2
)] − R2 x − x0

(x − x0)2 + (y − y0)2
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∂�

∂t
+ (� · ∇)� = −1

ρ
∇ρ + ν∇2

�+
1

ρ
j ×�

�����	� �� ��������� 	� �
�� ��
����� ��������
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��� ����������

	� �� �������	�	� �� ���������� ��

∂w

∂t
+ (� · ∇)w = ν∇2w − j0

ρ

∂B

∂x

⇒ � = ∇× � =

∣∣∣∣∣∣∣
î ĵ k̂
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

u v 0

∣∣∣∣∣∣∣
= î(

∂(0)

∂y
− ∂v

∂z
) − ĵ(

∂(0)

∂x
− ∂u

∂z
) + k̂(

∂v

∂x
− ∂u

∂y
) = k̂(

∂v

∂x
− ∂u

∂y
) = wk̂
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∂�

∂t
) + ∇× (� · ∇)� = ∇× (−1

ρ
∇ρ) + ∇× (ν∇2

�) + ∇× (
1

ρ
j ×�)
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∇× (−1

ρ
∇ρ) = 0
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ρ
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∂x

∂
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∂
∂z

∂u
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∂v
∂t

0
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∂t
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∂x
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∂
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w
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∂x
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∂

∂y
,

∂

∂z
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= ∇× [(u
∂

∂x
+ v

∂
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)(u, v, 0)]

= ∇× ((u
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∂x
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∂
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∂

∂x
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∂
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∂
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∂
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∂

∂x
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∂y
u)]

= k̂[
∂u
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∂y
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∂y
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∂y
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∂y2
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∂y
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∂x
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∂v

∂y
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∂ρ

∂t
+∇·(ρ�) = 0

� ���� ρ = cte. ��������
∂ρ

∂t
= 0� � · ∇ρ + ρ∇ · � = 0 	� ���	 ���	��� ���

∇ · � = 0�

��

∇× (ν∇2
�) = ν∇× (

∂2
�

∂x2
+

∂2
�

∂y2
+

∂2
�

∂z2
)

= ν∇× (
∂2(u, v, 0)

∂x2
+

∂2(u, v, 0)

∂y2
+

∂2(u, v, 0)

∂z2
)

��



= ν∇× ((
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
)u, (

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
)v, 0)

= ν

∣∣∣∣∣∣∣
î ĵ k̂
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

( ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 )u ( ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 )v 0

∣∣∣∣∣∣∣

= ν [̂i(
∂(0)

∂y
− ∂

∂z
(

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
)v)−

ĵ(
∂(0)

∂x
− ∂

∂z
(

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
)u) + k̂(

∂

∂x
(

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
)v − ∂

∂y
(

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
)u)]

= νk̂[(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
)(

∂

∂x
v − ∂

∂y
u)] = ν∇2wk̂ �����

��

∇× (
1

ρ
j ×�) =

1

ρ
∇× (

∣∣∣∣∣∣∣
î ĵ k̂

j0 0 0

0 0 B

∣∣∣∣∣∣∣
) �����

=
1

ρ

∣∣∣∣∣∣∣
î ĵ k̂
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

0 −j0B 0

∣∣∣∣∣∣∣
=

1

ρ

∂(−j0B)

∂x
k̂ = −1

ρ
j0

∂B

∂x
k̂ �����

���� ������	
�� �	
 �	��	���
 
�
 ����

��
�


∂w

∂t
+ (� · ∇)w = ν∇2w − j0

ρ

∂B

∂x

�	



U

L

ν

L2

∂w∗

∂t∗
+ (U�∗ · 1

L
∇∗)

U

L
w∗ = ν

1

L2

U

L
∇2∗w∗ − j0

ρ

B0

L

∂B∗

∂x∗

Uν

L3
(
∂w

∂t
)∗ +

U2

L2
(� · ∇)∗w∗ =

νU

L3
(∇2w)∗ − j0B0

ρL
(
∂B

∂x
)∗

�����������	 U = j0B0L
2/ρν

j0B0L
2ν

ρνL3
(
∂w

∂t
)∗ +

(j0)
2(B0)

2L4

L2ρ2ν2
(� · ∇)∗w∗ =

νj0B0L
2

L3ρν
(∇2w)∗ − j0B0

ρL
(
∂B

∂x
)∗


��
�����	 ��
��	� ������	� � ��������
���	 �	�� �� �
��
��� �	� ρL/j0B0

(
∂w

∂t
)∗ +

j0B0L
3

ρν2
(� · ∇)∗w∗ = (∇2w)∗ − (

∂B

∂x
)∗


	�	 Re =
UL

ν
= j0B0L

3/ρν2 � 	�������	 �	� �

∂w

∂t
+ Re(� · ∇)w = ∇2w − ∂B

∂x

���� �����	� 
� �
���

���� �����
���	� ����
��� 
� �� ������	� 
� ��
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� �
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�
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����� ��� �
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������ ����	
��
�� ����

�� ��� 
������ �� ��
�
�� ��

�� ����
�� ����� �� �

��

��������	
 ���
�����	 ����������� �	� �����
�

− μ0m

6πL2B0

∫ t

τ=0

dτ

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

1

(t − τ)

��������������������������������

���� ������	 
� �� �����
�� 

������
��

���

� = �(x, y, t) = (u(x, y, t), v(x, y, t))

�
 ����	� ��
	����� �� �
 
�
���� �	� �	
 �	��	�����
� ���	���


� = ∇× � =

∣∣∣∣∣∣∣
î ĵ k̂
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

u v 0

∣∣∣∣∣∣∣
= k̂(

∂v

∂x
− ∂u

∂y
) = wk̂ �����

�	�	

u =
∂ψ

∂y
, v = −∂ψ

∂x

���	���

∂

∂x
(−∂ψ

∂x
) − ∂

∂y
(
∂ψ

∂y
) = w �����

�	� 
	 ����	

∇2ψ = −w

� 	��! �	�	

w =
m0

3π

x

x2 + y2
e

−(x2 + y2)

4t

"#



� ������� �	 	
���� �
���� �	 ������ ������ � ������� ������� �
��

limt→∞w = limt→∞
m0

3π

x

x2 + y2
e

−(x2 + y2)

4t =
m0

3π

x

x2 + y2

�� ����������� ��	
������� �	 ���	������ ����� 	� ���
����� ������

∇2ψ =
1

r

∂

∂r
(r

∂ψ

∂r
) +

1

r2

∂2ψ

∂θ2
+

∂2ψ

∂z2
, �����

����� ∂2ψ
∂2z

= 0 �
�� ψ �� ������� �� 	� ���������� ��

��������� �
������ ����������� �����	 � ���������	 � ����������� ��	
���� 

��� ������� �
��

r =
√

x2 + y2, x = rcosθ, y = rsinθ, z = z

⇒ ∇2ψ =
1

r

∂

∂r
(r

∂ψ

∂r
) +

1

r2

∂2ψ

∂θ2
= −w = −m0

3π

cosθ

r

�
����
�����

ψ(r, θ) = f(r)cosθ

⇒ 1

r

∂

∂r
(r

∂f(r)cosθ

∂r
) +

1

r2

∂2f(r)cosθ

∂θ2
= −m0

3π

cosθ

r

⇒ d2f

dr2
+

1

r

df

dr
− f

r2
= −m0

3π

1

r
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f
′
= mrm−1

f
′′

= m(m − 1)rm−2

������� �����	���� �
 ���
��
� ���������
� ��������
 
����
�
� ������������

f = rm � ��� ����	��
� �� �
 ���
��
� ��������
�

r2m(m − 1)rm−2 + rmrm−1 − rm = 0

⇒ m(m − 1)rm + mrm − rm = 0 ⇒ rm[m2 − m + m − 1] = 0

���� rm �= 0 ��� ��� �
 ������
� ��������


⇒ m2 − 1 = 0 ⇒ m = ±1 ⇒ m1 = −1,m2 = 1

��� �� �
��� �
 ������
� ��� ������
 ��������� ���

fh = C1f1 + C2f2 = C1r
m1 + C2r

m2 = C1
1

r
+ C2r
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 ���������� 
 �������
� �
 ������
� �
������
� ��� ������
 �� �������

����

�
 ������
� �
������
� ���
 �
�
 ����

fp = −f1

∫
f2R(r)

W
dr + f2

∫
f1R(r)

W
dr

�����

R(r) = −m0

3π

1

r

� � �� �� �������
�� ��������� �� ���� ��� �� �
� ���������� ��� ����������

��������������!  �� ���
 �
�� ����

W =

∣∣∣∣∣
f1 f2

f
′
1 f

′
2

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
1
r

r

− 1
r2 1

∣∣∣∣∣ =
1

r
+

1

r
=

2

r
�"�"!

⇒ −f1

∫
f2R(r)

W
dr = −1

r

∫
r
−m0

3π
1
r

2
r

dr =
1

r

∫
m0

6π
rdr =

1

r

m0

6π

1

2
r2 =

m0

12π
r

##



⇒ f2

∫
f1R(r)

W
dr = r

∫
1

r

−m0

3π
1
r

2
r

dr = −r

∫
1

r

m0

6π
dr = −r

m0

6π
lnr = − m0

12π
rlnr2
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	�����
� �������

��	�� �� �� �
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lnxn = nlnx

⇒ fp =
m0

12π
r − m0

12π
rlnr2
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� �
 ����
 �� �
�
���� 	������ �� �� ��
����� ����������� 
�������� �
 �
�

�
	���� ���

fg = fp + fh =
m0

12π
r − m0

12π
rlnr2 + C1

1

r
+ C2r
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 �� �
 �������
� �� �������

�
�

 ���
��
�

�� ���
����� ���

� = uî + vĵ =
∂ψ

∂y
î − ∂ψ

∂x
ĵ

�� �

�������� �
����� �����
� �
��

x = rcosθ� y = rsenθ� r =
√

x2 + y2� θ = tan−1(
y

x
)

êr = îcosθ + ĵsenθ� êθ = −îsenθ + ĵcosθ�

���
����

∂ψ

∂x
=

∂r

∂x

∂ψ

∂r
+

∂θ

∂x

∂ψ

∂θ
=

x

r

∂ψ

∂r
+

1

1 + (
y

x
)2

· (−y

x2
)
∂ψ

∂θ

=
rcosθ

r

∂ψ

∂r
+

x2

x2 + y2
(
−y

x2
)
∂ψ

∂θ
= cosθ

∂ψ

∂r
− senθ

r

∂ψ

∂θ

�
∂ψ

∂y
=

∂r

∂y

∂ψ

∂r
+

∂θ

∂y

∂ψ

∂θ
=

y

r

∂ψ

∂r
+

1

1 + (
y

x
)2

· ( 1

x
)
∂ψ

∂θ

 !



=
rsenθ

r

∂ψ

∂r
+

x2

x2 + y2
· ( 1

x
)
∂ψ

∂θ
= senθ

∂ψ

∂r
+

cosθ

r

∂ψ

∂θ

���� êr = îcosθ + ĵsenθ� êθ = −îsenθ + ĵcosθ ��������	

î = cosθêr − senθêθ

ĵ = senθêr + cosθêθ


 �� 
�������� ��� ����� ����	

� = uî + vĵ =
∂ψ

∂y
î − ∂ψ

∂x
ĵ

= (senθ
∂ψ

∂r
+

cosθ

r

∂ψ

∂θ
)(cosθêr−senθêθ)−(cosθ

∂ψ

∂r
−senθ

r

∂ψ

∂θ
)(senθêr+cosθêθ)

= senθcosθ
∂ψ

∂r
êr − sen2θ

∂ψ

∂r
êθ +

cos2θ

r

∂ψ

∂θ
êr − senθcosθ

r

∂ψ

∂θ
êθ

−senθcosθ
∂ψ

∂r
êr − cos2θ

∂ψ

∂r
êθ +

sen2θ

r

∂ψ

∂θ
êr +

senθcosθ

r

∂ψ

∂θ
êθ

=
1

r

∂ψ

∂θ
êr − ∂ψ

∂r
êθ = urêr + uθêθ
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�� 
	������ ��������

�
������� ��� ���������� C1, C2 ��������� ��� ��� ����������� �� �� 
������

��� ������������ ���� ��� � �������������� ������ ����

ur = 1
r

∂ψ
∂θ

= 0,

uθ = −∂ψ
∂r

= 0.

���� ���

������� ���

ψ(r, θ) = f(r)cosθ = (
m0

12π
r − m0

12π
rlnr2 + C1

1

r
+ C2r)cosθ
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���������� ��� 	
��
�	�� �������
� 	
 ψ(r, θ)

⇒ ∂ψ

∂θ
= −(

m0

12π
r − m0

12π
rlnr2 + C1

1

r
+ C2r)sinθ

∂ψ

∂r
= (

m0

12π
− m0

12π
lnr2 − m0

12π
(2) − C1

1

r2
+ C2)cosθ

⇒ ur =
1

r

∂ψ

∂θ
= (− m0

12π

R

r
+

m0

12π

R

r
lnR2 − C1

1

rR
− C2

R

r
)sinθ = 0

uθ = −∂ψ

∂r
= (− m0

12π
+

m0

12π
lnR2 +

m0

12π
(2) + C1

1

R2
− C2)cosθ = 0
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C1 = − m0

12π
R2

C2 =
m0

12π
lnR2

ψ(r, θ) = f(r)cosθ = (
m0

12π
r − m0

12π
rlnr2 − m0

12π

R2

r
+

m0

12π
lnR2r)cosθ

ψ(r, θ) =
m0

12π
[r(1 − lnr2 + lnR2) − R2

r
]cosθ

ψ(r, θ) =
m0

12π
[r(1 + ln

R2

r2
) − R2

r
]cosθ
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