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Introduccion

El objetivo de este trabajo es hacer un estudio detallado del método de Newton-
Raphson (o simplemente método de Newton), visto como un sistema dindmico holomorfo,
y del algoritmo de Shub-Smale. Ambos métodos se utilizan para encontrar una raiz de un
polinomo con coeficientes complejos. Por otro lado, haremos una breve exposicion de los

algoritmos puramente iterativos generalmente convergentes.

En el primer capitulo introduciremos los conceptos basicos de los sistemas dinamicos
holomorfos de la esfera de Riemann en si misma. En las primeras secciones de este capitulo

haremos un estudio detallado de los siguientes conceptos:

Los conjuntos de Julia y de Fatou.
Dinamica local de los ciclos atractores, superatractores.
Dinamica local de los ciclos repulsores.

Dindmica local de los ciclos neutros racionales.

SR .

Dindmica local de los ciclos neutros irracionales.

Cerraremos este capitulo con una breve esposicién de resultados modernos, como el
teorema de las componentes periédicas de Sullivan y el teorema de Shishikura sobre la

acotacién del nimero de ciclos para una funcién racional.

En el capitulo II, estudiaremos de forma detallada la dinamica holomorfa del método
de Newton e introduciremos el concepto de algoritmo puramente iterativo, el cual es una

generalizacién (dada por S. Smale y extendida por C. McMullen) del método de Newton.

El método de Newton es uno de los métodos para encontrar raices mas poderosos usa-
dos hoy en dia. La importancia de éste método estriba en que si se aplica a un polinomio,
entonces la convergencia es lineal cerca de un cero de multiplicidad mayor o igual a 2 y es
cuadratica cerca de un cero simple. La principal dificultad con este método esta en como
escoger un punto inicial, de tal forma que las iteraciones del endomorfismo de Newton
converja. Se estudiard cudl es la principal razén por la cual este método no es efectivo,
después trataremos de superar esta dificultad introduciendo los algoritmos puramente it-
erativos y veremos que, aun con esta generalizacion, sélo existen esta clase de algoritmos
para la familia de polinomios de grado 2 y 3.
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2 INTRODUCCION

Por tltimo, en el capitulo III, haremos una breve introduccén a la Teoria de la Com-
plejidad e introduciremos y analizaremos la complejidad del algoritmo de Shub-Smale, el
cual nos provee de un método eficiente para encontrar una raiz de un polinomio. Este
método se basa en el método de Newton con la diferencia crucial de que el algoritmo de

Shub-Smale considera un conjunto de varios puntos iniciales.
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CAP{TULO 1

Dinamica de las funciones racionales.

1. Nociones béasicas sobre la dinamica de las funciones racionales.

Ficura 1. El método de Newton aplicado a un polinomio de grado 7.
Tomado de Riickert (2007).

Denotemos por C a la esfera de Riemann y por o a la métrica esférica en C. Sea
R : C — C una funcién racional cuyo grado d es > 2. Entonces R = P/Q en donde Py @
son polinomios con coeficientes complejos, sin factores comunes entre si y d =méx(grado
P, grado @) > 2. Denotaremos por Rat; al espacio de todas las funciones racionales
de grado k, que considerado como un conjunto de coeficientes, se puede identificar con
un subespacio abierto de P?*1(C) (el espacio proyectivo complejo de dimensién 2k + 1).
Ademas notemos que R es una cubierta ramificada d-1 de la esfera de Riemann C, méas
aun toda cubierta ramificada de C proviene de una funcién racional (esto se deduce del

teorema medible de Riemann, ver pdg. x).

Recordemos que una cubierta ramificada p : S — ¥ de grado d > 2, en donde Sy
3} son superficies compactas de Riemann, es una cubierta topoldgica salvo en un ntimero
finito de puntos {vy,...,v,} C X, a estos puntos se les llaman los valores criticos y a los
puntos p~'({v1,...,v,}) se les llaman puntos de ramificacién. Ademds el comportamiento
local de p en una vecindad de un punto de ramificacién es como la funcién z — z*, para
k> 2,ak—1 selellama el érden ramificacién de dicho punto.
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6 1. DINAMICA DE LAS FUNCIONES RACIONALES.

Por definicién, existe una biyeccién entre el conjunto de las funciones meromorfas de
C en sf mismo y el conjunto de las funciones holomorfas de C en si mismo, sin incluir a la
funcién constante co. Aunque esto no es cierto para funciones holomorfas definidas entre

superficies de Riemann distintas de C.

La teoria de los sistemas dindmicos holomorfos en una variable estudia la dindmica
discreta generada por la iteracién de funciones racionales de la esfera de Riemann C en

si misma.

Comencemos tomando una funcién racional R : C — C y un punto 2z, € C. Consider-

emos la sucesion formada por la iteracion de zy bajo R,
02
20, R(Z()), R (ZQ), e
en donde R°™ = Ro...o R, n veces.

En las siguientes secciones de este capitulo trataremos de contestar las siguientes

preguntas:

. Es esta sucesion convergente?
En caso de converger, ;que tan rapido converge?

. Cudles son los puntos de acumulacion de la sucesion?

Ll

. Cémo se comporta R localmente en los puntos de acumulacién?

Con el propésito de contestar estas preguntas introduzcamos las siguientes conven-
ciones. Definimos la 6rbita de zp bajo R como Og(29) = {zn+1 == R°™(20) : n € N}. Si
Or(zp)es finito, diremos que zy es un punto posperiédico, ademés si existe n € N tal que
R°™(zy) = 2y diremos que zy es un punto periédico. Al menor n tal que R°"(zy) = 2o, le

llamaremos el periodo de la érbita. Si R(zg) = 2o diremos que 2 es un punto fijo.

Si 2zg es un punto periédico con periodo n al conjunto {zo, z1, . . ., 2,1} le llamaremos el
ciclo de zp y a (R°")(zy) =  le llamaremos el autovalor del ciclo. El autovalor de un ciclo
desempenara un papel muy importante ya que da informacién acerca del comportamiento

de R cerca del ciclo.

OBSERVACION 1.1. Notemos que si z, — w, cuando n — 00, entonces como R es

continua,
w= lim z,1; = lim R(z,) = R(w)
por lo tanto w es un punto fijo de R, por esta razon haremos un estudio detallado de la

dindmica local de los puntos fijos.

DEFINICION 1.2. Diremos que un punto fijo zy € C de R, en donde 1 es el autovalor

de R en zy, es:
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1. superatractor: si p =0,
2. atractor: si 0 < |u| <1,
3. neutro racional: si p es raiz de la unidad,
4. neutro irracional: si |p| =1 y no es raiz de la unidad,
5. repulsor: si |u| > 1.
De forma andloga diremos que un ciclo {zg, 21,...,2,-1} es superatractor, atractor,

neutro racional, neutro irracional o repulsor si su autovalor p cumple que p =0, |u| < 0,

i es raiz de la unidad, || = 1 y no es raiz de la unidad, o |u| > 1, respectivamente.

Recordemos que una sucesion de funciones meromorfas { f,, },,>1, en donde f,, : U — @,
para n > 1, converge uniformemente a f : U — C, si para todo punto z € U, existe
una vecindad abierta V', tal que {f,},>1 converge uniformemente a f en V. Una de las
principales herramientas serd el teorema de Montel. Con el propdsito de establecer este

teorema comencemos con la siguiente,

DEFINICION 1.3. Sea U C C abierto y® = {f; :i € I} una familia de funciones
meromorfas con dominio U. Diremos que ® es normal o que es una familia normal, si

toda sucesion de ® tiene una subsucesion que converge localmente uniformente en U.

Notemos que ¢ es una familia normal si y sélo si toda sucesién { f,,}n>1, con f, € ®,

tiene una subsucesién que converge uniformemente en compactos.

Aunque esta definicién a primera vista no tenga nada que ver con la teoria de los
sistemas dindmicos holomorfos, veremos mas adelante que existe una fuerte conexién

gracias al siguiente,

TEOREMA 1.4. (Arzela-Azcoli) Sea U € C abierto y ® = {fi i € I} una familia de
funciones meromorfas con dominio U. Entonces ® es normal si y solo st ® es una familia

equicontinua.
DEMOSTRACION. Ver Rudin (1966), pdg. 144. O

Por ultimo recordemos el

TEOREMA 1.5. (Montel) Sea ® una familia de funciones meromorfas en un dominio

D c C. Sitoda f € ® omite tres valores fijos en C entonces ® es una familia normal.

DEMOSTRACION. Ver Krantz (1990), pag. 92. O



8 1. DINAMICA DE LAS FUNCIONES RACIONALES.

2. Los conjuntos de Julia y de Fatou.

Comencemos con la siguiente definicién,

DEFINICION 2.1. (Conjunto de Julia y Conjunto de Fatou) Sea f : C — C una funcion
holomorfa. Al conjunto de puntos z € C para los cuales existe una vecindad W de z tal que
{f°"}n>1 es una familia normal en W se le llama el conjunto de Fatou y lo denotaremos

por §(f). Al complemento lo llamaremos el conjunto de Julia y lo denotaremos por J(f).

Notemos que por definicién el conjunto de Fatou es abierto y el conjunto de Julia
es cerrado. Parece que esta definicion es un tanto artificial, por ello nos detendremos un
poco aqui para dar una breve discusion acerca de ella. Primero recordemos el criterio de

estabilidad de Liapunov.
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FIGURA 2. Conjunto de Julia del polinomio z +— 22 4 (0,99 + 0,14y/—1)z.

DEFINICION 2.2. Un punto z € C es estable en el sentido de Liapunov para una
funcién racional R, si para todo € > 0, existe & > 0 tal que si z € C es tal que 0(z0,2) <9

entonces o(R™(zy), R°"(2)) < €, para todo n.

Entonces por el teorema de Arzela-Azcoli obtenemos que un punto pertenece al con-

junto de Fatou si y solo si es estable en el sentido de Liapunov. Por lo tanto un punto zq



2. LOS CONJUNTOS DE JULIA Y DE FATOU. 9

pertenece al conjunto de Julia si y sélo si existe una vecindad de zg en donde la dindmica
tiene una dependencia muy sensible al cambio de las condiciones iniciales, es decir, no

satisface 2.2.

Sea ¢ una funcién de un conjunto arbitrario X en si mismo y A C X, diremos que A es
invariante hacia adelante, invariante hacia atrds o completamente invariante si g(A) = A,
g H(A) = Ao g(A) = A = g7'(A), respectivamente. Ademds, notemos que si A es

completamente invariante, entonces X — A también es completamente invariante.

Ahora enunciaremos y demostraremos las principales propiedades de los conjuntos de

Fatou y de Julia. El siguiente teorema es uno de los resultados més importantes.

TEOREMA 2.3. Sea R una funcion racional. Los conjuntos F(R) y J(R) son comple-

tamente invariantes bajo R.

DEMOSTRACION. Primero notemos que es suficiente demostrar que R(F(R)) € § y
R7Y(F(R)) € F(R). Es decir, 2y € F(R) si y sélo si R(z) € §(R).

Supongamos que 2y € F(R), entonces si {R°™+1} converge uniformemente en una
vecindad abierta U de zy, se sigue que {R°™} converge uniformemente en la vecindad

R(U), que es abierta, de R(zy). De esta observacion se desprende que R(zg) € F(R).

Ahora supongamos que R(z) € F(R). Observemos que si {R°%~D} converge uni-
formemente en una vecindad abierta V' de R(z), entonces { R°" } converge uniformemente

en la vecindad R™!(V) abierta de zy. De esta observacién concluimos que R(zy) € F(R).

Como §(R) es completamente invariante bajo R, entonces J(R) también es completa-

mente invariante bajo R. U

COROLARIO 2.4. Sea R una funcion racional no constante, entonces tenemos que para
todo natural n, F(R") = F(R) y J(R™") = J(R).

TEOREMA 2.5. Sea R una funcion racional no constante, entonces el conjunto de Julia

J(R) es no vacio.

DEMOSTRACION. Supongamos que J(R) = (), entonces existe una sucesién { R} ;>
que converge uniformemente en C, a una funciéon holomorfa g : C — C. Como g es holo-
morfa en todo C, entonces ¢ es una funcién racional. Si g fuese fuese constante entonces
para j > 1 suficientemente grande, la imagen de R°" estaria contenida en una vecindad
pequena de ese valor constante, lo cual es imposible ya que R" es una cubierta topolégica
de C, para todo n. Ahora como ¢ no es constante entonces existe K € N suficientemente
grande tal que R°™ tiene el mismo nimero de ceros para k > K (esto se deduce del

principio del argumento), lo cual es imposible ya que R°" tiene grado d". 0
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Sea z € J(R), entonces tenemos como consecuencia del teorema de Montel que para
cualquier vecindad U suficientemente pequena, R°" : C — C omite un conjunto E,(R)

con a lo mas dos puntos. Para ver la definicién de conjugacién ver la seccion 1.3.

PROPOSICION 2.6. El conjunto E, no depende de z, por lo que lo denotaremos como
E. Ademds si E consiste de un solo elemento entonces, mediante una conjugacion, R(z)

es un polinomio. Por otro lado si E, consta de dos elementos, mediante una conjugacion,
R(z) es Az% 6 Az=4. De esto se desprende que E C F(R).

DEMOSTRACION. Es claro que E, es independientes del punto. Por definicién R™(E,) =
E. y como R es sobre se sigue que si E # () entonces consta de un punto fijo, dos pun-
tos fijos 6 un punto periédico de periodo 2. Si E, consta de un sélo punto w, entonces
R(w) = w y aplicando una conjugacién de Moebius adecuada, podemos suponer que
w =1y como R7*(1) = 1 entonces R es un polinomio. Por otro lado si E, consta de dos
puntos, conjugando R podemos suponer que son los puntos 0 y 1, entonces tendriamos
los casos R(0) =0y R(1)=1,6 R(0) =1y R(1) =0. En el primer caso tendriamos que
R(z) = Az? y en el segundo caso R(z) = Az~%. De lo anterior se desprende inmediata-
mente que £ C F. O

Definamos la érbita inversa de un punto zy como O~ (z) = U,»; B7"(20).

TEOREMA 2.7. O~ (29) es densa en J(R).

DEMOSTRACION. Sea z € J(R), supongamos que existe una vecindad abierta U de z
tal que O~ (z) U =0 y UM E = 0, entonces por la definicién de E, |J,-, R*"(U) =
C — E. Por lo anterior y como z € FE tenemos que existen m > 0 y w é U tal que
R°™(w) = zp, contradiccién, ya que O~ (29) (U = 0. O

TEOREMA 2.8. Si un subconjunto de J(R) es completamente invariante entonces es
denso en J(R). Si un subconjunto Jo C J(R) es completamente invariante, entonces J(R)

es iqual a la frontera Jo.

DEMOSTRACION. El primer enunciado es claro gracias al teorema 2.8. Para el segundo
enunciado notemos que como J, es completamente invariante entonces 03y también lo es,

entonces por el primer enunciado y como Jg es cerrado concluimos que J(R) = 0Jo. O

TEOREMA 2.9. Si el conjunto de Julia de una funcion racional R tiene un punto

interior entonces J(R) = C.

DEMOSTRACION. Supongamos que J(R) tiene un punto interior z, entonces existe una
vecindad U de z tal que U C J(R). Como J(R) () E = (), entonces |, R7(U) = C—-E
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A

y como R°™(U) C J(R) para todo n > 1 tenemos que J(R) = C — E, pero ademds como
J(R) es cerrado obtenemos que E = (). O

TEOREMA 2.10. El conjunto de Julia es un conjunto perfecto.

DEMOSTRACION. Sean ( € J(R), U una vecindad abierta arbitraria de { y 2o un punto
tal que R°?(zp) = ¢. Como zy € J(R) y no pertenece al conjunto excepcional £ de R, tiene
un predecesor z; € U, es decir, R°™(z;) = z, para algiin m. Ahora si fuecemos capaces
de demostrar que z; # (, el resultado se seguiria de inmediato. Supongamos primero que
R°™(¢) # ¢ para todo n y tomemos un zq tal que R(zy) = (. Entonces R°"({) # zo, para
todo n. Por lo tanto z; # (. Ahora supongamos que R°P(() = zp, para algin p, entonces
existe zg # ¢ tal que R°P(zy) = (. Otra vez, tenemos que R°"({) # 2o, para todo n, ya
que de otra forma tendriamos, zo = R°"(R?(()) = R°?(R°"(¢)) = R"(z) = C. O

TEOREMA 2.11. El conjunto de Julia J(R) es igual a la cerradura de los ciclos repul-

SOTeS.

DEMOSTRACION. Supongamos que existe ¢ € J(R) tal que no es el limite de puntos
periédicos. Como J(R) es un conjunto perfecto, podemos asumir que ¢ no es un punto
fijo y que existe una vecindad abierta U de ( que no contiene puntos criticos ni polos
de R. Sean f, y fo dos inversas distintas de R~ en U y f3 = Idy, entonces si U es
lo suficietemente pequenio tenemos que f;(U) # f;(U) = 0, para i # j, ademds como
R™(z) # z para todo z € U y m € N,

_ R — f . Idly — fo
Ren — fy Idly — fi

In(2)

omite los valores 0,1 y al oo en U. Entonces por el teorema de Montel, g, es una fa-
milia normal. Por lo tanto si despejamos R°"™ obtenemos que R°" es una familia normal.
Entonces obtenemos que los puntos periédicos son densos en J(R). Mas adelante (ver
teorema 2.0.11) demostraremos que existen sélo un nimero finito de ciclos superatrac-
tores, atractores, neutros racionales y neutros irracionales, por lo que el conjunto de ciclos

repulsores es denso en J(R). O

3. Definicién de conjugacion y dinamica local.

Sean f: U — Uy g:V — V dos funciones holomorfas, en donde U y V son subcon-
juntos de C. Diremos que f y g son conformemente conjugadas, si existe un difeomorfismo

conforme ¢ : U — V tal que el siguiente diagrama conmuta:
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v—71 .y
@ @
v v

A larelacién g(¢) = ¢(f) lallamaremos la ecuacién funcional de Schéder. Supongamos

que f es holomorfa en una vecindad de zj, desarrollando f en su serie de Taylor obtenemos,
f(z) =20+ n(z—2) +alz —2)" +...,

en donde a es distinto de 0 y n > 2. Cerca de zq, f se parece a la funcién g(w) = nw, si
n#0,yag(w)=aw" sin=0,en donde w= z — z5. Ahora cabe hacernos la pregunta:
., Cudndo existe una funciéon conforme ¢ tal que f y ¢ son conjugadas? La respuesta
depende del autovalor 7. Demostraremos en las siguientes secciones, que no siempre es
posible encontrar una conjugacién de este tipo, salvo para el caso en el que el punto fijo

es un punto fijo superatractor, atractor o repulsor.

Notemos que en el caso en el que 7 es una raiz n-ésima de la unidad, cualquier difeo-
morfismo conforme p(z) = 2h(z") = b1z + b, 12" + ..., conjuga a nz en si mismo. En
particular, la funciéon z +— z, se conjuga en si mismo por cualquier defeomorfismo con-
forme ¢. Asi que tendremos que considerar otras formas normales, las cuales daran lugar

a hermosas figuras.

En las siguientes secciones haremos un estudio detallado sobre la dindmica local de

los ciclos.

4. Dinamica local de los ciclos atractores y superatractores.

Supongamos que zg es un punto fijo (super)atractor de la funcién analitica f : U — V.

Sea p > 0 tal que |f'(z0)] < p < 1, entonces existe £ > 0 tal que
|f(2) = 20| < |z — |
para todo z € D.(zp). De esta desigualdad deducimos que
[f"(2) = 20| < 7|z = 0],

para todo z € D.(z), para todo n € N. Por lo tanto obtenemos que para todo z € D.(z),

fo™(z) — zo cuando m — oo. Ademds f converge uniformemente a zy en D.(zp).
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Ahora tomemos los conjuntos f~1(D.(z)), f~2(D<(2)), ... A la unién de estos con-
juntos la denotaremos por C(z) y la llamaremos la cuenca de z;. A la componente
conexa de C(zp) que contiene a 2y la llamaremos la cuenca inmediata de zy y la de-
notaremos por C*(zp). Cabe notar que la cuenca inmediata de zy coincide con la com-
ponente de F(f) que contiene a zy. Ahora haremos una generalizacién de estas defini-
ciones. Sea {zg, z1, ..., 2,1} un ciclo (super)atractor, definiremos la cuenca del ciclo co-
mo la uniéon de cada una de las cuencas de los puntos del ciclo y la denotaremos por
C({z0, 21, ... 2n-1}). De forma similar definimos la cuenca inmediata del ciclo y la deno-

taremos por C*({zp, 21, ..., Zn—1}).

Por otro lado, como f°" converge uniformemente a zy en D.(z), por el teorema de
Vitali (ver Beardon (1991), pag. 56), f°* — zo localmente uniforme en la cuenca inmediata

de 20-

Ahora describiremos el comportamiento local de la funcién f cerca de los puntos

superatractores. El siguiente teorema se debe a L. E. Bottcher (1904).

TEOREMA 4.1. Supongamos que zy es un punto fijo superatractor de f, por lo que

tenemos que localmente:
f(z)=2+ap(z—2)"+..., a, #0, p>2.

Entonces existe una funcion conforme ( = p(z) de una vecindad de zg a una vecindad de 0
que conjuga f(z) a (™. Ademds, tenemos que la conjugacion es unica salvo multiplicacion

por una raiz (n — 1)-ésima de la unidad.

DEMOSTRACION. Para la existencia, supongamos que zgp = 0. Existe d > 0y A > 1

tal que si 29| < A entonces |f(z)| < A|z|P. Ahora por induccién tenemos que:
[f ()] < (A=) |2 <6

para n > 2, asi que f°"(z) — 0 exponencialmente para z suficientemente pequeno. Con-
jugando f por la funcién z — cz = w en donde ¢"~! = 1/a,, obtenemos un cambio de
variable y ahora f toma la forma f(w) = w™ 4 .... Por lo tanto podemos asumir que
a, = 1. Nuestra atencion se centra en la busqueda de una funcién p(z) = z + ..., tal que

o(f(2)) = ¢", o de otra forma @ o f o=t = (" Sea

n n

on(2) = f2)P = (PP = (L)

la cual esta bien definidad en una vecindad del origen. Notemos que (,, satisface,

—n—+1

o100 f= (Do fFT = gh
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asi que si ¢, — o, entonces por la igualdad anterior ¢ o f = ¢, por lo tanto ¢ es una

solucién. Para demostrar que {¢,} converge, notemos que,

Prs1 _ <s01 o f
Qpn fon

=1+ 0@ "O(|z[" A”") =14+ 0(p™")
si |z] < 1/A. Asi que el producto:
H Pn+1

n=1 #n

)p =(@+o( "

converge uniformemente para |z| < a < 1/A y esto implica que {y,} converge uniforme-

mente. Por lo tanto la conjugacion ¢ existe.

Para demostrar la unicidad bastara considerar el caso especial cuando f(z) = z". Si
una funcién de la forma ¢(2) = ¢;z+cx2* +O(2%) conjuga a z — 2" en sf misma, entonces
la serie:

(2F) = c12P + e+
debe ser igual a:
O =&+ pci o T 4L
n

con pk > p + k — 1. Comparando los coeficientes, obtenemos que ¢! = 1 y todos los

demaés coeficientes de los términos de orden mayor son 0. U

El siguiente teorema de linearizacién se debe a G. Koenigs (1884).

TEOREMA 4.2. Consideremos zy un punto fijo atractor de f con autovalor p. Entonces
existe una funcion conforme ¢ = ¢(z) de una vecindad de zy a una vecindad de 0, que con-
Juga a f(2) ala funcion g(¢) = uC. Ademds la conjugacion es unica salvo multiplicacion

por un numero complejo distinto de 0.

DEMOSTRACION. La unicidad se sigue de la discusién anterior. Supongamos que zg =

0. Definamos ¢, (z) = =" f°"(2) = z + .. .. Entonces y,, satisface:
pn o f=p"f(2) = ppnia-

La idea de la demostracién consiste en exhibir que ¢, converge uniformemente a
¢ en una vecindad suficientemente pequena de zy. Después tomando el limite cuando
n — oo a ambos lados de la desigualdad anterior obtenemos que ¢ o f = up, asi que

po fop ()= u y por lo tanto ¢ es una conjugacioén.

Notemos que para ¢ > 0 suficientemente pequeno tenemos que:

|f(z) — ¢ < Clz2, |2 <6
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Asf que |f(2)] < |pllz] + Cl|z|? < (Ju| + CH)|z| y por induccién con ||u| + Cd| < 1,

[F(2)"| < (lul + €)=, |2] <.

Por ultimo tomamos ¢ > 0 suficientemente pequeno tal que p = (|u| + C8)?/|u| <1y

obtenemos:
frfz) —nfr=)| _ Clfr )
|Q0n+l(z) - Spn(z)| = /~Ln+1 < |M‘n+1
para todo |z| < §. Asque @, (z) converge uniformemente para |z| < 4. O

Reuniendo los resultados anteriores y notando que §(f°") = §(f) obtenemos el sigu-

iente,

COROLARIO 4.3. Consideremos un ciclo atractor (6 superatractor) {zo, z1,. .., Zp-1}
de una funcion racional R de grado d > 2. Entonces cada z; pertenece a una componente
distinta de §;, del conjunto §(R) y R°™ — z; localmente uniformemente, cuando j — oo.

Ademas la dindmica local estd descrita por los teoremas anteriores.

5. Dinamica local de los ciclos repulsores.

Del teorema de linearizacion de Koening se desprende que una funcion analitica con

un punto fijo repulsor se puede linearizar.

Supongamos que f(z) = 2o + u(z — 20) + ..., en donde |u| > 1. Entonces f~1(z) =
20+ (2 — 20)/1+ . .. tiene un punto fijo atractor en zg, por lo tanto cualquier funcién que

conjugue a f~1(z) en ¢ — (/u, también conjuga a f(z) en ¢ — uc.

TEOREMA 5.1. Sea R una funcion racional, entonces todo ciclo repulsor de R pertenece
a J(R).

DEMOSTRACION. Supongamos que z es un punto fijo repulsor de R. Sin pérdida de
generalidad supongamos que zy = 0 y que el valor propio de R en 0 es u > 1. Por lo tanto
tenemos que cuando p — 0o, (R°")(0) = u™ — oo. Ahora supongamos que el cero esta en
S(R), entonces tendriamos que { R°"} es normal en una vecindad del cero. De lo anterior
deducimos que existe una sucesion que converge uniformemente a una funcion analitica g
en una vecindad del cero. Pero ¢(0) = 0 y asi que ¢’(0) es finito. Por otro lado tenemos

que ¢'(0) = lim sup(R°")'(0) = oo, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto zy € J(R).

De lo anterior deducimos que si {zo, 21, ..., 2, } €s un ciclo repulsor entonces z; € J(R%)
y como J(R%) = J(R), el ciclo pertenece a J(R). O
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6. Dinamica local de los ciclos neutros racionales.

TEOREMA 6.1. Sea R una funcion racional de grado al menos 2, entonces todo ciclo

neutro racional de R pertenece a J(R).

DEMOSTRACION. Comenzaremos la demostracién con el caso en el que la longitud del
ciclo es 1, i. e. tenemos un punto fijo neutro racional. Sea ¢ punto fijo neutro racional de

R, por conjugacion, podemos suponer que ¢ = 0, entonces,
R(z) =pz+az" + ...,

en donde a # 0, r > 2, y u* = 1 para algiin entero positivo k. Sea S = R°*, asi que,
S(z)=z4+cP+...,

en donde ¢ # 0 y p es un entero positivo (se puede comprobar facilmente que ¢ # 0 ya

que el grado de R es al menos 2). Por induccién tenemos que,
S°M(z) =z +nezf + ...,

asi que (S°")P(0) — oo, cuando y — oco. Por lo tanto {S°"} no puede ser normal en
ninguna vecindad del origen, ya que de otra forma habria una subsucesién de {S°"} que
convergerfa a una funcién holomorfa f tal que f(0) = 0y f®(0) = oo . Como consecuencia

tenemos que {R°"} no es normal en ninguna vecindad del 0, asi que ( =0 € J(R).

Finalmente, sea ¢ un elemento de un ciclo neutro racional de longitud m, entonces por

el argumento anterior tenemos que ¢ € J(R°™) y por el corolario 2.4, { € J(R). O

Notemos que si grado(R) = 1, entonces todo ciclo neutro pertenece a §(R). Ahora nos
enfocaremos a dar una descripcién detallada de la dindamica local de los puntos neutros
racionales. Notemos que la dindamica local de un punto neutro racional no puede ser
descrita por la parte lineal de su desarrollo en serie de Taylor ya que la dindmica de este
punto seria descrita por una rotacion de orden finito y R puede tener orden finito si y

sblo si grado(R) = 1. Con este propdsito comencemos con el siguiente lema.

LEMA 6.2. Sea f una funcion holomorfa tal que:
f(2) = 2 — 2PTL 4+ O(2P12)

en alguna vecindad U del origen. Sean wy, . ..,w, las p-ésimas raices de la unidad y sean
T, ..., Tp las p-ésimas raices de —1. Entonces para ro y 0y reales suficientemente pequenos

tendremos,
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L. |f(2)] < |z| en cada sector
S; =A{z 1]z <ro,|arg(z/w;)| < o}

2. |f(2)| > |z| en cada sector

Y, ={z1|z] <ro,|arg(z/7;)| < bo}.
DEMOSTRACION. Comencemos con la siguiente ecuacién
f(2)/z=1—2P[1 + h(z)],
en donde h(z) es holomorfa y h(0) = 0, sea

S=A{C: ¢l <1/2,Jarg(| < m/4},

entonces para 1o y p suficientemente pequenos tendremos que si z € .S; esto implica que
2P[1+h(z)] € S,y si z € ¥; entonces —2P[1 + h(z)] € X. Las desigualdades se siguen de

geometria elemental. U

Los nimeros w; y 7; en el lema anterior son las 2p raices de la unidad. Estos ntimeros

son alternados e igualmente espaciados alrededor del circulo unitario. Si
f(z) =z = nzPT + O(2P*2), con n # 0

entonces tendremos un resultado similar con respecto a w; y 7; remplazados por las solu-
ciones de 7 2P = —1 y n 2P = 1, respectivamente. Como 7 # 0 entonces existe f~! cerca

del origen y tendremos que
f7Hz) =z —nzPt + O(2772)
asi que |f71(2)| > |z| en cada S; y |f'(2)] > |2] en cada X;.

Para analizar los ciclos neutros racionales necesitaremos el concepto de pétalo. Para
cada nimero positivo t, cada entero positivo p, y cada k en {0, 1,...,p— 1} definimos los

conjuntos
I (t) = {reV=10 . P < t(1 4 cos(ph)), |2kn /p — 0] < 7/p}

A estos conjuntos los llamaremos pétalos. Notemos que si fijamos p y t entonces ten-
emos que todos los pétalos son disjuntos dos a dos y cada pétalo subtiende un angulo de
27 /p en el origen (asi que el dngulo total subtendido por todos los pétalos es 2m). Al rayo

0 = 2km /p contenido en I, (¢) lo llamaremos la linea de simetria de ITj(¢).
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Supongamos que ¢ es un punto fijo de R tal que R'(¢) = 1. Por conjugacién podemos

suponer que ¢ = 0, desarrollando R en serie de Taylor obtenemos que
R(2) = z(1 + azP 4+ b2%F + 2T 4 )

conjugando R por medio de una funcién del tipo z — «az, podemos suponer que R es de

la forma

R(2) = 2(1 — 2P + b2® + c2?PTh )

2p+1

lo importante aqui es que no existen terminos entre 2P y z en la serie de Taylor de

R alrededor del 0. Esto nos permitira dar una descripcién detallada sobre la dindmica
local de los ciclos neutro racionales. Ahora daremos una primera versién del Teorema
de los pétalos. Pero antes necesitaremos definir algunos términos. Sea f una funcién

homolomorfa con expansion en serie de Taylor
f(z) =z — 2Pt 4 O(2%T))
alrededor del 0.

Para cada real positivo 7, sea

S={reV=1:0<r <rg|0 <n/p}

W= {reV=1:r>1/rb || < 7}
mas adelante fijaremos ry de tal manera que cumpla ciertas condiciones.

La funcién holomorfa ¢ : z +— 1/zP es una cubierta ramificada p — 1 de C en sf misma.
Ademds ¢ restringida a S es una funcién conforme de S a W. Por lo tanto tiene una

funcién inversa o=t : W — S.

Asi que podemos definir la funciéon g : W — C de la siguiente forma
g(z) =pofopl(z) = [fz"P)] ™.
Lo que haremos es estudiar el comportamiento de f en S por medio de la funciéon g.

Ahora expresaremos la funcién g en serie de Laurent alrededor del 0. Utilizando la

expansion de f obtenemos que
V/[f(2)]P = 27" +p+ AzP + h(2),

en donde A es una constante y h es una funcion holomorfa tal que
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|h(2)| < Bl"*!, B >0,

en una vecindad U del origen. Sea 1 lo suficientemente pequeno tal que S C U. Supong-

amos que w estd en W, entonces gp‘l(w) pertenece a S y tenemos que
gw)=po fop(w)
=[fop (W) P =w+p+Afw+hw),

en donde

(1) (W) = |hop  (w)| < Ble™ (w)[P* < B|w|* /P,

Estas estimaciones son de capital importancia ya que si 7 es un real positivo lo su-
ficientemene grande entonces, g se comporta como una traslacién w — w + p y manda
el semiplano {w : |(w) > r} en si mismo. Sin embargo podemos mejorar este resultado.
Demostraremos que existe una region de C acotada por una parabola que es invariante

hacia adelante. Sea K tal que

(2) K > max{1/r5, 3(|S|+ B)} > 1
(aqui consideraremos que 7y < 1) y sea

H={w++v-1y:y?>>4K(K —z)}

notemos que II estd acotada por una parabola y que II C W. Ahora ya estamos listos para
enunciar Teorema de los Pétalos. La demostracién de este teorema es una consecuencia

inmediata del siguiente,

LEMA 6.3. Sean g : W — C y 11 definidos anteriormente.

(a) II es invariante hacia adelante bajo g,
(b) R[g°"(w)] — oo uniformemente en 11,

(¢) g : I — II es conjugada a una traslacion.

DEMOSTRACION. Ver Beardon (1991), pag. 118. O

TEOREMA 6.4. (Teorema de los Pétalos) Supongamos que la funcion holomorfa f

tiene una expansion en serie de Taylor alrededor del 0 de la siguiente forma
®) f(2) = 2= 2 4O,

entonces para t lo suficientemente pequeno:
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a) f manda cada pétalo 11x(t) en si mismo,

(
(b) fo" — 0 uniformemente cuando n — oo,
(

(c

d) |f(2)] < |z| en una vecindad del eje de simetria de cada pétalo,

(e

)
) f
) arg f°" — 2km/p localmente uniformemente en 11y cuando n — oo,
)
) f:Hg(t) — k(t) es conjugada a una traslacion.

7. Dinamica local de los ciclos neutros irracionales.

Este caso todavia tiene varios problemas abiertos que discutiremos mas adelante de-

spués de repasar todo lo que se sabe. Comencemos con el siguiente teorema.

TEOREMA 7.1. Sea zy un punto fijo neutro irracional de una funcion racional R.

Entonces R es linealizable si y sdlo si zg € F(R).

DEMOSTRACION. Ahora supongamos que 2o € §(R) , demostraremos que R es lineal-
izable en una vecindad de zy. Sin pérdida de generalidad supongamos que zy = 0, asi que
existe una vecindad del origen en donde {R°"} es equicontinua, de esto deducimos que

existe una vecindad U del origen en donde se tiene que para toda n,

(4) [R™(2)] = |[R*™(2) = R™(0)] <1

Sea u = R'(0), asi que |u| = 1. Definamos la funcién T;, para toda n > 0 de la siguiente

forma,
Ty = [z + RE) ot o+ ROD(2) /i)

Notemos que como |u| =1y (R°*)'(0) = u* tenemos que T.(0) = 1y

(5) Th(2)l < 1,

para todo z € U. Las funciones T,, satisfacen,

(n/WTh(B(2)) + 2 = (n+ 1)Th4a(2)

= nTn(z) + R™(2) /u"

Asi que de la relacion anterior deducimos que,

(6) Th(R(2)) = pTa(z) — 0
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uniformemente cuando n — oo. Por tltimo la relacion (5) implica que {7} es normal en
U, de aqui se sigue que existe {7}, } sucesién que converge localmente uniformemente en

U a alguna funcién analitica f, entonces por la relacién (6), tenemos que,
f(R(2)) = uf(z) para todo z € U.

O

TEOREMA 7.2. Sea zy un punto fijo neutro irracional de una funcion racional R de
grado al menos 2. Ademds supongamos que zo se encuentra en §i(R), una componente de
S§(R), entonces §i(R) es simplemente conexo, y R : §i(R) — §i(R) es conjugada a una

rotacion con argumento irracional del disco unitario A.

DEMOSTRACION. Conjugando podemos asumir que 2o = 0, asi que en una vecindad

del origen tenemos que,
R(2) = pz +az’ + ...,

en donde |p| = 1. Ademads, como los puntos neutros racionales pertenecen a J(R), tenemos

que p" # 1 para todo entero positivo n.

Como J(R) es infinito, entonces la cubierta universal de §; es el disco unitario A (ver
Gamelin (2001), pdg. 443), por lo tanto existe una funcién holomorfa 7 : A — §; (la
aplicacién cubriente), que es localmente inyectiva en A y satisface m(0) = 0. Sea V una
vecindad del 0 en donde 7 es inyectiva y denotemos por m la restriccién de m a V' . Por
continuidad, existe una vecindad U del origen a la cual la funcién R o 7 la manda 1 — 1

en 7(V'), asi que podemos definir la funcién
S=(m)toRom:U — A,

por lo tanto tenemos que m o S = Romen U.

Las propiedades de la aplicacién cubriente 7 aseguran que la podemos extender a la
funciéon S a lo largo de cualquier curva en A, y como A es simplemente conexo, por
el Teorema de la Monodromia podemos extender la funcién S a una funcién S, que es

univaluada de A en si mismo. Ahora, como
(7) moS=Rom,

en una vecindad del origen, por continuidad analitica, esta identidad se cumple en todo

A.
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Ahora, como consecuencia de la ecuacién 7 obtenemos que S'(0) = a, y como |a| =
1, por el lema de Schwarz obtenemos que S (z) = az. Por otro lado, por la ecuacién 7,

obtenemos que 7 o S°" = R°" o 7r. Combinando estos dos resultados obtenemos que
m(a"z) = R (n(2)).
O

En 1942, C. Siegel (ver Siegel (1942)) encontré un subconjunto ® del circulo unitario
de medida completa tal que si un punto fijo de una funcién racional de grado al menos
2 tiene un autovalor en ® entonces R es linealizable en una vecindad del punto fijo. Con
este resultado uno podria esperar que si zp es un punto fijo neutral irracional entonces R

es linealizable en una vecindad de zy. Veremos que esto no es cierto.

TEOREMA 7.3. Sea P(2) = pz+ ...+ 2%, en donded > 2 y || = 1 pero p no es raiz
de la unidad. Si

(8) W < (/)"

para una infinidad de enteros n > 1, entonces el origen es un punto fijo neutro irracional

de P que se encuetra en J(P).

DEMOSTRACION. La idea de la demostracién es demostrar que el origen es un punto
de acumulacion de los puntos periddicos de P. Tomemos un n que cumpla la relacion 8§,

sea N = d" !, ysean 0, 29,. .., 2y los N + 1 puntos fijos de P°" en C, tales que:
0 <20 < lz| < ... < aw|
Entonces tenemos que,
Pr(z)—z=(a"—1)z+ ...+ 2N !
=z(z—2)...(z2— 2n)
uniendo estos resultados con la relacion 8, obtenemos:
20| < 2021 ... 2n YN = o™ — 1|VN < 1/n.

Por dltimo demostraremos que existe puntos periddicos de P, distintos del origen pero
arbitrariamente cercano al 0. Supongamos que el origen se encuentra en §(R), asi que por
el teorema 7.2 existe una vecindad U del origen en donde R es conjugada a la rotacion

¢ — n(¢ de un disco centrado en el origen D. Ahora seleccionemos un punto periédico (,
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distinto del origen, de periodo m. Entonces el punto v en D que le corresponde al punto
¢ tiene periodo m para la funcién ¢ — n(, asi que n™ = 1, contradiciendo la hipédtesis.

Por lo tanto el origen se encuentra en J(P). O

Ahora daremos un esbozo sobre como demostrar que el conjunto de todos los p que
satisfacen 8 es denso en la frontera del disco unitario A. Primero notemos que la desigual-
dad 8 esta relacionada con la aproximacion de fracciones a los nimeros reales. Sea p =

exp(2my/—10), para cualesquiera enteros positivos m y n, tenemos que:
| — 1] = |enV=10 — gm0 — 9l sen(naf)|
= 2|senm(nf —m)| < 2mw|nd — m)|

si para una infinidad de enteros n existe un m (dependiendo de n) tal que,

(9) |nf —m| < 1/nN*2

entonces si n > 2mw,

" — 1] < 27n|0 — m/n| < 1/n

ahora el problema se redujo a demostrar que el conjunto de 6 que satisfacen (9) es
denso en R. Esto se sigue gracias a que todo nimero real se puede expresar como el limite

de su desarrollo en fracciones continuas.

Cabe senalar que la descripcion de la dinamica local para puntos neutros irracionales
que estan en el conjunto de Julia es un problema abierto del cual se estd haciendo mucha

investigacién actualmente.

8. Breve discusién de algunos teoremas modernos.

En esta seccién daremos una breve discusion de algunos resultados que nos ayudaran
a tener una mejor comprensiéon de la dindmica de las funciones racionales. Los principal
adelantos en los tltimos annos que se han hecho para entender la dindmica de las funciones
racionales, son los teoremas de clasificacion de Sullivan. Los teoremas de Sullivan nos dan
una descripcion completa acerca de la dindamica de una funcién racional restringida al

conjunto de Fatou. En lo que sigue R sera una funcion racional de grado d > 2.

Sea §; una componente del conjunto de Fatou. Si existe n > 1 tal que R**(F;) = §;

diremos que §; es periddica. Si n = 1 diremos que §; es fija. Por otro lado si existe n > 1



24 1. DINAMICA DE LAS FUNCIONES RACIONALES.

tal que R°"(F;) es periddica, entonces diremos que §; es eventualmente periédica. Por
ultimo si una componente del conjunto de Fatou es eventualmente periédica pero no es
periddica entonces diremos que es posperidédica. Notemos que la imagen bajo R de una
componente del conjunto de Fatou es una componente de §(R) y la imagen inversa de
una componente de F(R) es a lo més la unién disjunta de d componentes de F(R). Lo
primero se debe a que R(F;) C §(R) y por lo tanto esta contenido en una componente de
§. Ahora como R(0§;) C J(R), la frontera se envia a la frontera, de lo cual el resultado

se desprende. Lo 1ltimo se debe a que R es una cubierta ramificada d — 1.

TEOREMA 8.1. Toda componente del conjunto de Fatou es eventualmente periodica.
DEMOSTRACION. Ver Beardon (1991), pag. 176. O

A continuacién enfocaremos nuestra atencién a clasificar las componentes fijas de

S(R).
DEFINICION 8.2. Una componente fija U de F(R) es:

1. Componente atractora: si contiene un punto fijo atractor de R.

2. Componente superatractora: si contiene un punto fijo superatractor de R.

3. Componente parabdlica: si contiene un punto neutral racional en la frontera y
R°™ converge a este punto.

4. Disco de Siegel: si R : U — U es conjugada a una rotacion del disco unitario.

5. Anillo de Herman: si R : U — U es conjugada a una rotacion de un anillo en si

mismo.

Obsevemos que las rotaciones referidas en la definicién anterior son irracionales, es
decir, z — e?™V=1z con # € R — Q. Ahora ya estamos listos para enunciar el segundo

teorema de Sullivan.

TEOREMA 8.3. Una componente fija de F(R) es una de las enunciadas en la definicion

anterior.
DEMOSTRACION. Ver Beardon (1991), pag. 176. O

Los siguientes resultados nos ayudaran a esclarecer ain mas la dindmica de las fun-

ciones racionales.

TEOREMA 8.4. (M. Shishikura, 1987) Sea R una funcion racional de grado d. De-

notemos por ncsa, Nca, Nop , Nas Y Nag, el numero de ciclos superatractores, ciclos
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atractores, ciclos parabolicos, ciclos de anillos de Siegel y ciclos de anillos de Herman,

respectivamente. Entonces
nesa +nca+nep+nas+nag <2d—2 y nag <d-—2.

Ademds, ezisten (nas + 2nap) puntos criticos en J(R).
DEMOSTRACION. ver Shishikura (1987). O

. Puede existir una funcién racional R de grado al menos 2 sin puntos periodicos?.

TEOREMA 8.5. (I. N. Baker, 1962) Sea R : C — C una funcion racional de grado
d > 2, y supongamos que R no tiene puntos periéodicos de periodo n. Entonces (d,n) es

uno de los pares:
(2,2),(2,3),(3,2) o (4,2).

DEMOSTRACION. Ver Baker (1962). O

De este teorema se deduce que toda funcién racional de grado al menos 5, tiene puntos
periédicos de todos los 6rdenes. El siguiente resultado fue encontrado independientemente
por G. Julia y por P. Fatou. Muestra una relacién muy estrecha que existe entre los puntos

criticos y los ciclos superatractores y atractores.

TEOREMA 8.6. Si R es una fucion racional de grado d > 2, entonces la cuenca in-
mediata atractora (0 superatractora) de todo ciclo atractor (6 superatractor) contiene al

menos un punto crtico.

DEMOSTRACION. Ver Blanchard (1984), pag. 110. O






CAP{TULO 2

El método de Newton y los algoritmos puramente iterativos

1. El método de Newton.

Dado un polinomio f con coeficientes reales, recordemos el método de Newton-Raphson
(o simplemente método de Newton) para encontrar raices de polinomios. Tomemos un
punto zg € R tal que f’(z9) # 0. Consideremos la recta tangente a f que pasa por el
punto (o, f(7o)),
y(x) = f'(zo)(x — x0) + f(20)
y sea x; el punto de interseccion de esta recta con el eje x, despejando de la ecuacién

anterior obtenemos que,

o f(x0)
1= T — .
f'(x0)
Ahora aplicando el mismo proceso al punto x; y asi sucesivamente podemos construir una
sucesion
(10) Lo, L1, T2,y .. ..

Notemos que esta sucesion es la misma si comenzamos a iterar la funcion,

W)
F@)

(11) Ny(z) =

en el punto z,

xo, x1 = Ng(xo), zgzNJ?Z(:):O),...

La dificultad con este método estriba en el hecho de como escoger un punto xo de tal

forma que la sucesiéon 10 converja.

Observemos que podemos extender de manera natural este algoritmo de la siguiente
forma. Consideremos un polinomio con coeficientes complejos f de grado d > 2 y con-

struyamos la funcién racional Ny : C—C,

_ 1)
f'(z)

Ahora, tomemos un punto zy € C y construyamos la siguiente sucesion

(12) Ni(z) = 2

27
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o2
(13) 20, 21 = Nf(Zo), Z9 = Nf (Zo)
Recordemos que una sucesion {z, },>1, con z, € C, converge linealmente a z* si existe
k > 0y un entero N tales que,
|2nt1 — 2| < k|z, — 27|, para todo i > N.
Se dice que una sucesién {z,},>1, con z,, € C, converge cuadraticamente a z* si existe
k > 0y un entero N tales que,
|Zns1 — 2% < K|z, — 2*|?, para todoi > N.
Nuestro enfoque consistirda en examinar el método de Newton para polinomios con

coeficientes complejos desde un punto de vista de los sistemas dindamicos holomorfos. A

Ny le llamaremos el endomorfismo de Newton de f.

F1GURA 1. El método de Newton aplicado al polinomio f(z) = (22 —1)(2%+
0,16). Tomado del libro Blum et al (1998).

En la siguiente proposicion enunciaremos las principales propiedades del endomorfismo

de Newton de un polinomio f.

PROPOSICION 1.1. Consideremos un punto ¢ € C. Entonces Ny tiene las siguientes
propiedades:

1. Ny(¢) =( sty sdlo si f(C)=0.
2. N¢(C) = ¢ implica [N}(¢)] < 1.
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3. Si la sucesion 13 converge a un punto ¢ € C, entonces f(¢) = 0.

4. El grado de Ny es el nimero de raices de f contadas sin multiplicidad.

DEMOSTRACION. La demostraciéon de (1) es trivial. Para demostrar (2) comencemos

notando que

" V(o) = 1)

[P

Por el inciso (1), ¢ es un cero de f. Denotemos su multiplicidad por m. Haciendo el

desarrollo en serie de Taylor de f alrededor de (,
f(z)=an(z—)"+..., con a, #0,
en donde m es la multiplicidad del cero, sustituyendo y evaluando en 14, obtenemos que

, ~m—1
N ==

Para demostrar (3), notemos que por la observacién 1.1, ¢ es un punto fijo de Ny, entonces

por la parte (1), ¢ es un cero de f.

Por tltimo, para demostrar el inciso (4), supongamos que f(z) = a[[_,(z — ;)% vy

notemos que,

/
f(2) z=C 22— z=Cn
De la igualdad 15 se deduce que el grado de Ny es el ntimero de raices de f contadas sin
multiplicidad. O

Por la parte (1) de la proposicién (1.1) el problema de encontrar los ceros de f es
equivalente a encontrar los puntos fijos de Ny(z) y aqui es en donde entra en juego la

teoria desarrollada en el capitulo anterior.

Del inciso (1) y la demostracién del inciso (2) de la proposicion (1.1), deducimos que si
¢ es un cero simple, entonces es un punto superatractor de Ny, ya que Ny seria conjugado
localmente a z — 2z*, para k > 2 y por lo tanto obtenemos que cerca de este cero la
convergencia es al menos cuadratica. Por otro lado, si ( es un cero con multiplicidad al
menos 2, entonces ¢ es un punto atractor de Ny y la convergencia es lenta, ya que por el

teorema de G. Koenigs(4.2) la convergencia es lineal.

Haciendo un analisis similar para oo, obtenemos el siguiente resultado,
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PROPOSICION 1.2. 0o es un punto fijo de Ny y Ni(oo) = d/(d — 1), por lo tanto es
un punto repulsor de Ny y tenemos que 0o € J(Ny).

DEMOSTRACION. Esto se demuestra siguiendo una idea similar a la demostracién de
la parte (2) de la proposicién 1.1, con la diferencia de que ahora se estudia la funcién

N§(1/w) y se toma el limite cuando w — 0. O

Como vimos en el capitulo anterior, la dindmica de una funcién racional esta casi
totalmente determinada por la dinamica de sus puntos criticos, que en el caso de la
funcién racional Ny, sus puntos criticos son los ceros simples de f o los ceros de f”.
Ahora, gracias al siguiente teorema notemos que existe una relacion entre la distribucién

de los ceros de f', f”,... y los ceros de f.

TEOREMA 1.3. (Gauss-Lucas) Supongamos que todos los ceros de un polinomio f
con coeficientes complejos estdn contenidos en un semiplano cerrado, entonces en este
semiplano cerrado también estdn contenidos los ceros de todas las derivadas de f, en

particular los puntos criticos.

DEMOSTRACION. Por induccién bastard probar la afirmacién para los ceros y los pun-
tos criticos de f. Consideremos un semiplano cerrado en donde estan contenidos todos
los ceros del polinomio. Aplicando una transformacién afin podemos suponer que todos
los ceros tienen parte real negativa. Supongamos que el polinomio es f(z) = a[[,(z — (),
entonces la derivada se puede escribir como f(z) = a[[,(z — G) - >_;(1/(2 — ¢)). Si 2
es un punto tal que PR(z) > 2, entonces las partes reales de z — (; y de 1/(z — ;) son

estrictamente positivas. Por lo tanto la derivada f’ no se puede anular en z. ([l

Como consecuencia del teorema anterior obtenemos que todos los ceros de f’ estdn
contenidos en la intersecciéon de todos los semiplanos cerrados que contienen los ceros
de f. A esta interseccién se le llama la envolvente convexa de los ceros de f y se puede

describir como el menor poligono convexo que contiene a todos los ceros.

Desde su creacion el método de Newton ha sido uno de los algoritmos mas utilizados
para encontrar aproximaciones a raices de funciones y aunque data de los tiempos de
Newton aun hoy en dia existen propiedades globales que son dificiles de entender. Aunque
este método es muy poderoso presenta serias dificultades en el momento de escoger el
punto inicial ya que como vimos antes necesitamos comenzar a iterar en un punto cercano
a un cero del polinomio. Notemos que si tomamos un punto en el conjunto de Julia del

endomorfismo de Newton de un polinomio, entonces la érbita divergera.
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Gracias al siguiente teorema obtenemos que es facil escoger un punto inicial para el

endomorfismo de Newton de un polinomio de grado 2.

TEOREMA 1.4. (Cayley) Consideremos un un polinomio cuadrdtico f, entonces se

cumple lo siguiente:

1) si f tiene dos raices distintas, Ny es globalmente conjugado a la funcidn z — z*

Y
2) si f tiene una raiz doble, la raiz de [ es el inico punto atractor, C es la cuenca

inmediata de la raiz y el unico punto repulsor es el punto al infinito.

DEMOSTRACION. Para demostrar la parte (1), supongamos que « y (3 son dos raices
distintas de f. Consideremos la transformacién de Moebius h(z) = (z — a) = (2 — ).
Notemos que h(a) =0, h(8) = 0o y h(co) = co. Entonces la funcién ho Ny o h™! es una
funcién racional de grado 2 con puntos fijos superatractores en 0 y en 1, ademés como

fija al 1 tenemos que ho Ny o h™! es la funcién z — 22.

Para demostrar la parte (2), supongamos que f(z) = a(z — (3)?, entonces el resultado
se deduce inmediatamente de la siguiente igualdad,
z—p

z
Ny(z) =z~ ==

B

O

Del teorema 1.4 obtenemos que el conjunto de Julia de Ny es la recta perpendicular
al segmento (a4 ) = 2 y que pasa por su punto medio. El caso de los polinomios con

un cero de érden 2 es trivial.

Sin embargo, cuando consideramos polinomios de grado mayor que 2 el problema se
complica. Por ejemplo, tomemos el polinomio f(z) = 2% — 2z 4+ 2, entonces Ny(z) =
z— (22 —22+2)/(32% —2). Observemos que si comenzamos a iterar en el 0 obtenemos una
orbita periédica 0 +— 1 +— 0+ 1,... de periodo 2. M&s atin, este es un ciclo superatractor
de periodo 2. Por lo tanto, si comenzamos a iterar en un punto de la cuenca inmediata
de este ciclo obtendremos una érbita que no converge. Asi que, existen conjuntos abiertos

para los cuales el método de Newton es divergente. Cabe hacernos la siguiente pregunta,

PREGUNTA 1. ;Cudl es la principal razon por la que el método de Newton no converge?

Es importante senalar que aunque existen polinomios para los cuales el conjunto de
Julia de su endomorfismo de Newton es de medida positiva, existe una razon todavia méas
importante por la cual el método de Newton falla, la cual se expondra en la siguiente

seccion.
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2. Algoritmos puramente iterativos.

En los anos 80, S. Smale introdujo el concepto de algoritmo puramente iterativo (ver
Smale (1985)), el cual fue generalizado por C. McMullen (ver McMullen (1987)). Estos
algoritmos son una generalizacion del algoritmo de Newton. Con el propdsito de definir

este concepto primero introduzcamos las siguientes convenciones y definiciones.

Denotaremos por Poly,(C) al conjunto de todos los polinomios ménicos con coefi-
cientes complejos de grado d, notemos que se puede identificar a Polyy(C) con C? y de

esta forma podemos dotar a Poly,(C) con una topologia.

Consideremos al conjunto de todas las funciones racionales de grado a lo mas k y

denotémoslo por Rat, de manera natural podemos identificar a Rat; con P?**+1(C).

Recordemos que un polinomio f con coeficientes complejos de n variables de grado m,

es una expresiéon de la forma,

flan, 22,0 20) = Z Uiy g, in 22 2,

11,82,---in

definimos el grado def por,

gradof = sup{iy; +ia+ ... +in: Qi 4y 4, 0}

Tomemos dos polinomios con coeficientes complejos de varias variables p y ¢g. Denote-
mos por dom(p/q) = {x € Polys(C) : q(z) # 0} el dominio de la funcién racional p/q.

Una funcién racional T de Poly,(C) a Raty, es una funcién tal que,

T — (fo(l’) . fl(ZL') N f2k+1(l’)),

en donde f; = p;/q;, parai = 0,1,...2k + 1 y p;, ¢; son polinomios de varias variables
con coeficientes complejos. Notemos que la funcién racional T esta bien definida salvo en
Mo<i<ari1 dom(pi/qi). En el lenguaje de la geometria algebraica (o;<op 41 dom(pi/qi) es

una subvariedad algebraica de Polyy(C).

DEFINICION 2.1. Un algoritmo puramente iterativo es una funcién racional,

T : Polyy(C) --+ Raty,

Esta definicion tal vez parezca un tanto artificial, sin embargo no lo es, ya que las
funciones racionales son naturales en este contexto porque representan a las operaciones
primitivas de las computadoras, la adicién, la multiplicacién, la resta y a la divisién (sin

embargo, en este contexto se trata de una computadora idealizada la cual coincide con una
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computadora convencional salvo que en este caso consideramos que opera bajo aritmética

exacta, para mas detalles ver Blum et al (1989)).

Notemos que esta definicion es una generalizacién del método de Newton, lo cual
implica que el método de Newton es un algoritmo puramente iterativo. Para ver esto

definamos la siguiente funcién racional N de Polyq(C) a Rat,g,

f(2)
f'(z)

En lo siguiente diremos que un conjunto es de medida completa si su complemento es de

froz—

medida cero. Ahora introduciremos la definicion de un algoritmo puramente iterativo que

es generalmente convergente. Pero antes necesitamos la siguiente,

DEFINICION 2.2. Sea R : C — C wuna funcidon racional y f € Polys(C) mdnico.
Diremos que R es convergente para f si la sucesion {R°"(z)}n>1 converge a una raiz de

f, para todo z en un abierto de medida completa de C.

DEFINICION 2.3. Diremos que un algoritmo puramente iterativo T es generalmente
convergente, si existe un subconjunto abierto de medida completa de polinomios f en

Polyy(C) tales que Ty es convergente, para todo f en este subconjunto.

Bajo estas definiciones podemos notar que por el teorema (1.4), el algoritmo de Newton
es generalmente convergente para el conjunto Polys(C). Sin embargo, para d = 3 se tiene

el siguiente resultado,

PROPOSICION 2.4. Si d > 3, entonces el algoritmo de Newton no es generalmente

convergente.

DEMOSTRACION. Sea f(z) = 3200 a;2' +2% y tomemos ag = 1,a; = —1 y ay = 0, esto

implica que Ny(0) = 1, N;(0) = 0 y si N}(1) # oo, entonces (N§?)'(0) = 0, por la regla
de la cadena. Asf que si N¢(1) = 0y Nj(1) # oo, entonces 0 es un punto superatractor

de perfodo al menos 2. La restriccién Ny(1) = 0 implica,
—1+2a3+3as+...+(d—-1)=0
y la condicién N (1) # oo se satisface si f'(1) # 0 6,
—1+3a3+4as+...+d#0.

Estas condiciones son satisfechas por un subconjunto abierto de medida completa de un
hiperplano del espacio {as, ...,aq_1} = C%73. Entonces, como la propiedad de tener un
ciclo atractor es estable (ver Brinn y Stuck (2002), pag. 117), conluimos que, Ny, también

tiene un ciclo atractor para todo fy, en una vecindad de f. O
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Conviene analizar un ejemplo en concreto para fijar ideas. Tomemos el caso d = 3 y
f(z) = 2% — 22+ 2. Entonces los coeficientes del polinomio cumplen las condiciones de las
a;’s mencionadas en la demostracion anterior. Por lo tanto, vamos a tener que para todo
punto cercano al origen, la iteracién bajo Ny, va a converger asintéticamente alrededor del
0y el 1. Més atin, para todo polinomio cercano a f, por la robustez del ciclo superatractor,

también tiene un ciclo superatractor.

Otro impedimento para que el algoritmo de Newton converja seria debido a la existen-
cia de anillos de Herman. Entonces cabe hacerse la siguiente pregunta, ;que papel juegan
los anillos de Herman en la dinamica del endomorfismo de Newton de un polinomio? Esta

pregunta fue respondida por M. Shishikura.

TEOREMA 2.5. (Shishikura, 1990) Sea f un polinomio con coeficientes complejos y

Ny el endomorfismo de Newton inducido por f, entonces J(Ny) es conezo.
DEMOSTRACION. Ver Shishikura (1990). O

Con las hipétesis del teorema anterior obtenemos.

COROLARIO 2.6. §(Ny) no tiene anillos de Herman.

DEMOSTRACION. Sea H C §(Ny) un anillo de Herman, entonces 0H C J(Ny), lo cual

implica que J(Vy) es disconexo, contradiciendo al teorema (2.5). d

Por lo tanto, segiin este enfoque, la principal razon por la cual el método de Newton

no converge es debido a los ciclos atractores de periodo mayor que uno.

Ahora cabe hacernos la siguiente pregunta, ya que el método de Newton no es general-
mente convergente, ;existe un algoritmo puramente iterativo generalmente convergente?
La respuesta fue dada por C. McMullen en su tesis de doctorado en 1985 (ver McMullen
(1987)). Los resultados obtenidos por C. McMullen los enunciaremos en el siguiente (en
lo siguiente C'(R) denotara al conjunto de todas las transformaciones de Moebius que

conmutan con R y lo llamaremos el centralizador de R),

TEOREMA 2.7. (Clasificacion de los algoritmos puramente iterativos generalmente

convergentes)

A.- Para d = 2, todo algoritmo puramente iterativo generalmente convergente se
obtiene especificando una funcion racional R y una funcion racional M : Poly, —
PSL,C/C(R) tales que,

i.- R es convergente para el polinomio x® — 1,

ii.- el centralizador de R, C(R), contiene al elemento z — —z, y
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iii.- si el polinomio f es genérico, M, = M (p), manda las raices cuadradas de la
unidad a las raices de f.
El algoritmo estd dado por Ry = My o Ro Mf_l. Ademds, cualquier R y My que
satisfagan las condiciones (1)-(iii), determinan un algoritmo puramente iterativo
generalmente convergente para los polinomios cuadrdticos.
B.- Para d = 3, todo algoritmo puramente iterativo generalmente convergente es
obtenido especificando una funcion racional R tal que,
i.- R es convergente para el polinomio 23 — 1, y
ii.- el centralizador de R, C(T), contiene al grupo de las transformaciones de
Moebius que permutan a las raices cibicas de la unidad. (Este grupo es gen-
erado por z +— 1/z y z — (z en donde ( es una raiz primitiva de la unidad.)
El algoritmo estd dado (para f con raices distintas), por Ry = Myo Ro M, en
donde My es una transformacion de Moebius que manda a las raices cibicas de la
unidad en las raices de f. Mds ain, cualquier R que satisfaga las propiedades (i)
y (1), determina de esta manera un algoritmo puramente iterativo generalmente
convergente para los polinomios cibicos.
C.- No existe un algoritmo puramente iterativo generalmente convergente para en-

contrar las raices de los polinomios de grado d > 4.

Por lo tanto segun el teorema 2.7, para cualquier algoritmo puramente iterativo la
probabilidad de encontrar al azar un polinomio f y un punto inicial z, tal que T(zp) no
converja tiene probabilidad positiva. Sin embargo, es posible superar esta dificultad par-
tiendo desde otros enfoques. Por ejemplo, si incluimos la operacién conjugaciéon, entonces
Shub y Smale (de tal forma que la funcién T es una funcién algebraica real pero no una
funcién algebraica compleja) demostraron que existen algoritmos puramente iterativos
generalmente convergentes (ver Shub y Smale (1986)). Otro enfoque consiste en permi-
tir que el algoritmo comience a iterar en mas de un punto, en esta direccién Hubbard,
Schleicher y Sutherland, desarrollaron un algoritmo muy importante (ver Hubbard et al
(2001)). Por otro lado, Shub y Smale desarrollaron un algoritmo muy ingenioso el cual

describiremos a detalle en el siguiente capitulo.

COMENTARIOS 2.8. Se habia conjeturado que la medida del conjunto de Julia (en el
sentido de Lebesque) era cero para todo endomorfismos de Newton de polinomios, pero en
el 2005 se encontrd un ejemplo de una funcién de la forma e*™V=1z + 22, en donde 0
es un numero irracional, con conjunto de Julia de medida positiva (ver Buff y Chéritat
(2005)). Entonces gracias al resultado anterior y al teorema principal de Tan Lei (ver Lei
(1997)), se puede demostrar que existen polinomios cibicos para los cuales la medida (en
el sentido de Lebesque) del conjunto de Julia de su endomorfismo de Newton es de medida
positiva (ver Rickert (2007), pdg. 5).






CAP{TULO 3

El algoritmo de Shub-Smale.

En el presente capitulo desarrollaremos un algoritmo basado en el método de Newton

para resolver el siguiente problema:

PREGUNTA 2. Dado un polinomio con coeficientes complejos f y e > 0, scomo pode-
mos encontrar un punto ¢ € C tal que |f({)] < €?.

Recordemos que en capitulo 2 dedujimos el método de Newton para encontrar raices
de polinomios, sin embargo, este método presenta una seria dificultad en el momento de
escoger el punto inicial para la iteracion, ya que para asegurar la convergencia es necesario

que el punto incial esté cerca de un cero del polinomio.

Para superar esta dificultad construiremos un algoritmo (el algoritmo de Shub-Smale)
que en lugar de considerar un soélo punto inicial, comienza la iteraciéon en varios puntos

iniciales .

En lo que resta del capitulo f denotard un polinomio con coeficientes complejos,
f(z) =agz? + ... +ao.

1. Breve introduccién a la teoria de la complejidad.

La teoria de la complejidad es una rama del andlisis numérico que se encarga de
estudiar el nimero de operaciones aritméticas requeridas por un algoritmo definido por
una maquina de Turing, desde que se le da una entrada hasta que obtenemos la salida.
Recordemos que un algoritmo definido por una maquina por una maquina de Turing, es
tratable si el tiempo de computacién T'(x) (nimero de operaciones de una méquina de

Turing) asociado con la entrada z, satisface la desigualdad
T(z) < c(longitud(x))?, para todas las entradas z,

en donde ¢ y ¢ s6lo dependen de la maquina de Turing y longitud(z) es la longitud en

bits de z. Un problema es tratable si existe un algoritmo tratable que lo resuelve.

Estas definiciones son clésicas, sin embargo, en métodos numéricos es muy importante
tomar en cuenta la exactitud requerida para obtener una solucion. Asi que tenemos que
37
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modificar el concepto de problema tratable. Una forma de hacer esto es considerar ¢ < 1

como una entrada adicional al problema y pedir que el tiempo de computacién satisfaga,
T(e,x) < (|loge| + longitud(z))9, con € < 1.

Ahora, otro problema a considera es el conjunto de entradas a un algoritmo en donde el
algoritmo falla, a este conjunto se le conoce como el conjunto de puntos mal condicionados
y en general cuando le damos como entradas a un algoritmo puntos cercanos a este
conjunto, nuestro algoritmo se vuelve méas lento. Por ello conviene introducir una funcién
it que depende de la entrada. Esta funcién debe crecer cuando la entrada que se le da
estd cerca del conjunto de puntos mal condicionados. Tomando lo anterior en consideracién

que el tiempo de computacién debe satisfacer,
T(e,z) < (|loge| + log u(x) + longitud(x)),

en donde p es el nimero condicional de x.

2. Motivacion del algoritmo de Shub-Smale.

A continuacion se dard una demostracion del teorema fundamental del dlgebra, la cual

es la idea medular que servira para la creacién del algoritmo de Shub-Smale.

TEOREMA 2.1. (Teorema fundamental del dlgebra.) Consideremos un polinomio f con
coeficientes complejos de grado d > 1, entonces existe ¢ tal que f(¢) = 0.

DEMOSTRACION. Supongamos que el cero no es un valor critico de f, ya que en caso

contrario se tendria el resultado. Diremos que zy es un punto bueno de f si el segmento
L(z0) ={tf(20) : 0 <t <1},

no contiene valores criticos de f. Es claro que tales puntos existen ya que el nimero
de puntos criticos es finito. Sea zp un punto bueno, como f es una funcién propia en
C, fY(L(29)) es compacto. Tomemos la componente de f~!(L(z)) que contiene a z y
denotémosla por C(f~*(z)).

Sea z € f7!(L(z)), por el teorema de la funcién inversa, existe §, > 0 tal que la
inversa local f~!: Ds_(f(z)) — C estd bien definida y es holomorfa. Como C'(f~!(29)) es
compacto existe § > 0 tal que § > ¢, para todo 2 € C'(f~*(29)). Sea n un entero positivo
tal que n > | f(20)]/9.

Definamos w; = (n;i)f(zo), parai=0,1,...,n y observemos que

|lw; —w;_1| < para i=1,...,n.
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f

A
f(z0)

0

f74L)

FI1GURA 1. La componente de la imagen inversa de L bajo f, que contiene
al punto zy.
Asi que w; € Ds(w;_1). Ahora definamos inductivamente (ver figura 2),

<i :fz_:l(wi), 1=1,...,n

¥

FI1GURA 2

Como f(z;) = w; esto implica que f(z,) = w, = 0. O

Otra forma de demostrar el teorema (2.1), con una idea similar es notando que
Ds.(f(z)) N Ds,(f(zix1)) # 0 , para todo i = 0,1,...,n — 1 y aplicando el teorema

de la continuacion analitica.

Es posible acotar la norma de las raices en términos de los coeficientes como sigue:
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TEOREMA 2.2. Consideremos un polinomio f = Z?:o a;z" en donde a; € C y ag # 0.

1/k
,1).

DEMOSTRACION. Definamos los siguietes términos,

Si ( es una raiz de f, entonces

Qd—k

Qaq

|C\<2méx(

1<k<d

Ag—r 1/k 1

Entonces,

1 4

g(z) = P (bz), endonde ¢y =1y |¢;| <1, parai=1,2,...,d.
Qq

Asi que,

-1 | d-l 12

ciz'| < |2|F = < |2|¢, para |z| > 2.

i=0 k=0 2] -1

Por lo tanto ¢g(z) # 0, para |z| > 2y f(z) # 0 para |z|/b > 2. O

Ahora basados en la demostracién del teorema (2.1) daremos la idea crucial para la

creacion del algoritmo de Shub-Smale:

Tomemos € > 0, zp € C y f un polinomio con coeficientes complejos no constante.
Definamos fi(z) = f(z) —tf(20), t € [0,1] y sea (; una curva en C tal que fi((;) = 0,
G =20y fl(¢t) #0, para todo t € [0,1] (i.e. f(¢;) =1tf(20)). La idea bdsica es encontrar
una sucesion t;, cont; < 1yty > t; >ty > ... > 1, de tal forma que z;, se vaya acercando

a (¢, con 2, definidos de la siguiente forma,

(16) 20(= C), zi = Ny, (2i-1), parai=0,1,...,k,

en donde Ny, (z) =z — fi,(2)/f].(2).

Haciendo una buena eleccion de la sucesion tg > t; > to > ... > ti, se podra obtener

lo siguiente, ver la figura 3:

a) que los z; estén bien definidos para i = 0,1, ..., k,
b) que z; sea una buena aproximacién al cero (;, de f;, y
c) que [f(z)] <e.

Para esto tendrfamos que suponer que |t; — t;_1| < A, en donde \ es suficientemente

pequeno, implicando que k es grande. El propdsito de usar este método es encontrar una
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()

La_l"“(ia)
£ $(za)

4
\

Figura 3. Notemos que f((;—1) = t;i_1f(20) v f(¢) = tif(20). Haciendo
una buena eleccion de la sucesion ty > t; >ty > ... > t;, podremos obtener
que z;_; se encuentre cerca de (; y asi garantizar que z; = Ny, (zi-1) se
acerque cada vez mas a (;, conforme aumentamos . Entonces, cabria esperar
que zj esté muy cercano a ( y por lo tanto al cero (.

buena cota para k en funcion de e, f y 2o, que en tiltima instancia nos servira para

encontrar la complejidad del algoritmo de Shub-Smale.

Ahora introduciremos la cantidad 6y .,, que mide que tanto se acerca el camino ¢; a

un punto critico de f.

DEFINICION 2.3. Consideremos un punto zg € C y f un polinomio con coeficientes

complejos. Denotaremos por Wy ., 9 al conjunto

{weC:0<|w <2|f(20)| y |argw/[f(20)] <0}

2 f{(z0)

©

F1curA 4. Cuna de dngulo 6 alrededor del punto f(z).
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Si no hay peligro de confusién denotaremos por W a Wy, 9. Sea 0;,, = sup{f :
fz}l se extiende Wﬁzov 9} y Uf,zo = fzt)l(wfyzoﬂ)'

Supongamos que le damos como entradas a una maquina 9, un polinomio con coefi-
cientes complejos f, un punto zg € C y € > 0 (la maquina 9t es una méquina convencional

con aritmética exacta),

25

M=M, =— 2
7207 95 + sen b,

yti=M' parai=0,1,...

TEOREMA 2.4. Para cadai=1,2,...,2; = Ny, (xi—1) estd bien definido, x; € Uy, y

ademds,

| fi(zi)] < (ti — tioa)|f(20)]-

Antes de la demostracion veamos el siguiente

COROLARIO 2.5. Para todo © € N, x; satisface,

(17) |f(aa)| < 2M|f(20)].

Ademds si

18 ke (14— 1 iyt
(19 > (14 g ) (mirGor + 2 41),

se tiene que,

|f(zn)| <e.

DEMOSTRACION. Por el teorema anterior x; estd bien definido para todo i € N y por

lo tanto se cumplen las siguientes desigualdades,
[f(@i)] = [fi(w:) + 8 f (z0)] < [filwi)| + El f(20)] <
< (= i) [ (20)| + ] f (20)| = 2ti] £ (20)| — tisa| f (20)] <
< 2t;|f(20)| = 2M" f(2), parai=1,2,...

Ahora demostraremos la segunda parte del corolario. Supongamos que se cumple la

relacién (17), entonces tenemos que verificar que,

L > 2| f (20)]
Mk — ¢
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Tomando el logaritmo a ambos lados obtenemos

1 1
MHM >ln|f(z0)\+lng+1

Por otro lado, es facil demostrar que para x > 0 se tiene que

1

1
14->— .
+x ~ In(z+1)

Entonces tomando x = sen 6y ., obtenemos que

1 1

1 > .
* senfy,, — In(1/M)

Por lo tanto, eligiendo un k£ > 1 que satisfaga la relacién (18), se tiene que

|f(zn)| <e.
O

La demostracién del teorema (2.4) se basard en el siguiente hecho (que es mas fuerte):

x; estd bien definido x; € Uy, v | fi.| < (8 — tix1)|f(20)],

en donde x; estd definido como en (16). Si esto se cumple para cierto i € N, diremos que
el enunciado (E;) es cierto. Notemos que si (E;) se cumple para cierto i € N, entonces se
cumple (17), ya que | fy, (z;)| = | f(x;) — tif(20)| < (ti — tiz1)|f(20)| v de esto obtenemos
que | f(xi)| < 2ti|f(z0)]

PROPOSICION 2.6. (E;) es cierto para todo i € N.

La demostracion de esta proposicion se hard por induccion y se basara en varios lemas

que desarrollaremos enseguida. Primero introduzcamos ciertas definiciones.

Para garantizar que ;41 € Uy, introduciremos las curvas ws, vy y u,, para s € [0, 1],

de la siguiente manera, ver la figura 5:

Sea w;s la curva en Wy ., que consiste de los dos segmentos de linea siguientes,

w. — (1 —2s)f(z;) + 2sf(¢) s10<s<1/2,
Tl (2=28)f(G) + (25— 1) f(Gy1) sil/2<s<1.
Ahora sea v, = f'(w,), esta curva estd bien definida y es tnica gracias a las

propiedades de Wy ;.
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A ftz) o

gi. Vg z; f' 0
f&iv1)

FIiGURrA 5

Consideremos un polinomio f con coeficientes complejos y un punto z en C. Definamos
tres cantidades auxiliares, la longitud de la iteracién del endomorphismo de Newton de f

en el punto z,

Mfr2) =z = Ny(2)| = [(f) () (2)]

(f(2) " f® () [/F
k!

v(f,2) = sup
k>2

)

a(f,z) =(f,2)alf, 2).

PROPOSICION 2.7. Si o = a(f,z) < 1, entonces 2 = Ny(z) estd bien definido y se

cumple que,

(19) f(A)] <

«

£ ()]

11—«

DEMOSTRACION. Desarrollando f en serie de Taylor alrededor del punto 2 y notando
que z — 2 = f(z)/f'(z), obtenemos,

_ e 1) o dPe) ()
asi que,

k-1

f(2)
f'(2)

f*(2)
L(

OISV OID B~y

k>2

<UD AN (F 2)

k>2
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o(f,2) 7 ya que «(f,z) < 1.

< |f(2)|W

O

La siguiente proposicion proviene de la teora de las funciones schlicht, i.e. la teoria de
las funciones holomorfas inyectivas del disco unitario en si mismo. Para ver la demostracion
consultar Smale (1981).

PROPOSICION 2.8. Para cualquier polinomio con coeficientes complejos [ y para todo
punto z € C, tal que f'(z) # 0, se tiene que,

a(f,z)

IN

Como f’(z) # 0, entonces por el teorema de la funcién inversa, tenemos que existe un
disco alrededor de f(z) de radio r > 0, en donde f~! est4 bien definida. En la proposicién

anterior 7~ (f!) denota al mayor de tales r.

LEMA PRINCIPAL 2.9. Si (E;) es vdlido, para algin i € N, entonces

8(1— M)
senf — (1 — M)

a(fi+17 Us) <

La demostracién del lema (2.9) se basara en los lemas (2.10), (2.11), (2.12), y (2.13),

LEMA 2.10. Si (E;) es cierto, para algin i € N, entonces se tiene que

(20) [f(vs) = ()] < (8 = tiga)|f (20)]-

DEMOSTRACION. La ecuacién 20 es igual la ecuacion |ws — f(G)| < (8 — tiv1)]f(20)],
asl que es suficiente verificar que la ecuacion 20 se cumple para los extremos del segmento
de linea w;. Recordemos que fi,(vs) = f(vs) — f(¢) = f(vs) — tif(20) y como (E;) se

cumple, entonces para s = 0, tenemos que,

|f (i) = F(G) = [ (i) = tif (20)] = [fui ()| < (8 = tisa)[ S (20)]-

La demostracion para s = 1 es similar. O

LEMA 2.11. Si (E;) es cierto, para algin i € N, entonces

| froa (0s)] < 2(t = tia)| f(20)]-

DEMOSTRACION. Por definicién,

fria(Vs) = f(vs) = tia f(20)
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= f(vs) = tif(20) + (ti — tiy1) f(20)-

Por dltimo, gracias al lema 2.10, se tiene la desigualdad deseada.

LEMA 2.12. Si (E;) es cierto, para algin i € N, entonces se tiene que

r(feh) 2 1f(G) sen bz,

DEMOSTRACION. Se sigue inmediatamente de la definicién de 7( Ie Y y de la figura 6.

FIGURA 6

LEMA 2.13. Si (E;) es cierto, para algin i € N, entonces

r(ft;ll,vs) Z |f(20)|Mi(Sen 9f7zo - (1 - M))

DEMOSTRACION. De las definiciones tenemos que

(i) 2 (G = £ (vs) = F(GI.
ahora, recordando que f((;) = tif(z0), que t; = M" y usando los lemas 2.10 y 2.12,

obtenemos la desigualdad deseada. 0
Ahora procederemos a demostrar el lema 2.9.

DEMOSTRACION. De la proposicién 2.8 tenemos que,

4ft- ('Us)
O{(ftl 17US) S %
’ /r(ftijl,vs)
Ahora, aplicando los lemas 2.11 y 2.13, obtenemos
Alfeia (ws)] _ 8(ti — ti+1) _ 8(1— M)

r(filie) — Mi(senfpz, — (L= M) senfps, — (1— M)
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O

LEMA 2.14. Supongamos que (E;) es cierto, para algin i € N. Sea o = 0(fir1,vs) y

0 <s <1, entonces

DEMOSTRACION. Esto se deduce inmediatamente del lema 2.9 y de la definicién de
M. O

Por ultimo demostraremos el teorema 2.4.

DEMOSTRACION. La demostracién se hard por induccién. Primero notemos que (Ag)
es cierto ya que fo(rg) = 0. Ahora supongamos que A; es cumple para cierto i € N.

Entonces por la desigualdad 19 se tiene que,

Q@
fir1(us) < ﬂ|fi+l(vs)|’ en donde o = a(fi41,v5) y s € [0,1].

Por otro lado, por los lemas 2.11 y 2.14, se tiene que

| fira ()] < M(M"— M™ )| f(20)| < (tia — tiva)| f(20)],

lo cual implica que f(us) € Wy,,, para todo s € [0,1] y como u; = (11 € U = Uy,
tenemos que u, € U para todo s. En particular uy = x;,7 € U. Ademads para s = 0, se

tiene que,
| fir1(zig1)| < (tig1 — tiz2)| f(20)],

esta ultima desigualdad se deduce que E;;; se cumple. O

3. El método de Newton continuo.

La figura 7 ilustra una de las principales dificultades que el método de Newton puede

tener.

El punto z; se comienza a alejar de la raiz del poliniomio. Este problema se puede
resolver en este caso, forzando a que la diferencia |z, 11 — x,| sea pequena multiplicando
f(x,)/f'(z,) por un niimero positivo pequeno h, esto nos lleva a considerar el siguiente

problema:

f(x(t))

(21) ot ) = 2(0) = e,
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FIGURA 7. Si comenzamos a iterar en el punto xq la érbita divergera hacia
el infinito.

para t un numero real positivo. Notemos que si en la ecuacion 21 sustituimos a t por

un nimero entero positivo y a h por 1 obtenemos la ecuacién 11. Ahora considerando la

ecuacion
z(t+h) —a(t) _ flx))
h f'(x(t))
y tomando el limite cuando h — 0 obtenemos la ecuacion diferencial,
dz _ _f@)
. f'(z)’

con valor inicial z(0) = xo.

Motivados por esta construccién consideremos la siguiente ecuacién diferencial com-

pleja,

&= f(2)
i)

con valor inicial z(0) = z5. Notemos que si aplicamos el método de Euler con paso h = 1

(22)

a la ecuacion 22, obtenemos la ecuacion 12. Denotaremos al campo vectorial

f(z) &
f'(2) 9z

por N(z) y lo llamaremos el campo vectorial de Newton de f. En donde % es un simbolo

formal que nos dice que f(z)/f’(z) debe interpretarse como un campo vectorial complejo
en C. Con el proposito de remover las singularidades de la ecuacion 22, consideremos el

siguiente reescalamiento de la ecuacion diferencial 22,

(23) z=—f(2)f'(2),
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la cual se obtiene gracias a que,

f(z) f(z)
f'(z) fi(z

Ny(2) = —

3 =~ (7w ) T

Denotemos por U (z) al campo vectorial —f(2) f'(z)Z y notemos que este escalamiento

~—

convierte los polos de 91; en ceros de Uy.

Recordemos que el flujo definido por My, a través de un punto ¢ € C es una funcién
®,.: I — C, en donde I es un intervalo de R que contiene al cero y ®. es una funcién

diferenciable que cumple que

®.(0) =c.

A @, se le llma el grupo 1-paramétrico de soluciones de la ecuacién diferencial 22.

LEMA 3.1. Sea f un poliniomio con coefiecientes complejos y ®,, el flujo a través de
w del campo vectorial Ny. Entonces f manda las curvas {®,(t) : t € I} a los rayos que

emanan del origen y que apuntan hacia el origen, es decir,

DEMOSTRACION. Derivando f(®,(t)) con respecto a t y aplicando la regla de la ca-

dena obtenemos,
df (u(t) _ . d(Pu (1))
AT D (1)
D () S
= f(Du ()M (Pu(t) = —f(Pu(t)),
ahora notemos que esta igualdad es una ecuacién diferencial en ¢ para la funcién f o ®,,.

Entonces como tenemos la condicién inicial ®,,(0) = w, tiene la solucién dnica f(P,(t)) =
flw)e ™. O

El siguiente lema nos dara una descripcion geométrica global de las lineas de flujo ®,,,.

En lo siguiente denotaremos por V,, el conjunto de ceros de el polinomio p.

LEMA 3.2. Para todo w € C— (ViU Vy), @, estd definido en un intervalo mazimal

(a,b) que contiene al 0 y es uno de los siguientes cuatro tipos:

—00,00) y el flujo proviene del infinito y llega a una raiz de f,
—00,b) y el flujo proviene del infinito y llega a una raiz de f,
a,b) y el flujo proviene de una raiz de [’ y llega a otra raiz de f' ¢

a,00) y el flujo proviene de una raiz de f' y llega a una raiz de f.
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DEMOSTRACION. 91y es una funcién holomorfa de W = C — (V; | Vy) a C y el flujo
deja cualquier conjunto compacto de W en W (ver Hirsch y Smale (1974)). Por el lema
3.1, el intervalo maximal &, no esta acotado por arriba si y sélo si el flujo llega a una raiz
de f. El mismo argumento nos permite demostrar que el intervalo no es acotado por abajo
si y solo si el flujo proviene del infinito. Como el flujo deja cualquier conjunto compacto

de W en W, los tinicos puntos limite que restan estan en V. O

Cabe hacernos la siguiente pregunta, ;Como estan distribuidas las lineas de flujo

alrededor de un punto critico y alrededor de un cero de f?

Para estudiar el comportamiento de las lineas de flujo alrededor de un cero de f,

consideremos el siguiente lema,

LEMA 3.3. Se tiene que,

s (31 ) = TG

DEMOSTRACION. Esto se deduce facilmente gracias a las ecuaciones de Cauchy-Riemann.
O

Del lema 3.3 obtenemos que el vector de Newton —f'(2)~'f(2) y —grad(%|f(2)[?)
difieren por una constante real positiva ya que |f/(2)|> = f'(2)f(z). Asi que la curva
definida por la linea de flujo @, es tangente a —grad(%| f (w)|2) y ortogonal a las lineas
de nivel de | f(z)|?. Por lo tanto, cerca de un cero § de f estas lineas de flujo convergen a

0 y apuntan en direccién a 6. Ver figura 8.

Ficura 8. Cero de 6rden 3.
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Ahora supongamos que ( es un punto critico de f tal que f(¢) # 0, entonces tomando

el desarrollo en serie de Taylor de f alrededor de (, obtenemos,

56 =10+ 20— gr v

para k > 2. Entonces existe una vecindad U alrededor de (, una funcién ¢ : U — C, una

vecindad V' alrededor de f(¢) y una funcién ¢ : V' — C, tal que el siguiente diagrama

conmuta,

U d v
o "
o(U) — (V)

Tomemos un circulo de radio r con centro en ¢ y denotémoslo por S*(r). Considerando
a r lo suficientemente pequetio de tal forma que S'(r) C U y notemos que la imagen de

S'(r) bajo f intersecta a L7 = {A\f((): A >1}ya Ly = {A({):0< A <1}, k veces
de forma alternante (esto se deduce del diagrama anterior). Asi que hay k curvas @, que
bajo f son mandadas a L}F(C) y otras k curvas que son mandadas a L]?(C). Si le damos a
las curvas la orientacién obtenida por el vector — f'(2) 7! f(z) £, entonces aquellas que son
mandadas a L;{(a), apuntan en la direcciéon hacia ¢ y aquellas que son mandadas a L;(C)

tienen la direccién que apunta hacia afuera de ¢ (ver figura 9).

4. ;En donde comenzar la homotopia?.

El objetivo es obtener ciertas estimaciones que utilizaremos en la siguiente seccién
para eliminar el factor 6y, de la desigualdad 18 del corolario 2.5. El principal teorema de

esta seccion es el siguiente,

TEOREMA 4.1. El conjunto de puntos z € Sk, tales que 05, < a, estd contenido en la

unidon de a lo mds 2(d — 1) arcos de dngulo,

), para R > 2.

1
2
(a—|— arcsenR_ 1

QN

Sean 21, 2, € R?, considerando a z; y a 2z como nimeros complejos, notemos que,

<Zl, Zg) = %(2_122)
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@

FicuraA 9. Polo de érden 3.

En la demostracién del siguiente lema utilizaremos las siguientes desigualdades, las

cuales son muy sencillas de deducir,

2

1
R(Z1z2) > 0 siy sélo si R(z123) > 0 siy sélo si ]@P?R(zlz—) > 0.

El siguiente lema nos dice que para toda R > 2, toda linea de flujo @, cruza a Sk hacia
adentro. Uniendo este resultado con los lemas 4.3 y 4.4, obtendremos la demostracion del

teorema 4.1.

LEMA 4.2. Sea f(2) = 28+ aq_12¢71+. . . +ag un polinomio con coeficientes complejos

tales que |a;] <1, parai=0,1,...,d—1. Sea R > 2. Entonces para z € Sk,
§R<z f/(z>) > 0.
f'(z)

DEMOSTRACION. Sean (i, (s, . .., (g las raices de f, entonces por el teorema 2.2, |(;] <

2, parai = 1,2,...,d. Consideremo una recta tangente al circulo S} que pasa por un punto
z € Sk, notemos que las raices se encuentran en la parte izquierda de la recta tangente,
por lo tanto tenemos que R(z(;) < R(z2). Asi que R(zz) — R(Z() = RE=(z — () > 0,
parai=1,2,...,d,y por lo tanto, R(z/(z—(;)) > 0, para i = 1,2,...,d. Ahora sumando

obtenemos que,

%<Z2z—1g-) >0,

(3

=1
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"(z z
éR(zf( )) >Oy§)‘k<§f,( )) > 0.
f(z) f'(z)
Del lema 4.2 se deduce que si z € Sk, entonces el producto interno satisface que,

i) <

LEMA 4.3. Consideremos un polinomio f(z) = 2¢+aq4 1271 +.. . +ag con coeficientes

de lo cual deducimos que,

complejos tales que |a;] <1, parai=0,1,...,d— 1. Sean z1, 2o € Sk tales que,

21
arg —|.
zZ9

g <

Entonces se tiene que,

f(z1)
f(z2)

arg > df — 2arcsen

R—-1

DEMOSTRACION. Primero observemos que para z € Sk, f(2)/2¢ esta dentro del circu-

lo de radio 1/(R — 1) centrado en 1, es decir,

"Zjoajzf 'ZjéRﬂ R'—1 1

(B—DRI “R-1

De la figura 10, se deduce facilmente la siguiente desigualdad,

f(2) 1

R—1

arg < arcsen

FiGura 10
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Ahora observemos que,

de lo cual obtenemos que,

f(= 1 (21)/7
darg — + ar
‘ ey AR E
d
1
> ‘dargﬁ — |arg (zl)/z; > alargﬂ — 2arcsen
22 f(z2)/ 2 22 -

O

Sea # un punto critico de f y sea L el rayo que emana del origen y pasa por f(f), i.e.
L ={\f(0)|X > 0} y sea Ag la componente de f~'(L) que contiene al punto 6. Definamos
A como,

A= U Ay.

0:f(6)=0

LEMA 4.4. Sea R > 2 y f un polinomio monico de grado d con coeficientes tales su
mddulo estd acotado en valor absoluto por 1, entonces AN Sk es conjunto con a lo mds
2(d — 1) puntos.

DEMOSTRACION. Tomemos cualquier curva ®, y recordemos que

(:(0), =f(2)/f'(2)) = 0.

Entonces por el lema 4.2, cualquier curva ®, es transversal a S§, para R > 2 y apunta
hacia adentro (ver figura 11). De esto se sigue que para todo punto critico 6;, Ag, N Sk
consiste de a lo mas k; + 1 puntos, en donde k; es la multiplicidad del punto critico 6;.

Asi que,

Notemos que la igualdad se satisface si y s6lo si 6; es un cero simple de f’, i.e. si se tiene

que k; = 1, para para todo 1. O

Ahora ya estamos listos para dar la demostracién del teorema 3.1
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FIicurA 11. Método de Newton continuo aplicado a un polinomio con ceros
en un circulo con centro en el origen y radio 2

DEMOSTRACION. Consideremos los puntos de AN Sk, 1, Coy .-+, G, con 0 <1< 2(d—

1), que existen de acuerdo al lema (4.4). Si para todo i, con 1 < i </,

z S 1 49 1
arg — —|a arc sen
Gl = d R—1)
entonces por el lema 4.3
f(2)
arg >
f(G)
y 0¢. > a. Asi que si 6, < a, entonces existe algin (;, con i € {1,...,1}, tal que
z - 1 49 1
arg—| < =| a arc sen
S I R—1
por lo tanto, obtenemos el teorema 3.1 O

5. El algoritmo de Shub-Smale y el andlisis de su complejidad.

Recordemos que el éxito del método del corolario 2.5 para encontrar las raices de un
polinomio estriba en que podamos escoger un punto zy con ciertas caracteristicas, en esta

seccién haremos una eleccion eficiente del punto zy haciendo uso del teorema 4.1.

Comencemos, motivados por el teorema 4.1, escogiendo dos ntimeros reales a y R > 0

tales

(24) a + 2 arcsen

NE

R—-1
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Entonces, gracias al teorema 4.1, podemos deducir que el conjunto de puntos z € S,
tales que 6y, < a, estd contenido en la unién de 2(d — 1) arcos, cada uno de estos
arcos tiene angulo menor que 7w/2d. Por lo tanto, ningin par de puntos del conjunto
{Rexp(2mj\/—1/4d) : j =0,1,...,4d — 1}, estdn contenidos en ninguno de estos 2(d — 1)

arcos. Asi que, al menos la mitad de estos puntos tienen el nimero 0y, > a.

25

Consideremos las siguientes cantidades, M = —=—-—
’ 25+sen Oy .

y k el menor entero, tal que,

sen a

2 1
(25) kZ(l—l— > )(dlnR—l—lngle).
Ahora consideremos el siguiente,

ALGORITMO DE SHUB-SMALE 5.1. Entrada (g, f), en donde f(z) = 2% + ag_12471 +
oo tag ya)| < 1.

1. Sea k un entero que satisfaga la desigualdad 25.

2. Sea j € {0,1,...,4d — 1} tal que no se haya escogido antes.

3. Sea 2y = ReP™V=D/Ad 4 consideremos los siguientes mimeros z; = Ny, (;_1),
parai=1,2,...,k, (en donde Ny, estd definido como en la ecuacion 16).

4. Si|f(zk)| < €, entonces dar como salida zy, si este no es el caso volver al paso 2.

Observemos que por el corolario 2.5 y por el teorema 4.1, el algoritmo 5.1 efectia
a lo mas 4d iteraciones del ciclo principal, i.e. del paso 2 al 4, por otro lado el paso 3,
efectiia exactamente k iteraciones del endomorfismo de Newton. Reuniendo estos resulta-

dos obtenemos el siguiente,

TEOREMA 5.2. El algoritmo de Shub-Smale, da como resultado una raiz aproximada
de f efectuando a lo mds 4kd evaluaciones del endomorfismo de Newton, en donde k

satisface la desiqualdad 25.

Tomando en la ecuacién 24, a = 0,628 < 7/5 y R = 12,745 (con lo cual tenemos
que 2arcsenl/(R — 1) < m/20), obtenemos que basta escoger el menor entero k mayor
o igual a 43,56(2,55d — Ine 4+ 1). A partir de estas estimaciones podemos obtener una
cota superior para el numero total de iteraciones llevadas acabo por el algoritmo de
Shub-Smale. Notemos que en cada evaluacién del endomorfismo de Newton, el niimero de
operaciones aritméticas es menor que 3d y por lo tanto podemos obtener un analisis de
la complejidad del algoritmo de Shub-Smale. Obtenemos que el nimero de operaciones
aritméticas llevadas acabo por este algoritmo, escogiendo a y R como al principio del
parrafo, esta acotada por,

514d*(2,55d — Ine + 1)
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y por lo tanto es O(d*(d —Ine + 1).
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