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Introducción.

Por los años 300 a.C. el matemático griego Euclides de Megara, tuvo la gran idea de

basar la geometŕıa en postulados sobre los cuales descanzan todos los teoremas que en

ella son válidos. De manera que según Euclides, estudiar alguna geometŕıa se limita a

encontrar relaciones entre los postulados que la determinan. Esta idea se mantuvo como

la única forma de hacer geometŕıa hasta mediados del siglo XIX. Periodo en el cual el

matemático alemán Felix Klein presentó una forma diferente de clasificar la geometŕıa.

Klein observo que si una geometŕıa puede ser modelada en un espacio X, entonces el

conjunto de los homeomorfismos deX que dejan invariantes los postulados que determinan

a dicha geometŕıa, forma un grupo con la composición de funciones. De manera que él

estableció la idea de caracterizar a toda geometŕıa A con una pareja (GA, X), donde X es

un espacio modelo para A y GA es el grupo que actúa en X por medio de homeomorfismos

que caracterizan a dicha geometŕıa (i.e. los postulados establecidos para A son invariantes

bajo la acción de GA). Esta inovadora forma de clasificar la geometŕıa, fue iniciada por

Felix Klein en el año de 1872 y es conocida como el programa Erlangen.

Entonces según el programa Erlangen, la geometŕıa euclideana se puede caracterizar

por la pareja (I(R2),R2). Donde I(R2) es el grupo de isometŕıas del plano, i.e. el grupo

I(R2) actúa en R2 por medio de homeomorfismos que preservan distancia1. Esto impĺıca

que los teoremas de la geometŕıa euclideana también serán invariantes bajo la acción

del grupo I(R2). El progrma Erlangen tiene ventajas sobre la forma de ver la geometŕıa

propuesta por Euclides, algunas de ellas son:

• Si analizamos la acción de un grupo G en el espacio X, notaremos que existen objetos

matemáticos que se mantienen invariantes. Entonces el programa Erlangen muestra de

forma expĺıcita que cada lenguaje geométrico tiene sus propios conceptos bien definidos,

ya que estos se pueden ver como los invariantes en X bajo la acción de G y podemos

1De manera que también se preservan los ángulos, las rectas, ćırculos, etc.
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2 INTRODUCCIÓN.

considerar a toda pareja (G,X) como una geometŕıa modelada en el espacio X. Además

el programa Erlangen ayuda a “crear” nuevas geométrias, pues por ejemplo la topoloǵıa

del plano (caracterizada por el par (H(R2),R2), con H(R2) el grupo de homeomorfismos)

es considerada como una geometŕıa.

• El programa Erlangen permite dar un orden parcial a las geometŕıas modeladas sobre

algún espacio X, este será el determinado por los grupos que actúan por homeomorfismos

en X (i.e. dos geometŕıas (GA, X) y (GB, X) son comparables si y sólo si GA ≤ GB

ó GB ≤ GA). Por lo tanto si tenemos dos grupos G y G′ que actúan por homeomorfismos

en X y tales que G < G′, decimos que la geometŕıa (G′, X) es más general que la (G,X)

por el hecho de que toda transformación de G pertenece a G′, esto claramente impĺıca

que (G′, X) tiene menos invariantes que (G,X). Por ejemplo en R2, la geometria af́ın

que está determinada por el grupo A(R2) constituido por traslaciones compuestas con

transformaciones lineales invertibles es más general que la euclideana, pues claramente

I(R2) < A(R2), de este hecho claramente se sigue que todo invariante de la geomeŕıa af́ın

es un invariante de la geometŕıa euclideana. En este caso el reciproco no es cierto, para

ilustrar esto sólo debemos notar que la transformación

A =

(

0 1
2 3

)

es af́ın (i.e. A ∈ (R2)) y actúa en R2 sin preservar distancias.

De forma que por medio de los grupos que actúan en X por homeomorfismos, podemos

otorgar un orden parcial al conjunto de geometŕıas modeladas sobre el espacio X. A

continuación se muestra una lámina con el orden parcial en los grupos que actúan sobre

R2 y que serán de nuestro interés en el desarrollo de la tesis.

Por lo tanto según el programa Erlangen, (H(R2),R2) (la topoloǵıa de R2) es la ge-

ometŕıa modelada en R2 más general que hay. Esto sucede en todo espacio topológico X,

pues pedimos que los grupos actuen por homeomorfismos.

• Una ventaja más del programa Erlangen, es que este propone a la teoŕıa de grupos

como una idea algebraica de organizar el conocimienteo geométrico. Es decir, todo teorema

geométrico es invariante bajo la acción de algún grupo, para convencernos de esto sólo

basta identificar los objetos matemáticos utilizados en la demostración de este teorema y
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considerar el grupo que los deja invariantes. Esta afirmación muestra que la acción de un

grupo lleva de manera intŕınseca teoremas geométricos.

En la actualidad el programa Erlangen juega un papel importante en el estudio de

variedades, ya que en el siglo XX surgió la idea de otorgarles estructuras geométricas.

Si a una variedad M podemos otorgarle un atlas con cartas modeladas en el espacio X,

tales que los cambios de coordenadas pertenezcan a un grupo G que actúe por medio

de homeomorfismos en X, decimos que M tiene una estructura geométrica determinada

por el par (G,X). Una variedad de este tipo será llamada (G,X)-variedad2. Si M es una

(G,X)-variedad, entonces los objetos matemáticos en X que son invariantes bajo la acción

de G, determinan conceptos que localmente están bien definidos en M ya que los cambios

de coordenadas los preservan. Esto no sucede con los objetos que no son invariantes bajo

la acción de G, por ejemplo; Sea M una variedad con un atlas donde los cambios de

coordenadas pertenecen a un grupo que actúa en R2 sin preservar ángulos, entonces la

medida de un ángulo realizada en alguna de las cartas del atlas, generalmente cambia

cuando medimos desde otra carta, pues el cambio de coordenadas no preserva ángulos.

Por lo tanto el ángulo depende de la carta sobre la que se esta midiendo.

Dada una variedad M . No siempre es posible otorgarle una cierta estructura geométri-

ca, uno de los objetivos de esta tesis es ilustrar el tipo de información que otorga la es-

tructura geométrica. Para esto, en el caṕıtulo 1 se define (G,X)-variedad y se muestran

algunos ejemplos que ayudan a la comprensión de las definiciones otorgadas. En el caṕıtu-

lo 2 se trata el siguiente problema: puesto que toda variedad es de la forma M = M̃/π1(M),

entender bajo que condiciones el grupo fundamental se puede representar en G para re-

alizar M en la forma X/Γ con Γ < G. En el caṕıtulo 3 se muestran algunos resultados

sobre uniformización de superficies con estructura proyectiva compleja. Y en el apéndice

se dan las condiciones necesarias para garantizar que el cociente de una variedad por la

acción de un grupo sea una variedad.

Quiero disculparme con el lector, ya que en el desarrollo de la tesis usaré sin de-

mostrar el teorema de clasificación topológica de superficies, el teorema de uniformiza-ción

de superficies de Riemann y la teoŕıa de espacios cubrientes. Estos resultados son más

clásicos que los temas tratados en la tesis y están muy bien explicados en las referencias

([2], [8]),[17] y [21] respectivamente.

2En la sección 1.1 de la tesis se muestra la definición formal.
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Espero que al ver el t́ıtulo y el desarrollo de la tesis el lector se pregunte:

¿Es útil otorgarle una estructura geométrica a una variedad?

La respuesta es que Śı. Pues una estructura geométrica en una variedad M , ayuda

a entender a M . Por otro lado el hecho de que a M podamos otorgarle una estructura

geométrica puede ayudar a resolver varios tipos de problemas matemáticos, no solo ge-

ométricos. Dos ejemplos de la aplicación de la teoŕıa de estructuras geométricas para

resolver problemas se enuncian a continuación. Aqúı no demostraremos estos resultados

ya que no es el objetivo y además son muy complicados (de hecho no entiendo las de-

mostraciones de ellos).

1.- El último teorema de Fermat:

Teorema 0.1. No existen soluciones enteras para la ecuación:

an + bn = cn

con n ∈ N y tal que n ≥ 3.

En 1984 Gerhard Frey entendió que dar respuesta afirmativa al problema de Fermat,

es equivalente a que la superficie definida por los pares (x, y) ∈ C2 que son solución de

la ecuación y2 = x(x − an)(x + bn), no pueda admitir una estructura geométrica muy

particular [3]. La conjetura de Shimura-Taniyama-Weil afirma que toda curva algebraica

definida por y2 = x(x − q2)(x+ q1) con qi ∈ Q, tiene que admitir este tipo de estructura

geométrica. De forma que Gerhard Frey demostró que el último teorema de Fermat es un

caso particular de la conjetura de Shimura-Taniyama-Weil.

A finales del siglo pasado Andrew Wiles en colaboración con Richard Taylor de-

mostró la conjetura de Shimura-Taniyama-Weil para algunos casos especiales, con los

cuales fue suficiente para dar respuesta afirmativa al último teorema de Fermat que teńıa

más de tres siglos como problema abierto.

En este ejemplo, con ayuda de una estructura geométrica se solucionó un problema

muy interesante de teoŕıa de números. Otro ejemplo es la solución de:

2.- La conjetura de Poincaré:
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Teorema 0.2. Si una 3-variedad compacta tiene grupo fundamental trivial, entonces

esta tiene que ser homeomorfa a la esfera tridimensional.

Este famoso problema de topoloǵıa en dimensión 3 propuesto por Henri Poincaré en

1904, fue demostrado por Grigori Perelman a principios de siglo. La estrategia seguida

por Perelman fue demostrar la conjetura de geometrización de 3-variedades de Thurston

la cual implica la conjetura de Poincaré [12].

La conjetura de geometrización de Thurston que se dio a conocer a finales de los 70s,

dice:

Teorema 0.3. El interior de toda 3-variedad compacta tiene una descomposición

canónica en piezas que tienen una de 8 estructuras geométricas.

En este ejemplo demostrando que “todas las piezas canónicas” (lo que sea que esto

quiere decir) admiten alguna de estas 8 estructuras geométricas descritas por Thurston

[12], [20], se solicionó un muy famoso problema de topoloǵıa.
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CAṔıTULO 1

Estructuras geométricas en superficies.

En este caṕıtulo se otorgará la definición de estructura geométrica en una variedad, este

es el tema central de la tesis. También se encuentra una tabla donde se muestra la relación

que existe entre algunas de las estructuras geométricas más comunes en superficies, al

final del caṕıtulo se muestran algunos ejemplos de (G,X)-superficies a los cuales nos

referimos constantemente sólo mencionando el número de ejemplo. La primera sección

de este caṕıtulo es tratada en el texto de William Thurston [19], de manera que este se

recomienda al lector como referencia.

1. Definición de (G,X)-variedad.

Recordemos que una variedad M de dimensión n, es un espacio topológico Hausdorff

que localmente se parece a Rn. Más precisamente, existe {Ui}i∈I cubierta abierta de

M tal que para cada Ui hay un homeomorfismo φi : Ui → (Vi ⊂ Rn). Al conjunto de

pares {(Ui, φi)}i∈I le llamamos atlas sobre la variedad M . Para otorgarle una estructura

geométrica a la variedad M , se pide que los cambios de coordenadas φij (ver dibujo 2)

pertenezcan a un seudogrupo G de homeomorfismos entre abiertos de Rn (definición 1).

Una G-estructura sobre M es un atlas donde los cambios de coordenadas pertenecen al

seudogrupo G, decimos dos G-estructuras son equivalentes si su unión también es una

G-estructura (esto define una relación de equivalencia entre G-estructuras, ver página

11). Llamamos G-variedad a una variedad M junto con una G-estructura (con su clase

de equivalencia). Notar que esta definición sólo nos permite modelar G-variedades sobre

Rn, para poder modelar variedades sobre cualquier variedad1, otorgaremos la definición

de (G,X)-variedad. Pero antes necesitamos definir un seudogrupo sobre la variedad X.

Definición 1. Un seudogrupo sobre la variedad X, es un subconjunto G de home-

omorfismos entre abiertos de X que cumplen las siguientes propiedades:

1En la página 12 mencionamos por qué esto es útil.
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10 1. ESTRUCTURAS GEOMÉTRICAS EN SUPERFICIES.

1) Si φ ∈ G y U ⊂ X es un abierto contenido en el dominio de φ, entonces la

restricción también es un elemento de G (φ |U∈ G).

2) Si φ, ψ ∈ G y existe composición (es decir, Im(ψ) ∩ Dom(φ) 6= ∅), entonces

φ ◦ ψ ∈ G.

3) Si φ ∈ G entonces φ−1 ∈ G.

4) Si U =
⋃

α Uα es un abierto de X, y φ es un homeomorfismo del abierto U sobre

el abierto V tal que la restricción de φ a cada uno de los Uα pertenece a G,

entonces φ pertenece a G.

Tal vez le parezca al lector que la condición 4 es muy artificial, pero esta es necesaria

para poder considerar la acción de manera local, pues el abierto U no tiene por qué ser

conexo. Ver página 11 y ejemplo 3 de la siguiente sección.

Algunos ejemplos de seudogrupos son:

• H(Rn) el seudogrupo de todos los homeomorfismos entre abiertos de Rn.

•Dif(Rn) el seudogrupo de difeomorfismos entre abiertos de Rn. ObviamenteDif(Rn) ⊂

H(Rn) (todo difeomorfismo es homeomorfismo).

• Hol(C) el seudogrupo de biholomorfismos entre abiertos de C.

• Iso(Rn) el seudogrupo de isometŕıas locales en el espacio euclideano Rn. Resulta que

toda isometŕıa local (en un conexo) es restricción de una isometŕıa global, pero no todos

los elementos de Iso(Rn) son restricciones de una isometŕıa, ver ejemplo en la página 11.

Espero que estos ejemplos provoquen en el lector la siguiente pregunta.

Observación 1.1. ¿Será que si tenemos un grupo G′ que actúa sobre la variedad X

por medio de homeomorfismos globales, entonces existe un seudogrupo G mı́nimo que lo

contiene?

La respuesta es que śı, llamaremos a G el seudogrupo generado por G′.

Demostración. Sea G′ un grupo que actúa por homeomorfismos globales en la var-

iedad X. Sea A la familia de seudogrupos A que contienen a G′. Obviamente A 6= ∅ pues

G′ ⊂ H(X). Definimos G =
⋂

A
A y demostraremos que G es el seudogrupo mı́nimo men-

cionado. Es claro que si g ∈ G entonces para todo U ⊂ Dom(g) tenemos que g|U ∈ G, ya
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que g ∈ A para todo seudogrupo A ∈ A, por lo tanto también para todo A ∈ A tenemos

que g|U ∈ A. De forma análoga (utilizando que todos los elementos de A son seudogrupos)

se demuestran las propiedades restantes. �

De acuerdo con esta observación mencionamos algunos ejemplos más de seudogrupos:

• Aut(∆) el seudogrupo generado por el grupo de los biholomorfismos del disco unitario

∆ = {z ∈ C | |z| < 1} (ver difinición en el ejemplo 4).

• Af(R2) el seudogrupo generado por el grupo de transformaciones afines (definido en

la introducción).

Sea M una variedad. A una cubierta abierta {Ui}i∈I de M donde para cada Ui ⊂ M

existe un homeomorfismo φi : Ui → Vi ⊂ X, le llamamos atlas modelado en X ó X-atlas de

M , ya que los Vi son abiertos de X y no de Rn. Si G es un seudogrupo de homeomorfismos

entre abiertos de X, entonces decimos que un X-atlas donde los cambios de coordenadas:

φij = φi ◦ φ
−1
j : φj(Ui ∩ Uj) → φi(Ui ∩ Uj)

pertenecen al seudogrupoG, forma una (G,X)-estructura sobreM . A una (G,X)-estructura

también la llamaremos estructura geométrica determinada por el seudogrupo G.

Decimos que dos (G,X)-estructuras son equivalentes si su unión es una (G,X)-estructura.

Esta relación es de equivalencia entre el conjunto de (G,X)-estructuras sobre la variedad

M .

En efecto, sean A, B y C (G,X)-estructuras diferentes sobre la variedad M . Entonces

es muy claro que A ∪ A también lo es y que si A ∪ B es (G,X)-estructura también lo

es B ∪ A. Sólo falta demostrar la transitividad: es decir, si A ∪ B y B ∪ C son (G,X)-

estructuras también lo es A∪C. Consideremos A∪B ∪C. Entonces para todo (U, a) ∈ A

y (W, c) ∈ C tales que U ∩W 6= ∅ existe un (o tal vez varios, pero no importa) (V, b) ∈ B,

tal que a ◦ b−1 ◦ b ◦ c−1 ∈ G por lo tanto a ◦ c−1 ∈ G.

Ahora śı estamos listos para la definición de (G,X)-variedad.

Definición 2. Le llamaremos (G,X)-variedad a una variedad M junto con una

clase de equivalencia de (G,X)-estructuras.
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⋆ Ejemplo: Este ejemplo no es interesante pero puede ser ilustrativo: El ćırculo S1

admite (Iso(R),R)-estructura, esta será otorgada de la siguiente forma:

Sea S = [0, 2π]/∼ donde 0 ∼ 2π, y sea p : [0, 2π] → S la proyección de paso al

cociente, notar que a excepción del 0 y 2π toda clase de equivalencia en S tiene un

solo representante. Sea U0 = p(0, 2π) y U1 = p[0, π) ∪ p(π, 2π] cubierta de S formada con

abiertos conexos, ver dibujo 3. Sobre esta cubierta de S definimos las funciones φi : Ui → R

que otorgarán a S una Iso(R)-estructura, las φi son tales que:

φ0(p(x)) = x y φ1(p(x)) =

{

x+ 4π x ∈ [0, π)
x+ 2π x ∈ (π, 2π]

Para verificar que (U0, φ0) y (U1, φ1) en realidad determinan una Iso(R)-estructura en

S, debemos observar que los φi son homeomorfismos y después necesitamos verificar que

los cambios de coordenadas pertenecen al seudogrupo Iso(R). Esto es muy claro pues el

cambio de coordenadas (sólo consideramos φ10, ya que φ01 es su inverso):

φ10(x) =

{

x+ 4π x ∈ (0, π)

x+ 2π x ∈ (π, 2π)

es una isometŕıa de R en cada componente conexa de U0 ∩ U1. Notar que φ10 no es la

restricción de una isometŕıa global de R, aunque en cada componente conexa śı lo es. Esto

muestra la necesidad de la condición 4 en la definición de seudogrupo, ya que cambios de

coordenadas como φ10 śı serán permitidos en las (G,X)-estructuras.

Si analizamos la definición de (G,X)-variedad, nos damos cuenta que si una variedad

M está modelada en X automáticamente está modelada en Rn, pues tomando la composi-

ción de una carta de M con una de X, obtenemos una carta de M modelada sobre Rn. La

ventaja de tener una (G,X)-estructura en M , es que con ella podemos ver ciertas cosas

que en el espacio euclideano no. Por ejemplo si tenemos una variedad modelada sobre la

esfera de Riemann (Σ = C ∪ {∞}) entonces podremos tratar al infinito como cualquier

otro punto, no hay que hacer aparte los casos especiales donde el denominador de una

transfomación de Möbius se anula2. También se puede hablar de ćırculos en general y no

tratar aparte los casos de ćırculos y de ĺıneas rectas en C (recuerdese que una recta en C

es un ćırculos máximo en Σ).

2Como haremos más adelante.
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Una pregunta que nace de forma natural es ¿por qué es útil otorgarle una (G,X)-

estructura a una variedadM? Como se mencionó en la introducción, una (G,X)-estructura

da información de la variedad. Ya que si M admite una estructura geométrica, esta im-

pone restricciones topológicas sobre M . En el resto del caṕıtulo trataremos de aclarar esta

observación. Aprovecho para mencionar al lector que aunque la teoŕıa general de la tesis es

válida en (G,X)-variedades de cualquier dimensión, aqúı nos centraremos principalmente

en (G,X)-variedades de dimensión 2 (es decir, la variedad modelo X es bidimensional),

ya que en dimensión 2 es más fácil visualizar las cosas.

Existen algunos grupos importantes G, para los cuales las (G,X)-variedades reciben

nombres especiales. Estos grupos especiales actúan en la variedad X de tal manera que

se tienen algunos conceptos geométricos bien definidos en la (G,X)-variedad M . A con-

tinuación se da una lista de algunas estructuras geométricas importantes. En ella se da la

descripción del seudogrupo G, el nombre que reciben estas superficies, algunos conceptos

geométricos bien definidos en ellas y la manera en que la estructura geométrica impone

restricciones topológicas sobre la superficie.

(H(R2),R2) .- Se les llama superficies topológicas o simplemente superficies. Entre los concep-

tos bien definidos en estas superficies se encuentran las funciones que no rompen

la superficie (continuas), conjunto conexo, puntos muy cercanos (cerradura), de-

formaciones (homotoṕıa).

(Dif(R2),R2) .- Se les conoce como superficies diferenciables. Esta estructura no impone más

restricciones topologicas a una superficie, en ellas podemos hablar de aproxima-

ciones lineales de funciones, de planos tangentes, de velocidad de una curva, etc.

(Orien(R2),R2) .- Donde Orien(R2) es el seudogrupo de difeomorfismos que preservan la ori-

entación. A estas superficies se les nombra superficies orientables. En ellas los

cambios de coordenadas satisfacen |Dφij(z0)| > 0 (determinante de la matriz

diferencial de φij evaluado en el punto z0) para todo z0 ∈ φj(Ui ∩ Uj), esto nos

permite definir bien los lados izquierdo y derecho cuando uno camina sobre M .

La banda de Möbius no puede tener esta estructura, ver ejemplo 2.
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* De aqúı en adelante hasta el final de la tesis, todas las superficies que

consideremos serán orientables. Algunas veces la orientabilidad viene de manera

intŕınseca con la acción del seudogrupo. Otras veces tomaremos el seudogrupo de

manera que preserve la orientación.

(Hol(Σ),Σ) .- Se les conoce como superficies de Riemann ó superficies conformes. Entre los

conceptos bien definidos en ellas están los ángulos, las funciones que preservan

ángulos (funciones holomorfas). Sólo superficies segundo numerables pueden tener

esta estructura (ver ejemplo 5), de forma que toda superficie compacta es de

Riemann, ver ejemplo 6.

(Af(R2),R2) .- Se les conoce como superficies afines reales. Entre los conceptos bien definidos

en ellas se encuentran la ĺınea recta, ĺıneas paralelas y la razón en que un punto

p divide a un segmento. Un teorema de John Milnor [13], afirma que el toro es la

única superficie compacta con esta estructura. De ahora en adelante denotaremos

al toro por T2.

(M(Σ),Σ) .- Estas superficies reciben el nombre de proyectivas complejas, M(Σ) es el seu-

dogrupo generado por el grupo de transformaciones de Möbius PSL(2,C). En

ellas estan bien definidos los conceptos de ángulo, ćırculo, la razón cruzada de 4

puntos, etc. Como se mostrará en él ejemplo 6 de la siguiente sección todas las

superficies compactas admiten esta estructura.

(A(C),C) .- Estas superficies reciben el nombre de afines complejas. A(C) es el seudogrupo

generado por el grupo de transformaciones afines complejas {f(z) = az + b |

a, b ∈ C, a 6= 0}. En ellas estan bien definidos los conceptos de ángulo, ćırculo,

ĺınea recta, etc. En el ejemplo 3 de la siguiente sección se mostrará que T2 es la

única superficie compacta con esta estructura.

(Fol(R2),R2) .- Se les acostrumbra llamar superficies con foliación. Fol(R2) es el seudogrupo

de los difeomorfismos entre abiertos de R2 que preservan factores horizontales (es

decir, difeomorfismos de la forma (x, y) ֌ (f1(x, y), f2(y))). En estas superficies

con foliación tiene sentido hablar de “la dirección horizontal”. La esfera S2 no

puede tener esta estructura [11].
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(Aut(∆),∆) .- A este tipo de superficies se les conoce como hiperbólicas. En ellas están

definidos los ángulos, los ćıculos, la “distancia hiperbólica” pues la acción de

Aut(∆) define una métrica en ∆, ver ejemplo 4. Todas la superficies compactas

de género mayor o igual a dos admiten este tipo de estrucutura, ver ejemplo 4.

(Iso(R2),R2) .- Se les conoce como superficies euclideanas o superficies planas. En ellas pode-

mos hablar de longitudes de segmentos y curvas, ángulos, ćırculos y además existe

una métrica euclideana que se hereda de R2. T2 es la única superficie compacta

(orientable) que admite estructura plana, ver ejemplo 3.

Algunas superficies admiten muchas de las estructuras antes mencionadas; esto es gra-

cias a que si tenemos dos seudogrupos G y G′ tales que G′ < G (decimos que G′ es sub-

seudogrupo de G), entonces toda (G′, X)-variedad es en particular una (G,X)-variedad.

Por ejemplo; el seudogrupo H(R2) contiene propiamente a cualquier otro seudogrupo de

homeomorfismos de R2, de manera que toda (G,R2)-superficie es en particular una su-

perficie topológica. A continuación se muestra una lámina donde se ven las relaciones que

existen entre las superficies con las estructuras antes mencionadas. Las flechas nos indican

cuales estructuras contienen propiamente a otras.

Entre los objetos matemáticos existen funciones compatibles con la estructura que nos

dicen cuando dos objetos son iguales de acuerdo a la estructura utilizada, por ejemplo;

• Las funciones continuas preservan la estructura topológica, decimos que dos espa-

cios topológicos son “iguales” (homeomorfos) si existe una función biyectiva y bicontinua

(continuas ella y su inversa) entre ellos. A estas funciones se llaman homeo-morfismos.

• Los homomorfismos preservan la estructura de grupo y decimos que dos grupos son

“iguales” (isomorfos), si existe un homomorfismo biyectivo (isomorfismo) entre ellos.

Entre (G,X)-variedades también existen funciones compatibles con la (G,X)-estructura

que nos ayudan a compararlas. Estas funciones se nombran (G,X)-morfismos.

Definición 3. Si M y N son dos (G,X)-variedades y f : M → N una función,

decimos que f es un (G,X)-morfismo si para cada par de cartas φi : Ui → X y ψj : Vj → X
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de M y N respectivamente, tales que Ui ∩ f
−1(Vj) 6= ∅, existe gi,j ∈ G, tal que:

f |Ui∩f−1(Vj) = ψ−1
j ◦ gi,j ◦ φi.

A un (G,X)-morfismo biyectivo f le llamamos (G,X)-isomorfismo, es claro que si f es

un (G,X)-isomorfismo entonces también lo es f−1. Decimos que dos (G,X)-variedades

son (G,X)-isomorfas si existe un (G,X)-isomorfismo entre ellas.

2. Ejemplos de (G,X)-superficies.

En esta sección se muestran algunos ejemplos de (G,X)-superficies que ilustran las

definiciones antes mencionadas. Estos ejemplos serán importantes durante el transcurso de

la tesis pues nos ayudaremos de ellos para ilustrar definiciones posteriores, es por ello que

más adelante nos referimos a estos sólo mencionando el número de ejemplo (sin mencionar

caṕıtulo ni sección). Estos ejemplos también muestran como es que una (G,X)-estructura

impone restricciones topologicas a una superficie.

(1) Todo cubriente de una (G,X)-variedad es una (G,X)-variedad.

Sea M una variedad con una (G,X)-estructura. Sea M̄ un espacio cubriente de M con

proyección cubriente π. Definimos una (G,X)-estructura en M̄ de la siguiente manera:

Sea x ∈ M̄ . Sea W ′ vecindad de x tal que π|W ′ es homeomorfismo (existe W ′ pues

π es proyección cubriente). Sea (U, φ) carta local de M tal que π(x) ∈ U . Consideremos

W = W ′ ∩ π−1(U), entonces la función φ ◦ π : W → X claramente es un homeomorfismo.

Por lo tanto definimos a (W,φ ◦ π) como una carta que contiene al punto x, construimos

análogamente cartas para todo punto x ∈ M̄ . Para demostrar que estas cartas determinan

una (G,X)-estructura sobre M̄ , tenemos que verificar que los cambios de coordenadas

están dados por elementos del seudogrupo G. Sean (W1, φ1 ◦ π) y (W2, φ2 ◦ π) dos cartas

sobre M̄ tales que W1 ∩W2 6= ∅, el cambio de coordenadas se ve de la forma:

φ1 ◦ π ◦ (φ2 ◦ π)−1 = φ1 ◦ π ◦ π−1 ◦ φ−1
2 = φ1 ◦ φ

−1
2

por lo tanto esta forma de dar las cartas śı hace de M̄ una (G,X)-variedad.

Como se definió la (G,X)-estructura en M̄ es claro que (G,X)-estructuras equivalentes

en M definen (G,X)-estructuras equivalentes en M̄ . Además si consideramos a M̄ con
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la (G,X)-estructura levantada de M con la ayuda de π, también es claro que π es un

(G,X)-homeomorfismo entre M̄ y M .

* El resto de la tesis, denotaremos con M̄ al cubriente universal de una variedad M ,

la proyección cubriente será π.

(2) La banda de Möbius no es orientable.

Recordemos que la banda de Möbius B se define de la siguiente forma:

B =
I × Io

∼
con (0, y) ∼ (1, 1 − y)

donde I = [0, 1] y Io = (0, 1)3, ver dibujo 4. Sea γ(t) : [0, 1] → B tal que t 7→ (t, 1/2) la

curva que describe el ćırculo central de B, ver el siguiente dibujo:

Supongamos que B es orientable. Entonces γ(t) está cubierta con cartas de la (Orien(R2),R2)-

estructura en B donde los cambios de coordenadas preservan la orientación (i.e. todo φij

satisface que |Dφij| > 0). Como esta estructura nos permite hablar del plano tangente,

acordamos que el lado izquierdo de γ(t) lo determina el vector v, que es ortogonal a

(t, γ′(t)) (vector tangente a γ) y tal que |γ′(t), v| > 0. Como suponemos que B es ori-

entable, la curva γ(t) debeŕıa tener bien definido su lado izquierdo, es decir el vector v

siempre debe apuntar al mismo lado. Pero al dar una vuelta sobre B a lo largo de γ es

claro que v cambia de lado, ver dibujo 4. Por lo tanto B no puede ser orientable.

(3) La única superficie con estructura af́ın compleja.

En este ejemplo demostraremos la siguiente proposición:

Proposición 2.1. Sea M una superficie compacta. Entonces M tiene una (A(C),C)-

estructura si y sólo si M es un toro.

3Se utilizará esta notación el resto de la tesis, además utilizaremos αI = [0, α] y αIo = (0, α) con
α ∈ R.
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Observar que está proposición tiene como corolario que T2 es la única superficie com-

pacta con estructura euclideana. Pues como muestra la lámina, toda estructura euclideana

(orientable) es en particular af́ın compleja ((A(C),C)-estructura).

Antes de comenzar la demostración recordemos que en una (A(C),C)-estructura, los

cambios de coordenadas se ven aśı;

φ(z) = γz + b = |γ|eı arg(γ)z + b con γ, b ∈ C y γ 6= 0.

Demostración. (⇒) La demostración que aqúı se va realizar se puede ver en [4].

Observar que una transformación af́ın compleja es composición de reescalamiento, con

rotación y traslación. Cada una de estas transformaciones por separado manda ćırculos

en ćırculos, rectas en rectas y preserva ángulos, por lo tanto la composición también

preserva estos conceptos. Además, toda (A(C),C)-superficie es orientable, pues si tenemos

f(z) = γz + b ∈ A(C) entonces |Df(z0)| = |γ|2 > 0 para todo z0 ∈ C.

Sea M una (A(C),C)-superficie compacta. Para cada x ∈ M tomamos una bola

abierta (recuerdese que en M podemos hablar de ćırculos) B(x), claramente estas bolas

definen una cubierta abierta de M , de la cual por la compacidad de M podemos extraer

subcubierta finita {B(pj)} donde pj es el centro de cada bola.

Unimos con segmentos de recta (recuerdese que en M estan bién definidos estos seg-

mentos) los puntos pj sin importar que estos segmentos se intersecten entre si. Si consid-

eramos los pj y las intersecciones de los segmentos antes mencionados, como vértices de

la triangulación T que tiene a los segmentos como aristas, tal vez tenemos que agregar

algunas aristas que unan los puntos de intersección de los segmentos, esto no es problema

pues existe un número finito de p′js y por lo tanto un número finito de intersecciones. En

esta triangulación T calculamos la caracteŕıstica de Euler XM = v − a + t, donde v es el

número de vértices, a el número de aristas y t el número de triángulos4. Para calcular XM

en nuestra (A(C),C)-superficie realizamos lo siguiente:

Tenemos que cada triángulo tiene tres aristas, pero cada arista pertenece a dos triángu-

los, de manera que a = 3t/2. Recordemos que la estructura af́ın en la superficie nos permite

medir los ángulos en cada triángulo de la triangulación, por lo tanto la suma de los ángulos

4Sabemos que para cualquier superficie Y , el número XY es un invariante topológico que no depende
de la triangulación definida sobre Y [2].
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para cada triángulo es igual a π, luego la suma de todos los ángulos es πt. Por otro lado,

la suma de todos los ángulos adyacentes a un vértice fijo v es 2π. Por lo tanto πt = 2πv, se

sigue que v = t/2. De manera que la caracteŕıstica de Euler para toda (A(C),C)-superficie

M es igual a: XM = v − a+ t = t/2 − 3t/2 + t = 0.

La igualdad XM = 2 − 2g
M

que relaciona la caracteŕıstica de Euler con el género de

una superficie compacta M (orientable) [2], obtenemos que g = 1 para toda (A(C),C)-

superficie. El teorema de clasificación topológica de las superficies compactas y orientadas,

afirma que toda superficie está completamente determinada por su género [8], de modo

que M es el toro T2, como queŕıamos demostrar.

(⇐) En este caso sólo basta dotar a T2 con una (A(C),C)-estructura.

Consideremos al toro como el siguiente cociente:

T2 =
2I × 2πI

∼
donde (0, t) ∼ (2, t) y (s, 0) ∼ (s, 2π)

con aI y aIo denotamos [0, a] y (0, a) respectivamente. Sea p : (2I × 2πI) → T2 la proyec-

ción de paso al cociente. Los abiertos U1 = p(2Io ×2πI) y U2 = p([0, 1)×2πI)∪p((1, 2]×

2πI) junto con los homeomorfismos:

f1(p(s, t)) = esetı y f2(p(s, t)) =

{

esetı śı s ∈ [0, 1)
es−2etı śı s ∈ (1, 2]

definen las cartas de la (A(C),C)-estructura en T2. Notar que las fi : Ui → C son realidad

homeomorfismos y tienen respectivamente como imagen los anillos complejos A1 = {z ∈

C | 1 < |z| < e2} y A2 = {z ∈ C | 1/e < |z| < e}. El cambio de coordenadas:

f21(re
ıθ) =

{

reıθ si reıθIo × 2πI

e−2reıθ si reıθ ∈ (1, 2) × 2πI

es claramente un elemento de A(C). �

Este ejemplo muestra que la (A(C),C)-estructura es muy fuerte, es decir, exige muchas

restricciones topológicas sobre una superficie. Es por esto que sólo existe una superficie

compacta con estructura af́ın, en este caso la orientabilidad viene de manera intŕınseca

con la acción del grupo (como se mostró antes).
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(4) La superficie de género dos tiene una estructura hiperbólica.

Para otorgarle una (Aut(∆),∆)-estructura a la superficie de género 2, nuestra variedad

modelo será en disco unitario ∆ = {z ∈ C | |z| = 1} ⊂ Σ que claramente tiene como

frontera al ćırculo unitario S1 = ∂∆.

Consideremos las circunferencias Ck con centros en los puntos pk = de2kπı/8 y tales

que:

d =
cot(π/8)

√

cot2(π/8) − 1
, y toda Ck tiene radio r =

1
√

cot2(π/8) − 1
.

Observar que k varia de 1 a 8 pues p9 = p1, además para toda k tenemos que |pk| = d.

De aqúı en adelante cuando k = 8 con k + 1 me refiero a 1. Realizando algunas cuentas

obtenemos que 2r > |pk − pk+1| y |d − r| < 1, de manera que los ćırculos Ck y Ck+1 se

intersectan y cada uno de ellos intersecta a S1, ver dibujo 5.

Llamemos qk al punto Ck ∩Ck+1∩∆, sk, s
′
k a los puntos derecho e izquierdo de Ck ∩S

1

respectivamente y O será el origen. Ver dibujo 5.

Observar que los triángulos Opksk satisfacen el teorema de Pitágoras, luego para toda

k el ćırculo Ck es ortogonal a S1 pues sus radios son ortogonales en el punto sk. Los

arcos µk ⊂ Ck que unen a los puntos qk determinan una especie de “octágono” O, por

construcción los lados de O son iguales (µk = µk + 1). Utilizando la simetŕıa del dibujo y

la ley de senos en los triángulos Oqkpk obtenemos que los ángulos internos del octágono

miden 2π/8, de forma que la suma total de los ángulos interiores a O es 2π. Entonces en

cierto sentido podemos decir que O es un “octágono regular”, pues tiene lados y ángulos

iguales.

* Antes de continuar con la construcción, debemos recordar que toda transformación

de Möbius T preserva ángulos, orientación, manda ćırculos en ćırculos y además preser-

va la razón cruzada de 4 puntos. También sabemos que toda transformación de Möbius

está totalmente determinada por la imagen de tres puntos [7].

Entonces consideremos la única transformación de Möbius que env́ıa los puntos s1, q1 y

q8 en s′3, q2 y q3 respectivamente, llamemos a esta transformación T1. Por las propiedades

antes mencionadas de las transformaciones de Möbius, claramente tenemos que T1(C1) =
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C3, de hecho tenemos que T1(µ1) = µ3; aún más, tenemos que T1(s
′
1) = s3 pues T debe

preservar la razón cruzada R(s1, q1, q8, s
′
1) y s3 es el único punto en C3 que la preserva

(con signo). Como S1 es ortogonal a C1, tenemos que el ćırculo T1(S
1) debe ser ortogonal

a C3 y pasar por los puntos s3 y s′3, por lo que S1 = T1(S
1). Construimos análogamente

las transformaciones T2, T5 y T6 que satisfacen T2(C2) = C4, T5(C5) = C7 y T6(C6) = C8.

Entonces las transformaciones Ti con i ∈ {1, 2, 5, 6} son de Möbius y dejan invariante

a S1, además cada una identifica dos de los arcos µk cambiando la orientación en ellos,

por ejemplo T1 env́ıa el arco q1q8 en el arco q2q3. Observar que toda la frontera de O se

identifica con las transformaciones Ti, por lo tanto si sonsideramos O y realizamos los

pegados determinados por las Ti, el objeto resultante no tendrá frontera. Además este

objeto es homeomorfo a la superficie de género 2, como muestra el siguiente dibujo.

El lector debe observar ahora no empezamos con la variedad y la entendimos propor-

cionando cartas, aqúı procedimos un poco al revés. Primero construimos la región que

necesitabamos para formar la superficie de género 2 para después ver que esta se pega

bien. En este ejemplo no daremos expĺıcitamente las cartas, sólo mencionaremos porque

no existe ninguna obstrucción para otorgarlas. Puntos en el interior de O es claro que

tienen una vecindad que es homeomorfa a ∆, por lo tanto sólo basta ver que puntos en

la forntera de O también poseen una vecindad de este tipo, para hacer esto existen dos

casos.

Caso 1: p ∈ µk pero no es vértice de O. En este caso debemos recordar que él arco

µk se identifica mediante alguna Ti0 con otro (ver dibujo 6), de manera que p tiene un

punto equivalente p′ en otra arista. Por lo tanto una bola Bǫ(p) que no alcance un vértice,

tiene dos comonenetes (una en p y otra en p′) que se identifican con Ti0 de manera que

esta vecindad es homeomorfa a ∆.

Caso 2: El punto p es uno de los vértices. Como se muestra en el dibujo 6, todos los

vértices qk se identifican en p. De forma que toda bola Bǫ(p) tiene “ocho componentes”,

una para cada vértice qk de O. Como se demuestra antes cada componente tiene un

ángulo de 2π/8, de forma que Bǫ(p) śı es una vecindad homeomorfa a ∆, ver dibujo 6.

Esto muestra la importancia de que los ángulos internos de O sumen 2π.

En este ejemplo encontramos una región contenida en el disco unitario ∆, de la cual

identificamos su frontera con transformaciones de Möbius que fijan el ćırculo unitario. Si
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otorgamos las vecindades mencionadas antes, la supericie obtenida al realizar las identi-

ficaciones adquirirá una estructura con cambios de coordenadas dados por las transfor-

maciones utilizadas en el pegado, ya que el interior podemos modelarlo con la identidad

pero vecindades en las aristas (o en el vértice) necesitan de las transformaciones Ti para

identificarse. En variable compleja se demuestra que el grupo de biholomorfismos que fijan

a ∆ es de la forma

M(∆) = {f(z) = eıθ
z − a

1 − āz
| a, z ∈ ∆}.

Las transformaciones Ti que utilizamos en la construcción realizada son de Möbius y fijan

a ∆ (pues fijan su frontera y mandan puntos interiores en puntos interiores), de forma

que en particular estas deben de pertenecer a M(∆) ≃ PSL(2,R), ver [7]. Esto muestra

que la superficie de género dos admite una estructura hiperbólica.

La construcción realizada aqúı, puede generalizarse para otorgar una (Aut(D), D)-

estructura a cualquier superficie con género mayor que 2. Para hacer esto en el caso

g = n, sólo tenemos que encontrar en ∆ un 4n-ágono regular, formado por arcos de

ćırculo que pertenecen a ćırculos ortogonales a S1. Como se mostró en el caso de género 2,

es importante el hecho de que los ángulos internos tengan un valor de 2π/4n para que la

suma total sea 2π, entonces el punto donde se identifiquen los vértices tendrá vecindades

homeomorfas a ∆. Demostraremos que siempre podremos encontrar este 4n-ágono, para

ello debemos notar que 4n-ágonos muy cercanos al origen tienen ángulos internos muy

cercanos a los del 4n-ágono regular euclideano, pues los ćırculos ortogonales a S1 que

pasan cerca del origen son caśı diámetros. El 4n-ágono con los vértices en S1 tiene ángulos

internos de valor 0, ya que los ćırculos son ortogoanles a S1. Entonces variando el 4n-ágono

centrado en el origen hacia el 4n-ágono con vértices en S1, por continuidad debe existir

uno con los ángulos que buscamos.

Esto muestra que cualquier superficie con género mayor o igual a 2, admite una

(Aut(∆),∆)-estructura. Estas superficies se les nombra hiperbólicas debido a que en el

disco unitario ∆ = {z ∈ C | |z| < 1} el grupo M(∆) actúa de forma que deja invariante la

razón cruzada de cuatro puntos R(z1, z2, z3, z4). Además, dados dos puntos z1, z2 ∈ ∆ es

claro que existe un único ćırculo C ortogonar a S1 que pasa por ellos (suponemos z1 6= z2),

de manera que en ∆ podemos definir la siguiente distancia:

d(z1, z2) = log R(z1, z2, z3, z4) donde z1, z2 ∈ ∆ y z3, z4 = C ∩ S1
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Como los cuatro puntos zi pertenecen a L tenemos que R(z1, z2, z3, z4) es real, tomando

los zi en orden ćıclico hacemos que la razón cruzada sea positiva [1]. El disco ∆ con la

distancia d es un modelo de la geometŕıa hiperbólica de dimensión dos, llamado disco

de Poincaré. Por la forma de definir d, claramente el grupo M(∆) actúa por isometŕıas

que preservan la orientación (por ser transformaciones de Möbius) en ∆ con la métrica

mencionada.

Este ejemplo muestra como la mayoŕıa de las superficies compactas y orientables ad-

miten geometŕıa hiperbólica (lo mismo sucede en las no orientables), también en dimensión

3 la geometŕıa hiperbólica es la que predomina [20]. Este procedimiento no se puede hacer

para el toro, pues no existe un cuadrilátero hiperbólico con suma ángulos internos igual a

2π y como vimos antes, en la construcción es crucial el hecho de que los ángulos internos

sumen 2π. La pregunta es: ¿Admitirán S2 y T2 una estructura hiperbólica? La respuesta

es que no, como se mostrará en el caṕıtulo 3. Este ejemplo otra véz muestra como una

estructura geométrica impone restricciones topológicas a una superficie, en este caso la

única restricción es el género.

(5) Una superficie diferenciable que no es segundo numerable.

Muchos autores piden 2do-numerable en la definición de variedad. Aqúı no agreg-

amos esta hipótesis, ya que la tomaremos como una restricción topológica que impone la

(Hol(C),C)-estructura (superficie de Riemann). Esto lo afirma el siguiente teorema:

Teorema de Radó: Toda superficie de Riemann conexa es segundo numerable.

Aqúı no demostraremos este resultado, lectores interesados en la demostración consul-

tar [10]. Aqúı sólo mostramos que existen (Dif(R2),R2)-estructuras en superfices conexas

que no son segundo numerables. El siguiente ejemplo se conoce como la superficie de Prüfer

[10].

Consideremos en C una nueva topoloǵıa τ , tal que en los semiplanos superior H+ =

{z | Im(z) > 0} e inferior H− = {z | Im(z) < 0} los abiertos son de la manera usual (con

bolas), pero un punto p ∈ R tiene abiertos de la forma:

Up = Bp(r) ∪B
′
p(r) donde

{

Bp(r) = {z ∈ H− | |z − p| < r} ∪ (p− r, p+ r)
B′

p(r) = {z ∈ H+ | |z| < r, p− r < cot arg(z) < p+ r}
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Notar que Bp(r) es la mitad de un disco (incluyendo el diámetro (p− r, p+ r)) de radio r

centrado en p. En la parte B′
p(r) se toma la función cot arg(z) para identificar el intervalo

(0, π) (ya que arg(z) ∈ (0, π) para z ∈ H+) con R, de forma que la condición p − r <

cot arg(z) < p + r determina una parte “cónica” en H+, de la cual |z| < r determina el

radio de este “cono”. Por ejemplo una vecindad del punto 1 ∈ C de radio r = 1/2 es de

la forma (ver dibujo 7)

Up = B1(1/2)∪B′
1(1/2) donde

{

B1(1/2) = {z ∈ H− | |z − 1| < 1/2} ∪ (1/2, 3/2)
B′

1(1/2) = {z ∈ H+ | |z| < 1/2, 1/2 < cot arg(z) < 3/2}

Observar que los conos determinados por las vecindades abiertas de puntos en R con

esta nueva topoloǵıa, están basados en el origen. Esto no es indispensable, de hecho podŕıa

haberlos basado en cualquier punto p ∈ R sólo tomando |z − p| < r y cot arg(z − p) en

lugar de |z| < r y cot arg(z). Llamaremos C′
p al espacio topológico (C, τ) con los conos

basados en el punto p ∈ R.

El espacio C′
p es conexo por trayectorias5, pues dados dos puntos x ∈ H+

p y y ∈ H−
p ,

los puedo unir con la trayectoria que une a x y p en la mitad del tiempo y a p con y en la

otra mitad (puntos en algún otro lugar claramente se pueden unir con trayectorias). C ′
p

también es un espacio Hausdorff, pues dados x, y ∈ R los puedo separar con los abiertos:

Ux = Bx(|x− y|/2) ∪B′
x(|x− y|/2) y Vy = By(|x− y|/2) ∪ B′

y(|x− y|/2)

que deacuerdo con los ĺımites son disjuntos (puntos que no están en R es claro que se

pueden separar con abiertos).

Además si consideramos como cartas, las inclusiones H+
p →֒ C y H−

p →֒ C y las

funciones fx : Bx(1) ∪B′
x(1) → C tales que

fx(z) =

{

(Rez, Imz), z ∈ Bx(1)

(cot arg(z − p), |z − p|), z ∈ B′
x(1)

introducen el abierto Ux = Bx(1) ∪ B′
x(1) en C diferenciablemente (de manera real),

pero ya que el cono B′
x(1) tiene como imagen un rectángulo fx(B

′
x(1)) (ver dibujo 8),

la función fx no puede ser holomorfa pues localmente no preserva ángulos. Los cambios

de coordenadas son diferenciables debido a que estos son composiciones de algunas de

5Recuerdese que en variedades son equivalentes conexo y conexo por trayectorias.
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las funciones: inclusión, cot arg(z − p) ó |z − p|, que son difeomorfismos en el dominio

mencionado. Por lo tanto, el espacio C′
p es una (Dif(R2),R2)-superficie6.

Sea X’ =
⋃

x∈R
C′

x la unión de R copias de C′, donde cada copia tiene los conos

basados en un real. Claramente X’ es disconexo, pues cada espacio C′
x es una copia de C′

por separado. Si consideramos el cociente

X = X’/∼ donde H+
x ∼ H+

y para todo x, y ∈ R.

Donde ∼ identifica todos los semiplanos superiores en uno solo al que llamaremos H+. El

espacio X śı es conexo, pues para unir dos puntos z1 ∈ H−
x y z2 ∈ H−

y basta unir a z1 con

x en un tercio del tiempo, después a x con y atravéz de H+ en el segundo tercio y en el

último tercio del tiempo, unimos a y con z2 (con este caso ya es claro cualesquiera otros

dos puntos se pueden unir). El espacio X sigue siendo Hausdorff pues dos puntos x, y los

puedo separar como antes, además si consideramos las cartas antes definidas sobre X este

sigue siendo una superficie diferenciable.

La ganancia de pegar los semiplanos superiores es que ahora el espacio X no es segundo

numerable. Pues la familia:

F = {Br(p)x} tal que Br(p)x ⊂ H−
x , con x ∈ R

está formada por una cantidad no numerable de abiertos disjuntos (ver dibujo 9), de

manera que X no puede tener base numerable. La (Dif(R2),R2)-superficie X es conocida

como la superficie de Prüfer, la cual se trata de ilustrar en el dibujo 9.

(6) Una estructura proyectiva compleja en la superficie de género dos.

Ahora nuestra variedad modelo será la esfera de Riemann Σ = C ∪ {∞} y G será el

grupo de las transformaciones de Möbius PSL(2,C) (grupo de automorfismos de Σ).

En Σ consideremos las bolas {B1,B2,B−1,B−2}, donde B1 es la bola con centro en 3 y

de radio 1, B2 la bola de radio 1/2 con centro en 1 y las bolas B−1 y B−2 son sus análogas

pero centradas en −3 y −1 respectivamente. De manera que el conjunto {B1,B2,B−1,B−2}

está formado por bolas abiertas y ajenas que están centradas en R∪{∞} ⊂ Σ. Llamaremos

L a la región Σ \
⋃

i Bi con i en el conjunto de indices I = {±1,±2} (ver dibujo 10).

6En este caso se definieron las cartas sobre C, pero con x + ıy 7→ (x, y) pasamos fácilemente de C a
R2.
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Las siguientes tranformaciones de Möbius (por lo tanto preservan ángulos, orientación

y mandan ćırculos en ćırculos)

M1(z) =
3z − 8

3 − z
, M2(z) =

4z − 3

4 − 4z
y definimos M−1 = M−1

1 , M−2 = M−1
2

dejan invariante a R∪{∞} por tener coeficientes reales, por lo que además mandan ćırculos

centrados en R ∪ {∞} en ćırculos centrados en R ∪ {∞}. Para entender la acción de las

Mi en Ĉ nos ayudaremos del hecho que las transformaciones de Möbius están totalmente

determinadas por su imagen en tres puntos, aśı que algunas imagenes son:

M1(2) = −2 ∈ ∂B−1 M2(1/2) = −1/2 ∈ ∂B−2

M1(4) = −4 ∈ ∂B−1 M2(3/2) = −3/2 ∈ ∂B−2

M1(0) = −8/3 ∈ B−1 M2(0) = −3/4 ∈ B−2

M1(3) = ∞ ∈ R̂ M2(1) = ∞ ∈ R̂

de esta forma nos damos cuenta que las transformaciones Micon i ∈ I mandan el exterior

de Bi en el interior de B−i e identifican sus fronteras (calramente las M−i actúan al

contrario de las Mi).

Sea Γ el grupo (de Schottky) de transformaciones de la forma M = Mi1 ◦Mi2 ◦ ...◦Mik ,

con k ∈ N ∪ {0} y con il ∈ I tales que −il 6= il+1 (para que sean palabras reducidas). Sea

L∞ =
⋃

M∈ΓM(L). Sea

Bi0i1...ik = Mik ◦Mik−1
◦ ... ◦Mi1(Bi0) con il ∈ I, −il 6= il+1

notar que con el primer ı́ndice Bi0 nos referimos a las bolas iniciales Bi. Ayudándonos con

esta notación, mencionamos algunas propiedades:

1. Es muy claro que Bi0...ik ⊂ B−ik pues la transformación Mik introduce el exterior

de Bik en el interior de B−ik y Bi0...ik−1
* Bik pues la transformación Mik−1

6=

M−ik .

2. Bi0...ik−1i ∩ Bi0...ik−1j = ∅ cuando i 6= j. Ya que Bi0...ik−1i ⊂ B−i y Bi0...ik−1j ⊂ B−j

y como se muestra al principio las Bi son disjuntas.

3. Bi0...ik ⊂ B−i1...ik ya que Mi1(Bi0) ⊂ B−i1 , por lo tanto la bola Mik ◦ ...◦Mi2(B−i1)

contiene a Mik ◦ ... ◦Mi2(Mi1(Bi0)).
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4. Además las bolas Bi0...ik son ajenas para k ∈ N ∪ {0} fijo. Como mencionamos

antes, esto vale para n = 0 (base de indicción). Supongamos que vale para n ≤ k.

Por demostrar para n = k+ 1. Por 2 es cierto para bolas con el último sub́ındice

(ik+1) diferente, para bolas con último sub́ındice igual Bi0...ik−1ikik+1
⊂ B−ik+1

también es cierto pues Mk+1 es una biyección de Σ y por hipótesis de inducción

las Bi0...ik son disjuntas.

Intuitivamente los radios de los ćırculos Bi1...ik tienden a cero, de forma que tienen

un punto como ĺımite, ver [5]. Por las propiedades anteriores, tenemos que Σ \ L∞ esta

fromado por una infinidad de puntos (componentes conexas). Pues cada sucesión de la

forma {ik}
∞
k=0 determina un único punto p ∈ Σ \ L∞, tal que p ∈ Bi para alguna i ∈ I.

Notar que existe una cantidad no numerable de sucesiones {ik}
∞
k=0, pues para cada ı́ndice

ik existen tres posibilidades (excepto para i0 que existen cuatro) de manera que hay

4 × 3ω sucesiones. Además por las cuatro propiedades antes mencionadas, tenemos que

cada ı́ndice en una sucesión (que determina un punto) determina 3 ćırculos posibles por

los que podemos seguir. Además como el radio de los Bij tiende a cero, si tomamos un

punto por 2 tenemos que estas componentes e manera que por la cantidad no numerable

de componentes conexas y por la forma de construir estas componentes, tenemos que el

conjunto C = Ĉ \ L∞ es un Cantor, ver dibujo 11.

La región L es un dominio fundamental para la acción de Γ en Ĉ\L∞. Para convencerse

de esto basta ver que las regiones Mi(L) intersectan a L sólo en su frontera (∂L), esto es

claro pues ∂L = ∪i∂Bi y como se menciono antes cualquier Mi introduce a Ĉ\Bi ⊃ L en la

bola B−i e identifica las fronteras. De forma que en el primer paso L se introduce en alguna

de las Bi, en adelante las transformaciones de L satisfacen las 4 propiedades anteriores,

por lo tanto L en cada “nivel” (número de transformación) se va introduciendo en alguna

de las Bi1i2...ik que antes demostramos que son disjuntas. Por ejemplo la trasformación

M12(L) = M1 ◦M2(L) introduce a L en B−21 = M1(B−2) ⊂ B−1 (ver dibujo 11).

Si identificamos las bolas {B1,B2,B−1,B−2} = ∂L como nos indican las transforma-

ciones M1,M2, al realizar los pegados obtenemos una superficie ser homeomorfa a la

superficie de género 2, en el dibujo 12 se muestra como realizar los pegados. Por lo tanto

se ve que la superficie de género 2 tiene una (M(Ĉ), Ĉ)-estructura. A grupos de transfor-

maciones de Möbius como el considerado en este caso, se les nombra grupos de Schottky,

que son los grupos generados por inversiones en ćırculos que no se intersectan.
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También la construcción realizada en este ejemplo puede generalizarse para otorgarle

una (M(Ĉ), Ĉ)-estructura a cualquier superficie de género mayor que cero. Para hacer

la generalización al caso g = n, podemos tomar las bolas Bi, 1 ≤ i ≤ n con radio 1/2

y centros en los puntos {2, 4, ..., 2n} ⊂ R̂ y sus reflejados respecto del ćırculo máximo

correspondiente al eje imaginario7. Después debemos encontrar las transformaciones de

Möbius que introduscan el exterior de Bi en el interior de B−i (el reflejado de Bi). Y

procedemos de manera análoga al caso de género 2.

De está forma obtenemos como región fundamental

Ĉ \
n

⋃

i=1

(Bi ∪ B−i)

donde se identifican cada par de ćırculos Bi, B−i. El objeto resultante que es la esfera

menos 2n ćırculos identificados por pares, será homeomorfo a la superficie de género n.

Notar que al hacer la generalización el conjunto C sera un conjunto con 2n × (2n − 1)ω

componentes conexas, de modo que en el caso n 6= 1 el conjunto C será de nuevo un

Cantor y para el caso n = 1 C sólo consta de dos puntos.

(7) Si M una (G,X)-variedad, entonces M también es una (G, X̄)-variedad.

Para verificar esto tenemos que otorgarle cartas a M modeladas sobre X̄ con cambios

de coordenadas que pertenezcan a G. Sean π : X̄ → X la proyección cubriente y (U, φ)

carta de M que pertenece a la (G,X)-estructura y tal que m0 ∈ U . Sea V ⊂ X vecindad

de φ(m0) que está cubierta parejamente por π (es decir, π−1(V ) = ∪iBi donde Bi∩Bj = ∅

para i 6= j y para toda i se satisface que π|Bi
es homeomorfismo), claramente V ∩ φ(U)

también está cubierta parejamente por π. De modo que para toda i, las funciones π−1
i ◦

φ : W → Bi son homeomorfismos, donde W = φ−1(V ∩ φ(U)). Definimos a (W,π−1
i ◦ φ)

como una carta alrededor de m0 ∈M y hacemos esto para todo m ∈M . Con esto tenemos

un X̄-atlas definido sobre M , falta ver que los cambios de coordenadas pertenecen a G.

Consideremos dos cartas (W0, π
−1
i ◦ φ0) y (W1, π

−1
j ◦ φ1) que pertenezcan al X̄-atlas

tales que W0 ∩W1 6= ∅, entonces el cambio de coordenadas se ve de la forma:

π−1
i ◦ φ0 ◦ (π−1

j ◦ φ1)
−1 = π−1

i ◦ φ0 ◦ φ
−1
1 ◦ πj .

7Por supuesto que existen varias formas de generalizar, aqúı se muestra esta.
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Observar que estas funciones primero bajan a X, ah́ı hacen el cambio de coordenadas

(donde śı actúa el seudogrupo G) y después suben a X̄ aunque tal vez a distinto nivel.

De manera que los cambios de coordenadas vienen dados en términos del seudogrupo G.





CAṔıTULO 2

Uniformización de estructuras geométricas.

La topoloǵıa afirma que toda (G,X)-variedad M es homeomorfa al cociente M̄/T ,

donde T : M̄ → M̄ es el grupo de transformaciones de cubierta, el cual es isomorfo al

grupo fundamental deM , π1(M). Este cociente es puramente topológico de manera que no

otorga información de la estructura geométrica. Nos gustaŕıa encontrar una representación

análoga para (G,X)-variedades pero con un cociente que śı proporsione información de la

(G,X)-estructura. En este caṕıtulo intentamos encontrar esta representación por medio

de la aplicación desarrolladora y holonomı́a (conceptos que aqúı definimos), los cuales

respectivamente ayudan a identificar a M̄ con X y a π1(M) con algún subgrupo Γ < G

que actúa en X. Este objetivo se logra para (G,X)-variedades completas, i.e. este tipo

de variedades siempre puede verse (es (G,X)-isomorfa) como un cociente de X. Como

referencia para este caṕıtulo se recomienda [1].

1. Aplicación desarrolladora y holonomı́a.

* Los ejemplos 1 y 7 respectivamente muestran que el cubriente universal M̄ de una

(G,X)-variedad es una (G,X)-variedad y que podemos suponer que la variedad modelo

X es simplemente conexa.

En los ejemplos del caṕıtulo 1 también se muestra como una (G,X)-estructura otorga

información de la topoloǵıa en M . Para poder extraer toda esta información quisiéramos

tener una “visión global” de la (G,X)-estructura. Si pudieramos establecer un (G,X)-

isomorfismo entre M y un cociente X/Γ, entonces encontraŕıamos la visión global buscada

ya que por muy complicadas que sean las cartas iniciales, la variedad M se podŕıa ver

como la región fundamental de la acción del grupo Γ en X. Es decir, iniciariamos con un

X-atlas tal vez muy complicado pero lo podriamos cambiar por uno trivial, en el sentido

que caśı es como un abierto de X.

31
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Consideremos a M̄ con la (G,X)-estructura levantada con π, ver ejemplo 1. Las cartas

son funciones de abiertos de M̄ en abiertos de X; la pregunta es, ¿podremos pegarlas para

formar una función global? La respuesta es que śı. Por ejemplo, si tenemos dos cartas de

M̄ , (U0, φ0) y (U1, φ1) tales que U0∩U1 6= ∅, entonces por la definición de (G,X)-estructura

existe g en el seudogrupo tal que la función:

x 7→

{

φ0(x) x ∈ U0

g ◦ φ1(x) x ∈ U1

está bien definida en U0 ∪U1. Se probará que este proceso se puede continuar para obten-

er una función gobal D : M̄ → X como buscamos. Pero antes, tenemos que definir un

procedimiento análogo a la continuación anaĺıtica de una función de variable compleja.

Definición 4. Sea M una (G,X)-variedad. Sean (U0, φ0) carta conexa que pertenece

a la (G,X)-estructura de M y x0 ∈ U0. Sea α : I →M una trayectoria, tal que α(0) = x0.

Entonces decimos que la familia de cartas conexas F = {(Ut, φt) | t ∈ I} es continuación

anaĺıtica de (U0, φ0) si:

1) α(t) ∈ Ut, para todo t ∈ I

2) Para cada t ∈ I existe ǫ > 0 tal que si |t− s| < ǫ entonces φt = φs en Ut ∩ Us.

3) Las cartas (Ut, φt) pertenecen a la (G,X)-estructura de M.

De aqúı en adelante y hasta el final del caṕıtulo, M será una (G,X)-variedad, x0 ∈

U0 ⊂M tal que (U0, φ0) es una carta que pertenece a la (G,X)-estructura. Realizaremos

algunas construcciones pero más adelante se menciona como se modifican estas al cambiar

de carta ó de punto.

* Además G siempre será un seudogrupo que satisface el principio de continuación

anaĺıtica1, i.e. cuando dos cartas (U1, φ1) y (U2, φ2) son tales que U1 ∩ U2 6= ∅ y φ1|W =

φ2|W para algún abierto W contenido en U1 ∩ U2, entonces φ1 = φ2 en U1 ∩ U2.

Algunos ejemplos de G que satisfacen el principio de continuación anaĺıtica son:

•Hol(Σ) •Af(R2)
•M(Σ) •A(C)

1Los elementos de G son funciones anaĺıticas, i.e. admiten expanción en series de Taylor.
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Proposición 1.1. Sea α : I → M trayectoria arbitraria tal que α(0) = x0. Entonces

(U0, φ0) tiene continuación anaĺıtica F = {(Ut, φt)}t∈I a lo largo de α. Además si β es

otra trayectoria tal que β(0) = x0, α(1) = β(1) y estas trayectorias son homotópicas,

entonces la continuación anaĺıtica G = {(Vt, ψt)}t∈I a lo largo de β satisface que φ1 = ψ1

en una vecindad de α(1) = β(1).

Esta proposición nos ayuda a “propagar” una carta respetando la (G,X)-estructura de

M y aprovechando que G satisface el principio de continuación anaĺıtica. Esta proposición

también muestra ¿por qué buscar una función global de M̄ a X y no de M a X? Pues

la topoloǵıa de M es una obstrucción, ya que dados p, q ∈ M en general existen muchas

trayectorias no homotópicas que los unen, por lo que la continuación anaĺıtica de una

carta a lo largo de estas trayectorias puede no coincidir en el punto final. La demostración

de esta proposición es análoga a la del teorema de monodromı́a en variable compleja.

Aqúı solo se muestra como realizar la continuación analit́ıca de la carta (U0, φ0) a lo largo

de la curva α ⊂ M , pues en este caso śı se utiliza la acción del seudogrupo G. El lector

interesado puede revisar [7] para una demostración de que las continuaciones anaĺıticas a

lo largo de trayectorias homotópicas coinciden.

Demostración. Como U0 es abierto, existe δ > 0 tal que α(t) ∈ U0 para t ∈ [0, δ],

si δ = 1 entonces la familia (Ut, φt) = (U0, φ0) para todo t ∈ [0, 1], es continuación

anaĺıtica de la carta (U0, φ0). Si δ < 1 entonces definimos t′1 = ı́nf{t ∈ [0, 1] | α(t) /∈ U0}

y t1 = α(t′1). Si tomamos una carta (Ut1 , ψt1) de la (G,X)-estructura tal que t1 ∈ Ut1 ,

entonces U0 ∩ Ut1 6= ∅ por la continuidad de α, es decir, para ǫ > 0 suficientemente

pequeño tenemos que α(t1 − ǫ, t1) ⊂ Ut1 por lo que debe haber un t ∈ (t1 − ǫ, t1) tal que

α(t) ∈ U0. Como U0 ∩ Ut1 6= ∅ por la definición de seudogrupo tenemos que la función

g = φ0◦ψ
−1
t1 : ψt1(U0∩Ut1) → φ0(U0∩Ut1) ⊂ X es un elemento de G. Al tomar como carta

local de t1 a (Ut1 , φt1) donde φt1 = g ◦ ψt1 : Ut1 → X, es claro que esta carta pertenece a

la (G,X)-estructura además de que φt1 = φ0 en Ut1 ∩ U0. Entonces existe δ1 > 0 tal que

la familia:

{(Ut, φt) | (Ut, φt) = (U0, φ0) si t ∈ [0, t1) y (Ut, φt) = (Ut1 , φt1) si t ∈ [t1, t1 + δ1]}

es continuación anaĺıtica de (U0, φ0) a lo largo de la curva α([0, t1 + δ1]) ⊂ α.

Para demostrar que este proceso se puede continuar a lo largo de todo α, definamos

R = {t ∈ [0, 1] | (U0, φ0) tiene continuación anaĺıtica en [0, t]}, demostraremos que R =



34 2. UNIFORMIZACIÓN DE ESTRUCTURAS GEOMÉTRICAS.

[0, 1]. Supongamos que Rc 6= ∅. Sean t′ = ı́nf{t ∈ [0, 1] | t ∈ Rc} y (Ut′ , φt′) carta de la

(G,X)-estructura en el punto α(t′). Sea t < t′ suficiente cerca de t′ para asegurar que

Ut ∩ Ut′ 6= ∅ (donde (Ut, φt) es carta del punto t /∈ R). Entonces la carta (Ut′ , φt′ ◦ g
′)

donde g′ = φt ◦ φ
−1
t′ , es continuación anaĺıtica de (U0, φ0) hasta el punto t′. Esto es una

contradicción ya que en t′ no podia haber continuación anaĺıtica. Por lo tanto, no existe

ı́nfimo en Rc, esto implica que Rc = ∅. �

1.1. La aplicación desarrolladora: Supongamos que la vecindad U0 es conexa y

está cubierta parejamente por la proyección cubriente π (de no ser aśı, definimos U ′
0 =

U ∩ U0 con U vecindad cubierta parejamente). Sea x̃0 ∈ M̃ un punto tal que π(x̃0) = x0

y Ũ0 ⊆ M̃ la componente conexa de π−1(U0) que contiene a x̃0. Definimos φ̃0 : Ũ0 → X

el levantamiento de φ0, i.e. φ̃0 es la única función tal que φ̃0 = φ0 ◦ π, ver dibujo 13. Sea

D : M̃ → X la función determinada por y 7→ ψ1(y), donde ψ1 es la última función de la

familia {(Ut, ψt)} que es continuación anaĺıtica de (Ũ0, φ̃0) a lo largo de un camino α ⊂ M̃

entre x̃0 y y. La función D está bien definida, pues M̃ es simplemente conexo (todos los

caminos entre x̃0 y y son homotópicos).

Definición 5. A la función D : M̃ → X la llamaremos la aplicación desarrol-

ladora de M .

Notar que de acuerdo a la definición de la aplicación desarrolladora, esta resulta ser

un difeomorfismo local que sale de un espacio simplemente conexo y además respeta la

(G,X)-estructura en M̄ , de forma que su imagen tiene que ser un abierto conexo contenido

en X.

1.2. La holonomı́a:

* Ahora consideraremos a G como un seudogrupo donde las funciones entre conexos

se ven como la restricción de un único difeomorfismo global en X, por ejemplo:

• (Af(R2),R2)

• (M(Ĉ), Ĉ)

• (A(C),C)
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• (Aut(∆),∆)

• (Iso(R2),R2)

Sea α : [0, 1] →M lazo basado en x0. Sea F = {(Ut, φt)} una continuación anaĺıtica de

la carta (U0, φ0) a lo largo de α. Ya que (U0, φ0) y (U1, φ1) son cartas alrededor de x0 que

pertenecen a la (G,X)-estructura en M , por definición de (G,X)-estructura el cambio de

coordenadas φ0◦φ
−1
1 debe ser un elemento del seudogrupo G, que en una vecindad conexa

de x0 se ve como restricción de un homeomorfismo global de X, gα ∈ G.

De acuerdo con esta observación definimos la función H : π1(M,x0) → G tal que

α 7→ gα. Claramente H está bien definida, pues si β es otro lazo bazado en x0 tal que

[β] = [α] ∈ π1(M,x0) y G = {(Ut, ψt)} es la continuación anaĺıtica de (U0, φ0) a lo largo de

β, entonces ψ1 = φ1 en una vecindad de x0 por la proposición anterior. Para cualesquiera

[β], [α] ∈ π1(M,x0) tenemos que H satisface H(β ∗ α) = gβ ◦ gα.

En efecto, sean F = {(Ut, φt)} y G = {(Vt, ψt)} continuaciones anaĺıticas de (U0, φ0)

a lo largo de α y β respectivamente. Sean gα = φ0 ◦ φ
−1
1 , gβ = φ0 ◦ ψ

−1
1 los cambios de

coordenadas (que pertenecen a la (G,X)-estructura). Entonces la familia {(Wt, ρt)}
2
t=0 tal

que

(Wt, ρt) =

{

(Ut, φt) si t ∈ [0, 1]

(g−1
α Vt−1, g

−1
α ψt−1) si t ∈ [1, 2]

es continuación anaĺıtica de (U0, φ0) = (V0, ψ0) a lo largo de β ∗ α (ya que g−1
α V0 =

φ1◦φ
−1
0 U0 = U1 y g−1

α ◦φ0 = φ1◦φ
−1
0 ◦ψ0 = φ1) y φ0◦(g−1

α ◦ψ1)
−1 = φ0◦ψ

−1
1 ◦gα = gβ ◦gα.

De forma que la función H abre el producto de lazos, por lo tanto H es un homomorfismo

de grupos.

Definición 6. El homomorfismo H : π1(M) → G se llama la holonomı́a de M .

Con el homomorfismo de holonomı́a tratamos de encontrar un subgrupo H(π1(M)) de

G que actúe en X, puede ser que H no sea inyectivo. Más adelante veremos el papel que

juegan la holonomı́a y la aplicación desarrolladora en el problema de uniformización de

(G,X)-variedades. Por ahora sólo sabemos que a una (G,X)-estructura podemos asociarle

el par desarrollador (D,H) pero:
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¿Es único el par desarrollador (D,H) para la variedad M?

En la definición del par desarrollador utilizamos tres datos iniciales x0, x̃0 y (U0, φ0),

notar que al fijar x0 y cambiar alguno de los otros dos, tenemos que hacer continuación

anaĺıtica G = {(Vt, ψt)} de una nueva carta (V0, ψ0) = (gU0, gφ0) para construir el nuevo

par desarrollador (D′, H ′). Puesto que (V0, ψ0) = (gU0, g ◦ φ0), entonces {(Vt, ψt)} =

{(gUt, g ◦ φt)} y por lo tanto D′ = gD donde D es la aplicación desarrolladora inicial. Si

la curva α es cerrada y la función desarrolladora inicial determina φ0 ◦φ
−1
1 = gα, entonces

la nueva función desarrolladora determina

ψ0 ◦ ψ
−1
1 = (g ◦ φ0) ◦ (g ◦ φ1)

−1 = g ◦ φ0 ◦ φ
−1
1 ◦ g−1 = g ◦ gα ◦ g−1

luego H ′ = g ◦H ◦ g−1

De esta forma se ve que el par desarrollador (D,H) de una (G,X)-variedad M , puede

ser sustituido por el par desarrollador (gD, gHg−1) con g ∈ G, es decir, el par desarrollador

(D,H) está bien definido salvo por composiciones con elementos de G.

⋆ Ejemplo: El par desarrollador de un toro con estructura af́ın.

∗
1

Observar que la acción del grupo < 2, 2π >= {m2 + n2πı | m.n ∈ Z} (ret́ıcula)

es libre y discontinua en R2
⋍ C, entonces el cociente C/<2,2π> admite estructura de

variedad y (C, p) es el cubriente universal, donde ρ : C → C/<2,2π> es el paso al cociente,

ver apéndice. El cociente C/<2,2π> claramente es homeomorfo a T2 como se definió en el

ejemplo 3.

En el ejemplo 3 se le proporcionó una estructura af́ın compleja a T2 por medio de las

cartas (U1, f1), (U2, f2). Utilizaremos esta (A(C),C)-estructura en T2 para dar un ejemplo

de aplicación desarrolladora y holonomı́a. Recordemos que las cartas tienen como imagen

en C a los anillos

A1 = {z ∈ C | 1 < |z| < e2} y A2 = {z ∈ C | 1/e < |z| < e}

Sea x0 = (1, 0) ∈ T2 y U0 = B1((1, 0)) ⊂ T2 (notar que el abierto U1 ⊂ T2 no

está cubierto parejamente), consideraremos 1 = x̃0 ∈ ρ−1(1, 0) y Ũ0 = B1(1) ⊂ ρ−1(U0).

Entonces para calcular la imagen de algún z ∈ C con la aplicación desarrolladora D,

debemos calcular la continuación anaĺıtica de (Ũ0, f̃1) con f̃1 = f1◦ρ : Ũ0 → C a lo largo de
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un camino α en C que una a 1 con z. Debemos observar que la función f1(z) = ez : U1 → C

es entera (holomorfa en todo C), de manera que la continuación anaĺıtica es trivial (en

todo C, tiene la misma regla de correspondencia). Entonces para todo z ∈ C se cumple

que D(z) coincide con ez, la cual de variable compleja sabemos que es cubierta de C∗.

Para hacer el calculo de la holonomı́a en este caso, debemos recordar de topoloǵıa que

el grupo fundamental de T2 es libre abeliano a dos generadores (i.e. π1(T2) ∼= Z ⊕ Z).

Consideraremos a α = 2I ⊂ T2 (visto como lazo basado en 1 que inicia hacia la derecha

en U1) y β = l(1 + 2πı) + (1 − l) como los dos generadores, ver dibujo 14. Observar

que en A1 coinciden los puntos 1 y 1 + 2πı, de forma que el lazo β tiene como imagen

un ćırculo centrado en el origen y de radio e. Además nunca, cambiamos de carta al

realizar continuación anaĺıtica de (U1, f1) a través de β, por lo que sorprendéntemente

β tiene imagen trivial bajo la holonomı́a, es decir, H(β) = IC∗ (la identidad en C∗).

Para calcular la imagen bajo la holonomı́a del lazo α, debemos observar que la carta

(U2, e
2f2) es continuación anaĺıtica de (U1, f1) a lo largo de α en el punto 2 = 0 ∈ T2

que no pertenece a U1, pues f1(z) = f2(z)/e
2 en la región (1, 2) × 2πI ⊂ U1 ∩ U2 como

se muestra en el ejemplo 3. Notar que aún no llego al punto final de α (1), pero por la

forma de dar las cartas es claro que (U1, e
2f1) va a ser continuación anaĺıtica de (U2, e

2f2)

en el punto final, ver dibujo 14. Como el grupo < α > es libre, basta dar la imagen de

α bajo el homomorfismo H para saber la imagen de cualquier elemento. Por lo tanto,

H(< α >) =< e2 > donde < e2 > representa el subgrupo multiplicativo de C∗ generado

por e2.

De esta forma tenemos que en este caso el par desarrollador (D(z), H(π1(M)) es

(ez, < e2 >). Notar que las cartas Ui se modelaron con la función exponencial, por lo

que uno esperaria que la estructura no fuese af́ın, pero resulta ser que los cambios de

coordenadas śı lo son, por esta y otras razones este ejemplo resulta ser muy interesante.

Más adelante nos referiremos a él solamente como el ejemplo del toro.
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2. Completez y uniformización.

Recordemos que nuestro objetivo es poder ver a una (G,X)-variedad como un cociente

X/Γ. Existe un caso en el cual esto siempre se puede hacer, estas son las (G,X)-variedades

completas.

Definición 7. Una (G,X)-variedad es completa si su aplicación desarrolladora es

una proyección cubriente.

Algunos ejemplos de (G,X)-estructuras completas son:

• S1 con la (Iso(R),R)-estructura otorgada en la sección 1,1

• T2 con la (Iso(R2),R2)-estructura que se muestra en la sección anterior (∗
1
), el

apéndice nos dice que este cociente es una variedad, podemos proceder como en los ejem-

plos 4 y 6 para otorgarle cartas.

• En el siguiente caṕıtulo se mostrara que la (Aut(∆),∆)-estructura otorgada a la

superficie de género dos en el ejemplo 4, es completa.

Como mencionamos antes, las (G,X)-variedades completas se pueden ver como el

cociente de X entre la imagen de la holonomı́a H(π1(M)).

Demostración. En efecto, sea M una (G,X)-variedad completa, entonces (M̄,D) es

espacio cubriente de X. Como X es simplemente conexa, D es un homeomorfismo entre X

y M̄ (pues de topoloǵıa sabemos que existe biyección entre π1(X) y D−1(x), con x ∈ X),

aun más D es un (G,X)-isomorfismo con la (G,X)-estructura en X dada por {(X, IX)}.

La función π ◦D−1 : X → M también es proyección cubriente, pues para todo abierto U

que está cubierto parejamente por π, los abiertos D(Ui) con Ui ⊂ π−1(U) también son

disjuntos y homeomorfos a U . De manera que U también está cubierto parejamente por

π ◦D−1.

Sea α ∈ π1(M) con α 6= 1 (1 ∈ π1(M) es el lazo constante), como D en homeomorfismo

tenemos que D(x̃0) 6= D(x̃1) para cualesquiera x̃0, x̃1 ∈ π−1(x0), por la forma de definir

D se sigue que H es inyectiva. Por lo tanto α se levanta a X como H(φ0 ◦φ
−1
1 ) = gα ∈ G,

esto implica que D respeta órbitas. El grupo H(π1(M)) actúa libremente en X, pues

si gα(x) = x implica que α̃(D−1(x)) = D−1(x) lo que no puede suceder pues α̃ actúa
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libremente en M̃ . La acción también es discontinua ya que para todo compacto K ⊂ M̃

el conjunto {α ∈ π1(M) | α̃(K) ∩ K 6= ∅} es finito, por lo tanto también lo será {gα ∈

H(π1(M)) | gα(D(K)) ∩D(K) 6= ∅} (todo compacto K ⊂ X es de la forma D(K), pues

D−1(K) es compacto). Entonces el cociente X/H(π1(M)) admite estructura de variedad (ver

apéndice). La variedad M = M̃/π1(M) es (G,X)-isomorfa v́ıa la aplicación desarrolladora

a X/H(π1(M)). �

Basándonos en esto, obtenemos un muy interesante ejemplo.

• Toda (Hol(Σ),Σ)-superficie es completa.

Demostración. Sea M una (Hol(Σ),Σ)-superficie entonces por el teorema de uni-

formización de superficies de Riemann [17]:

Teorema de uniformización: Toda superficie de Riemann simplemente conexa es

biholomorfamente equivalente2 a C, Ĉ ó ∆.

Tenemos que M̃ (que también es una (Hol(Ĉ), Ĉ)-superficie) es (Hol(Ĉ), Ĉ)-isomorfa

(biholomorfa) a alguna de las variedades C, Ĉ ó ∆, por lo tanto podemos decir que

toda (Hol(Ĉ), Ĉ)-superficie está cubierta universalmente por C, Ĉ ó ∆. Entonces M tiene

que ser biholomorfa a alguno de los cocientes C/Γ, Ĉ/Γ ó ∆/Γ donde Γ es la imagen de

H , que actúa como grupo de transformaciones de cubierta en C, Ĉ ó ∆. Enotces toda

(Hol(Ĉ), Ĉ)-superficie (en particular las (A(C),C)-superficies y (M(Ĉ), Ĉ)-superficies )

es biholomorfa a una superficie de Riemann completa. �

Llamaremos Q ⊂ X a la imagen de D y Γ ⊂ G a la imagen de H . En este caso

tenemos que la variedad M se puede ver (es (G,X)-isomorfa) como Q/Γ. Existen var-

iedades que śı pueden verse como el cociente Q/Γ, pero la aplicación desarrolladora no es

homeomorfismo.

Definición 8. Decimos que una variedad M es uniformizable si podemos encontrar

Ω ⊆ X y Υ < G tal que M es (G,X)-isomorfa a Ω/Υ [16].

2Estas tres superficies no son equivalentes, ya que Ĉ es compacta y C, ∆ no lo son, además por el
teorema de Liouville no puede existir biholomorfismo entre C y ∆.
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Algunos ejemplos de (G,X)-variedades uniformizables son:

• Toda (G,X)-variedad completa es uniformizable (con Ω = X y Υ ∼= π1(M)).

• T2 con la (A(C),C)-estructura otorgada en la sección anterior.

Como se muestra en el ejemplo del toro, T2 con esta (A(C),C)-estructura es biholo-

morfo bajo ez a (A(C),C)-estructura completa otorgada a T 2 en ∗
1
. Esto nos da un

ejemplo del teorema de uniformización.

• En el siguiente caṕıtulo se mostrará que la superficie de género dos con la (M(Ĉ), Ĉ)-

estructura otorgada en el ejemplo 6, es uniformizable.

• Toda (G,X)-variedad M donde la aplicación desarrolladora no es suprayectiva pero

śı cubriente sobre su imagen es uniformizable.

En efecto, como tenemos que Q está cubierto por (M̃,D), para probar que M ∼= Q/Γ

basta probar que (Q, π ◦D−1) es un espacio cubriente de M . Por lo tanto sea U ⊂M un

abierto que está cubierto parejamente por π. Sean Vi abiertos donde D es homeomorfismo

y tales que Ui ∩ Vi 6= ∅, con Ui componente conexa de π−1(U). Entonces los abiertos

D(Ui∩Vi) son homeomorfos a π(Ui∩Vi), además ImD(Ui∩Vi) se ve como unión disjunta

de abiertos homeomorfos a π(Ui ∩ Vi) (tal vez D(Ui ∩ Vi) = D(Uj ∩ Vj) para i 6= j). De

manera que π(Ui ∩ Vi) ⊂ U está cubierto parejamente por π ◦D−1.

Este ejemplo muestra que los dos ejemplos antriores de (G,X)-superficies uniformiz-

ables, no son completas por que la aplicaciones desarrolladoras no son suprayectivas,

aunque śı son cubierta de su imagen. Pueden existir aplicaciones desarrolladoras que

son suprayectivas (y por definición de D son homeomorfismos locales), pero que no son

proyecciónes cubrientes. Un ejemplo de esto es el siguiente:

* Ejemplo: Concideramos la función f(z) = ez restringida solamente al semiplano

superior, es decir f(z) : C+ → C∗. Es claro que f es homeomorfismo local y suprayectiva

(por ser restricción de la proyección cubriente). Pero no es es proyección cubriente, para ver

esto haremos notar que el punto 1 ∈ C∗ no puede tener una vecindad que este cubierta

parejamente con f . Claramente en toda bola abierta Bǫ(1) que sea vecindad del 1, el

conjunto f−1(Bǫ(1)) tiene una componente conexa C que está muy cercana al 0 (pues 0

debeŕıa estar en f−1(1)), de manera que para ningún ǫ el conjunto f−1(Bǫ(1)) se ve como

la unión disjunta de abiertos homeomorfos a Bǫ(1) (con f como homeomorfismo), pues en
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C no existe un punto que sea imagen inversa del 1. Por lo tanto una variedades que tenga

a una función de este tipo como aplicación desarrolladora no puede ser uniformizable en

particular no es completa.





CAṔıTULO 3

Estructuras proyectivas complejas.

Uno de los resultados más importantes del análisis complejo clásico, es el teorema de

uniformaización de superficies de Riemann [17]. Este resultado de Felix Klein y Henri

Poincaré como antes se mencionó afirma que toda (Hol(Ĉ), Ĉ)-superficie es (Hol(Ĉ), Ĉ)-

isomorfa (biholomorfa) a una (G,X)-superficie completa, donde el par (G,X) es una de

las tres estructuras (SO(3), S2), (Iso(R2),R2) y (Aut(∆),∆) (S2 = Ĉ y R2 = C).

Estas tres estructuras son casos particulares de una más general, la (M(Ĉ), Ĉ)-estructura

(estructura proyectiva compleja). Por lo tanto es natural estudiar (M(Ĉ), Ĉ)-estructuras

uniformizables, pues una teoŕıa de este tipo contiene a la uniformización de Klein y

Poincaré. Por este motivo en este caṕıtulo se menciona cuándo una superficie con es-

tructura proyectiva compleja es uniformizable. Para este caṕıtulo se recomiendan como

referencia [14] y [15].

Sabemos de los ejemplos 3 y 4 que toda superficie compacta admite una (M(Ĉ), Ĉ)-

estructura (es claro Ĉ la admite por ser variedad modelo). Analizaremos como son las

(M(Ĉ), Ĉ)-estructuras uniformizables en cada una de las superficies compactas. Para

esto consideraremos las siguientes 3 posibilidades.

1.- La esfera de Riemann (g = 0).

Este caso es trivial, pues Ĉ es su propia cubierta universal por ser simplemente conexa

(π1(Ĉ) = 1). Claramente toda (M(Ĉ), Ĉ)-estructura en Ĉ tiene holonomı́a trivial, por

lo tanto el cociente Q/Γ siempre es (M(Ĉ), Ĉ)-isomorfo a Q. Entonces la (M(Ĉ), Ĉ)-

estructura es uniformizable si y sólo si D es un (M(Ĉ), Ĉ)-isomorfismo, pues la imagen

de D esta forzada a ser Ĉ. De manera que salvo (M(Ĉ), Ĉ)-isomorfismos sólo existe una

(M(Ĉ), Ĉ)-estructura uniformizable en Ĉ. Esto demuestra que la esfera S2 no admite

estructura af́ın (mucho menos euclideana) y nisiquira hiperbólica.

43
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2.- El toro (g = 1).

Este caso es mucho más interesante ya que π1(T2) ≃ Z2. Una (M(Ĉ), Ĉ)-estructura

uniformizable en T2 satisface que Γ ⊂ PSL(2,C) es abeliano. Nos interesa saber cuales

son las posibilidades para Γ, entonces la pregunta es:

Pregunta 1. ¿Qué tipo de subgrupos abelianos con máximo 2 generadores tiene

PSL(2,C)?

Para dar respuesta a esta pregunta debemos recordar que toda transformación de

Möbius T ∈ PSL(2,C) puede ser representada de manera única salvo signo como una

matriz en SL(2,C), además todo T ∈ SL(2,C) se puede llevar bajo un automorfismo

interno (conjugación) a alguna de las tres formas canónicas:

(1) T =

(

1 0
0 1

)

, (2) T =

(

1 b
0 1

)

, (3) T =

(

a 0
0 1/a

)

donde b 6= 0 y a 6= 0,±1. Ninguna de estas tres matrices son equivalentes bajo automor-

fismos internos de SL(2,C) [7].

Consideremos un par de matrices T ′
1, T

′
2 ∈ PSL(2,C) tales que T ′

1T
′
2 = T ′

2T
′
1, de manera

que el grupo< T ′
1, T

′
2 > es libre abeliano a dos generadores. Si representamos a las matrices

T ′
1 y T ′

2 con T1, T2 ∈ SL(2,C), entonces T1, T2 satisfacen T1T2 = ±T2T1. Conjugamos la

matriz T1 para llevarla a alguna de las 3 formas canónicas antes mencionadas. De forma

que tenemos los siguientes 3 casos a considerar.

i: T1 es la identidad. Entonces la matriz T2 es arbitraria y puede se reducida con

una conjugación a alguna de las formas canónicas mencionadas. Entonces T2 tiene dos

posibilidades ya que no consideraremos el caso T2 = T1 = I
Ĉ

(por ser trivial).

ii: T1 es de la forma (2). Como mencionamos antes la matriz T2 =

(

a b
c d

)

debe

satisfacer:

T1T2 = ±T2T1 ⇒

(

a+ b1c a+ b1d
c d

)

= ±

(

a ab1 + b
c cb1 + d

)
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Cuando consideramos el signo − tenemos que c = 0 y esto implica que a = 0, por lo

tanto |T2| = 0 (el determinante) que no puede ser pues suponemos que T2 ∈ SL(2,C). Si

consideramos el signo + tenemos que d = cb1+d⇒ c = 0 y b+b1d = ab1+b⇒ a = d = ±1

ya que |T2| = 1. Concluimos que T2 debe ser de la forma (2) para que conmute con T1.

iii: T1 es de la forma (3). En este caso las ecuaciones son de la siguiente forma:

(

a/a1 ba1

c/a1 d/a1

)

= ±

(

aa1 b/a1

ca1 d/a1

)

.

Al considerar el signo + tenemos que b = c = 0 (a1 6= ±1) por lo que d = 1/a pues |T2| = 1,

entonces T2 es de la forma (3). Si consideremos el signo − tenemos que a = d = 0, a1 = ±ı

y c = −1/b ya que T2 ∈ SL(2,C). Bajo una conjugación podemos hacer b = 1.

Entonces las condiciones impuestas a las transformaciones Ti para que conmuten son1:

(1) =

{

(I) T1(z) = z T2(z) = z + b
(II) T1(z) = z T2(z) = a2z

(2) = {(I) T1(z) = z + b1 T2(z) = z + b

(3) =

{

(I) T1(z) = a2
1z T2(z) = a2z

(II) T1(z) = −z T2(z) = −1/z

Notar que en el caso (3− II) las trasformaciones Ti obtenidas son de grado 2, es decir

T 2
1 (z) = T 2

2 (z) = z. Este caso claramente no puede suceder (aunque el grupo generado śı es

abeliano) ya que el grupo < T1, T2 > es de orden finito, lo cual contradice el hecho de que

la (M(Ĉ), Ĉ)-estructura es uniformizable (pues T2 no puede ser cociente bajo un grupo

de torsión). Las condiciones 1, 2 y 3 determinan las posibles imagenes de la holonomı́a

en PSL(2,C), además estas condiciones afirman que toda estructura proyectiva compleja

en T2 se puede reducir a una estructura af́ın compleja. Hasta ahorita tenemos que H(Z2)

1Recordemos que la matriz T2 =

(

a b

c d

)

determina la transformación az+b

cz+d



46 3. ESTRUCTURAS PROYECTIVAS COMPLEJAS.

es de la forma 1, 2 ó 3, falta demostrar que grupos de estos definen una (M(Ĉ), Ĉ)-

estructura uniformizable en T2 (es decir, que grupos satisfacen que Q/Γ
∼= M). De la

compacidad de M tenemos que el cociente debe ser compacto, de manera que la región de

discontinuidad Q (el conjunto donde actúan de forma discontinua) de las transformaciones

Ti debe satisfacer que Q<T1,T2> sea compacto (región fundamental compacta en Q).

En el caso (1 − I) es claro que el único punto fijo de Ĉ es el ∞, de manera que basta

entender la región fundamental determinada por T2 en Q = C (pues T1 es la identidad).

Claramente el cociente Q/<T2> donde < T2 >= {Tn(z) | Tn(z) = z + nb, n ∈ Z}, es un

cilindro infinito que se forma al pegar las dos rectas que son perpendiculares a la recta

determinada por b y pasan por 0 y b, ver dibujo 15. Por lo tanto el cociente no puede

ser homeomorfo a T2. El caso (1 − II) tenemos que el número a2 = λ puede tomar

cualquier valor en C∗, claramente los puntos fijos bajo una acción de este tipo son {0,∞}

de manera que la región de discontinuidad también es C∗. Supongamos que |λ| 6= 1,

entonces el cociente Q/<T2> donde < T2 >= {Tn(z) | Tn(z) = λnz, n ∈ Z}, es un toro

formado al pegar los ćırculos S1 ∪ |λ|S1 identificados por la acción de < T2 > en C∗, ver

dibujo 15. El ejemplo del toro en el caṕıtulo anterior es un caso particular de este tipo de

estructuras afines, en este ejemplo del toro tenemos que λ ∈ R, de modo que para pegar

los ćırculos sólo tenemos que dilatar S1. Esto no siempre sucede, para pegar las fonteras

del anillo (S1, |λ|S1) que es región fundamental de < λ > en el caso general (λ ∈ C∗ \S1),

tenemos que hacer primero una rotación de arg(λ) en S1 para después pegarlo con |λ|S1.

El caso |λ| = 1 lo mejor que puede suceder es que el cociente determine una supericie

no compacta. Este caso se trata con detalle en (3 − I).

El caso (2 − I) tenemos por hipótesis que b1 6= 0, podemos suponer que b 6= 0 ya que

si b = 0 regresamos al caso (1− I). Cuando b1 y b son linealmente idependientes sobre R

(es decir b1/b ∈ C \ R), el grupo < T1, T2 >= {T (z) | T (z) = z + nb1 + mb, n,m ∈ Z}

(reticula en C) determina como región fundamental un paralelogramo con lados b1, b,

los cuales se identifican para formar un toro, ver dibujo 16. Esta es la forma usual de

representar un toro complejo [7], ya que esta estructura af́ın es completa pues D : C → C

es homeomorfismo. Ver el ejemplo del toro (∗
1
).

Ahora supongamos que b1/b = r ∈ R, para facilitar las cuentas tomaremos que b1, b ∈

R. Podemos suponer que r no está en Z, ya que si lo estubiera pasaŕıa b1 = rb ⇔ nb1 =

nrb ⇔< b >⊂< b1 > de manera que volvemos al caso (1 − I), entonces b y b1 son
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linealmente independientes sobre Z. Sin pérdida de generalidad supondremos que b1 = 1

por lo tanto b ∈ R\Q. No pueden existir cuatro enterosm,n, p, q ∈ Z distintos entre śı tales

quem+nb = p+qb, ya que de lo contrario tenemos que b = (m−p)/(q−n) lo cual no puede

ser. Por lo tanto el conjunto T = {T ′(z) ∈< T1, T2 >| T
′(z) = nb − [nb] + 2, n,m ∈ Z}2

(combinaciones lineales que caen en el intervalo [2, 3]) tiene una infinidad de elementos,

por la forma de construir T es muy claro que T ⊂ {T ∈< T1, T2 >| T (K)∩K 6= ∅} donde

K = [1, 4] es compacto. De esta manera vemos que la acción del grupo < T1, T2 > en C∗

no es discontinua, por lo que una estructura af́ın de este tipo no podŕıa ser uniformizable

(pues el cociente ni siquiera es variedad, ver apéndice).

En el caso (3 − I) podemos suponer que a1 6= ±1 ó a 6= ±1 pues en caso contario

volvemos al caso (1 − II). Supongamos que |a| 6= 1 y |a1| = 1, se sigue del caso (1 − II)

que el grupo < a > tiene él anillo (S1, |b|S1) como región fundamental. Los números reales

α = arg(a1) y 2π deben ser linealmente dependientes sobre Q, de lo contrario el subgrupo

< a1, 1 > de < a1, a > es de orden infinito y por lo tanto no actúa discontinuamente

en C∗, basta considerar K = [S1, S2] el anillo delimitado por estos ćırculos (pues aunque

rote demasiado nunca voy a obtener algún múltiplo de 2nπ). Si αq/p = 2π con q, p ∈ Z

tenemos que qα = 2pπ por lo que el subgrupo < a1, 1 > es de torsión, i.e. determina

una cuñita R ⊂ C∗ como región fundamental, ver dibujo 17. Para este caso la acción del

grupo < a1, a > tiene como región fundametal la intersección de R con el anillo antes

mencionado, ver dibujo 17. El lector debe convencerse de que esta región se identifica de

manera adecuada para obtener un toro.

Sólo nos falta conciderar los siguientes dos casos.

• Si |a1| = |a| = 1. Por lo mencionado en el párrafo anterior tenemos que los argu-

mentos arg(a1) = α y arg(a) = β tienen que ser linealmente dependientes con 2π sobre

Q, para que la acción sea discontinua. Si αp/q = 2π y βp′/q′ = 2π con 0 6= p, q, p′, q′ ∈ Z,

tenemos que (q′p)α = (p′q)β de manera que la región fundamental de < a1, a > en este

caso debe ser una rebanada R no compacta como la mencionada en el parrafo anterior,

la cual al pegarse se convierte en una trompeta infinita, por lo tanto no compacta.

• Si |a1| 6= 1 6= |a| entonces cada uno de estos números complejos determina como re-

gión fundamental un anillo Aa y Aa1
. Por lo tanto la región fundamental en C∗ determnada

por la acción del grupo< a1, a > es la intersección de los anillos mencionados A = Aa∩Aa1
.

2[a] denota la parte entera de a.
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El anillo A tiene como frontera los ćırculos S1 y dS1 con d = mı́n{|1− |a1||, |1− |a||}, los

cuales se identifican como en el dibujo 15 para formar un toro.

Toda esta discución anterior afirma que cualquier (M(Ĉ), Ĉ)-estructura uniformizable

en T2, puede se considerada como una estructura af́ın donde los generadores α, β tienen

imagen bajo la holonomı́a dada por alguna de las formas:

g = H(α), h = H(β) entonces g, h satisfacen

{

si g(z) = z + c1, entonces h(z) = z + c2 (a)
si g′(w) = d1w, entonces h′(w) = d2w (b)

donde c1, c2 ∈ C son linealmente independientes sobre R, d1d2 6= 0 y |d1| 6= 1 ó |d2| 6= 1.

Llamamos estructuras complejas completas a las del tipo (a) y estructuras de similitudes

complejas puras a las del tipo (b).

Entre estas representaciones de T2 con estructura af́ın podemos encontrar la siguiente

relación. Concideremos en C la proyección cubriente f(z) = ez, para todo 0 6= t ∈ C es

claro que:

etg(z) = et(z+c1) = etc1etz = d′1w = g′(w)

y análogamente para h. Si variamos t ∈ C, tenemos que para un T2 con estructura com-

pleja completa existen tantas estructuras de similitudes complejas puras como números

complejos (asignando t = 0 a la representación g, h).

Esto demuestra que T2 no puede admitir estructura hiperbólica, pues toda (M(Ĉ), Ĉ)-

estructura es una estructura af́ın.

3.- Superficies de género mayor que 1.

En esta sección se mencionan sin demostrar algunos resultados que afirman que una

estructura proyectiva compleja en una superficie de género mayor que uno, es uniformiz-

able si y sólo si D(M̃) 6= Ĉ. Estos resultados ayudaran a dar una comparación entre las

dos (M(Ĉ), Ĉ)-estructuras otorgadas a la superficie de género dos en los ejemplos 4 y 6.

Teorema de Gunning [14]: Sea M una superficie compacta de género mayor que 1 con

estructura proyectiva compleja. Sea D : M̃ → Q ⊂ Ĉ la aplicación desarrolladora de M .
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Entonces D es proyección cubriente si Q es conformemente equivalente al disco unitario

ó Ĉ \Q tiene una infinidad de componentes conexas.

Notar que este resultado afirma que la aplicación desarrolladora es cubierta sobre

su imagen si y sólo si no es suprayectiva, la implicación ⇐ es topológica ya que no

puede ser que Ĉ sea cubierta universal de una superficie de género mayor que 1. Irwin

Kra [9] probó que el hecho de que la aplicación desarrolladora no sea suprayectiva es

equivalente a que la imagen de la holonomı́a actúe de forma discontinua en Q. Estos

dos resultados afirman que toda (M(Ĉ), Ĉ)-superficie de género mayor que 1 donde la

aplicación desarrolladora no es suprayectiva, es uniformizable pues D es cubierta sobre Q

y además Γ < G actúa de forma libre y discontinua en Q.

Notar que toda (Aut(∆),∆)-estructura puede ser considerada como una (M(Ĉ), Ĉ)-

estructura pues los cambios de coordenadas son transformaciones de Möbius que fijan a ∆.

Por lo tanto la aplicación desarrolladora D1 de la (Aut(∆),∆)-estructura en la superficie

de género 2, otorgada en el ejemplo 4 claramente no cubre a todo Ĉ, de hecho la imagen

está contenida en ∆. La aplicación desarrolladoraD2 de la (M(Ĉ), Ĉ)-estructura otorgada

en el ejemplo 6 tampoco cubre a todo Ĉ, como se menciona en el ejemplo 6; el conjunto

C que no se cubre es un conjunto de Cantor, por lo tanto Ĉ \ Q tiene una infinidad

de componenetes conexas. Observar que los resultados antes mencionados afirman que

estas dos estructuras en la superficie de género 2 son uniformizables, más no pueden ser

(M(Ĉ), Ĉ)-isomorfas pues si consideramos grupos Γ4 y Γ6 como subgrupos de PSL(2,R)

actuando en Ĉ observamos que el conjunto de puntos ĺımite es diferente, ya que en el caso

Γ4 es S1 y en Γ6 el conjunto C es un conjunto de Cantor.





APÉNDICE A

¿Cuándo un cociente es variedad?

En este apéndice estudiaremos las propiedades que debe de satisfacer la acción de un

grupo G en X, para que el espacio cociente X/G sea “bonito”, bonito en el sentido que

admite una estructura de variedad. Para este apéndice se recomienda [15] como referencia.

Sea G un grupo que actúa por homeomorfismos en un espacio topológico X, recorde-

mos que el espacio cociente se define como el conjunto de todas las órbitas de los elementos

de X bajo la acción del grupo G, es decir:

X/G = {Gx | x ∈ X}

este cociente siempre es un espacio topológico (sólo pedimos acción efectiva1) con la

topoloǵıa definida de manera que un conjunto U ⊂ X/G es abierto si y sólo si el con-

junto p−1(U) ⊂ X es abierto, i.e. hacemos continua a proyección de paso al cociente p (de

hecho está es la mayor topoloǵıa que la hace continua).

Queremos encontrar la analoǵıa en variedades, es decir, nos gustaŕıa saber como tiene

que ser la acción del grupo G sobre la variedad X para que el cociente admita estructura

de variedad. Para que esto suceda tendremos que agregar ciertas hipótesis sobre la acción

de G. Acontinuación se mencionan algunos tipos de acciones de grupos en conjuntos:

(1) La acción es libre si ningún elemento de X queda fijo bajo la acción de cualquier

elemento de G, distinto de la identidad.

(2) La acción es herrante si todo x ∈ X tiene una vecindad U tal que el conjunto

{g ∈ G | gU ∩ U 6= ∅} es finito.

(3) La acción es discontinua (también llamada acción propiamente discontinua) si

para todo compacto K ⊂ X el conjunto {g ∈ G | gK ∩K 6= ∅} es finito.

1El único elemento que actúa de forma trivial sea el neutro de G
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* Ejemplo: Un ejemplo de una acción libre y herrante en una superficie.

Sea Γ < GL(2,R) el grupo de difeomorfismos que actúa en C∗ = R2\{0} generado por

(x, y) 7→ (2x, y/2) (claramente Γ es isomorfo a Z). No es dif́ıcil notar que la franja dada

por 1 ≤ y < 2 ⊂ R2 sólo tiene un representante de la acción de Γ en H+ (el semiplano

superior), análogamente para H−. Por lo tanto observemos que la acción de Γ tiene como

región fundamental:

W1 ∪W2 = {(x, y) ∈ R2 | 1 ≤ |y| ≤ 2} ∪ {(x, 0) ∈ R2 | 1 ≤ |x| ≤ 2}

pues claramente W2 es una región fundamental de la acción en el eje real, ver dibujo 18.

Notar que en el cociente W = C∗/Γ se identifican las rectas que delimitan las franjas en

W1 y los extremos de los intervalos en W2.

El espacio cociente W es localmente homeomorfo a R2. Esto es muy claro para discos

abiertos contenidos en W1, inclusive para discos centrados en las rectas frontera de W1,

pues en el cociente los abiertos se ven como dos mitades de disco pegandose, ver dibujo 18.

Para convencernos de que es cierto en discos abiertos centrados en algún punto p ∈ W2,

debemos notar que los puntos vecinos de p con coordenada y 6= 0 tienen un representante

en alguna de las franjas de la región W1, ver el siguiente dibujo.

En este ejemplo el espacio cociente W no es Hausdorff, pues no se pueden separar

los puntos de W2 con los de W1y
= {(0, y) ∈ R2 | 1 ≤ |y| ≤ 2}, ya que toda bola Bǫ(p)

vecindad de algún punto p ∈ W1y
tiene representantes tan cercanos como se quiera a

puntos de W2, ver dibujo 18. Por lo tanto el espacio W no puede ser variedad aunque lo

pareciera.

En este caso la acción de Γ en X claramente es libre y herrante (el lector debe con-

vencerse de ello), más no discontinua pues el conjunto {g ∈ G | g∆̄∩ ∆̄ 6= ∅} (con ∆̄ ⊂ C∗

el disco unitario cerrado, que es compacto) no es finito. En general si tenemos un grupo

que actúa de forma libre y herrante en una variedad X, entonces el cociente es localmente

homeomorfo a X pero talvez no sea Hausdorff, la prueba de esto se puede ver más ade-

lante. De fomra que la acción libre y herrante no es suficiente para nuestros propósitos.

Las caracteŕısticas que debe satisfacer la acción de G en alguna variedad, para que el

cociente admita estructura de variedad se muestran en la siguiente proposición.
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Proposición 0.1. Sea G un grupo que actúa por homeomorfismos en una variedad

X. Entonces el espacio cociente es una variedad con p : X → X/G proyección cubriente

si y sólo si G actúa de forma libre y discontinua.

Demostración. (⇐) Supongamos que G actúa de forma libre y discontinua. Sean

x ∈ X y K ⊂ X una vecindad compacta de x. Sea U ′ ⊂ K un abierto que contiene a

x, entonces el abierto U ′ intersecta sólo a un número finito de sus trasladados, es decir,

el conjunto {g ∈ G | U ′ ∩ gU ′ 6= ∅} consta de n ∈ N elementos, {g1, g2, ..., gn}. En cada

uno de los puntos gi(x), con 0 ≤ i ≤ n tal que g0 es el neutro de G (ya que la acción es

libre g0 es el único elemento que satisface g0(x) = x), consideremos el abierto Vi = ∩
j 6=i
Wj

donde cada Wj es una vecindad abierta de gi(x) que se utiliza (junto con algún abierto

W ′
j) para separar a gi(x) con gj(x) con abiertos disjuntos (Wj ∩W

′
j = ∅), esto se puede

hacer gracias a que la variedad X es un espacio Hausdorff. Entonces sea

U =

n
⋂

i=0

g−1
i Vi ∩ U

′.

Claramente U es una vecindad abierta de x (pues es intersección finita de abiertos) que

además satisface:

• Para ningún 0 < i ≤ n, el punto gi(x) ∈ U (pues el abierto V0 satisface esto).

• giU ∩ gjU = ∅ śı i 6= j, esto se debe a la construcción de los abiertos Vi.

De forma que el abierto U no intersecta a ninguno de sus trasladados con elementos

de G. Por lo tanto la función p|
U

es un homeomorfismo. Si realizamos esto para cada

x ∈ X vemos que la función p es homeomorfismo local suprayectivo además de función

de paso al cociente, por lo tanto es proyección cubriente. Notar que los pasos realizados

hasta aqúı se pueden hacer si la acción sólo es herrante, esto demuestra la afirmación

antes mencionada.

Para demostrar que el cociente X/G es Hausdorff. Sean x, y ∈ X puntos en distintas

órbitas (i.e. no existe g ∈ G tal que y = g(x)). Sean K ′
x ⊂ Ux y K ′

y ⊂ Uy vecindades

compactas disjuntas de x y y, donde Ux, Uy son vecindades abiertas como la construida

en el parrafo anterior, entonces la vecindad K ′
x no contienen a ningún trasladado de x y

análogamente para K ′
y. La unión K ′

x∪K
′
y claramente es compacta además de ser vencidad

de x y de y, por la discontinuidad de la acción, K ′
x sólo puede contener un número finito de
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g(y), los cuales puedo separar de x con un procedimiento análogo al realizado en el párrafo

anterior2. Sea Kx la vecindad compacta de x que no contiene a ningún trasladado de y,

análogamente construimos Ky. Por lo tanto K = Kx ∪Ky es la unión de dos vecindades

compactas disjuntas de x y y que no contienen a ningún punto g(x) ó g(y). De manera

que el conjunto K \
⋃

g 6=1 gK es todav́ıa la unión de vencindades disjuntas, por lo tanto

bajo p van a dar a vecindades de Gx,Gy ∈ X/G que serán disjuntas.

(⇒) Supongamos que el cociente es variedad con proyección cubriente p. Sean x, y ∈ X

y p(x), p(y) ∈ X/G sus proyecciones. Existen dos casos:

Caso 1: Si y = g(x) para algún g ∈ G. Entonces existe abierto conexo V ⊂ X/G

vecindad del punto p(x) = p(y) que está cubierto parejamente por p. Por lo tanto en

este caso existen dos componentes conexas U, g0U ⊂ p−1(V ) ⊂ X que contienen a x y y

respectivamente.

Caso 2: Los puntos y, x pertenecen a distintas órbitas. En este caso p(x) 6= p(y), por

lo tanto existen abiertos conexos Vx, Vy ⊂ X/G cubiertos parejamente por p que además

separan a p(x) y p(y) (ya que el cociente es Hausdorff). Entonces las imagenes inversas

son disjuntas (p−1Vx ∩ p
−1Vy = ∅), de forma que si tomo dos componentes Ux ⊂ p−1Vx y

Uy ⊂ p−1Vy que contienen a x y y respectivamente, claramente tienen que ser disjuntas.

Estos dos casos muestran cómo para cada par de puntos x, y ∈ X podemos encontrar

vecindades abiertas Ux, Uy, que satisfacen gUx ∩ Uy 6= ∅ para a lo más un g ∈ G.

Sea K ⊂ X un compacto. Para cada par de puntos en K tomamos vecindades como

las antes mencionadas. De esta manera obtenemos una cubierta abierta de K de la cual

extraemos subcubierta finita {Uj}j∈J . Como cada Ui satisface que gUi ∩Uj 6= ∅ para a lo

más un g ∈ G, entonces el compacto K satisface que el conjunto {g ∈ G | g(K) ∩K} es

finito. Por lo tanto G actúa de forma libre y discontinua en X. �

2Con acciones herrantes este paso no se puede hacer.
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