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Introduccion

Aproximacion por polinomios

Contenidos:
1. Aproximacién en espacios normados
2. Aproximacién uniforme

3. Caracterizacién de una mejor aproximacion
4. Aproximacién en un conjunto finito de puntos

Dado un z € X y un subconjunto W de X. Queremos hallar un y € W
tal que y sea lo méds cercano posible a z. Planteado asf el problema
no tiene mucho futuro de abordarse pues de inmediato surgen las
preguntas: El conjunto X que caracteristicas tiene, que
caracterfsicas tiene W. ;Qué significa que x sea cercano o lejano a
y.?. Reducimos pues nuestro estudio a X en espacios lineales
normados.

Surge después el cuestionamiento sobre si tal y existe, y si existe
qué tantos son o si es tunico.

En el capitulo 2, una vez resuelto el problema de la existencia y
la unicidad nos interesa la forma en qué nos acercamos a encontrar
la mejor aproximaciéon a z € X con elementos obtenidos de W, y
particularmente nos interesa el acercamiento de cardcter uniforme.
Si X es un espacio de funciones continuas en un intervalo cerrado,
Nos interesa como podemos acercanos uniformemente por medio de
otras funciones continuas muy particulares: los polinomios. Veremos
dos casos de aproximacién uniforme.

En el capitulo 3 caracterizaremos la solucién aunque eso no im-
plica que encontrarla sea trivial. Atun ya caracterizada damos un
ejemplo concreto: dada la funcién z"*! hallar el polinomio de grado
menor que mejor se le aproxima y este caso alin més particular: para
n=9.

Termino finalmente, usando la caracterizaciéon del capitulo tres
dando un subconjunto finito de puntos en el intervalo cerrado donde
estd definida la funcién. El problema ya no parece ser dificil teéri-
camente hablando, sin embargo el cédlculo se vuelve enormemente
complicado en la medida que crece el conjunto finito dado. En
seguida algunas notas histéricas.

El protagonista histérico de la teorfa de aproximacién es, sin
duda, Karl Weierstrass es por eso que incluyo algunas notas histéri-
cas sobre este ilustre matematico.



Karl Wilhem Theodor Weierstrass nacié el 31 de octubre de 1815
en Ostenfelde en una familia liberal catélica. Fue el mayor de cua-
tro hijos. Fue también un buen estudiante. Fue enviado por su padre
a la Universidad de Bonn a estudiar comercio y leyes. Al parecer su
padre tenia en mente un puesto de gobierno para su primogénito.
Al no gustarle ni leyes ni comercio, entonces Weierstrass regreso,
desolado, a su hogar. Cervezas y duelos de esgrima parecen haber
sido su prioridad. El Joven Weierstrass ya en su hogar y después
de un periodo de "descanso", fue enviado a la academia de Miinster
donde obtuvo su certificado de profesor. En la academia, y bajo
el tutelaje del profesor C. Gudermann, se interesé vivamente por
las funciones elipticas y las series de potencias. Este interés fue
cubriéndolo, llenando la vida de Weierstrass.

En 1841 recibié su titulo de maestro y en los siguientes 13 anos
fungié como tal: 6 anos en un pregymnasium en el pueblo de Deutsch-
Krone al ; y los otros 7 anos en un gimnasio en Braunsberg, al oeste
y al este de Prusia respectivamente. Durante este periodo él con-
tinuo aprendiendo matemaéticas, principalmente estudiando el tra-
bajo de Abel. También publicé algunos articulos. No obstante estos
aparecieron en los periddicos escolares donde no pudo ser apreciado
o comprendido por el medio. El trabajo de Weierstrass, de este
periodo, contiene 7 articulos, el primero de los cuales On the devel-
opment of modular functions, de 49 pédginas, fue escrito en 1840.

En 1854 Weierstrass publicé el articulo On the theory of Abelian
functions in Crelle’s Journal fiir die Reine und Angewandte Mathe-

matik causando sensacién dentro de la comunidad matemdtica. El
tenfa 39 anos era maestro de escuela y sin pertenecer a la comu-
nidad matematica que ni enterada estaba de Weierstrass, y él habia
escrito una obra maestra y profunda dentro del drea correspondien
te. Fue reconocido de inmediato. Le fue dado un doctorado por
la Universidad de Konigsberg, promovido por el ministro de edu-
caciéon de Prusia. Durante diez anos tuvo algunos trabajos, ya en
educacion superior, un tanto eventuales y desde 1864 fue profesor de
Matematicas de la Universidad de Berlin y miembro de la Academia
de Berlin.

Las dreas de matemdticas en las cuales Weierstrass trabajé y
contribuyé incluyen funciones elipticas, funciones Abelianas, el Cél-
culo de Variaciones, la teorfa de funciones anadliticas, la teorfa de
las funciones periédicas, formas bilineales y cuadréticas, ecuaciones
diferenciales y teorfa de funciones reales.

Los estudiantes actuales de cédlculo conocen a Weiestrass por el
teorema de Bolzano-Weiestrass, los dos teoremas de Weiestrass que
establecen que cada funcién continua real en un intervalo cerrado
y finito es acotada y tiene su mdximo y minimo, y la M-test para



convergencia de series infinitas de funciones. Lo que los estudiantes
generalmente no saben es que Weierstrass también formulé la defini-
cién con (g,6) de continuidad en un punto. Weierstrass fue definiti-
vamente un lider del rigor matematico; la construccién de una fun-
cién continua en todas partes y diferenciable en ninguna por parte
de Bernard Placidus Johann Bolzano (1781-1848) y posteriormente
Weiestrass da un ejemplo en el Volumen 2 de su Mathematische
Werke publicado en 1895. Weiestrass prueba que la funcién

flz) = i b" cos (a"zm)
n=0

es continua, pero no es diferenciable en ninguna parte, si b €
(0,1), a es un entero impar, y ab > 1+ 3Z. Este ejemplo contribuye
significativamente a que el rigor en el andlisis sea definitivamente
el rumbo de la Matematica. Matemédticos mds modernos han dado
otras funciones que son continuas y no son diferenciables en ningin
lado por ejemplo Spivak nos ofrece la funcién

f) =3 o (1072}

En el capitulo 2 de esta tesis incluy6 dos pruebas del teorema de
Weiestrass, una de ellas dada por L. Féjer (1880-1959) quien fue un
gran alumno de Weiestrass. Este teorema es parte de un articulo
que le valié como su tesis doctoral en 1902 de la Universidad de
Budapest.



Capitulo 1. Aproximacién en espacios normados.

Hay ciertas generalidades sobre la teoria de aproximacién que
seran ttiles en un estudio posterior y més detallado de las técnicas
especificas de aproximacién. Resulta natural, para estos resultados
generales, restringirse a un espacio lineal normado.

Espacios normados. Un espacio V lineal es normado si existe una
norma |jz|| para z € V tal que

i)zl > 0 zeV

i) |zl = 0 < z2=0 (1)
i) ||Azl] = |N|z|]| Yo €V y para cada escalar A
w) |lz4+yll < ezl +|lyll Yz,yeV (desigualdad triangular)

La norma dada da una nocién de distancia en V. Si w,v € V,
entonces la distancia de w a v (0 de v a w) es ||v — w]|.

Ahora sea W un subconjunto de V, entonces, dado v € V, el
problema de aproximacién es: Encontrar un w € W cuya distancia a
v sea minima; esto es, encontrar w* € W tal que |jv — w||sea minima
para w = w*. A tal w* lo llamaremos una mejor aproximacién a v
fuera de W.Los problemas surgen inmediatamente. ;Existe tal w*?.
Si lo hay, ;habra s6lamente uno?. Como veremos, muchos de los
estudios y métodos usados de aproximacién se deben a este problema
general, Debemos evitar duplicacién de esfuerzos obteniendo algunos
resultados en la situacién general.

Ejercicio 1.1. Demostrar que || es una funcién con-
tinua en cada punto v, de v en el sentido que, dado ¢ > o,
existe 6 >0 tal que si |[v—uw| <6 entonces |||v]| — [vol|| < e.

Demostracion.

Tomemos § = ¢.

lv—wol| <0 llvo —v|| < 6 asi que

[oll = llvoll < flv—woll <& y  woll = [Joll < [lvo —v] < & por lo que
lloll = [lvoll| < [lv —woll <6 'y como § =e tenemos que |[[v]| — [voll| <

Si V es un espacio lineal normado y W un subespacio de dimen-
sién finita de V, entonces podemos considerar la aplicaciéon continua
|-l : V — R, en base al ejercicio 1.1 y asi mismo podemos considerar
la métrica d(z,y) = ||z —y|| V z,y € V y en R la métrica usual. Ten-
emos pues una aplicacién continua de un espacio métrico en un otro
espacio métrico.



Por otra parte hay un teorema de continuidad que dice:

Supongamos que f es una aplicacién continua de un espacio
métrico compacto X en un espacio métrico Y. entonces f(X) es com-
pacto!. Con estas breves observaciones estamos listos para probar
el siguiente resultado:

Teorema 1.1. Si v es un espacio lineal normado y w
un subespacio de dimensién finita de v, entonces, dado
veV, existe v e w tal que

lo —w*|| <|v—w|| ¥ weW.

Demostracién

Habra quiza w € W tal que

i) |[v]| < |lv —w| y otros tales que ii) |jv —w| < |jv||

La pregunta es jdénde esta w*?

Si w* corresponde al caso i) entonces w* = 0 y obsérvese que no
necesariamente nico, al respecto no podemos afirmar nada y sélo
podemos asegurar la existencia de tal w*.

Si w* no es cero entonces corresponde, quizd, al caso ii) y al ser
v arbitrario pero fijo entonces ||v —w| < ||Jv|| = M
y como consecuencia |jw| estd acotado.

[w]| =[|—wl[ = [[(v —w) + (=v)[| < [Jv — wl| +[Jv]| < 2M
Con esto hemos construido un conjunto compacto Bz (v); la bola
con centro en v y radio 2M.

Ahora precisemos la aplicacién continua de la bola en R

Il Baar(v) — R

Tenemos pues la aplicacién continua de un espacio métrico com-
pacto en un métrico por lo que la imagen de tal aplicaciéon sera
también un compacto, es decir |-|| (Baa(v)) €s un compacto y por
Teorema de Heine Borel es cerrado y acotado asi que tiene un min-
imo, digamos .

Consideramos el conjunto ||| ™" (z) y escogemos un w* € |-| " (z).

Hemos pues encontrado el w* que buscdbamos (y no necesaria-
mente Unico). El teorema estd probado.

Nota. El campo de escalares de V pueden ser también los niimeros
complejos. La prueba es la misma.

1Teorema 4.14 Principios de Anélisis Matematico segunda edicién
de Walter Rudin



Ejemplo 1.1
Consideremos el conjunto de funciones continuas en
un intervalo cerrado [a,4], al cual denotaremos por C[a,8],

que es un espacio lineal. si f e C[a,8], definimos la norma
en Cla,b) por

1f] = max |f(z)] (2)

a<z<b

La norma es llamada la norma uniforme o norma de
Chebyshev.

Si V = Cla,b] y sea W el subespacio de dimensién n + 1 formado
por las funciones 1,z,22,--- ,2". O sea que W consiste de todos los
polinomios de grado a lo més n. Llamaremos a este particular sube-
spacio P,, El cual jugara un rol importante mas delante.

Veamos que la norma uniforme es en efecto una norma en un
subespacio lineal.

i) Ifll = rga§b|f(x)| > 0. Y también el 0 s6lo es posible si f(x) =0
Vzelab.
IS = max [V (@)] = max, [N @) = A ma [7(@)] = N 7))

iii) Sean p = Jnax, |f(z)| y asi mismo, ¢ = [nax, lg(x)]
£ +gll = max, | £(z) + 9(a)

Por desigualdad del triangulo en el valor absoluto tenemos
[f (@) + g(x)] < [f(2)] + |g(2)| V = € [a, b].
y por definicién de méximo obtenemos
[f(@)+lg(z)|<p+q
es decir

<
max |f(2) + g(2)| < max | f(x)| + max |g(x)]

o sea que tenemos la desigualdad triangular para la norma uni-
forme.

1f + gl <1 £+ llgll



Noétese que la norma uniforme selecciona los valores de z en los
cuales la aproximacion es la peor, es decir, donde es més grande el
error absoluto, y asigna como medida de aproximacion estas peores
posibilidades y proporciona asi limites absolutamente ciertos en el
error a expensas de estos limites que tienen que ser bastante grandes
y ser vélidos en cada punto.

Resaltemos ahora la importancia de que el subespacio W tenga
dimensién finita como parte de la hipétesis del teorema 1.1.

Sea V =C0,1] y sea W el subespacio de V que contiene los poli-
nomios de cualquier grado.

Claramente W no es de dimension finita. Sea f(z) = 1-.Deseamos
ahora probar que f no tiene una mejor aproximacién en el sentido

uniforme en C[0, 1] obtenido de W.Notemos que, dado ¢ > 0, existe N
tal que

|f(2) —(Q+z+a?+-- ,2V)| <e, 0<z<

NI

Entonces, si existiera una mejor aproximacion a f(x) obtenido de
W, digamos p*, tendria que satisfacer:

If =p*|=0
lo cual implica que

1 o~ %
lfz_p

lo cual es imposible.

Supongamos ahora que W es un subespacio de V' y sea W* el con-
junto de mejores aproximaciones a dado v € V obtenidos de W.(El
teorema 1.1 da una condicién sobre la cual W* es no vacio). De-
seamos probar que W* es un conjunto convexo. Recordemos que S
es un espacio lineal convexo si s, s, € S implica que

A1S1+A2s0€ S
si A1 ¥ A2 son no negativos y
A+X=1

Si S es vacio o consiste de un punto, entonces es claramente con-
vexo.

Teorema 1.2. SiveVv y w es un subespacio de v el
conjunto de mejores aproximaciones a » obtenido de w,
llamado w~, es convexo.

Prueba. Si W* es vacio, el teorema es verdadero. Supongamos
que wi,ws € W*; entonces



lo —wil=llv—ws|=p
Supongamos que A, A2 >0y A1 + A2 = 1; entonces

[v = (Mwi 4+ Xows) || = | A (v = wi) + Ao (v — w3) ||
SAlo—wil + A2 flv = w3l = (A1 +A2)p=p

Ast Mwi + Xws € W*, y por lo tanto W* es convexo. El teorema
estd probado.

El teorema anterior tiene como consecuencia que, si hay dos dis-
tintas mejor aproximaciones obtenidos de W a v, hay un nidmero
infinito; y de hecho un nimero no contable, de mejor aproxima-
ciones.

Para garantizar la unicidad de una mejor aproximacion requer-
imos el concepto de Norma estrictamente convexa: Diremos que V
tiene una norma estrictamente convexa si para la bola unitaria

B ={v||v| <1} se cumple que si vy # vy ¥ vi,v2 € B,
entonces
||)\1U1 +/\2’U2H <1 8iA,A2>0 YV M+A=1.

(esto es, la frontera de B no contiene segmentos de linea abiertos).
Ahora podemos establer el teorema de unicidad

Teorema 1.3 Si v tiene una norma estrictamente con-
vexa, entonces dado v € v tiene a lo mas una mejor aprox-

imacioén obtenido de un subespacio, w, de v.

Prueba
Supongamos que w; y wj son dos distintas mejores aproxima-

ciones a v obtenidos de W.Por teorema 1.2, “23"2 es también una
mejor aproximacién a V de W. Supongamos

[v —wil|=v—wi|=p
Ponemos
v1= (v —wy)/p, vy= (v —wy)/p.

Entonces vy # vg, ||v1]| = 1, ||Jva]| = 1 y, entonces la norma en V es
estrictamente convexa,

<1

p

1|, _ witws

30+ dvs | = || & (0 = wi) + (v - ws)

10



H wi + wp

<p

Esto contradice la definicién de p; por lo tanto, el teorema estéd
probado.

Ahora veamos la importancia para la unicidad en la norma es-
trictamente convexa.

Lema 1.2. SiA>0y B>0y 0<t<1, entonces

A'B*1<tA+(1-t)B (3)
y la igualdad se cumple si y sélosit=001, 0 A=B.

Demostracién.

La segunda derivada de la funcién log(1/z) es 1/z% la cual es
positiva para x positiva. Ya que log(1/x) es una funcién convexa de
r para z > 0; Esto es, el segmento que une dos puntos de la curva
y = log(1/x) estd por encima de la curva. Esto significa que, para
0<t<1y A B>0,

1 1 1
- < — — —
tA+(1—t)B*t10gA+(1 t)logB

y la igualdad se cumple sélo que t =0 o A = B. El lema ahora se
sigue por exponenciacion.

log

Teorema 1.4. Considerese Cla,5] y la norma

1/p

b
1£1, = / @) de (4)

Si p > 1, entonces la norma es estrictamente convexa.

Demostracién
Supongamos que fi, fo € Cla,b], f1 # f2,
Supongamos también que ||f1|| = || f2|| = 1. Consideremos dos reales

positivos A, Ay tales que A\ + X = 1.

Por la desigualdad triangular tenemos que ||A1fi + Ao fo| < 1. Si
sucede la desigualdad estricta el teorema estd probado, entonces
debemos descartar la igualdad.

Supongamos que si ocurre la igualdad; es decir:

IAifi+ Aafa] =1

11



Comencemos con la siguiente desigualdad:

IMfi+ Aafol? = IS+ Aafol A fi + dafolP ! (5)
MM 4 A folP 7+ A2 | fo] A f1 + A fol

IA

Y la igualdad es posible sélo si fi(z)f2(x) > 0 para a < z < b,
ponemos

A=A, B=[\fi+ X/l

t =

=

Aplicando (3) a estas dos iltimas notaciones:

p
|f1||/\1f1+)\2f2|p_1<%+ (1—%) A f1+ Aafol” (6)

Con la igualdad sélo si |fi| = |\ fi1 + A2 f2|, similarmente

p
|f2||/\1f1+)\2f2|p_1<%+ (1—%) A f1+ Aafol” (7)

Con la igualdad sélo si |f2| = [A1f1 + X2 fo| . Usando estas desigual-
dad en (5) e integrando, obtenemos
1 :f: IALf1+ Ao fol” da S% ff | f1l” d$+% f: | fol” da
+ (1 — %) fj |)\1f1 + )\2f2|p dr =1
Por lo tanto, la igualdad debe cumplirse en (5), (6) y (7).
Pero la igualdad en (6) y (7) significa que |fi| = |f2| y la igual-

dad en (5) que fifo > 0; se sigue que f; = fo contrario a nuestra
suposicién. El teorema estd probado.

Ejemplos para el caso p = 1 referente a la norma de (4) que no es
estrictamente convexa ni hay unicidad del mejor aproximante.

Ejemplo 1.2. Sean f, = 222, f, =2 (1-2?); entonces
TR de = [ | o) de =1

Sin embargo no se cumple la desigualdad estricta que
exige la norma estrictamente convexa:

12



fl f1§$2+f2§1‘2
—1 2

Para el siguiente ejemplo es necesario tener el siguiente

Lema 1.3. Sia>1 entonces a+1>2

Prueba
Si a = 1. el lema estd probado.
Sia > 1 entonces a = 1+p con p > 0. Tenemos las siguientes

igualdades:
a+1ia2+1 (14p)°+1 _ 142p4+p>+1 _ 2+42p+p

sf 1—|—x r=1

a 1+p 1+p 1+p
_2+2p  p> _2014p) | P _ 5, p>
1+p +1+p 1+p +1+p 2+ 1+1J> 2

Ejemplo 1.3 Sean:

V=C[-1,1, W={\| eR.

En v la norma definida en (4) para p = 1. Evidente-
mente wcv

Sea v, (z) = 1. Es decir v, e v

Sea w e W. Ahora calcularemos d(vy, w).

Veamos 3 casos:
) A>1
i) A< -1
i) [\ <1
El caso i)
d(vy, w) zfil 1 — \z|dz :f% (1—- Xz dw—i—fl Ax —1)dz =

1
I I S N

A

=14\
y por lema 1.3
d(vy,w) = 2
El caso ii) A < —1
d(vy,w) = [} Az — 1)+ f%l (1 - Az)de = —L1-\

ponemos 3 = —\ y asf tendremos 8 > 1 y tendremos las mismas
condiciones que el caso i), asi que:

d(vlv 'lU) =2
Veamos el caso iii) |A| < 1. Tendremos:

d(vy,w) :f_ll 1 — \z|dz :f_ll (1 —\x)dx =
R i A

13



Resumiendo:

d(vi,w) >2 sl w= Az para [A\| > 1y
d(vi,w) =2 sl w= Ar para |\ <1

Tenemos pues un nimero infinito de elementos de W (no todos)

que son un mejor aproximante para v;.

wi(z) =z, wy(x) =3z, - ,w;(z) =tz

J
s6lo por mencionar algunos.

Ejemplo 1.4. Sea v = ¢[0,1] y tomamos la norma uni-
forme sobre v.

Sean fi(z) ==z, fo(z)=2a2; entonces ||fi| =|fo) =1

Pero la desigualdad estricta que exige la norma estric-
tamente convexa no se cumple pues ’ Ltl) =1

Para el siguiente ejemplo vamos hacer algunos comentarios. Con-
sideremos V = Cla,b]. v(x) = mz +d; = € [a,b] implica que v € V.

tenemos las dos siguientes consideraciones:

L) vl = mdx{v(a),v(b)}

2) Si ponemos h(z) = |mx + d| entonces h(z) se formard de v;(z) =
mz+d y wve(z) =-mz—dYy v,vs €V y entonces por consideracién
(1) tendremos miz, |h(x)| = max{h(a), h(b)}.

Ejemplo 1.5. Sea v =cC[-1,1], y sea v (z) =1

Evidentemente v, € v
Sea W ={A1+z)|AeR}. Sea we W
Entonces w(z) = A1 +2) y:

d(vi,w) = _Tlr%c;zgxgl|1—)\(1+x)| (8)
glx) = [1=A(1+z) (9)

obsérvese que g cumple totalmente con la h de la consideracién 2); es decir
alcanzard su méximo en cualquiera de los extremos del intervalo.

Tendremos 3 casos para \ :
i) para A < -1

i1) para A > 1

ii1) para |\ < 1

Veamos el caso i). A < —1

14



para calcular la distancia (8) basta comparar g(—1) y g(1) y de-
bido a las consideraciones 1) y 2) tomar el mds grande y ese serd
precisamente d(v;, w).

g(1) = |1 —2X| >3 pues A < —1. Pero g(—1) =1, asi que

d(vi,w) = |1 —2)| > 3 y la igualdad sélo se cumple para A = —1.

Digamos que si Wy = {A(z+1) | A< -1} ysi. we {Mz+1)| A< —1}
entonces el mejor aproximante para v; en este subespacio es w =
—(x +1) y d(vy,W;) = 3. Esto no significa que dicho w sea el mejor
aproximante para v; en W.

Veamos el caso ii) A > 1
Como en el caso anterior debemos comparar g(—1)
g(1) = |1 —2X|] > 1 pues X > 1, de manera que g(—1) <

hemos encontrado un mejor aproximante:

wl(x) =z+1 (10)
Este probablemente si sea un mejor aproximante de v; para W.

Por ultimo el caso iii) A < [1]

Si—-1<A<0

encontremos el minimo para g(z) = |1 — A(x + 1)].

1—-Mxz+1)=0entonces z+1= % por lo que

1 A—1
z=x 1= 3 (11)

Entonces = > 2, por lo que la rama de la funcién que nos interesa
para el intervalo [—1,1] es g(z) = 1—X(z+1) > 1. y en este caso es otra
vez lo que indica (10) como mejor aproximante.

Sio<a<1

por la condicién (11), = < 0. y por el modo en que estamos
definiendo la funcién —1 <z <0

entonces |1 — Az +1)] <1

Resumiendo

div,,w)=1Vw=Az+1); 0<A<1 (12)
(12) pues nos dice de un nimero infinito de mejor aproximantes
para v; e incluso no numerables.

Otras condiciones para asegurar la unicidad del mejor
aproximante.

Podemos restringir ain méds nuestros espacios normados y ten-
dremos como ganancia la unicidad del mejor aproximante. Tales
espacios serdn los espacios de Hilbert. Haciendo un breve recorrido
sobre qué son los espacios de Hilbert precisemos lo siguiente.
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Un espacio de Banach es un espacio normado que es completo.
(E es completo si toda sucesién de Cauchy es convergente).

Una forma es Hermitiana, f: ExE — R(o C), si
o flxtay) = flay)+@,y).
fay+y) = fay) + flay)
o f(Az,y) = Af(z,y)
o f(
[y,

z, \y) =Af(z,y)
) =f(z,y)

Problema 1.2 Sea f una forma hermitiana en un espa-
cio vectorial E. Entonces se cumple:

4f(x,y)Zf(x—l—y,x—i-y)—f(x—y,x—y)

Demostracién

f(w-l-y,x-l-y)—f(x—y,x—y) =

f.z+y)+ flyz+y) — fle,z—y) + fly,z—y) =
f(@,z) + f(z,y) + fy.2) + f(y,y)

—f(x,2) + f(z,y) + fy,z) — f(y,y) = 4f (z,y).

Puntualizacion para llegar a los espacios de Hilbert

e Un par de vectores x,y de un espacio vectorial E es ortogonal
con respecto a una forma hermitiana f en E si f(x,y)=0.

e Un vector x que es ortogonal a si mismo; es decir f(x,x)=0, es
isétropo con respecto a f.

e Sea E espacio vectorial. Para cada M c E, el conjunto Y de
vectores que son ortogonales a todos los vectores x € M es un
sub-espacio vectorial de E que se dice que es ortogonal a M con
respecto a f.

e Puede ocurrir que V x € E exista a # 0 tal que f(z,a) = 0. En tal
caso se dice la forma f es degenerada.

El producto escalar es una forma hermitiana no degenerada si
satisface las condiciones arriba mencionadas sobre la forma hermi-
tiana y:3

2pagina 118 "elementos de andlisis moderno Diudonne". Editorial
reverté
3Serge Lang Algebra linear pagina 116
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Ademas si satisface la condicion:
Si v e V,and (v,w) =0V w € V, entonces v = 0.

Espacios de Hilbert

Definicién: Se dice que una forma f en un espacio
vectorial £ es positiva® si f(z,2) >0 para cada z € E.

Desigualdad de Cauchy-Schwarz. Si f es una forma hermitiana
positiva entonces

\f(a,y)]” < Fz,2)f(y,y)

para cada par de vectores z,y € E.

Hay un teorema que nos da las condiciones necesarlas y suficientes
para que una forma hermitiana sea no degenerada:® Para que una
forma hermitiana f en E sea no degenerada, es condicién necesaria
y suficiente que el tinico vector isétropo para f sea el 0; es decir que
flz,z) >0V e #0 € E.

Definicién. Un espacio Prehilbertiano es un espacio
vectorial E con una forma hermitiana positiva no-degene-
rada en E.

Estamos preparados para ver el:

Teorema 1. 5 Sea v un espacio real de Hilbert y w cv
tal que w # ¢ % es ademds cerrado y convexo. Entonces
para cualquier punto » e v existe un unico «* ¢ w tal que

lo—w <o —wl ¥weW

Demostracién

SeaveVyv#0.

Si vemos a V como un espacio métrico entonces podemos consid-
erar la métrica que surge de la norma:

y particularmente consideremos la distancia desde 0 hasta W la
cual cumplird con:

+Puede no haber positividad (S. Lang P. 45)
SeaK=CyA=14+i. A#0yA-A=1+i>=0

sDiudonné pag. 116

s s bueno precisar que W no es un subespacio vectorial de V'
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d(0,w) <d(0,W) YVweW.
a partir de esto consideremos la sucesién {a;} con a; € W tal que
d(0,a;) — d(0,W) es decir; la sucesién que cumple con ||a;|| — d(0, W)
la cual siempre cumplird con

d(0, W) < la;]| (13)

Después de hacer una traslacién considero que v = 0 y consider-
amos la siguiente igualdad para espacios de Hilbert:

13a; + dan|” + | 3a; — dawl* =5 lasI” +3 llax)®

despejando ||3a; — %akHz =1 la; — ax|? resulta

2
(14)

1 s 1. 5 1 , |1 1
7o = anll? =3 llag | +5 Nlawl> = | 35 + S

y aseguramos que za; + 2a, € W debido a la convexidad y uti-

lizando (13) y (14) tenemos la desigualdad

2

2 1 2 1 2 1 1
Tlas—al® = Flasl+3 lanll® = || 5a; + 50
1 2 1 2
< 5 lall” + 5 llaxl —d(0, A)? (15)

. Vemos que el lado derecho tiende a cero cuando j,k — . Esto
implica que (a;) es una sucesiéon de Cauchy, y debe por lo tanto
tener un limite en V. El limite no puede depender de la secuen-
cia. Si tomamamos dos sucesiones (a;) y (b;) y las entremezclamos,
la nueva secuencia (ag,bo,a1,b1,- - an,by,---) deberfa converger por el
mismo argumento. Llamaremos al limite 7(0); por translacién defin-
imos 7 (v) = w* € V.El teorema estd probado.
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Capitulo 2. Aproximacién uniforme.

En este capitulo estudiaremos la mejor aproximacién en la norma
uniforme. Discutimos que tan bien las funciones continuas puedes
ser aproximadas por polinomios. Veremos dos casos particulares: En
el primer caso nos basta que la funcién sea en un intervalo cerrado y
la demostracién de hecho construye una solucién: por medio de los
polinomios de Berstein; en el otro caso exigiremos la continuidad y
que la funcién sea periédica.

Comenzamos estudiando algunas propiedades bésicas de los poli-
nomios de Berstein.

Polinomios de Berstein
Sea h:[0,1] — R una funcién cualquiera pero acotada. Definimos
el polinomio de Berstein de grado m =1,2,--- por

m

Bo(hit) = ;; h (%) (72) 1 —mF (16)

Notemos que B,,(h;t) € P,, y que es un operador lineal, es decir:
B (ah;t) = aB,,(hit) (17)
y que

Bi(hy+hs;t) = B, (hy;t) + B, (hy;t) (18)
Ademas, que si hi(t) < ho(t) V t € [0,1] entonces

By, (h;t) < B, (hst) (19)

El polinomio estd definido para los valores h(£) k=0,1,--- ,m

m,

Si h(t) > 0 Ponemos h = hy —h; > 0y por la linealidad del operador
tendremos que B,,(h;t) > 0.

Supongamos h(t) = 1, entonces

B (1;t) :i (7;:)15"'(1 )" = (t+ (1 —t)"=1 (20)

k=0
En seguida supongamos que h(t) = t; entonces

B(t;t) = I:Z:)%(T:)fk(l gy = N
é % (le) th(1 —t)ym=*
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y es facil ver que

k (m m—1
w ()=o) =
y poniendo j = k — 1, obtenemos

m—1

m— 1\ m—1)—j
B (t:t) =t ( , )tﬂ(lt)( I—t (23)
2\

Finalmente, supongamos que h(t) = t2:

1 kk—1(m
B (tt —=);t) = - th(1—t)ym=F =
I L (Y AT
E k—1 (m> tk-(l _ t)m—k
m m \ k
k=2

y utilizando (22) obtenemos
it (D)= 0-5)(%)
y poniendo j = k — 2 obtenemos de otra manera

Ba(t(t—1):1) = (=10 7t (") (1 - "= (1= )2
y como es un operador lineal se cumple también que:

B (t(t—2);t) = B, (*;t) 2 B, (t;t) = B, (t°;1)—L

_E m
comparando las dos iltimas ecuaciones obtenemos:

%)ﬁ: t2+%t(1 ) (24)

t
Bm t27t = 1-

(t%58) =—+(
Aproximaciéon uniforme por medio de polinomios

Si P, denota el espacio de polinomios de grado a lo més n, en-
tonces el teorema 1.1 asegura que dado f € C[a,b], existe un p}, € P,
tal que

If =il <If —pll VpeP,,
donde |-|| es la norma uniforme sobre el intervalo [a,b], esto es,
llgll = maz |g(z)| para cualquier g € [a,b].

<z<b
pongamos

En(fila, b)) = E,(f) =|If = pill
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. Cudl es el comportamiento de E,(f) cuando n — oo?

Mostraremos que E,(f) — 0 cuando n — oo para cada funcién
f(z) continua en [a,b]. Esto es, una funcién continua en un intervalo
de longitud finita puede ser aproximada uniformemente, sin error
preasignado, por polinomios. Este resultado es el famoso teorema
de aproximacién de Weierstrass, que en seguida probamos.

Lema 2.1. Dada heclo,1] y e > 0, existe un polinomio,
p(z) tal que
1f(2) —pla)| <e

Prueba.Tenemos la siguiente desigualdad

1@ ()aa-amt e

Por hipétesis h estd acotada, digamos que por M y al ser continua
en un compacto es, por lo tanto, uniformemente continua. Sea & > 0
y la correspondiente §(¢) > 0 de la definicién de continuidad uniforme

de f.

Escogemos n de tal manera que:

|f ()

wzsw {60)+ 2} (26)

Ahora vamos a partir la suma de (25) en dos partes:
i) Aquellos sumandos donde |z — £| <n7 < é(c)

ii) y aquellos sumandos donde |z — £| > na

Para el caso i) tendremos que

> e (k) 1x”’“<sz<> (1—z)" F=¢ (27)

k
Para el caso ii) tendremos también que - < 5. Comow el
entonces se cumple la desigualdad z(z — 1) < 1. Tomando en cuenta

(24) tendremos la siguientes desigualdades

;2M(:>$k(l— )= 2MZ x:;z ( )xk(l_x)n—k-
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IN

oM y/n i(x — k/n)? (Z) 2k (1 — z)n* (28)
k=1

IN

QM\/E{%x(l x)} < %

Entonces para alguna n que cumpla (26) y por (27) y (28) ten-
dremos que
|f(z) — B,(f;x)| < 2 y podemos asegurar que || f(z) — p(z)|| < 2&°

Teorema 2.1 Dada f e C[a,b continua y e > 0, existe un
polinomio, p(z), tal que

1f(z) = p(@)l| <e

Definimos g(z) = f((b — a)t + a), € I que es continua.
Por lema 2.1 g se puede aproximar uniformemente por polinomios
de Bernstein. Esto significa que a partir de cierta n

l9(z) — Bu(giz)| <€, z €1 (29)

Sea w = (b—a)r +a, z € I. Es evidente que w recorre el intervalo
[a.b); Reescribimos (29) usando w y la funcién f y nos resulta

|f(w) = Bu(f;w)| <€, w € [a,b] (30)
El teorema esta probado.

Otra versién del teorema de Weierstrass

En esta versiéon consideraremos las funciones f € Cla,b donde
ademads f(a) = f(b). Es decir las funciones continuas en el intervalos
[a,b] que son (b — a)periédicas. Diremos que f € Cla, b].

Comencemos por precisar algo sobre los polinomios de Chebyshev

Definicién. A los polinomios coskf donde z = cosf y 0 <
0 <=, los llamaremos polinomios de Chebyshev de grado
k y escribiremos

Ti(z) =coskf, k=1,2,...,

Descripcién de los polinomios de Chebyshev
Se puede derivar una relacion de recurrencia notando que

Thay un teorema que nos garantiza que una sucesién f, que converge unformemente a
f:+ D — R que es acotada si y sélo si ||fn, — f|| — 0.

22



Tt1(x) =cos (n 4+ 1)0 = cos (nh) cos — sin (nd) sin 0
Ty—1(x) =cos (n — 1)0 = cos (nh) cos 6+ sin (nd) sin O

Sumando obtenemos:
Toy1(x)+ T, (x) =2cos (nb) cos§ = 22T, (x)
es decir:

Toa(2) = 2T, () ~ T,_, (2)

con esta férmula de recurrencia obtenemos facilmente algunos
casos particulares de los polinomios de Chebyshev:
To(x) = cos(00) = 1 y también Ti(z) = cos(1 arccos(z)) = =

y asf tenemos los primeros diez polinomios de Chebyshev:

e
N N
53
S—
I

xX
Ty(z) = 22T, (z) — Ty(x) = 22°—1
T3(z) = 22Ty (z) — T (z) = 45° 3z
Ty(x) = 22T y(x) — Ty(z) = 82" —8a2 41
Ts(z) = 22T, () — Ty(x) = 162" —202°+5z
Ts(z) = 182° — 48z +3225—1
Ty(z) = 562° —7a — 1122746427
Ts(x) = 1602 —322%—25625+12828+1
To(x) = 9z — 1202° +4322° 57627 +2562°
Tio(z) = 502 —4002* +11202°—128025+5122'0—1

Ahora:
Sea oo(z) = 4
Y ponemos:

1
om(x) :§+ cosz+cos2x +---cosmx; m=1,2,...
definimos también

oo(x) +o1(z)+ -+ op_1(x)
n
y haciendo algunos célculos con los polinomios de Chebyshev

Gn(x) =

Gn(2)

1 1—cosnz 1 [sin(%F) 2
"2 1l—cosz 2n

para ejemplificar esta 1ltimo resultado calculemos Go(z)

23



1,1 ST
Go(x) = olehtonlr) _ ZH34C08% _ Itcose — 142 pyyes cos corresponde

al polinomio T (x) = =.
y usando la férmula:

Gol) 1l-cosnz 11-(22°-1) 12(1-2)(1+2) 14z
T T —cosz 4 1—= 4 1—= 2

que es lo que habfamos obtenido.
Ademas es facil ver que

1 2
- / Gp(z)dr =1
0

™

sea f € C[0,2x]. y sea

1 - :
§ao+ ; (ay, cos kx + by sin kx)

su serie de Fourier donde los coeficientes estan definidos por:

2 2m
ak:l f(z) cos kxdx, bk.:l f(z)sin kxdx
T Jo T Jo
Sea so(z) = ao/2 y
ao m )
Sm/(x) :74- Z (ay, cos kx + by sin kx)

k=1

las sumas parciales de la serie de Fourier de f.
Las funciones s,, no necesariamente convergen uniformemente o
puntualmente a f cuando m — co. No obstante definamos

.. 2ﬂ-
Su(w) =@ E T aa @) LT G 2y

n ™ Jo

particularizando

So + Ss1 + 82
Sal@) ===
L+ P +ajcosx +bysine + G +apcosx + by sinx + az cos 2z + by sinz
3

con algo de paciencia:
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1 2 1
S3(x) :§a0+§(a1 cos x + by sin x)+§(a2 €08 2x + by sinx)

Explicitamente las S, estdan dadas por

n—1

—|— Z (1 - —) a,, cos kx + by, sin kx)

Ss3(z) =

2
( > a1 cosx + by sinx) + (1 - §) (a2 cos 2z + by sinx)
L2
3

b |
2
ap 1 .

? (ayjcosz +bysinz) + 3 (ag cos 2z + by sinx)

Por tltimo calculemos la integral 1 02” f(y)Gn(y—z)dy para el caso
n=3

1(t) +oa(t) +o3(t) 3+ 34 cost+ 2+ cost+ cos2t

ag
t = —
Gs(t) 3 3
b2 L
= 2 3COS 3COS
entonces
1 [ 1 [ 1 2 1
[ twei—ay = 1 [T {5+ Feosty—a)+ geos2y -
11 27‘( 21 27\'
= 31 / fy+ 5+ [ 5@ eosty — )y +
11
~= 2
57 /s f( )cos2(y — x)dy

1 2 1 27 1 27 . .
= =—ap+ = p f(y) cosy coszdy + = f(y) siny sin zdy
0 0

1 1 27 1 27
= = {— f(y) cos2y cos2x + — f(y)sin 2y sin Qxdy}
T Jo T Jo

) 1
:a—20+§(a1 cos T + by sin x)+§(a2 €os 22 + by sin )

que es lo mismo de las otras formas de hacer el calculo.
Resta ahora por ver que sorpresivamente los S, convergen uni-
formemente a f.
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Para cada s € C0,27], los polinomios

Teorema 2.2.
trigonométricos s, convergen uniformemente a f.

Demostracién
empecemos escribiendo S,
[ 1 1—cosn(y — x)
Sy (z) == G (y—z)dy =—— d
@ =1 [ 1G5 [ s art =y

ya que f e C[0,27], f puede ser considerada uniformemente con-
tinua en todo R. Asi dado ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que si |z —y| < 6,

entonces |f(z) — f(y)| < £
supongamos 0 < 3

tenemos

/ <5 ) = F@)] Gnly — 2)dy+

1
™

1
" /5§|yz§7r [f(y) = f(@)] Guly — x)dy

™

Estimaremos cada una de estas dos integrales
En |z —y| < 4, tenemos |f(z) — f(y)] < 5. Asf que

: /Iyz<5 /() = F(2)] Gnly — x)dy| <

™

el / € 2
Gy —z)dy < ==
ly—z| <8 " 27 0

3
57 Gnly —x)dy = 3
Hemos usado el hecho de que G, es no negativa y su integral es

1 sobre el intervalo [0, 27]

Para la otra integral:
de la forma explicita de G, y la desigualdad |f(y) — f(z)| < 2|f]

tenemos
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1

= / [f(y) = f(2)] Gn(y — x)dy <2 1—cosn(y —x)
0<|y—z|<m

T 20T Js<|y—a|j<r 1 —cos(y—x)

dy

™

Ahora |1 —cosn(y —z)| < 2, mientras en 6§ < |y —z| < 7 tenemos
1—cos(y—x)>1—cosd

asl
S ) - @Gl - 0| <
T Jo<|y—a|<m
22 4l
2nm 1 —cosd n(1 — cosd)

y para n suficientemente grande

Al _e
n(l— c055)<2

asi para tal n

1Sn(z) = f(2)| <e

y con esto terminamos nuestra demostracion.
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Capitulo 3. Caracterizacién de una mejor aproximacion.

Ahora restringimos nuestro estudio a las propiedades de poli-
nomios, p}, de mejor aproximaciones a una funcién continua dada
f(z) en un intervalo [a,b]. Sea

e(z) = f(z) —p,
entonces |le(z)| = E,(f;[a,b]).

Teorema 3.1. Existen al menos dos puntos z; # z, que
pertenecen a [q,b] tal que

le(z1)] = le(z2)| = En(f;[a, b]) (31)

e(zy) = —e(z,) (32)

Demostracién:

La curva continua y = e(z) estd entre las lineas y = +E,,(f) para
a <z <by toca al menos alguna de estas lineas. Deseamos probar
que toca a ambas.

Supongamos que no toca la linea y = —E,,(f)

Entonces debemos aceptar que

in e(z) =m > —E,(f)
tomemos ¢ = >0

En(f)+m
2
Sea ¢, = p¥ + c. Tendremos que

f=a.=F—(p+c)=f—p,—c=e(x)—c

y despejando m obtendremos m = 2¢ — E,(f)

entonces m — ¢ =2c — E,(f) —c=c— E,(f) es decir
7(E’n(f)7c) :m*CSE(ZL')chEn(f)fcy COmo gy GP’n
concluimos que

”f _QR“ = En(f) —-C

Contradiciendo la definicién de E, (f). Asi, debe existir z; € [a, ]
tal que e(z1) = —E.(f).

Con argumentos similares vemos la existencia de z, € [a,b] tal que

e(zy) = E,(f)

Hemos probado el teorema.
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Corolario 3.1. El mejor aproximante constante a f(z)
es

B = 3 | )+ i fa)] (33)
y Eo(f) = %ngggb (x)argzigbf(x)]

Prueba. Sea e(z) = f(x) — pi(z). Como pj(z) es una constante
entonces si f(zp) s un maximo o un minimo en [a,b] también lo es
e(z). Sean pues m1,z2 € [a,b] tales que f(z1) = rgai(bf(x) y también

f(z2) = argngrglbf (z).

Por teorema anterior y (31) y (32) tendremos:

f(xy) _p:): —f(z,) +p3

de donde p§ = 1 (f(z1) + f(z2)). Con esto probamos (33).
Finalmente

Eo(f,[a,b] =le(z1)|=|f(z1) — 0.5f(z1) — 0.5f(z2)|

=10.5f(21) = 0.5f (w2)| =5 [f(x,) — f(x5)]-

Que es exactamente lo que nos pide la segunda ecuacién de (33)

Vedmoslo aiin més particularmente
sea f(x) = 2%z € [-1,1]. De acuerdo al corolario 3.1
po=3[1+0] =3
T1= 2—1 To=1 x3= 10
Bo(a™;[-1,1]) =5[1 - 0] =5
Tendremos los conjuntos: {z1,z3} v {z3,22}
1

e(xl):(_l)z_%:% y 6(1‘3):02—5:—%
es decir; e(z1) = —e(x3)

y también

elwa) = (1P =5 =% ¥ elwz) =0°—§=—3
0 sea; e(zy) = —e(z3)

en seguida la grafica de e(z) = 22 —

=
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Gréfico 1

El teorema 3.1 es un presagio de un asunto més general como
mostraremos en seguida. La curva y = e(x) debe tocar las lineas
y = +F,(f) alternativamente en al menos n+2 veces y esta propiedad
caracteriza la mejor aproximacién uniforme de una funcién continua
por un polinomio de grado a lo més n.

Definicién 3.1.A un conjunto de k+1 puntos distintos

xo, -+ oy satisfaciendo a < zy < a1 < -z, < b le llamamos un
conjunto alternante para la funcién error f—p, si:

|f(xj)7pn(xj)|:Hf*pn”v J=0,---k (34)
y ademads

[f(xj)*pn(xj)] :7[f(xj+1)7pn(xj+1)]7 Jj=01,---k—-1 (35)

En el grifico 1 vemos que nuestro conjunto alternante viene dado

por:

{_17 0} ; {07 1}

Teorema 3.2 Supongamos f e Cla,b); p; €S Una mejor
aproximacion uniforme en [a,5 a f perteneciente a P, si
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y sélo si existe un conjunto alternante para f—p:; con-
sistiendo de n» + 2 puntos.

Demostracién

(i) Supongamos que zg, 1, - T,+1 forman un conjunto alternante
para

f —p:. Debemos mostrar que p} es una mejor aproximacion.
Supongamos que no es asi, entonces existe ¢, € P, tal que

If = anll <IIf =Pl (36)

y COMO g, T1, - Tpy1 fOrman un conjunto alternante para f — pk,
tenemos que

[f(5) = an(e)| <|If = ppll =1f(z5) = prlzy)l, 7 =0,---,n+1  (37)

(37) y (35) implican que la diferencia
[f(xj) *pZ(xj)] - [f(xj) - Qn(xj)] = qn(xj) *p;(xj)

Alterna su signo para j que corre desde 0 hasta n + 1.

De este modo el polinomio ¢, (x) — p} € P, tiene un cero en cada
intervalo abierto (z;,z;+1), j=0,---,n, para un total de n+1 ceros,
lo cual implica que

qn= p;kz

Esta ultima igualdad contradice (36), por lo que hemos probado
que p} es una mejor aproximacion y la mitad de nuestra prueba.

Supongamos que p; es una mejor aproximacion a f .

Supongamos que zg, 1, - -2, forman un conjunto alternante para
f —p: satisfaciendo a < zg <1 < - < xRy < ) < b

Debido al teorema 3.1 k > 1.

Deseamos probar que k > n + 1. Supongamos entonces que k < n,
y ponemos:

si f € P,, entonces f = ¢, para algin ¢, € P,. También sucede
que g, — pi € P,.Y como ¢, — p}, alterna su signo en los intervalos
[zj,2;+1] para j =0,1,--- ,n es decir tiene n + 1 ceros entonces ¢, = p,
pues el 0 el es tinico polinomio que tiene n + 1 ceros.

Supongamos pues que f ¢ P, y tenemos:

If =phll=p (>0)

Sean tg,--- ,t, puntos de [a,b] escogidos como
a=ty <ty <ts=0by quee(x)= f(z)—p;(z) satisface

e€) — )l <3 » (3%)
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para cada &, n € [tj,tj+1], j=0,1,---,5s— 1.

Si un subintervalo [t;,¢,41] contiene un punto, ¢, para el cual e(t) =
p, lo llamamos un (—I—i subintervalo, mientras que si e(t) = —p lo
llamamos un (—) subintervalo.

Supongamos que [t;,t;4+1] es un (+) subintervalo entonces existe
t € [tj,tj41] tal que e(t) = p. Ahora si = € [t;,t;11] entonces por
(38) le(t) —e(x)| < 3p, si e(z) < 0 esta dltima desigualdad no podria
cumplirse asi que e(z) > 0. Mismos argumentos pueden darse para
un (—) subintervalo. Es decir:

si 2 € (+) subintervalo entonces e(x) > 0 y si 2 € (—) subintervalo
entonces e(z) <0

Vamos escribir los subintervalos [¢;,%;41], que son (+) subinterva-
los, en orden de izquierda a derecha como I, I, - - - Iy, ¥ supongamos
que I, es (+) subintervalo. En seguida dividimos Iy, I, - -- Iy en sub-
conjuntos como sigue:

{1, Iy, Ipa } (+) subintervalos
{Ik1+1, Ik1+2, cee ,Ikg} : (—) SUbiIlteI'V&lOS
{Iyos1, Irota, -+, Ira} : (4) subintervalos

P /EETY T ITRIN [ (=)™ subintervalos

Cada subconjunto contiene al menos un elemento, y 2 <m+1 <
n+1.

Es claro que Iy, N Ij,41 = ¢, j = 1,---m. Por lo tanto podemos
seleccionar puntos zi,--- , z, con la propiedad que z; >z VeI, y
zj <z Yz € I, 11.51 ponemos

Q(x) = (2171')(2271') e (szx)
entonces ¢ € P, y g¢(z) tiene el mismo signo que e(z) en cada
Ij7 ]:17 7N
Sea R la unién de todos los subintervalos los cuales no son (&)
subintervalos; entonces

max [e(x)| = p'< p
Supongamos, ademds, que
llgll = M
y elegimos A > 0 tan pequeno que
AM <min (p—p', p/2)
Ahora afirmamos que

p(x) = Ag(x) +p(z) € Py
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es una mejor aproximacion a f(x) menor que p:. En seguida
justificamos tal afirmacion.
si, de uno de los modos, z € R, entonces

[f(2) = p(x)] = le(x) = Aq()] < le(z)| + Ag(@)| < p' + AM <p  (39)

y del otro modo, siz ¢ R, entonces z € I; j = 1,...., N y entonces e(x)
y Ag(z) tienen el mismo signo (ninguno es cero), |e(z)| > p/2 > [Aq(z)],
y tenemos

|f(z) = p(x)| =e(x) = Aq(x)| =[e(x)| - [Ag(z)| < p

que junto con (39) implican que

If =pll<p=If—pill
Esta contradiccién prueba el teorema

Algunas observaciones

1) Notemos primero que el teorema anterior no dice que el con-
junto alternante de n + 2 puntos para f — p? sea tnico.

2) Tampoco implica que f —p% no pueda alternar en mas de n +2
puntos.

En seguida damos un ejemplo sencillo.

Ejemplo 3.1. 0 es la mejor constante aproximante a

f(x) =sindx, z €[—m, 7]

El problema es resolver la ecuacién 4z = +£2% que es donde e(z)
alcanza su maximo y su minimo para n impar. entonces

y asi f —p? tiene 16 diferentes conjuntos alternantes de 2 puntos:

{(+%7 *%)7 (+%7 *%‘—)7 (+%7 7%‘-)7 (+E7 7_T77T)7 (+3§ﬂ7 7%‘-) ) }

y yva que max|sindz| = 1 y sindz "alterna" 8 veces en [-n,7|. El
conjunto alternante para f — p; es el conjunto

Bo=Fi 1= —Fi 2= 0= —
entonces de acuerdo al teorema nos ensena que n+1=7 . n==6
y ademds que pj = p} = -+ = pt = p; = 0 son mejores aproxima-
ciones del grado indicado a sin 4x; Sin embargo p, = 0 no es una mejor
aproximacion.
Veamos la grafica
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grafico 2

3) El teorema anterior también nos ensena la cuestién de unicidad
para aproximacién uniforme vista ya en el teorema (1.3) aunque con
la restriccién para la norma de estrictamente convexa. Sin embargo
sin esta restriccion no podemos asegurar la unicidad hasta ahora; de
eso se trata precisamente el siguiente teorema.

Tenemos pues el teorema de unicidad sin la restriccién de la
norma estrictamente convexa.

Teorema 3.3. Si p; es una mejor aproximacién a f e

Cla,b] perteneciente a P,, entonces es uUnico; esto es, si
peP.Y p#pr,

ILf =l >If—pll

Demostracién. Supongamos ||f —p|l = || f — il = En(f)
Entonces de acuerdo al teorema de convexidad para el conjunto
de las mejores aproximaciones

ptp,
q=""
es también una mejor aproximacion a f.

Sea zo,21,--+, 2,41 Un conjunto alternante para f —q y que para
algin entero I,
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fx)) —plzy) | flxg) = pi(z))
2 + 2

= (_1)l+jE7l(f)7 j: 07' o ,’I’L+1 (40)

Ya que

|f(zj)—p(z;)| En(f)
T <=y y

v (40) se cumple® si y s6lo si '
f(xj) _p(xj) = f(xj) _p:,(xj) = (—1)Z+JEm j=0,---,n+1
y asf, obtenemos que

)il < Bulf)
2p S 2

p(xj):p:;(l'j)’ j:()?--- ;n+1,
Es decir; tenemos dos polinomios p,p? € P, que se cruzan n + 2
veces esto implica que p = p#. Con esto queda probado el teorema.

Veamos, en seguida, un ejemplo muy particular a manera, de
como dice uno de mis asesores: un premio de consolacién. Sin em-
bargo generalizar este método a conjuntos finitos abre una gran
esperanza aunque esto lo veo hasta el capitulo 4 de esta tesis.

Un Ejemplo importante

Ejemplo 3.2. Sea f(z) = 2«*! hallar su mejor aproxi-
mante p*

A partir los desarrollos de los polinomios de Chebyshev, anteri-
ormente vistos, obsérvese que el coeficiente principal para 7, (z) es
2", Esto lo usaremos un poco mds delante.

Hay muy pocas funciones, f(z), para las cuales podamos hallar
explicitamente, un mejor aproximante p}, por esta razén escogimos
un problema donde es posible hallar el mejor aproximante, o sea
f(l') — anrl'

Si pz es el mejor aproximante a 2"+ fuerade P, y si E, (2" [-1,1])
p, entonces

e(z) = 2" —p;, (41)

satisface

le(zj)[=llell=p, 7=0,....,n+1 (42)
donde —1 <z <2y <--- <wpy1 <1 debido al teorema 3.2 y

Sic>0y 2+ 2% =+cy ademds se cumple que |a| < cy |b] < ¢
entonces a = b
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e(z) € P,

Nos salimos un poco de la construccién que vamos haciendo y
para esto veamos que:

Si un polinomio p(z); = € (a,b) de grado n tiene una raiz en =z
donde ademds p(z¢) = 0 entonces z, es al menos de multiplicidad
2.

Demostracién

por hipétesis p(z) = (x — x¢)g(z) donde ¢ es un polinomio de grado
n—1

Ep(2) = (z —20)d (2) + g(2)

y sustituyendo x = x, obtenemos:

L p(zo) = g(z0) = 0. Es decir ¢ tiene un cero en z,

entonces q(x) = (z —x¢)h(z) donde h es un polinomio de grado n—2

y entonces p(z) = (z—x¢)(x—z0)h(z). Es decir z, es de multiplicidad
al menos 2 para p. En seguida regresamos a la construccién que
estabamos haciendo

Ahora probemos que zp = —1 y z,.1 = 1 son simples ceros de
p* —e%(z) y que xq,9,...2, son ceros de multiplicidad dos también
de p? — €*(z)

p? —e*(x) € Papyo y p*—e*(z;)=0, j=0,...,n+1

Por otra parte, si —1 < z; < 1, y como e*(z) < p en [—1, 1], entonces
e?(z) tiene un méaximo relativo en z = z; y asf

para z =z;. Asf en z = z;
£ (- ) =0

y cada z; € int([—1,1]) es un cero de multiplicidad dos, al menos, de
p?—e%(z). Ya que p?—e?(x) no es el polinomio cero, tiene precisamente
2n+2 ceros (contando tantos ceros como veces sea su multiplicidad);
y considerando que ni xg, x,.1 ¢ int([-1,1]. Esto es, hemos probado
que zg = —1 y x,41 = 1 son simples ceros mientras que z1,...,z, son
ceros de multiplicidad dos de p? — €%(z).

Y similarmente: para —1 < z; < 1, e(z) < p asi que e tiene un
maximo o un minimo relativo en z; y por lo tanto

me(@) = 0o,

Es decir ¢/(z) tiene ceros simples en z = z;, z; € (—1,1)
Y por lo tanto el polinomio:
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(1 —2”)[¢(2)]€ Payss

tiene ceros simples en +1 y tiene ceros de multiplicidad dos en
T1,. .. n. Ast (1 —a22)e (2)]? v p? — e2(x) tienen idéntico conjunto de
ceros y por lo tanto hay una constante miiltiplo uno de otro. La
constante la obtenemos comparando los coeficientes principales:

e(z) = 2" apam+ -+ ag

e2(x) = 2”2 by 22 4 by

(@)= (n+Da"+ -z y @) =(n+1)%2"" + - du’

(1 —2?)[e/(z)]? = k(p? — e*(z)) y entonces k = (n + 1)2.

por lo tanto

(1= a2®)[e' @)= (n+ 1)*(p~€*(x)) (43)

La ecuacién diferencial (43) para la funcién error, e(z), se resuelve
facilmente. Ya que ¢/(z) € P,, y €/(z;) =0, j = 1,...,n, sabemos que
¢/(z) no cambia de signo en [-1,z;]. Supongamos que ¢'(z) > 0 en
[~1,z1], entonces (46) implica, para z € [~1,z1],

e'(x) ~on+1
PP @ (- 272

Ahora integremos ambos lados de (44)

S Wﬁ%' Utilicemos la formula dcos™ (u) = == du’

ponemos u(x) = @ y obtenemos arccos(%f))
y asi mismo

il ﬁdw = (n+ 1) arccos ()

ysiz=cosl, x€[-1,21], 0<O <

e igualando

(44)

arccos (e(;)) =(n+1)0+c¢,

y entonces

e(z) = pcos[(n+1)0+

En seguida calcularemos c

Primero e(—1) =p y e(z1) = —p 0 e(—1) = —p y e(x1) = p pero como
hemos supuesto que ¢/(—1) > 0;entonces e(—1) = —p

asi, cos[(n +1)m +¢] = —1 y por lo tanto ¢ = mn, donde m +n+1 es
impar. Y por lo tanto,

9Manual de férmulas mateméticas Murray R Spiegel.
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e(z) = +pcos(n+1)0 (45)

como vimos mds arriba, cos(n+1)¢ es un polinomio de grado n+1
en x = cosf; esto es, cos(n+ 1) € P,,1, y su coeficiente principal es
2". Si comparamos los coeficientes de (44) y (48) en z"*! tenemos:
1 = p2" lo cual implica que p =27"; es decir:

e(r) =2""cos(n+1)0 (46)

Lqué sucede si €/(z) < 0 en [-1,z;] 7. Tendremos algo asi como
una ecuacion:

292 = 8; donde y < 0 entonces y = —2
y de la ecuacion (1—z2)[e/(x)]? = (n+1)2(p? —e*(z)) la ecuacion (44)

se convertiria en:

¢ (@)

[P2—c2(z)]2/2 = _(1T_LJ;;21)1/2

y llegariamos de nuevo a (46)
Ahora afirmamos que como se cumple:
e(x) =2""Th11(z); —-1<z<umz,
la igualdad sigue siendo vélida para —1 <z < 1. Con esto hemos
probado el siguiente teorema

Teorema 3.4. Si p; es una mejor aproximacién a zt!
en [-1,1] de P,, entonces

gt —ph= 27T 41 ()
y asi
Bn(a" i [-1,1) = 27"

Ahora particularizaremos el teorema

Ejemplo 3.3. Sea f(z) = 2!'°
Tio(z) = —1 + 502" —4002*+11202°— 128025 +5122°

Ahora normalicemos el polinomio para hallar
e(z) = 27%(=1 + 502 —4002* +11202° — 128025 +51221°)
_ 25,2 _25,4,35,.6_5,8 10___1
=956L T 3T .+1—6$ —§x_ +x — 512 )

Nuestro mejor aproximante sera:

pr=a"0—e(z) = —2a?+ 28— B4 28 L
Ahora visualicemos el conjunto alternante de z'° — p; mediante
una grafica (el grafico 3 de la siguiente pagina)
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10, 25,2 25,4, 3.6_5,8_ 1
T+ 56T — 527 T 6T — 2T~ 513

y

0.001 7

-0.001 T

QGrafico 3

Encontrar el conjunto alternante implica hallar la derivada del
polinomio 4 (210 + 2222 — 254 4 33,0 5,8 L) = 285 20,34 108,5
20z" + 10z?

y hallar las raices de este tltimo polinomio

0.95106
0.80902
0.58779
0.30902
2w — B’ + P25 — 2027 + 1027, roots: 0.0
—0.309 02
—0.58779
—0.809 02
—0.951 06

z1=1; 2y=0.95106; z5=0.80902; z,= 0.58779; z5= 0.30902

ze= 0.0; ;= —0.30902; xg= —0.58779; 4= —0.80902

10— —0.951 06, T1= -1

Veamos ahora que en efecto es un conjunto alternante

z 1 095106  0.80902 0.587 79 0.309 02
e(r) =5 —=5 1.9531X107° —1.9531X107% 1.9531X10°°
r 00  —0.30902 —0.58779 —0.809 02
e(x) -z 1.9531X107% —1.9531X10~% 1.9531X107°
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T —0.95106 -1
e(x) 75% 5%

Y es evidente que el conjunto {z;};-1,. 11 cumple las condiciones
para ser un conjunto alternante de f — p.

Comentarios finales

El problema resuelto por el teorema 3.4 es equivalente a encon-
trar, para z"*!, un polinomio de grado k con coeficiente principal
1 que se desvia lo minimo posible en [-1,1]. El teorema ensena que
este polinomio es

Ti(x) = 27K+ (z)

40



Capitulo 4 Aproximacién en un conjunto finito de
puntos

Ya que usualmente no es posible encontrar el polinomio mejor
aproximante a una funcién dada, ahora consideraremos aproximar-
mos a la mejor aproximacién.

El proceso a considerar es reemplazar el intervalo I por un con-
junto de puntos finito en I y resolver el problema de aproximacién
en el conjunto finito de puntos.

Esta estrategia depende de dos factores:

1) La posibilidad de encontrar una mejor aproximacién a una
funcién en un conjunto finito de puntos.

2) Nos aproximamos al mejor aproximante en la medida que crece
el nimero de puntos del conjunto finito en el intervalo.

En seguida estudiaremos estos dos problemas.
Sea X = {x1,... 7} con w; # v parai £ j, v; € [a,b] Vi. Sim < n+1,
hay un tnico p € P, que satisface:

Para fin empatar con las ideas que hasta ahorita llevamos: de la
unicidad de la mejor aproximacion, y del conjunto alternante de la
funcién error entonces conviene considerar m > n+2 pues recordemos
que n + 2 es el nimero de puntos del conjunto alternante.

La mejor aproximacién uniforme perteneciente a P, a f en X,
estd caracterizada exactamente como en el teorema 3.2. Ya que la
prueba de este hecho es la misma del teorema 3.2 con X,,, en lugar de
[a,b] casi donde quiera, omitimos los detalles del siguiente resultado.

Teorema 4.1. p:(x,,) es una mejor aprox1ma010n uni-
forme en x,, a f fuera de P, si y sélo si hay un conjunto

alternante de puntos de x,,, para f—-p:(X,,) que tiene n+2
puntos.

Continuamos con un resultado andlogo al teorema 3.3:
Teorema 4.2. Una mejor a proximacién en X,, es tinica.

Estamos ahora en posibilidad de probar que el problema de aprox-
imacién debido a P, en [a,b] 0 en X,, puede ser siempre reducido en
algfln X.,H_g.

Teorema 4.3 Si p: € P, es la mejor aproximacion a f e
Cla,b], existe X,L . € [a,b] tal que
En(f;[a,b]) = E,(f; X}, 5) = max @) - (x)l<xgg>i2|f(x)fp(x)l

z€X)

41



para cualquier p € P,, p # p;. Ademds para cualquier
X7L+2 - [a7b]7

En(f; Xny2) = min max |f(z) - p(z)] =

pEP,x€X 4
lg?:iz |f( ) pq*z(XnJrZ; ZL‘)| En(fu [a7b]) - n(fv r*LJrQ) (47)

IN

con la igualdad sélo si p:(X,.12) = pr.

Prueba. Sea X;,, un conjunto alternante para f — p}, entonces

debido al los dos tltimos teoremas (con X,, = X?,,), pi es la mejor
aproximacién a f en X}, ,, y la primera parte del teorema estd
probada.

Supongamos pi(X,+2) # pl; entonces por unicidad (teorema 4.2)

E’n(f; X‘IL+2) <:LénXa)i2 |f(x) 7]):(1'” S En(fa [a7b])

La igualdad se cumple en (47) si pi(X,12) = p%, ¥ Xpie €S Un
conjunto alternante para f — p;.

Si reemplazamos X,, por [a,b] en el teorema anterior obtenemos:

Teorema 4.4. Si p:(X,,) € P, es la mejor aproximacién a
fen x,, existe x;,, C X,, tal que

En(fiXm) = En(fiX512) = "g%}iz |f(2) = pr(2)]
<M |f(z) — p(z)| (48)
Para cualquier p € P,, p #p:(X,,). Ademds, para cualquier
Xn2 E Xy,
En(fi X ,00) <E ([ X)) (49)

y la igualdad es posible s6lo si p;(X,.12) = pi(Xm)

Los teoremas 4.3 y 4.4 nos facilitan la bisqueda para una mejor
aproximacién en P, a un conjunto de n + 2 puntos. En el caso del
teorema 4.3, no es tan provechoso por si mismo ya que hay muchos
conjuntos de n + 2 puntos en [a,b]. Pero en el caso del teorema 4.4
vemos que si denotamos por X,,,;, i =1,..., (7 +2) el nimero finito de

subconjuntos de n + 2 puntos de X,,, y encontramos

maxm E’”(f;Xm,i): m(f X"H*)

=1, s

entonces
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Este procedimiento requiere de habilidad para encontrar

E.(f; Xnio) ¥V pi(X,42) para cualquier conjunto de n + 2 puntos,
Xn+2' . .

La siguiente tarea es ver cémo hacer esto.

[lustraré las diferentes férmulas con un ejemplo:
Hallemos pues, el p € P, tinico el cual interpola f(z) en z;, esto
es, tal que

p(x,) = f(z;), i=1,...,n+2 (50)

Este polinomio estd dado por la férmula para la interpolacién de
Lagrange que viene dada por:

n+2 )
P =2 AT g} ) 1)

Ejemplo 4.1. Sea f(z) = 2%, © € [-0.5,0.5]

427

Sea X2+1:3 = {*0.5, 0, 05}

(z—x;)

sea Lzy, =110_, ;. oy entonces:
__ (a=0)(z=05) _ 5 2
Ls 1 (%) == 5-0)(—05-05 — 2¢ —%
_ (z40.5)(z—0.5) 2
Ls2(%) =torommom — 4z +1
_ (3405)(z) _ o 2
Ly 3(2) = m5iomog = 20+

p(z) = (22" —2)(=2) + (~42’+1)(0) + (20" +2)(2) =3a—La?

X w@) f)
p(z) = £ (z — 1) W' (x1) (52)
si
n+2 )
> j,((??) =0 (53)
i=1 g



se sigue que p € P, ya que el lado derecho de (53) es el coeficiente
principal de de p, y p}(X,12) = p siempre y cuando E,(f; X,12) =0,
en vista de (50). Suponemos, por lo tanto, que p ¢ P,, esto es, el
coeficiente principal de p es no cero; que es nuestro caso en el ejemplo

4.1 pues si w(wy) = M2 (2, — z;), entonces

b, L= (~0.5 - 0)(~0.5 - 0.5)(—2) + 0+
(0.5+0.5)(0.5)(3) = —0.13333 # 0

Sea I, el pohnomlo unico en P, el cual satisface

lnp1(z) = (=1, j=1,....n+2

esto es,

nt2 i
e g L (54)

Para nuestro ejemplo 4.1
ZQ (LU) _ 23 w(x —1)°

i=1 (z—x;) W' (x;)
(z+0.5)(z)(z — 0'5)((x+0.5)1((0.5)+( )0 =5 75y T @=0. 51) ) =
—2(2*—0.5z) — 4(z*—0.25) — 2(z°+0.5z) = 1.0 — 8
Exigimos que [,,+1 ¢ P,, esto es, el coeficiente principal de I, sea
no cero. Este coeficiente principal es

n+2 .
(1)
55
;w’(xl) (55)
Ahora
/ - nﬁ2 )= iﬁl i — Tj nﬁ2 =) | (=)t
Wie)= I (wi—az)={ L @-z))( I (@i-z))|(
asi que sgn w'(z;) = (—1)n=i10
y entonces
(=17 n
Sgnw’(a:i)i( 1)

todos los términos (ninguno de los cuales es cero) en la suma de
(55) tienen el mismo signo. Asi la suma (55) no puede ser cero, y
nuestra exigencia queda cumplida.

nt2 (-1)° _ _1 1 -1 _ 4
En efecto: >/ w,(z) = 5+ + =55 + 7= = —8. Y obsérvese que
ningin sumando es cero y el coeficiente principal es —8 como ya lo

habfamos encontrado para nuestro polinomio /,,1(z) del ejemplo 4.1.

108i 2 € R (0 C), el sigx esta definido por:
sgnz:‘—i‘, r#0ysgn0=0
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Teorema 4.5. Sea

_EPf (i) [ (@)
SR W ()]

Entonces
pfz(XrH»Q) =P )\ln+l

donde p estd dado por (52), 1., por (54) y ademads

En(f; X)) = Al (57)

Demostracién. Elegimos A de modo que p— M,,41 € P,. (Note que
l.+1 siempre tiene un coeficiente principal no cero mientras que si
p =0, entonces A =0).

Ahora ,
e(@;) = flz;) == A, ) =AD" j=1....n+1
entonces zi,...,r,12 forman un conjunto alternante para

f—(—MNuy1) en X, o, v por teorema 4.1 pf(X,12) = p — Mpi1-
Entonces también se cumple (57). El teorema estd probado.
Respecto al ejemplo 4.1 nos resta calcular X :
N =gl (e 01853 165666 x 102
ahora calcularemos, para ese mismo eJem2p10 nuestro
pi(X,)=p— Alnﬂ }5a:—ﬁx —(1 6666 x 107 7)(1.0 — 82°)

=164 —0.400012%~1.666 6 x 102
y nuestra funcién error

e(z) = 25 — (22 — 0.400012% — 1.666 6 x 10~2)
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-0.017T

QGrafico 4

y nuestra funcién error:

205) —(8(—0.5) — 0.400 01(—0.5)*~1. 666 6 x 10~2)

= —1.6665 x 1072
20 —(48(0) — 0.400 01(0)*~1. 6666 x 1072) = 1.6666 x 10~
2005 —(18(0.5) — 0.40001(0.5)*~1.666 6 x 1072) = —1.6665 x 10"

En efecto el conjunto es un conjunto alternante pero p?(Xz) no
es el mejor aproximante de f, es una aproximacion al mejor aproxi-
mante pues en la grafica puede verse que de ningiin modo los valores
de la funcién error, en los nodos, representan el maximo en el in-
tervalo. En seguida hacemos una mejor aproximacién aumentando
nuestros puntos y ahora en el intervalo [-1,1]. Con este ejemplo ter-
mino esta tesis de licenciatura.

Ejemplo 4.2. Considérese la misma funcién del ejem-
plo 4.1, pero ahora considérese el conjunto:

Xo={—1,-0.75,—0.5,—0.25,0,0.25,0.5,0.75, 1}

Calculemos primero el valor de la funcién en = € X,

46



Sea

f=25

X9 -1 -0.75 —0.5 —0.25 0 0.25 0.5 0.75
f(x) -2 —-1.2 —-0.66667 —0.28571 0 0.22222 0.4 0.54545

1
2
3
Hallemos pues, el p € P, tinico el cual interpola f(z) en z;, esto

es, tal que

Este polinomio estd dado por la férmula para la interpolacién de

Lagrange que viene dada por:

9

p(x) :Z {H?—l, j#iM} f(;)

— (@i — ;)

Hallemos cada uno de los sumando a los que llamaremos L;, i=
.9

L=

(z4+0.75)(2+0.5) (40.25) () (—0.25) (—0.5) (—0.75) (z—1) (72)
—140.75)(—140.5)(—1+0.25)(—1)(—1—0.25)(—1—0.5)(—1—0.75)(—1—1)

(
Lo

(z+1)(x40.5)(x40.25) (x) (x—0.25) (x—0.5) (x—0.75) (z—1)
(—0.75+1)(—0.7540.5)(—0.7540.25)(—0.75)(—0.75—0.25)(—0.75—0.5)(—0.75—0.75)(—0.75—1)
(—1.2)
Ls=

(z+1)(2+40.75)(240.25)(x) (x—0.25) (—0.5) (x—0.75) (x—1)
(—0511)(—0.510.75)(—0.5+0.25)(—0.5)(—0.5—0.25)(—0.5—0.5)(—0.5—0.75) (—0.5—1)
(—0.666 67)

L =

! (z+1)(x40.75)(x40.5) (x) (x—0.25) (x—0.5) (x—0.75) (z—1)
(—0.25+1)(—0.2540.75)(—0.2540.5)(—0.25)(—0.25—0.25)(—0.25—0.5)(—0.25—0.75)(—0.25—1)
(—0.28571)
Ls=

(2+1)(2-+0.75) (2-+0.5) (2+0.25) (2 —0.25) (2 —0.5) (z=0.75) (z=1) ()

(0+1)(040.75)(040.5)(0+0.25)(0—0.25)(0—0.5)(0—0.75) (0—1) (0)

L~:

6 (z+1)(2+0.75)(40.5) (+0.25) (x) (—0.5) (x—0.75) (. —1)
(0.2571)(0.2510.75)(0.251.0.5)(0.2510.25)(0.25—0) (0.25—0.5)(0.25—0.75)(0.25—1)
(0.22222)
L-=

(z41) (240.75) (40.5) (40.25) (x) (z—0.25) (z—0.75) (x—1) (0.4)
0.5+1)(0.5+0.75)(0.5-+0.5)(0.5+0.25)(0.5—0)(0.5—0.25) (0.5—0.75) (0.5—1) \°*
Lg=

(z+1)(x+0.75)(x+0.5) (x+0.25) (x) (—0.25) (—0.5) (z—1)
(0751 1)(0.7510.75)(0.75+0.5)(0.7510.25)(0.75—0)(0.75—0.25) (0.75—0.5)(0.75—1)
(0.545 45)

(1) (2--0.75) (+0.5) (--0.25) () (z—0.25) (z—0.5) (z—0.75) (2
(I+1)(1+0.75)(140.5)(1+0.25) (1) (1—0.25)(1—0.5)(1—0.75) (3)
p=L,+Lo+Ls+Ly+Ls+Le+Lr+Lg+Lo
Ly+Lo+L3+Ly+Ls+Le+L7+Lg+Lo=

0.999 92z — 0.499 9422 +0.251 5123 —0.125 9124 +5. 5372 x 10~ 22> —
2.7401 x 10722542.6537 x 107227—1.3415 x 10228
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aunque esta tltima expresion nos va a producir un error (es decir
la expansién de p).

9 w(x) . (71)i
i=1 (z—x;) w'(x;)

En seguida calcularemos el polinomio i(z) =
w(z) = (z+ 1)(x +0.75)(z + 0.5)(x + 0.25)

(z)(x — 1)(x — 0.75)(z — 0.5)(z — 0.25)

w=28.7891 x 10~ 3z — 0.200 2023 +1. 066 42°—1. 87527 +2*
<4 (8.7891 x 102 — 0.200 202°+1. 066 42°—1. 87527 +27)
= 5.3322*—0.600 622 —13. 12525+92548.789 1 x 103

Para efecto de hacer las cuentas, en este software, llamaremos a
W' (z) como wy
wa= 5.33221-0.600 62> —13. 12525 +925+8.789 1 x 1073
Xg —1 —0.75 —-0.5 —0.25
wa 0.61519 —7.6922x 1072 2.1967 x 1072 —1.0987 x 10™2

0
8.7891 x 1073

X, 0.25 0.5 0.75 1
wg —1.0987x 1072 2.1967 x 1072 —7.6922x 1072 0.61519

Calculemos los sumandos correspondientes

b= (2 +0.75)(z + 0.5)(x + 0.25) () (z — 0.25)(z — 0.5)

(x— O.75)(alc - D(56m319)

1(2: (WW Y1) (2 + 0.5)(x + 0.25)(x)(z — 0.25)( — 0.5)

1(3: (W})(x +1)(z + 0.75) (2 + 0.25)(z) (x — 0.25)(z — 0.5)
xr — U. T —

1(4: (m)(x + 1) (2 4+ 0.75) (x + 0.5)(2) (x — 0.25)(z — 0.5)

1(5: (W)}@ +1)(z + 0.75)(z + 0.5)(x + 0.25)(z — 0.25)(x — 0.5)

1(6: (WW +1)(z + 0.75) (2 + 0.5)(z + 0.25)(2)(z — 0.5)
xr — U. Tr —

1(7: (W)}(m +1)(x + 0.75)(z + 0.5)(z + 0.25)(2)(z — 0.25)

ls= (=g ) (@ + 1) (@ + 0.75)(z + 0.5) ( + 0.25)(x) (w — 0.25)

61
(z —0.5)(z — 0.75)

l=lh+lb+ls+ly+ils+1ls+1lr+1s+ 19

es decir
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1 =2.5244 x 10722 + 52. 01222 —364. 0924 +728. 1926 —4. 0390 x 102827
—416.1128—-1. 00000 .
Nos resta calcular )\ = ;njz[[{ﬁ))ﬁ“’((“)]] Pero sabemos que
i=1 wiTq
Eiif[(*l)i/w'(%)] = —416.11

que es el coeficiente principal de I(z). Y sélo por aquello de las
dudas:

—1 1 —1 1 —1
0.615 19+ —7.6922x10-2 +2. 196 7x 102 + —1.0987x10-2 +8. 7891x10—3

1 -1 1 -1 _
+ T 0987102 T Z1967x102 T —7.6922x 10-2 + 56 0 —416.11
que afortunadamente checa con el coeficiente principal de | que ya habia

calculado.

Calcularé enseguida el nimerador de \.

SR f () /o ()] =
2 —1.2 —0.666 67 —0.28571 0

0.615 19 + —7.692 éx 10—2 Jr2. 196 7x10—2 + —1.098 7x10—2 + 8.7891x10—3

0.22222 0.4 0.545 45
+ 71.2098 7x10—2 Jr2. 196 7x10—2 + —7.6922x10—2

3 _ —2
+oaers= —1.9008 x 10
entonces

—1.9008 x 10~2
A=~ " 4568 x107°
—416.11

Asi que:

p— A = 0.99992z — 0.502 3222+0.251 512°—0.109 28z +

5.5372 x 10722°—6.066 5 x 10722642.6537 x 10~ 22"+

5.5929 x 10~ 3z84+4. 568 x 10~°

O Sea que

PE(X,) = 0.999922 — 0.502 322:°4+0.251 5122 —0.109 282+

5.5372 x 10722°—6.066 5 x 10722542.6537 x 10~ 227+

5.5929 x 10~ 3z84+4. 568 x 10~°

Por tltimo hacemos el gréafico de la funcién error en la siguiente
pagina.
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er = f—(p(z)=N(z)) = 0.502 3222 —0.999 922 —0.251 5123 +0.109 28z* — 5.
5372x 107225 +6.066 5 x 10226 —2. 653 7x 10227 —5. 593 x 10~32% +2-£; 4.

568 x 1075
y
0.0006 T
0.0004 T
0.0002 T
1 0 1
L1 v/o.s ,9/ 0.5 1
X
Gréfico 5
Cr= f —-p + Al
X -1 —0.75 -0.5 —0.25
e, —4.5683x107° 4.5670x 107° —4.2358 x 107° 4.1392 x 107°
0 0.25 0.5 0.75
—4.5680x 107° 4.7899 x 107> —4.5692 x 10™° 5.0215 x 107°

1
—4.5683 x 107°
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Conclusiones. Al expandir los polinomios p y I hay un error en
el momento de expandir y evaluar los polinomios, por lo que el
conjunto alternante no sale exacto, ademds que de ningin modo
estamos hablando del mejor aproximante para f; estamos hablando
de una aproximacion del mejor aproximante. En contraste con el
ejemplo 3.3, donde si calculamos el mejor aproximante y donde si
calculamos, como consecuencia, el conjunto alternante. Sin embargo
podemos ver que el error es del orden de 10~°.

Como dije mds arriba si escogemos un conjunto, por ejemplo de
20 puntos; es decir X,y entonces tendremos (%) = 125970 conjuntos
posibles. Entre esta cantidad de conjuntos, podemos escoger el que
mads se acerque al mejor aproximante; es decir aquel kg que cumplira:

Ew(f; -1, < E,(f;[-1,1]) i=1,...,125970

este tipo de cédlculo esta fuera de las pretensiones de esta tesis.
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