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Capitulo 1

Introduccion

“Nadie podrd expulsarnos del
paraiso que Cantor ha creado.”
-David Hilbert

Hay muchos sistemas axiomdticos para la teoria de conjuntos, pero esco-
ger axiomas no es cosa facil. Segin Wikipedia, un axioma es una proposicién
que no requiere demostracién, pues se considera una “verdad evidente”; so-
bre la cual descansa el resto del conocimiento o sobre la cual se construyen
otros conocimientos. En este trabajo presento aplicaciones de un axioma
no tan axioma, ya que al menos a mi no me parece tan “evidente”, y creo
que de intuitivo tiene poco. Sin embargo, cumple perfectamente la segunda
parte de la definicién; el propdsito de este trabajo es hablar sobre algunos
conocimientos que se construyen sobre el Axioma de Martin.

En el segundo capitulo presento algunas definiciones y teoremas que
seran usados a lo largo de este trabajo. La mayor parte de ellas tienen que
ver con teoria de conjuntos, resultados que generalmente forman parte de
un curso de licenciatura.

El tercer capitulo enuncia el Axioma de Martin y algunas de sus equi-
valencias. Entre ellas se encuentra una versién mas fuerte del teorema de
categoria de Baire, que como se vera a lo largo del trabajo, es uno de los
muchos teoremas que pueden ser extendidos al agregar al Axioma de Martin
a ZFC.

FEn el cuarto capitulo ya se encuentran algunas de las consecuencias, tales
como el hecho de que ¢ es un cardinal regular, y que para todo k < ¢, el
Axioma de Martin implica que 2¢ = 280 Este y otros resultados muestran
como el Axioma de Martin “extiende” a muchos teoremas usuales de teoria
de conjuntos, medida y categoria.

El dltimo capitulo trata de afirmaciones independientes de los axiomas de
Zermelo-Fraenkel més el Axioma de Eleccién (ZFC), es decir, afirmaciones
que no se pueden demostrar ni refutar usando los axiomas usuales de teoria
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10 CAPITULO 1. INTRODUCCION

de conjuntos. Entre estas afirmaciones estd la existencia de conjuntos de
Sierpiniski, subconjuntos muy interesantes de ntimeros reales que entre otras
cosas, son no medibles. En este capitulo también se encuentran propiedades
interesantes de 6rdenes que cumplen la condicién de la cadena contable y
los principios de combinatoria < y é.



Capitulo 2

Preliminares

“Dios creo los numeros naturales,
el resto es trabajo de la humanidad.”
-Leopold Kronecker

Este trabajo trata principalmente con teoria de conjuntos, aunque tam-
bién presento implicaciones en topologia, teoria de la medida, andlisis, y
combinatoria. En esta seccién hay algunas definiciones y resultados, la ma-
yoria sin demostracién, que son necesarios para comprender los resultados
que presento después.

Un conjunto x se llama ordinal o ntimero ordinal si es transitivo y
bien ordenado bajo €., es decir, que es bien ordenado y que y € x implica
quey Cxysiy,z € xentonces y < z siy sélo siy € z. Para cada ordinal
a decimos que el sucesor de «, denotado S(a) o @+ 1 es: S(a) = aU{a}.

Un numero ordinal « se dice que es un ordinal sucesor si existe un
ordinal (3 tal que o« = 3+ 1. Si no existe tal 3, entonces se dice que « es un
ordinal limite.

Dos ntimeros ordinales son equipotentes si existe una biyeccién entre
ellos. Se dice que un ordinal « es ordinal inicial si no es equipotente a
cualquier # < «. En este caso también decimos que a es un cardinal o
numero cardinal. Note que todos los cardinales infinitos también son or-
dinales limite.

Si « es un ordinal limite, entonces la cofinalidad de «, denotada por
cf (@), es el minimo ntimero ordinal 3 tal que « es el limite de una sucesién
creciente de ordinales de longitud S.

Se dice que un cardinal infinito k es un cardinal singular si cf (k) < k.
Un cardinal infinito que no es singular se llama cardinal regular.

Notacién: Sean A y B conjuntos, el conjunto A® se define como la familia
de todas las funciones de B en A. El conjunto [A]" se refiere a la familia de
todos los subconjuntos de A de cardinalidad &, es decir, [A]" = {S C A :
|S| = k}. El conjunto [A]<" es la familia de todos los subconjuntos de A de

11



12 CAPITULO 2. PRELIMINARES

cardinalidad menor que &, es decir, [A]<k = {S C A : |S| < k}. Finalmente,
el conjunto X < denota |J, .. X™.

nek

Hablar de w, ¢

Definicion 2.0.1 Un filtro F sobre un conjunto X es un subconjunto pro-
pio no vacio de P(X) tal que:

= Ac FyAC B implica que B € F.

= A€ FyBeé€Fimplicaque ANB € F.

Definicion 2.0.2 Un ideal Z sobre un conjunto X es un subconjunto pro-
pio no vacio de P(X) tal que:

= AcZy BC Aimplica que B € 7.
= A€y B €T implicaque AUB € 7.

Note que ideal es la nocién dual de filtro.

Teorema 2.0.3 (Konig) Si I es un conjunto y para cada i € I tenemos
cardinales rk;, A; tales que r; < i, entonces Y ;i r ki < [[icr A [ ]

Lema 2.0.4 La cofinalidad de ¢ es mayor que w.

La prueba del lema anterior es facil. S6lo hay que poner para todo i < w,
ki =1y A\ = 2. Por el Teorema de Kénig, >71 < [[{2, y asf w < 2%,

Definicién 2.0.5 Hipétesis del Continuo (CH): 280 = ;.

Definiciéon 2.0.6 Se dice que una teoria T es consistente si no contiene
contradicciones; es decir, que para toda proposicion P€T, no se pueden
probar P y =P simultaneamente.

Definicién 2.0.7 Se dice que una proposicién P es consistente con una
teorfa T si TU{P} es consistente.

Definicion 2.0.8 Se dice que una proposiciéon P es independiente de una
teoria T si T no prueba ni refuta a P; es decir, es imposible demostrar P a
partir de T, y también es imposible demostrar =P a partir de T.

Teorema 2.0.9 (Godel) La Hipdtesis del Continuo es consistente con los
aziomas de Zermelo-Fraenkel mds el Azioma de Eleccion. [ |

Teorema 2.0.10 (Cohen) La Hipdtesis del Continuo es independiente de
los axiomas de Zermelo-Fraenkel mds el Axzioma de Eleccion. [ |
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Definicion 2.0.11 Sea F una familia de conjuntos. Decimos que F forma
un A-sistema si existe un conjunto R tal que para todos F,F’ € F tenemos
que FNF =R.

Lema 2.0.12 (Sanin) A-Lema: Sea A una familia no numerable de con-
Juntos finitos. Entonces existe B C A no numerable que forma un A-sistema.

Demostracién: Sea F’' una familia no numerable de conjuntos finitos.
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que F C [w1]". Como |F'| >
No, existe n € w tal que |F = {F € F' : |F| = n}| = |F'|. Prosigamos
por induccion sobre n. Para n = 0 es trivial ver que el lema se cumple.
Supongamos que para conjuntos de cardinalidad n < N se cumple el lema.
Sea F € [wl]N no numerable, veamos que existe D C F no numerable que
forma un A-sistema. Haremos la demostracién en dos casos:

Caso 1: Existe a € wy tal que existe F' € [F]¥, tal que o € [ F'.

Por hipétesis, existe D' C {F\{a} : F € F'} que forma un A-sistema,
entonces D = {F U{a}: F € D'} forma un A-sistema en F.

Caso 2: Para todo a € wy y para todo F' C F, si « € (| F' entonces
|7 < Ro.

Veamos que existe D C F familia no numerable ajena por pares. Pro-
sigamos por induccién sobre «. Supongamos que o < w; y que para todo
f < o hemos escogido Fg € F de tal forma que F, N Fz = () para todo
v <.

Como hasta el paso « sélo tenemos una cantidad numerable de subcon-
juntos finitos de wq, existe ¢ € wy tal que | Bewn Fjg C (. Por hipdtesis existe
F € F tal que FN¢ =0, ya que de lo contrario, existirfa n < v tal que
n € Fj para una cantidad no numerable de Fp’s. Sea F,, = F. Asi hemos
definido una subfamilia no numerable de F ajena por pares. |

Teorema 2.0.13 (Baire) Si X es un espacio topoldgico Hausdorff y local-
mente compacto, entonces toda interseccion numerable de densos abiertos es
denso.

Definicién 2.0.14 Un conjunto abierto X es regular si X = int(cl(X)).
En R, el intervalo (0, 1) es un abierto regular, pero el conjunto (0,1) U (1,2)
no lo es.

Definicién 2.0.15 Un par (P, <) es un preorden si < es una relacién refle-
xiva y transitiva. A un preorden también le vamos a llamar orden parcial,
abusando del término, ya que usualmente se requiere que un orden parcial
sea antisimétrico.

Definiciéon 2.0.16 Un algebra booleana es un conjunto B con dos ope-
raciones binaras + y -(suma y multiplicacién), una operacién unitaria —
(complemento) y dos constates 1,0 que cumplen las siguientes condiciones:
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s utu=u=u-u

s Ut v=vFuyu-v=uv-u
sut+(vtw)=(utv)+wyu- (v-w)=(u-v)- w.

w (utv) w=(u-w)+w-wy(u-v)+w=(utw)- (v+w).
s ut (u-v)=u=u-(u+v).

s u+(—u)=1yu-(—u)=0.

» —(utv)=—u-—vy —(u-v)=—-u+ —v.

- —(-u) =u.

sul=uyu+0=u

Se puede introducir un orden parcial < en un algebra booleana B ha-
ciendo: u < v si y sélo si u + v = v o de forma equivalente, u < v si y
solo si v - v = u. Con este orden, 1 y 0 son el maximo y el minimo de B
respectivamente.

Si B es un algebra booleana, por el Teorema de Representaciéon de Stone
existe un homomorfismo ® : B — P(S(B)), donde S(B) ={U C B : U es
un ultrafiltro en B} y ®(u) ={U € §(B) : u € U}.

Definicién 2.0.17 El espacio de Stone asociado a B es S(B) tomando
como base para una topologia en S(B) a todos los conjuntos ®(u).

Lema 2.0.18 S(B) es un espacio Hausdorff compacto. |

Definicién 2.0.19 Una linea de Souslin es un orden total (X, <) tal que
X tiene la ccc en la topologia del orden, pero no es separable.

La Hipétesis de Souslin (SH) dice que no existen linas de Souslin. Se
ha probado que SH es independiente de ZFC, e incluso de CH.



Capitulo 3

El Axioma de Martin

“FEste no es el final. Ni siquiera es
el principio del final. Pero si es,
tal vez, el final del principio.”

-Winston Churchill

FEn 1940 Godel demostrd que los axiomas de Zermelo-Fraenkel mas el
Axioma de Eleccién (ZFC) no pueden refutar la Hipdtesis del Continuo
(CH). En 1963, Cohen demostré que usando ZFC tampoco se puede pro-
bar CH. Estos dos resultados implican que CH es independiente de ZFC.
Lo que hace que estos resultados sean tan importantes, es que en ese tiem-
po existian muchos problemas cuya solucién dependia de la afirmacion o
negacién de CH. Al demostrar que CH es independiente de ZFC, parecia
que era necesario agregar un nuevo axioma. Los candidatos naturales para
agregarse a ZFC eran CH y la negacién de CH, pero ninguno de los dos
satisfacia a los matematicos de la época. La mayor parte de los matematicos
que trabajaban con teoria de conjuntos “sospechaban” que CH era falsa,
incluso Godel dijo alguna vez que su prueba de que CH era consistente solo
mostraba que los axiomas de Zermelo-Fraenkel eran deficientes. Uno de los
principales problemas de CH es que es demasiado fuerte, pero su negacion
es demasiado débil.

En 1969 D.A. Martin y R.M. Solovay propusieron un nuevo axioma, al
que llamaron el Axioma A. Este nuevo axioma tiene muchas propiedades
que vale la pena mencionar, entre ellas que CH implica el Axioma A, pero el
Axioma A+—CH es una proposicién suficientemente fuerte para obtener con
ella resultados interesantes. Ahora se conoce al Axioma A como el Axzioma
de Martin.

15



16 CAPITULO 3. EL AXIOMA DE MARTIN

3.1. El Axioma de Martin

Hay muchas versiones equivalentes del Axioma de Martin. La version
que presento a continuacién no es la mas accesible, pero si es la mas util.
Para llegar a ella debo introducir algunos conceptos necesarios:

En un orden parcial P, se dice que dos elementos x,y € P son compati-
bles si existe z € P tal que z < x y z < y. Se dice que z es extensiéon de = y
de y. Si dos elementos no son compatibles, se dice que son incompatibles.

Un subconjunto D de un orden parcial P se llama denso si para todo
x € P existe y € D tal que y < x. Si D es una familia de densos, un filtro F
se llama D-genérico si para cada D € D se tiene que D N F # ().

Definicién 3.1.1 Se dice que un orden parcial P tiene la condicién de la
cadena contable (ccc), si para todo F C P no numerable existen X, Y € F,
tales que X y Y son compatibles.

Definicion 3.1.2 Sea M A, la siguiente proposicion: Si k es un cardinal
infinito y (P, <) es un conjunto preordenado con la cce, y D es un conjunto
de subconjuntos densos de P con |D| < k, entonces existe un filtro D-genérico
en P.

M A, se define para todo cardinal k, pero los siguientes dos teoremas nos
dicen que los cardinales para los cuales el Axioma de Martin es interesante
son todos los k tales que Ng < k < ¢.

Teorema 3.1.3 (Rasiowa-Sikorski) La proposicion M Ay, es verdadera.

Demostracién: Sea P un preorden y sea D = {D,, : n € w} una familia
numerable de densos en P. Construyamos un filtro D-genérico F. Sea x € P,
como Dy es denso en P, existe g € Dy tal que z¢o < x. De igual manera,
existe x1 € D tal que x1 < ¢ y asi sucesivamente. Sea X,, = {y € P : z;, <
y}. Entonces F = J,,, X» es un filtro en P. [ |

new

Teorema 3.1.4 La proposicion M A, es falsa.

Demostracién: Sea P = (J,, ., 2". Para cada p,q € P definimos p < ¢
si y sélo si dom(q) C dom(p) y para todo n € dom(q), p(n) = g(n). Como
P es numerable, entonces P tiene la ccc. Para cada f € 2 sea Dy = {p €
P :p # fldom(p)}. Sea f € 2*, veamos que Dy es denso. Sea p € P y sea
m = dom(p) si p # f|m entonces p € Dy. Supongamos que p = f|dom(p),
entonces sea ¢ € 2™*! tal que para todo n € m, g(n) = p(n) y q(m) # f(m).
Entonces g € Dy y ¢ < p.

Para cada n € w sea E,, = {p € P : n € dom(p)}, es claro que E, es
denso para todo n € w, ya que toda funcién que no tiene a n en su dominio
se puede extender a otra que si tiene a n en su dominio. Sea D = {Dy : f €
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29} U{E, : n € w}. Es claro que D es una familia de subconjuntos densos
de tamano c.
Supongamos que vale M Ay, , entonces existe un filtro D-genérico F en
P. Como F es un filtro, entonces es un sistema compatible de funciones y
f=UF:w — 2 es una funcién. Note que para toda h : w — 2, existe
p € D, N F y por lo tanto existe n € w tal que p(n) # g(n). Como F es un
sistema compatible de funciones y f = JF entonces f(n) # h(n). Entonces
para toda h : w — 2 tenemos que f # h. Lo cual contradice que f:w — 2.
|

Un corolario inmediato del teorema anterior es el siguiente:
Corolario 3.1.5 M Ay, implica que la Hipotesis del Continuo es falsa.

Definicién 3.1.6 El Axioma de Martin (MA) es la siguiente proposicién:
Para todo cardinal infinito k < ¢, se cumple M A,;.

El teorema 3.1.3 trivialmente implica el siguiente teorema:

Teorema 3.1.7 La Hipotesis del Continuo implica el Azioma de Martin.

3.2. Equivalencias del Axioma de Martin

Al igual que el Axioma de Eleccién, el Axioma de Martin tiene muchas
versiones equivalentes, la forma mas usual de este axioma es la que se dié en
la seccion pasada, pero otras versiones pueden ser muy ttiles para demostrar
que alguna proposicién implica o es equivalente al Axioma de Martin.

La siguiente proposicién es muy tutil para probar la consistencia de MA.
Esto se hace por una iteracion de forcing, un método desarrollado por Paul
Cohen en 1962 que estd fuera del alcance de este trabajo.

Definicién 3.2.1 Sea M A} la siguiente proposicién: Si P es un preorden
de cardinalidad menor o igual a x que cumple la ccc y D es una familia de
a lo mas k densos en P, entonces existe un filtro D-genérico en P.

Se dice que un conjunto B es cerrado con respecto a una familia de
funciones F si para todo f € F se tiene que f(B) C B.

Lema 3.2.2 Sea A un conjunto. Si {fo € A : o < K} es una familia de
Junciones y g : Ax A — A, entonces existe B C A con |B| < k tal que B es
cerrado con respecto a la familia {fy : o < K} U{g}.

Demostracién: Sean a € A, Cy = {a} y Cp11 = Cp, U g(C,, x Cy) U
Ua<r f(Cr). Por induccién sobre n, usando que la cardinalidad de la imagen
de un conjunto bajo una funcién siempre es menor o igual a la cardinalidad
de dicho conjunto, podemos ver que |Cy| < k para todo n € w. Sea B =
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Unew Cn, entonces para todo a < x |B| <k, g(B x B) C By fo(B) C B.
|

Teorema 3.2.3 Se cumple el Azioma de Martin siy sélo si se cumple M A7,
para todo Kk < c.

Demostracién: Es claro que M A, implica M A}.. Ahora supongamos M A7,
y veamos que se cumple M A,. Sean (®, <) un conjunto preordenado con la
cccy D={D, : o < k} una familia de densos en Q.

Como para todo « < k tenemos que D, es denso, podemos definir para
cada a < k una funcién f, : Q@ — Q tal que fo(p) € Do vy fo(p) < p para
todo p € Q. Ahora definamos g : Q@ x Q@ — Q tal que para cualesquiera
p,q € Q, si p y ¢ son compatibles, entonces g(p, q) extiende a p y a gq.

Al aplicar el lema 3.2.2 tenemos que existe P C @ de cardinalidad menor
o igual a k y que es cerrado con respecto a la familia {f, : @ < &} U {g}.
FEntonces podemos afirmar que P tiene la ccc y que para cada o < k, Dy N
P #0y D, es denso en P.

Al aplicar M A}, encontramos un filtro D-genérico G en P. G no nece-
sariamente es filtro en Q, pero H = {¢ € Q : Ip € G,p < ¢} si lo es.

[ |

Definiciéon 3.2.4 Un algebra booleana B es completa si para cualquier
A C B no vacio, A tiene supremo.

Definicién 3.2.5 Sea M Aﬁ la siguiente proposicién: Si B es un &lgebra
booleana completa que satisface la ccc y D es una familia de a lo mas &
densos, entonces existe un filtro D-genérico en B.

Teorema 3.2.6 Para todo k < ¢, M A, es equivalente a M AY.

Demostraciéon: Cualquier algebra booleana es un preorden, asi que es
trivial que M A, implica M A%. Ahora supongamos M A% y sea P un conjunto
preordenado con |P| < k. Definamos para cadap € P N, = {g € P : ¢ < p}.
Como para cada ¢ € P, ¢ € N, implica que N, € N,, {N, : p € P}
es base para una topologia en P. Sea B el dlgebra booleana de conjuntos
abiertos regulares en P. Ahora definamos i : P — B de la siguiente manera:
i(p) = int(cl(Np)) para cada p € P. De esta forma, tenemos que para
cualesquiera p, g € P, p < g implica que i(p) < i(q) (es decir, i(p)-i(q) = i(p))
y si p y ¢ son incompatibles, entonces i(p) - i(q) = 0. Esto es cierto porque
i(p)-i(q) = 0siy sblo siint(cl(Ny)Nint(cl(Ng)) = 0, pero esto es equivalente
a decir que N, N N, = 0}, que es equivalente a que p y ¢ sean incompatibles.

Si U € B\{0} y p € U, entonces int(cl(N,)) C U. Entonces i(p) C U, es
decir i(p) < U. Por lo tanto i(P) es denso en B\{0}.

Sea D = {D, : @ < k} una familia de conjuntos densos en P. Entonces,
D' ={i(D,) : @ < k} es una familia de densos en B\{0}.
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Como P satisface la ccc y i(P) es denso en B\{0}, entonces B\{0} tiene
la ccc. Para cada (p,q) € P x P, sea Hy, 4 el conjunto de todos los r € P
tales que r < py r < g o que r es incompatible con p o con ¢. Veamos
que para cada (p,q) € P x P, H,, es denso en P. Sir € P y existe v’ <r
tal que 7’ es incompatible con p o con ¢, entonces v’ € Hy, ,. Ahora, si no
existe tal ' € P, entonces r es compatible con p, y por lo tanto, existe
ry € P tal que r1 < ry r1 < p. Pero r; también debe ser compatible con
q, y entonces existe o € P tal que ro < ry y r1 < ¢q. Como ry < p tenemos
que 1y € H, 4y mo < r. Sabemos asi que i(H,,) es denso en B\{0}. Sea
H = D' U{i(Hp,) : (p,q) € P x P}. Entonces, |H| < &, y usando M A
tenemos un filtro H-genérico F en B\{0}.

Sea G = i~1(F). Entonces para cada a < k, G N D, # () y para cada
(p,q) e PxP,GNH,,# 0.Sip e Gy q e P tales que ¢ > p, entonces g € G.
Por lo tanto, G es un filtro en P. Ahora, si p, ¢ € G, como GNH,, , # 0, existe
re€GNHp,, ycomo i(p),i(q),i(r) € F entonces p,q y r son compatibles y
asir < py r <q. Por lo tanto, existe una extensién comun de p y ¢q en G.
Entonces, G es un filtro D-genérico en P. |

Definicién 3.2.7 Versién topolégica del Axioma de Martin (M Ar,p):
Para todo espacio topolégico (localmente) compacto Hausdorff que satisface
la ccc, siempre que U sea una familia de subconjuntos abiertos densos no
vacios tal que [U| < ¢, se cumple que (U es denso.

Note que la version topolégica del Axioma de Martin “extiende” al Teo-
rema de Baire (Teorema 2.0.13) en el sentido que estamos agrandando la
cantidad de subconjuntos densos que se permite intersectar, pero restrin-
giendo el espacio al considerar sdlo espacios con la ccc.

Lema 3.2.8 M A, implica la version topoldgica del Axioma de Martin.

Demostracién: Supongamos M A, y seald = {U, : a < k} una familia de
subconjuntos abiertos densos no vacios para algin k < ¢. SeaP ={p C X : p
es abierto y p # 0} con p < ¢ si y sélo si p C ¢g. Entonces, como X satisface
la cce, entonces P satisface la ccc. Para cada o < k, sean D, = {p € P :
c(p) CUyty D={D, : a < k}. Veamos que cada D, es denso en P. Sea
g € P. Como U, es denso en el espacio X, U,Nq # 0. Sea x € U, Ngq. Como
X es Hausdorff compacto, K = X\ (U, N¢q) es compacto, también tenemos
que x ¢ K. Entonces existe p € P tal que 2 € py cl(p)NK = {). Por lo tanto,
p<qyp€ D,. Entonces D, es denso en P. Si G es un filtro D-genérico en P,
entonces G tiene la propiedad de la interseccién finita y como es compacto,

tenemos que ({cl(p) : p € G} # 0. Pero ({cl(p) :p € G} C (W{Ua: a < K}.
|

Lema 3.2.9 La version topoldgica del Axioma de Martin implica MAZ.
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Demostraciéon: Sea B un dlgebra booleana completa que satisface la ccc
y sea D = {D, : @ < k} una familia de densos en B\{0}. Sea S(B) es
espacio de Stone asociado a B. S(B) es un espacio Hausdorff compacto.
Como ®(u) N ®(v) = ®(u - v), tenemos que ®(u) N P(v) = 0 si y sblo si
u-v = 0. Por lo tanto, S(B) tiene la ccc porque B tiene la ccc.

Para cada o < k, sea W, = [J{®(u) : uv € D,}. Entonces W, es un
abierto no vacio. Ademds, W, es denso en S(B), ya que si ®(v) es un abierto
béasico de S(B), entonces existe u € D, tal que u < v, y entonces ®(u) C
®(v) y asi W, N ®(v) # 0. Por hipétesis, tenemos que ([{W, : a < k} # 0.

Sea G € ({Wa, : a < k}. Entonces G es un filtro D-genérico en B porque
si a < Kk, G € W, implica que existe u € D, tal que G € ®(u), y por
definicion de ®(u) tenemos que u € G. Por lo tanto, u € G N D,,. [ |

El siguiente teorema se sigue directamente de los dos teoremas y lemas
anteriores.

Teorema 3.2.10 El Azioma de Martin es equivalente a la version topoldgi-
ca del Axioma de Martin. [ |

En esta secciéon hemos mostrado tres equivalencias del Axioma de Martin,
las cuales se pueden resumir en el siguiente teorema:

Teorema 3.2.11 Para todo k < ¢, las siguientes proposiciones son equiva-
lentes:

s MA,.
= MAY.
= MAg.

s MAr,).



Capitulo 4

Consecuencias del Axioma
de Martin

“FEs con logica que demostramos,
pero con intuicion descubrimos.”
-Henri Poincaré

Para poder ver la fortaleza del Axioma de Martin, hay que fijarnos en
sus concecuencias. Aunque el enunciado del Axioma de Martin es muy con-
juntista, veremos que tiene muchas consecuencias en diversas ramas de las
matematicas. Ya mencioné que cuando MA fue propuesto, el objetivo de su
definicion era sustituir a CH como axioma para agregarse a ZFC. Esto pro-
vocd que muchos matematicos de la época buscaran implicaciones, ya que
solo se puede juzgar a un axioma por sus consecuencias. En este capitulo
muestro algunas de las consecuencias que me parecen mas interesantes.

4.1. La Proposicion S,

Una de las primeras consecuencias de MA que se publicaron fue la pro-
posicion S,;. R.M. Solovay propuso S, para demostrar que todo subconjunto
de w se puede construir a partir de un subconjunto de w y 2% > X;. Este
resultado no serd abordado aqui, pero a continuacién veremos que S, nos
lleva a mas consecuencias interesantes.

Definicion 4.1.1 Sea Sy la siguiente proposicién: Sean A y B familias de
subconjuntos de w de cardinalidad menor que x tales que si X € By C
es un subconjunto finito de A, entonces X\ [ JC es infinito. Entonces existe
Xo Cw tal que X N Xy es infinito si X € By finito si X € A.

Teorema 4.1.2 El Azioma de Martin para k < ¢ (MA), implica Sy.

21
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Demostracion: Sean A4 y B conjuntos que satisfagan la hipétesis de la
definicién de Sy. Sea P 4 la coleccién de pares (P, Q) donde P Cwy Q C A
son finitos. Decimos que (P, Q1) < (P, Q2) si y s6lo si P, C Py, Q3 C Q4
y Pin(UQ2) C P.

Veamos que P4 cumple la ccc. Sea C C P 4 no numerable. Sélo hay R,
subconjuntos finitos de w; por lo tanto, existen (P;, Q1), (P, Q2) € C tales
que P, = P,. Entonces, (P, Q1 U Q3) es una extensién comin.

Para cada X € A, sea Yy = {(P,Q) : X € Q}. Sea X € A, veamos que
Yx es denso en P 4. Sea (P, Q) € P4, entonces (P,QU{X}) < (P,Q) vy
(P,QU{X}) € Vx.

Para cada X € By n € w, sea Xx,, = {(P,Q) : [P N X| > n}. Sean
X € By n € w, veamos que Xx, es denso en P 4. Sea (P, Q) € P 4, como
Q C A, entonces X\ |J Q es infinito. Entonces existe P; C X de cardinalidad
n tal que PNYJ Q = 0. Entonces (PUP;, Q) < (P, Q) y (PUP,Q) € Xx .

Sea D = {Yx : X € AJU{Xx,, : X € B,n € w}. D es una familia
de densos en P4 de cardinalidad menor que k. Por M A, existe un filtro
D-genérico G en P 4.

Sea

Xo=J{P: GQ)(P.Q) € G)}.

Veamos que Xj es el conjunto buscado. Sean X € A, (P,Q) € G N Vx
y (P',Q) € G. Como (P,Q),(P', Q') € G, entonces son compatibles, sea
(P, Q1) una extensién comin. Como (P, Q1) < (P, Q) entonces PN (|J Q) C
P, y por lo tanto, PN X C P. También tenemos que P’ NX C P,NX C P.
Como P’ era un conjunto arbitrario, XoN X C P, y por lo tanto Xg N X es
finito.

Sean X € By n € w. Veamos que | XoNX| > n. Sea (P, Q) € GNXx ,,. Por
construccién, P C Xy, y por la definicién de X ,, sabemos que |[PNX| > n,
por lo tanto |Xo N X| > n. [

Una de las aplicaciones mas sencillas pero muy importante es que Sy
implica que ¢ es un cardinal regular. Usando el método de Cohen, es posible
demostrar que es consistente que ¢ es un cardinal singular.

Teorema 4.1.3 S, implica que 2% = 2%0,

Demostraciéon: Es claro que 280 < 2% yeamos que 2" < R0 Seq, {Sq :
a < Kk} una coleccién infinita de subconjuntos de w. Sea f : P(Rg) — P(k)
dada por f(X) = {a < k: XNSY, es infinito}. Veamos que f es sobreyectiva.
Sean X € P(k), B={So:ae€ X}y A={S,:ac r\X}. Por S,, existe
Xo C w tal que f(Xo) = X. Por lo tanto, 2% < 2%, y asi, 2% = 2%, |

El teorema de Koénig (Teorema 2.0.3) implica que la cofinalidad de ¢
siempre es no numerable. Para llegar a esto necesitamos el siguiente corola-
rio:
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Corolario 4.1.4 El Azioma de Martin implica que si k < ¢, entonces 2" =
2%o,

Corolario 4.1.5 S, para todo k < ¢ implica que ¢ es reqular.

Demostracion: Supongamos que ¢ es singular, entonces existe x < ¢ cofinal
en ¢. Pero por el teorema de Konig, x no es cofinal en 27. Como 2" = c,
entonces x no es cofinal en ¢, y tenemos una contradiccién. |

4.2. Medida y Categoria

Como el Axioma de Martin es una extensiéon del teorema de Baire, es
natural pensar que tiene muchas implicaciones en medida y categoria. Vere-
mos que no sélo extiende al teorema de Baire, sino que implica extensiones
de muchos teoremas fundamentales de teoria de la medida. El lector intere-
sado en la relacién entre medida y categoria puede consultar el libro de
Oxtoby[Oa4].

Teorema 4.2.1 El Azioma de Martin implica que si k < ¢, entonces la
union de k conjuntos de medida 0 tiene medida 0.

Demostracion: Sean A, con a < k conjuntos de medida 0 y sea € > 0.
Veamos que | J, ., Ao tiene medida exterior 0. Sea P = {X C R: u(X) < €}
y para todos X, Y C R vamos a decir que X <Y siysélosi Y C X. Veamos
que P tiene la ccc. Supongamos que D es una anticadena no numerable,
entonces existe 6 > 0 tal que £ = {P € D : u(P) < e — d} es no numerable.
Como R es segundo numerable, sea {B,, : n € w} una base de abiertos de
R. Para cada P € &, sea Qp una unién finita de béasicos tal que pu(P\Qp) <
d/2. Como sélo hay una cantidad numerable de uniones finitas de bésicos,
{Qp : P € £} es numerable. Si P, Py € £y Py # P, entonces P; y P; son
incompatibles, y entonces pu(P; U Py) > €. Pero

M(QP1UQP2)2/1(P1UP2)—5/2—5/226—5

y w(Qp,) < pu(P1) < e— 4, entonces Qp, # Qp,. Por lo tanto, como {Qp :
P € &} es numerable, entonces £ también lo es.

Para cada o < K, sea X, = {P € P : A, C P}. Veamos que X,
es denso. Sea P € P, como u(A,) = 0, entonces existe un abierto @ con
w(Q) < e — p(P), entonces PUQ € X,.

Sea D = {X, : @ < k}. Como D es familia de densos, por MA sea G un
filtro D-genérico. Claramente (J G es abierto y |, ., Ao € |JG. Supongamos
que pu(lJG) > €, como R y todos sus subespacios son espacios de Lindel6f
existen abiertos B, € G con n € w tales que pu({J,c, Bn) > € y por lo

tanto existen Bi,..., By € G tales que u(UiJ\LO B;) > e. Como @G es filtro,
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Ufio B; € G, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, p(G) < € y entonces
Ua<r Aa tiene medida exterior 0. [

Este teorema tiene dos implicaciones inmediatas que vale la pena enun-
ciar:

Corolario 4.2.2 El Azioma de Martin implica que el ideal de conjuntos de
medida 0 es 280 -aditivo.

Corolario 4.2.3 El Azioma de Martin implica que si A es un conjunto con
|A| < ¢, entonces u(A) = 0.

El teorema anterior dice que la unién de menos que ¢ conjuntos nulos es
nulo, pero el Axioma de Martin nos puede decir aiin més:

Teorema 4.2.4 El Axioma de Martin implica que la o-dlgebra de conjuntos
Lebesque medibles es k-completa para todo k < c.

Demostracién: Sean {A, : @ < K} conjuntos Lebesgue-medibles, vea-
mos que |J,., Ao es Lebesgue-medible. Sea C' C |J,., Aq un conjunto
de Borel tal que |J,., Aa\C tiene medida interior 0, entonces, para ca-
da a < K, (A,\C) = 0. Como la medida de Lebesgue es 280-aditiva,

P(Uger(A\C)) = 0. Pero U, ..(Ac\C) = Uy, Aa\C, entonces

1( U Aa\C) =0

a<k

y por lo tanto, |J A, es Lebesgue-medible. |

a<k

Este teorema tiene un corolario sorprendente: Que la medida de Lebesgue
no solo es aditiva hasta k < ¢, sino que es c-aditiva.

Corolario 4.2.5 El Azxioma de Martin implica que la medida de Lebesgque
es 280 _aditiva.

Demostracién: Sean A, con a < k < ¢, conjuntos medibles ajenos por
pares. Entonces sélo una cantidad numerable de ellos tiene medida positiva.
Sean A,,, con i € w todos los conjuntos con medida positiva. Entonces

( U Aq) = N(U Aa;) + 1( U An\ U Ag;) = ZI’L(ACM) = ZM(AQ)'

a<k €W a<k 1EW €W a<k

y por lo tanto, la medida de Lebesgue es 280-aditiva. |

El siguiente teorema nos dice que el Axioma de Martin implica una
proposicion que se conoce como el Teorema Fuerte de Categoria de Baire. No
requeriremos demostrar este teorema porque es claro que el Teorema Fuerte
de Categoria de Baire es equivalente a la versién topolédgica del Axioma de
Martin (3.2.7).
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Teorema 4.2.6 El Axioma de Martin implica que si X es un espacio to-
poldogico Hausdorff compacto y que satisface la cce, entonces la interseccion
de k < 2% densos abiertos es denso.

El siguiente resultado ilustra la dualidad entre medida y categoria.
Definir magro

Teorema 4.2.7 El Azioma de Martin implica que la union de k < ¢ con-
Jjuntos magros es magro.

Demostracion: Un conjunto es magro si y sélo si su complemento es coma-
gro, entonces es equivalente probar que la intersecciéon de xk < ¢ conjuntos
comagros es comagro. Un conjunto comagro contiene una interseccién de
una cantidad numerable de densos abiertos, asi que basta con ver que la
interseccion de k densos abiertos es comagro.

Sean D, con o < k conjuntos densos abiertos, y sean B;, con i € w, una
base de abiertos de R. Para cada denso D sea s(D) = {i € w : B; ¢ D}.
Para cada j € wsea t(j) = {i € w: B; C Bj}. Sea A = {s(D,) : a < K}
y sea B = {t(j) : j € w}. Veamos que los conjuntos A y B cumplen las
hipétesis de la proposicién Si. Sean n,j < w 'y $(Day),-.-,8(Dag,) € A.
Como la interseccién finita de densos abiertos es denso abierto, existe B; C
B;jN Dy, N...N Dy, entonces {m : By, C B;} es un subconjunto infinito
de t(j)\(s(Dyy) U...Us(D,,,))- Por la proposicién Sy, sea X C w tal que
X Nt(7) es infinito para todo j € wy X N X es finito para todo S € A. Para
cadan € wsea Wy, = |J,,.;cx Bi- Como para todo j € w X Nt(j) es infinito,
para todo j € w existe B; C W,, N B;. Entonces W), es denso abierto. Para
cada a < K, X N s(D,) es finito, entonces existe n € w tal que W,, C D,.
Por lo tanto, (,c, Wn € o<y Da- Como (1, ., W, es comagro, entonces
Na<r Do también lo es. [ |

4.3. Espacios Numerablemente Compactos

Esta seccién muestra como MA sirve para encontrar un peculiar resulta-
do de topologia. Este resultado es peculiar porque casi todas las implicacio-
nes del Axioma de Martin tienen restricciones de cardinalidad, pero veremos
que este no. Antes de enunciar el teorema, necesito enunciar algunas defini-
ciones:

Definicion 4.3.1 Decimos que un espacio topoldgico X es separado de-
recho si existe un buen orden X = {xz,, : @ € k} tal que para todo § < k el
conjunto {z, : a < #} es abierto en X.

Definicion 4.3.2 Sea X un espacio topoldgico, entonces definimos la am-
plitud s(X) como sup{|E|: E C X es discreto}.
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Definicion 4.3.3 Sea S la siguiente proposicion: Si F es una familia de
menos que 2% subconjuntos de w tales que la interseccién de cada subfamilia
finita de F es infinita, entonces existe B C w infinito tal que para cada A € F
tenemos que B\ A es finito.

Teorema 4.3.4 El Axioma de Martin implica la proposicion S.

Demostracién: Sea k < ¢y sea F = {A, : @ < k} como en el enunciado
del teorema. Sea P = {(b, F) : b € [w]<, F € [k]<Y}. Vamos a decir que
(b, F) < (b, F2) siy sblo si by < by, F» C F} y para todo « € F se cumple
que b1\b2 C A4,.

Veamos que P tiene la ccc. Sea A una anticadena no numerable. Co-
mo sé6lo hay una cantidad numerable de subconjutos finitos de w, entonces
existen (b, F1), (b, F3) € C. Entonces (b, F1 U F3) es una extensién comun.

Para cada o < K sea Do = {(b,F) € P : a € F}. Es trivial ver que
D,, es denso para cada « < k. Para cada n € wsea F, = {(b,F) € P :
(3m € b)(m > n)}. Veamos que E, es denso para cada n € w. Sea (b, F)
tal que para todo m € b, tenemos que n > m. Por hipdtesis, [ F # 0. Sea
m € (| F, entonces (bU {m}, F) extiende a (b, F) y (bU{m},F) € E,. Sea
D={Dy:a<k}U{E,:n€w}.

Sea G el filtro D-genérico que obtenemos al aplicar MA a P y sea B =
U{b : (b, F) € G para algiin F}. Veamos que B es el conjunto buscado.
Sea A € F, entonces A = A, para algin a < k. Sea b tal que existe F'
tal que (b, F) € G N D,. Veamos que B\A, C b. Supongamos que existe
n € (B\A,)\b, entonces n € i para algin o' tal que existe F’ tal que
(b',F") € G. Como G es filtro, (b, F) y (b/, F') son compatibles. Sea (0", F")
extension comtn, entonces n € b, pero como (", F") < (b, F), n € A,
contradiciendo que n € (B\A4y)\b. [

Lema 4.3.5 Sea X un espacio topolégico. Existe un subespacio A C X
separado derecho de cardinalidad Ny si y sélo si X no es Lindeldf.

Demostracién: =-]. Sea A C X un espacio separado derecho de cardinali-
dad R;. Sea A = {aq : a <wi} y para cada o < wy, sea Uy = {ag: f < a}.
Es claro que Y = {U, : @ < w1} es una cubierta abierta no numerable de
X. Supongamos que existe una subcubierta U’ C U numerable. Como w no
es cofinal en wy, existe & < wy tal que para todo Uz € U’, 3 < a. Entonces
ao & JU', contradiciendo que U’ es cubierta.

<]. Como X no es Lindeldf, existe U = {U, : a € w;} cubierta abierta
no numerable, tal que cualquier subfamilia numerable no es cubierta de X.
Sea Vo = Uy, yo € Vp. Supongamos que hemos escogido yg € V3 para todo
8 < a. Como sélo tenemos una cantidad numerable de abiertos, no cubren a
X, y podemos escoger y, € X\ Ug<a V3. Como U es cubierta, y, € U, para
algin v, sea Vo, = U,. Sea Y = {yo : @ < w1} y sea a < wy. Es claro que
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U{Vs : B < a} es abierto, y por construccién, {yg : 8 < a}NUJY = {Vs:
B < a}, entonces {Vz : B < a} y, por lo tanto, Y es un subespacio separado
derecho de cardinalidad ¥j. [ |

Lema 4.3.6 Si X es un espacio numerablemente compacto y perfecto, en-
tonces s(X) = Ny.

Demostracién: Si D = {z,: a < w;} es discreto con o # xgsia # By
para cada « € wy, sea U, abierto tal que U, N D = {z4}. El conjunto G =
Ua<w, Ua es abierto y como X es perfecto G es F,,. Entonces G =, Fn
y por lo tanto existe F' C G con F'N D no numerable.

Sea (a(n) : n € w) una sucesion creciente de ordinales tales que T4,y € F'
para todo n € w y sea o =sup{a(n) : n € w}. Como X es numerablemente
compacto, el conjunto S = ¢, cl{Ta(m) : 7 < m < w} es no vacio, sea
x€S. Como SCFCG,xeU, para algin o < wy.

Si o > o, entonces

Ua {Zagmy :me€w} CUsN{zy v <a} =0

y entonces z ¢ cl{x,(m) : m € w}, lo cual es una contradiccién.
Por otro lado, si a < a* entonces a < ay para alguin N € w, y

Ua W{Zamy : N <m <w} CUsN{zy:y>a} =10

y asi @ ¢ cl{zq@m) 1 N <m < w}, lo cual también es una contradiccion. B

Lema 4.3.7 Si X es un espacio separado derecho con s(X) = N, entonces
X es separable.

Demostracién: Supongamos que X no es separable. Sin pérdida de ge-
neralidad, podemos suponer que X = k con alguna topologia, para algin
cardinal k. Como k es separado derecho, para todo a € k, {f € k: § < a}
es abierto. Sea xg € X y sea Uy C k abierto tal que xg € Uy. Supongamos
que ya tenemos {xg : f < a} y {Us : f < a} tales que x, ¢ Ug para
v < B <aywxg € Ug para todo 8 < a. Como X no es separable, existe U
tal que z ¢ U para todo v < a. Sea U, = U y sea x4 € U,.

Veamos que E' = {z, : a € wi} es discreto. Es claro que 23 € UgN [+, xg]
y que Ug N [«, 2] es abierto en X. Pero Ug N [«—,z5] N E = {x3}, por lo
tanto, F es un discreto no numerable, contradiciendo que s(X) = Ry. |

Note que es ficil cambiar la demostracion anterior para obtener hd(X) = No.
Lema 4.3.8 El Azioma de Martin implica que si X es un espacio separable

y numerablemente compacto yU es una cubierta abierta de X con |U| < R0
entonces existe U' C U finita tal que {cl(U) : U € U'} cubre a X.
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Demostracion: Sean X y U como en la hipdteis del lema. Sin pérdida de
generalidad, podemos asumir que X no es compacto. Sea D = {z,, : n € w}
un conjunto denso. Sin pérdida de generalidad, para todo U € U, D g U.
Para cada U € U, sea Ay = {n € w: z, ¢ cl(U)}. Como X no es compacto,
para todo U’ C U finita, | (g Aul = Ro. Sea A = {Ay : U € U}, Aes
centrada. Sea I la pseudointerseccién de A que obtenemos al aplicar S a A.
Entonces si U € U = E C* Ay. Note que E' = {z,, : n € E} C JU.
Veamos que E’ es cerrado y discreto. Sea x € X, entonces existe U € U
tal que x € U, pero como E C* Ay, |E' NU| < Rg. Por lo tanto, si x ¢ E’
existe un conjunto abierto U’ tal que U'NE’' = (). Si € E’, entonces existe
un conjunto abierto U’ tal que U'NE’ = {z}. Esto implica que E es cerrado
y discreto, y por lo tanto E es un conjunto infinito que no tiene puntos de
acumulacién, lo cual contradice que X sea numerablemente compacto. W

Teorema 4.3.9 El Axioma de Martin mas la negacion de la Hipdtesis del
Continuo implican que todo espacio numerablemente compacto, perfecto y
reqular es compacto.

Demostracion: Supongamos que X es un espacio numerablemente com-
pacto, perfecto, regular y que no es de Lindel6f. Por el lema 4.3.5, X contiene
a un subespacio separado derecho Y de cardinalidad ®;. Sea Y = {y, : a €
wi }. Para cada < wy, existe Ug abierto en X, tal que {y, : @ < 5} C Up
yUs N {ya > p} = 0.

Como X es regular, para cada 8 < wj podemos escojer una vecindad
abierta Vg de yg tal que cl(V3) C Ug. Como los Uz son numerables, no
existe una subcoleccién numerable de {cl(V3) : f < w1} que cubra a un
subconjunto no numerable de Y.

Como X es perfecto y (J{V3 : B < wi} es abierto, existe una coleccién
numerable de cerrados {F,, : n € w} tal que ({Vp: B <wi}=U{F.:n¢€
w}. Por lo tanto, existe m € w tal que Y N F,,, es no numerable.

Sea E = cl(Y N Fy). Como E es un subconjunto cerrado de F,,, E
es numerablemente compacto y regular. Por los lemas 4.3.6 y 4.3.7, Y es
hereditariamente separable, y por lo tanto F es separable, contradiciendo al
lema 4.3.8. |

4.4. Otras Consecuencias del Axioma de Martin

El Axioma de Martin tiene consecuencias en casi todas las ramas de las
matematicas, muchas de las cuales estan fuera del alcance de este trabajo. A
continuacién presento una consecuencia en teoria de conjuntos que nos dice
que P(w)/fin es tan complejo que contiene una copia de cualquier conjunto
ordenado.
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Teorema 4.4.1 Sea (X, <) un orden total con |X| < k < ¢. MA, implica
que para cada x € X existe a; € [W]N° tal que si x <y, entonces a, C* Qy.

Demostracién: Primero necesitaremos un orden parcial que cumpla la
cee.

Sea P el conjunto de pares {p,n) tales que n € w, dom(p) € [X]<N0 y
p(z) C n para cada & € dom(p). Vamos a decir que (p,n) < (g, m) si y sélo
si:

s m<n
= dom(q) € dom(p)
» (Vz € dom(q))(p(x) Nm = q(z))

» (Vr,y € dom(q))(x <y = (p(z)\p(y)) C n).

Veamos que P tiene la ccc. Sea C no numerable. Entonces existe n € w tal
que {p : (p,n) € C}| > Ny. Sea F = {dom(p) : (p,n) € C}. La familia
F es no numerable de conjuntos finitos. Al aplicar A-Lema sabemos que
existe ' C C tal que para todos p,q tales que (p,n),{(q,n) € C' se tiene
que dom(p) Ndom(q) = R. Como |C'| > Rg y p | R es una funcién de R
a n, existen p,q tales que p [ R = ¢ | R. Ahora, sea r(z) = p(z) si x €
dom(p) y r(z) = q(z) si x € dom(q)\dom(p). Veamos que (r,n) es extensién
comiin. Claramente n < n. Por construccién, dom(r) = dom(p) U dom(q),
por lo tanto, es claro que dom(p) C dom(r)y dom(q) C dom(r). Para todo
x € dom(p) r(z) = p(z), por lo tanto, r(z) Nn = p(z). Como para todo
x € dom(r) r(xz) C n, para todo x,y € dom(r) tenemos que r(z)\r(y) C n.
Por lo tanto, C no puede ser una anticadena, y as P tiene la ccc.

Para cada z € X y m € w, sea EX, = {(p,n) : x € dom(p),p(x)\m # 0}.
Sea x € X y m € w, veamos que E es denso en P.

Sea (g,n) € P, entonces definamos p(y) = ¢(y) para todo y # =z, y
p(x) = q(z) U{max{m,n}}, asi, (p,max(m,n)+1) € E y

{p,mazx(m,n) +1) < (g,n)

.Sea D = {E} :m € w,x € X}, entonces D es una familia de densos y
|D| < k.
Sea G un filtro D-genérico. Para cada = € w sea

az = J{p(@) : (3n)({p.n) € 9)}.

Sea x < y, veamos que a; C* ay. Sean (p,m) € GNEY y (¢,n) € GN EY.
Entonces, existe (r, k) € G que es extensién comin. Veamos que az\ay C k.
Sea i € ag\ay, entonces existe (', k') € G tal que i € ’'(z) y i ¢ ’'(y). Ahora
sea (r" k") € G extensiéon comtn de (r', k') y (r, k). Como (" k") < (r' k'),
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" (x)Nk =7 (z) y r"(x)\r"(y) C k. Como i € 7’'(z) entonces i € "'(z), y
entonces i € k.

Ahora veamos que para todo n € w, a,\ay € n. Sean € w y sea (p,q) €
E} NG, entonces p(y) Nn # (. Supongamos que existe (p,q¢’) € G tal que
p'(z) = p(y). Entonces sea (r, k) extensién comun. |

Definicién 4.4.2 Sea
0 =min{k: (3F € [w*]") Vg e w)3f € F)(g <* )}

Teorema 4.4.3 El Azioma de Martin implica que 0 = c.

Demostracion: Es claro que si tenemos una familia de tamano w, entonces
podemos encontrar una funcién que no es dominada por ninguna de las
funciones de la familia. También tenemos que |w*| = ¢, por lo tanto, wy <
0 < ¢. Supongamos que 0 = k < ¢, y sea F € [w¥]®. Veamos que MA implica
que existe una funcién que no es dominada por ninguna de las funciones de
la familia.

Sea P = {(s,F) : s € w¥ F € [F|<¥}. Sean (s, F), (s, F') € P, vamos
a decir que (s, F') < (s, F') si:

1. ¥ Cs
2. F'CF
3. (Vn € dom(s)\dom(s))(Vf € F)(s(n) > f(n))

Primero veamos que P tiene la cce. Sea C C P no numerable. Como |w
N, existen (s, F), (s, F') € C, entonces (s, FUF’) es extensién comtn. Ahora
definamos D,, = {(s,F) € P : n € dom(s)} para cada n € w. Veamos que
para cada n € w, D, es denso en P. Sea (s, F') € F\D,,. Entonces podemos
extender a s con s’ de la siguiente manera: Para cada m € n+1\dom(s), sea
s'(m) = max{f(m): f € F} + 1. Entonces (s', F) < (s, F) y (s/, F) € D,.

Para cada f € F, sea Ef = {(s, F) € P : f € F'}. Veamos que para cada
f € F, Ef es denso. Sea (s, F) € P\Ey, entonces es claro que (s, FU{f}) <
(s, F)yque (s, FU{f}) € Ep.

Sea D ={D, :n € w}tU{Es: f € F}. Es claro que |D| < x. Entonces D
es una familia de x densos y el Axioma de Martin implica que existe G C F
que es un filtro D-genérico.

Sea h = J{s : (3F € [F|=¥)((s, F) € P)}. Sea n € w, entonces existe
(s,F) € GN D,, entonces n € dom(s) y, por lo tanto, n € dom(h). Esto
implica que h € w*. Ahora veamos que la familia F no domina a h.

Supongamos que existe f € F tal que para todon > N h(n) < f(n). Sea
(s1,F1) € GN Ey, sea m = max{dom(s;) +1,N} y sea (s2, Fp) € GN Dy,.
Como G es un filtro, existe (s, F') € G que extiende a (s1, F1) y a (so, Fy). Es
claro que m € dom(s) y como (s, F') es extensién de (s1, F1), s(m) > f(m),
por lo tanto, h(m) > f(m), lo cual es una contradiccién. [

<w| —



Capitulo 5

Afirmaciones independientes
de ZFC

“No hay verdades enteras: Todas
las verdades son medias verdades”

- Alfred North Whitehead

Como ya he mencionado, el Axioma de Martin se formulé para sustituir
a la Hipotesis del Continuo como axioma para agregarse a ZFC. Hasta ahora
no se han agregado axiomas a ZFC, pero se siguen usando la Hipotesis del
Continuo y el Axioma de Martin. La aplicacién es la siguiente:

Como CH y MA+—-CH son consistentes con ZFC, si demostramos que
para una cierta proposicion P tenemos que CH implica P y MA+-CH impli-
ca —P, entonces habremos demostrado que la proposiciéon P es independiente
de ZFC. En este capitulo presento pruebas de independencia de varias pro-
posiciones usando CH y MA+-CH.

5.1. Conjuntos de Sierpinski
Definiciéon 5.1.1 Un conjunto no numerable X C R se llama conjunto de

Sierpinski si X N N es a lo mas numerable para todo conjunto N C R tal
que pu(N) =0.

Teorema 5.1.2 Si X es un conjunto de Sierpinski, entonces X no es me-
dible.

Para demostrar este teorema, necesitaremos primero el siguiente lema.

Lema 5.1.3 Si A C R es G5 y u(A) > 0, entonces existe F C A tal que
w(F) =0y F es no numerable.

31
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Demostracién: Sea F = ()G, un conjunto no numerable con G,, abierto
para todo n € w, y sea C el conjunto de todos los & € F, tales que si V es
vecindad de x, entonces |V N E| > Xy. C' es no vacio, ya que si C' es vacio,
entonces existe una familia de intervalos con extremos racionales que cubre
a F, y tales que cada intervalo sélo tiene una cantidad numerable de puntos
de E y por lo tanto, E seria numerable.

Sean I(0) y I(1) dos intervalos disjuntos, cerrados y de longitud a lo mas
1/3 cuyos interiores intersectan a C'y cuya unién estd contenida en G;. Pro-
siguiendo por induccion, supongamos que han sido escogidos 2" intervalos
I(iy,...,1,) (donde i), € 2) disjuntos y cerrados cuyos interiores intersectan a
C'y cuya unién estd contenida en G,,. Sean I(i,...,in+1) (i € 2) intervalos
disjuntos, cerrados y de longitud a lo mas 1/3"*!, que estén contenidos en
Gri1 N I(i1,...,05) y cuyos interiores intersecten a C.

Como C' no tiene puntos aislados y E C G,+1, dichos intervalos existen.
Asf hemos definido una familia de intervalos I(iy,...,%,) con dichas propie-
dades. Ahora sea F' = (N, UU;, ; I(i1,...,in). Veamos que F es el conjunto
buscado.

Primero veamos que |F| = ¢. Para todo = € F existe una sucesion unica
(i, : k € w), tal que x € I(iy,...,1,) para todo n, a cada sucesion (i : k € w)
le corresponde un punto en F. Sea f : F — [0,1] C R dada por f(c) = (z)
con x el nimero real cuya expansién binaria es 0.i172i3 - - -. La funcién f es
sobreyectiva, por lo tanto |F| = c.

Ahora veamos que p(F') = 0. Sea € > 0, entonces existe N tal que para
todon > N, se cumple que 2" /3™ < . Entonces sea n > N, asi tenemos que
F CUmnt(I(i1,.yin)), vy p(U (i1, .., 0n) < € porque p(I (i1, ...,7,)) < 1/3™.

|

Ahora si demostraremos el teorema.
Demostraciéon: Supongamos que X es un conjunto de Sierpiniski y que
X es medible. Veamos que p(X) # 0y que u(X) % 0. Supongamos que
u(X) = 0, como X es no numerable, y X N X = X, entonces existe un
conjunto de medida cero que tiene interseccién no numerable con X, lo cual
contradice que X sea un conjunto de Sierpiriski. Ahora supongamos que
u(X) > 0, entonces existen {E,, : n € w}, subconjuntos compactos de X
tales que p(U, e, £n) > 0. Pero como |J,,c,, En es Gs, al aplicar el lema
anterior sabemos que existe un subconjunto no numerable de X que tiene
medida 0, lo cual contradice que X sea un conjunto de Sierpinski. |

Ahora veremos qué obtenemos al aplicar el Axioma de Martin o la
Hipétesis del Continuo.

Lema 5.1.4 Sea G ={ACR : A esGs yu(A) =0}, entonces |G| = c.

Demostracién: Puesto que R es segundo numerable, la cardinalidad de la
familia de conjuntos abiertos es ¢. Por lo tanto, la cardinalidad de la familia
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de todos los conjuntos de tipo Gs es ¢X° = ¢. Todo punto tiene medida 0, y
todo punto es Gs, por lo tanto, [{A4: Aes Gs y u(A) =0} =c. |

Lema 5.1.5 Si E C R y u(E) =0, entonces existe A C R tal que A es Gs,
ECAyu(A)=0.

Demostracién: Sea E C R un conjunto tal que p(E) = 0. Entonces para
todo € > 0 existe A familia de abiertos tales que E C (JA y u(lJA) <e.
Para cada ¢ = %, sea A, una familia de abiertos tal que E C |JA, v
que p(JA,) < +. Sean B, = |JA,, como todo B, es unién de abiertos,
para todo n € w, By, es abierto. Sea G = (), By. Como G es interseccién
de conjuntos abiertos, G es Gj. Para todo n € w, se tiene que u(G) <
n(JAn) < L, por lo tanto, p(G) = 0. Como para todo n € w, E C By,
entonces £ C G. |

Teorema 5.1.6 CH implica que existe un conjunto de Sierpiriski en R.

Demostracién: Supongamos CH. Construyamos una familia {Ng C R :
& < wy} tal que:

= N, € N¢g paran <§ <wi.

= Para cualquier conjunto N tal que pu(N) = 0 existe £ < w; tal que
N C N¢.

Sea G ={A: Aes Gsy pu(A) = 0}. Por uno de los lemas anteriores, sabemos
que |G| = ¢, entonces sea G = {A, : @ < N1} una enumeracién. Definamos a
los N¢ como sigue:

Ny = Ag.

Supongamos que ya estd definido N¢ para ¢ < &, entonces sea Ng =
Uc<5 Ne.

Es claro que por construccién, N, € N¢ para n < { < wi. Veamos que
para todo N C R nulo, existe { < wy tal que N C N¢. Sea N C R tal que
1(N) = 0. Por el lema anterior sabemos que existe A, C G tal que N C A,.
Pero A, C N,, por lo tanto, N C N,.

Sea X = {z¢ : { <w1} escogiendo a cada z¢ € R\, ¢ Ny Veamos que
X es un conjunto de Sierpinski.

Sea N C R tal que pu(N) = 0. Sabemos que existe £ < w; tal que
N C N¢. Entonces para todo ¢ > &, N N R\ Un<C N,, = ¢. Por lo tanto,
[N N X| < [¢] = Ng. Con esto queda demostrado que X es un conjunto de
Sierpiriski. |

Teorema 5.1.7 El Azioma de Martin mds la negacion de la Hipotesis del
Continuo implica que no existen conjuntos de Sierpinski.
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Demostraciéon: Supongamos que X es un conjunto de Sierpinski. Por
definicidn, | X| > Rg. Si | X| < ¢, entonces por el Corolario 4.2.3, MA implica
que pu(X) =0, asi que si X es de Sierpinski, entonces | X| > ¢. Pero entonces
existe A C X tal que Rg < |A| < ¢, por lo tanto u(A) = 0, entonces X N A
es no numerable, contradiciendo que X es un conjunto de Sierpinski. |

5.2. Producto de Ordenes con la ccc

Definicién 5.2.1 Sean (P, <) y (Q, <) dos érdenes parciales. El orden par-
cial del producto P x @ se define como (p1,q1) < (p2,ga) si y sélo si p; < po
Y a1 < qo.

Teorema 5.2.2 La Hipdtesis del Continuo implica que existen Pg, P1 con
la ccc tales que Py x Py no tiene la ccc.

Demostraciéon: Sean K y K; dos subconjuntos ajenos no numerables de
[wi]?. Para i € 2 sean P, = {s € [wi]<™ : [s]? C K;} y sean P; = (P, <)
donde s < t siy sélosit C s. Por vacuidad, {a} € P; para todo a € w;.
Esto muestra que Py x Py no tiene la ccc ya que {{({a},{a}) : a € w1} es
una anticadena.

Ahora veamos céomo deben ser los K; para garantizar que P; tenga la
ccc. Supongamos que {t, : @ € wy} es un subconjunto no numerable de
P;. Usando el A-Lema, podemos encontrar I' C wy tal que {t, : a € T'}
forma un A-sistema con raiz r. Para cada o € T, sea s, = t, \ r. Entonces,
(ta Uts)? = [ta]? U tgl> U{{z,y} : @ € sa ¥y y € sg}. Sabemos que t, y tg
son compatibles si y sélo si [tq Utg)? C K;, y ya sabemos que [t,)* C K; y
que [tg)* C K;. Sélo falta ver que {{z,y}: 2 € X y y € Y} C K;. Usemos
la notaciéon X @ Y = {{z,y} : € X y y € Y}. El siguiente lema concluye
la demostracién. [ ]
Lema 5.2.3 La Hipdtesis del Continuo implica que existen K; C [w1]?
i € 2, no numerables y ajenos tales que si S C [wi]<N° es una familia
no numerable de conjuntos ajenos por pares tales que para cada s € S se
cumple que [5]2 C K, entonces existen s,t € S tales que s @t C K.

)

Demostraciéon: Usando CH, enumeraremos a todas las secuencias nume-
rables de subconjuntos finitos de wy por {Su : p € w1}. Es decir, S, = (S}; :
n € w). Por recursién sobre o € wy, vamos a definir conjuntos disjuntos
K;(a) C « con la siguiente propiedad:

Si{n €w: S eX C{Ki(B)@{B}: B < a} es infinito, entonces
{new: S (XUu{a}) CU{K(B)@{B}: B < a} es infinito.

Supongamos que hemos escogido K;(3) para todo § < «, construyamos
ahora a K;(«): Sea {{(im, tim, Xm) : m € w} una enumeracién de todas las
ternas (i, 4, X) que cumplen
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miE2

p<ayU{S,:new}Ca
X € [a]<Mo
= {ncw: S X CU{Ki(B)®{B}: 8 < a}} es infinito.

Para cada m € w sea
Im={new:S, ®X,C U{Kim<ﬁ) ®{B}: B < a}}.

Sea A = {S} :n € I,y m € w}. Ahora construyamos B; C A disjuntos
tales que para cada i € 2 y cada m € w el conjunto {n € I, : Sj; € B;} es
infinito.

Sea B) = 5’20 y sea BY = Sy, para algin n tal que S; N By = 0.
Supongamos que hemos escogido a Bg y BY para todo p < n < w. Como
Up<n Bo ¥ U,<,, B son finitos, entonces para todo m < w existen B} € S,
disjunto de U, B§ v By € Sy, disjunto de {J,_,, BY. Ahora es claro que
siempre podemos escoger al siguiente Bj, en la fila p,, que sea, entonces
vamos a escogerlos de la siguiente manera: Primero vamos a escogerlos en
la fila 1, después en la fila 2, luego en la fila 1 otra vez, luego la 2, 3, 1, 2, 3,
4,1, 2,3, 4,5,y asf sucesivamente. Sea B; = |Jn < wB}".

Sean K;(a) = By, es claro que K;(a) C « y que para todos a,3 € wy,
Kz(a) N Kl(ﬁ) = 0.

Ahora supongamos que {n € w: S @ X C | J{K;(8) @ {B}: B < a} es
infinito, sean K; = | J{Ki(a) ® {a} : o € w1 }.

Veamos que K son los conjuntos que buscamos. Sea S cualquier coleccién
no numerable de subconjuntos finitos de w; y sea ¢ € 2 tal que para cada
s € S, [s]? C K;. Ahora escojamos u € wi tal que S, € S, esto siempre se
puede porque para N C S numerable existe u tal que S, € N. Escojamos
también 3 € w; tal que S, C Syt e S tal que tN B = 0. Enumeremos
a los elementos de ¢ de tal forma que t = {aq, ..., } donde oy < ... < .
Con X =0y a = a, se satisface que {n € w : S @X C K;} es infinito, por
lo tanto, {n € w: S} ® {a1} C K;} es infinito. Podemos repetir este paso
con cada aj, hasta obtener que {n € w: S}; ® t C K;} es infinito. Entonces
sea s =S5 conn€{ne€w:S;®@tC K;}yasiya tenemos s,t € S tales
que s®t C K. |

A continuacion veremos que la situacién cambia completamente si asu-
mimos M A+ —-CH.

Definicion 5.2.4 Se dice que un subconjunto S de un orden parcial P es
conexo si cualesquiera dos elementos de S son compatibles.
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Definiciéon 5.2.5 Se dice que un orden parcial P tiene la propiedad K
si todo subconjunto no numerable de P tiene un subconjunto conexo no
numerable.

Como veremos a continuacion, la propiedad K es mucho mas fuerte que
la propiedad de satisfacer la ccc.

Teorema 5.2.6 Sea P un orden parcial con la propiedad K, entonces P
tiene la ccc.

Demostracién: Sea P un orden parcial con la propiedad K, y sea F C P
no numerable. Como P tiene la propiedad K y F es no numerable, existen
P,P' € F tales que P y P’ son compatibles, por lo tanto, F no es una
anticadena, y asi vemos que P tiene la ccc. [ |

Teorema 5.2.7 Sea P un orden parcial con la propiedad K y sea @ un
orden parcial con la ccc. Entonces, P x Q tiene la ccc.

Demostraciéon: Sean P y @ como en el enunciado del teorema. Sea C =
{{Pasqa) : @ € w1} un subconjunto no numerable del producto. Como P
tiene la propiedad K, existe I' C wy no numerable tal que para todos o, 5 € T,
Pa ¥ Pg son compatibles. Como @ tiene la ccc, entonces existen a, 8 € I' tales
que g y g son compatibles. Entonces (pa,qa) y (p3,qp) son compatibles.

[

Ya tenemos que la propiedad K es mas fuerte que la propiedad de satis-
facer la ccc. Ahora veremos que es estrictamente més fuerte. A continuacién
se da un orden parcial con la ccc que no tiene la propiedad K.

Ejemplo: La topologia de la linea de Souslin, ordenada parcialmente por
contencion tiene la ccc. Por el lema que se demostrard a continuacion, el
producto de dos lineas de Souslin no tiene la ccc, entonces por el teorema
anterior, la linea de Souslin no tiene la propiedad K.

Lema 5.2.8 Sea X una linea de Souslin. Entonces X x X no tiene la ccc.

Demostracién: Por induccién sobre a € wq, encontremos aq, by, cq € X
tales que:

1. an < by < cq.
2. Los intervalos (aq,ba) v (ba, co) no son vacios.

3. (@asca) N{be 1 £ < a} =0.
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Sea W el conjunto de todos los puntos aislados de X. Como los puntos
aislados son abiertos y X tiene la ccc, entonces |W| < Xy. Supongamos que
hemos escogido ag, bg, cg con B < a. Como X no es separable,

X\cdd(WU{bs:p < a})

es un conjunto abierto no vacio, y por lo tanto contiene un intervalo abier-
t0 (Gq, cq). Como (aq, o) N0 tiene puntos aislados, es infinito, y entonces
podemos escoger by, € (aq,cq) tal que (aq,bq) # 0y (ba,ca) # 0.

Sea Uy = (@a;ba) X (ba, ca). Por (2) Uy # 0. Si € < a, entonces UsNU, =
0, porque por (3), si bg < aq entonces (ag,be) N (aaba) = 0y si be > aq
entonces (bg,c¢) N (ba,ca) = 0. Asi, {Uy : @ < w1} es una anticadena no
numerable de X2, |

Definicion 5.2.9 Se dice que un subconjunto F' de un preorden P es cen-
trado si para todo subconjunto finito H C F existe p € P tal que pa-
ra todo ¢ € H tenemos que p < ¢. En este caso también decimos que

inf(H) ={peP:(Vge H)(p < q)}.

Teorema 5.2.10 FEl Axioma de Martin implica que todo orden parcial con
la ccc también tiene la propiedad K.

Para demostrar este teorema, necesitamos enunciar y demostrar un lema:

Lema 5.2.11 Si P es un orden parcial con la ccc y S € [P]*t entonces
existe S’ € [S]™' tal que para cualquier subconjunto centrado finito F C S,
hay una cantidad no numerable de p € S’ tales que F U {p} es centrado.

Demostracién: Sean P y S como en el enunciado del lema. Sea S’ =
{p € inf(F) : F es centrado, F' € [S]<N0}. Sea S = {p € S" : p es
compatible con a lo méds Ry elementos de S”}. S” debe ser numerable, ya
que de lo contrario podemos elegir una cantidad no numerable de elementos
incompatibles, contradiciendo que P tiene la ccc. Sea S" = S\ S". [ |

Ahora si demostraremos el teorema.
Demostracién: Sea P un orden parcial con la ccc. Sea S € [P]™ y sea
S" = {py : @ € wi} el subconjunto de P que obtenemos al aplicar el lema
anterior a P y S. Sea Q = {F € [ : F es centrado} preordenado por
contencién. Veamos que Q tiene la ccc. Sea A una anticadena no numerable.
Sea A" = {pr : (pr € inf(F)),(F € A)}, como A es una anticadena en
@, los pr no pueden ser compatibles. Entonces A’ es una anticadena no
numerable en P, contradiciendo que P tiene la ccc.

Para cada o € wy sea Do = {F € Q : FN{pg : B > a} # 0}. Veamos que
D,, es denso en Q para cada o < wy. Sea F € Q\D,. Por el lema anterior
sabemos que hay una cantidad no numerable de p € S’ tales que F' U {p} es
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centrado. Entonces existe pg € S’ con 3 > « tal que F'U {pg} es centrado,
y asi F'Upg es extensién de F. Sea D = {Dy : @ < w1}

Apliquemos MA a Q. Sea F un filtro D-genérico. Sea G = |J F. Veamos
que G es no numerable. Supongamos que G es numerable, entonces existe
a < w tal que GN{pg : B > a} = 0, lo cual contradice que G sea D-genérico.
Ahora veamos que G es un subconjunto centrado de P. Sea H C G finito.
Entonces H C |J,; . F; para algtin N finito. Como F es filtro, existe F' € F
que extiende a todos los F;, es decir, que | J;_ 5 F; € F. Como F € F C P,
F' es centrado, y entonces existe p € P tal que para todo h € H tenemos
que p < h. Asi concluimos que G es una familia centrada no numerable
de P. Como G es centrado, entonces cualesquiera dos elementos de G son
compatibles, y entonces tenemos que P tiene la propiedad K. |

El siguiente teorema y corolario se siguen directamente de los teoremas
5.2.7 v 5.2.10.

Teorema 5.2.12 Sean Py y Py dos drdenes parciales con la ccc. El Azioma
de Martin implica que Py x Py tiene la propiedad K.

Corolario 5.2.13 El Axioma de Martin implica que el producto de dos
ordenes parciales con la ccc tiene la ccc.

5.3. Las Proposiciones ) y ¢

Definicién 5.3.1 Sea <) la siguiente proposicién: Existe una sucesién
(D : a0 < wy)

con D, C a para a < w; tal que para todo subconjunto X C wy, el conjunto
{a<wy: XNa=D,} es estacionario.

Esta proposicién <> es uno de los primeros principios combinatorios usa-
dos principalmente para hacer construcciones recursivas donde la anticipa-
cion de algunos subconjuntos “tipicamente” de w; es importante. El principio
fue formulado por Jensen.

Teorema 5.3.2 La proposicion < implica la Hipdtesis del Continuo.

Demostracién: Supongamos . Sea (D, : a < wy) con D, C « para
a < wi tal que para todo subconjunto X C wy, el conjunto {a < wy :
X Na = D,} es estacionario. Definamos una funcién f : w; — P como
sigue: f(a) = D, Nw. Veamos que f es sobreyectiva. Sea X C w, entonces
{a < w1 : XNa = D,} es estacionario, y por lo tanto no acotado. Sea
B € w; tal que f>wy X NG = Dg. Entonces f(f3) = X. [ |

El siguiente es otro de los principios combinatirios favoritos entre los
topologos conjuntistas. Fue formulado por A. Ostaszewski.
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Definicién 5.3.3 Sea & la siguiente proposicién: Existe una sucesion cre-
ciente de ordinales limite numerables (A, : w < a < wj) y una sucesién
(s(Aa) 1 w < a < wy) tales que:

= 5(\y) es una w-sucesién cofinal en A\,

= todo X C wy no numerable contiene a algin s(\y).

Teorema 5.3.4 La proposicion {» implica la proposicion &.

Demostracién: Sea (D, : @ < wq) una {$-sucesién. Sea A = {a < wy : «
es limite y D, es cofinal en a}, ordenemos a A = {ag : f < wi} tal que
B < f = ag < ag. Sea (Sp: [ < wi) tal que Sz = Dy, para § < wi.
Veamos que (Sg : # < wq) es una d-sucesion.

Es claro que otp(Sg) = w, y que sup(Sg) = 3, veamos que para todo
X C wi no numerable, existe f < wy tal que Sz € X. Sea X € w; no
numerable, entonces X es cerrado y no acotado. Entonces C' = lim(w1) N X
es cerrado y no acotado. Como (D, : @ < wy) es una <{y-sucesion,

S={a<w:Dy=XnNa}

es estacionario. Tomemos [ < w; tal que ag € CNS. Entonces Dy, = Sg C
X. |

Teorema 5.3.5 El Axioma de Martin mds la Hipdtesis del Continuo im-
plican la negacion de la proposicion &.

Demostracién: Sea (A, : o < wi) una é-sucesién, con S, w-sucesiones
cofinales con \,. Usando MA + —CH construyamos un conjunto X C wj no
numerable que no contiene a ningin Sj,.

Sea P = {{p,F) : p € [wi]<N°, F € [lim(w1)]<N0}. Vamos a decir que
(p, F) < {q, F') si

= qCp,
«s ["CFy

= (P\q) "Uperr Sa = 0.

Veamos que P tiene la ccc. Sea F' C P no numerable. Sea F C F' la
familia no numerable que resulta de aplicar el A-lema a la primera y segunda
coordenada de los elementos de F'. Sea (pg, Fy) € F, supongamos que hemos
escogido (pg, Fj3) con f < a < wy, como tenemos una cantidad numerable
de Fg, UgcaUep, Sy es acotado, y entonces existe (p, F) € F tal que

P\Ps N Uner, = 0- Sea (pa, Fo) = (p, F). Como otp(w + w + 1) # otp(w),
existe p, tal que po, NS, = 0 para todo a € F, 1 ,11. Veamos que

<pw+w+1 U Pa, Fw+w+1 ) Fa>
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es extension de (pa, Fi) v de (Putw+1, Futw+1)- Es claro que se cumplen las
primeras dos condiciones. Por construccién (putw+1\Pa) N Uger, S5 = 0,
y escogimos p, de tal modo que (po\puwtwt1) N Uﬁe Sg = 0. Por lo
tanto, P tiene la ccc.

Para cada o € wy, sea D, = {(p, F) : p\ae # 0}. Para todo a € wy, D, es
denso porque para todo (p, F) € P. (pUsup{§ € FUa}+1, F) < (p, F). Para
cada o € lim(w1), sea E, = {{(p,F) : « € F}. Los E, son densos porque
para todo (p, F), (p, FU{a}) < (p,F). Sea D = {D, : « € w1} U{E, :
a € lim(w)}. D es una familia de 8y subconjuntos densos, por MA, sea
G un filtro D-genérico. Sea X = J{p : GF)((p,F) € G)}. Veamos que
X es el conjunto buscado. Sea o € wy y sea (p, F) € GN D,, entonces
p\a € X\a # 0, por lo tanto, X no es acotado en wy, y entonces es no
numerable. Sea S, una de las w-sucesiones de la &-sucesién, veamos que
So € X. Sea (p, F) € GN E,. Como S, es numerable y p es finito, S, & p.
Sea (p/, F') € G, como G es filtro, existe (¢, G) € G que es extensién comin,
entonces p'\p C ¢\p y como a € F', ¢\p NS, = 0. Entonces S, ¢ X. [

Fw+w+1

El Axioma de Martin y la proposicién <) no son compatibles, es decir que
tienen consecuencias contradictorias. Sin demostracion presento el siguiente
resultado que es la contraparte del Teorema 4.3.9. El espacio que satisface
la conclusion del siguiente teorema se conoce como linea de Ostaszewski
y tiene varias aplicaciones. En cierto modo una linea de Ostaszewski es un
espacio muy parecido a un espacio métrico, en otro sentido es un espacio
muy lejos de ser metrizable.

Teorema 5.3.6 La proposicion {» implica que existe un espacio topoldgico
de cardinalidad X1 que es perfectamente normal, numerablemente compacto,
localmente numerable, localmente compacto pero que mo es compacto. [ |
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