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Capitulo 1

Introduccion

La Teoria de la Relatividad General es una generalizacion de la teoria de gravitacion
Newtoniana, fue postulada por Albert Einstein en 1915. Dicha teoria se basa en la
constancia de la velocidad de la luz para todos los observadores inerciales y en el
principio de equivalencia.

Esta teoria plantea que el espacio-tiempo es una variedad de cuatro dimensiones
y que la gravedad es una manifestacion de la curvatura de dicha variedad. Un objeto
masivo que habita en el espacio-tiempo produce una deformacién en la geometria del
espacio-tiempo y a su vez esta distorsién controla el movimiento de este objeto y de
los que estan cerca de él.

Para el estudio de los eventos en el espacio-tiempo, es necesario etiquetarlos, por
ello se define el concepto de observador. Un observador es un sistema coordenado que
permite etiquetar la posicién de un evento con cuatro nimeros (t,z,vy, z), t etiqueta
la posicién temporal y (x,y, z) la posicién espacial del espacio-tiempo.

En el espacio cuatro dimesional la distancia entre dos eventos cualesquiera se mide
a través de la métrica. La métrica del espacio-tiempo es la distancia entre dos eventos
%y x® + dx® del espacio-tiempo y estd definida como: ds* = g, dz"dz”, donde los
indices p y v etiquetan las coordenadas del espacio-tiempo y g, son las componentes
del tensor métrico. Si ds? es el intervalo entre dos eventos A y B para un observador
O vy ds? el intervalo entre eventos A y B pero para un observador O, se tiene que:

ds® = ds*. (1.1)

Se pueden tener tres tipos de intervalos entre los eventos del espacio-tiempo:

ds® > 0 es tipo espacio,
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ds* = 0 es tipo nulo,

ds* < 0 es tipo tiempo.

Si la distancia entre dos eventos satisface ds® > 0 entonces lo llamamos un intervalo
tipo espacio y representa a particulas que se mueven a velocidades mayores para llegar
de un evento a otro, si las distancias entre dos eventos satisface ds? = 0 se le llama
tipo nulo que representa a particulas que viajan a la velocidad de la luz para llegar
de un evento a otro, y si la distancia entre dos eventos satisface que ds? < 0 entonces
lo llamamos tipo tiempo y representan particulas que viajan a velocidades menores
a la de la luz. En este trabajo nos concentraremos en el caso de tipo nulo, pues nos
interesa estudiar la trayectoria de los fotones.

Las particulas en el espacio-tiempo se mueven a lo largo de geodésicas. Una
geodésica es la curva a través del cual se puede transportar paralelamente un vector
en una va-
riedad. En el caso de una variedad plana, las geodésicas son lineas rectas, en el caso
de una variedad curva las geodésicas son lineas curvas. Las geodésicas se clasifican
también en tipo tiempo, nulas y tipo espacio, dependiendo del signo del valor del in-
tervalo ds? entre cualquier par de puntos de dicha curva.

En este trabajo solo se estudiardn las geodésicas que siguen los fotones: las
geodésicas nulas. Existen dos opciones: i) las geodésicas nulas en espacio-tiempos
estdticos, y ii) las geodésicas nulas que permiten estudiar la estructura causal de un
espacio-tiempo dependiente del tiempo. Por estructura causal se entiende al estudio
del comportamiento de los conos de luz en una regiéon de espacio tiempo, esto es in-
teresante para el estudio del espacio-tiempo. La primera parte de esta tesis se enfoca
en entender la estructura causal de una de las soluciones analiticas conocidas de las
ecuaciones de Einstein, la solucién de Schwarzschild y en la segunda parte se enfoca la
atencién en la estructura causal de espacio-tiempos obtenidos a partir de soluciones
numéricas de las ecuaciones de Einstein en trabajos diferentes a este.

Las Ecuaciones de Einstein describen la relacion entre la parte geométrica y la
materia del espacio-tiempo, esta relacién estd definida a través de las ecuaciones:

Gm/ = 87TT;W7 (].2)

donde G, se escribe en términos del tensor de Ricci R, el tensor métrico g, y el
escalar de Ricci R,

1
G,u,u = R/.Ll/ - §g;wR- (]‘3)



El lado derecho de las ecuaciones de Einstein (1.2) describe la distribucién de energia-
momento y de la materia que constituye al espacio-tiempo estudiado [1, 2, 3, 4].

Las soluciones a las ecuaciones de Einstein son de diversos tipos, y existen varias
clasificaciones de los espacio-tiempos solucién. En este trabajo se estudiara solamente
el caso en que el espacio-tiempo tiene simetria esférica. Ademaés se estudiaran dos
posibles casos, una en el vacio (7, = 0) y otra cuando la materia corresponde a un
campo escalar.

Una vez conocida alguna solucién de las ecuaciones de Einstein es fundamental
estudiar la estructura causal de dicha solucién, pues esto nos ayudard a entender
el comportamiento de dicho espacio-tiempo. Para lograrlo es necesario conocer las
geodésicas nulas de dicho espacio-tiempo. Es por esto que en este trabajo se concentra
la atencion en los siguientes problemas:

- Seresuelven analiticamente las ecuaciones de las geodésicas para espacio-tiempos
obtenidos de las soluciones analiticas de las ecuaciones de Einstein ( la espacio-
tiempo de Schwarzschild ). El objeto es hacer una descripcién completa de la
estructura causal. Ademds dichas soluciones se usan para comparar las solu-
ciones numéricas calculadas posteriormente. En este punto se pone especial
atencién a la patologia (singularidad de las coordenadas en r = 2M) de la
solucion de Schwarzschild en coordenadas de Schwarzschild y la nocién de hori-
zonte de eventos.

- Se resuelven las ecuaciones de las geodésicas para espacio-tiempos obtenidos de
la solucién analitica de las ecuaciones de Einstein conocidos. Esto se hace us-
ando métodos numéricos en un dominio continuo, es decir, las funciones métricas
se conocen en todos los puntos del espacio-tiempo continuo.

- Se hace lo mismo que en el caso anterior pero en un dominio discreto, en este caso
las funciones métricas se conocen solo en un determinado nimero de puntos del
espacio-tiempo. Esto es 1til ya que se pretende llegar a resolver las ecuaciones
para las geodésicas en espacio-tiempos discretos que se obtienen resolviendo
numéricamente las ecuaciones de Einstein.

- Finalmente, una vez teniendo un cédigo numérico capaz de reproducir los resul-
tados exactos obtenidos en el primer paso, se procede a resolver numéricamente
las ecuaciones para las geodésicas en espacio-tiempos obtenidos de la solucién
numérica de las ecuaciones de Einstein.

La motivacién de este trabajo consiste en que las ecuaciones de Einstein as-
trofisicamente relevantes se han calculado numéricamente, pues las soluciones analiticas
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existentes son para casos en el que se tienen muchas simetrias. Esto es, se conoce la
solucién a una aproximacién de dichas ecuaciones en un dominio finito del espacio-
tiempo. El estudio de la estructura causal de dichas soluciones es fundamental para
verificar que los calculos son consistentes. Es por ello que el caso culminante de este
trabajo corresponde al estudio de espacio-tiempos calculados numéricamente en tra-
bajos como las referencias [9, 10] en donde no se hace un analisis de la esctructura
causal.

Esta tesis se organiza como sigue: En el Capitulo 2 se estudia la estuctura causal
del espacio-tiempo de Minkowski, de la soluciéon de Schwarzschild en coordenadas
de Schwarzschild y en coordenadas de Eddington-Finkelstein. En el Capitulo 3 se
resuelven numéricamente las ecuaciones de las geodésicas primero en el caso en que
se tienen valores de las funciones métricas en cada punto del espacio-tiempo y en el
caso en que solo se tienen definidas las funciones métricas en una malla discreta. En
el Capitulo 4 se estudian las geodésicas nulas en espacio-tiempos que son solucién
numérica de las ecuaciones de Einstein que tienen como fuente un campo escalar.
Se estudian tres casos de soluciones numéricas: la estrella de bosones, el oscilaton y
una solucién soliténica con campo escalar. Finalmente en el Capitulo 5 se tienen las
discusiones y conclusiones de este trabajo.



Capitulo 2

La métrica y las geodésicas nulas
en el plano espacio temporal

2.1 La métrica y su significado

La teoria de la relatividad general nos indica que podemos indentificar a la gravedad
con la geometria del espacio-tiempo, es decir, que la gravedad se manifiesta a través
de una distorsién de la geometria del espacio-tiempo [1, 2].

El espacio-tiempo es una variedad de cuatro dimensiones con coordenadas iden-
tificadas como z%, con el indice « igual a 0,1,2,3, donde 0 identifica la coordenada
temporal y 1, 2 y 3 identifican las coordenadas espaciales [1, 2]. Los valores de z®
etiquetan un evento, es decir un momento determinado del tiempo y un lugar del es-
pacio. Consideremos ahora dos eventos separados por una distancia infinitesimal con
coordenadas x® y x® + dx®, entonces la distancia entre estos dos eventos se calcula:

ds? = gapda™da”, (2.1)

donde g, es el tensor métrico. Dada la naturaleza infinitesimal de ds? a ésta cantidad
se le conoce como elemento de linea. La distancia ds? es invariante pues no depende
del sistema de coordenadas que se utilice para describir al espacio-tiempo.

El tensor métrico es un tensor de tipo (g), es decir, actua sobre dos vectores para
entregar un escalar: el producto escalar de los dos vectores. En la ecuacién (2.1) se
tendria el caso equivalente de ds? = dl - dl. Dicho tensor se puede expresar como:

g = gupdi® @ di”, (2.2)
donde dz® y di” son los elementos de la base del espacio dual al espacio vectorial

tangente a un punto de la variedad. Para cualesquiera 2 vectores A y B se define el

11
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tensor métrico por un producto escalar como: g(ff, E) — A B. Las componentes de
este tensor estan dadas por

g(gaa gﬁ) = ga : gﬁ = Gag- (23)

donde las é,, €3 son elementos de la base candénica del espacio vectorial tangente
en un punto de la variedad. Para dos vectores cualesquiera se tiene entonces que el
producto escalar esta dado por

g(A, B) = gapA*B”. (2.4)

El tensor g es ademas simétrico:

g(A, B) = g(B, A). (2.5)

Como ejemplo se escribe el elemento de linea del espacio-tiempo de Minkowski en
coordenadas cartesianas:

ds® = —dt* + da® + dy® + d2*. (2.6)

La representacién matricial de las componentes del tensor métrico en este caso es la
siguiente:

1000
0 100

5= 10 010 (2.7)
0 001

Si en lugar de foliar el espacio-tiempo con planos se folia con esferas de dimension
2 obtenemos el espacio-tiempo de Minkowski en coordenadas esféricas cuyo elemento
de linea es:

ds? = —dt® + dr? 4 r*(d6* + sin® 0d?), (2.8)

donde t es una vez mas la etiqueta del tiempo, r es una coordenada esférica radial,
0 y ¢ son los angulos cenital y azimutal usuales de las coordenadas esféricas. La
representacion matricial de las componentes del tensor métrico en este caso es la
siguiente:

-1 0 0 0
0 1 0 0

s=1 0 0 0 (2:9)
0 0 0 r2sin®0
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El objeto de estudio de este trabajo son las geodésicas nulas (definidas adelante), que
son curvas en el espacio-tiempo. Las curvas en una variedad estan parametrizadas
en términos de los elementos de longitud de la curva. Esta es la razén por la que
entender el significado de la métrica es fundamental y se ha empleado este espacio para
describirla. Adicionalmente, dado que las componentes de la métrica dependen de las
coordenadas utilizadas para parametrizar al espacio-tiempo, discutiremos con especial
atencion que la solucién de agujero negro tiene propiedades distintas dependiendo de
las coordenadas utilizadas.

2.2 La ecuacion de las geodésicas

Transporte paralelo. Cuando un vector ¥ se transporta paralelamemte a si mismo a lo
largo de una curva se dice que se hace un transporte paralelo, como el que se muestra
en la Figura 2.1. El concepto de paralelismo en la geometria Euclidiana establece que
dos rectas son paralelas si permanecen a la misma distancia cuando se propagan a lo
largo de la tangente a ellas. De hecho las rectas Euclidianas son las tinicas curvas que
se transportan paralelamente a su vector tangente y no se cruzan, lo cual solamente
pasa en variedades que nos son curvas [1, 4, 5].

Esto no ocurre si se considera un vector v tangente a la esfera que se transporta
paralelamente sobre una curva cerrada 4 en la superficie de la esfera de dos dimen-
siones, como la curva (a — b — ¢ — a) de la Figura 2.1. Se observa en la Figura 2.1
(izquierda) que al llegar al punto de partida en a, este vector ya no tiene la misma
direccion que al inicio. El hecho de que los vectores tangentes inicial y final no coin-
cidan es una manifestacién de la curvatura intrinseca, y la esfera es el paradigma de
una variedad curva. En la Figura 2.1 (derecha) se muestra el transporte paralelo a lo
largo de la misma curva cerrada, pero esta vez de un vector ortogonal a la superficie,
el cual no sufre cambios en su orientacién. Las geodésicas son curvas que estan con-
tenidas en el espacio tiempo y por tanto los vectores tangentes a ellas seran vectores
tangentes a la variedad del espacio-tiempo y nunca seran ortogonales a este.

Se debe aclarar que existen dos tipos de curvatura: extrinseca e intrinseca. La
curvatura extrinseca es la que se puede apreciar desde una variedad de dimension
mayor a la que estd bajo estudio, como ejemplo mas sencillo es la curvatura de la
circunferencia (variedad de dimensién 1) en el plano (variedad de dimensién 2), de
hecho el radio de dicha circunferencia se llama radio de curvatura. La curvatura
intrinseca por otra parte, se puede medir desde la variedad misma, es decir, es una
relacién entre los puntos de una trayectoria en el dicha variedad.

Una variedad tiene curvatura intrinseca distinta de cero si el transporte paralelo
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Figura 2.1: Se muestra el transporte paralelo de vectores sobre la 2-esfera. En la
figura de la izquierda se muestra el vector inicial es el que aparece apuntando hacia la
derecha en el punto a, depues de hacer el transporte paralelo de este vector tangente
a la esfera a lo largo de una trayectoria cerrada a —b—c—a en la superficie de la esfera
el vector que aparece en el punto a pero apuntando hacia abajo es el final y de hecho
es ortogonal al inicial. En la figura de la derecha se muestra el transporte paralelo
de un vector ortogonal a la superficie y su orientacién no cambia al transportarlo en
una trayectoria cerrada.

de un vector tangente inicial transportado paralelamente a lo largo de una curva cer-
rada resulta en un vector diferente al regresar al punto inicial (como en el caso de la
Figura 2.1, izquierda).

Las ecuaciones de la teoria general de la relatividad relacionan la curvatura intrinseca
del espacio-tiempo con la materia, no la curvatura extrinseca.

El cilindro S' x R es un ejemplo de una variedad de curvatura intrinseca cero y
curvatura extriseca en R®: por una parte, si se transporta paralelamente un vector
tangente a este cilindo a lo largo de una curva cerrada, el vector inicial serd igual al
final, y por otra parte es evidente que este cilindro visto en R?® presenta curvatura.

Geodésicas. Se sabe que en RV la distancia mds corta entre dos puntos p y ¢ es
una recta. En una variedad curva las lineas prolongadas a lo largo de la tangente a
si mismas se llaman geodésicas, lo cual se explica a continuacién.
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Si z#(A) es una curva en una variedad y ¢ un vector tangente a la curva definido
por
d¥ ) dz®
U= —, obien, v*=—, (2.10)
dA
cuyas componentes son v®. En un sistema de referencia localmente inercial las com-

ponentes de ¥ en un punto p son constantes a lo largo de la curva a#(\), entonces
dv®
T 0 en el punto p. Esto se puede escribir como:
e
dA
donde u® son las componentes de un vector tangente a la curva en la cual se hace un
transporte paralelo,v®,3 = 2”72 y v¥g=v%5 + vl . Por lo tanto, el transporte
paralelo de ¥ a lo largo de la curva cuyo vector tangente es u estd dado por

v = u’

V=0, (2.11)

dv
P =0 \ =uv® 5. (2.12)
Usando este resultado para el vector tangente 4 y desarrollando la derivada co-
variante de manera explicita se tiene que la ecuacion anterior para el transporte del

vector tangente U es:

u

uu® 5 +T05utu” = 0. (2.13)

El parametro A\ de la curva se llama “parametro afin”. Usando el hecho de que

u® = N e introduciendo el concepto de derivada direccional en la direccién de la

curva u” 95— dv y considerando que los indices son mudos es posible reescribir
x

la ecuacién (2.13) en términos de este pardmetro afin, de modo que los puntos de la
geodésica cumplen con la ecuacion:

d*z® ro dz! dz” 0

e ey T
con o, B,v, = 0,1,2,3. La ecuacién (2.14) representa un sistema de cuatro ecua-
ciones diferenciales ordinarias de segundo orden para z*(\), donde I}, son los stmbolos
de Christoffel asociados con la métrica de la variedad. Este sistema de ecuaciones
tiene solucién cuando se conocen las condiciones iniciales, que son la posicion inicial
y la velocidad inicial de la particula en dicha posicién inicial.

(2.14)

Puesto que la ecuacion para las geodésicas estéd definida en términos de los simbolos
de Christoffel es preciso definirlo. Los simbolos de Christoffel se pueden escribir en
términos de las primeras derivadas de la métrica como sigue:
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FZL}/ - %gav (gcm,u + Govpu — g;w,a) . (2.15)
La ecuacién (2.15) indica que los simbolos de Christoffel dependen totalmente de las
componentes de la métrica y de sus derivadas de primer orden [1, 2, 3]. Dado que la
métrica es simétrica se tiene que I, =T . un detalle que simplifica la escritura de
la ecuacién de las geodésicas, pues la ecuacion (2.14) involucra la sumatoria sobre g
y v. Ademads se puede ver que las componentes de la métrica determinan la ecuacién
de las geodésicas, por lo que basta con tener la métrica de un espacio-tiempo para

conocer las trayectorias de las geodésicas.

A continuacién se resuelve de manera exacta la ecuacién de la geodésicas nulas
para distintos espacio-tiempos que son solucién de las ecuaciones de Einstein.

2.3 Geodésicas nulas en el espacio-tiempo de
Minkowski

El espacio-tiempo de Minkowski es una variedad que es solucién de las ecuaciones de
Einstein en el vacio con contenido cero de energia y con curvatura intrinseca cero.
Como se menciond antes, el elemento de linea de este espacio-tiempo en coordendas
cartesianas esta dado por:

ds* = —dt* + da* + dy* + d2?, (2.16)

y las componentes de la métrica en forma matricial aparecen en (2.7). Los simbolos de
Christoffel para la métrica de Minkowski en coordenadas cartesianas son cero I'),, = 0
para todos lo valores de v, u, v pues las componentes de la métrica son constantes. Sin
pérdida de generalidad (pues siempre es posible orientar la parte espacial del espacio-
tiempo de modo que y y z sean constantes), en adelante se estudiara el caso en que
las dos coordenadas espaciales y y z tienen un valor constante, y el analisis de las
geodésicas solo efectuard en el plano t — x, de modo que x* = (¢,z). Reescribiendo
la ecuacion (2.14) para la métrica de Minkowski, se obtienen las ecuaciones de las
geodésicas para t 'y x:

d*t d*x

Vi 0, Fivhn 0. (2.17)
La solucion de estas ecuaciones es

= a\+0b,
r = cA+d.
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Si se desea que estas soluciones representen geodésicas nulas es necesario usar la

condicién de nulidad, es decir, que el vector tangente a la curva en cada punto (¢, z)
o

— PR— — . X
sea nulo. Un vector « es nulo si @ -« = 0. Es decir, las componentes u" = N del

vector tangente a la curva deben satisfacer la condicion

dx* dx”
,———— =0. 2.18

En el presente caso, para z* = (t, z), dicha condicién se escribe
P +i*=0 = i=t, (2.19)
donde el punto significa %. De la ecuacién (2.19) se obtiene que a = 4¢. Imponiendo

las condiciones iniciales en A = 0 de modo que t(A = 0) = tg y (A = 0) = xg, se
obtiene:

= (IA—Fto,
r = Za)+ x.

Combinando ambas ecuaciones es posible obtener la expresion para A = ¢ y la
solucion completa de las ecuaciones es:
para valores de ty y xg dados. En particular para tg = 0 se tiene:

t = +(z — xg), (2.21)

es decir, se obtiene las ecuaciones de dos rectas, con pendientes +1, y ordenada al
origen Fxg:

t = x— x,

t = —(.T - .Io).

En la Figura 2.2 se muestra un conjunto de geodésicas nulas para distintos valores de
xo y to = 0. La solucién (2.21) define los conos de luz del espacio de Minkowski en
cada punto (¢, z) del espacio-tiempo.
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Figura 2.2: Se muestra la solucién de las ecuaciones de las geodésicas nulas en el
espacio-tiempo de Minkowski en el plano t—x. Se trata de las geodésicas mas sencillas.
En cada punto del dominio se define el cono de luz por dos rectas de pendiente + 1.
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2.4 Geodésicas nulas en el espacio-tiempo de
Schwarzschild en coordenadas de Schwarzschild

En 1916, Karl Schwarzschild presenté la solucion exacta de un espacio-tiempo estatico
con simetria esférica en el vacio. La métrica de Schwarzschild describe la geometria
del espacio-tiempo en el vacio fuera de una fuente esférica. Esta métrica es impor-
tante porque puede describir la geometria de un hoyo negro esférico y estatico, o bien
el entorno de estrellas masivas. Se muestra a continuacion la construccion de dicha
solucion.

Métrica general en simétria esférica. En coordenadas esféricas el elemento de linea
en un espacio-tiempo plano (Minkowski) estd dado por las ecuacién (2.8). Sir y ¢
son constantes, la superficie resultante es una 2-esfera, es decir, que la distancia entre
dos puntos de una esfera de radio r es r2dQ? donde dQ? = d#?* + sin® 0dp? 1, 2, 3].
De hecho en 1 o que sigue, se desea preservar esta propiedad de las 2-esferas para
cualquier sistema coordenado.

Si se considera una 2-esfera en un espacio 3-dimensional con t = cte, y se traza una
linea desde el origen, dicha linea serd ortogonal a la 2-esfera y paralela al vector base
en la direccién radial, es decir, € - €, = 0, entonces las componentes g9 = g, = 0.
Entonces es posible escribir el elemento de linea de un espacio-tiempo esféricamente
simétrico en términos de las componentes de la métrica de la forma:

ds® = goodt® + 2go,drdt + 2goedfdt + 2go,dedt + g.dr® + r*dQ>. (2.22)

En un espacio-tiempo esféricamente simétrico una linea recta de 7,6, ¢ constantes
es ortogonal a las 2-esferas y paralelo al vector base en direccién radial €;, entonces
se tiene que € - ey = 0y é - €, = 0, por lo tanto las componentes de la métrica
goo = o, = 0. Bajo tales condiciones el elemento de linea se reduce al siguiente:

ds?® = goodt? + 2go,drdt + g,.dr* + r?dQ>. (2.23)

Solucion de Schwarzschild. En un espacio-tiempo estdtico, ds? es invariante bajo
cambios t — —t, esta propiedad requiere que ds? no contenga términos cruzados
dx'dt, con i = 1,2, 3, es decir que es estatico, y t — t+dt que indica que las funciones
métricas no dependen del tiempo, por lo tanto la métrica tendra solamente términos en
la diagonal (o sea go, = 0) y las funciones g, sobrevivientes no dependen del tiempo.
Ahora es posible escribir el elemento de linea en un espacio-tiempo esféricamente
simétrico estatico como:

ds?® = goodt? + gprdr® + r2d2, (2.24)
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con goo v g funciones de r solamente. Es cémodo escribir gog ¥ ¢, en términos de
funciones auxiliares ¢ y A de modo que el elemento de linea sea

ds? = _€2¢(7‘)dt2 + 2M7) 72 + r2d02. (225)

Cuando r — oo se quiere recuperar el espacio-tiempo de Minkowski, es decir, si la
fuente se encuentra a una distancia muy lejana, los efectos en la geometria del espacio-
tiempo debidos a la fuente deben ser despreciables [1]. Para cumplir esta condicién
basta con exigir que ¢(r) y A(r) cumplan

li_)m o(r) = li_)m A(r)=0. (2.26)

El espacio-tiempo de Schwarzschild es solucién de las ecuaciones de Einstein en el
vacio, es decir, G, = 0, o sea una regién fuera de una fuente. Las componentes del
tensor de Einstein G, para la métrica (2.25) son : [1]

Gy = ﬁe% [7’ (1—6721\)]/,
1 B 2
G, = _ﬁem (1 _e 2A) + ;gb/,
/ A
G00 _ T2€72A ¢/I+(¢/)2+£_¢1A/__ ’
T T

G¢,¢ = sin2 9099,

donde la prima denota derivada con respecto a r. La primera ecuacién Goy = 0
implica que r (1 — e*ZA) = cte = 2M, donde 2M se introduce convenientemente para
que cuando se tenga el limite Newtoniano coincida con la masa de la fuente, por lo
tanto:

1
20(r) _
A — [ (2.27)
Usando que (1 — 6*2/\) = %, y tomando en cuenta que G,, = 0 en la segunda
ecuacién se tiene que ¢ = —262/‘, as{ usando el valor de e** que obtuvimos de la
r

componente G e integrando ¢’ tenemos que:

oM
20 =1 — — (2.28)

Por lo tanto, el elemento de linea de la soluciéon de Schwarzschild es:

M 1
ds? = — (1 - 2—) dt* + <1W> dr? + r?d$Q°. (2.29)
. _2M

r
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La forma matricial del tensor métrico resulta:

-2y 9 0 0
0 12071 g 0
Guv = 0 ( OT ) 2 0 (230)
0 0 0 r2sin’6

Las coordenadas en que aparece escrita esta solucion se llaman coordenadas de Schwarzschild,
y el espacio-tiempo solucién se llama solucién de Schwarzschild [1, 2, 3, 6].

Singularidad de las coordenadas. Conociendo el elemento de linea en coordenadas
de Schwarzschild se observa que ocurre una anomalia cuando r — 2M, es decir, tene-
mos una ’singularidad” en el elemento de linea de Schwarzschild, pues la funcion
métrica g, diverge.

Para estudiar lo que en dicho valor de r ocurre es 1til estudiar la condicion que
determina instantdneamente los conos de luz: ds? = 0, con @ y ¢ constantes, es decir,
se hace un analisis en el plano ¢t — r. Se tiene entonces:

2M 1

+ <1 - %> dt = dr, (2.31)

r

de donde se obtiene una relacion entre la coordenada temporal ¢ y espacial r, haciendo
dt — Aty dr — Ar,con At =t —tqgy Ar =1 —rg, para ty = 0 y para valores de rg
dados se tiene:

r—T"To

T

t=+ (2.32)
esta expresion que define los conos de luz a un tiempo fijo. En la Figura 2.3 se
muestran los conos de luz para dicha solucién a un tiempo dado. Cerca de r = 2M
los conos se cierran, de hecho parece que ninguna senal de luz puede ni entrar ni
salir de una region cercana a dicha superficie, lo cual no coincide con la nocién de
que los hoyos negros succionan particulas materiales, pues en estas coordenadas son
incapaces incluso de absorber la luz. Como se mostrara en la siguiente seccion, esta
patologia es propia de las coordenadas de Schwarzschild.

La superficie definida por » = 2M se llama horizonte de eventos, pero es necesario
aclarar que con las coordenadas de Schwarzschild es injustificable tratar de ilustrar
lo que significa un horizonte de eventos debido a la singularidad de g,,, por lo cual
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se pospone el concepto de horizonte de eventos para la siguiente seccion. Adicional-
mente el valor de r = 2M recibe el nombre de radio de Schwarzschild.

Para continuar con la exploracién de la solucién, es posible estimar cantidades
independientes del sistema de coordenadas utilizado. En particular, es muy 1til men-
cionar el invariante de Kretschmann [5], definido en términos del tensor de Riemann
como K = Rep,, R Para la solucién (2.29) el valor de esta cantidad es:

48 M*
76

K = : (2.33)
De esta expresién se desprende que en r = 0 tal invariante tiene una singularidad.
Dado que dicha cantidad es independiente de las coordenadas [3, 5], entonces en
cualquier otro sistema de coordenadas aparece la misma singularidad. Se dice en-

tonces que la solucién de Schwarzschild tiene una singularidad de la geometria en
r=0.

La singularidad en r = 2M para la solucién de Schwarzschild en coordenadas de
Schwarzschild es entonces una singularidad de las coordenadas solamente. Pero la
singularidad en r = 0 es independiente de las coordenadas.

Geodésicas de la solucion de Schwarzschild en coordenadas de Schwarzschild. Ahora
se escriben las ecuaciones para las geodésicas nulas. Se parte de la ecuacién (2.14)
para las coordenadas (¢, 6, ) introducidas en la ecuacién (2.29); como nos intere-
san las geodésicas nulas tomamos 6 y ¢ constantes (como se hizo para el caso de
Minkowski) de modo que z* = (¢, 7). Las ecuaciones de las geodésicas son entonces:

d?t e\’ dr dt dr\?
o () o, e (1)~ 2.34
ae (dA) T T “‘(dA) ’ (2:34)
Pro o (dr\? . dtdr . (dt\’

Introduciendo los simbolos de Christoffel asociados con la métrica de la ecuacién
(2.29), mostrados en el apéndice C las ecuaciones para t y r son explicitamente:

o drar
d\2 " 2 (1 2T) dx d

d2r M dr\?> M oMY\ [ dt\?
ar M fary e Mg 2 fdt T 2.37
N2 2 (1 2 (dA) +r2< . )(dA) 0 (2.37)

= 0, (2.36)
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Figura 2.3: Se muestran los conos de luz a un tiempo fijo para valores de
r = {M,1.5M,1.7TM,2.3M,2.5M,4NM,5M,10M,20M,50M}, para la solucién de
Schwarzschild en coordenadas de Schwarzschild. Se puede apreciar que los conos
de luz solo se dibujan al tiempo ¢t = 0 y tomando distintos valores de . Cuando 7 se
aproxima a 2M por la derecha, los conos se cierran. Es posible decir que los conos
de luz se colapsan cerca de esta region.
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El siguiente paso es resolver estas ecuaciones para obtener las geodésicas nulas.
Hace falta imponer la condicién de nulidad expresada en la ecuacién (2.18), y para
at = (t,r) se escribe:

dt \ 2 dr\? OMN\? [ dt\? dr\?
i w =] =0, 1- 2= =) = (=) . 2.
w(m) o (i) =0 = (2) (&) = (&) e

Entonces, de la condicién de nulidad se obtiene una relacion entre las derivadas de t
y de 7,

dr dt 2M

Esta ecuacion se usa como condicién inicial para resolver las ecuaciones diferenciales
(2.37). Se define la cantidad (interpretada como la energia de un fotén, esta inter-
pretacién de hacer un analisis lagrangiano, se escoge signo positivo pues es el tnico
que tiene sentido fisico)

o dt (1__2A4>’ dt E

== o ooy (2.40)

Se define ademads r en términos de un nuevo parametro n de la siguiente forma:

r

(1 + cosn), (2.41)

r =

11— B2
de modo que si se impone la condicién inicial n = 0 a la ecuaciéon anterior y a este
valor de 1 se denota por 7, es posible obtener el valor de r(rn) que se le llamara rg
y esta dada por:

_2M
11— E%
La relacion entre el pardmetro afin A y el nuevo pardmetro n esta dada como:

70 (2.42)

S — 23)

Para r = 2M y haciendo uso de algunas identidades trigonométricas se tiene que
el valor n que denotaremos como 7

oM cos? 2 (2.44)

T 1 _E? 9

reescribiendo esta ecuacion se tiene

E? = 1—0052%,
2
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de esta expresién se obtiene el valor de 7,
ne =2sin"' E, (2.45)

Tomando la derivada de r respecto a A, recordando que 7 depende de \ y usando
la ecuacién (2.43) se obtiene

d\
Para obtener la ecuacién de la derivada de t respecto a A en términos de 7, se usa
la expresién para r dada por la ecuacién 2.43 y del valor de ny:

<dr>2 = (1- E?) tan? 7. (2.46)

dt E cos? 1
A\ cos? I —co? & (2.47)

Ademsds es necesario calcular la derivada de r con respecto a n:

d d
o — 17 cos? 0 —rg sin 7 eos I, (2.48)
dn dn 2 2 2

Entonces el sistema de ecuaciones por resolver es el siguiente:

dt Ecos?l

— = . 2.49
d\ cos? 4 — cos? &’ (2.49)
dr\ 2
(é) = (1- B tan’ 3, (2.50)
d
é = —rosingcosg. (2.51)

De las ecuaciones anteriores es posible obtener la derivada del parametro afin con
respecto al pardmetro n. Ahora se desea obtener una ecuacién para el tiempo coor-
denado t en términos de 7

ﬂ:ﬁ@: ECOSQ% 7”_8 %COS2Q (2.52)
dn d\dn  cos? % —cos? L\ 8M 2 '
Obtenemos que
dt 3\ 2 cost I
—=E(= 2 2.53
dn <8M) cos? § — cos? B (2.53)

Integrando se obtiene finalmente que el tiempo coordenado es:
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2.3

Figura 2.4: Se muestra la solucién exacta global de las ecuaciones de las geodésicas
nulas en coordenadas de Schwarzschild en el plano t—r. Se puede apreciar en la figura
que se confirma que las trayectorias de los fotdnes presentan conos de luz cerrados
cuando se aproximan a r = 2M, segin quedo ilustrado en la Figura 2.3 para un
tiempo fijo. En este caso se tienen definidos los conos de luz para todos los valores
del tiempo a diferencia de lo que se tiene en la Figura 2.3. Las lineas continuas
y punteadas representan geodésicas nulas entrantes y salientes respectivamente. Es
notable ademas, que los conos de luz aparecen rotados en la region » < 2M, de modo
que en lugar de presentarse conos de luz verticales aparecen horizontales.

1
tan & + tan re \2 [(n+ sinn)
t=2M1 ‘ —2 2 ’ ol e —_ 1 — E? . 2.54

" Lan”;—tan;’ * 8M 2 +( ) (2:54)

La ecuacién (2.54) indica el comportamiento de las geodésicas nulas en coordenadas
de Schwarzschild. En la Figura 2.4 se muestra el tiempo coordenado en funcion de la
coordenada radial. Se puede observar que cuando r — 2M las geodésicas salientes y
entrantes divergen.

Trazando las geodésicas salientes y las entrantes es posible ver como se determi-
nan los conos de luz en el plano ¢t — r. En la Figura 2.3 se muestran los conos de luz
instantaneos para un tiempo fijo, y en la Figura 2.4 se muestra la trayectoria global
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que sigue un fotén tanto entrante como saliente en la direccién radial. Es evidente
que los conos de luz se van cerrando conforme la geodésica se aproxima a r = 2M.
Por otra parte, para r < 2M los conos de luz cambian de orientacién de vertical a
horizontal.

Esta transicion de la orientacién de los conos de luz es consecuencia de la patologia
de las coordenadas de Schwarschild en r = 2M, y como se vera enseguida no ocurre
en todos los casos.

2.5 Geodésicas nulas de la solucion de Schwarzschild
en coordenadas de Eddington-Finkelstein

En 1924 Arthur Eddington y en 1958 David Finkelstein por separado definieron un
nuevo sistema de coordenadas para fotones en caida libre, estas nuevas coordenadas
se llaman coordenadas de Eddington-Finkelstein [3]. Dichas coordenadas introducen
las nuevas variables U y V', que representan geodésicas radiales nulas salientes para
U y entrantes para V.

Fijando el valor de las coordenadas angulares en la solucién de Schwarzschild en
coordenadas de Schwarzschild, las geodésicas nulas cumplen:

2M 1
i (1- 2o s (g ) a0 o5

r
T

de donde se desprende que

M\ 2 M\
di® = <1 — 2—> dr?, = dt=+ <1 — 2—) dr, (2.56)
T

que ademas se reescribe en una forma cémoda

201
T

r —1
dt = + (——1) dr. 2.57

S r (2.57)
Después de integrar esta ecuacién se obtiene

t—l—cte:i(r—l—ZMln —1’+cte) . (2.58)

‘ r
2M
De aqui se desprende la definicién de la coordenada r* como

r*=r+2MIn

’ Ty (2.59)
2M ’ '
con lo cual se construyen dos coordenadas nulas, una saliente y otra entrante:
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t—r*=cte, t+1r"=cte. (2.60)

_ Asi, las geodésicas nulas salientes estaran dadas por U = cte y las entrantes por
V = cte, donde

U=t—1r* V=t4+r" (2.61)

En estas coordenadas se tiene para el caso de la variable 1% que

dv

2 —

dr ’

ﬂ B 2

dr 11— 2

por lo que las geodésicas nulas en el plano V — r involucran rectas constantes. Con la
finalidad de que las geodésicas nulas queden representadas por al menos una recta de
pendiente =1 como en el caso del espacio-tiempo de Minkowski, se define el tiempo
de Eddington-Finkelstein con la transformacién de coordenadas de (V,r) a (f,7);

-~ r
F=V—r=t+2MI ’——1‘. 2.62
r + 507 (2.62)
Este cambio de coordenadas lleva la métrica del espacio-tiempo a la forma:
2M AM 2M
ds* = — (1 - —> dt* + —dtdr + <1 + —) dr? + r2d)?. (2.63)
r r r

Las geodésicas nulas entrantes y salientes respectivamente que corresponden a
estas nuevas coordenadas son:

dt
L
dr ’

dt ( 2M)( 2M>
— = 1 - — 1+—,
dr T T

de donde es evidente que las geodésicas nulas entrantes tienen pendiente -1, indepen-
dientemente de la posiciéon de donde sean lanzadas.

Para escribir las ecuaciones diferenciales de las geodésicas en estas coordenadas,
es necesario calcular los simbolos de Christoffel para esta métrica (ver apéndice C),
y sustituirlos en la ecuacién (2.14):
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&2t (dt Cdr df . (dr)?

&t 2M2<dt>2+2M(r+2M)ﬁ@ 2M(r + M) (@)2
3

e ar 5 ddh T 8 o) = 026

y para r:

d2r dt dr dt dr\?
Sl () gorm (=) = 0, (266
e (dA) "N d\ ”(dA)  (2:66)

d?r M(r—2M)<dt_>2_2M2dt_dr M(r+2M)<dr>2

= 0. (2.67)

T D) T D e a

Las geodésicas nulas en las nuevas coordenadas se obtienen de la condicion

2M AM 2M
ds® = — (1 - ) dt* + ——dtdr + (1 + ) dr® 4+ r?dQ?* = 0, (2.68)
r r r
para 0 y o constantes (dQ2* = 0) y resolviendo para ¢, donde el punto significa dd)\’ se
tiene
W (M) 2 g (1 2 (14 2 2
t= , 2.69
e .
lo que implica que
- 2M +r
t= ’ 2.70
r—2M" (2.70)
que a su vez es facil de integrar. Considerando el signo - se tiene
EZ —(7“—7“0) +fo, (271)
y para el signo —+:
_ r—2 _
t= (7”—7"0)4‘4111( > +t0. (272)
ro — 2

Estas son las soluciones para las geodésicas nulas en coordenadas de Eddington-
Finkelstein; la ecuacion (2.71) para las geodésicas entrantes y (2.72) para las geodésicas
salientes. En la Figura 2.5 se muestran las geodésicas nulas en estas coordenadas,
para propositos de este trabajo la coordenada t juega el mismo papel de t. Se puede
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Figura 2.5: Se presenta la solucion de las ecuaciones de las geodésicas en coordenadas
de Eddington-Finkelstein. Como era de esperarse segin la definicién de las coorde-
nadas nulas, las geodésicas entrantes tienen pendiente -1 independientemente de la
posicién de donde son lanzadas, y de hecho aparecen el en plano t — r como aparecen
para el espacio-tiempo de Minkowski.
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observar que las geodésicas entrantes pueden penetrar la superficie r = 2M a difer-
encia del caso de las coordenadas de Schwarszchild.

Es ahora oportuno retomar el concepto de horizonte de eventos. El horizonte de
eventos de un espacio-tiempo es una 2-superficie de la cual divergen los rayos nu-
los salientes lanzados desde regiones cercanas a dicha superficie. En el caso de la
solucién de Schwarzschild en coordenadas de Eddington-Finkelstein, las geodésicas
nulas salientes de la Figura 2.5 divergen de la superficie r = 2M, tanto hacia dentro
como hacia fuera. Se dice entonces que el horizonte de eventos para la solucién de
Schwarzschild es la superficie dada por la condicion r = 2M que es una 2-esfera.

Esta definicién de horizonte de eventos es muy practica, pues permite definir la
superficie a partir de la cual los rayos salientes (geodésicas nulas) no pueden escapar.

El horizonte de eventos es una superficie que es independiente de las coordenadas,
y por ende en el caso de la Solucién de Schwarzschild en coordenadas de Schwarzschild
ocurre un comportamiento semejante al mostrado en la Figura 2.5. Sin embargo, el
hecho de que las coordenadas de Schwarzschild sufran una singularidad de g, justa-
mente en r = 2M, y el hecho de que la estructura causal para r < 2M cambie de
orientacion, impiden interpretar de manera adecuada la nocién de horizonte de even-
tos del espacio-tiempo de Schwarzschild. En la Figura 2.5 el horizonte de eventos se
puede apreciar de una mejor manera, pues las coordenadas de Eddington-Finkelstein
no presentan la misma anomalia que las coordenadas de Schwarzschild en r = 2M.

Uno de los objetivos de este capitulo es insistir en que las coordenadas de Schwarzschild
no son las mejores para explicar la estructura causal de la solucién de Schwarzschild.



Capitulo 3

Soluciones numéricas de la
ecuacion de las geodésicas radiales

3.1 Cuando se conoce la solucién global.

En este caso se resuelve la ecuacion de las geodésicas evaluando las funciones involu-
cradas en cualquier punto del dominio espacio-temporal, pues las funciones métricas
y los simbolos de Christoffel son conocidas en todos los puntos del espacio-tiempo,
excepto donde hay singularidades.

Dado que las ecuaciones de las geodésicas son ordinarias, es posible usar inte-
gradores de ecuaciones diferenciales ordinarias. En este caso se eligié el método
iterativo Runge-Kutta de cuarto orden (ver apéndice A).

Se toman en cuenta los espacio-tiempos de Minkowski, Schwarzschild y Schwarzschild
en coordenadas de Eddington-Finkelstein, puesto que en estos casos se conoce la
solucion exacta de la ecuacién de las geodésicas, lo que permite comparar los resulta-
dos numéricos con las soluciones exactas, lo que a su vez verifica si el algoritmo usado
para calcular la solucion numérica funciona en los casos conocidos.

Como suele hacerse para calcular la solucion numérica de ecuaciones ordinarias
de segundo orden, se definen variables de primer orden, de modo que la ecuacion de
las geodésicas con nuevas variables de primer orden es:

33
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t = wu(l),
o= u(2),
dull)
o = u@d)
du(2)
o = uld),
dz&?’) = —Tu?(3) — Thu(3)u(4) — Thu(4)u(3) — Tha?(4),
P ) - Tu@u() - au) - Tpde), (3

donde r tomara la etiqueta x en el caso siguiente que corresponde a la solucion del
espacio-tiempo de Minkowski y ¢ juega el papel de la coordenada temporal en cada
caso (incluso el de ¢ para la solucién de Schwarzschild en coordenadas de Eddington-
Finkelstein). Asi que las ecuaciones a resolver son el sistema (3.1). Aplicando el
método iterativo Runge-Kutta de cuarto orden a estas ecuaciones se obtienen las solu-
ciones numéricas de las ecuaciones para las geodésicas nulas en los espacio-tiempos de
Minkowski, Schwarzschild y Schwarzschild en coordenadas de Eddington-Finkelstein.

3.1.1 La estructura causal del espacio-tiempo de Minkowski.

Resolviendo numéricamente las ecuaciones (3.1) para la métrica de Minkowski y ha-
ciendo uso de condicién de nulidad de la ecuacién (2.18) en coordenadas cartesianas,
se obtienen las geodésicas que se muestran en la Figura 3.1. Se puede observar que las
geodésicas nulas en el espacio-tiempo plano son rectas con pendientes +1, es decir,
definen los conos de luz en cada punto del espacio-tiempo, tal como resulta en el caso
en el que se tiene la solucién exacta, ver Figura 2.2.

El sistema (3.1) en este caso se reduce a:

du(l)
du2)
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Figura 3.1: La solucién numérica de las ecuaciones de las geodésicas (3.1) y usando
la condicién de nulidad de la ecuacién (2.18) para el espacio-tiempo de Minkowski en
coordenadas cartesianas para distintos valores de xy con ty = 0. En cada punto se
define el cono de luz como ocurre con la solucién exacta.
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3.1.2 La estructura causal de la solucion de Schwarzschild en
coordenadas de Schwarzschild.

De la ecuacién (2.14) y sustituyendo los valores de los simbolos de Christoffel se tiene
que las ecuaciones de las geodésicas son: para t

d>t 2M dt dr

o = 3.2
d\? r2(1— 2L dxd)’ (3:2)
y para r:
dr M oM\ [ dt\? M dr\?
X2 r r A r2(1—=%) \dA
Usando la condicién de nulidad de la ecuacién (2.18) para esta métrica se tiene que:
dr dt 2M
o ia (1 — T) ) (3.4)

que define las condiciones iniciales para las geodésicas nulas. Se integra numéricamente
el sistema (3.1) usando estas condiciones. Las geodésicas nulas obtenidas se muestran
en la Figura 3.2, se puede apreciar la estructura causal de la solucién de Schwarzschild
cerca de la regién r = 2M; ahi las geodésicas nulas entrantes y salientes divergen al
acercarse a esta 2-esfera. Este comportamiento de las geodésicas nos muestra la es-
tructura causal tal y como sucede en el caso en el que tenemos el espacio-tiempo dado
de manera exacta (ver Figura 2.4).

3.1.3 La estructura causal de la solucién de Schwarzschild en
coordenadas de Eddington-Finkelstein.
El sistema (2.65) y (2.67) constituye el conjunto de ecuaciones diferenciales para las

geodésicas de la solucion de Schwarzschild en coordenadas de Eddington-Finkelstein,
las cuales se reproducen aqui:

d*t 2M? (dI\® 2M(r+2M)didr  2M(r+ M) (dr\?
a3 \dx = dX dX 3 dx)
y para r

dX

X

d*r M(r—2M) (dt\> 2M2%dtdr M(r+2M) (dr\’
d\? r3 '

- BT
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1.9 1.95 2 2.05 2.1

Figura 3.2: Soluciéon numérica de las ecuaciones para las geodésicas de la solucion de
Schwarzschild en coordenadas de Schwarzschild, para distintos valores de rq cercanos
ar =2M y ty = 0. Las lineas continuas y punteadas representan geodésicas nulas
entrantes y salientes respectivamente.
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Figura 3.3: Solucién numérica de las ecuaciones de las geodésicas en coordenadas de
Eddington-Finkelstein, para algunos valores de ry con t; = 0. En estas coordenadas
los conos de luz no colapsan al acercarse a la superficie r = 2M. Se puede observar que
al cruzar esta 2-superficie los conos de luz tienden a orientarse hacia la singularidad
r = 0. Este resultado es consistente con la solucién exacta. Las lineas punteadas y
continuas representan geodésicas nulas entrantes y salientes respectivamente

Aplicando la condicién de nulidad dada por la ecuacién (2.18) para la métrica de
Eddington-Finkelstein y para algunos valores de ry con ty = 0 se resuelven numéricamente
las ecuaciones anteriores. Se puede apreciar en la Figura 3.3 la solucién numérica.
Las geodésicas nulas entrantes (lineas punteadas) tiene pendiente —1 y atraviesan la
region r = 2M sin tener problemas.

Las geodésicas nulas salientes (lineas continuas) divergen cerca de la superficie
r = 2M. La condicién de que las geodésicas nulas diverjen de una 2-superficie, indica
que dicha 2-superficie es un horizonte de eventos. Estos resultados indican que en
r = 2M hay un horizonte de eventos, resultado bien conocido. Sin embargo esta es
una prueba mas de que el algoritmo usado para integrar las ecuaciones diferenciales
funciona correctamente.
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3.2 Cuando se conoce una soluciéon numérica en
un dominio discreto

En este caso se conoce el valor de las funciones métricas y los simbolos de Christo-
ffel solamente en un conjunto discreto del dominio espacio-temporal. Este es el
caso mads préoximo a aquel en el que las funciones métricas son resultado de la
evolucién de un espacio-tiempo dinamico, donde las ecuaciones de Einstein se re-
suelven numéricamente. Es decir, no se conocen los valores de la funciones métricas
9w y los simbolos de Christoffel T, en un punto arbitrario del espacio-tiempo.

Las ecuaciones de las geodésicas (2.14) necesitan de los valores de los simbolos de
Christoffel en todos los puntos del espacio-tiempo, hecho que ha sido utilizado en la
seccién anterior, pues se usan los simbolos de Christoffel calculados a partir de una
solucién exacta conocida.

En el presente caso, puesto que los simbolos de Christoffel estan dados en términos
de las funciones métricas y sus primeras derivadas, se usa la aproximacion de diferen-
cias finitas en dos dimensiones para aproximar las derivadas de las funciones métricas,
para determinar los valores de I'j, en los mismos puntos donde estdn definidas las
funciones métricas, es decir, sobre los puntos de la malla solamente. Si las funciones
métricas g,, estan definidas en los puntos (¢",r;) del plano r-t y se denotan por
(gw)?, las primeras derivadas temporal y espacial se aproximan respectivamente con
los siguentes operadores:

0 (9W>;'Z (QW)?—H - (Q/ﬂ/);‘l_l 9
o AL + 0 (A7), (3.5)
9 (gw)? (QW)?H - (9#1/)?_1 9
or T SAL + 0 (Ar ) , (3.6)

donde O (At?) y O (Ar?) indican que la aproximacién en diferencias finitas incluye
un error de segundo orden. Los valores At y Ar indican la resolucién temporal y
espacial de la malla discreta donde estdn definidas las funciones métricas.

Dado que al integrar las ecuaciones de las geodésicas se imponen condiciones ini-
ciales tg y ro arbitrarias, dicho punto (rg,fy) no necesariamente coincide con alguno
de los puntos de la malla, como se puede ver si se hace A = 0 en Figura 3.4, es nece-
sario interpolar los valores de la métrica y los simbolos de Christoffel en dicho punto,
usando los valores de estas cantidades en los puntos vecinos que si corresponden a los
de la malla. La interpolacién se realiza usando el método de interpolacién bilineal
que se explicara mas adelante.
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(j,n+1) i+1, n+l1
(j+1,n )@

(Tardns t avan)

(ry,ty)

3 L
(] 11)e (j+ n)o

Figura 3.4: Elemento de la malla, donde se muestra el caso general de la posible curva
geodésica a un tiempo arbitrario.

Por otra parte, durante la integracién de las ecuaciones de las geodésicas (3.1),
el pardmetro A aporta una nueva posicién (r,t) después de cada iteracion, y dicho
punto (r,t) no necesariamente corresponde a un punto de la malla nuevamente como
se puede apreciar en la Figura 3.4.

Una estrategia consiste en interpolar los valores de los simbolos de Christoffel
en cada iteracién en términos de los valores de estas cantidades en los vecinos mas
cercanos al punto de la geodésica para algin valor de A. El algoritmo es el siguiente:

i) Se localiza (t,r) de la dltima iteraccén en la solucién de las ecuaciones.
ii) Se localizan los puntos vecinos a dicha posicién.

iii) Se interpolan los valores de los simbolos de Christoffel en (¢, ) usando los valores
en los puntos vecinos (t",7;), (t",rj+1), ("), y (" r40).

iv) Se usan los valores interpolados para integrar las ecuaciones (3.1).
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La interpolacién debe realizarse al final de cada iteracidn.

Asi, las ecuaciones (3.1) a resolver se escriben

dzs
int o} S v
= =1 @i Tine (3.7)

X m

4 -
0 |
s -

.
o+ R . +
-t - + PN
. (NS P N
ot T o TR 4
- (Y g N
A o s
£ Tt R S
B \:/ . I T

w
o
N

Figura 3.5: Soluciéon numérica de las ecuaciones de las geodésicas del espacio-tiempo
de Minkowski. Se puede observar la malla del espacio-tiempo discreto. La resolucién
es Az = 0.009, At = 0.018, y aqui se muestra una resoluciéon sobresimplificada de la
malla, pues la malla real es diez veces més fina.

donde z¢ = ”{f—; v el subindice int significa que todos estos valores de los simbolos
de Christoffel y de las coordenadas son interpolados. La férmula usada para la inter-
polacién involucra una aproximacion lineal en cada direccidon que es descrita por la
siguiente férmula [7]:

R(t,m)ine = (1 —0)(1 — u)hy + (1 — u)hg + vuhs + (1 — v)hy (3.8)
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Figura 3.6: Solucion numérica de las ecuaciones de las geodésicas para la solucion
de Schwarzschild suponiendo que se conocen las funciones métricas en el dominio
0<r <40y 0<t<20 con resolucion Ar = 0.009 y At = 0.018. Se puede observar
una version diluida de la malla del espacio-tiempo, en realidad la malla es 10 veces
mas fina que la mostrada aqui. Ver Figuras 2.4, 3.2.

con

u = [t—tn)]/tn+1) —t(n)],
hi = y(j,n),
hy = y(j+1,n),
hy = y(j,n+1)
(3.9)
donde h es una funcién arbitraria de (¢,7), por ejemplo %, g, 0 I, que son las

cantidades necesarias en (3.7); en ésta formula j, 7+ 1 y n,n+1 etiquetan a los puntos
vecinos mas cercanos a (t,r).

Espacio-tiempo de Minkowski. Siguiendo el algoritmo descrito aqui se integran las
ecuaciones de las geodésicas. En la Figura 3.5 se muestran las geodésicas, que como
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era de esperar son lineas rectas con pendiente 1. Se muestra ademads una version
burda de la malla.

Solucion de Schwarzschild en coordenadas de Schwarzschild. Nuevamente se re-
suelven las ecuaciones (3.7) donde se ha sustituido la solucién de Schwarzscild en una
malla. En la Figura 3.6 se presentan las geodésicas que se obtienen de la solucion
numérica de las ecuaciones de las geodésicas.

Solucion de Schwarzschild en coordenadas de FEddington-Finkelstein. Una vez més
se resuelven las ecuaciones (3.7) para esta solucién. Los resultados se muestran en
la Figura 3.7. Las geodésicas nulas entrantes son lineas rectas con pendiente -1,
que pueden atravesar esta regién sin que el cono de luz sea rotado al cruzar esta
2-esfera. Por otro lado las geodésicas nulas salientes divergen cerca r = 2M como se
esperaba, pues este comportamiento coincide con la solucién exacta de las ecuaciones
y la soluciéon numérica cuando se conoce las funciones métricas en todo el dominio
del espacio-tiempo.

Es oportuno comparar los resultados numéricos con las soluciones exactas, para
ello se calcula el error relativo entre las curvas geodésicas obtenidas en el capitulo ante-
rior y los numéricos obtenidas en el presente capitulo para la solucion de Schwarzschild
en las coordenadas usadas en esta tesis. En la Figura 3.8 se muestran estos errores,
para cada coordenada en que se ha calculado las geodésicas nulas. En la primera
figura se puede apreciar como el error relativo en coordenadas Schwarzschild oscila
entre —0.0005 y 0.003, en la segunda figura se muestra que el error relativo en coor-
denadas de Eddington-Finkelstein oscila entre los valores —0.00002 y 0.00008.
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Figura 3.7: Solucién numérica de las geodésicas nulas de la solucién de Schwarzschild
en coordenadas de Eddington-Finkelstein en un espacio-tiempo discreto. Las lineas
gruesas indican la solucion exacta que aparece encima de la calculada numéricamente.

La malla real es mucho més fina. La resolucién real de la malla (Ar

0.009 vy

At = 0.018) aparece en la figura inferior izquierda donde ademds se muestran los
puntos que corresponden a la geodésica para cada dA. En la figura inferior derecha se
muestra un conjunto de geodésicas salientes cercanas al valor r = 2M, para mostrar
que éstas divergen del horizonte de eventos.
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Figura 3.8:

Aqui se muestra el error relativo para cada geodésica entre la
solucién numérica y la exacta para la solucién de Schwarzschild en coordenadas de
Schwarzschild y en coordendas de Eddington-Finkelstein calculada en el capitulo an-
terior.
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Figura 3.9: Aqui se muestra el error relativo en términos del parametro afin A
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Geodésicas radiales en
espacio-tiempos numeéricos

4.1 Estrella de Bosones

Un resultado interesante de las soluciones de las ecuaciones de campo de Einstein
con campo escalar complejo es la estrella de Bosones. El campo escalar complejo que
define a la estrella de bosones estd dado como:

¢ = o1+ igs. (4.1)

Ahora el elemento de linea que describe un espacio-tiempo dindmico tiene compo-
nentes que dependen del tiempo y de la coordenada espacial 7, es decir a = a(t, 1) y
a = a(t,r) se escribe en general como:

ds® = —a?dt* + a*dr® + r2dQ?, (4.2)
El tensor de momento-energia asociado a la estrella de bosones es:

Ty = 5 60+ 6483] — 500 [0 60— V(I6P)], (13)

donde V(|¢|?) es el potencial de autointeracciéon del campo escalar, que en este caso
es

1 A\
V(o)) = gm*lef* + 1ol (4.4)

entendiendo a m como la masa del boson. Este tensor de energia-momento esta
conectado con la geometria del espacio-tiempo a través de las ecuaciones de Einstein
G = 81Ty,

47
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Usando las identidades de Bianchi 7" = 0 para el tensor de energia-momento
definido en la ecuacién (4.3) y usando el rescalamiento implementada en [10]:
¢ — \/Ko/2¢, 7 — mr,a — Zayt — wtse tiene que la ecuacion de Klein-Gordon

€S
dV
(B~ da) e=0

1
Vg
La ecuacién de Klein-Gordon puede escribirse para la parte imaginaria y la parte real
del campo escalar como sigue:

dVv av
<D - W) ¢1 =0, (D — W) @2 =0, (4.5)

lo que permite escribir un sistema de primer orden tanto para ¢; como para ¢s. Un
conjunto adecuado de variables de primer orden es 7; = £0;¢; y ¢y = 0,¢; coni = 1,2.

con

Do Ou [V—99"0,9] .

o1 = 57@7 (4-6)

@%::§®> (4.7)
1 rla) dv

8t7T1 - 7’7287‘ < 1) - d|¢|2¢17 (48)
1 r2aa) dVv

Oy = T@( : 2>_a0‘d1¢|2¢2’ (4.9)

o = o (“1), (4.10)

Onps = 0, (%) (4.11)

Por otra parte, las ecuaciones de Einstein para las funciones métricas son:

o,a 1—a®> kor
= 5 + 1 [wf + 75+ ¢F + P53+ aZV] , (4.12)
O, 1—a? |
S a + S “kora®V, (4.13)
« T a 2
kora
a = —— [ + thomy] . (4.14)

2
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Figura 4.1: Se muestra la componente g, = a* del tensor métrico, que para el caso de
la estrella de bosones es independiente del tiempo durante la evolucién. El dominio
numérico es tal que 0 <t < 250, 0 < r < 40. La estrella de bosones corresponde al
caso m =1, g9 = 0, con At = 0.025 y Ar = 0.025.

La ecuacion (4.12) es la constricciéon Hamiltoniana, (la componente tt), la ecuacion
(4.13) es la condicién para el lapso (componente 7 de las ecuaciones de Einstein) y
la componente rt que es la constricciéon de momento.

Las estrellas de bosones son soluciones de las ecuaciones anteriores con una condicion
muy particular; el campo escalar es armonico en el tiempo, es decir se puede escribir
como

B(t, 1) = go(r)e ™", (4.15)

lo cual implica que el tensor de energia-momento es independiente del tiempo, que
a través de las ecuaciones de Einstein implica que la geometria del espacio-tiempo
es independiente del tiempo, es decir el espacio-tiempo es estatico. Usando esta
condicién el sistema (4.12 - 4.14) se reescribe como:
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SR ge =

O ERSSSs™

Figura 4.2: Se muestra la componente gy del tensor métrico para la misma estrella
de bosones, que al igual que g, también es independiente del tiempo.

O,a 1—a? kor a® 1
== ot [w%%@ + (0:¢5) + @’ (m2¢g + §Aa2¢‘é)] ;o (416)
Oy« 1—a®> 0O 1 1
— = + = §k0ra2¢(2) <m2 i §A¢3) , (4.17)
2 O.a O a®
0 = O+ Oro (; + - ) w0 g —a” (m” + Ady) do. (4.18)

Se resuelve este sistema de ecuaciones poniendo la condicién de que el espacio-
tiempo sea plano en el origen a(0) = 1, ¢y finito y 9,¢9(0) = 0 y en la frontera
®o(00) = ¢p(00) = 0; con estas condiciones el sistema anterior se reduce a un prob-
lema de valores propios para w. Se debe mencionar que este sistema de ecuaciones
estd sobredeterminado pues se tienen tres ecuaciones con dos incognitas, asi que es
suficiente usar las primeras dos como se hace en [10] y la ecuacién (4.14) solo se usa
para monitorear la precision de la evoluciéon numeérica. Las condiciones que se inpo-
nen para la solucion de estas ecuaciones son:

i) se propone un perfil inicial de ¢ al tiempo inicial de modo que ¢(0,r) = Ae=""/7"
i) se supone T = 0,
i11) se integra la ecuacién (4.21) exigiendo un espacio plano, es decir a(ty,0) = 1,

I
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Figura 4.3: Solucion numérica de las ecuaciones de las geodésicas usando la métrica
obtenida numéricamente de la estrella de bosones. Estas son las geodésicas nulas que
parten del origen de la coordenada espacial (r = 0), para cada At en la solucién de
una estrella de bosones esférica.
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iv) se exige la métrica de Schwarzschild en la frontera numérica, a(0, Ry) = 1/a(0, R,,)
y se integra la ecuacién (4.22),

v) se evoluciona el sistema integrando (4.25) y (4.26),

vi) con los valores encontrados se resuelven nuevamente (4.21) y (4.22).

La solucion de este sistema de ecuaciones da como resultado las funciones métricas
que se muestran en las Figuras 4.1 y 4.2. En la Figura 4.1 se puede apreciar que la com-
ponente g, es independiente del tiempo. En la Figura 4.2 se aprecia cémo también
esta componente de la métrica g4 tiene el mismo perfil durante toda la evolucién. Se
presentan estas figuras porque no se construyeron a partir de la solucién del problema

de valores iniciales, sino a partir de la evolucién de dicha solucién usando el sistema
(4.6-4.14).

Es preciso mencionar que la solucion de este sistema de ecuaciones se toma direc-
tamente de la referencia [10], pues en este trabajo nos interesa estudiar el com-
portamiento de las geodésicas en espacio-tiempos numéricos, y no la evolucién del
sistema. Entre las propiedades interesantes de este tipo de soluciones se tienen las
siguientes: i) no contienen singularidades ni horizontes, ii) hay soluciones estables
e inestables, de modo que algunas de estas configuraciones presentan un espacio-
tiempo estdtico, mientras que otras (las mds compactas) colapsan en hoyos negros de
Schwarzschild. En este trabajo se considera el caso de una configuracién estable para
trazar las geodésicas nulas de dicho espacio-tiempo.

Usando el codigo numérico que se implementoé en la seccién anterior para calcular
las geodésicas nulas, se obtiene la Figura 4.3. Se puede apreciar que las geodésicas
nulas tienen un corrimiento al rojo gravitacional provocado por la presencia de la
estrella de bosones, es decir las geodésicas nulas estan ligeramente curvadas a com-
paracién de una geodésica nula que no esta sujeta a la gravedad de una estrella (linea
punteada).

4.2 Oscilaton

En esta seccién se estudia el caso en que las componentes del tensor métrico tienen
comportamiento oscilatorio, en este caso la geometria si es dependiente del tiempo y
de la coordenada espacial r, el caso del Oscilaton.

El oscilatén corresponde a la solucién de las ecuaciones de Einstein con un campo
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escalar real, el tensor de energia-momento asociado a este campo escalar real es

T = bubo = 50 [6°00 + 2V (), (119

V(¢) = $me?, donde m es nuevamente la masa del campo escalar [10].

Usando la convencién implementada en [10] para ¢, r,t: ¢ — \/kKop, r — mry
t — mit se tiene que la ecuacion de Klein-Gordon se puede reescribir de una foma
mas sencilla como:

O¢ — ¢ = 0. (4.20)

Desarrollando las componentes de las ecuaciones de Einstein para la métrica
definida en (4.27) y usando las variables 7 = 20,¢ y 1) = 0,¢ se tiene un sistema de
tres ecuaciones para a y «

ora 1—a* r. ., 9
= - 2a°V 4.21
- St T 20V (4.21)

2
-1
O = Ora + a4 —ra®V, (4.22)
a a r
1

oo = 57"&@/171 (4.23)

Nuevamente este sistema de ecuaciones esta sobredeterminado. Desarrollando la
ecuacién de Klein-Gordon se tiene un sistema para las variables 7, 1)

8t¢ = aﬂ', (424)
2

o = :2@ (T :¢>—aa¢, (4.25)

o = O, <O;—7T) (4.26)

este sistema de ecuaciones describe a un campo escalar real autogravitante.

Se resuelve numéricamente este sistema de ecuaciones usando la aproximacién del
método de diferencias finitas e integradores de ecuaciones diferenciales. Para esto es
necesario definir las condiciones iniciales y de frontera para m, ¢ y el perfil inicial de
¢ de la misma manera que en la seccién anterior. El espacio-tiempo que se obtiene
de la solucién numérica de esta sistema es dindmico y ademéds las compomentes gy y
g oscilan en el tiempo. Este comportamiento oscilatorio de la geometria del espacio-
tiempo es lo que define al oscilatén.
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Figura 4.4: La componente g,, del tensor métrico es ahora dependiente del tiempo
y ademas oscila durante la evolucion. El dominio es tal que 0 <t <40, 0 <r <19,
con At = 0.005 y Ar = 0.01. El perfil inicial del campo escalar es ¢(0,7) = Ae~?/o",
con A=0.3,0=5.35
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Figura 4.5: La componente g;; del tensor métrico dependiente en el tiempo. Se puede
apreciar que esta componente oscila en el tiempo.

En la Figura 4.4 se puede apreciar cémo la componente g,.. oscila en el tiempo,
también en la Figura 4.5 se muestra que la componente gy de la métrica.

Una vez que se conoce la forma de las componentes de la métrica, es interesante
investigar el comportamiento de las geodésicas nulas en este tipo de configuracion de
la geometria del espacio-tiempo.

Con la ayuda de nuestro cédigo numérico se calculan las geodésicas nulas, y se
obtienen las geodésicas nulas que se muestran en la Figura 4.6.

Se puede apreciar que las geodésicas nulas sufren una ligera desviacion en sus trayec-
torias a comparacion de una geodésica que no esta sujeta a ningun campo gravita-
cional, cuando el espacio tiempo se curva las geodésicas se aceleran hacia la fuente
esférica, es decir, el espacio-tiempo tiende a comportarse como un espacio-tiempo
de Schwarzschild para después regresar a un espacio-tiempo plano. Se puede notar
también que las geodésicas nulas nos indican dénde y en qué momento las compo-
nentes de la métrica oscilan.
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Figura 4.6: Solucién numérica de las ecuaciones de las geodésicas usando una métrica
obtenida numéricamente del oscilaton.

4.3 Solitéon

Otra solucion intesante de las ecuaciones de Einstein es el caso de un solitén de campo
escalar. Nuevamente se tiene un campo escalar real, el tensor de momento-energia
dado por la ecuacién (4.19).

El elemento de linea se reescribe de manera tal que todas las componentes del tensor
métrico son dependientes del tiempo y de la coordenada espacial r
ds® = —a?(t,r)dt* + A(t,r)dr* + B(t,r)dQ>. (4.27)

El potencial que define al solitén estd dado por:

4(m + n2)
3

donde o,m1, 12 ¥ a son pardmetros contantes. Para este trabajo se usaron lo valores
c=1,1m=051n=02ya=0.

V()= 2(¢—a)®|(¢—a)® — (¢ — a) + 2 | (4.28)

4

Desarrollando las componentes de las ecuaciones de Einstein, y la ecuacion de
Klein-Gordon (4.5), se tiene que el sistema de ecuaciones a resolver para a, A, ¢ es:
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Figura 4.7: Se muestra la componente g, = A del tensor métrico, para el caso en
que la configuracién colapsa en un agujero negro.

_ 2 2
04 = A {1 A saArk? 4 srAr (H ;f + v)] , (4.29)
T
2 D,
3,{ - —f <Da + ; - 2) + A(%V, (430)
Dy 2 112
§ = 09, 4.32)
¢l Kp
K = 4dr—— —3—= 4
0.Kp I 3= (4.33)
BVA
I = 0,0, (4.34)
o

donde K = K, + 2Kp es la curvatura extrinseca, Dy = 0,In By D, = 0, Ina.

Introduciendo un perfil inicial Gaussiano para I1
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Figura 4.8: Se muestra la componente g; = —a? del tensor métrico, que para el

caso de un solitén es dependiente del tiempo y de la coordenada radial durante la
evolucion.
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I=e "/, (4.35)
(4.36)
en este trabajo se usa ¢ = —0.002 y s = 10.0. La ecuacién anterior, junto con las

condiciones iniciales I = 0= 0,K, B =1y Dpg = 0, ayudan a resolver el sistema
de ecuaciones (4.29 - 4.34) con la ayuda de métodos numéricos [9].

En las Figuras 4.7 y 4.8 se puede apreciar las componentes g, v gy del tensor
métrico que se obtiene de evolucién numeérica. La evolucién no se realiza en este
trabajo, los resultados se toman directamente de la referencia [9].

En la Figura 4.7 se puede observar que la componente g, es dependiente del tiempo.
Se puede apreciar en la Figura 4.8 que la componente gy del tensor métrico depende
del tiempo y de la coordenada espacial 7.

Se resuelven las ecuaciones para las geodésicas con la ayuda de nuestro codigo que
se implementd en las secciones anteriores una vez que se conocen las componentes del
tensor métrico, obteniendo las geodésicas nulas que se muestran en la Figura 4.9
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Figura 4.9: Geodésicas nulas obtenidas de la solucién numérica de las ecuaciones
para las geodésicas en el caso del solitén. La linea gruesa corresponde al radio de un
horizonte aparente calculado en [9]. El punto marcado con una X indica el instante
en el que se localiza dicho horizonte. Alrededor de ¢ — 71.5 se muestra una superficie
a partir de la cual las geodésicas nulas salientes divergen. Esta superficie se identi-
fica con el horizonte de eventos. Dicho horizonte tiene radio mayor al del horizonte
aparente y su radio se incrementan continuamente a partir de los valores iniciales de
la posicién de las geodésicas . Se muestra ademdas un conjunto de geodésicas nulas
que quedan atrapadas dentro de ambos horizontes.



Capitulo 5

Discusion y Conclusiones

En este trabajo se estudiaron las geodésicas nulas de manera analitica y numérica, de
espacio-tiempos conocidos que son Minkowski y Schwarzschild en dos sistemas coor-
denados.

Con los métodos numéricos probados para estas soluciones, se estudiaron las
geodésicas nulas en espacio-tiempos numéricos obtenidos en trabajos independientes.
Con la finalidad de tener una mejor descripcién de la estructura causal de dichas
soluciones.

Respecto ala solucién de Schwarzschild en coordenadas de Schwarzschild mostramos
que la anomalia de las coordenadas en » = 2M impide interpretar de manera ade-
cuada la nocién de horizonte de eventos. Se puede ver que los fotones no pueden
cruzar la 2-esfera r = 2M, esto contradice el concepto de hoyo negro pues se sabe
que un hoyo negro acreta materia. Por lo tanto se puede concluir que las coorde-
nadas de Schwarzschild no son las mas indicadas para la descripcion de la solucién
de Schwarzschild, es necesario usar otro sistema coordenado en donde esta anomalia
(singuraridad de las coordenadas en r = 2M) no se presenta.

Las coordenadas de Eddington-Finkelstein constituyen un sistema coordenado mas
apropiado para la descripcién de la solucién de Schwarzschild. Las geodésicas nulas
entrantes penetran la regién » = 2M sin que los conos de luz sufran cambios en su
orientacién. Las geodésicas nulas salientes que se tiran desde 2-esferas r ~ 2M diver-
gen, lo que indican que r = 2M hay un horizonte de eventos.

Una vez que se conoce las soluciones exactas de las ecuaciones diferenciales para las
geodésicas nulas, se calcularon las soluciones de estas ecuaciones de manera numérica
auxliandose del método de Runge-Kutta de cuardo orden. Estos calculos numéricos
para obtener las geodésicas nulas de soluciones exactas conocidas de la ecuaciones de
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Einstein se hicieron en dos casos:

1.- Cuando se conocen las funciones métricas y por lo tanto los simbolos de Christof-
fel en todo el dominio del espacio-tiempo;

2.- El caso en que las funciones métricas y los simbolos de Christoffel solo se cono-
cen en un malla discreta del espacio-tiempo. En este caso fue necesario usar el
método de interpolaciéon bilineal para tener los valores de las funciones métricas
y simbolos de Christoffel en cualquier punto arbitrario del dominio.

Una vez que se probd que el codigo numérico desarrollado reproduce las soluciones
exactas de los casos conocidos, se estudiaron tres casos en los que las métricas se ob-
tienen de manera numérica. Estas configuraciones dan lugar a que las compenentes de
la métrica no solo dependan de la coordenada espacial sino también de la coordenada
temporal.

La primera configuracién del espacio-tiempo estudiado es la estrella de bosones, el
perfil de las componentes de la métrica se mantiene igual en toda la evolucién. Las
geodésicas nulas en esta geometria sufren un corrimiento al rojo debido al campo
gravitacional de la estrella de bosones.

Otra de las soluciones de las ecuaciones de Einstein es el Oscilatén, en esta con-
figuraciéon las componentes de la métrica oscilan durante la evolucion. Las geodésicas
nulas de esta configuracién oscilatoria de la geometria muestran corrimiento al rojo
gravitacional de manera oscilatoria.

El tercer caso corresponde al estudio de una solucién soliténica que colapsa en un
hoyo negro. Se localizé una superficie de la cudl divergen las geodésicas nulas, y que
se identific6 una regién donde hay un horizonte aparente de eventos.

El analisis mostrado en este trabajo es complementario de los resultados mostrados
en [9, 10], donde no se muestra un analisis de la estructura causal del espacio-tiempo.
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Método de Runge-Kutta

El método de Runge-Kutta es un método de resoluciéon numérica de ecuaciones difer-
enciales ordinarias. Fue desarrollado alrededor del ano 1900 por los matemaéticos C.
Runge y M. W. Kutta. El método de Runge-Kutta se basa en la férmula de Euler
que esta dada por

Ynt1 = Yn + A)‘f,(xm yn)v (Al)

donde AN\ es el intervalo entre z,, a z,,.1, que son dos puntos adjacentes en un dominio
discreto de la variable independiente z. El método de Runge-Kutta es un método
iterativo que en su forma mas general se tiene que y,.1 como

i=1 i=1

donde a, b, ¢ son constantes del esquema numérico. En la versién de cuarto orden
se hacen cuatro iteraciones para obtener la soluciéon. Se definen las cuatro funciones
auxiliares k; como sigue

ki = AX(2n.yn), (A.3)
ky = AMNf(z, + AQA,yn + k;), (A.4)
ks = AMf(x, + %,yn + %), (A.5)
ki = ANf(w, + ANy, + k3). (A.6)
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La pendiente entre la solucién en n y n+ 1 es un promedio ponderado de pendientes:
k1 es la pendiente al principio del intervalo; ks es la pendiente en el punto medio del
intervalo, usando k; para determinar el valor de y en el punto z,, + h/2 usando el
método de Euler, k3 es otra vez la pendiente del punto medio, pero ahora usando ks
para determinar el valor de y, k4 es la pendiente al final del intervalo , con el valor
de y determinado por k3. La pendiente promedio de las pendientes después de las
cuatro iteraciones es:

1
M= 2k + 2hy + 2k + ),

en este caso en que se hacen 4 iteraciones, se tiene que el error es de quinto orden,
pues los términos que se desprecian en la aproximacién de cuarto orden son O(AN®).
La solucién obtenida para y es

1
Yn+1 = Un + é(kl + 2k2 + 2]";3 + k4)A)‘7 <A7)

donde y,,.1 es la funcién a calcular numéricamente.



Apéndice B
Cddigo numérico.

A continuacién se da un breve bosquejo del c6digo niimerico que se implementé para la
solucion de las ecuaciones para las geodésicas nulas en los diferentes espacio-tiempos
estudiados en este trabajo. Se tienen dos cédigos numéricos uno para resolver las
ecuaciones en espacio-tiempos continuos y otro para el caso en que el espacio-tiempo
es discreto.

B.1 Caso de espacio-tiempo discreto
El c6digo numérico consta de la siguiente estructura:

MAIN

Read input

Defines global variables, domains and parameters
Read data files

Loop on each geodesic

Call Initial conditiomns

Set up Initial conditions

Interpolate metric and Christoffel symbols
Call odesolver

Call calcrhs
Interpolate Christoffel symbols

Ends Loop on each geodesic
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END

MAIN: Parte principal del programa.

Read input: KEs una rutina que lee pardmetros de posicion inicial de una
geodésica, el paso dA del integrador Runge-Kutta (ver apéndice A), valor maximo
de A\, dominio temporal y espacial. En el caso de espacio-tiempos discretos se
define el nimero de puntos en la coordenada temporal (nnt) y espacial (nnr)
respectivamente, se determina la malla del espacio-tiempo.

Defines global variables: Se definen las funciones métricas y los simbolos
de Christoffel como arreglos de dos dimensiones, asi como la coordenada tem-
poral y espacial.

Read data files: Lee los archivos de datos que han sido resultado de una
simulacién numérica, estos archivos contienen los valores del tensor métrico en
una malla discreta.

Loop on each geodesic: El programa resuelve para muchas geodésicas, cada
una de las cuales tiene posiciones iniciales distintas dados a un tiempo inicial.

Call Initial conditions: Llama a la posicion y velocidad iniciales de cada
geodésica.

Set up Initial conditions: Se implementa la condicién de nulidad para
cada geodésica, segin la ecuacién (2.18).

Interpolate metric and Christoffel symbols: En la Figura ??7 se muestra
que la posicién inicial de una geodésica no necesariamente coincide con un
punto de la malla espacio-temporal. Con la ayuda de la interpolacién bilineal
se calculan los valores de las funciones métricas y los simbolos de Christoffel en
cualquier punto arbitrario.

Call odesolver: Llama a un resolvedor de ecuaciones ordinarias, el Runge-
Kutta de cuarto orden.

Call calcrhs: Llama a una rutina que ayuda al Runge-Kutta de cuarto or-
den a hacer las 4 iteraciones, pues actualiza la parte derecha de cada ecuacion
diferencial en cada iteracion.

Interpolate Christoffel symbols: Interpola los simbolos de Christoffel en
el punto donde se ha integrado la geodésica con la ayuda del método de imter-
polacion bilineal, pues los simbolos de Christoffel solo estan definidos en una
malla discreta, ver Figura 3.4.



B.2. Caso de espacio-tiempo conocido continuo 67

B.2 Caso de espacio-tiempo conocido continuo

El cédigo numérico consta de la siguiente estructura:
MAIN
Read input
Defines global variables, domains and parameters
Loop on each geodesic

Call Initial conditiomns
Set up Initial conditions
Call odesolver

Call calcrhs
Ends Loop on each geodesic
END
MAIN: Parte principal del programa.

Read input: es una rutina que lee pardmetros de posiciéon inicial de una
geodésica, el paso d\ del para el integrador Runge-Kutta, valor maximo de
A, nimero de geodesicas.

Defines global variables: Se definen las coordenadas temporal y espacial.

Loop on each geodesic: Este programa resuelve las ecuaciones para las geodésicas,
cada una de las cuales tiene posiciones iniciales dadas al tiempo inicial, estas
posiciones son distintas para cada geodésica.

Call Initial conditions: Llama a la posicién y velocidad iniciales de cada
geodésica.

Set up Initial conditions: Se implementa la condicion de nulidad para
cada geodésica, segin la ecuacién (2.18).

Call odesolver: Llama a un resolvedor de ecuaciones ordinarias, el Runge-
Kutta de cuarto orden.

Call calcrhs: Llama a una rutina que ayuda al Runge-Kutta de cuarto or-
den a hacer las 4 iteraciones, pues actualiza la parte derecha de cada ecuacion
diferencial en cada iteracion.
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Simbolos de Christoffel de las
soluciones conocidas

Simbolos de Christoffel en la métrica de Schwarzschild

La métrica en su forma matricial es:

—@-2y g 0 o0
0 =207 9 0
Juw = 0 ( 0’“ ) 2 0 . (Cl)
0 0 0 r’siné
El determinante de g,,, es |g,,| = —r*sin® 6.
Se calcula la inversa del tensor métrico y se obtiene:
—(1-207" g 0 0
0 (1-2M) 0 0
yrzg — T C2
g 0 R (C2)
0 0 0 r2sin"26

Los simbolos de Christoffel para la métrica de Schwarzschild tomando la ecuacién
(2.15) y por la simetria esférica que los tinicos términos no triviales son:
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1 —-M
I = g7 rr,r rer — Yrrr) = o on N\
rr 59 (9rrir + Grrir = Grrr) r2 (1 — 20
1 M
Ft = —g" T r — Yr = 5 74 o\
rt 29 (gt ,t =+ i, g t,t) r2 (1 — g)
1 M
Ft = —g" r rit — Ytr = 5 /1 onv N\
tr 29 (gtt, + gt it gt 7t> r2 (1 _ ¥) ;
1 M 2M
Iy, = =g" T rt,t — r) = —& 1 - — ,
t 59 (Gret + Greg — Guer) 2 ( . )
1
ry, = §gtt (Gett + gt — Gur) = 0,
r,, = I, =0.

Simbolos de Christoffel de la métrica de Eddington-Finkelstein
Se tiene la métrica de E-F:

ey wg
w0
=10 0 0
0 0 0 72sin’f
El determinante de g, de esta matriz es |g,,| = —r?sin” 6.
Se calcula la invesa del tensor métrico

—(1424) M 0 0
w_ | 5 (1-21) 0 0
71 o 0 70

0 0 0 r2sin %4

(C.9)

(C.10)

De la ecuacion (2.15) se puede ver que los simbolos de Christoffel se calculan a partir

de la derivada de la métrica. El resultado es :



71

y el resto de las componentes son cero.

(C.11)
(C.12)
(C.13)
(C.14)

(C.15)
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