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Capitulo 1

Introduccion

En afios recientes el desarrollo de algunas dreas de la fisica ha sido crucialmente depen-
diente de los avances en el campo de la computacidn, el andlisis numérico y los métodos
que de éste se desprenden para dar solucidn a los sistemas de ecuaciones diferenciales que
modelan ciertos fendmenos naturales.

Una parte fundamental de la fisica es el modelado tedrico de la naturaleza. Los modelos
matematicos que describen, por ejemplo, el trasfondo espacial y temporal donde ocurren
los fendmenos fisicos, las cantidades ahi medibles o los medios continuos -los sélidos o
fluidos-, naturalente no apelan a la Teoria de Nimeros ni a las Matemadticas Discretas, sino
al Andlisis Real, lo que permite montar la fisica y sus cantidades sobre Espacios Métricos,
estudiar su Topologia y su Geometria. Los modelos llegan a complicarse y generalizarse
introduciendo Espacios Métricos tan abstractos como las Variedades Diferenciables, por
ejemplo. La idea clasica y fundamental es hacer fisica en espacios continuos y suaves para
facilitar el estudio de razones de cambio infinitesimales, ya sea de cantidades propias de la
variedad, ya de las cantidades que ahi se miden. Como es bien sabido, lo anterior conduce
a la formulacion matemdtica de la naturaleza en términos de sistemas de ecuaciones difer-
enciales, cuyas soluciones describen los fendmenos para todo tiempo y en todo el espacio
-al menos idealmente- dados ciertos valores iniciales y condiciones fisicas de frontera. As{
se lleva a la fisica a su fin dltimo: entender, modelar y predecir los fendmenos naturales
objetivamente.

Formular las ecuaciones diferenciales que describen un fendmeno fisico no supone de an-
temano que la ecuacion resultante serd soluble de manera exacta, de hecho en la mayoria de
los casos se recurre a los llamados Métodos Numéricos: algoritmos computacionales que
calculan soluciones aproximadas a las exactas y que resultan ser herramientas utiles para
los fisicos en su tarea de explorar soluciones de ecuaciones diferenciales bajo particulares
situaciones.

En esta Tesis describo la formulacién de un tipo especial de Métodos Numéricos, cono-
cidos como Métodos de Volumen Finito. El propdsito es mostrar una manera de resolver
problemas generales que involucren sistemas no lineales de ecuaciones diferenciales par-
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8 Capitulo 1. Introduccion

ciales acopladas. El ejemplo paradigmatico de este tipo de sistemas es el que rige el com-
portamiento de fluidos compresibles no viscosos, el cual consiste en cuatro ecuaciones,
tres son de balance (conservacion de masa, energia y momento lineal) y la cuarta es una
ecuacion termodindmica de estado. Mds adelante se deducirédn las leyes de conservacion y
se justificard la ecuacion de estado. Este sistema se conoce como Ecuaciones de Euler, en
honor al célebre fisico y matematico suizo Leonard Euler (1707-1783), quien las dedujo en
el siglo XVIII. Se encuentra de inmediato que la solucion general de dicho sistema no se
ha obtenido por métodos analiticos, y peor atn, que la no-linealidad del sistema provoca
que las soluciones desarrollen discontinuidades en un tiempo finito, lo que supone una
construccién muy cuidadosa de los métodos numéricos que se aplican.

Valga mencionar que el modelo general y completo de la hidrodindmica no son las Ecua-
ciones de Euler, sino una versién aumentada (principalmente considerando esfuerzos de
corte y fuerzas externas actuando sobre el fluido), llamada Ecuaciones de Navier-Stokes, en
honor a Claude-Louis Navier (1785-1836) y George Gabriel Stokes (1819-1903), francés e
irlandés, respectivamente. Las Ecuaciones de Navier-Stokes son mucho mas complicadas
que las de Euler, e implican un trabajo numérico todavia mas cuidadoso debido a la can-
tidad de términos acoplados que involucran y a las no-linealidades que presentan. Incluso
hay que decir que existe un problema abierto muy importante en torno a este sistema: pro-
bar que tiene una solucion de flujo laminar para todo tiempo dadas condiciones iniciales
de flujo laminar. Este enunciado forma parte de los siete problemas del milenio, los cuales
han sido elegidos por el Instituto Clay de Matemdticas en Cambridge, Massachusetts, que
premiard con un millén de ddlares a quien logre resolver al menos uno de ellos. De tal
magnitud es la consideracion que se tiene a las ecuaciones que gobiernan el movimiento de
los fluidos sin carga.

La principal complicacién al tratar de resolver numéricamente las Ecuaciones de Euler es
la formacién de discontinuidades en la solucidn, incluso para datos iniciales suaves, esto
debido a la no linealidad del sistema. Este problema complica mucho la implementacion
de métodos basados en diferencias finitas porque cerca de las discontinuidades, las aprox-
imaciones usuales a las derivadas de las funciones divergen y provocan oscilaciones es-
purias. Sin embargo se puede afrontar el problema usando diferencias finitas, afadiendo
un término que suavize la solucién cuando ésta tienda a diverger. El problema es que se
trata de un artificio que fisicamente significaria trabajar con fluidos viscosos. El método es
conocido como diferencias finitas con viscosidad artificial y aunque es relativamente facil
de implementar, no siempre es satisfactorio.

Lo que se busca es resolver el problema de las discontinuidades sin la necesidad de agregar
términos a las ecuaciones, evadir el uso de viscosidad artificial e implementar un método
que a pesar de las dificultades, devuelva la solucion fisicamente correcta. Actualmente
se ha desarrollado una importante cantidad de métodos altamente complejos y que tienen
las bondades requeridas. Generalmente estdn basados en una discretizacion del espacio-
tiempo en pequeiias celdas de volumen finito (de ahi el nombre citado anteriormente), lo
que implica profundos cambios conceptuales respecto a la discretizacion clasica usada en



diferencias finitas, pretendiendo ahora resolver un sistema de ecuaciones integrales y no
diferenciales, hecho que tiene importantes ventajas, pues la formulacién integral de las
ecuaciones es menos rigurosa en cuanto a propiedades de continuidad y diferenciabilidad
de las soluciones.

El tipo de métodos que tienen la propiedad de considerar con mayor cuidado las vecindades
de las discontinuidades, mientras que las partes suaves son tratadas de manera conven-
cional, son propiamente llamados de Alta Resolucion, y hay varios tipos de ellos. Puntu-
alizando, en esta tesis nos dedicaremos a la formulacién de un Método de Alta Resolucién
particular que servird para resolver sistemas de leyes de conservacion no lineales y acopla-
dos, sin tener que recurrir a la disipacién numérica.

En el camino hacia las Ecuaciones de Euler se estudian diversas ecuaciones mas sencillas.
Primero se discretiza del espacio-tiempo en volimenes finitos (Capitulo 2), enseguida se
presenta la formulacién del método (capitulo 3) y su implementacién para la solucién de
ecuaciones escalares, tomando los casos particulares de la ecuacion de adveccion y el prob-
lema no-lineal de la Ecuacion de Burgers (Capitulo 4). En el quinto capitulo se abordan
sistemas lineales escritos en forma conservativa, probando el método con la ecuacion de
onda. En el sexto capitulo se generaliza la teoria para sistemas no-lineales y se prueba otra
vez con la ecuacién de onda. En el séptimo capitulo se deducen las Ecuaciones de Euler y
se resuelven para datos iniciales discontinuos. Al final se dan algunas conclusiones.



Capitulo 2

Discretizacion del espacio-tiempo en
Volumenes Finitos

2.1 La discretizacion en una dimension

La discretizacién en volumenes finitos que a continuacion se describe, en conjunto con
los métodos de Alta Resolucidén, son las partes fundamentales de la estrategia a seguir
para resolver sistemas no-lineales de leyes de conservacién. Veremos enseguida que los
métodos de volumen finito se basan en la formulacion integral de las ecuaciones, y por
lo tanto guardan una comunién més cercana con la fisica que describen. Mas adelante se
discutira ese hecho.
Es oportuno mencionar que en este trabajo sé6lo se tratan casos unidimensionales. Primero
describo la discretizacion cldsica que se utiliza para trabajar con métodos de diferencias
finitas, en base a ello por fin defino los harto anunciados volimenes finitos. Sea D un
dominio espacio-temporal finito con una coordenada espacial x y una temporal ¢. Dendtese
el dominio espacial por D,. Por cuestiones computacionales es imposible tener un espacio-
tiempo continuo, por lo que debe discretizarse en el sentido de que s6lo tendremos un
numero finito N, de puntos en el espacio y &V, puntos en el tiempo, es decir, Card(D,) = N,
y Card(D;) = N,, donde a un tiempo dado, una funcién arbitraria ¢ : D, — R tomara sus
valores. Cada punto de esta malla espacial esta separado de sus vecinos por una distancia
espacial Ax, de tal manera que el i-ésimo punto se localiza a una distancia x; = iAx de la
frontera izquierda del dominio. Las fronteras se definen como los puntos x, a la izquierda
y xy a la derecha. Si de principio se imponen las fronteras y se pide un nimero arbitrario
de puntos N, en la malla, ficilmente se calcula la llamada resolucion de ésta: Ax = ===

B
La discretizacién de la coordenada temporal 7 se hace de la misma manera, tomando N,
instantes en el tiempo, separados por un intervalo A de tal manera que el n-ésimo instante
estd dado por 1" = nAt.
Lo que realmente no hay que perder de vista es que para un tiempo dado, la funcién ¢
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12 Capitulo 2. Discretizacion del espacio-tiempo en Volimenes Finitos

asociada a una ecuacion diferencial y definida en D,, solamente puede tomar valores en
los N, puntos que han sido definidos. Cuando g evoluciona en el tiempo (al satisfacer una
ecuacion diferencial que contiene derivadas temporales, por ejemplo), un instante después,
sus valores en cada punto del espacio habran cambiado, pero sigue estando definida s6lo
en los puntos de la malla. Por supuesto que el hecho de que el tiempo esté discretizado
implica que la evolucién se dard en pequefios saltos. Los valores que la funcién toma en un
tiempo 7" en un punto x; seran denotados por ¢

Por otro lado, hay que subrayar que la uniformidad de la malla, es decir, que los puntos en
el espacio y el tiempo estén separados entre ellos por una distancia constante, implica que
Ax = X1 — x; y At = "1 — ", para cualesquiera n e i, son constantes.

Hasta ahora se ha construido una malla que se usa comunmente para trabajar con métodos
de diferencias finitas. Para obtener una discretizacion en volimenes finitos se consideran
parejas de los valores que toma la funcién g en puntos vecinos de la malla, luego se toma
su promedio de la siguiente forma:

1 Xit+1
O = —f q(x, ") dx . (2.1)
Ax J,.

Es claro que sobre un dominio discreto como D,, dicho valor es:

1 (Axq? + Axq" "+ g
Qn ( q, qH—l) — ql qz+1 ) (22)

i T Ax 2 2

El concepto importante a introducir es el de celda de volumen finito, comunmente llamada
solamente celda y definida por el producto cartesiano (ver Figura 2.1):

C! = [xi, Xix1 ] X [ty tyr]

La parte espacial de la celda se define por C; = [x;, x;11], a la cual buscamos asociar su
correspondiente promedio Q7 a un tiempo dado " mediante Q"(C;) = Q7, lo que se ilustra
en la Figura 2.1 y explicitamente se escribe:

1
0'(Cy) = ~ fCI(X,l‘") dx. (2.3)
X G

En principio se tenia un mapeo en el espacio x — g y después se estableci6 otro en C — Q.
En la préctica es preferible trabajar en el espacio x — Q, empresa que no resulta del todo
complicada puesto que si QF es el promedio de cantidades definidas en x; y x;;;, basta
con asociarle una posicién justo en x;, 1, como lo muestra implicitamente la Figura 2.1
y explitamente la Figura 2.2, que de paso exhibe puntos x y celdas en una misma recta,
representando cada celda como un intervalo semiabierto. Mds adelante se hard uso de esta
interpretacion. Por otro lado es importante notar que no se tienen N, celdas, sino (N, — 1),
lo cual jugard un papel muy importante cuando se impongan condiciones de frontera.
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Q
n
A t=t
Qi+1 T L
Q, T °
Q. °
| AV | AV | AV | AY | AV | AY
! J1 ! J1 ! J1 ! J1 I J1 I ) > X
X 12 X 32 X i-1/2 X i+1/2 X i+3/2 X N-1/2
X, X, o Xy X, X iy - Xy X

Figura 2.2: En el espacio x — Q el promedio Q7 se asocia a la posicion x;,1/>.

2.2 La formulacion en Diferencia de Flujos

Para mostrar la utilidad de la construccién que se acaba de hacer, considérese una ecuacion
escalar general para g (en una dimensién) de la forma:

0iq+0:f(q)=0, (2.4)

donde f(g) es una funcidn real de g, conocida como funcion de flujo, o simplemente el
flujo. El nombre se ha heredado de términos usados cominmente en varias ramas de la
fisica, como el electromagnetismo, la termodindmica o la hidrodindmica, donde se obtienen
ecuaciones de este tipo (en general no-homogéneas) para describir fendmenos de transporte
de carga, de calor, de masa, etcétera, lo que de antemano supone un balance y conservacion
de la cantidad transportada. Un ejemplo clasico es la ecuacién de balance de masa en una
dimensién, también conocida como ecuacion de continuidad, que en ausencia de fuentes o
sumideros de materia se escribe como:

00 + 0,(pu) =0, 2.5)

donde p denota la densidad volumétrica de masa y u la velocidad de transporte a través de
una superfice transversal al movimiento. La cantidad pu tiene un sentido fisico fundamen-
tal: es un flujo superficial y temporal de masa y tiene unidades de masa por unidad de drea
por unidad de tiempo. Luego la ecuacién (2.5) tiene la misma forma que (2.4) cong =py
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f(p) = pu. Esto ilustra el nombre de la funcion f.

De hecho la ecuacién (2.5) es una de las Ecuaciones de Euler, las cuales se deduciran
formalmente mas adelante. Por ahora valga decir que la anterior es una ley de conservacion
en el sentido de que establece una rigurosa identidad entre la razén temporal de cambio de
la densidad de masa y la razén espacial de cambio del flujo de la misma, es decir, sin
fuentes ni sumideros, cualquier cambio en el tiempo de la densidad debe ser estrictamente
compensado por un cambio del flujo en el espacio, lo que alude a la conservacién de la
materia.

Todas las ecuaciones de conservacion tienen la forma de (2.4), es por ello que ésta se llama
ecuacion escalar general escrita en forma conservativa. Es importante decir que tales
expresiones no se obtienen directamente de la fisica, sino que resultan de oportunas aplica-
ciones del Teorema de Stokes (que en alguna de sus versiones redunda en el Teorema de la
Divergencia, por ejemplo) sobre ecuaciones integrales que surgen de primeros principios
aplicados sobre volimenes fijos (llamados voliimenes de control) que encierran pequefias
porciones del medio continuo.

Para pasar de las ecuaciones integrales a las diferenciales es necesario asumir que las fun-
ciones son continuas y diferenciables en todo volumen de control, para todo tiempo. En-
tonces es claro que la forma integral presenta una conexién mas basica con la fisica y exige
menos propiedades matematicas a la solucién, por lo que resulta ser una alternativa muy
atractiva para aboradar el problema de encontrar numéricamente la solucion de ecuaciones
cuyas soluciones presentan discontinuidades.

Volviendo a la ecuacion (2.4) e integrandola sobre la i-ésima celda se obtiene:

f 8iq + 8. (q)) dxdt 2.6)
cn

f f@,qudt+f
I Ci m

r””
[l =atm] dx+ [ gt = gt di =0,

tn+1

f 8..f(g) dxds
Ci

Introduciendo (2.1) y definiendo la funcion de flujo numérico como el promedio temporal
del flujo a través de la superficie x = x; como:

l‘"+l

p_ 1 .
Fi = A, flg(xi, ) dt , (2.7)

se tiene Ax (Qlf“'1 - Qf) + At (F - F l”) = 0 y asi escribimos una de las férmulas mas

importantes y utiles de esta exposicion: la llamada forma en diferencia de flujos de (2.4):
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At
1
O =0 - (Fly - F) . (2.8)
El hecho de haber partido de una ecuacién escrita en forma conservativa deviene en una
importante propiedad del método: si sumamos AxQ"*! sobre cualquier conjunto de celdas

desde [ hasta J:

J J
Ax Y QP =Ax Y O = At(F),, — F)) (2.9)
i=1 i=1
la suma sobre las diferencias de flujos se anula en todo el espacio excepto en las fronteras,
lo que nos lleva a sospechar que tendremos una conservacion exacta de flujos en todo
el dominio si ponemos condiciones de frontera adecuadas. Con ello en mente se dice
que el método es conservativo, lo cual se tendrd siempre que la ecuacion se escriba en
la forma (2.4). Sin embargo hay una razén mdas importe para escribir las ecuaciones en
forma conservativa, y es que si en cambio las escribimos en forma ligeramente modificada
(cuasilineal), derivando el flujo previamente para obtener algo como: d;q + g(¢)d.q, por
ejemplo, se producen errores en la solucién cerca de las discontinuidades. Esto es asi
porque las soluciones son equivalentes para ambas formas de escribir la ecuacién pero
exclusivamente en las regiones suaves y no en puntos donde hay discontinuidades.

2.3 Reconstruccion de la funcion primitiva

Consideremos nuevamente la ecuacion (2.8). Las particularidades del método resultante
dependen de la manera en la que se calculan los flujos numéricos F}'y F?, ,. Estos flujos
estan definidos justo en las interfaces de celdas vecinas. Irénicamente ahora no tenemos
informacién de la cual echar mano para calcular los flujos en los puntos donde original-
mente habia estado definida la funcién ¢. El siguiente objetivo es entonces recontruir dicha
funcién g en cada punto. Una suposicion razonable es que sus valores deben depender de
los datos que si conocemos, es decir, de los promedios Q" cercanos a la i-ésima interface,
done F" esta definido.

La estrategia a seguir para reconstruir la informacién necesaria es la siguiente: considérese
la parte espacial de la i-ésima celda C; como un intervalo real y definamos ahi una funcién
¢! en términos de al menos Q7 ,, Q7 y Q7,, a un tiempo dado #,. A sabiendas de que Q"
depende de x, escribimos: ¢! = g!(x,t,) ¥ x € C;. De esta manera la frontera izquierda
de la celda tendrd asociado un valor numérico. Si enseguida pegamos cada una de las g}
tendremos una funcién continua a trozos §" definida en todo el eje x, que naturalmente se
llama funcion reconstruida.

El tipo de reconstruccién que se elija caracterizard el método numérico. De entre todas las
posibles opciones para g7, la mas sencilla es hacerla una funcién constante con valor Q! a
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lo largo de toda la celda Cj, es decir, g! = Q7 V x € C;. Entonces resolver el problema de
valores iniciales se logra usando alguno de los métodos existentes para resolver un Prob-
lema de Riemann (ver [2]) en cada interface entre celdas vecinas y en cada paso temporal, y
asi calcular los flujos numéricos y después hacer la evolucidn con algin método integrador
en el tiempo, por ejemplo el de Runge-Kutta con una discretizacién de Método de Lineas.
Esta idea fue propuesta originalmente por Godunov en 1959 [4]. El llamado Método de
Godunov tiene precision a primer orden y no serd discutido aqui en detalle, pues resulta ser
un caso muy particular del método que se expone enseguida.

2.4 Lanocion de Alta Resolucion

Decimos que un método es de Alta Resolucion cuando es capaz de identificar las partes
no-suaves de la solucién y usar métodos especiales mayor en la region cercana, procurando
devolver la solucidn fisica en todo tiempo sin la presencia de alguna oscilacion espuria. Lo
anterior tiene un costo: la precision del método generalmente pierde un orden en esas re-
giones (y s6lo ahi), lo cual se considera un buen precio a pagar a cambio de un adecuado y
consistente tratamiento de las regiones problematicas que con diferencias finitas, por ejem-
plo, son infranqueables.

Un adjetivo que comunmente se asocia a los métodos de Alta Resolucion es el de Cap-
turador de Choques (Shock-Capturing, en inglés), haciendo alusion a la propiedad que
tienen de identificar y atrapar los frentes de choque, que es como en el dmbito de la
hidrodindmica se conoce a las discontinuidades en general. En el capitulo sexto se pro-
fundiza al respecto y se hace una clasificacion de los frentes de choque. Por ahora sélo es
necesario decir que usualmente la literatura moderna se refiere a estos métodos como High
Resolution Shock Capturing (HRSC) Methods.

También es necesario mencionar que hay distintas clases de métodos de Alta Resolucion,
siendo algunos de los mds populares el Resolvedor de Riemann de Roe [7] o la Férmula
para el Flujo de Marquina [7], [9]. Los anteriores se basan en estrategias para resolver el
Problema de Riemann en cada celda, mientras que el método que se discute en esta Tesis
ataca el problema desde otra perspectiva, la cual se introduce en la siguiente seccion.

2.5 Reconstruccion lineal

Nuestro método toma una vertiente distinta a la de los resolvedores de Riemann al dar
mayor importancia a la manera en que se elige la funcién que reconstruye los datos: /.
Otra eleccion particular, relativamente sencilla, y que ademas da resultados mds exactos
(a segundo orden) que los del Método de Godunov es una funcién lineal en x, es decir,
una recta con alguna pendiente o en términos de los datos conocidos. Considérese lo
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siguiente:
g =0/ +oj(x= %), x<x<xi, (2.10)
donde
1 1 Ax
Xi = E(xi + Xjy1) = 5(2)@' + Xip1 — X)) = X + 5 = Xigl

Es fundamental que el promedio sobre C; de la funcién reconstruida sea exdctamente Q,
ademds al evaluar ¢! a la mitad del intervalo entre x; y x;,; debi€éramos obtener también Q.
Ambas propiedades son de esperarse debido a la construccién que hemos hecho:

1
0t =0 = - [ derdr,
Ax C;
Analisese ahora la pendiente: al elegir o} = 0, la funcion g! se reduce a una constante
a trozos (Método de Godunov). En cambio para tener una pendiente que aproxime la
derivada 0,q en cada celda, las opciones son:

o = %x‘l @2.11)
o = Q' -0,

i Ax
O_n — ?+1 - Q?

! Ax '

La pendiente (2.11) corresponde a una diferencia centrada y da lugar al Método de Fromm;
(2.12) es una diferencia adelantada y esa pendiente corresponde al Método de Beam-Warming,
mientras que (2.12), una diferencia atrasada genera un esquema llamado Método de Lax-
Wendroff. Un andlisis de las propiedades de cada uno de los métodos se encuentra en [1].
En el siguiente capitulo se muestra que la eleccién particular de alguna de las pendientes
anteriores introduce oscilaciones indeseadas. Esto es causado porque cerca de las discon-
tinuidades o en cualquier lugar donde haya gradientes pronunciados, la derivada puede
crecer desmesuradamente y por lo tanto también la pendiente que aproxima esa derivada,
de tal manera que debemos ser muy cuidadosos en la manera de elegir a o™ en esas regiones
delicadas. En ese sentido necesitamos implementar un algoritmo que limite las pendientes
especificamente donde pudieran producirse las oscilaciones. Asi tendremos una funcién
limitadora de pendientes, que serd la escencia del Método de Alta Resolucion que estamos
a punto de describir.



Capitulo 3

Métodos de Alta Resolucion

3.1 Oscilaciones

La eleccién de una pendiente particular de cualquiera de las propuestas (2.11) genera os-
cilaciones cerca de una discontinuidad. Para mostrarlo, considérese una situacion sencilla
en la que se tienen los siguientes datos iniciales:

1 sii<O0
0
Ql_{o

sii>0.

Témese una pendiente fija de Lax-Wendroff para la funcién reconstruida g°. Haciendo
asi, se tiene que todas las pendientes son cero, exepto 0'8 que es —1/Ax. Por lo tanto
gy =1-3-(x— %) = - + 3. Notar que J(0) = 1.5y g)(Ax) = 0.5 son independientes
del valor de Ax.

Supongamos que en el primer paso temporal At la funcién global reconstruida §° evolu-
ciona y se mueve a la derecha una distancia uAf tal que 0 < uAtr < Ax, donde u es la
velocidad a la que se propaga la informacion. Para apreciar claramente el efecto, elijase

uAt = Ax/2. En ese caso:

~()_ 1 SiXSAX/z
D= P -Ax/2)= -2 +2  si x> Ax/2.

Después del primer paso temporal en la celda Cj se tiene por definicidn:

1 1 A 1
Q() = E f(; Q()(x) dx
1

Ax/2 Ax
- —f dx+f (—i+2)dx 2.
Ax 0 Ax/2 AX 8

19
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mientras que en C;:

El problema es que nunca se espera que los datos tengan valores distintos a 1 y a 0 después
de la evolucién. De hecho, puesto que ahora habrd una pendiente positiva en la celda a la
izquierda de x = 0, el resultado serd un Q*, < 1. Igualmente, una pendiente negativa a la
derecha de x = Ax origina Qf < 0, dejando ver claramente el comienzo de una oscilacién
que crecera con el tiempo. Ver la Figura (3.1).

Para evitar el fendmeno oscilatorio descrito arriba, una estrategia consiste en anular la
pendiente para la celda Cy, lo cual es razonable, pues las pendientes fueron propuestas para
soluciones suaves y no habria por qué suponer que serdn bien comportadas en regiones de
discontinuidades. El coste de hacer las pendientes iguales a cero es la pérdida de un orden
en la precision, por eso se busca implementar un método de segundo orden de precision en
regiones suaves, es decir, que use pendientes de Lax-Wendroft o Beam-Warming, mientras
que en las vecindades de las discontinuidades imponga pendientes cero.

3.2 La condicion de Variacion Total Decreciente

Ahora la principal tarea consiste en encontrar la manera de impedir que las pendientes de
las funciones reconstruidas " tiendan a crecer en las regiones de altos gradientes en la
solucion. Es aqui donde toma sentido la propiedad de Alta Resolucion de método, pues
éste serd capaz de elegir la pendiente o] mas apropiada para cada celda, en cada paso
temporal, asegurandose de tomar aquella de minima magnitud como sea posible cerca de
las discontinuidades.

Antes de mostrar explicitamente la manera de limitar las pendientes, se debe imponer una
condicion que el método deberd cumplir necesariamente, garantizando que la magnitud de
las variaciones de la solucién numérica en torno a la solucién verdadera sea decreciente
durante la evolucion. Un pardmetro que estima cudnto varia la solucién a un tiempo dado
es la llamada Variacion Total (TV, por sus siglas en inglés):

Ny
TV(Q") = Y 10} - Q1.

J=1

71 1 .
Para un Q7 en particular:

TV(Q = Y 10} - Q).
j=1

Se dice que un método tiene una Variacion Total Decreciente cuando sucede que a lo largo
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(@)

0.5 9

0.5 j

Figura 3.1: En (a) se muestran los datos iniciales antes de la evolucién. En (b), la forma de
la funcién reconstruida global usando una pendiente fija de Lax-Wendroff (linea punteada),
antes de comenzar la evolucién. En (c), la funcién reconstrida ha evolucionado después del
primer paso temporal: se mueve a la derecha una distancia Ax/2. En la figura se muestran
los promedios Q}. Ello hace evidente el comienzo de una oscilacién que creceré con el
tiempo.
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de toda la evolucion:

TV(Q") < TV(Q"). (3.1)

Se sabe que la solucion exacta de una ley de conservacion tiene una Variacion Total no-
creciente [1], asi que es rezonable pedir que el método tenga una Variacién Total Decre-
ciente. Todos los métodos aqui discutidos cumplirdn con ello.

3.3 Limitadores de pendientes

Retomando la funcidn reconstruida (2.10) y la mision de evitar que las pendientes crezcan
desmesuradamente, se da una primera alternativa de funcion limitadora de pendientes, 1la-
mada funcion minmod, que por supuesto genera una Variacion Total Decreciente al tiempo
que ofrece una convergencia a segundo orden en partes suaves de la solucién (y a primer
orden en zonas dificiles). Las pendientes quedan en los siguientes términos:

-0, QL -0
{1 — . d 1 1 , 1+ 1 , 3.2
o} = minmo Ax Ax (3.2)
con
a si lal<lbl y ab>0
minmod(a,b) =3 b si |b|<|al y ab>0
0 si ab<O.
- : : o-0r, | %= : ot
Hay que notar que por ejemplo, si ambas pendientes == y =*—= son de signos distintos,

entonces debe tratarse de la vecindad de un maximo o un minimo local, asi que para evitar
oscilaciones y satisfacer (3.1) es necesario hacer 0! = 0, lo que nos lleva al caso del método
de Godunov y se reduce el orden de precision. Asi tenemos un método robusto que evita
oscilaciones cerca de las discontinuidades, pagando el precio de perder precisién a cambio
del manejo consistente de esas zonas, mientras que en partes suaves usa la pendiente de
Lax-Wendroff o Beam-Warming, eligiendo la de menor magnitud.

Otra propuesta de limitador, que reduce menos drasticamente las pendientes cerca de las
discontinuidades, es el limitador MC (de Monotized Central difference) propuesto en 1977
por van Leer [10]:

0'f=minm0d[( ?+1 _x ?—1)’2(@1_ ?—1),2( ?+1_Q?)]’ (3.3)

2A Ax Ax

usando:
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a si lal<|bl , lal<lcl y bc>0

, b osiomi<ial L Bl<ld y be>0

minmod(a,b,€) =3 G i <ial L <l y be>0
0 si bc<O.

El limitador MC selecciona la mejor pendiente o/ comparando la diferencia centrada de
Fromm con el doble de las pendientes cargadas hacia adelante o hacia atrds a cada lado, de
tal manera que en regiones suaves se tiene la pendiente centrada del método de Fromm, que
ofrece precision de segundo orden, mientras que cerca de las discontinuidades se sigue te-
niendo precision de primer orden pero con una mejor resolucidén que minmod y cumpliendo
siempre con la condicién de Variacion Total Decreciente.

En el siguiente capitulo se presentan algunos ejemplos con la intencién de especificar cémo
funcionan los limitadores de pendientes. Antes es necesario introducir algunos otros ingre-
dientes importantes en la solucion numérica de ecuaciones diferenciales.

3.4 Condiciones de frontera

El método numérico y las variantes que se han descrito hasta ahora se formulan suponiendo
que en cada paso temporal, para calcular Ql'.’“, en general siempre se tiene informacién de
celdas vecinas: al menos Q! y Qf . La misma suposicion se hace cuando se escribe
la funcién reconstruida ¢! en términos de una pendiente que depende de Q7 |, Q" y Q7.
Sin embargo hay que tener en cuenta que por restricciones computacionales, el dominio es
finito cuendo se considera una malla uniforme y no se le puede extender arbitrariamente
para tener siempre disponible la informacion en celdas vecinas cuando sea necesaria. For-
zosamente se debe incluir en el algoritmo una manera especial de calcular las funciones en
los extremos del dominio. A ello se llama imponer condiciones de frontera. Al modelar
un fluido confinado a un recipiente de paredes rigidas, por ejemplo, se requiere que los
célculos en las fronteras del dominio sean tales que se logre un efecto de reflexion integra
de la informacién que las alcance; en ese caso se tienen condiciones de frontera refle-
jantes. Si en cambio se estd estudiando s6lo una porcioén de un flujo estacionario que se
extiende ampliamente, es razonable cerrar el dominio uniendo los extremos para conseguir
un efecto de periodicidad, es decir, la informacién que sale por un lado, entra por el otro, y
ésto se repite periédicamente, aludiendo a la estacionariedad ideal del flujo; en ese caso se
tienen condiciones de frontera periodicas. En problemas de Relatividad General, por dar
otro ejemplo, con frecuencia se tienen sistemas aislados y fenémenos que no admiten peri-
odicidad, por eso es necesario pedir que las fronteras dejen salir 1a informacién e impidan
cualquier reflexién; méas particularmente, al reproducir la expansién de la onda de choque
de una Supernova en una porcidn finita del espacio-tiempo, es natural imponer este tipo de
condiciones, llamadas absorbentes. Queda claro que la improvisacién de condiciones de
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frontera es poco conveniente. En lugar de ello hay que pensar con cuidado la manera de
imponerlas.

Al implementar condiciones de frontera absorbentes, formalmente, para calcular las pen-
dientes en xo y xy,—; se extrapola a la izquierda y derecha de Cy y Cy,-; respectivamente,
para obtener dos nimeros: Q" y QY , los cuales corresponden a celdas virtuales C_; y Cy,
(lamadas celdas fantasma), y luego se calculan las pendientes o7 en términos de 0", Qg
y O/, mientras que Ty 1 estard en términos de Oy, 2 Q.1 Y Q.- Si la extrapolacion es
lineal (como se ha hecho para todos los ejemplos en este trabajo) no se requiere del calculo
explicito de Q" y Q}, ; a continuacion se discuten varios casos:

i) Si se usan pendientes fijas de Beam-Warming (diferencias adelantadas), entonces no
hay problemas en la frontera derecha; en la izquierda basta con darse cuenta de que la
pendiente de la extrapolacion es justo la que corresponde a la funcion reconstruida en Cy y
también es la misma que la pendiente en C;. Por lo tanto 0§ = 0.

ii) Si en cambio se usan pendientes fijas de Lax-Wendroff (diferencias atrasadas), no
hay problemas en la frontera izquierda; en la derecha se aplica el mismo razonamiento que
en i)y se concluye que oy, | = 0oy .

iii) Cuando se usan pendientes fijas de Fromm (diferencias centradas), en la frontera
izquierda oy = (Q] — Qf)/Ax y en la derecha oy = (Qy  ~ Q’&x_z)/Ax. Lo anterior
no es obvio y por eso a continuacién se da una prueba para el lado izquierdo: si se denota
con m a la pendiente de la extrapolacion: m = (Qf — Of)/Ax = (Qf — Q" ,)/Ax. Entonces
2m = (Q) — Op/Ax +(Qy - Q")/Ax = (@} — Q" )/Ax = 2(Q} - Q",)/2Ax = 207, Por lo
tanto oy = (Q7 — Q)/Ax. Para el lado derecho la comprobacion es analoga.

iv) Si en lugar de una pendiente fija se usa el limitador minmod, el razonamiento en
la frontera izquierda es el siguiente: minmod debe comparar y elegir la menor entre las
diferencias (Q} — Qp)/Axy (Qf — Q" ,)/Ax, pero €stas son exactamente las mismas debido
a que la extrapolacion para calcular Q", es w lineal de pendiente m = (Qf — Q",)/Ax =
(Q7 — 0p)/Ax. Por lo tanto: o = (QF — Qp)/Axy On g = (Q”NF1 - Qanz)/Ax-

v) Con razonamientos similares se concluye que aun usando el limitador MC, las pen-
dientes en las fronteras siguen siendo: o = (Q] — Op)/Axy On 1 = (Q”NX_1 - Qan-z)/Ax-
Al implementar condiciones de frontera absorbentes la tarea es mas sencilla: basta con
hacer una identificacion de la celda del extremo derecho del dominio con la del extremo
izquierdo, lo que implica que: o5 = oy, _, y oy | = 07
Abhora las condiciones de frontera para Q!: la implementacion mds sencilla es la de las
condiciones periddicas, simplemente se cierra el dominio usando dos valores virtuales:
Q" = Oy _, ¥y Qy = O En general, cuando Q?” estd en términos de mas de dos
celdas vecinas, basta con imponer la misma condicion de periodicidad afiadiendo las celdas
fantasma necesarias para calcular Qg*'y O3'! ).

Al imponer condiciones absorbentes se busca que la informacién que alcance las fronteras
salga y no regrese, alejandose hacia +co. Seria catastréfico que al ser evolucionados dentro
del dominio, los datos se contaminaran por informacién proveniente de las fronteras. Se
debe poner cuidado en ello. La idea es usar informacion virtual de nuevo: si extrapolamos
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linealmente hacia afuera de la frontera izquierda obtenemos que en la celda fantasma C_;,
Q", = 20 — 0f, lo que después se usard en el célculo de Qg“. Anélogamente, para
calcular Q’,ﬁ,*ll hara falta conocer Q} , que se calcula extrapolando linealmente sobre la
celda fantasma Cy, mediante: QO = 204 - Oy

En realidad no es dificil implementar las condiciones descritas arriba. Los codigos usados
para obtener los resultados de este trabajo facilmente se adaptan para tener condiciones de
frontera periddicas y absorbentes. En particular se usardn estas dltimas al resolver las ecua-
ciones de Euler y veremos que la eleccion queda justificada por la naturaleza del fendmeno

que se modela.

3.5 Convergencia y estabilidad

Convergencia

No hay que perder de vista que el objetivo primordial es encontrar la solucién de algun sis-
tema de ecuaciones diferenciales para todo tiempo. Sucede que la solucién que se obtiene
numéricamente en un dominio discretizado es esencialmente distinta de la solucion exacta
en el espacio-tiempo continuo: la que se busca. No es ninguna calamidad descubrir a estas
alturas que los métodos numéricos nunca dardn la solucion exacta de las ecuaciones. Es
natural, porque un espacio-tiempo continuo es un concepto (y una computadora no puede
reproducirlo) y uno discreto es otro: un subconjunto del continuo. A lo mas que puede
aspirarse es a lograr que si se aumenta la resolucién del dominio discretizado, entonces la
solucién numérica se aproxime uniformemente, es decir, converja, a la solucién exacta. No
se trata de una modesta pretencion, de hecho es muy ambiciosa, y cuando se haya logrado,
el trabajo habra terminado exitosamente. Pero las garantias de éxito no se tienen a priori, y
las dificultades pueden ser muchas, todas provenientes de la formulacién e implementacién
del método.

Hay maés dificultades todavia cuando el sistema a resolver es tan complicado que ni siquiera
conocemos la solucién exacta; es aqui donde se necesita un razonamiento redentor: si
Ax, At — 0, entonces N,, N, — oo, lo que define un espacio continuo. Trasladando esto a
la practica: si al hacer Ax y At tan pequeios como lo permita la computadora, la solucion
converge a cierta solucion, entonces jesa debe ser la solucién el en continuo! Es la parte
linda de los métodos numéricos. Los detalles técnicos van a continuacion.

Al calcular una solucién numérica inevitablemente se comete un error, el cual se define
como la diferencia en cada punto entre la solucién exacta en el continuo y la numérica. La
magnitud de los errores generalmente depende del método. Decimos que una solucién es
precisa a orden (2, m) si el error que se comete al calcularla es del orden de O(Ax")+O(Af™).

Sea Q(x) una funcién que toma valores en un dominio discreto y que proviene de un
método que devuelve resultados precisos a segundo orden. No hay que confundir el subindi-
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ce: aqui es una etiqueta para la funcién y no hace referencia al valor que ésta toma en la
k-ésima celda. Qy puede escribirse como Q(x) = Qy(x)+ E(x)(Ax*)+O(Ax?), donde Qy(x)
denota a la solucién exacta en el continuo y E (desconocido) es el error que se comete in-
evitablemente al calcular Q,. Si conocemos Qy(x) y se tiene un par de funciones Q; y Q>
calculadas con diferentes resoluciones, Ax y Ax/2, respectivamente, entonces:

01-0) AP +O0AD)
0, - Qo (Ax/2)? + O(AX?)

=4+ O(AY).

Esta férmula dicta la manera practica de comprobar que un método calcula soluciones
convergentes, precisas a segundo orden. Cuando se consigue ese anhelado 4 (llamado
factor de convergencia) se dice que se tiene convergencia a segundo orden. De hecho 4 es
el factor entre las dos resoluciones (que en este caso es 2) elevado a la segunda potencia,
que es el orden de convergencia.

En la practica normalmente no se conoce QJy. En ese caso se hace lo que se llama una
prueba de convergencia de Cauchy, usando tres funciones: Q;, Q> y Qs, calculadas con
resoluciones diferentes Ax, Ax/2 y Ax/4, respectivamente. Asi:

0 -0, Ax* — isz + O(AX®)
0-0s 1A - LAR+ 00
AX* + O(AX?)

N N 34
IAx2 + O(AX) () 4

Una vez mas el 4 es el factor de convergencia de la implementacién del método numérico.
Un comentario importante al respecto de la convergencia a segundo orden es que ésta puede
verse reducida progresivamente en el tiempo a convergencia de primer orden, esto como
consecuencia del uso de extrapolaciones lineales en las fronteras, pues siempre que haya
propagacién de informacion de éstas hacia el interior del dominio, al mismo tiempo se
propagard un error de primer orden, y siempre hay que tenerlo en consideracion.

Estabilidad

Otro aspecto importante en el andlisis numérico es la teoria de la estabiidad. Cada al-
goritmo computacional que pretenda resolver numéricamente un sistema de ecuaciones
diferenciales amerita un andlisis tedrico que proporcione un criterio o una condicién para
que no sea el mismo algoritmo el que provoque la divergencia de la solucién; en tal caso
se dice que el método es inestable: las evidencias pueden ser disipacién u oscilaciones in-
deseadas.

Resulta que para una gran cantidad de métodos, el exhaustivo andlisis de estabilidad [2]
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puede resumirse en un enunciado que involucra las resoluciones espacial y temporal: Ax 'y
At, las cuales no pueden ser independientes y deben cumplir con la llamada condicion de
Courant-Friedrichs-Lewy (CFL):

0<Asl,
u

donde 1 = %{ se llama Factor de Courant, y u es en general la velocidad de propagacion de

la informacion. Esta condicion serd necesaria para la estabilidad del método (y todas sus
variantes) que se discute en esta Tesis. En cada ejemplo se procura cumplirla.



Capitulo 4

Implementacion y pruebas con
ecuaciones escalares

4.1 La ecuacion escalar de adveccion

Cuando se modela el trasporte de una sustancia contenida en un fluido durante el movimien-
to de éste, el fendmeno es referido como trasporte advectivo. Si por ejemplo se considera
un contaminante siendo trasportado en un flujo unidimensional a velocidad fija u, entonces
la densidad del contaminante como funcién del espacio y del tiempo satisface la llamada
ecuacion escalar de adveccion. Se trata de una ecuacion escrita en forma conservativa con
un coeficiente real y constante u:

0q+udgq=0, uekR, 4.1

u se llama velocidad de adveccion de la cantidad conservada g = ¢g(x, f). En este caso se
conoce la solucién exacta de la ecuacion: es muy sencillo verificar por sustitucién directa
que cualquier funcién de la forma g(x, f) = go(x — ut) la satisface.

La solucién numérica de esta ecuacién usando una discretizacién en volimenes finitos
comienza por definir QF para cada celda C como en (2.2). Notar que en este ejemplo
f(q¢) = uq. Enseguida se pretende usar la férmula (2.8), que es la mds relevante hasta
ahora, asi que primero hay que calcular los flujos:

I+l

1
FP o= — f(@Gi(xi, ) dt

At J,,
In+1
= — ~,' Xi, t dt
A, uqi(x;, 1)
w [ A (g, ) + A (xi, 1)
Y 2 '

29
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Ahora el problema es calcular cﬁ”(x,-, "1, y la manera de hacerlo consiste en resolver
(4.1) en cada celda, tomando (2.10) como la funcién reconstruida y teniendo en cuenta
que:

$et) = O +of (—H) (4-2)

qlr'l(xi’ tn)

I
<

Por otro, lado la version discreta (a primer orden en el espacio y en el tiempo ) de (4.1) se
escribe:

At Ax

4 ()~ /() [é?<xi+;> - @?W)]
+u
2

Sustituyendo (4.2) en la ecuacién anterior:

0!~ 0+ vy
~;l+1 — qi’t _ MAt [ — 2
2
= - bt
= Q! +0;(x—ult - x;)
= g;/(x—ult1"),

donde también se ha usado (2.10).

Antes de calcular el flujo numérico es importante notar que:

~n+1

qi + Q? = Q?(x - uAt’ tn) + Q;l(x’ tn)
= Q! +0/(x—ult-x)
+ Q'+0i(x—-X)

= 2|0/ +0i(x— MTAI —)‘ci)}
_ [g,y(x e t”)] . 43)

Finalmente se calcula el flujo numérico como estd indicado por (2.7). Considerando que g
no esté definido para todo ¢ € [¢*, '], la integral para F!" es un promedio que se transforma
en:
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“4.4)

1 ALFG (i 171 + ALF( (i, 1)
LTOAr 2 ’

y usando los resultados que se han obtenido hasta (4.3), el flujo numérico es:

At
Fr=u [c}?(x,- - %,z")] .

Si u > 0 entonces la cantidad entre corchetes no esta definida sobre la celda C;, sino en
Ci_1, asi que:

ult Ax
F' = TV B
i ”[Ql—l T O (x R )]
= uQ", + gO':’_l(Ax —uhr), uz0. (4.5)
En el caso en que u < 0 el flujo resulta ser:
F' = uQ! - gay(Ax +ulr), u<0. (4.6)

El paso final es calcular Qf“ usando la forma en diferencia de flujos (2.8):

0 = 0 -ult [(Q;'—Q;’_m%(Ax—um(a?—a?_l)], w20,
A 1
o' = Q;’—uA—; [(Qﬁh—Q?)—E(Ax+um><a?+l—oi’>], u<0. (&7

Para el primer ejemplo concreto de la implementacién del método, se elige u = 1, entonces:

A 1
0/ =0 - A—; [(Q? = QL) + 5(Ax = An(o] - cri%)] : (4.8)

Hay consistencia en el hecho de que si las pendientes son cero, entonces el método se
reduce al estandar de diferencias finitas adelantadas. Por otro lado, como se ha dicho antes,
tener las pendientes nulas equivale a implementar el Método de Godunov, por lo tanto, para
la ecuacién de adveccion con u = 1, el Método de Godunov se reduce a un esquema de
diferencias finitas adelantadas.

Los datos iniciales para el ejemplo particular son los siguientes, definidos para x € [0, 1]:
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2 exp [—“(‘O?f)?z] 0<x<07
@ x)=3 15 0.7<x<09

0 en otro caso .

Asi se tiene una funcién continua y suave a trozos, para experimentar y comparar los
métodos en varias situaciones.

Durante la evolucién se espera que los datos iniciales sean advectados a la derecha, pues
u = 1> 0. Si ademds se imponen condiciones de frontera periddicas, la sefial que salga por
la derecha entrard por la izquierda y se repetira el ciclo, permitiendo monitorear cualquier
efecto disipativo (decremento con el tiempo de la amplitud de los datos), al mismo tiempo
que se evalua la tendencia del método a suavizar las discontinuidades y a generar oscila-
ciones (en caso de no implementar un limitador de pendientes).

Discretizando la malla con 1000 puntos se tiene Ax = 0.001, y tomando el factor de Courant
A= %{ = 0.5, se calcula Ar = % = (0.0005. Como la extension del dominio es 1, los datos lo
habran recorrido completo una vez cuando hayan avanzado una distancia 1 = 1000Ax, pero
Ax = 2At, entonces se requiere de dos mil iteraciones para lograrlo. La razén de imponer
condiciones de frontera periédicas viene del hecho de que ¢°(x — uf) es una solucién de
(4.1), y en particular para u = 1y t = 1, g°(x — 1) es solucién de la ecuacién, y como
el dominio mide exdctamente 1, se espera que a t = 2000A¢ = 1 la solucién numérica se
encuentre justo en la misma posicion donde estaban los datos iniciales; asi puede observarse
facilmente cualquier falla del método: oscilaciones, disipacion, etcétera.

Utilizando un integrador de Runge-Kutta de tercer orden [3], se obtienen los resultados
mostrados en la Figura 4.1, donde se comparan las soluciones obtenidas a t = 1 usando
pendientes nulas, pendientes fijas de Lax-Wendroft y los limitadores minmod y MC. Se ob-
serva que al incrementar la complejidad del método, la disipacién y las oscilaciones cerca
de las discontinuidades tienden a desaparecer. El limitador MC devuelve los mejores resul-
tados, y tedricamente converge a segundo orden en regiones suaves, lo cual se comprueba
en la Figura 4.2).

4.1.1 Pseudocodigo para resolver la ecuacion escalar de adveccion

Resulta conveniente dar a conocer cada paso a seguir en la programacion. Los ingredientes
estan expuestos, la receta queda completa al describir el procedimiento:

0. Inicia el algoritmo.
1. En un archivo de entrada de parametros se especifican:
* valores numéricos de las fronteras del dominio.
* numero de puntos que tendra la malla.
* factor de Courant.
* numero de iteraciones.
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.
0.8

(c)

J

q(x.t)

q(x.t)

05 -

Pl Rk ]

@S|

.
0.8

(d)

’ *Figura4.1: Sétucién @ = 1 fara la dcuacion’de adv€ccion,’¢on Ax= 0.00%F, Az =10.0005 y

condiciones de frontera periddicas. La linea continua es la solucién exactaa ¢t = 1. (a) Usar
pendientes nulas arroja resultados muy modestos: hay una disipacién muy notoria y las
discontinuidades se suavizan rapidamente. (b) Usando pendientes fijas de Lax-Wendroff
(atrasadas) hay menos disipacidn, pero se ven oscilaciones espurias cerca de las discon-
tinuidades. (c) Las diferencias son apreciables con el limitador de pendientes minmod. (d)

Limitador MC.



(q1 - g2)/(q2 - 43)

34 Capitulo 4. Implementacion y pruebas con ecuaciones escalares

t=0.01

(q1 - 42)/(q2 - q3)

0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4
X X

Figura 4.2: Usando el limitador MC, condiciones de frontera absorbente y un perfil gau-
siano centrado en x = (.3 como dato inicial, se calcula la solucién numérica para la
ecuacion de adveccion (# = 1) en su forma conservativa para tres resoluciones diferentes:
Ax = 0.001 = Axy (q1), Ax = Axp/2 (¢2) y Ax = Axp/4 (g4). Se comparan las soluciones
segtn (3.4). A la izquierda, t = 0.1; a la derecha, + = 0.5. Notar que la convergencia a
segundo orden es inestable en la regién del maximo del perfil; la convergencia a primer
orden se debe a la propagacién de un error de primer orden desde las fronteras

* datos iniciales positivos.
* velocidad de advecciédn.
“ tipo de pendiente.
Se calculan Ax y At.
2. Se definen los datos iniciales ¢’ en la malla recién construida.
3. Se calculan los promedios QY asi: Q)= (¢"+4¢",)/2.
4. Se registran estos valores como datos inicales.
5 Comienza la evolucion temporal:

e Una subrutina calcula las pendientes ¢’ en cada celda (en términos

de Q! ,, 0"y Q!,), usando ya sea una pendiente fija, o algun limitador.

e Tomando en cuenta el signo de la velocidad de adveccién u (que en
el ejemplo fue u=1), el programa decide cual de las dos opciones
de (4.7) debe usar y entonces calcula el ladoderecho de la férmula
elegida, usando las pendientes previamente obtenidas. En este mismo
paso se aplican las condiciones de frontera.

e Se integra con el algoritmo Runge-Kutta de tercer orden para obtener

+1
o
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e Se guardan los datos. Para comenzar una nueva iteracidén se hace Q!

+1
o

6. Fin del algoritmo.

4.2 La ecuacion de Burgers

Uno de los ejemplos mds sencillos de ecuaciones escalares no-lineales es la llamada ecuacion
de Burgers inviscida, que tiene la siguiente forma:

0,q+qo.q=0. 4.9)

El principal problema de esta ecuaciéon proviene de la no-linealidad, lo que implica la
formacion de una discontinuidad en la solucién a un tiempo finito. Sin importar si los datos
iniciales son suaves, la discontinuidad aparece y es dificil de tratar consistentemente usando
la aproximacion de diferencias finitas. Por esta razén, la implementacién de un método de
diferencias finitas en principio fracasard, pues los gradientes pronunciados hacen diverger
las aproximaciones de las derivadas. Incluso se debe poner atencién a la manera en que
se escribe la ecuacion, pues si (4.9) no se escribe en su forma conservativa y en cambio se
discretiza en su forma cuasilineal, el esquema en diferencias finitas seria:

At
g =g - 0 =g (4.10)

al poner datos iniciales discontinuos se obtiene una solucidon que se mueve con una veloci-
dad incorrecta, lo cual se muestra mds adelante en base a resultados numéricos; pero si se
escribe la ecuacién de Burgers en su forma conservativa:

1
diq + ax(iqz) =0, 4.11)

inmediatamente se identifica la funcién de flujo como f(g) = %qz y la ecuacion se discretiza
asf:

Ax |2

y se obtienen resultados notoriamente mejores (ver Figura 4.3). Es importante notar que
en las regiones donde las soluciones para (4.9) y (4.11) son suaves, éstas son equivalentes,
pero dejan de serlo cerca de las discontinuidades. Esto muestra la importancia de escribir
siempre las ecuaciones en su forma conservativa, pues de otro modo se obtienen soluciones
no convergentes.

A1 I
@ =g - [—(q?)2 - 5(61?_1)2] , (4.12)
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Hay una alternativa sencilla para conseguir mejores resultados. Se considera la ecuacién
de Burgers con viscosidad:

0,q+qd.qg=¢€d,q, €>0. (4.13)

El método suele llamarse de viscosidad artificial, y consiste en agregar un término disi-
pativo (el lado derecho de (4.13)), llamado término de viscosidad artificial, para reducir
el comportamiento erréneo de la solucién en las regiones cercanas a los altos gradientes.
La idea es la siguiente: si € es muy pequeflo, el término €d,,q es despreciable respecto a
los demas en regiones donde los datos son suaves, pero conforme comienza a formarse la
discontinuidad, este término crece mucho mads rdpido que d.q, por ser proporcional a la
segunda derivada, y en algin momento serd comparable a los otros términos, generando
disipaciéon y manteniendo estable la soluciéon. Cuando € — 0, la zona donde el término de
viscosidad se vuelve importante queda mejor localizada y la solucién numérica se aprox-
ima mejor a la solucién real. Incluso del nombre el término proviene de las ecuaciones de
la hidrodindmica, pues los términos de viscosidad provocan el mismo efecto disipativo que
een (4.13).

En primera instancia puede pensarse que es un error asumir que la solucion de (4.9) es
la misma que la de una ecuacién tan distinta como (4.13), sin embargo en [2] se da una
demostracion rigurosa de que las soluciones coinciden en el limite cuando € tiende a cero.

El problema con el método de viscosidad artificial es que € no es fisico (se agrega a mano,
y su valor se convierte en un pardmetro extra de la soluciéon numérica) , y es preferible
abordar el problema prescindiendo de cualquier parametro sin sentido fisico, es decir: lo
mas razonable es tratar de evitar coeficientes de viscosidad cuando se estd modelando un
fluido inviscido. Por otro lado, el valor de € no es arbitrario y depende de la ecuacién que
se pretende resolver. Algunos criterios formales para optimizarlo son discutidos en [2].

Ahora se muestra la implementaciéon de un Método de Alta Resolucién. Como con la
ecuacion de adveccion, la idea es usar:

/A VA At n n
QiHZQi_E[ i+l_Fi] >

con F dados por (4.4). Si se elige una reconstruccion lineal ¢! = Q + o7/ (x— X;), entonces:

g~;;+1 oo+l 2 gw} ‘n2
P Alt A CAREN: ))2+2(q,(x,,t)) | win

donde q;’+1(x,~, "*1) debe calcularse resolviendo (4.11) y usando (4.2). La discretizacién a
primer orden de (4.11) se ve:
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” 2 IRy
7o) - g || (@) — 3 (@) |
At &
luego,
~n+1 ~n At (Qn)z Qn Ax n ’
l ql Ax 1 1 2 l
A AtA
= [0+ =261 = Aty + =20
2 4
Ahora se calcula el flujo numérico a partir de (4.14):
n 1 ~n+1 n+1y\y2 ~n ny)2
Fio= @ G + @ )]
1 Ax LY
= 7 »(Q? + 7"0;?) (1+1 —Attf?]z)]
1 [AA A
+ 3 2X(Q;?+gay)(l—ma;?)(a?)z]
L[ AtAx . .,
+ 4_( 4 )(0',)]
Y finalmente la forma en diferencia de flujos es:
n+1 n At n Ax n ’ n 72
Q" = O/ - IAx iy + > Tis (I+[1 = A7, 1)
At 7 Ax n ’ ni2
+ e [(Qi + 70,-) (1 +[1-Ato}] )]
At AtAx ([ ., Ax " i
- ET [(Qiﬂ + 70-141)(1 - Ata—i+l)(o-i+1 2]
At AtAx Ax
—_— " ——o"| (1 = At ()?
T dAx 2 [(Q'+ 2‘7')( ”')(‘T’)]
At (AtAx\
_ m( . ) (GG (4.15)

Los resultados se presentan en la Figura 4.3. Comparese la solucién cuando se usa la
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discretizacion cuasilineal (4.10), disipacion numérica con diferencias finitas centradas, y
usando el método de Alta Resolucidén (4.15). Claramente la velocidad de propagacion es
muy distinta en cada caso. La solucién mds satisfactoria por su convergencia, al menos a

primer orden, es la que resulta de aplicar el limitador MC a un perfil inicial suave (Figura
4.4).

Dato inicial
0.9 Diferencias finitas - |
- Viscosidad con €=0.0009 ---o---
Alta resolucion MC o
0.8 |
=
5
= 07 |
0.6 % |
o
i)
]
0.5 %

X

Figura 4.3: Solucién a ¢t = 0.6 para la Ecuacién de Burgers con Ax = 0.001, Ar = 0.0005
y condiciones de frontera absorbente. El dato inicial es un segmento de recta de pendiente
pronunciada (linea continua). (X) es la solucién a la forma cuasilineal (4.9) usando difer-
encias finitas. (O) es la solucién a (4.13) con € = 0.0009 con diferecias finitas también. (©)
es la solucion a (4.11) usando el método de Alta Resolucién con un limitador MC.

Pseudocédigo para resolver la ecuacion de Burgers
Es exdctamente el mismo que aquel presentado en la seccién (4.1.1) para resolver la ecuacion
de adveccidn, excepto por un cambio en el segundo punto del quito paso, el cual debe decir:
Se calcula el lado derecho de (4.15) usando las pendientes previamente obtenidas. En este
mismo paso se aplican las condiciones de frontera.
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(ql - g2)/(q2 - q3)

Figura 4.4: Usando el limitador MC, condiciones de frontera absorbente y un perfil gau-
siano centrado en x = 0.35 como dato inicial, se calcula la solucién numérica para la
Ecuacién de Burgers en su forma conservativa para tres resoluciones diferentes: Ax =
0.001 = Axy (q1), Ax = Axo/2 (q2) Yy Ax = Axo/4 (q4). Se comparan las soluciones a
t = 0.6 segun (3.4) y se obtiene un factor de convergencia de segundo orden en regiones
suaves. Notar que a partir de la frontera izquierda se propaga un error de primer orden
debido a las extrapolaciones lineales.



Capitulo 5

Sistemas hiperbalicos lineales de leyes de
conservacion

Existen varias clasificaciones de los sistemas de ecuaciones diferenciales escritos en forma
conservativa, una en particular es:

e Sistemas lineales, cuyo flujo es un vector de componentes lineales en q.

o Sistemas no-lineales, cuyo flujo es un vector de funciones no-lineales en q.

Dentro de los sistemas lineales se puede hacer otra distincién: sistemas de coeficientes
constantes o de coeficientes variables, es decir, las entradas de la matriz del sistema pueden
depender o no, de la posicién x. En los sistemas no-lineales no puede hacerse esta subclasi-
ficacién, pues al depender el flujo de las variables conservadas, necesariamente la matriz
tiene cantidades que dependen implicitamente de x. En las tres primeras secciones de este
capitulo se aplican métodos de Alta Resolucién para resolver exclusivamente sistemas li-
neales de coeficientes constantes escritos en forma conservativa.

En la primera seccién se presenta una estrategia sencilla que consiste en desacoplar las
ecuaciones del sistema y resolverlas por separado, utilizando los métodos descritos en los
capitulos anteriores. En la segunda seccion se hace una reformulacién del método de Alta
Resolucién presentado para la ecuacion de adveccion, que luego se generaliza para sis-
temas lineales de coeficientes constantes, sin necesidad de desacoplarlos; ello sera la base
para formular el método que resuelva sistemas no-lineales: la intencién mas ambiciosa de
este trabajo.

Los métodos descritos en la primera y segunda secciones, ambos son de Alta Resolucion,
basados en discretizaciones en volimenes finitos. La justificacion de invertir tiempo en
implementar el primero, es la posibilidad de comparar los resultados con las nuevas re-
formulaciones y generalizaciones que estdn por exponerse, y asi enfrentar a los sistemas
no-lineales con un buen precedente.

41
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5.1 Desacomplamiento del sistema de coeficientes constantes

Considérese el sistema de m ecuaciones escalares:

9,q +0.(Aq) =0 . (5.1)

q es el vector de las variables conservadas y tiene m entradas, naturalemente. A es una
matriz de tamafio m X m. Por su analogia con la ecuacion (2.4), se dice que el sistema esta
escrito en forma conservativa, donde Aq se llama vector de flujo.

Asumiendo que el sistema es hiperbolico (lo cual no es una suposicion débil), es decir,
que A es diagonalizable con eigenvalores reales, entonces A puede descomponerse como el
producto: A = PAP~! donde A = diag(Ay, ..., A,), con A; el k-ésimo eigenvalorde A,y P
una matriz cuyas columnas son los eigenvectores de A. El sistema se llama estrictamente
hiperbdlico si A; # Aj cada vez que i # j [3].

Entonces el sistema en (5.1) se puede escribir como:

d,q+ 0, (PAP'q)=0.
Si se define w = P~ q:

8,q + 0,(PAW)
3,q + (0, P)AW + P(0, M)W + PA(O,w)

([
= —]

(5.2)

multiplicando por P~! a la izquierda de cada término:

P7'0,q + P10, P)AW + (8, A)W + A(O,W)
P7'9,q + A(O,W)

0
—(0,A)W — P'(0,P)Aw .

En el caso de coeficientes constantes, los eigenvectores de A y las entradas de A son inde-
pendientes de x y de ¢, asi que lo anterior se reduce a:

ow+AOw=0, (5.3)

que gracias a que A es diagonal, es un sistema desacoplado de m ecuaciones de adveccion
para cada una de las componentes de w, las cuales se llaman variables caracteristicas del
sistema (notar que son proyecciones del vector advectado en los eigenvectores de A).

Cada ecuacidn debe resolverse por separado usando alguna de las dos opciones en (4.7),
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dependiendo del signo de la velocidad de adveccion (que en este caso serdn los eigenvalores
de A), e implementando algun limitador de pendientes de los expuestos en esta Tesis para
tener un método de Alta Resolucion.

5.2 Generalizacion del Método de Alta Resolucion para
sistemas de coeficientes constantes

Una manera alternativa de abordar el sistema (5.1), es escribirlo desde el principio como:

9,q + A(0:q) = —(9:A)q , (5.4

que cuando A es constante, se reduce a:

0,q+A@©0,q) =0 . (5.5)

Para resolverlo sin tener que desacoplarlo, es preciso generalizar el método de Alta Reso-
lucién mostrado para la ecuacién de adveccion. Antes es conveniente reformular este
método de tal manera que los flujos no se escriban mas en términos de las pendientes, sino
de un parametro mas conveniente, el cual ofrece importantes ventajas al resolver sistemas
de ecuaciones.

5.2.1 Reformulacion del método de Alta Resolucion en términos de
limitadores de flujos

Considérese el flujo numérico para la ecuacion escalar de advecciéon (4.5) cuando u > 0;

A 3 1 3 n — 71 n n 7 — 71
témese una pendiente fija atrasada, es decir, o | = (QF — Q" |)/Ax. Sea Q' — Q" | = AQ".
Entonces el flujo puede reescribirse asi:

n 7 u At 71
F: :uQil+§(1—A—xu)AQi , uz0. (5.6)
A,
AQ"

limitadora de flujo. En general este flujo numérico se escribe como:

Sea ¢ una funcion escalar tal que ¢ = ¢(6!), donde 6! = ( ) ¢ se llama funcion

u At

F! =uQ!, + 3 (1 - A—xu) dOHAQ!, u=>0. 5.7
Ciertamente el parametro ¢! podria tener problemas cuando su denominador sea cero, sin
embargo siempre se procura que ese denominador se cancele al multiplicar 6 con algin

otro factor.
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Mientras tanto en la ecuacion anterior se tiene la libertad de elegir ¢(6?), como antes
podian elegirse las pendientes o, por ejemplo, elegir ¢(67) = 0 equivale a tomar pendientes
cero en (4.5) y el método se reduce a las clasicas diferencias finitas adelantadas. Otra
posibilidad evidente es tomar ¢(6!) = 1, lo que reduce (5.7) a (5.6), que es lo mismo que
(4.5) con pendiente fija atrasada o | = (Q} — Q" |)/Ax.

Otra alternativa es definir ¢(8}) = 0! para que (5.7) se vea:

At
F'=uQ", +f(1 el

AO"
2 Ax“) Ot

(notar que el denominador de 6!, AQ?, efectivamente se cancela y no hay problemas en la
implementacion numérica), lo que es equivalente a tomar (4.5) con una pendiente adelan-

tada ol | = (O, - Q! ,)/Ax.
Una opcién menos obvia es tomar ¢(6;) = %[1 + 0], que devuelve:

. " u Ar Y1 "
Fl=uQ, + 3 (1 Axu) 2(Qi 0.,

y que equivale a usar pendientes centradas de Fromm en (4.5). A todo esto, lo que se busca
es limitar el flujo F7, y eso se logra limitando ¢(6"): una manera sencilla es escribiendo el
limitador de Alta Resolucién minmod (3.2) en términos de 67, esto es:

@@ = minmod(1,6;) .
El limitador MC adoptaria la forma:

+ 6! 1+6"
3 ~,2,20"| = max|0, min 5 =,2,20"|] .

#(6") = minmod (1

Ha habido varias propuestas, algunas mas finas, resultantes de meticulosos analisis, pero a
fin de cuentas sus resultados no se alejan mucho de los obtenidos con el limitador MC. Un
ejemplo muy popular es el limitador Superbee de Roe [7]:

$(67) = max(0, [min[1,2671, min[2,671) ,
o el limitador de van Leer:

o + 16|

CARS TW

En la literatura de Andlisis Numérico ([1], [2], [7]), puede encontrarse una amplia discusién
sobre las propiedades algebraicas que estos limitadores deben tener para que los métodos
que los usan cumplan con la condicién de Variacién Total Decreciente y sean estables y
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precisos a segundo orden. En general se aceptan los limitadores MC y de van Leer como
las mejores opciones.

Después de todo, vale la pena aclarar que se trata de una reformulacion del método, o si se
prefiere, de una reinterpretacion, y que por lo tanto no debe de haber ninguna diferencia
en los resultados numéricos. No hay pasos oscuros: una vez que se tiene la funcion lineal
reconstruida g7, se introduce o} de manera natural, y se calculan los flujos en términos de
ellas: F' = F!(o"). Entonces hay dos opciones: limitar o 6 escribir el flujo en términos de
¢, F! = F(¢) y luego limitarlo.

El camino a seguir para reformular el método en términos de limitadores de flujos para
la ecuacién de adveccién con u < 0, es el mismo que seguimos cuando u > 0, s6lo que
en este caso hay que asegurarse de empezar con (4.6) en lugar de (4.5). Primero se toma
una pendiente fija atrasada, pero es crucial entender que cuando la velocidad tiene signo
negativo, la direccion en la que se propaga la informacién es de derecha a izquierda, por
lo tanto los conceptos atrasado y adelantado se invierten en significado, siendo ahora la
pendiente atrasada en la i-ésima celda: o] = (Q7— Q" ,)/Ax. En analogia a (5.6) se obtiene:

At
Fr=uQ' - 2(1+=ulAQ", u<o. (5.8)
2 Ax
Para tener resultados consistentes (en particular con los casos analizados arriba para ¢(6}) =
@'y ¢(0)) = 1[1 + €]) en este caso hay que definir 6" = AAQQ";I y escribir:
At
F'=uQ! — =1+ =—u|p(@)AQ", u<0. (5.9)
2 Ax

El inconveniente prictico de tener que considerar siempre dos casos por separado (u > 0
y u < 0), debe ser solucionado antes de pretender generalizar el método para sistemas de
ecuaciones. Por lo pronto, para simplificar la escritura de los resultados mads relevantes, se
introduce un par de cantidades: &}, y 6} ,, ambas iguales a ¢(6/)AQ], pero cuyo subindice
+y - indica si el numerador de €' es AQ! | 6 AQ! |, respectivamente, lo cual depende
directamente del signo de u. De esta manera se tiene que el flujo numérico para la ecuacion
de adveccion en términos de limitadores de flujo es en resumen:

(5.10)

Para lo sucesivo es necesario escribir el flujo anterior en una sola expresion, haciendo
previamente un par de definiciones convenientes:
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u+

max(u, 0)

u

min(u, 0) .

Notarque: u =u* +u" y |ul=u* —u".
En términos de u* y u~, el flujo mas general para la ecuacién escalar de adveccion es:

il At
F!' = u Q! +u Q'+ = u+(1—u+—
2| X

T

_ _ArY
e u [L+u " 0i

B _Ar)| .,
—u 1+u5 6i[sgn]

. 11 B o\ At n
— M+Q?_1 +u Qi +§ (Lt+—bt )—(Lt+2+u 2) E}éi[sgn]

.
= u' Q! +u Q!+ > u* (1 —ut—

il At
— - 2
= wQl,+u Q'+ = |lul —|ul Ax] Ol sgn]

2 L
P | At
= uQl +u Of + §|M| (1 - |M|E)5i[3gn] ) (5.11)

donde

+, stu>0
sgn = .
J - siu<0.

Este importante resultado sera el punto de partida para el trabajo con sistemas de ecua-
ciones.
Finalmente, la forma en diferencia de flujos (2.8) toma la forma:

At _ At |u At
n+l _ n n n n n
ol = g - A_x(mAQi FUAQL) - = (1 - '”'A_x)(5<i+1>“8"] - 5i[sgn]) . (5.12)

5.2.2 Generalizacion

El objetivo ahora es generalizar (5.12) a una expresion vectorial que corresponda al sistema
en (5.5), donde es claro que A tiene el papel que u tenia en (4.1). El primer paso es escribir
un flujo numérico vectorial que generalice la expresion (5.11), para eso es necesario definir
las cantidades matriciales analogas a las escalares u*, u~ y |u, a saber: A*, A™ y |A| (que
a priori no tiene por qué llamarse o entenderse como valor absoluto de A, pues éste no es
un concepto con un sentido claro). De antemano se sabe que el sistema en cuestion puede
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desacoplarse en m ecuaciones de adveccion cuyas velocidades son las entradas de A, por
lo tanto, la principal consideracion en la tarea de definir A*, A~ y |A|, debe ser el signo de
los eigenvalores de A. Sean A" y A~ matrices diagonales que contienen los eigenvalores
positivos y negativos de A, respectivamente. Entonces A = A* + A™, luego la definicién de
A*y A” es natural:

A=PAP'=PA*+A )P ' =PA'P'+PA P '=AT+A .

Andlogamente a |u| = u* — u~, se define la matriz |A| = A* — A7, y en estos términos puede
escribirse una expresion general para el flujo numérico del sistema, a partir de (5.11):

(5.13)

—ey ] At)
F/ =A*Q! , +A Q] + ElAl (Id - |A|Ec)5i“g”] ,
donde /d es la identidad en el espacio de las matrices m X m.
En la expresion anterior la cantidad vectorial Oljyqn) CATECE de un sentido claro, pues en
analogia con (5.11), ésta debe ser proporcional al salto AQ! en la direccion de propagacion

de la informacion:
n n
5i[sgn] ~ AQ; .

Pero (5.13) es un flujo generalizado para un sistema de ecuaciones acoplado, y por lo tanto
la direccién en la que se propaga la informacién (y que es precisamente la direccion del
vector ¢y 1) es mas bien una suma vectorial de las direcciones caracteristicas de propa-
gacion, por eso se escribe:

Sy ~ AQ) = D e (5.14)
k=1

donde los r; son los eigenvectores de la matriz A (y columnas de P, por supuesto). Este
desacoplamiento de la informacion en eigencomponentes nos permite retomar el hecho de
que el k-ésimo eigenvalor 4; es la velocidad de adveccion de la k-€sima componente de
la informacion propagada, cada una de las cuales debe ser limitada por separado, y para

hacerlo se dejan m parametros libres en &} |, asi que se define:

m
?[sgn] = Z¢(92i)aZirk 4
k=1

con

i—-1 si 4=0,

n _ Yk _
b = o donde I_{i+1 si A <0.
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¢ puede ser cualquiera de las funciones limitadoras expuestas en el apartado anterior.
Finalmente (5.13) puede escribirse como sigue:
=ATQL +AQ! +F7, (5.15)
donde
= 1A (Id - |A|%) Zae:i)a:,»rk ,
y la forma en diferencia de flujos (2.8) resulta en:

Q' =Q - (A*AQ +AT AQ,+1>— <F,+1 ). (5.16)

que por su generalidad y alcance, representa la segunda férmula, junto con (5.12), mds
importante en este trabajo, después de (2.8).

A estas alturas es muy reconfortante (y necesario) comprobar que si A = u, entonces el
tnico eigenvector es ry = 1y el tnico eigenvalor es precisamente A; = u. «f; se calcula
mediante:

1
/! n n n
AQ; = AQ} = Zakirk =ay;,
=1

luego:
1 At <
F! = 5'”'(1 Iula);ﬂ%)aﬁirk

1 At o

= §|M|(1 |”|A )¢(91i)ali
1 At

~ L (1—|u|—)¢(9 IAQ!
1 n

= §|M|(1_| |A )61[an .

Y como era de esperarse, con en esta breve y elegante maniobra se comprueba que (5.16)
se reduce a (5.12).
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5.2.3 Implementacion

Para propdsitos practicos, el resultado en (5.16) resulta muy incémodo, por lo que se
aprovechan algunas relaciones presentadas a continuacién. Antes definanse, para k =
1,2,....,m:

A
A

max(Ay, 0)
min(Ay, 0) .

Como se estableci6 en (5.14), AQ! = 3;_, @} 1y, entonces:

m m m m
+ no_ A+ n _ [ n oyt + n
A AQI =A Zakirk = Za/kiA Iy = Zaki/lk ry = Z/lk a/kirk .
k=1 k=1 k=1 k=1

De la misma manera:

m
ATAQ}, = Z/llzaZ(iH)rk ,
=

y
on 1 N At VNN
Fi =2 ;w (1 - |Ak|5)¢(9k,.>akirk ,
donde las k a’s se calculan de AQ! = Q! — Q" = >’ a} r;. De un bonito resultado del

algebra lineal [6], cuando A es simétrica, los eigenvectores son ortogonales y la férmula es
muy directa:
1
n
= —
ki
[
en otro caso hay que trabajar un poco mds y resolver el sistema para a}; usando algin
método algebraico.

(AQ} - 1) , (5.17)

5.3 Pruebas con la Ecuacion de Onda

La solucién numérica de la ecuacién de onda es un excelente ejercicio como predmbulo
al trabajo en Relatividad Numérica, sobre todo porque ademds de ejemplificar la imple-
mentacién de métodos cldsicos y muy dttiles como el de diferencias finitas para resolver
un problema de datos iniciales con condiciones de frontera, permite introducir conceptos
fundamentales de la descomposicién 3+1 del espacio-tiempo en Relatividad General, en
particular los de funcion de lapso y vector de corrimiento, asi se tiene una completa /i-
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bertad de norma y se puede experimentar con varias situaciones comunes en Relatividad
Numérica. Una amplia discusion acerca de la imortancia de la solucion de la ecuacion de
onda, asi como de las técnicas mas usuales para hacerlo puede encontrarse en [11]. En esta
Tesis s6lo se dird lo justo acerca del problema a resolver y en cambio se hard una discusién
a detalle sobre la implementacion del Método de Alta Resolucién que se ha presentado.
Lo justo es anotar que la ecuaciéon de onda en general se escribe en términos del ope-
rador diferencial D’ Alambertiano, que actia sobre campos escalares ¢, y que dadas las
componentes de una métrica g, en un espacio-tiempo arbitrario se define como O¢ =
—=0,[v=g¢"d,9].

La ecuacién O¢ = 0 se llama ecuacion de onda poque los datos iniciales para el campo
¢ que la satisfaga, se tomardn como una perturbacion que se propagard como una onda
viajera en el espacio-tiempo. Si tal ecuacion fuera no-homogénea, el término extra repre-
sentaria una fuente que genera continuamente las perturbaciones que se propagan como
ondas. Aqui se resuelve sdlo la ecuacion homogénea.

En un espacio-tiempo en 1+1 dimensiones, la representacién matricial de la métrica mas
general es:

[ (=a*+DH) b
g,UV - ( b 1 s

donde a se llama funcion de lapso y b, vector de corrimiento, que en este caso es un vector
con una sola componente, o sea, un escalar. El determinante de la métrica se calcula men-
talmente: g = —a?, y entonces la ecuacién de onda general en 1+1 se escribe explicitamente
como (ver detalles del dlgebra en [3]):

0 = oO¢

1
—(9[ [—(9;¢ - éax(ﬁ + ax
a a

2
Lo+ a(l - b—)axrﬁ] | (5.18)

a2

Esta ecuacién de segundo orden se puede escribir como un sistema de dos ecuaciones de
primer orden; basta definir un par de nuevas variables:

U= 0

1 1

—(0,¢ — bo.p) = —(0,¢ — bY) ,
a a

N
|

notar que « es el argumento de la derivada temporal en (5.18), y de esa misma ecuacién
se tiene 0,1 = 0, [Zatqb +a (1 - Ia’—i) w], que rapidamente se reduce a d,r = 0.(ay + brr). Si
se despeja d,¢ de la definicién de 7, y asumiendo que ¢ tiene derivadas continuas (04 =
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0,(0,0)), entonces 0,y = 0, (arr + by). En sintesis el sistema para { y 7 es:

o
o

o0.(ay + br)
O.(ar + byY) . (5.19)

Una vez resuelto, la funcién original ¢ se recupera usando la definicion de .
Para los fines de este trabajo es importante escribir el sistema (5.19) en la forma matricial:

ou+Adu=—(0,A)u, (5.20)
donde u = (m,¥)" y:

5.3.1 Desacoplando el sistema

A continuacién se resuelve el sistema (5.20) desacoplandolo en dos ecuaciones de ad-
veccion, para ello se comienza por calcular los eigenvalores y eigenvectores de A para
escribir A = PA P~'. Sean A, y 4, dichos eigenvalores; no es dificil encontrar que:

Ay = a->b
Ay = —(a+b),

I R I
P‘(—ll)’P ‘5(1—1)’

asi que (5.20) ahora se ve como:
oW+ Ad,w = —(0,A)w (5.21)
con
—1 1 T T
w=P uzi(ﬂ—lﬁ,ﬂ+lﬁ) =R, L) ,

Ry L son las llamadas variables caracteristicas del sistema, y corresponden a los dos modos
(componentes de onda) en los que se divide el perfil de los datos iniciales. Cada uno de



52 Capitulo 5. Sistemas hiperbdlicos lineales de leyes de conservacion

éstos se propaga como una onda viajera independiente, uno a la derecha y otro a la izquierda
del dominio, respectivamente.
Si asumimos una matriz constante (es decir, a y b constantes), entonces (5.21) se reduce a:

oW+ 0, (Aw) =0,

que explicitamente puede escribirse como el siguiente par de ecuaciones escalares de ad-
veccion desacopladas, cuyas velocidades son precisamente los eigenvalores de A:

OR+ (=b+ a)o,R
0L+ (=b—a)o,L

0
0. (5.22)

Estas se resuelven por separado usando (4.7), que es un método formulado para limitar las
pendientes de las funciones reconstruidas; o bien pueden resolverse (también por separado,
claro) usando (5.12), que es un método formulado para limitar flujos y no pendientes. Los
resultados son los mismos.

Para calcular 7 y ¢ hay que resolver de antemano el sistema algebraico:

1
5[”"70] = R
Sreul = L,

asi, una vez resuelto el sistema en (5.22) para R y L, basta hacer un célculo sencillo:

L+R
L-R,

T

Y

Finalmente, ¢ se recupera resolviendo: 0,¢p = ar + by.

Implementacion y resultados

Dado el perfil inicial qb? en cada punto de la malla, se calcula 1//? usando diferencias finitas
centradas: 1//? = 8x¢? (las derivadas en los extremos del dominio estdn dadas como se es-
tablece en [3]). Como a ¢ = 0 la derivada temporal de ¢ es cero, entonces 71'? = 0.

Enseguida se calculan R? = 1(x) — y?) y L? = 1z + ), luego los promedios en cada
celda: R? = J(R? + R )y L) = 2(L? + L?

i+1 i+1/°

Para R, utilizando (4.7), se itera usando el integrador de Runge-Kutta de tercer orden:
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pn+1
Ri

_ At o 1
R —(-b+ a)A—t [(R;l ~RL) + 5(Ax— (b + @)An) (o] - a;?l)] . (~b+a)>0,
X

pn+1
Ri

i+1 i+1

R! — (-b + a)% [(R’.l - R - %(Ax +(=b + a)At)(o. | — 0';')] , (=b+a)<0,

usando el limitador de pendientes MC, segtn (3.3):

o . d R?H_R:'l—l 2 R?_R?—l o) R?H_R?
i o wmx )\ Tax ) Ax |

asi mismo, para L:

_ - At - - 1

Ll'.’+l = L'-(-b- a)A—t [(L? L)+ E(Ax —(=b-a)At)(o? - 0';'_1)] , (=b—-a) >0,
X

Fn+l Tn At ¥n ¥n 1 n n

L = L= (b —a)y (L~ L) = 5(Ax+ (b = @Aty — oD, (~b—a) <0,
X

con

. —L" n—r" e —rr
no_ . d i+1 i—1 ’2 i i—1 ,2 i+1 i )
i = e [( 2Ax Ax Ax

Las condiciones de frontera, ya sean periddicas o absorbentes (en el caso de la ecuacion
de onda se llaman de onda saliente), se imponen en cada paso temporal. Al final de cada
paso también deben recuperarse R} y L, es decir, los valores que corresponden a cada
punto de la malla original, haciendo una interpolacién lineal: R = R | + S(R! =R )y
L' =L + (L' - L )). Luego se recuperan las variables caracteristicas:

1
T = —(L'+R!
n S (Li + RY)
¢f - 2 i i/

y finalmente se calcula ¢! de d,¢ = an + by, usando nuevamente el integrador de Runge-
Kutte de tercer orden.

Se hicieron los célculos para a = 0.7, b = 0.2, Ax = 0.01, Az = 0.005, tomando como dato
inicial un perfil gaussiano centrado en x = 0.0, de amplitud 1.0 y 0.1 de desviacién. La
Figura 5.1 muestra los resultados: notar que como era de esperarse, el perfil inicial se divide
en dos modos independientes, de la misma amplitud, y que se propagan en direcciones
contrarias y con velocidades distintas.
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1 T T
'~/HRSC/WAVE_EQUATION/VARIABLE_GOEFFICIENTS/x0dphix’ i 0 ——
'~JHRSC/WAVE_EQUATION/VARIABLE _COEFFICIENTS/xxdphixl’ i 4

'~JHR$C/WAVE_EQUATION/VARIABLE_COEFFICIENTS/oo/phixl’ 120
0.8 | .
06 | .
04 | .
0.2 | ]

0 i 1 1

1 0.5 0 05 1

Figura 5.1: Solucién de la Ecuaciéon de Onda unsando el limitador de pendientes MC,
previamente desacoplado el sistema en un par de ecuaciones de adveccién. Ax = 0.01,
At = 0.005. La linea continua son los datos iniciales; la de puntos largos es la solucién a
t = 0.25 y la de puntos cortos a ¢ = 0.6.
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5.3.2 Aplicando la generalizacion del método de Alta Resolucion

Ahora se resuelve el sistema (5.20) sin necesidad de desacoplarlo, mediante el método de
Alta Resolucion generalizado. La implementacion es directa: se comienza por dar los datos

iniciales ¢!, se calc1.11a yY usando diferencias finitas centradas: ¢ = 9,¢", y 7? = 0 por las
razones antes mencionadas.
Enseguida se calculan los promedios de las variables caracteristicas:
0 L o, o
o= 5(771' + iyy)
- 1
0 0, ;0
Y = 5(’70; + i) -
(5.23)

Los eigenvalores de la matriz son A, = (=b +a) y 4, = (=b — a). Los eigenvectores:
re=1,=-D"yr, =0, D"

Utilizando el integrador de Runge-Kutta de tercer orden, se itera segin la forma vectorial
general en diferencia de flujos (5.16), cuyas componentes (1) y (2) se calculan por separado:

i+1 i+1

Al = f(:.l _ H(A+A7_I".l(l) + A_Aﬁ'r.l(l)) _ E(Fn(l) _ Fr‘l(l))
Ax ! Ax !

- -, At —n - At -, ~
gt o= - QX(I“A%Q) +A A‘/’ifl) - ﬁx(I iizl) —F i(Z)) )
(5.24)

donde, siguiendo las férmulas de la subseccion (5.2.3):

ATAR) = Y Ndr = Al + el
k
T T
= Xan(1, -1 + a1, 1)
= (Mo + Aa), — A + )"
< CA-AFT (- - - - T
Andlogamente: A™AT, | = (A ) + A, 10 —Ar Wy + 4,00,,)"

entonces:
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=n(l) _
ATATSY = Aran + Apay,
—A=n(l)y — —
ATATLY = Ay + @60,
—n(2)
ATAY; T = —Apag + Ay,
— ., 7n(2) — —
ANy = g t /ll,//arl;/(i+1) >
donde:
= mix(dy, 0) = max((=b + a), 0)
X = mix((-b - a),0).
Ademas:

Ay = () = ()" G N

n
2.
k

an Yy, + a&irw
T T
an(1,-1) +a$i(1,1) ,

como los eigenvectores son ortogonales (pues A es simétrica), se puede usar (5.17), y se
obtiene:

1
o = = (A - AW =

i

(7} = 7)) = W =y )]

—_ N =

@y, = S [Anf + Ay = S [(nf — 7)) + (W7 =y )] -

\S)
| — |

El dltimo ingrediente para la iteracion es:

o A

F' = Ezkll/lkl(l—|ﬂk|A—x)¢(9gi)“kirk

1 At np T _ e # T
- 2[uﬂ|(1 144 Ax)as(@ﬁ,»)am-(l, D +Mw'(1 '”W'Ax)‘“%)%(l’l)]’

de ahi:
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At
A

. 1 At
PO = 1= 1= 6@ )a + 14,11 =14
; 2[I | | le (O )ay, + |yl |y P

) ¢(0:2i)a’$l]
- 1 At At
n(2) _ VNN VNN
F = 3 [—I/Lrl (1 - M"'A_x) PO )y + |4yl (1 - M‘”'E) ¢(6 ,-)%,-] :
Usando el limitador minmod, es decir: ¢(6;,) = minmod(1, 6};), donde:

oy _fi-1 si 420,
i = . I_{i+1 si A, <0.

i

an . . >
921': W J:{l I st 4,20,

N i+1 si 4,<0.

Se hicieron los cadlculos paraa = 0.7, b = 0.2, Ax = 0.01, At = 0.005, tomando como dato
inicial un perfil gaussiano centrado en x = 0.0, de amplitud 1.0 y 0.1 de desviacioén. La
Figura 5.2 muestra los resultados: notar que como era de esperarse, los resultados son los
mismos que cuando se desacopla el sistema.

[0

5.4 Sistemas lineales de coeficientes variables

La diferencia entre un sistema de coeficientes variables y uno de coeficientes constantes es
que ahora se tiene A = A(x) en (5.1), y por lo tanto, el k-ésimo eigenvalor es 4, = A;(x),
asi como r, = ri(x). El sistema sigue llamédndose hiperbdlico simpre que, para x dada,
Ax(x) # A;(x) cuando k # j.

Antes de estudiar el sistema y las modificaciones pertinentes al método, es necesario enten-
der antes como se resuelve una sola ecuacion de adveccién cuando la velocidad u depende
de la posicion, es decir, u = u(x). Considérese la ecuacién escrita en forma conservativa:

dq + 0(u(x)q) = 0,

con una velocidad u; para cada celda celda C;. Se supone que u; # u; parai # j.
Considérese el problema de Riemman en la interface de la i-ésima celda:

oq+uodg = 0 paraxeC;, u;>0
0q+u_10,q = 0 paraxeC;,.

Haciendo un balance de flujos promediados en la celda C;, se tiene que u;,AQ! = Au; Q" +F 7,
donde Ay; es la diferencia de velocidades entre las celdas y F” es el flujo promedio que
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1 T T
'~/HRSC/WAVE_EQUATION/VARIABLE_GOEFFICIENTS/xxx/phixl'i0 ——
'~/HRSC/WAVE_EQUATION/VARIABLE _COEFFICIENTS/xxx/phi.xl'i 4 —

'~HR$C/WAVE_EQUATION/VARIABLE_GOEFFICIENTS/xxx/phi.xl'i20
0.8 | ]
0.6 | ]
0.4 | ]
0.2 | j .

5 //” \‘
0 1 1
-1 0.5 0 0.5 1

Figura 5.2: Solucién de la Ecuacién de Onda aplicando directamente la generalizacion del
método de Alta Resolucidn con el limitador de flujos MC. Ax = 0.01, Ar = 0.005. La linea
continua son los datos iniciales; la de puntos largos es la solucién a r = 0.25 y la de puntos
cortos a t = 0.6.
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entra a la celda C; proveniente de la celda vecina C;_;, es decir, F " = u;1AQ!. Entonces:

wAQ' = Aw,Q" +ui , AQ"
= (u— w0} +ui(QF — 0L
w, O —ui Oy,

de donde se obtiene que AQ! = QF — (“;—*ll) " |» que constituye la diferencia fundamental
del caso de velocidades variables. Es bonito comprobar que cuando las velocidades son
iguales (coeficientes constantes) se recupera: AQ? = Q! — Q7 . El tedio viene al recordar
que solo se ha considerado u; > 0. Si ahora u; < 0, el balance de flujos promediados en
la celda C; es andlogo: w;,AQ" = Au;Q! + F ¥, sin embargo el hecho de que el transito
de informacién sea en el sentido contrario, implica calcular las diferencias en ese mismo
sentido, es dicir: AQ™ = Q7 — Q% |, Auy = u; — Uiy y F;‘ = ui 1 AQY, porque el flujo que
entra ahora proviene de la celda C;, ;. Entonces:

n 1 _ n n n
ui(Q,' - Q,‘H) = (u; — ui+l)Qi + ui—l(Ql' - Qi+1) .

Para usar los mismos indices que en el caso anterior, se trasladan las cantidades a la celda

vecina C,_y, es decir:

i (0L, = 0N = (um —u)Q, +ui(QL, — 07
~uin i AQY = ui QF —w O +u;QF | — u; 0F
u AQ} = wQf —ui 0,

de donde AQ! = (u”—l) Q" - Q! ,. Notar que cuando las velocidades son iguales, se recupera
AQ; =07~ 0Ly

El plan es usar (5.12), tomando los saltos AQ! recién calculados, segtin el signo de la ve-
locidad en cada celda.

Al tratarse de sistemas de ecuaciones de coeficientes variables se pretende usar una version
mads general todavia de (5.16), donde habra que introducir otra notacion para el salto en QY
y considerar tres casos en cada celda: 4;; > 0, Ay; < 0y Ay; = 0, donde 4; es el valor que
toma k-ésimo eigenvalor de A en la i-ésima celda de la malla.

Si Ay; > 0, definase la velocidad de adveccién como s;; = A;;. La k-ésima componente del
salto en este caso se define como AQI'.'(k) = Ql'.'(k) - (M) Q"™ pero

Ski -1’
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n(k) Skii-1) \ ~n(k) (k) n(k) (k) Sk(i=1) \ ~Ank) _ nk) | Sk(i=1) \ ~n(k)
Q; —(—)Q =(Q;"-Q ) +Q. (S—)Q = AQ; ( — Q. ,

Ski ki Ski

P AQn(k) AQn(k) ) Qn(k) . 1 t d 1 salt
asi que =) Qi e igual que antes, se descompone el salto en una
suma vectorial de las direcciones caracteristicas de propagacion: AQ! = /', &} .ry;, donde

I;; s el valor que toma el k-ésimo eigenvector de A en la i-ésima celda. Entonces:

! -
_Z[AQ?.rki+(1—sk( ”) rk,], Aq>0.  (525)

|| Ski

| R
n 7
ay = —(AQ‘ -rk-):

ki i 1

Il

En caso de tener un sistema cuya matriz no sea simétrica, puede suceder que los eigen-
vectores no sean ortogonales; en tal caso no funciona la sencillisima férmula anterior y
no queda mds que trabajar un poco mas haciendo célculos explicitos para encontrar aj; de

A m

Sea el caso en que A < 0, entonces si; = Ay—1). Andlogamente al salto del caso anterior,
Al . A0 _ n(k) i n(k)
ahora la k-ésima componente del salto en Q7 es: AQ;™ = AQ:™ + (S—k - l)Q. , Y

Sk(i-1)
haciendo AQ! = /" ] ry;, se concluye:

1
= e[

"l

—I)Q” ] A:<0. (5.26)
Sk(i-1)

Igual que cuando 4;; > 0, esta elegante férmula sélo es valida cuando los eigenvectores ry;

son ortogonales. Si no hay tal suerte, se tendra que calcular o, de AQ;Z = e} Tkis pOr
algin método algebraico menos directo.

Si en cambio Ay; = 0, es razonable tomar s;; = 0, entonces todas las @’s y los saltos se
reducen teéricamente a los valores que tendrian si los eigenvalores fueran constantes sobre
toda la malla, el inconveniente es mds bien practico, pues el lenguaje de programacion
elegido pudiera interpretar las razones del tipo j—:’ como valores indeterminados. Por ello
se debe poner cuidado al especificar que si en alguna celda se tiene A;; = 0, los saltos y los
coeficientes de la combinacién lineal de eigenvectores se calculan como si en esa celda se
tuviera un problema de coeficientes constantes.

Solamente falta un ingrediente para aplicar la férmula (5.16), se trata del término rela-
cionado con el limitador de flujos. En particular hay un problema con la manera de cal-
cular 6, la cual es una cantidad que mide la suavidad de la de la k-ésima componente
caracteristica de la solucién; asi cuando los eigenvectores eran constantes, lo inico que
quedaba por comparar eran los coeficientes @, (con I = i + 1, dependiendo del signo de

. ., . . a? .
la velocidad de adveccion) y a};, mediante la razon: 6, = —. La magnitud de las a’s de-
ki
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pende de la magnitud del salto AQ, entonces cuando la solucién es suave se tiene 6;; ~ 1,
pero cerca de una discontinuidad, el valor de 6 crece considerablemente y debe ser limitado
mediante la funcién ¢. Ahora que la magnitud y direccién de los eigenvectores cambia con
la posicién, la comparacion de las componentes caracteristicas involucra no solo los coefi-
cientes «, sino también los r. Para tener un parametro que mida el grado de suavidad de la
solucion es razonable tomar la proyeccion de af,ry; sobre a@j.ry; y calcular el cociente con
la proyeccion de aj;ry; consigo mismo, es decir:

1

.
—in onpn donde [ ={
Wil Vil

n ol | . .
QT - T i—1 st 520,

i+1 si s,;<0,

L —
ki —

En una regiones suaves, por ejemplo, los eigenvectores de celdas vecinas tienen direcciones
y coeficientes equiparables, lo que devuelve 6 ~ 1. En la préctica se tiene:

i—1 si s;2>0,
i+1 si s;<0.

I
. Y (rkl rki)

i = donde I = {

@
Para implementar el método basta referirse a la seccion (5.2.3) y aplicar practicamente las
mismas férmulas dadas ahi con el propésito de usar (5.16), las diferencias estan solo en la
manera de calcular las a’s, y el parametro 6.

5.4.1 Pruebas con la Ecuacion de Onda

De (5.20), se tiene que la ecuacion de onda en 1 + 1D puede escribirse como:

ou+0,(Au) =0,

Az_(gg).

Como se menciond en esa misma seccion, las cantidades a y b son parametros de la
métrica: la funcién de lapso a es el coeficiente de df?, y por lo tanto mide la separacién
entre rebanadas espaciales en el tiempo. Si por ejemplo el dominio [—1,1] se divide
hipotéticamente en dos, y en cada mitad se pone un valor diferente para a, el resultado
debiera ser que los pulsos que se propagan a cada lado, lo hagan a velocidades distintas.
Ese efecto se logra tomando a como una funcioén del tipo fanh(x), lo que garantiza una tran-
sicion suave en el origen entre dos valores muy diferentes para a, a la derecha e izquierda
de 0. Por otro lado, el vector de corrimiento » (con una sola componente en este caso, por
tratarse de una dimension espacial) esta relacionado con la velocidad de las coordenadas
en relacion al observador. Un audaz experimento seria tomar b = b(x) = x, lo que implica

dondeu = (m, )" y
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que en las fronteras del dominio (+1), las coordenadas se alejan con la misma velocidad
que los pulsos, es decir, éstos nunca alcanzan las fronteras.

Pueden hacerse elecciones arbitrarias de los parametros a y b, seglin sea conveniente para
la simulacién de algin fenémeno. Lo relevante para este trabajo es que se ha considerado
un sistema cuya matriz admite coeficientes dependientes de la posicion. Incluso los eigen-
valores (—b * a) son ahora funciones de x . Esto permite aplicar la teoria desarrollada en el
apartado anterior.

Como se ha dicho antes, las diferencias en la implementacién del método no son muchas,
de hecho, las cantidades calculadas en la subseccion (5.3.2) son las mismas que se requieren
en este caso, execepto las @’s y 8’s, ahora hay que hacer la siguiente distincién en cada una
de las N, — 1 celdas:

si A; > 0, entonces la velocidad de adveccién en la i-ésima celda serd sy, = A y la k-
ésima componente del salto en Q' AQ;?(") = AQ?(k) + (1 - sk;’—k’!”) ?k(k). Recordando que
los eigenvalores de la matriz son A,; = (=b; + a;) y Ay; = (=b; — a;) y los eigenvectores:
r. = (1,=D" y r, = (1, DT (notar que para la ecuacién de onda los eigenvectores siguen
siendo constantes), y aplicando (5.25):

Sa@i-1)

an % [(An,’.‘ - Ayl + (1 - )(ﬂ?1 - wj’l)] , A >0

i

0 1 0 n Su-D\ n
at//i = 5[(Aﬂ'l +Awl)+(1— )(ﬂ-il _wil)] ) ﬂ'lﬁl >0

S(//z

En cambio si 4;; < 0, la velocidad de adveccion en la i-€sima celda serd sy, = Ayi-1) y la
k-ésima componente del salto en Q' AQI'.'(k) = AQ;’(") + (L - 1) Q'Y y aplica (5.26):

Sk(i-1) ik >

1 i
@ = —[(Aﬂ? —AM)+(—S - 1)(7r? —w;’)] s A <0
2 Sai-1)

n
a'm-

1 i
_[(Anlf’+Azp§’)+( v —1)(7r;'—¢;')} , Ay <0
2 Syi-1)

Si sucediera que A; = 0 para alguna i, la velocidad serd s;; = 0 y entonces:

1

o = ST = AP+ ] A= 0
1

o/l;l. = 3 (A7} + Ay?) + (7} —y)] . A, =0.

Sélo faltan:
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a’, (xy - x7) _ a”

6;}1‘ nl
budi P
) o @y
a" (rn . rn) a . .
I\"y Ty 1 i—-1 si
,;i = wn—n2= i/, donde I:{.+1 .
| @y, l s1

Sk,'ZO
Sk,'<0.



Capitulo 6

Sistemas hiperbélicos no-lineales de
leyes de conservacion

En el capitulo anterior se asumi6 que las entradas de la matriz del sistema (5.1) dependen
de la posicion. Resolver ese problema requiere de una reformulacion cuidadosa de algunos
puntos del método de Alta Resolucién que se ha usado. El problema se complica atin mas
cuando las entradas de la matriz son funciones de las cantidades conservadas (cantidades
contenidas en las componentes del vector conservado q), y precisamente en ese hecho ra-
dica la no-linealidad del sistema. En general, en cada tiempo y en cada celda de la malla,
se tendran eigenvalores y eigenvectores dependientes de las variables conservadas. Sin em-
bargo la estrategia para resolver este problema no difiere mucho de lo que se ha hecho hasta
ahora: reformular los puntos necesarios para aplicar (5.16), el resultado mds importante y
general que hemos obtenido.

Las similitudes son muchas con el caso de los sistemas de coeficientes variables, lo que
simplifica considerablemente las modificaciénes al método. Basta ver que para el caso
de sistemas no-lineales en el fondo se tiene A = A(x,f). Los eigenvalores seran ahora
funciones del espacio y del tiempo, asi el k-ésimo, en la i-ésima celda, al tiempo ¢ = "
se denotard por: A}, andlogamente el k-€simo eigenvector en la i-€sima celda, al tiempo
r=1r.

La buena noticia es que en cada paso temporal, mientras ¢t = " es fijo, las cantidades
unicamente dependen de la posicion, y entonces es razonable aplicar los mismos razo-
namientos expuestos en la seccion (5.4). ;El trabajo pesado estd hecho! Sin embargo
hay que poner mucho cuidado en el célculo de las velocidades de adveccion s;,. Para ver
esto, primero es necesario entender los tipos de discontinuidades que pueden desarrollar
las soluciones de los sistemas no-lineales.

65
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6.1 Discontinuidades en la solucion

Como se ha dicho antes, las soluciones de los sistemas no-lineales presentan varios fe-
ndémenos interesantes: los mas relevantes, por las complicaciones numéricas que implican,
son las discontinuidades. Toda discontinuidad suele llamarse frente de choque, el cual es
un término heredado de la hidrodindmica, pues en su argot se llama asi al frente de onda
que delimita dos regiones espacio-temporales con valores muy distintos de las cantidades
fisicas del fluido; se trata pues de un frente de onda con altos gradientes para tales canti-
dades.

Dentro de los frentes de choque se distingue un tipo particular de discontinuidad: las lla-
madas discontinuidades de contacto. Se trata de frentes de choque cuya velocidad de propa-
gacion es la misma que las velocidades caracteristicas de los frentes de onda a cada lado
de la discontinuidad. En el contexto de la hidrodindmica se entiende mejor: una discon-
tinuidad es de contacto si la discontinuidad de cada una de las cantidades que describen
al fluido (presion, densidad, etcétera) se propaga a la misma velocidad que las demas, y
esa velocidad coincide a su vez con la de propagacién de la onda; asi pueden distinguirse
claramente dos regiones muy diferentes. Esto pudiera no ser asi, pues el fluido pudiera en-
rarecerse en las zonas cercanas a las discontinuidades, si tal sucediera, se dice que se tiene
ya sea una onda de rarefaccion (cuando la densidad decrece cerca de la discontinuidad)
o una onda de compresion (cuando la densidad crece en esa region), que son fendmenos
frecuentemente presentados por las ecuaciones no-lineales. A diferencia de los flujos en-
rarecidos, las discontinuidades de contacto marcan claramente, en todo tiempo, el lugar
donde ocurren los cambios bruscos en los parametros del fluido.

6.2 Calculo de las velocidades de propagacion

En el caso mas sencillo, cuando se tenian sistemas lineales y de coeficientes constantes, la
velocidad de propagacion s; de la k-ésima eigen-componente de la informacion era exac-
tamente s, = A, en todas las celdas del dominio. En el caso de sistemas de coeficientes
variables, como la velocidad depende de la posicién, se obtuvo:

. = Aki si Api > 0
ki = /lk(i—]) si Api < 0.

Si el sistema es no-lineal, se asume ademds una dependencia en el tiempo: s};. Ahora, la
ensefianza de la seccidn anterior es que la naturaleza de las discontinuidades y rarefacciones
cerca de las discontinuidades no es necesariamente la misma, de hecho se definié una
discontinuidad de contacto como aquella para la que la velocidad de propagacion de la
informacién coincide con la velocidad de propagacion a cada lado de la discontinuidad.
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En cambio, en las regiones donde se presentan ondas de rarefaccién o de compresion,
la velocidad varia de manera continua y esa variacion pudiera ser complicada. Una idea
razonable es tomar un promedio de los eigenvalores en celdas vecinas: %(/lzi + A 1)) y
considerar su signo, luego hacer:

1(n n s 1logn n

2 (/lki + /lk(i—l)) st 5 (A + Ay

1 1
3 (/lk(ifl) + ’12(1'—2)) st 5 (A, + Ay

)>0
) <0,

Ski =

Con esta ultima correccidn se termina con la construccion de un método capaz de resolver
en general sistemas de ecuaciones no-lineales. El siguiente capitulo muestra los resultados
para un sistema particular, que modela el flujo de un gas con ciertas particularidades y
ejemplifica la utilidad del método aqui discutido.



Capitulo 7

L.as Ecuaciones de Euler

Las ecuaciones de Euler describen en forma general la dindmica de un gas compresible
y libre de viscosidad. Se trata de un sistema no-lineal de tres ecuaciones en derivadas
parciales para tres cantidades conservadas a lo largo de la evolucion: la masa, el momento
lineal y la energia total.

7.1 Deduccion de las leyes de conservacion

Considérese un fluido en general en tres dimensiones que se mueve con una velocidad u =
u(r, ) (r es un vector de posicion tres-dimensional), descrito desde el enfoque lagrangiano,
es decir, los cambios de las propiedades del fluido se describen desde un referencial que
se mueve con éste. Sea V, un volumen de control fijo que se mueve con el fluido, y sean
f:V,xR — R un campo escalar y F : V, x R — R? un campo vectorial. Un resultado
matematico util para la deduccién de las ecuaciones de Euler es el teorema del transporte
[12], en su version para campos escalares y vectoriales por separado:

d

— | fdvV = f[a,f+V-(fu)]dV

dt V, V,

i Fdv = f[atF+(u-V)F+F-(V-u)]dV.
dt Jy, v,

Conservacion de la masa
Si el campo escalar p(r, f) corresponde a la densidad volumétrica de masa del fluido, en-
tonces dentro de V, se tiene:

m(V,) = fp(r, HdV,
Vi

69
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en ausencia de fuentes o sumideros de masa, el principio de conservacioén de esta misma
establece que:

d

—m

dt
Aplicando el teorema del transporte:

d Dp
= — — V- dv=0
dt f‘;[Dt ol u)] V=0,

d
V)= fv ’p(r, ndv=0.

donde se define el operador diferencial % := d,+u- V. La sustitucién de % y el hecho de
que V; es arbitrario llevan a la conclusién de que:

dp+V-(pu)=0,

que en una dimensién espacial (u(r, ) = u(x, t)) se escribe:

8,p + 0,(pu) = 0 . (7.1)

Conservacion del momento
El momento lineal total dentro de V; esta dado por la integral:

f ou(r,t)dV.
Vi

La version de la Segunda Ley de Newton en hidrodindmica establece que la variacion
temporal del momento en el volumen V, es igual a la fuerza neta ejercida sobre dicho
volumen. Esta fuerza neta incluye el campo tensorial de esfuerzos y las fuerzas externas.
Al tratarse de un gas libre de viscosidad, es decir, que todos los esfuerzos de corte son
nulos, solo queda por tomar en cuenta la presion P, que es una fuerza por unidad de area,
asi que la fuerza neta sobre V; debida a P es:

— f PdA,
v,
donde 0V, es la frontera de V,.
Si denotamos con G al campo vectorial correspondiente a las fuerzas externas por unidad
de volumen, su contrubucidn sobre V, es:

Gdv,

Vi

luego, de la segunda ley de Newton:
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d
—fpu(r,t)dV = —f PdA + | GdV,
dr Jy, av, v,

—f PdA+deV= f(G—VP)dV,
oV V; Vi

Aplicando el teorema del transporte:

No es dificil ver que:

f [0:(ou) + (u- V)(pu) + pu(V-w)]dV= | (G-VP)V,
\4 Vi
lo cual vale para cualquier V,, por lo tanto:

0,(pu) + (u-V)(pu) + pu(V-u) =G -VP,

En ausencia de fuerzas externas, haciendo un poco de dlgebra y reduciendo todo a una
dimension espacial se llega a:

d,(pu) + d(pu* + P) =0 . (7.2)

Conservacion de la energia
Sea E la energia total por unidad de volumen del fluido en V;. La ley de la conservacion de
la energia establece que la variacién temporal de la energia total debe ser igual al trabajo
realizado sobre el sistema por la fuerza neta, por unidad de tiempo. En ausencia de fuerzas
externas y de esfuerzos de corte, matemdaticamente se tiene:

dt

aplicando el teorema de la divergencia al lado derecho y el teorema del transporte al
izquierdo:

d
= pEdV:—f Pu-dA,
Vv, av,

(O,E +V - (Eu)) = — f V. (Pu)dV ,
\Z

Vi

como V, es arbitrario:

0OE+V-(Eu)+V(Pu)=0,E+V -[(E+Pu]=0,

y en una dimension:

OE+ 0. [(E+Pu]=0. (7.3)
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Las ecuaciones (7.1), (7.2) y (7.3) forman el sistema llamado Ecuaciones de Euler:

P pu
o pu |+0,| pu*+P |=0. (7.4)
E (E + P)u

Este sistema es una simplificacién de uno mas general: el de las ecuaciones de Navier-
Stokes, que incluyen todos los términos del tensor de esfuerzos (que se traduce en la con-
sideracion de los términos de viscosidad) y fuerzas externas. Los términos eliminados son
proporcionales a derivadas de segundo orden, que de ser incluidas, el sistema seria del tipo
parabdlico y por lo tanto las soluciones serian suaves para todo tiempo.

En el sistema (7.4), las cantidades conservadas son p, pu y E, sin embargo también estan
involucradas las cantidades u y P, de modo que la consistencia del sistema sélo se logra
al encontrar una relacion entre la energia por unidad de masa, la presion y la densidad (y
posiblemente otras cantidades). Enseguida la discusion al respecto.

La energia total y la ecuacion de estado

En general, la energia total por unidad de volumen es una funcién E = E(p,P). Esta
puede descomponerse en una suma de la energia cinética del gas por unidad de volumen
Ex = %pu2 y la energia interna por unidad de volumen E;,, = pe, donde e es la energia
interna por unidad de masa, llamada comunmente energia interna especifica. En general,
ésta incluye energia traslacional, rotacional, vibracional y cualquier otro tipo de energia, sin
embargo para un gas que localmente se encuantra en equilibrio quimico y térmodindmico,
se asume que e es una funcidon conocida e = e(p, P). Esa funcién se llama ecuacion de
estado del gas (depende de la naturaleza de éste).

Considérese un gas ideal con presion P, densidad p y temperatura 7. Su ecuacion de estado
es bien conocida [13] y una de sus versiones es:

P =RpT (7.5)

(incluso funciona muy bien para modelar gases altamente diluidos), donde R es la constante
universal de los gases por unidad de masa molecular. El objetivo es obtener una relacién
e(p, P).

Si ademds se asume que el gas es tal que su energia interna especifica es directamente
proporcional a la temperatura cuando su volumen es constante, es decir: e = ¢, T, donde ¢,
es una constante llamada capacidad calorifica a volumen constante, el gas se llama ideal
politrépico. Entonces tomando T de (7.5) se tiene un resultado parcial:

(2);

e=(—=)—.

R/ p

Por otro lado, para un gas politrépico se define la entalpia como i = e + P/p, y se sabe [13]
que a presion constante, 4 es directamente proporcional a la temperatura: & = ¢, T, donde ¢,
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es una constante llamada capacidad calorifica a presion constante, entonces e+P/p = ¢, T,
pero e = ¢, T, asi que ¢,T + P/p = c,T, luego, P = (c, — ¢,)pT, y comparando con (7.5) se
deduce que para un gas politropico: R = (¢, — ¢,), lo que se sustituye en la expresion para

ey se obtiene:
( cy )P 1 P
e= — =]z —.
Cp—Cv) P +=-1)p

Seay := c,/c, el llamado exponente adiabdtico del gas. Asi se obtiene la forma comun de
la ecuacién de estado para el gas ideal politrépico:

P
e= .
(y-Dp
Volviendo a la descomposicién de la energia total por unidad de volumen en la suma de la
energia interna y la cinética (ambas por unidad de volumen): E = E;,; + Ek, se tiene:

(7.6)

E = pe + Lo
= pe 20“ )
sustituyendo (7.6):
E P . |
= —pu”.
y—1_ 2°

Un estudio mds detallado [13] demuestra que el pardmetro y tiene una bonita y sencilla
relacion con los n grados de libertad de las moléculas del gas:

n+?2
Y= )
n

de modo que si se considera un gas monoatémico, es decir, que sus grados de libertad
son solo los traslacionales, entonces n = 3y ¥ = 5/3. Para un gas diatdmico también se
tienen dos grados de libertad para rotaciones, entonces n = 5y y = 7/5. Valga anotar que
bajo circunstancias ordinarias, el aire estd compuesto principalmente por N, y O,, asi que
v=T7/5.

Para probar el método numérico se ha tomado un gas ideal, politrépico y monoatdmico, es
decir:

P 1 , 3 1,
= — 4+ = =—-P+ - . 7.7
5 TP =P spu (7.7)

7.2 La forma conservativa del sistema

El sistema de las ecuaciones de Euler (7.4) puede escribirse en forma conservativa como:
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Jol u 0 0 Jol
0| pu |+0:|l 0 u P/E ou ||=0, (7.8)
E 0 Plp u E

que para un gas ideal, politrépico y monoatémico se cierra con (7.7).

Denétese la matriz de este sistema con A. Notar que ésta no es simétrica y que algunas
de sus entradas estdn en términos de las cantidades conservadas: en ese hecho radica la
no-linealidad del sistema.

Los eigenvalores de la matriz resultan ser:

P P
A, =u, Ay = U — — , Ap=u+ —. 7.9
7Y 74 \/p_E E \/p_E ( )
Como se ha dicho antes, el sistema es hiperbdlico si para todo tiempo estos eigenvalores
son reales. Por otro lado los eigenvectores son:

r, =(1,0,0)", r,. = (0, \p/E, )T, rz = (0, Vpo/E, D" . (7.10)

7.3 El Tubo de Choques de Sod

Un primer problema para probar el método de Alta Resolucion presentado en esta Tesis
es el llamado Tubo de Choques de Sod, propuesto por primera vez en [8]. El problema
consiste en tomar un gas contedido en un tubo unidimensional de extension arbitraria y
con condiciones iniciales discontinuas en la misma posicion para la densidad p y la presion
P. Suponiendo que se conservan la masa, el momento y la energia, y que el gas es ideal,
politrépico y monoatémico, se calcula la soluciéon numérica del las ecuaciones de Euler,
que precisamente rigen el comportamiento del fluido. EI hecho de que el sistema sea no-
lineal y que se tomen datos iniciales discontinuos hace necesaria la implementacion de un
método capaz de lidiar consistentemente con las discontinuidades.

Por supuesto que este experimento numérico no admite periodicidad, por lo que se eligen
condiciones de frontera absorbentes.

Se toma el dominio [—1, 1] y los datos iniciales:

(10 . x<0
P = 10125 . x>0
10 ., x<0
01 ., x>0.
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Los detalles técnicos sobre la solucién del problema se presentan enseguida.

7.4 Implementacion del método de Alta Resolucion y re-
sultados

Dados los datos iniciales para u, p y P, se calcula facilmente el momento pu y la energia £
usando la ecuacion de estado: E = 2pu Enseguida se calculan los promedios de las
cantidades conservadas (o, pu, E) en cada celda, usando (2.1). Denodtese a las cantidades
promediadas con p, pu y E. También hay que decidir cudl serd la velocidad de adveccién
en la i-ésima celda:

St = 1 (4 + A 2(/1’1 * Ay) > 0
l % AZ([ 1) + /lz(l 2)) (An + /lz(l 1)) <0 ’

Ahora, aprovechando la naturaleza conservativa del método de Alta Resolucién que se
ha presentado y haciendo caso al énfasis que se ha hecho sobre la importancia de escibir
el sistema en forma conservativa, tomamos (7.8) como el punto de partida junto con sus
eigenvalores y eigenvectores.

Para la implementacién es necesario primero calcular los coeficientes «, lo cual se hace en
cada celda, calculando en cada paso temporal el valor numérico de los eigenvalores A, de
cada una de las cantidades en evolucién (k = p, pu, E).

Dado que la matriz del sistema no es simétrica, era de esperarse que los eigenvetores no
fueran ortogonales, asi que desafortunadamente no se puede echar mano de las férmulas

(5.25) y (5.26), sin embargo no es dificil resolver AQ" = ¥ a7, con AQ/“ = AQ/™ +
1= T ) QU s L+ ) > 0y AQIY = AQI + (7 — 1) QI si g+ ) <

0, para llegar a que:

st 1
n —n (G N n n
o = AP+ (1 - ‘; )pi , Eu’ﬂ' + Ai_py) > 0
pi

0 L EY ] ., Sputi=1) | —n LTS WA L I

@i = 3 E [A(pu)i + (1 — sZui pu; | —1- o E?! - AEY| E(ﬂki + /lk(i_l)) >0
1| (e i) Sea-n\ = _ ] 1

o=~ [=|A I P pu |+ 1 - E'+AE", (L +2%._)>0.

g 2 Pfl l: (pl/t) ( Spui PU; S%i i i 2( ki k(zfl))
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n

s

_ pi
Ap! + (s”

pi=1)

~ 3

RS

: 1];3;’,

1| [Er] St . s
o I PNy ot ~1|pu; |-
2 o s" s

pu(i—1)

pu(i-1)

1| [Er s s
5 —;[A(pu)?+( np —l)puf]+[ nE
. S

s

1 n n
S+ Ay <O

n l

L 1]12“;’ — AE"
E(i-1) |

n

L 1)12;’ + AE"
E(i-1) |

Si en alguna celda sucediera que %(/l". + A}y = 0, entonces:

y ATAQ,, = kazl/P/:&H)

MG

1
2

1
2

n
Fki

ki k(i—

| =

k=1

1
5(/121' + Ay =0

S
—LA@u); - AE!
L pl R
)
Ay + AEY
P |

Como se indica en la subseccion (5.2.3), lo anterior se usa para calcular A*AQ;} = /L A ax}
n 1 1 .
@1 Ty @l 1gual que:

1 n n
E(ﬂki + Aiy) =0

1 n n
E(ﬂki + Aioy) = 0.

S At
ZISZ,-I (1 - ISZiIA_x) PO »

donde ¢ es alguna funcion limitadora de flujo y 8}, esta dada por:

Todo se hace para poder aplicar finalmente (5.16), que explicitamente se ve:

1 n
-1 st .20,

i+1 si szi<0.

1
E(/lzl. + /l;'(i_l)) <0

1
5(/12 + i) <0

k
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O A AETTD = (Ap] Apa;, AED)

At n n _n — 7
 Ax Z/lk;rak’rkl + Z/lz(i+l)alrcl(i+1)r/:(i+1)}
At |
B Ax ZlSk(l+l)|( |Sk(l+1)| )¢(9k(z+1))ak(z+1)rk(z+1)l
At |
T Ax lek, ( = I8kl )¢(921)ak,rk,l : (7.11)

y mds explicitamente, cada componente de la ecuacidn vectorial es la férmula de evolucién
para cada variable conservada:

At
—n+l - +
AT = AR - (e s + V@)
At

Ax 2[|sp<z+1>|( |s<z+1>| )¢( s 1) i) |SZi|( = lsp il )¢( N, ]

AW:'H—I —
At ot n
= Apu; -+ E" (/lpZ o i+ A+ Ao @iy + ’1E0+1>“E(z+1>)
Al ot Al
-~ o\ E [IS u(l+1)|( Ispu(Hl)l )(15( i+ 1) @puci) T |SE(1+1>|( |SE(1+1)| )‘1’(92(”1))%(”1)]
Ar 1 p:l 7 n At L n
- E{,’E E[lspuzl(l | puzl )¢(9th z)apul + |SE1|(1 _lsE I|E)¢(0E i)a,E i:| :
AEM! =
FVAY n o n n
= AE - A_ ( /lp;z u i + /1E+1CZE it ( -4 u(z+1)alpu(l+1)) + AE(Z+1)QE(1+1))

At 1
- sz[ |5, u(1+l)|( |Spu(l+1)| )¢( u(1+1))a,pu(l+1)+|SE(1+1)|( |SE(:+1)| )¢(9 (1+l))aE(z+1)]

At 1 t At
- A 2 [ |spu l| (1 - |SZu llﬂ) ¢(0,Zu l)apul + |SE l| (1 - |S’;5 ,|EC)¢(92 i)a% i] .
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Antes de comenzar con la siguiente iteracién hay que recuperar las cantidades no promedi-
adas, interpolando para obtener su valor en los puntos originales de la malla. Una interpo-
lacion lineal es sufiente mientras se tenga una resolucion alta. Enseguida deben calcularse
uy P, la primera a partir del momento y la segunda a partir de la ecuacién de estado:

pu
Jel

_ (v L,
P = (y 1)(E 2/ou).
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Conclusiones

La Tesis que con este parrafo termino ha resultado ser una inagotable y prolifica fuente de
investigacion y documentacion para su autor. Las expectativas iniciales, las pretenciones y
los métodos a seguir se reformulan continuamente a causa de las dificultades encontradas
y los cambios de prioridades e intereses.

Sucede que este trabajo se ha convertido en un tratado amplio sobre métodos numéricos
de Alta Resolucion que pueden ser aplicados no s6lo en hidrodindmica, sino incluso en
las mds diversas dreas de la ciencia donde sea preciso resolver un sistema hiperbdlico de
ecuaciones no-lineales escrito en forma conservativa. Se ha comenzado con ecuaciones es-
calares simples, relativamente, como la ecuacién de adveccion, la cual resultd ser el prob-
lema paradigmatico y central. Las personas interesadas en el estudio de este texto han de
notar que la ecuacion de adveccion y la ecuacién de Burgers han sido los dos Unicos casos
para los cuales se ha comenzado desde cero en la tarea de construir el esquema numérico
que calcule su solucién numérica, ilustrando el funcionamiento de una malla discretizada
en volimenes finitos e ilustrando las ideas elementales y nociones de Alta Resolucién medi-
ante reconstrucciones lineales continuas a trozos, discretizando las ecuaciones y calculando
los flujos explicitamente en las fronteras de cada celda de la malla.

La razén por la cual la ecuacion de adveccion se ha convertido en el eje principal de la
teoria es que los resultados obtenidos al resolver este problema han sido reformulados, re-
utilizados y generalizados cuando se han abordado problemas mds complicados, a saber:
sistemas de ecuaciones. El soporte de muchos de los argumentos es la posibilidad de en-
contrar una forma en la que los sitemas puedan escribirse como sistemas de ecuaciones de
adveccion. A partir de ese momento se cambi6 el enfoque de ta manera que la potencia
del método se multiplicara y fuera capaz de atacar problemas mas generales: sistemas de
ecuaciones de coeficientes constantes y variables, culminando con el esquema mas com-
plejo: aquel que resulve sistemas no-lineales. El punto importante fue escribir el método
en términos de limitadores de flujo y no de pendientes, como se hizo para los esquemas
primitivos e intuitivos que se formularon para la ecuacién de adveccion.

La construccién del método es progresiva y pretende ser didactica, lo que le hace comple-
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tamente transparente, abriendo la posibilidad de enriquecerse con nuevas contribuciones y
analisis mas profundos.

En cuanto a los resultados obtenidos en cada problema abordado, pueden hacerse algunas
generalizaciones. Por experiencia vivida: los problemas no-lineales son mds dificiles de
tratar y su convergencia a segundo orden requiere de condiciones méas variadas que los
sistemas lineales. Lo anterior era de esperarse, pues las no-linealidades dan lugar a la
aparicion de dicontinuidades en la solucidn, para las cuales s6lo se aspira a obtener conver-
gencia a primer orden. Al respecto de la convergencia hay que mencionar que hay factores
que la afectan directamente y que representan potenciles fuentes de investigacién posteri-
ores. En particular, si toda extrapolacién hacia celdas fantasma (ya sea para calcular valores
en la frontera para pendientes de reconstrucciones o de la misma cantidad conservada), es
lineal, se comenteran errores numéricos de primer orden que se propagaran hacia el centro
del dominio y opacardn los errores a segundo orden cometidos al evolucionar el perfil, el
cual representa el interés principal. Otra fuente muy interesante de pruebas e investiga-
ciones es el algoritmo para calcular los valores de la funcidn evolucionada en los puntos
de la malla donde originalmente fueron definidos los datos iniciales, es decir, después de
evolucionar los promedios de la funcién de interés, es necesario encontrar los valores de
la funcién no promediada en las interfaces de cada celda: para ello se han implementado
interpolaciones lineales: importantes candidatas a ser las responsables de no obtener una
convergencia limpia a segundo orden.

Para finalizar, valga mencionar que las pruebas realizadas en el séptimo capitulo para las
ecuaciones de Euler marcan el comienzo de una etapa posterior de investigacién de van-
guardia en el area de la hidrodindmica relativista. Una vez resuelto el problema hidrodindmico
de la propagacién de ondas de choque en simetrias varias, en presencia de fuerzas gravita-
cionales internas y externas, y fusionando esto con los métodos existentes para la evolucion
de la geomteria del espacio-tiempo cerca de fuentes gravitacionales con cierta simetria,
se abren amplisimas posibilidades para explorar diversas situaciones astrofisica, como la
evolucion del espacio-tiempo en presencia de materia autogravitante. Ejemplos particu-
lares son: la simulacion del colapso de una estrella de neutrones, supernovas o explociones
de rayos gamma.

Es la sincera esperanza del autor, el haber contribuido a la consolidacién y entendimiento
de un drea importante en la investigacion de fendmenos de relevancia actual y servir como
referencia a estudiantes interesados en el tema. Si al menos esta Tesis ayuda a alguien
a la comprension de algiin concepto o a la implementacion de algin algoritmo, se habra
cumplido el objetivo.
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