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Introduccion

Este trabajo de tesis estd basado principalmente en el articulo "Geometry
and Dynamics of Quadratic Rational Maps"de J. Milnor. El objetivo principal
es el de dar una exposiciéon lo mas auto contenida posible de un tema que
interseca la geometria algebraica compleja y la dindmica holomorfa: El espacio
moduli de funciones racionales de grado dos sobre la linea proyectiva compleja
P! = CU {oo}.

En esta tesis estudiamos la construccion del espacio moduli de funciones ra-
cionales de grado d sobre P!, para posteriormente considerar el caso d = 2 el
cual requiere un anélisis delicado. Nuestro objetivo sera el de relacionar dicho
espacio moduli con el espacio moduli de curvas elipticas complejas, esto es, el
moduli de toros complejos( superficies de Riemman compactas de género uno).
Esta caracterizacion de las funciones racionales de grado dos respeta propie-
dades y estructura dinamica y dicha caracterizacién tiene una interpretacion
geometrica muy interesante.

Comenzamos en el capitulo 1 primeramente con definiciones bésicas de varia-
ble compleja. Presentamos algunos conceptos y resultados de funciones elipticas
y geometria algebraica compleja . Esto lo necesitamos para entender la estruc-
tura del espacio Ma, el espacio Moduli de las funciones racionales de grado
2.

En el capitulo 2 estudiamos iteracion de funciones racionales de grado d,
presentamos algunos resultados importantes con respecto a los invariantes bajo
transformaciones de Mobius, asi como el numero de puntos fijos de estas. Damos
los conceptos de punto fijo, punto periodico, orbita y multiplicador, para una
aplicacion racional. Definimos los conjuntos de Julia, Fatou y el conjunto de
Mandelbrot M y decimos como contar el niimero de componentes hiperbolicas
de periodo n de M.

Finalmente en el capitulo 3 construimos el espacio moduli de funciones ra-
cionales sobre P! = C, de grado d, esto es, Raty. Hacemos ver que Ratg es un
abierto (en la topologiq de Zariski) en cierto espacio proyectivo. Posteriormente
estudiamos el caso particular d = 2. Construimos Ms := PSRL#&C) y mostramos
que My ~ C? teniendo en cuenta que la acciéon de PSL(2,C) en Rats no es
libre.

Definimos Per,(n) € My , como las clases de My que tienen un punto
periodico de periodo n y multiplicador 7. Calculamos Perq(n) y Pera(n).



Basandonos en el articulo de John Milnor antes citado damos una idea de
la demostracion de porque los conjuntos Per,(n) son curvas algebraicas cuyo
grado es presisamente el nimero de componentes hiperbolicas de periodo n
con multiplicador 7 en el conjunto de Mandelbroth M. Finalmente calculamos
Pers(n) (lo que representa algunas dificultades de calculo) y hacemos ver que
el moduli de aplicaciones racionales de grado dos que tienen un punto periodico
de periodo 3 y multiplicador 7 esta estrechamente relacionado con el moduli de
curvas elipticas mediante el j—invariante.

VI



Capitulo 1

Prerrequisitos

1.1. Analisis Complejo

En este capitulo enunciamos algunos teoremas importantes de variable com-
pleja, omitiremos su demostracion la cual se puede encontar de manera detallada
en ([4]). También damos los conceptos basicos de geometria algebraica que ne-
cesitaremos a lo largo de este trabajo.

1.1.1. Teoremas de Arzela- Ascoli y Montel.

En esta seccion introducimos dos conceptos fundamentales: los de familia
normal y familia equicontinua, ya que en base al de familia equicontinua defi-
nimos los conjuntos de Julia y Fatou en el capitulo 2 y el teorema de Arzela
Ascoli nos permite relacionar los conceptos de familia equicontinua y normal
para poder usar los resultados fuertes acerca de estas ultimas, como el teorema
de Montel.

Definiciéon 1.1.1 Una familia de funciones L = {f : U — C} definidos en un
conjunto abierto U C C, se dice que es una familia uniformemente acotada en
los discos cerrados de U si para cada disco cerrado V. C U existe un nimero
M(V) tal que |f(z)] < M (V) para toda z € V y para toda f € L.

Definicion 1.1.2 Sea £ = {f : U — C} una familia de funciones definidas en
un conjunto U, se dice que es una familia uniformemente equicontinua en U, si
para cualquier € > 0 existe un § > 0 tal que |f(x) — f(y)| < € para toda ,f en
L, siempre que x yy estén en U , y |z —y| < J.

Definicién 1.1.3 Si U es una vecindad abierta del plano complejo C y F es
una familia de funciones analiticas en U, decimos que F es una familia normal
si satisface que:

i) Toda sucesion de funciones en la familia F tiene una subsucesion que
converge uniformemente en vecindades cerradas contenidas en U, o

ii) Converge uniformemente a oo sobre cualquier conjunto compacto.



Teorema 1.1.1 (Arzela-Ascoli)

Sea L = {f : U — C} una familia de funciones analiticas, entonces L es
una familia normal si y sélo si

i) L es equicontinua en cada punto de C.

ii) Para toda z € U se tiene que {f(z) : f € L} tiene cerradura compacta en

C.

Teorema 1.1.2 (Montel)

Supongase que { f}22 es una familia de funciones analiticas definidas sobre
un dominio U y supdngase que ezisten a,b € C, a # b, tal que f"(z) # a
y f"(2) # b para cualquier n y cualquier z € U . Entonces {f"};2, es una
familia normal en U .

1.1.2. Proyeccion estereografica

La proyeccion central descrita en la Figura 1.1 sugiere que el plano complejo
se puede pensar como la esfera unitaria en R® sin el polo norte. Resulta natural,
entonces, pensar que el polo norte corresponde a un punto ideal que representa al
infinito. este es un espacio natural donde acttan las transformaciones de M6bius
complejas, més presisamente:

Definicién 1.1.4 Los puntos del plano complejo junto con oo forman el plano
complejo extendido, denotado por Coo = CU {o0}.

El incluir el simbolo oo es particularmente ttil en el contexto de las trans-
formaciones de Mobius complejas:

az+b

cz+d’
Estas funciones son las tunicas biyecciones holomorfas de C,, en C, . La esfera
unitaria,

ad—bc#0, a,b,c,deC

S?={z eR?: |z| =1},

llamada esfera de Riemann, es el modelo requerido para incluir el punto al
infinito. Para asociar cada punto en el plano con uno en S?, identificamos a C
con el plano en R3 dado por x5 = 0 y consideramos la linea que proyecta el polo
norte ez = (0,0,1) de S? a cualquier otro punto x = (1, 72, 3) en dicha esfera.

Esta linea cruza el plano complejo en un tinico punto, para encontrarlo se
parametriza

es+t(x—e3), teR

y se debe cumplir

[es +t(x —e3)] - e3 =0,
1+t(x—es)-e3=0,



1
_1—x3'

De donde, el punto asociado a = es

es +

l_xg(x—eg)

= eq+ T X9 .1‘371
- 171‘371*1'371*%3

X X9
= ,7,0
<1*$3 1*$3 )

Una prueba geométrica de este hecho se obtiene observando que la proyeccion
de = debe tener la direccion de (z1,z2), y por semejanza se obtiene que

|z _ Vai+as

T 1—x3

donde z = x; + iz (véase la Figura 1.1). Con base en estas ideas, se define la
funcion :

T1 + 122

b §2 {es} — C, dada por (z1,x2,23) — 1— a3

Se afirma que v es una biyeccién de S? — {e3} al plano complejo C.

1. ® es inyectiva. Para demostrar esto se construye la inversa. Obsérvese que
si z = Y(w1, 72, 73), como (1,79, 73) € S, se tiene que

2

|z|2— T, + 129 - x%—l—x% _ 1—x§ - 1+ a3
a 1—13 _(1—]33)_(1—{133)2_1—I3
y despejando
|2* — 1
También
_ 21
z+z= )
1 — X3
y

(z +72)(1 — z3) z+z(1 z21>_z+z< 2 )

xr, = 5 =

Finalmente, como




se sigue que
zZ—Z

Ty = ——

i(lz[*+1)

Por consiguiente, 9 es inyectiva, ya que z determina (1, z2, x3). Obsérvese
también que la funcion

W(Z):<z+z z2—Z |z|21>

22 +17i(zP + 1) [z + 1

(1.3)

es inversa por la izquierda de 1.

2. 1 es sobre. Un calculo sencillo muestra que 7 es también una inversa
derecha de .

Haciendo corresponder co con el polo norte ez se obtiene una biyeccion de S?
en C, el cual es el modelo buscado. A C,, le llamamos la esfera de Riemann.
A esta biyeccion se le llama la proyeccion estereografica. Geométricamente es
evidente que el hemisferio sur (z3 < 0) corresponde al disco unitario

A={zeC:|z| <1}

y el hemisferio norte (z3 > 0) al exterior de este disco; la formula (1.2) también,
muestra este hecho de manera analitica.

En esta representacion esférica del plano complejo no hay una interpretacion
facil de la suma y el producto, su ventaja radica en que oo no es un punto
distinguido.

Denotamos por SL(2,C) := {M = ¢ Z) la,b,c,d € C,ad — be = 1.}.
Consideramos el cociente PSL(2,C) := SL(2,C)/({xI}) al cual le llamamos
grupo modular. Estos grupos seran de importancia en el analisis de la dinamica
de funciones racionales sobre CP' = C U {o0}.

1.2. Geometria Algebraica

1.2.1. Variedades Diferenciables

Definiciéon 1.2.1 Una variedad diferenciable de dimension real n es un espa-
cio topologico M, Hausdorff, segundo numerable y conezxo, que dispone de una
familia de homeomorfismos {¢o : Uy — Vo | a € I}, donde todo V, es un
subconjunto abierto de R™, y se cumple:

1. M = UaUy;

2. SiU,NUg # O, entonces dga := ¢ppo by’ : ¢a(Ua NUg) — ¢5(Us NUp)
es un difeomorfismo.



El conjunto {¢q : Uy — Vo | @ € I} es llamado un atlas coordenado para M.
Las funciones ¢ reciben el nombre de cartas coordenadas.

Decimos que la variedad diferenciable M es orientable si para cualesquiera
a, B el determinante de la derivada de la funcion ¢g. es positivo para cada

pe ¢a(UanUﬁ)'

Definicién 1.2.2 Una variedad compleja de dimension (compleja) n es una
variedad diferenciable M que adimite una familia de homeomorfismos {¢q :
Uy — Vo | @ € I}, donde todo V,, es un subconjunto abierto de C™, y se cumple:

1. M =U,Uy;

2. Si U, NUs # O, entonces ¢ppo = ¢p 0 ¢5t 1 ¢o(Ua NUz) — ¢5(Us N
Ug) es un biholomorfismo, es decir, es una funcién holomorfa con inversa
holomorfa.

Observacién 1.2.1 Si identificamos a C" con R*" mediante la apliacacion
C" — R, 2z =z + iy — (i, i)

entonces, M tiene una estructura como una variedad diferencialble real 2n —
dimensional.

Definicién 1.2.3 Una superficie de Riemann es una variedad compleja conexa
M de dimension compleja 1. Si ademds M es compacta entonces M se llama
Superficie de Riemann Compacta.

Definicién 1.2.4 Una funcion f : X — Y entre dos superficies de Riemann
se dice holomorfa en el punto x € X, si existe carta ¢ : U — V C C sobre X
valrededor de x y existe carta ¢ : Vy, :— C sobre Y alrededor de y = f(z) tal que
ofop™t:p(U) C C — C es holomorfa en el sentido de variable compleja. Si
[ es holomorfa en x para todo x € X, decimos que f es holomorfa en X.

Si f: X — X es una funcion holomorfa de una superficie de Riemann en
ella misma y si f es invertible en todo X decimos que f es un automorfismo.

Ejemplo 1.2.1 La Esfera S* = {(x1,22,73) € R? : 2% + 23 + 23 = 1}, cla-
ramente S% es una superficie conezxa. En la seccion 1.1.2 establecimos un ho-
meomorfismo entre S? y Co, mediante la proyeccion estereogrdfica. A partir de
esto, consideremos el conjunto A = {¢o : Uy — Vo | @ = 1,2} donde: Uy = C,
Uz = Coo\{0} ;

$»1:C—C, ¢1=1d

62 Cx\0} = € dalw) =

para w € Co y Pa(00) =0 asi
Ui UUy =Cs y @1, ¢2 son homeomorfismos bien definidos.



Ahora consideremos las coordenadas de transicion:

1
(é10¢3 ") (w) = "
que es analitico en p1(U1 NU3) =C*=C—{0} y
1
(620 67" ) = &

la cual es analitica en ¢o(Uy NUy) = C — {0}.
Por lo tanto A es un atlas holomorfo y esto hace ver que C, es una superficie
de Riemann compacta.

Ejemplo 1.2.2 El Toro. La construccion mas sencilla es mediante la identi-

ficacion del cuadrado unitario, ver figura. Presentaremos una construccion a
partir de un espacio cociente, para esto daremos la siguiente definicion.

[ 1 N
bk

= Sea G un conjunto en donde (G, o) es un grupo con la operacion o, y (G, o)
es un espacio topologico con una topologia T y ademas:
i) g1: (G, 1) x (G, 1) = (G, T) donde (z,y) — x oy,
ii)ge : (G,7) x (G,7) — (G,7) tal que z+— z71, .
Entonces decimos que G es un grupo topoldgico.

n Si G es un grupo topoldgico, se dice que A < G es un subgrupo discreto si
para cada x € A existe una vecindad U.(x) tal que UNA = {z}, i.e. el
elemento identidad Id € A es un punto aislado.

= Sean z1,z9 € C dos nimeros complejos linealmente independientes sobre
R, es decir, & ¢ R. Una Reticula (con respecto a z1 y z2) se define como
el subconjunto A = {az1 + bze : a,b € Z} (ver figura). Es fdcil ver que A
es un subgrupo discreto de C y actua sobre C mediante la accion:

AxC—C,(\z) = A+ 2z



Decimos que wi,ws € C son congruentes modulo A si wy — ws = A pa-
ra algun A € A. Esta congruencia es claramente una relacion de equivalen-
cia que denotamos por ~. La clase de equivalencia de un punto zo esta dada
por [zo]a = {z € C : zo ~ z}, por lo cual wy = wy modulo(A) significa que
w1, wy estan en la misma drbita bajo la accion de A sobre C. Al subconjunto
P ={\z1+ Xozo | M1, A2 € [0,1]} C C le llamamos paralelogramo fundamental
(ver figura anterior). Dado que C tiene estructura de grupo abeliano, se sigue
que la aplicacion al cociente

C

:C— —
T -3

dada por 7(z) = [z] estd bien definida y es claramente sobreyectiva. Definimos
una topologia sobre C/A (topoloia cociente) declarando a un subconjunto V C
C/A abierto si y solo si m= (V) es abierto en C. Por definicion se tiene que con
esta topologia m es continua, y ademds © manda conjuntos abiertos en conjuntos
abiertos y se tiene que w(P) = C/A, es decir, 7(P) = C/A :=T es compacto.

Sea St es el circulo unitario en R?. Definimos la siguiente aplicacion h : T —
St x St, dada por h([az; + bz)) = (6(2““),6(2”5)). Si azy + bz ~ cz1 + dozo,
entonces a — c,b—d € Z y por lo tanto e?m(a=¢) = 1 = @mib=d)) = Egpp
prueba que h esta bien definida. Resulta ser que h es un homeomorfismo. Como
topoldgicamente S' x S es la esfera S? con 1-asa, esto implica que el género de
T es uno. Construimos un atlas sobre T' de la siguiente manera:

Como A es un subgrupo discreto de C, existe un € > 0 tal que |T| > 2¢ para
cada 7 € A — {0}. Dado un nimero z, € C, consideremos el disco abierto
Dy, := D(zq,€). Porla eleccion de e, notemos que para x,y € Do, x—y ¢ A. Esto
nos permite ver que la restriccion wo, := m|p, : Do — Uy := w(Dy) es inyectiva,
por lo tanto su inversa ©;' = ¢ : Uy — D, es un homeomorfismo sobre su
imagén. La coleccion de las cartasU := {(¢a, Ua)} s un atlas diferenciable sobre
T. Veamos que el cambios de coordenadas de este atlas es una funcion holomorfa
de variable compleja: Sean ¢; : U; — V; dos cartas de U. Consideremos

P20 ¢! ¢1(Ur NUs) — ¢o(Uy NU2)

y sea z € $1(Up NUs). Sea m; := 7|p, la inversa de ¢;, notemos que [¢p2 o

¢1'(2)] = (mi o (d2007"))(2) = (wh2) 0 67 (2) = ¢1'(2) = 7(2) = [2], es



decir, po 0y (2) — 2 € A. Como A es discreto y ¢o0 ¢y es continua, entonces
¢a 0 ¢f1(z) — z := ¢ = constante y continua en cada componente conexa de
&1(Ur NUy), por lo tanto, ¢o o ¢f1(z) = z + ¢ en cada componente conezxa
de ¢1(Ur NUs), esto hace ver que ¢y o qbl_l es biholomorfismo. Por lo tanto
tenemos que T = C/A es una superficie de Riemann compacta de género uno,
y le llamamos toro complejo.

Nota. Un teorema de clasificacién de superficies conexas afirma que toda va-
riedad diferenciable conexa de dimensién dos X que es compacta, orientable y
sin frontera es homeomorfa a una esfera S? con "g—asas"(ver [7] ). El nimero
g se llama el género de X el cual resulta ser un invariante topologico. Tenemos
asi por ejemplo que S? ~ C U {0} = CP! tiene género cero. Hemos visto que
topologicamente el toro complejo T'= C/A es de género uno.

La prueba del siguiente resultado se encuentran en ([9]).

Teorema 1.2.1 (Teorema de la Forma Normal Local). Sean X,Y superficies
de Riemann y f : X — Y holomorfa en p € X no constante. Entonces, eziste
un unico entero k > 1 que satisface la siguiente propiedad: para cualquier carta
@2 : Uy — Vo enY centrada en y = f(p), existe una carta ¢1 : Uy — Vi en X
centrada en p tal que o(f(67(2))) = 2*.

El ntimero k es llamado la multiplicidad de p con respecto a f y lo denotamos
por k = by(f). Cuando k > 1 se dice que p es un punto de ramificacion y f(p)
se llama walor de ramificacion. Notemos que los puntos de ramificacion son los
puntos donde la derivada de la expresion local de f se anula.

Definicion 1.2.5 Sean X,Y superficies de Riemann compactas y f : X — Y
holomorfa no contante. Para cada y € Y, definimos el grado de f en y como

dy(f) = Zpef—l(y) by(f)-

El grado de f en y es constante, es decir, dy, (f) = dy,(f) para cualesquiera
Y1,Y2 € Y.

Tenemos que una aplicacion holomorfa entre superficies de Riemann f : X —
Y es un cubriente ramificado de grado d, si cada y € Y tiene una vecindad Vj,

tal que:
o 7Y V) = U U;, donde los U; son vecindades disjuntas de los puntos

j<d
zj € [~ y).

e Existen cartas locales ¢; : U; — D :={z € C: |z| < 1}, ¢; : V;, — D,
donde ¢;(z;) =0 =1;(y) tal que ¢; 0 fo ;1(,2) = 2",

1.2.2. Variedades algebraicas.

Consideremos el producto cartesiano C" := CxC---xC = {(a1, ..., an)|a; €
C,j = 1,2,...,n} al cual le llamamos n—espacio afin. Si p = (ay,...,a,) €



C™, decimos que los aj,j = 1,...,n son las coordenadas afines de p. Sea A =
Clx1, ..., x,] €l anillo de polinomios en n indeterminadas. Cada f € A define
una funcién polinomial de C* — C dada por (ai,..,a,) — f(ai,...,a,). Si
f(a1,..,a,) = 0, decimos que p = (ai,..,a,) es un cero 6 una solucion de
f. Definimos V(f) := {p € C"|f(p) = 0}. Si T es un subconjunto de A =
Clx1, ..., Tp], definimos

V(T):={peC"|f(p)=0,¥f T}

Sea I el ideal generado por 7', entonces se tiene que V(T') = V(). Del
hecho que A es un anillo noetheriano (Ver [1]), se tiene que cada ideal en A es
finitamente generado por lo tanto se tiene que I =< fi,..., f >, para ciertos
fieAj=1,..,r entonces V(I) =V (f1,..., fr)-

Definicién 1.2.6 Decimos que un subconjunto Y C C™ es algebraico, si existe
un subconjunto T' de A tal que V(T) =Y.

Ejemplos. (a).- Cualquier conjunto finito de puntos Y = {z1,...,2;} € C es
algebraico, pues Y = V(f), donde f = a(z — 2z1) -+ (2 — z1),a € C.

(b).- Otro ejemplo de conjunto algebraico en C™ es el conjunto V' (f1(z1, ..., 2n), f2(21, -y 2n))
el cual es el conjunto de ceros comunes de los polinomios f1(z1, ..., 2n) = 22 +

Z% + et Z:Ll - 17f2(Z17 7Zn) =21+ 22+ 2 — 1)7 esto es, V(f17f2) es la
intersecciéon en C™ de una esfera S™ con un hiperplano.

Los conjuntos algebraicos satisfacen las siguientes propiedades(Ver [6], pag.
2)

Lema 1.2.1 (i).- La union de dos conjuntos algebraicos es un conjunto alge-
braico.

(ii).- La interseccion de cualquier familia de conjuntos algebraicos es un
conjunto algebraico.

(iii).- El conjunto vacio () y el espacio total C" son conjuntos algebraicos.

Definicién 1.2.7 Definimos una topologia sobre C™ tomando como subconjun-
tos abiertos complementos de conjuntos algebraicos. Por la proposicion anterior
al tomar complementos en los incisos (i), (ii), (iii) se tiene que estos abiertos
satisfacen los axiomas para una topologia sobre C™. A esta topologia la llamamos
topologia de Zariski.

Resulta que un conjunto abierto en la topologia de Zariski es denso(ver [6],
pag 3).

Considerando a C™ con la topologia de Zariski, diremos que un conjunto
cerrado (en la topologia de Zarisiki) Y C C" es irreducible si Y no se puede
expresar como unién de dos subconjuntos cerrados(en la topologia inducida)
propios de Y. Diremos que Y es reducible si Y no es irreducible.



Ejemplo. (a).- Cada ideal I en Clz] es un ideal principal, es decir, I esta
generado por un polinomio f € Clx], se tiene que f(z) = ¢(x —a1)---(z —
ap), donde ¢, ay,...,a, € k, entoncces V(f) = {ai,...,a,}. Por lo tanto los
abiertos de C con la topologia de Zariski son complementos de conjuntos finitos.
Esta topologia no es Hausdorff. Notemos por ejemplo que los abiertos en esta
topologia son densos en C.

(b).- Podemos ver que los tnicos conjuntos irreducibles en C en la topologia
de Zariski son todo C y los conjuntos Y de la forma Y = {z}, 2z € C. Notemos
que un conjunto cerrado (en la topologia de Zariski ) Y en C que tenga maés
de dos puntos no es irreducible: Por ejemplo W = {z1, 22} C C es un conjunto
algebraico ya que W = V(f(z)) = {a € C : f(a) = 0}, donde f(z) = (» —
z1)(z — 22)), por lo tanto W es cerrado en la topologia de Zariski. Notemos que
W =V{zn}U{z} =V((z—21))UV((z — 22)), es decir, W no es irreducible en
la topologia de Zariski. C es irreducible pues como C tiene infinitos elementos, C
no se puede expresar como unién de dos conjuntos cerrados propios de C, pues
tales conjuntos propios cerrados deben ser finitos en la topologia de Zariski sobre

C.

Definicién 1.2.8 Una variedad algebraica afin es un subconjunto cerrado irre-
ducible de C" en la topologia de Zariski. Un abierto de una variedad afin se
llama variedad cuasi-afin.

Proposicion 1.2.1 Cada conjunto algebraico Y en C" se escribe de manera
unica como como union de variedades afines Y =Y, U---UY,, donde Y; 2 Y;.

Demostracion Ver [6] corolario 1.6.

Variedades Proyectivas

Sean z,w € C"*! — {(0,...,0)}. Decimos que z es equivalente a w y escribimos
z ~ w, si existe A € C — {0} tal que \z = w. Es facil ver que esto define
una relacion de equivalencia. Denotamos por [z] la clase de equivalencia de
2. Notemos que la clase [z] es una recta que pasa por el origen en C"*1. Si
2 = (20y.0y.2n) € C"™ —{(0,...,0)}, escribimos [2] = [z0 : -+ : 2] ¥ les
llamamos coordenadas homogeneas de z.

Definicién 1.2.9 Consideremos el espacio cociente por la relacion de equiva-
lencia anterior CP™ := {[z]|z € C"*! — {(0,...,0)}} = C"*! - {(0,...,0)}/ ~. A
CP" le llamamos espacio proyectivo complejo. Algunas veces escribimos simple-
mente como P™.

Sea S = Clzo, ..., 2] €l anillo de polinomios en las variables zg, ..., z,. Un po-
linomio f € S se llama polinomio homogeneo de grado d si f(Azo,...,\zn) =
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A f(zo, ..., zn) para toda A € C. Esto quiere decir que un polinomio homoge-
neo f de grado d es una suma finita de monomios de grado d en las variables
Z(0y By eeey 2m-

Sea f € S un polinomio homogeneo de grado d. Definimos una funcion f :
P — {0,1} dada por f([ag : -+ : ay]) =0si f(ag,....,an) =0,y f([ag,...,an]) =
1, si f(ag,...,an) # 0. Sea f(p) = 0 y consideremos un punto ¢ tal que g ~ p,
entonces ¢ = Ap para algiin A\ € C—{0}, entonces f(q) = f(Ap) = X f(p) = 0, es
decir, si f(p) = 0, entonces todo punto ¢ equivalente a p satisface que f(q) = 0.
Asi pues de la relacion de equivalencia sobre P™ y la homogeneidad de f se tiene
que el conjunto V' (f) := {[p] € P"|f(p) = 0} C P" esta bien definido.

Definicién 1.2.10 Sea T C S un subconjunto de polinomios homogeneos de S,
definimos V(T') :== {p € P"|F(p) = 0,YF € T}. Si I C S es un ideal, defini-
mos V(1) =V (T), donde T es el conjunto de todos los polinomios homogeneos
de 1. Se tiene que V(T) = V(Fi,..., F,) para un nimero finito de polinomios
homogeneos F; no necesariamente del mismo grado.

Definicién 1.2.11 Un subconjunto Y de P™ se llama conjunto algebraico pro-
yectivo (0 simplemente )conjunto proyectivo, si existe un subconjunto T de po-
linomios homogeneos de S tal que Y =V (T).

Ejemplo. (i).- Sea f(z1,...,26) = 27 + 25+ -+ 22. f es homogeneo de grado
d =5, entonces V(f) define un conjunto proyectivo (irreducible) en P5.

(ii).- Sea F(z1,22,23) = 21 - 22 - 23,G(21, 22, 23) = zf + z% - z§ Sea T =
{F,G} C Clz1, 29, 23], entonces V(T) es un conjunto algebraico en CP?.

De manera analoga al caso afin se tiene que:

(i).- La unién de conjuntos algebraicos proyectivos es un conjunto algebraico
proyectivo.

(ii).- La interseccion arbitraria de conjuntos algebraicos proyectivos es un con-
junto algebraico proyectivo.

(iii).- El conjunto vacio y todo P™ son conjuntos algebraicos proyectivos.

Definimos la topologia de Zariski sobre P™ definiendo como conjuntos abier-
tos para esta topologia los conjuntos que son complementos de conjuntos alge-
braicos proyectivos.

Una Variedad (algebraica) proyectiva es un conjunto algebraico proyec-
tivo irreducible en P™ con la topologia inducida. Un abierto de una variedad
proyectiva se llama variedad cuasi-proyectiva.

Ademaés de la topologia de Zariski, el espacio proyectivo CP" tiene otra
topologia la cual es inducida de la topologia euclidiana C"*' al considerar la
proyeccion candnica al cociente

7. C" —{(0,,,,0)} - CP" =C"* — {(0,...,0)}/ ~
es decir, declaramos a un conjunto U C CP" abierto si y sélo 7= 1(U) es

abierto en C"*! en la topologia euclidiana. Con esta topologia, CP" tiene una
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estructura de variedad compacta compleja de dimensién compleja n. De esta
manera podemos hacer uso del calculo diferencial y de este modo dar la siguiente
definicion:

Definicién 1.2.12 Sea F : C3 — C un polinomio homogeneo de grado d. De-
cimos que F es no singular en un punto p € C* —{(0,0,0)} si la derivada de F
en p, DF(p) # 0. Decimos que la curva proyectiva X = V(F) es no singular si
para todo p € X, DF(p) # 0. Si ademads el polinomio F es irreducible, a X le
llamamos curva proyectiva plana irreducible plana no singular de grado d.

Sea F' : C3 — C un polinomio homogeneo irreducible no singular de grado d y
X = V(F). Se tiene que X tiene estructura de superficie de Riemann compacta.
En este caso el género g de X viene dada por la formula gx = W (Ver
[9], pag. 69). Por ejemplo si el grado de F' es tres, tenemos que el género de
X = V(F) es uno, es decir, topologicamente X es un toro complejo.

Ejemplo. Sea F(x,y,z) = ax+ by + cz =0 con a,b, ¢ no todos cero. Supon-
gamos sin pérdida de generalidad que a # 0. La funcién ¢ : P! — V(F) = Xp
dada por ¢([u : v]) = [f(buaﬁ s : v] es un isomorfismo, es decir, V(F) ~ PL.
Como F es una ecuacion lineal es natural llamar a P! linea proyectiva compleja.

Definicion 1.2.13 Sea f(z1,22) = Y. Gniny 21 252 un polinomio no constan-
ni,n2
te de grado d := max{ny + nalan,n, # 0}. Definimos La homogenizacion de f

. . . d—mnq—
como el polinomio homogéneo dado por F(z1,22,23) =D Gniny 21 25225 - "2

Notemos que F(zl,zg, 1) = f(z1, 22).

Sea U; : {[z1 : 20 : 23] : z; # 0} C P2,i = 1,2, 3. Es facil ver que los conjuntos U;
son abiertos cuya unién es todo P2. El conjunto X := {(z1, 20) € C?|f(21, 22) =
0} definen una curva plana algebraica (afin) en C2, y X = {[z1 : 22 : 23] €
(CIF’Q\ﬁ(zl, 29, z3) = 0} define una curva proyectiva plana en CP?. La aplicacion
(21,22) — [z1 : 22 : 1] es un biholomorfismo de V(f) = X sobre la interseccion
X NU; de X con la parte finita de P2, donde Us = {[z1: 221 23] € CP?|23 # 0}.
Solo hay un ntmero finito de puntos de X en la “linea al infinito” dada por
z3 = 0. A X se le llama cerradura proyectiva de la curva (afin) X.

1.3. Curvas elipticas
1.3.1. Funciones elipticas

Definicién 1.3.1 Una funcion eliptica respecto a una reticula A es una funcion
meromorfa f : C — CP' = Co, con la propiedad que f(z4w) = f(2) paraw € A
yz € C.
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Cada elemento v € A se escribe como v = njv; + nova, N1,y € Z. Se
tiene que una funcién eliptica satisface f(z + v1) = f(z 4+ v2) = f(2) para todo
z € C. En este caso decimos que f es doblemente periédica. Esto hace ver que
si p € C es un polo(respectivamente un cero) de f, entonces p + v es un polo
(respectivamente un cero) de f para todo v € A. Si f : C — CP" es una funcién
eliptica, existe una tnica funcién f : T = C/A — CP' tal que el siguiente
diagrama conmuta:

La aplicacién f estd bien definida, es decir, f([z]) = f(z) no depende del
representante de la clase [z]. Esto nos permite ver que una funcion eliptica la
podemos definir sobre un toro complejo, f : T'— CP!. La siguiente proposicion
nos caracteriza a las funciones elipticas:

Lema 1.3.1 Sea f doblemente periddica en A y P el paralelogramo fundamental
de A.

(i).- Si f no tiene polos entonces f es constante.

(ii).- > Res ., f=0.

weP

(iii).- Si f #£0, 3 ord of = 0.
weP

(iv).- Si f no es constante, f : C — P! es sobreyectiva. Sin es la suma de
los ordenes de los polos de f en Py zo € C, entonces f(z) — zo = 0 tiene n
soluciones contando multiplicidades.

(v).- Si f tiene solamente un polo, éste no puede ser simple.

Demostraciéon 1 Ver ([13])

1.3.2. La funciéon de Weierstrass, toros complejos y curvas
elipticas.

Notemos que si f es una funcion eliptica, A C C una reticula y p es un polo
de f, entonces se tiene que p + w es un polo de f para todo w € A. Vamos
a construir una funcion eliptica que tenga (médulo A )dos polos simples cuya
suma de residuos sea cero, 6 bien un polo de orden 2 en z = 0( modulo A) cuyo
residuo sea cero.

Proposicion 1.3.1 La serie doble

1

—7F—, tE€R
(mQ +n2)t’ €

(m,n)E€ZXZ,(m,n)#(0,0)
converge si y solo sit > 1.

13



Demostracion. Consideremos la integral I = [ %. En coordena-
r24y2>1 ’
27 0o 0o
das polares z = rsinf,y = r cos tenemos que I = [ [ ’"i’;ﬁw =2r [ A
01 1

Por el criterio de la integral I converge si y solosi 2t —1>1. 1

De manera analoga se prueba el siguiente resultado:

Lema 1.3.2 Para cualquier reticula A = 7Z - wy + Z - wo se tiene que la serie

converge para t > 3.

Demostracion. Ver [13].

Proposicion 1.3.2 La serie

1 1 1

— 4+ E [7 R
2 _ 2 2

z weEN,w#0 (Z U}) w

converge absolutamente y uniformemente en subconjuntos compactos de C
que no contengan elementos de A.

Demostracion 2 Sea A un subconjunto compacto de C y sea M = {|z| : z €

A} Siz € Aywe€ N es tal que |w| > 2M, entonces |z — w| > % Y 2w —z| <

5|w]

5 por lo tanto

R S SO "R R TR =)
Cowp w? TRl owP S el wp
EL
P D L —
= TuP(ul - )2
10wllz] _ o e
< — g0 2L
= PP~ P
10M
b

Por comparacion de series y la proposicion anterior, es fdacil ver que para
|w| > 2M esta serie converge absolutamente y uniformemente para todo z € A.
Dado que sdlo se omiten un numero finito de elementos w € A que cumplen
|w| < 2M la proposicion es inmediata.
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Corolario 1.3.1 La serie de Fisenstein de peso k se define por

Go=G) = Y —.

weA,w#0

Esta serie converge para k > 3. Ademds cuando k = 2n 4+ 1,n > 0 los
términos w y —w se cancelan por lo que Gy = 0 para k impar. La serie de

Eisenstein de peso 2k con respecto a A esta dada por Gop, = >, w?F.
weA,w#0

La funciéon de Weierstrass con respecto a la reticula A se define por

P =5+ Y (ﬁ*iﬂ-

weA—{0} w

Por convergencia uniforme se tiene que P es una funcién holomorfa bien
definida en los puntos z € C — A, es decir, P tiene sus polos en la reticula A. Es
evidente que si w € A, entonces —w € A, es decir, P es par. Por convergencia
uniforme en conjuntos compactos podemos derivar término a término la funcion

de Weierstrass, y por lo tanto P’(z) = ﬁ Si v varia en la reticula A,
weA

también varia w—uv en A, entonces P’ (z+w) = P’(2), es decir, P’ es periodica y
meromorfa (notemos que P’ tiene polos de orden 3 en elementos de la reticula),
es decir, P’ satisface la definicion de funcion eliptica. Al considerar primitivas de
P’ tenemos que para todo w € A, P(z+w) — P(z) = ¢(w), ¢(w) una constante
que depende de w. Podemos suponer que w € A es un elemento de la base
tal que %w ¢ A. Como P es par y periodica, para z = —7%, se tiene quere
P(—iw+w)—P(—iw) = P(3w) — P(—3w) = 0. Esto prueba que la constante
c(w) =0, es decir, P es una funcion par de periodo dos.

Del hecho que P es par, entonces su derivada, P’ es impar. Sea zg ¢ A tal
que 2zp € A, entonces P’'(z9) = P'(z0 — 220) ( pues 2z9 € A), por lo tanto
P'(z0) = P'(z0 — 220) = P'(—20) = —P’(20)( P’ es impar), esto hace ver que
2P'(z9) = 0, es decir, P'(z9) = 0. De esta manera hemos probado el siguiente
resultado:

Lema 1.3.3 1.- La funcion de Weierstrass P es una funcion eliptica par de
orden dos. Ademds la derivada de P, P’, estd dada por

1
Pl(z)=-2 —_—
ER) ppes
P’ tiene polos de orden tres en los puntos de la reticula A, ademds P’ es una

funcion eliptica impar de orden tres.

2.- Un punto zo € C es un cero de P’ si y solo si z9g ¢ A y 229 € A. Hay
exactamente tres ceros de P’ sobre el toro C/A los cuales son ceros simples, es
decir, son ceros de orden uno.
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El lema 1.3.3 muestra que P’ tiene tres raices (modulo la reticula A) dadas
por -, 22, m donde w1, ws son los generadores de la reticula A. Como
P’ tiene solamente un polo de orden tres en 0 (médulo A) y como la suma
de los ordenes de los polos mas la suma de los ordenes de los ceros contando
multiplicidades de una funciéon meromorfa debe ser exactamente cero, se deduce

w1 wz witws

que G, 52, T2 son los los tinicos ceros de P'(modulo A) y estos ceros son

simples, es decir, cada uno es de orden uno. Sean e; = p(94),e2 = (%), e3 =
().

Proposiciéon 1.3.3 La funcion de Weierstrass satisface la siguiente ecuacion
diferencial:

(P'(2))* = 4(P(2))’ — g2P(2) — g3,
donde go = g2(A) = 60G4(A) y g3 = g3(A) = 140Gs(A).

Demostracion. Ver [13]

Definicién 1.3.2 Sea P(z) es un polinomio complejo cibico de la forma P(z) =
cz®+az+B. Tomando c = 4, a = —a y B = —b, decimos que P(z) = 42° —az—b
esta en la forma normal de Weierstrass. Supongamos que P(z) tiene tres rai-
ces distintas e1, ez, e3, entonces al farforizm" tenemos que, P(z) = 4(z —e1)(z —
e2)(z—e3). Un cdleulo directo prueba que a3 —27b3 = 16(61 *62)2(61 —e3)?(ea—
63)2, como las raices ey, ea, e3 son distintas se tiene que a2 27b3 # 0. Al niimero
Ap = a3 — 27b% le llamamos discriminante de P.

Para el siguiente resultado denotamos por go = g2(A) = 60G4(A) y g3 =

Lema 1.3.4 Consideremos la ecuacion diferencial (P'(2))? = 4P (2)3—gaP(2)—
g3. Entonces g3 — 2792 #0 ye; = Shoep = P,e3 = G wz = wy +wa son las
raices de la ecuacion 423 — gyz — g3 = 0.

Demostracion. Sabemos que P’(—z) = —P’(z). entonces P'(%t) =
w;) = P'(—=%) = —P'(%), es decir, P'(%) = 0, = 1,2,3.. 73(%)
de 423 — g2z — g3 ya que el punto (P(z),P'(z)) € C = { z,y) € C?:y? =
P(z), donde P(z) = 42° — goz — g3}. Sea hi(z) = P(z) — P(%). hi tlene un
cero de al menos orden dos en ‘f, pero h;(z) tiene s6lamente un polo en el
paralelogramo fundamental de la retlcula y éste es un polo doble en z = 0.
Por propledades de funciones elipticas se tiene que - es el tinico cero de h;(z),
entonces h;(<) # 0 para i # j, por lo tanto e; = "P(wz) 1 = 1,2,3 son raices
distintas, es dec1r P(2) = 423 — gaz — g3 tiene tres raices distintas, por lo tanto
el discriminante de P(z), Ap, es distinto de cero, es decir, Ap := g3 —27g2 # 0.
[ |

Sea Cy la superficie de Riemann asociada al polinomio irreducible en C?, f(z,w) =
2 423 — goz — g3. La aplicacién ¢ = (P,P’) : C/A — {0} — C? dada por
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o(u) = (z,w) := (P(u), P'(u)) induce un isomorfismo entre C/A — {0} y Cy. Al
homogeneizar ( proyectivizar ) la ecuacion w? = 422 — goz — g3 obtenemos la
ecuacion F(z,w,y) = yw? — 423 + goy?z + g3y>, y los ceros de F nos da la com-
pactificacion de Cj la cual es una curva proyectiva F irreducible no singular en
CP? de grado tres dada como los ceros de F(z,w,y) = yw? —42% + goy?z + g3y°,
es decir, E = V(F).

Del hecho que P’ tiene solo tres ceros simples, ningtn punto u € C/A — {0}
satisface simultaneamente P’(u) = P”(u) = 0, por lo que 6 bien P 6 P’ son
cartas locales sobre £ = ¢(C/A). Los puntos al infinito de E satisfacen la
ecuacion y = 0. Al sustituir y = 0 en F tenemos que y = 0,z = 0. Como
todos los puntos (0,w,0) estan en la clase del [0 : 1 : 0] tenemos que E contiene
exactamente un "punto al infinito"[0 : 1 : 0]. Todo esto hace ver que ¢ se
extiende de manera biholomorfa a ¢ : C/A — P2.

(g =)

Observacién. La imagen del toro C/A es una curva proyectiva irreducible
E no singular de grado tres. Todo este proceso de asignar a un toro C/A una
curva proyectiva irreducible no singular de grado tres se obtiene de fijar una
reticula A. Tenemos la siguiente siguiente definicién natural.

Definicién 1.3.3 Sea E := {(z,y) € C? : y* = 23+ ax +b}. Decimos que E es
una curva eliptica sobre C si las raices e1, ea, e3 del polinomio h(z) = x®+azx+b
son todas distintas entre si, es decir, e; # €5, 1 # j.

Esto es equivalente a decir que E es una curva algebraica no singular definida
por 42 =23 +ax+b, a,bcC.

Como FE es una curva eliptica no singular esto hace ver que la homogeneiza-
cién (compactificacion ) de E en CP? dada por F(z,y,z) = zy? — 2° — axz? —
bz3 = 0 es una curva ctibica no singular.

1.3.3. El invariante ;.

En esta seccion vamos a ver cual es el espacio que parametriza a las curvas
elipticas.

Definicion 1.3.4 Dos reticulas Ay, Ay C C son equivalentes y escribimos Ay ~
Ag siy solo si existe un nimero complejo o € C — {0} tal que Ao = al;.

Notemos que X; = C/A; ~ X5 = C/(aA1) mediante la aplicacion dada
por f: Xy — X1, f(v) = 2. Como cualquier reticula A C C es equivalente a
una reticula de la forma Z +Z -7 donde 7 € H = {z € C : Im z > 0.}. Esto
permite ver que dos reticulas son equivalentes, Z +Z -1 ~ Z +Z -T9, si y
silo si existe un ntimero complejo o # 0 tal que Z+Z -1 = a(Z + Z - 12), en

particular esto implica que para ciertos enteros a, b, c,d, 7o = ﬁ:llis Esto hace
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ver que para estudiar clases de isomorfismo de curvas elipticas(toros complejos)
debemos estudiarlas por medio de transformaciones de Mobius del tipo:

ar +b
cr+d’

para valores reales a, b, c,d. Un calculo sencillo nos hace ver que podemos
tomar la transformaciéon de Mobius de tal forma que ad — bc = 1. Consideremos

el grupo SL(2,7) = {M = (*
modular PSL(2,Z) := SL(2,Z)/(£I). Tenemos una accion:

T —

T eH,

Z) la,b,c,d € Z,ad — bc = 1} y el grupo

at +b

Hx PSL(2,Z) — H, (r,M) — M -7 := o+ d

Denotamos por [r] la orbita de 7 mediante esta clase de equivalencia, y
denotamos H/PSL(2,Z) = {[r]|r € H}, el espacio de orbitas de la accion
anterior. Sea g;(7) = gi(A) para i = 2,3 y A1) = g2(7)% — 27g3(7)?(Ver
proposicion 1.3.3).

Definicién 1.3.5 Definimos la funcion el j-invariante 3 : H — C como la

» o920 g2(7)°
funcion dada por j(7) := Z(T) = QQ(T)32_2793(T)2.

Una de las propiedades que tiene j es que para una matriz M € PSL(2,Z),
J(M - 7) = 5(7), esto es, 7 es invariante por el grupo modular(transformaciones
de MGgbius). Esto a su vez nos permite tener una aplicacién que denotaremos

por J:
g:H/PSL(2,C) — C.
Teorema 1.3.1 La funcién j:H/PSL(2,7Z) — C es un isomorfismo.

La demostracion de este resultado se encuentra en ([6], capitulo 4, seccion
4). Este resultado nos dice que el espacio (moduli) que parametriza a los toros
complejos es isomorfor a C. En la proxima seccion veremos como esta teoria
de curvas elipticas esta estrechamente ligada de manera natural con el espacio
moduli de funciones racionales de grados dos con un punto periédico de periodo
tres.
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Capitulo 2

Iteracion de Funciones
Racionales

2.1. Iteracion de funciones racionales

Comenzemos por describir lo que es la iteracion de una funcion analitica f(2)
de variable compleja. Especificamente, seleccionamos un punto inicial zo € C y
aplicamos f repetidamente costruyendo, la sucesion de puntos

Z0, 21 = f(Z())7 Z9 = f(Zl)7 e

a este proceso le llamamos iteracion y denotamos por f™(z) a la n-esima com-
posiciéon de f consigo misma, es decir:

fr=foforof
|

n

asi z, = f"(z) y por convencién f© = I donde I es la funcién identidad.

Ahora podemos hacernos muchas preguntas acerca de este proceso, preguntas
como: jPara que valores de zy converge la sucesion {z,}?, En caso de que z,
no converga jque mas podemos decir sobre su comportamiento? ;Que tanto
depende la convergencia de la eleccion de zp?. Tambien podriamos preguntarnos
por la historia del punto zy representada por la sucesion

ceey B2, 21520,

donde otra vez z,41 = f(z,). En general para un zp dado existen muchos
candidatos para z_1 € f~!(z0) y aun més para z_» , y asi sucesivamente.

Los puntos fijos de f juegan un papel muy importante en el desarrollo de
nuestra teoria, pero en este momento solo daremos su definicion y la clasificacion
mas elemental.
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Definicién 2.1.1 Sea f : C — C holomorfa no constante y distinta de la iden-
tidad. Un punto & € C se llama punto periédico de periodo n si f"(§) =€y
f™(&) # € para todo 1 <m <n. Sin=1, a& le llamamos punto fijo de f.

Podemos ver de la definicién anterior que si £ es un punto peridédico de
periodo n, estos es, f™(£) = € y si n|k, entonces f*(&) = ¢&.
Decimos que un punto periédico & € C es:

1. Punto atractor si |f'(§)| < 1;
2. Punto repelente(o repulsor ) si |f/(£)] > 1;y
3. Punto indiferente si |f/'(&)| = 1;

4. Punto super-atractor si |f/(§) = 0].

Definicién 2.1.2 Una aplicacion racional es una funcion R(z) : Coo— Coo de
la forma

P(z)
Q(2)
donde P y @ son polinomios primos relativos, es decir, tales que (P, Q) = 1.
Esto implica que P y @ no tienen raices comunes. P y ) quedan determinados

de forma tnica hasta multiplicaciéon de R por un escalar complejo distinto de
cero. El grado de R que denotamos por deg(R) es definido por

deg(R) = max{deg(P),deg(Q)},

R(z) =

donde el grado deg(S) es el grado usual de un polinomio S. Si R es una aplicacion
constante 'y o # 0,00, entonces deg(R) = 0 y es coveniente que definamos
deg(R) =0si aes 0o oo.

Observacion. Esta definicion de grado coincide con la definicion topologica
de grado cuando consideramos a R : P! = C U {00} — P! como aplicacién
holomorfa ramificada entre superficies de Riemann(Ver definicion 1.2.6).

Proposicién 2.1.1 Sea R una funcion racional de grado d y sea w € P! = C.
La ecuacion R(z) = w tiene d soluciones en z contando multiplicidades.

Demostracion 3 Supongamos que R es no constante y que

P(z)
Q(2)

con deg(P) = n, deg(Q) = m y recordemos que P y Q son primos relativos.

Sim = n, entonces todos los ceros y polos de R estan en C; hay n de cada
uno (los ceros de P y Q respectivamente) y R tiene el mismo nimero tanto de
ceros como de polos, es decir, deg(R).

R(z) =
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Sim # n. Supongamos por ejemplo n > m. entonces R tiene n ceros y m
polos en C y R(co) = oo el niimero de polos en oo es por definicion, el nimero
de ceros de la aplicacion z — 1/R(1/z) en el cero y, se calcula facilmente que
este es n —m. Un argumento similar se usa cuando m > n y encontramos que
en todos los casos, R tiene precisamente deg(R) polos y deg(R) ceros en Co.

Para w € C, el nimero de soluciones de R(z) = w es por definicion, el
nimero de ceros de R(z) —w. Ahora

R(Z) —w= P(z) — wQ(z)7
Q(2)
es claro (por el hecho de que P y @Q son primos relativos) que deg(P(z) —
wQ(2)) = max{deg(P(2)), deg(Q(2))} = deg(R(z)) por lo que deg(R(z) —w) =
deg(R(z)) de donde conclimos que la ecuacion R(z) = w tiene precisamente
deg(R(z)) soluciones en z sin importar el valor de w € C.

Proposiciéon 2.1.2 Sea R : Co, — Cy una aplicacion racional entonces tene-
mos que
deg(R") = [deg(R)]",

donde R™ denota la n-esima iterada de R.

Demostraciéon 4 Este hecho proviene de la relacion mds general
deg(R o S) = deg(R)deg(S).

Sean R y S dos funciones racionales de grados p y q respectivamente por la pro-
posicion 2.2.1, para todos los valores de w € Cy, el conjunto R~*{w} tiene preci-
samente p valores contando multiplicidaes, digamos &1,82,...,&, ¥y 571{@} tie-
ne q elementos contando multiplicidades entonces (RS) ™ {w} tiene ezactamente
pq = deg(RS) elementos contando multiplicidades y por lo tanto deg(R o S) =
deg(R)deg(S).

Definicién 2.1.3 Diremos que dos funciones racionales R y S son conjugadas
si y solo si existe una transformacion de Mébius g tal que S = gRg™! (compo-
sicion de funciones).

Observacion. Notemos que la conjugacion nos determina una relacion de
equivalencia entre funciones racionales. Desde un punto de vista cualitativo,
o topolégico, solo las propiedades invariantes por conjugacién son de nuestro
interes, y quizas la més importante de estas sea el grado: Si Ry S son conjugadas
entonces

deg(R) = deg(S)
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esta es una consecuencia inmediata de la proposicion 2.1.2. Otra propiedad
importante de conjugacién es respecto a la iteracién, es decir, si S = gRg™!,
entonces.
S™ = gR"g™ L

Esto significa que podemos transferir un problema concerniente de R a un pro-
blema, posiblemente mas simple, concerniente a un conjugado S y resolverlo
en terminos de S. Si asi lo deseamos podemos reescribir la solucién en termi-
nos de R, pero es mejor que procuremos expresar la solucion en una forma de
conjugacion invariante.

Otra propiedad de conjugacion es respecto a los puntos fijos: explicitamente,
si S = gRg™!, entonce S fija g(z) si y solo si R fija a z. Todas estas observaciones
son elementales; sin embargo, son importantes por que, en general, no debemos
molestarnos en distinguir entre funciones racionales conjugadas.

Teorema 2.1.1 Sea & un punto fijo de una aplicacion racional R y sea g una
transformacion de Mébius. Entonces gRg™" tiene el mismo mimero de puntos
fijos en g(&) como R tiene en &.

Notemos que la invarianza de nimero de puntos fijos expresada en el lema
anterior nos provee de una definiciéon de puntos fijos en co, para R(co) = oo po-
demos conjugar R de tal manera que oo sea transferido a un punto £ y contamos
los puntos de la funcién conjugada.

Teorema 2.1.2 Sid > 1, una aplicacion racional de grado d tiene precisamente
d+ 1 puntos fijos en Co.

Demostracion. Sea R una funcién racional podemos suponer sin perdida
de generalidad que R no fija a oo y escribamos R = £ con P y Q primos
relativos y sea £ un punto fijo de R, como R no fija co entonces Q(§) # 0y
deg(P) < deg(Q) = deg(R) ademés el nimero de ceros de R(z) — z en ¢ es
exactamente el numero de ceros de P(z) — 2Q(2) en £ mientras el nimero de
puntos fijos es exactamente el nimero de soluciones de P(z) — 2Q(z) en C que

es igual al deg(P(z) —2Q(z)) =d+ 1. &

Definicién 2.1.4 Cada punto fijo & de una aplicacion racional R tiene asociado
un nimero complejo al que llamamos multiplicador m(R,§) de R en &. Si € €
C el multiplicador es simplemente la derivada R'(§) y esta es invariante bajo
conjugacion. Cuando §& = oo entonces conjugamos R con una transformacion
de Mébius g tal que g(€) sea finito y definimos m(R, o0) = m(gRg™*, g(00))

Notemos que por los resultados anteriores esta definicion es independiente
de la eleccion de g.

Entonces el multiplicador m(R, §) de una aplicaciéon racional R en un punto
fijo £ esta dado por

_ R() if £#o0
i = | i %
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en el caso £ = oo conjugamos R con la transformacion de Mobius % y calculamos
la derivada en oo para obtener la expresion anterior.

Definiciéon 2.1.5 Un punto p es un punto critico de una aplicacion racional
R si R'(p) = 0, notemos que R no es inyectiva en ninguna vecindad de z, es
decir, las soluciones de R'(p) = 0 y los polos de R son de orden mayor o igual
que dos, y st R es no constante, estos puntos son precisamente los puntos en
los cuales b,(R) > 1(Ver 1.2.6).

Un punto w es un valor critico de R, si w es la imagen de algin punto critico
de R, esto es, si w = R(p) para algin punto critico p.

Teorema 2.1.3 Un aplicacion racional de grado positivo d tiene a lo mas 2d—2
puntos criticos en Co.. Un polinomio de grado positivo d tiene a lo mas d — 1
puntos criticos en C.

Demostracion 5 Primero consideremos R de grado d tal que oo no es un valor
ni un punto critico. Sin perder generalidad podemos suponer que R(oco) = 0.
Esto iltimo lo podemos hacer ya que siempre podemos conjugar R con una
transformacion de Mdobius para que R mande el oo al 0. Escribimos

P(z) azd"l4...
T Q(2) bzl

y supongamos a,b # 0. Como

;L QR)P'(2) - P()Q'(2)  —abz?24 ...
R (2) - Q(Z)2 = Q(Z)2 R

entonces R'(z) = 0 tiene a lo mas 2d — 2 soluciones contando multiplicidades.

2.2. Propiedades de los conjuntos de Julia y Fa-
tou

A continuacion presentaremos los conceptos bésicos de la dindmica holo-
morfa tales como los conjuntos de Fatou, Julia y del conjunto de Mandelbrot.
La dindmica de estos conjuntos nos permitira caracterizar las dinamicas de las
funciones racionales.

Recordemos que en C,, una familia de funciones es equicontinua si y solo si
es normal.

Definicién 2.2.1 Sea R : P! — P! una funcion racional no constante y distin-
ta de la identidad. El conjunto de Fatou de R denotado por F(R) es el conjunto
abierto mazimal de P! = Coo en el cual la sucesion de iterados {R™} es equi-
continua. El conjunto de Julia de R se define como el complemento de F(R)
en P! = Cy y lo denotamos por J(R). Esta definicion incluye a las funciones
analiticas f : U C C — C.
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Observacion 2.2.1 Por definicién el conjunto de Fatou es un conjunto abierto
y el conjunto de julia es su cerrado complementario. En la definicion anterior
podemos cambiar equicontinua por normal debido a que C., es un compacto.
Entonces por definicion la familia de iteradas de {R"™} no es una familia normal
en cualquier punto zo € J(R).

Definicion 2.2.2 Sea f una funcion analitica sobre C. Dado zy € C, la drbita
de zg bajo la aplicacion [ es la sucesion de puntos zo, 21, 22, ..., Zn, ... donde

zn = f(2n-1) para n € N
Ndtese que z, = f™(z0) donde f"(z0) = fo fo fo..ofn veces.

Teorema 2.2.1 Sea f: U C C — C una funcion analitica y supdngase que 2o
es un punto fijo repulsor para f, entonces la familia de iteradas {f"}°, de f
no es normal en z.

Demostracion. Supongase que la familia de funciones {f™}52; es normal
sobre alguna vecindad U de zp. Entonces f"(z9) = zo para toda n, se sigue
que f"(z) no converge a oo en U. Por lo tanto existe alguna subsucesion de
{f"}f:u {f™}22, que converge uniformemente a una funciéon g sobre U, asi
[(f™) (20)] — |¢'(20)| por convergencia analitica. Sea A = f’(zp). Tenemos que

(7Y )l = 10 (20) |- (mveces)-(F) (z0)] = [AI™ = o0 ya que |A] > 1
por ser zy un punto repulsor de f, pero esto es una contradiccién porque
[(F") (z0)| = 19" (20)I-

Por lo tanto la familia de iteradas de f no es normal en zy.H

Corolario 2.2.1 Sea f : U — U una funcion analitica y supdngase que zy es
un punto periédico repulsor de f. Entonces la familia de iteradas {f™}52, de f
no es normal en zg.

Teorema 2.2.2 Sea f una funcién analitica. Sea zg € J(f) y sea U una vecin-
dad de zo . Entonces | J -, f"(U) omite a lo mds un punto en C.

Demostracion. Si f”(U) omite dos puntos, entonces { f™}22; sera una familia
normal en U por el teorema de Montel, lo cual es una contradiccion. B

Corolario 2.2.2 Para todo n € N, el conjunto de Fatou F(f™) de la n-ésima
iterada coincide con el conjunto de Fatou F(f).

Demostracion. Sea z € F(f) y sea U una vecindad de z sobre la cual las
iteradas f™(U) formen una familia normal. Por el teorema de la funcion abierta
f™(U) es abierto, si {f™} es una subsucesién convergente en U , {f™ !} es
una subsucesion convergente sobre f(U). Similarmente f~1(U) es un abierto
y sobre cada componente de f=1(U), {f™1} es una subsucesiéon convergente.
Por lo tanto para todo n € N, el conjunto de Fatou F'(f™) de la n-ésima iterada
coincide con el conjunto de Fatou F(f). B
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Corolario 2.2.3 Para todo n € N, el conjunto de Julia J(f™) de la n-ésima
iterada coincide con el conjunto de Julia J(f).

Teorema 2.2.3 Sea R: U — U una aplicacion racional si deg(R) > 2, enton-
ces el conjunto de Julia J(R) es no vacio.

Demostracion: Si J(R) es vacio entonces la familia {R"} es normal en C
y como la funcion grado es continua esto implica existe una subsecuencia de
funciones de R™ en la cual cada funcién tiene el mismo grado. Sin embargo
deg(R") = [deg(R)]™ y esto immplica que R tiene grado uno contrario a nuestra
supocision inicial .l

2.2.1. Clasificacién de componentes de Fatou

Antes de de clasificar las componentes de Fatou conviene dar dos caracteri-
zaciones muy importantes del conjunto de Julia para funciones polinomiles f.
La caracterizacion 1 que daremos es valida también para funciones racionales
en general , pero la caracterizacion 2 solo es valida para funciones polinomiales
ya que para funciones racionales el punto al co no necesariamente es un punto
superatractor, ni siquiera atractor (ver [2]).

Definicién 2.2.3 FEl conjunto de Julia lleno de un polinomio f, denotado por
K(f), es el conjunto de puntos que sus drbitas son acotados bajo la iteracion de

f.

Caracterizacion 1.
El conjunto de Julia J(f) de cualquier funcién polinomial f es igual a la
cerradura del conjunto de puntos periodicos repulsores de f.

Caracterizacion 2.

Si el conjunto de Julia no es todo el plano complejo, entonces el conjunto de
Julia J(f) es la frontera del conjunto de Julia lleno K(f), es decir, la frontera
del conjunto de orbitas acotadas y el de las orbitas que escapan al infinito.

Definicion 2.2.4 Supdngase que zy es un punto periodico de f de periodo n,
entonces la orbita de zy es:

1. Atractora si 0 < |(f™) (z0)] < 1.
2. Superatractora si (f™) (z0) = 0.
3. Repulsora si |(f™) (z0)| > 1.

4. Neutral si |(f™) (z0)] = 1.

El niimero A = (f™)'(20) es el multiplicador de la orbita periddica (notemos
que esto es una generalizacion del multiplicador de puntos fijos y ademds nos
da una definicion mas detallada de los mismos).
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Del hecho que el conjunto de Fatou es completamente invariante, la imagen de
una de sus componentes conexas es otra componente conexa. Una componen-
te conexa U del conjunto de Fatou es periddica si existe un entero n tal que
f(")(U) = U. La dindmica de f(") en una componente periédica U puede ser
una de las siguientes:

e Existe un punto fijo atractor de f™ en U y U esta contenido en el dominio de
atraccion del punto fijo.

e Existe un punto super-atractor de f™ en U y U esta contenido en el dominio
de atraccion del punto fijo.

e Existe un tinico punto fijo de f™ en 90U, el cual es racional indiferente, y U
esta contenido en el dominio de atracciéon de este punto fijo.

e La restriccion de f™ a U es conformente conjugada a una rotacién irracional
del disco unitario abierto en el mismo dado por z — Az.

e La restriccion de f™ a U es conformemente conjugada a una rotacioén irracional
de una region anular en si mismo.

Definicién 2.2.5 Decimos que que un conjunto A es errante si f"(A)Nf™(A) =
0 para toda n > m > 0.

Un teorema muy importante sobre componentes errantes es el siguiente(ver
[11]):
Teorema de Sullivan. El conjunto de Fatou de una aplicacién racional no tie-

ne componentes errantes, dicho de otra manera, cada componente del conjunto
de Fatou es eventualmente periddica.

2.2.2. El Conjunto de Mandelbrot

En esta seccién cinsideraremos un polinomio cuadratico de la forma P(z) =

ag + arz + agzz.

Proposicion 2.2.1 Para cada polinomio cuadrdtico P(z) = ag + a1z + a9 2>

eziste, ¢ € C, tal que P y P. = 2> + ¢ son conjugados via una transformacion
de Mobius y de hecho esta conjucacion es una funcion afin de la forma az + b
con a,b e C.

Demostracién 6 Sean P(z) = ag + a1z + a22?, P. = 22 +cy ¢ = az +b
con ag,ay,aza,b,c € C tales que aay # 0. Queremos probar que (v o P)(z) =
(P.o)(2), es decir,

Plag + a1z +azz?) = (Y(2))? +ec
alag + a1z +ax2®) +b = (az+b)? +ec.
aap + b+ aa1z + aasz® = a’2® 4+ 2abz+ 0% +c.
De aqui se obtienen las siguientes ecuaciones: aay + b = b% + ¢, aa;

2
2ab, aas = a®. Resolviendo obtenemos que a = as, b = Gy c=apay+ G — %1
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observacién. Esta proposicion nos muestra que el estudio dindmico de los
polinomios cuadraticos lo podemos reducir al estudio de los poliomios de la
forma P, con la ventaja de que estos ultimos estan parametrizados por C.

Definicién 2.2.6 El conjunto de Mandelbrot en el ¢ - plano se define como
M= {c: K(f.) es conexo } C C.

Recordemos que K (f) denota el cojunto de Julia lleno asociado a f( ver de-
finicién 2.2.3). Notemos que el conjunto de Mandelbrot (espacio de pardmetros)
es el conjunto M de todos los c-valores para los cuales la érbita del punto critico
bajo f. es acotada. Si |¢| > 2, entonces se tiene que lim, . fJ'(z) = co. De esto
resulta que M C D2(0) = {c € C : |¢| < 2}. La estructura de este conjunto al
igual que la de los conjuntos de Julia es muy complicada como se aprecia en la
figura:

Definicién 2.2.7 Una aplicacion racional R : P! — P! de grado d > 2 se dice
hiperbolica si las orbitas de los puntos criticos convergen a los ciclos periodicos
atractores de R.
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Aplicando esta definicién a nuestro polinomio fc(z) = 22 + ¢ tenemos los
siguientes conceptos.

Definicién 2.2.8 e Una componente U del interior del conjunto de Mandelbrot
se llama hiperbolica si f.(z) es hiperbolico para alguna c € U.

e La parte hiperbolica del conjunto de Mandelbrot consiste en todos los
c—walores para los cuales f. es hiperbdlico.

e Una componente conexa U del interior del conjunto de Mandelbrot se lla-
ma hiperbolica si f.(z) es hiperbolico para alguna ¢ € U. A las componentes
hiperbolicas de M también se les llaman bulbos.

Mediante calculos hechos con computadora se obtuvieron los periodos de las
orbitas para ciertos ¢, dichos periodos corresponden a los bulbos que contienen
a cada c.

c | Periodo del Bulbo |
—0,12 4 0,752 3
—0,5+ 0,561
0,28 4 0,541
0,38 + 0,333:
—0,62 4 0,432
—0,36 4+ 0,627
—0,67 + 0,347
0,39 4 0,227

O ©| 00| ~J| U W= Ut

Para calcular el nimero de componentes hiperbolicas, es decir, el ntimero de
bulbos, de periodo n utilizamos la la definicién de centro de un bulbo:

Definiciéon 2.2.9 Decimos que ¢ es el centro de un bulbo de periodo n <~
fe0)=0

Notemos que la definicién anterior nos ayuda a localizar los centros de los
bulbos de periodo n, pero claro que un bulbo de periodo n también lo es de
2n, 3n,etc,... por lo que tendremos que descartar algunas raices de f'(0) = 0
para encontrar los bulbos de periodo exactamente n. Para los casos n = 1,2,3
tenemos que:

£ = e
f20) = S+e
20) = d+28+E2 +e

Los bulbos estaran dados por las raices de los polinomios:
P.=c
para el caso n = 1 solo hay un bulbo donde el centro esta en ¢ =0

Qc:C+1
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para el caso n = 2, tenemos un solo bulbo y el centro esta en ¢ = —1

T.=c4+22%+c+1

para el caso n = 3 hay tres bulbos y losc centros de estos bulbos (componentes
hiperbolicas) estan en:

(9v23 - 25v3) (—v3i—1)+23 380 — 423 38 (9v23 — 25v/3)® — 23 3}
628 3% (9123 —2513)°

c1 = )

Cy — 9

(9v23 - 25v3)® (V3i—1)—2338i— 42538 (9v23 - 25v3)® — 23 3}
628 3% (923 —2513)°

(9v23 —25v3)° — 22438 (923 — 25+/3)° + 25 33
32835 (923~ 253)°

C3 —

]
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Capitulo 3

El Moduli de aplicaciones
racionales sobre la esfera de
Riemann.

3.1. Descripcioén del espacio Rat; de funciones ra-
cionales de grado d.

Para cada entero d > 1 consideramos el espacio Raty de todas las funciones
racionales R = % de grado d.

Para k € N, sea Py, el espacio de polinomios complejos de grado k con coeficientes
complejos. Como espacio vectorial sobre C, Py, tiene dimension k+1, el cual esta
generado por {1, z, 22, ..., zk} Denotando por O el polinomio identicamente cero,
entonces se tiene que Py, x P, — {(0,0)} ~ C?**2 - {((0,0,...,0))}. Entonces la
proyectivizacién de Py, x P, — {(0,0)} es lo mismo que proyectivizar C2#+2 —
{((0,0, ...,0))}, es decir, P(P, x P, — {(0,0)}) = CP**1,

Sean n,m € N. Consideremeos p(z) = apz" + -+ ag € Py, q(z) = bpz™ +
--++bg € Pp,. Sean z1, .., z, las raices de p y wy, ..., wy, las raices de ¢q. Definimos
la funcion Resultante, Result, dada por:

Resulty, m : P, X Py — C, (p,q) — ap'b) 112 H}":l(zi —wj)

n “m>ri=1

Notemos que Result,, ,,(p,q) = 0 si y solo si p(z) y ¢(z) tienen al menos una
raiz en comun.

Sean p(z) = agz?+---+ag,q(z) = bgz?+---+by € Py. Consideremos la funciéon
7 : Py x Py —{(0,0)} =~ C?*2 - {(0,0...,0)} — Ratyq dada por 7(p,q) =
m(ag, ..., a0, bd, ..., bo) = % Notemos que si A € C — {0}, 7(Ap, A\q) = 7(p, q), en
particular 7 no es inyectiva. Sea Wy := {f = £ € Ratq : Result(p(z), q(2)) = 0}.
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Para f(z) = %7125 € Ratg, definimos 7 : Raty — (CP**™ —W),) dada por
agz?+ -+ ag

T =7 T b

)i=lag: - :tag:bg---: b

Es facil ver que 7 es un isomorfismo y por lo tanto tenemos que Raty tiene
una estructura compleja de dimension 2d+1 con la topologia euclidiana. Por otra
lado, como Wy viene determinada por ecuaciones de la forma Result(p, q) = 0,
entonces W, es un conjunto algebraico en (C]P)M“, esto es, Wy es un cerrado en
la topologia de Zariski en CIP’2d+1, por lo tanto con esta topologia Raty es un
abierto de Zariski en CP?*™ (Ver definicion 1.2.7). En este sentido un elemento
arbitrario de Ratg se le llama génerico.

Para d = 1 el espacio Rat; puede ser identificado con el grupo modular
PSL(2,C) = SL(2,C)/(£I). Nosotros nos centraremos en el caso d = 2, donde
el espacio Ratsy, consiste de todas las funciones racionales cuadraticas

2
F(2) = M _ a0z2+a1z+a2
q(2) boz2 + b1z + bsy

por lo que identificamos Raty como un conjunto abierto del espacio complejo
proyectivo CP® que consiste de los puntos [ag : a1 : a2 : bg : by : ba] € CP° para
los cuales el resultante

apg a1 a2 0
0 apg a1 a2
bo b by 0 |70
0 b1 by b3

Result(p, q) = det

3.1.1. El Espacio M, de Clases de Conjugaciéon Holomor-
fas

Sea v4(n) el nimero de puntos periodicos de periodo n de un polinomio
complejo f de grado d > 2 sabemos que sus puntos fijos estan dados por la
ecuacion f"(z)—z = 0 de grado d" y que los puntos fijos de periodo exactamente

m dividen n si
d" = Z vg(m).
mln

Nosotros podemos calcular facilmente de manera inductiva v4(n) por ejem-
plo,

d = Y va(l)

m|1

d = I/d(l)
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? = Z va(m)

m|2
> = va(l)+va(2)
d? = d+Vd(2)
ve(2) = d*—d
I/d(S) = d3—d
vad) = d*—d?

Ahora regresemos al estudio de las funciones racionales cuadraticas, escoja-
mos por ejemplo la siguiente forma normal de una aplicacion racional de grado
dos:

f(z) = S S
Calz+z ) +b

y escribamos la n-ésima iterada de f, f™, como el cociente de dos polinomios

f71(z) = 222 con deg(gn) = 2" > deg(py) Las soluciones de f"(z) = z, es decir,

B .qn(Z) .
las soluciones de la ecuacion

an(z) _pn(z) =0

son los puntos fijos de f"(z) que tiene grado 2™ + 1y definimos los polinomios
®,, como los polinomios tales que las raices de ®,, son los puntos periodicos de
periodo exactamente n y entonces

Z(]"(Z) —Pn(Z) = H D,
m|n

y ademés podemos calcular inductivamente ®,,como sigue

2qn(2) — pn(2)

m#n

IR
m|n

o, =

donde ®1(z) = zq(z) — p(z). Notemos que ®;(z) tiene grado 3 y ®,(z) tiene
grado va(n). En particular, ®3(2) tiene grado v2(3) = 2% — 2 = 6.

Definiciéon 3.1.1 Decimos que f,g € Raty son conformemente equivalentes si
existe un biholomorfismo h : P! = CU {oo} — P! tal que ho f = goh.

El grupo PSL(2,C) = SL(2,C)/(£I) actua en Ratq por conjugacion:

PSL(2,C) x Ratq — Ratg, (g,f) — go fog ' € Raty.

Al espacio cociente de esta accion lo denotamos por

M, :=Raty/PSL(2,C),
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A este cociente le llamamos espacio moduli de transformacionales racionales
de grado d. Por medio de esta accién decimos que dos funciones en Raty son
holomorfamente conjugadas si pertenecen a la misma orbita.

Observaciones.- (i).- Para el caso d = 2, tenemos que todo polinomio cua-
dratico es conjugado a un polinomio de la forma P.(z) = 22 + ¢,c € C(Ver
proposicion 2.2.1). Asi para estudiar My debemos estudiar la dinamica del con-
junto de Mandelbroth.

(ii).- La accion anterior no es libre. Por ejemplo ¢g(z) = —z actua trivialmente
en cualquier funcién impar, por ejemplo si f(z) = a(z+271), entonces gfg~! =
—(=24(=2)"") = 2421 Por lo que es posible que el espacio cociente My tenga
singularidades, sin embargo en esta seccion veremos que es posible identificar
M con el espacio afin C2.

Para describir la estructura afin de My primero estudiemos los puntos fijos.
Toda aplicacién f € Rato tiene tres puntos fijos z1, 29,23 € Cs. Sea p; el
multiplicador de f en z;,7 = 1,2, 3, es decir, u; = f'(z),i = 1,2,3. Sean

o1 = o1(p, p2, pi3) = p1 + p2 + ps, 02 = o2(pi1, o, B3) = pipe + paps +
Uspe, 03 = os(p1, g2, p3) = p1pzps las funciones elementales simetricas de estos
multiplicadores, es decir py, o y pg son las raices del polinomio ménico

25— 0122 + 092 — 03 = 0. (3.1)
En general si tenemos un polinomio ménico de grado n
P2)=(z—t))(x—ta) - (z—ty) = 2"+ apn 12" '+ +arz+ap
entonces tenemos las relaciones:
ag = (=1)tity-- -ty
ar = (D" ity +tits 4 Ftp 1t

i <<
n
1 Z
An—1 = (*1) ti
i=1
Al polinomio
Op = E til tz,
iy <<y
se le llama r-esimo polinomio simétrico elemental en ¢1, ..., 1,.

Proposicién 3.1.1 Sea f una funcion racional de grado d y p; los multiplica-
dores de sus respectivos puntos fijos, entonces, p; = 1 si y solo si z; es un punto
fijo multiple tal que z; = z; para algin i # j.
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Demostracion. Como ya hemos visto toda funciéon racional de grado d tiene
d + 1 puntos fijos entonces la ecuacion f(z) —z = 0 tiene d + 1 raices contando
multiplicidades, es decir, d+ 1 puntos fijos, entonces podemos escribir f(z)—z =

A1 d+1
ag Hfill(z—zz) y al derivar obtenemos f'(z)—1=ay Y, [] (2—z;)conloque
i=1 j=1,i%)

concluimos que f'(z;) —1 =0 <& z; = z; para i # j, es decir, y; = 1 & z; = z;
para i # j. B

Definiciéon 3.1.2 Sea f una aplicacion racional no constante. Sea p un punto
fijo de f, es decir, f(p) = p. El indice holomorfo, indhol,(f), de f enp, se define
como el residuo en p de la 1-forma #z(z), es decir, indholy(f) = resp(%),
el cual es independiente de la eleccion de coordenada. En este caso dicho indice
es igual a ﬁ si el multiplicador \ en p es diferente de uno.

Lema 3.1.1 Sea f una funcion racional de grado dos con multiplicadores i1, pa, 3.
Estos tres multiplicadores determinan f hasta conjugacion, y solo estan sujetos
a la siguiente condicion

papops — (p1 + p2 + pz) +2 =0, (3.2)

0 en otras palabras
g3 20'1—2. (33)

Por lo tanto el espacio Mo con coordenadas (o1,02) es candénicamente iso-
morfo a C2.

Demostracion 7 A veces usaremos la notacion (f) = (p1, po, 13) para la clase
de conjugacion de la aplicacion f que tiene puntos fijos con multiplicadores
w1, oy 1. Si pyps # 1 entonces podemos resolver (38.2) para

2= — e

= 3.4
M3 1— jpio ( )

Ahora si pipe =1 = p1 = 1/ps y 3.2)- se reduce a

1 —1—p3+2 —(p2 — 1)?
ps = (— +p2+ps) +2= poh 2y _ ~(pz = 1) =0,
M2 2 H2

de donde concluimos ps = p1 = 1 = 21 = 22 es un doble punto fijo. En este
caso 3 puede ser arbitrario.

Primero supongamos que p; # 1 es decir no hay punto fijo doble. Tenemos
la identidad fundamental
1
> =1 (3.5)

1 —p
la cual se prueba de la siguiente manera:
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Sabemos por variable compleja que f(c #z(z) =2mi Yy residuos de(%(z)).

Notemos que los polos de #(Z) son exactamente los puntos fijos de f. Para
calcular el residuo en z1 por ejemplo, por un lado evaluamos (z — zl)#(z) en
1

Pero por otro lado, esto es eractamente ——.

z1 para obtener s

1
(z1—22)(21—23)

Asi la integral anterior es igual a 273y Ahora notemos que

1
1—p;”

1 # — lm L(Z)
Iz -0 2(2 — f(2))

Por medio de una transformacion de Mobius podemos suponer que f(co) es
finito, por lo tanto el limite anterior es igual a 0. Asi tenemos que:

/ dz ~ lm dz
c.. 2= f(2) R—oo [, =g 2 — f(2)
d
= lim &
R—o0 |z|=R z
= 2m
Y conseguimos la igualdad > 1%% = 1. Sustituyendo esta iltima igualdad en

(8.2) tenemos que

1 1 1

1—M1+1—M2+1—M3 =1
(L= p2)(X = pz) + (1= pa)(X = p3) + (1 = pa)(L = p2) = (1= pa)(1 = p2)(1 — pu3)
3+ pops — po — p3 + papis — 1 — pH3 + paple — 1 — e = 14 pipe — pn — plo — ps
—H1p2p3 = s+ peps
2=2(m tp2+p3) = —(p1+p2+ ps) — (papeps)
2= (1 +p2+ps) = —(nipaps)
papizps — (p1 +p2 +p3) +2 = 0

que es el resultado esperado.
Ahora si suponemos puy = 1 entonces zy es un punto fijo doble es decir
21 =29 Yy 1 = 2 = 1 y veamos que

papaps — (1 + p2 4+ ps) +2=ps — (2+p3) +2=0

es decir, se cumple (3.2)

Ahora veamos que {1, 2, 3} determinan f hasta conjugacion. Primero
consideremos una aplicacion f con al menos dos puntos fijos distintos. Despues
conjugamos con una transformacion de Mobius tal que estos dos puntos fijos
sean 0 y oo, es facil ver que f es de la forma

az+b

f(z) = Zm»
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cona #0,b#0,yab—>bc # 0 entonces f tiene grado dos. Despues
multiplicando el numerador y denominador por una constante, podemos asumir
que d = 1. Si reemplazamos f(z) por f(kz)/k, el efecto de multiplicar a y ¢ por
k. Asi hay un 1inico valor de k con el efecto de reemplazar a por 1 y esto nos
da la siguiente forma normal

f(z)= z;ibl con 1 —bc#0 (3.6)

con b= p1 yc= p2 son evidentemente los multiplicadores en 0 y oo respectiva-
mente. Asi [ esta unicamente determinada hasta conjugacion holomorfa por los
multiplicadores p11 y p2 asociados a cualquiera dos puntos fijos distintos. Aqui
el determinante 1 — pi1 02 no puede anularse, pero no hay otras restricciones en
w1y p2. El multiplicador del tercer punto fijo esta determinado por 3.2.

Ahora supongamos que f tiene un solo punto fijo. Despues podemos conjugar
a f con una transformacion de Mobius tal que el punto fijo z1 = zo = 23 es el
punto al infinito,y con f~'(00) = {0,00}. Sabemos por variable compleja que si
una funcion holomorfa p : C — C satisface que lim,_, o, p(z) = 0o entonces p un
polinomio complejo. Esto implica que f es de la forma f(z) = p(2)/z para algin
polinomio cuadratico p(z). La diferencia f(z)—z = W no puede tener ceros
en el plano finito, asi p(z) — 2 debe ser constante de modo que f(z) = z + £
con puntos criticos ++/c si normalizamos de modo tal que los puntos criticos de
f sean +1 entonces c =1y

f(z)=z+2z"4 (3.7)

En este caso el multiplicador en el 1inico punto fijo esta dado por p1 = o =
us =1 y otra vez las clases de conjugacion estan unicamente determinadas por
estos multiplicadores.

FEvidentemente podemos hacer una tripleta que cumpla con 3.1. Finalmente
notemos que la colecccion no ordenada de multiplicadores {j1;} es determinada
por las tres funciones elementales simetricas o; = oy (@1, 2, p3),j = 1,2,3,
mientras la ecuacion 3.2 muestra que os esta determinado por o1 y esto completa
la prueba del lema. R

Definicion 3.1.3 Para cada n € C sea Peri(n) C Ma el conjunto de todas las
clases de conjugacion (f) de funciones f que tienen un punto fijo con multipli-
cador igual a n

Lema 3.1.2 Para cada n € C el lugar geométrico de Peryi(n) C Mz es una
linea recta con respecto a las coordenadas o1 , 02, y la ecuacion de esta linea
viene dada dado por

orx=m+n o - +2n7") (3.8)

mientras Pery(0) es la linea vertical o1 = +2.
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Demostracion. Por definicion de o; los multiplicadores son las raices de 3.1,
es decir, si 1 es multiplicador, n satisface 3.1 y asi tenemos que

3 —on? 4+ o9n—o3 =0

y recordemos que de o3 = o1 — 2. B
Se tiene que las curvas Pera(n) son lineas paralelas de pendiente —2 dadas
por la ecuacion
201+ 02 =1

Definicion 3.1.4 Para un entero n > 1 y cualquier numero n # 1 en C, sea
Pery,(n) el conjunto de (f) € My que tienen un punto periddico de periodo n y
multiplicador 7.

Sea N el nimero de ciclos de periodo n de una aplicacion racional(genérica
)de grado dos. El locus Pery,(n) se identifica con el conjunto de ceros de la
ecuacion n¥ + anylnN_l +---ftopn =0, donde {0, ,,7 = 1,...,N} son las
funciones simetricas elementales de los multiplicadores de los ciclos de periodo
n. Joshep Silverman (ver [10]) demostro que las funciones {o, .} son funciones
polinomiales en las variables o, 1,0, 2 con coeficientes enteros.

Teorema 3.1.1 Para cualquier n € C, el grado de la curva Per,(n) C My es

1va(n), donde los niimeros va(n) estan definidos inductivamente por la formula

2" = 5" wo(m). Donde esta suma es sobre todos los enteros positivos m que
mln

dividen a n. FEquivalentemente, este grado es igual al nimero de componentes

hiperbolicas de periodo n en el conjunto de Mandelbroth.

Daremos un bosquejo de la demostracion. Una prueba completa se encuentra
en ([8], pag. 44-45). En tal prueba, Milnor hace uso de algunos resultados de la
tesis doctoral de T. Bousch: "Sur quelques problemes de dynamique holomorphe”

Sabemos que Per,,(n) es una curva algebraica en My ~ C2. Consideremos la
copmpactificacion de Ma, M. Sea Per,(n) la cerradura proyectiva de Per,(n)

en My ~ CP?. Por el teorema de Bezout(ver [6], pag. 47) se tiene que el grado
de una curva en CP? es igual al nimero de intersecciones con cualquier linea

proyectiva contando multiplicidades. Para calcular el grado de Pery,(n) vamos
a considerar la cerradura de Pery(0) con ecuacion oy = 2 6 o3 = pypops = 0.
Notemos que esta linea se puede identificar con el conjunto de todos los po-
linomios cuadraticos f(z) = 2% + ¢ que tienen multiplicador cero en el punto
oo(aqui oy = 4c). La cerradura Peri(0) dentro de My contiene un punto al

infinito [1: 0 : 0]. Por el lema anterior Per,(n) no contiene a este punto. Por
lo tanto podemos considerar la interseccion de estas dos curvas en la parte finita
de CP2, es decir, consideraremos la interseccion antes descrita en C2.

Primer caso n = 0:
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Los puntos en Pery(0)NPery,(0) se pueden describir como clases de equivalencia
de aplicaciones f.(z) = 2% + ¢, donde z = 0 es punto critico que tiene periodo
n bajo f.(Ver proposicion 2.3.1). Por definicion estos son los centros de las
distintas componentes hiperbolicas de periodo n en el conjunto de Mandelbroth.
Se sigue que ¢ no puede ser una soluciion multiple a la ecuacion f2"(0) = 0(ver
[5]), por lo tanto la interseccion es transversal con multiplicidad de interseccion
uno. Una idea analoga para |n| < 1 muestra que las curvas Pery(0) y Per,(0)
se intersectan transversalmente, con exactamente un punto de interseccion en
cada componente de periodo n del conjunto de Mandelbroth.

Para demostrar que este niumero de interseccion es %vz (n), notemos que la ecua-
cion f2(0) = 0 es un polinomio en ¢ de grado 2"~ ( notemos que fo"(z) — z
tiene grado 2™ en z), es decir, el nimero de centros en el conjunto Mandelbroth
con periodo que divide a n es 2"~ . Como podemos eliminar aquellos centros de

periodo m, donde m divide a n, obtenemos el nimero %vg(n).

Caso |n| > 1:

Sea Q= {(c, 2)|fS™(2) = 2} C C2%. Los puntos de Q, corresponde a puntos z
de periodo m bajo f. con m|n. Sea Q, C Q; la union de aquellas componen-
tes irreducibles de Q} para las cuales un punto generico (co,zo) tiene periodo
exactamente n bajo f.,. Por un resultado de T. Bousch, Q,, es irreducible. Note-

mos que podemos escribir QF = | Qm donde la union se toma sobre todos los
m|n
enteros m que dividen a n. El grupo Z, induce una accion sobre Q.,,, es decir,

L X Qn — Qn : ([kj]’ (Cv Z))) - (Cv fck)v

Consideremos la variedad cociente P, por esta accion. De esta manera un punto
de P,( el cual es una clase de equivalencia) se puede describir como un par
(¢,{z:}). dicho par consiste de un parametro ¢ y una orbita periodica {z1 —
29 — -+ } bajo f. el cual, al menos para un punto genérico de P, tiene periodo
exactamente n. Notemos que fijando z la ecuacion fo"(z) = z tiene grado 2™ —1
en c. Esto hace ver que la proyeccion 7 : Q) — C dada por ©(c,z) = z tiene
grado 2™ — 1( Recordar que el grado de una aplicacion es la cardinalidad de
la imagen inversa de cada punto en C contando multiplicidades. Ver definicion
1.2.6.). Sirestringimos w|q, : Qn — C se tiene que la correpondiente proyeccion
tiene grado %vz(n) ya que %vg(n) es el grado en la variable ¢ del polinomio Q.
Si{z =21 = 20 — 23 — -} es la orbita de z bajo f., se sigue que cada
proyeccion mj : Qn — C,mj(c, z;) = z; es de grado %UQ(TL). Se tiene ademds que
mdodulo una constante, el multiplicador n = (221)(222) - -+ (22,) de la anterior
orbita periddica es el producto zi - - - z,. Notemos que Q, C C* — C". Asi Q,
es una curva algebraica de grado de %vz(n) en C" C CP".

Sea h : C" — C dado por h(z1,...,2,) = 21+ - 2. h es un polinomio homoge-
neo en n variables de grado n. Sea a € C,a # 0, el conjunto H := {(z1, ..., z,) €
C™W(21y ey 2n) = 21+ 2n, = a # 0} = h™Y(a) es una hipersuperficie de grado n
en C™. Dado que el grado de Q,, es %’1}2(77,) y el grado de H es n, se tiene que la
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interseccion de H con Q,, contando multiplicidades es %nvz(n) (teorema de Be-
zout). Estas intersecciones se tienen en C" ya que como cualquier z; que tienda a
infinito dentro de Q,, las restantes z; tienden también a infinito. Sea C,, el espa-

cio vectorial complejjo generado por . De lo anterior tenemos que la proyeccion
n

al n — plano dada por Q,, — C,, (c,z) — n tiene grado Y 1va(n) = %m}g (n).
1

Notemos que la aplicacion Q,, — P, dada por (c,z) — (c,{z;}) tiene grado n,
entonces la proyeccion (¢, {z;}) — n de P,, al n—plano C,, es de grado %1}2 (n), es
decir, para una eleccion genérica de 7 tenemos %Ug(’n) puntos en P, los cuales
corresponden a %’Ug (n) puntos distintos del c—plano. Esto hace ver que la curva

Pery(n) C My tiene grado Sva(n).

Asi, cada Per,(n) es una curva algebraica en My con grado igual al ni-
mero de componentes hiperbolicas de periodo n en el conjunto de Mandelbrot.
Nosotros vamos a considerar el caso Pers(n).

3.1.2. Calculode 03, y 032

En este capitulo calcularemos los funciones simetricas elementales 03 1 y 03,2,
mostrando las dificultades que esto ocasiona. También, analizamos a fondo las
curvas algebraicas cubicas Pers(n).

Proposicién 3.1.2 Sea f : P! — P! una aplicacion racional de grado dos.
Las funciones simetricas elementales de los multiplicadores de los 3 — ciclos de
°3(2) satisfacen las relaciones:

031 = 0201+ 20% + 301 +2

032 = O'S + 40501 + 5020% + 20? — 209071 — O'% + 12071 + 28

DEMOSTRACION: Una funcion racional cuadratica es conjugada a una de la

forma
z

forl®) = G va 70

donde 0 es un punto fijo, es decir, f,4(0) = 0. De la definicién de o1 y 0 — 2,
un calculo sencillo muestra que

o1 = a Y(=b®+1-2a+4a?) (3.9)
oy = a *(—=b*+5a® — 2a — b*a® + 4a* — 4a®) (3.10)

v 2
fun(2) =a(l —2)(1 +2) (%‘”) . (3.11)

Sean z, — 21 — 2o b 2, ¥ W, — W1 — Wa — W, los elementos de los dos
3 —ciclos de f que se comportan de la forma indicada. Denotemos por 3.1, 3,2
los respectivos multiplicadores de estos dos 3-ciclos.
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Por definicion o392 = p3,1143,2 v esto es dado por

ri[f;,b<zi>ﬂf;,b<wj>

J

2 ) ,
o [[0 =)0 +2)(1 = w1+ (HZT) (H%>

7 %

03,2

Aqui los subindices 4,5 de los ultimos dos productos estan dados modulo
tres. Los ultimos dos productos se reducen a 1 de modo que reordenando los
subindices obtenemos:

2

o392 = H(l — z2)(1 — wy, kl_[ (T4 2z1)(1 + wg)
=0

k=0

y podemos reescribirlo como

o32=a"°|a° H(l -9 a® H(1+§) (3.12)

3 3

donde el producto es sobre todos los puntos £ de periodo 3. Sea @, (z) := P5(z).
Recordemos que el grado de ®3(z) tiene grado 1»(3) = 23 — 2 = 6 (ver seccién
3.1.1). Un punto z € C, tiene exactamente periodo 3 si y solo si satisface el

03
polinomio @, (z) = 0, donde ®, (%) esta dado por ®,.(z) = 228’ el cual es

igual a:

ba® — — 2ba*)2®
2a4—3a —3b%a® — a® — a® + a® — 3a*b? — 4b*a® — ab?)2?

+ (=
+ (-
+ (=ba — 2b%a* — 2b%a — b — 6ba* — ba® — 6ba® — ab® — 6ba®)2®
+ (=
+ (-

2ab* — 5b%a® — 2a° — 3a° — 3a* — 3a?b? — 5b%a® — a?)2?
ba? — 4ba® — 4ba* — 3ba®)z — a® — a® — a*

por otro lado, el polinomio ®, ;(z) también lo podemos ver como

2) =a’ H(z—&) (3.13)
1S

donde el producto es sobre todos los puntos ¢ de periodo 3 y reescrimos la
ecuacion 3.12 de la siguiente forma

a%039 = By p(+1)Pyp(—1) (3.14)
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Por un lado podemos considerar la ecuacién 3.14 como un polinomio en la
variable b. Resolvemos 3.9 para b? y obtenemos
sustituimos en 3.14 y obtenemos la siguiente ecuacion:

(160372 - Ql =0 (315)
donde @ es el polinomio en a y oy:
a® + (403 + 160, — 1607)a® + (803 + 160, — 2403)a”
a® + (80} — 1607 + 1601)a®
a* 4+ (6 — 807 + % + 301)a®
a® +301a — 1 (3.16)

(=607 — 8+ 0% + 120,
+(100% + 16 — 2007 + 2401
+(40% + 140y — 1107
(—307 + 40y

—_ — — ~—

de nuevo resolvemos 3.9 para b? y sustituimos en 3.10 con lo que obtenemos
Q2:=12—01)a® +020> —01a+1=0 (3.17)

Finalmente podemos eliminar el coeficiente a al calcular el resultante del
lado izquierdo de las ecuaciones 3.15 y 3.17 con respecto a a. Dicho resultante
es

(2 — 01)* (05 + 40301 + 50207 + 208 — 20901 — 0% + 1201 + 28 — 03.2)°.

Es facil ver que el primer factor no se anula en el caso genérico. Asi, el
segundo factor debe anularse, es decir, o3 + 40301 + 50207 + 203 — 20201 — 0% +
1201 + 28 — 032 = 0. Esto 1ltimo nos da la expresién para o3 2.

Notemos que si z1, 22, 23 son los puntos fijos de fy p; = f'(2i),7 = 1,2,3 son los

respectivos multiplicadores asociados a estos puntos fijos, por la regla de la ca-

dena tenemos que (f°%)'(2;) = f'(f°*(2:)) - (f°)(2:) = f'(z) - f'(f(2)) ' (2:) =

() f(z:) f'(z:) = i Para el célculo de 03,1 aplicamos la formula del indice

holomorfo pero para el caso f° y se tiene que : > indhol,(f) = 1(cuya
p.f(p)=p

prueba se dio en el lema 3.1.1) para f°3 la cual es

3

3 3 1
+ +Y ——=1 (3.18)

1—p31  1—p3p = L —p;

Usando la definicién de 031 y 032 obtenemos
3 3 2 —
+ —3 ( 78,1 ) (3.19)
L—p31  1—p3p 1 —o031+032

Por medio del paquete SF de MAPLE(ver [12]) el cual hace calculos de
expresiones que envuelven funciones simetricas, se obtiene que

i 1 3 — 603 + 60201 — 20% — 3010903 + Jg’ + 30%
1 -y

_ 3.20
= 1 — 303 + 30901 — U% — 3010203 + ag’ + 30% — O'g’ ( )

42



y sustituyendo 3.19, 3.20 y la relacion o3 = 0; — 2 en la ecuacion 3.18 y resol-
viendo para o3 jobtenemos

031 = 0201 + 20’% + 301 +2
y con esto concluimos la prueba.ll

Teorema 3.1.2 Pers(n) es no singular para n # —8,0,1. Para cada n el j-
invariante de Pers(n) esta dado por

1 (n+2)3(n° + 602 + 228y + 8)3

)n) = 1728 n(n+8)3(n—1)8 (3.21)

DEMOSTRACION: Para llegar a la expresion j(n) se hace la siguiente sucesion
cambios proyectivos de variable en CP?:

o1 = T1—Y1 ry = €2 T2 = T3
o2 = 2y —x1 Yy = % Y2 = Ys— %(77 - 4)($3 + 3)
1,2
xz = dxy(n—1) T4 = x+ 41;'(777_‘11”;11
ys = dya(n -1 4, = y

Estos cambios de variable nos lleva Pers(n) a la forma normal de Weierstrass
y? — 423 + gox + g3 = 0 donde

1 (n+2)(n® + 61 + 2287 +8)
92~ 192 (n—1)4

1 (n*—20n—8)(n* + 321> + 168> + 536m — 8)
13824 (n —1)8.

g3
3(,
Tomando en cuenta que el - invariante esta dado por j(n) = W%z(n)’
2 3
usando MAPLE se obtiene 3.21 y con eso concluimos la prueba. H

Esto nos hace ver que cada Pers(n) es una curva eliptica donde el j—invariante
esta en terminos del multiplicador n lo cual es sorprendente ya que relaciona
a los multiplicador 7 con curvas elipticas mediante la aplicacion n — 7(n). Un
resultado dado en ([3]) afirma que la aplicaciéon 77 — j(17) es un cubriente 12 a 1
de la superficie modular H/(PSL(2,Z)), dicha prueba esta fuera de los alcances
tedricos de este trabajo.
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