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� ���
�������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $

��%� 	&�'�� 
�������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��%��� (&���
�
� 
�������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��%��� )� #&����� �
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�
�������+ �
�
� �
���
�
� � �&�'�� 
��������� �%

��%�%� ,� ��'������
 j� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �-
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��
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�����
��
�� �� 
� 
�� ��� ��
	���� � �	 ��� ���	 �	�����
� 
	����� 
� �� ���� !��
��������� �� "�	������ ��"������� �	�
���� � �� 
������� #	�	�	���$ �� ��
���	
�	
��� 
� �����	��� ����	����� 
� "��
	 
	� �	��� �� ����� 
�	������� �	�
����
P1 = C ∪ {∞}�

�� ���� ����� ����
���	� �� �	�������� � 
�� ��
���	 �	
��� 
� �����	��� ��%
��	����� 
� "��
	 d �	��� P1& 
��� 
	�����	������ �	���
���� �� ���	 d = 2 ��
���� ��!����� �� �������� 
�����
	� '�����	 	������	 ���� �� 
� ������	��� 
��#	
��
���	 �	
��� �	� �� ��
���	 �	
��� 
� ������ ���
����� �	�
�����& ���	 ��& ��
�	
��� 
� �	�	� �	�
���	�( ��
��)���� 
� ������� �	�
����� 
� "*���	 ��	+�
���� ���������,��� � 
� ��� �����	��� ����	����� 
� "��
	 
	� ���
��� 
�	
��%

�
�� � ���������� 
������� � 
��#� ���������,��� � ����� ��� �����
������ �
"�	������� ��� ������������

-	���,��	� �� �� ��
����	 1 
����������� �	� 
�)����	��� ������� 
� �����%
��� �	�
����� .��������	� ��"��	� �	���
�	� � �������
	� 
� �����	��� ���
�����
� "�	������ ��"������� �	�
���� � ���	 �	 ���������	� 
��� �����
�� �� ������%
���� 
�� ��
���	 M2& �� ��
���	 �	
��� 
� ��� �����	��� ����	����� 
� "��
	
2�

�� �� ��
����	 2 ����
���	� ������� � 
� �����	��� ����	����� 
� "��
	 d&

��������	� ��"��	� �������
	� ��
	������� �	� ���
���	 � �	� ����������� ���	
������	�����	��� 
� �/����& ��� �	�	 �� �0���	 
� 
���	� )�	� 
� ������ ���	�
�	� �	���
�	� 
� 
���	 )�	& 
���	 
���	
��	& 	����� � �����
����
	�& 
��� ���
�
������ � ����	���� ��)���	� �	� �	�����	� 
� �����& 1��	� � �� �	�����	 
�
���
����	� M � 
����	� �	�	 �	���� �� �0���	 
� �	�
	������ #�
���	�����

� 
���	
	 n 
� M�

1��������� �� �� ��
����	 3 �	�������	� �� ��
���	 �	
��� 
� �����	��� ��%
��	����� �	��� P1 = C∞ 
� "��
	 d& ���	 ��& Ratd� 2����	� ��� !�� Ratd �� ��
������	 (�� �� �	
	�	"�! 
� 3����4�+ �� �����	 ��
���	 
�	������	� .	�����	������
����
���	� �� ���	 
��������� d = 2� -	�������	� M2 := Rat2

PSL(2,C) � �	�����	�

!�� M2 ≈ C2 ������
	 �� ������ !�� �� ���� � 
� PSL(2,C) �� Rat2 �	 ��
������

��)���	� Pern(η) ∈ M2 & �	�	 ��� ������ 
� M2 !�� ������ �� 
���	

���	
��	 
� 
���	
	 n � �����
����
	� η� -�������	� Per1(η) � Per2(η)�

�
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�� ���� ��
�� �����
	����� �� ��	�
� ��� ����
�
�� Pern(η) ��� �
	��� �����	����� �
��
�	��� �� �	��������
� �� ����	� �� ��������
�� ����	������� �� ��	���� n
��� �
�
��������	 η �� �� ����
�
� �� �������	�
� M� ��������
� ����
�����
Per3(η) ��� �
� 	��	����
� ���
��� ����
�
���� �� � ��
��! � ������� ��	 �
�
�� ���
�� �� ������������ 	��������� �� �	��� ��� �
� 
����� 
� �
�
� ��	������
�� ��	���� " � �
�
��������	 η ��
� ��
	�������
� 	���������� ��� �� ���
�� ��
�
	��� ����
���� ������
� �� j−����	���
��
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�� �� �
�� �� �
��� �������� �� ������ ���������
�� ������ ����
�� ����� ��� ��������� � �
��� �� �������	� �������
�� !
� ���
���
������� � �� ����� �� ���� ��������

������ �������	 
� ����
�� �	��
� � �����
�

�� ���� ����
�� 
�����
�
��� ��� ��������� "
�����������# ��� �� "��
�
�
������ $ "��
�
� �!

����
�
�� $� !
� �� ���� �� �� "��
�
� �!

����
�
� ��%�
�
��� ��� ����
���� �� &
�
� $ '���
 �� �� ���
�
�� 2 $ �� ������� �� (�)���
(����
 ��� ����
�� �����
���� ��� ��������� �� "��
�
� �!

����
�
� $ ������
���� ����� 
��� ��� ���
������ "
����� ������ �� ����� 
��
���� ���� �� �������
�� *������

��������� �	�	� ��� ������� �	 �
�����	
 L = {f : U → C} �	�����
 	� 
�
����
��� ���	��� U ⊂ C� 
	 ���	 �
	 	
 
�� ������� 
������	�	��	 ������� 	�
��
 ��
��
 �	�����
 �	 U 
� ���� ���� ��
�� �	����� V ⊂ U 	��
�	 
� ���	��
M(V ) ��� �
	 |f(z)| ≤M(V ) ���� ���� z ∈ V � ���� ���� f ∈ L�
��������� �	�	
 �	� L = {f : U → C} 
�� ������� �	 �
�����	
 �	�����
 	�

� ����
��� U � 
	 ���	 �
	 	
 
�� ������� 
������	�	��	 	�
�������
� 	� U � 
�
���� �
���
�	� ε > 0 	��
�	 
� δ > 0 ��� �
	 |f(x) − f(y)| < ε ���� ���� �f 	�
L� 
�	���	 �
	 x � y 	
��� 	� U � � |x− y| < δ�

��������� �	�	� �� U 	
 
�� �	������ ���	��� �	� ����� �����	�� C � F 	


�� ������� �	 �
�����	
 ���������
 	� U � �	����
 �
	 F 	
 
�� ������� ������

� 
���
���	 �
	�

��  ��� 

�	
�!� �	 �
�����	
 	� �� ������� F ��	�	 
�� 

�

�	
�!� �
	
����	�"	 
������	�	��	 	� �	������	
 �	�����
 ����	����
 	� U � �

��� #���	�"	 
������	�	��	 � ∞ 
���	 �
���
�	� ����
��� ���������

+



������� ����� ���������	
���

��� L = {f : U → C} ��� ������� �� ���
����	 �������
�	� �����
�	 L �	

��� ������� ������ 	� � 	��� 	�
�
 L �	 ����
������� �� 
��� ����� �� C�
��
 ���� ���� z ∈ U 	� ����� ��� {f(z) : f ∈ L} ����� 
�������� 
����
�� ��

C�

������� ����	 �������

�������	� ��� {fn}∞n=1 �	 ��� ������� �� ���
����	 �������
�	 �������	 	����

�� ������� U � 	������	� ��� � �	��� a, b ∈ C� a 	= b� ��� ��� fn(z) 	= a
� fn(z) 	= b ���� 
�������� n � 
�������� z ∈ U � !����
�	 {fn}∞n=1 �	 ���
������� ������ �� U �

������ �����		
�� �
���������	�

�� �������	
� ������
 �����	�� �� 
� �	���� ��� ���	��� ��� �
 �
��� ����
���

�� ����� ������ ���� 
� ������ ��	���	� �� R3 �	� �
 ��
� ������ ����
�� ������
�

��������� ������ ��� �
 ��
� ����� ����������� � �� ����� 	���
 ��� ���������� �


	���	��� ���� �� �� �����	� ������
 ����� ������ 
�� �����������	���� �� ���	��

����
����� � � ����	�������!


���
�
�� ����� "�	 �����	 ��� ����� 
�����#� #���� 
�� ∞ ������ �� �����

�����#� � �������� �������� ��� C∞ = C ∪ {∞}�

"
 	��
�	� �
 �#���
� ∞ �� ����	��
������� ��	
 �� �
 �����$�� �� 
�� �����%

������	���� �� ���	�� ����
����!

az + b

cz + d
, ad− bc 	= 0, a, b, c, d ∈ C

"���� ����	���� ��� 
�� ��	��� �	����	���� &�
������� �� C∞ �� C∞ � �� ������

��	���	��

S2 = {x ∈ R3 : |x| = 1},


����� ������ �� �	������ �� �
 ����
� ������	�� ���� 	��
�	� �
 ����� �


	���	��� '��� ����	�� ���� ����� �� �
 �
��� ��� ��� �� S2� 	����	������ � C
��� �
 �
��� �� R3 ���� ��� x3 = 0 � ����	������� 
� 
#��� ��� �������� �
 ��
�

����� e3 = (0, 0, 1) �� S2 � ���
��	�� ���� ����� x = (x1, x2, x3) �� �	�&� �������

"��� 
#��� ���(� �
 �
��� ����
��� �� �� ��	�� ������ ���� ���������
� ��

��������	(�

e3 + t(x− e3), t ∈ R

� �� ���� ����
	�

[e3 + t(x− e3)] · e3 = 0,

1 + t(x− e3) · e3 = 0,

)



t =
1

1 − x3
.

�� ������ �� �	�
� ���
���� � x ��

e3 +
1

1 − x3
(x− e3)

= e3 +

(
x1

1 − x3
,

x2

1 − x3
,
x3 − 1

1 − x3

)
=

(
x1

1 − x3
,

x2

1 − x3
, 0

)
��� ��	��� �����
��
� �� ��
� ��
�� �� ��
���� ���������� �	� �� �����

���

�� x ���� 
���� �� ����

��� �� (x1, x2)� � ��� ��������� �� ��
���� �	�

|z|
1

=

√
x2

1 + x2
2

1 − x3

����� z = x1 + ix2 ������ �� ���	�� ��� � !�� ���� �� ��
�� ������ �� ��"�� ��
#	�
��� $

ψ : S2 − {e3} → C� ���� ��� (x1, x2, x3) → x1 + ix2

1 − x3

%� �"��� �	� ψ �� 	�� ����

��� �� S2 − {e3} �� ����� 
������� C�

�� ψ �� ����

���� &��� �����
��� ��
� �� 
���
�	�� �� �������� '�������� �	�
�� z = ψ(x1, x2, x3)� 
��� (x1, x2, x3) ∈ S2� �� 
���� �	�

|z|2 =

∣∣∣∣x1 + ix2

1 − x3

∣∣∣∣2 =
x2

1 + x2
2

(1 − x3)
=

1 − x2
3

(1 − x3)2
=

1 + x3

1 − x3

� ����������

x3 =
|z|2 − 1

|z|2 + 1
���� 

(������

z + z =
2x1

1 − x3
,

�

x1 =
(z + z)(1 − x3)

2
=
z + z

2

(
1 − |z|2 − 1

|z|2 + 1

)
=
z + z

2

(
2

|z|2 + 1

)
,

x1 =
z + z

|z|2 + 1
���) 

��������
�� 
���

z − z =
2ix2

1 − x3
,

*



�� ����� ���

x2 =
z − z

i(|z|2 + 1)
��	
�

�
� �
����������� ψ �� ���������� �� ��� z ��������� (x1, x2, x3)	 ���������
������� ��� �� �������

π(z) =

(
z + z

|z|2 + 1
,

z − z

i(|z|2 + 1)
,
|z|2 − 1

|z|2 + 1

)
�� ������� �
� �� ��������� �� ψ	

 	 ψ �� �
���	 !� �"����
 �������
 ������� ��� π �� ������� ��� �������
�����#� �� ψ	

$������
 �
�����
���� ∞ �
� �� �
�
 �
��� e3 �� 
������ ��� ��������� �� S2

�� C∞� �� ���� �� �� �
���
 ������
	 % C∞ �� ������
� �� ������ �� &������	
% ���� ��������� �� �� ����� �� ��
������� ������
��"'��	 (�
������������ ��
�������� ��� �� #��������
 ��� �x3 < 0� �
�����
��� �� ����
 �������


Δ = {z ∈ C : |z| < 1}

� �� #��������
 �
��� �x3 > 0� �� �)����
� �� ���� ����
* �� ������� ��	 � ��������
������� ���� #��#
 �� ������ ����+����	

,� ���� �������������� �������� ��� ����
 �
����-
 �
 #�� ��� ��������������
�"��� �� �� ���� � �� ��
����
� �� �����-� ������ �� ��� ∞ �
 �� �� ����

����������
	

.��
���
� �
� SL(2,C) := {M =

(
a b
c d

)
|a, b, c, d ∈ C, ad − bc = 1.}	

/
��������
� �� �
������ PSL(2,C) := SL(2,C)/({±I}) �� ���� �� ������
�
����
 �
�����	 ,��
� ����
� ���"� �� ���
������� �� �� �������� �� �� ���"����
�� �����
��� ����
����� �
��� CP1 = C ∪ {∞}	

���� ������	
� �
���	�
��

������ �����	�	�
 ������
������


��������� �	
	� ��� variedad �������	��
�� �� �����
��� ���� n �
 �� �
���

	�� ��������	� M � ���
����� 
������ ������
�� � 	������ ��� ��
���� �� ���

������� �� ���������
��
 {φα : Uα → Vα | α ∈ I}� ����� ���� Vα �
 ��


�
	������� �
����� �� Rn� � 
� 	������

� M = ∪αUα!

" #� Uα ∩ Uβ 	= $� �����	�
 φβα := φβ ◦ φ−1
α : φα(Uα ∩ Uβ) → φβ(Uα ∩ Uβ)

�
 �� ���������
�� 

0



�� �������� {φα : Uα → Vα | α ∈ I} 	
 �����
� �� ����
 ����
	��
� ���� M �
��
 �������	
 φα �	���	� 	� �����	 
	 �����
 ����
	��
�
�

�	����
 ��	 �� ����	
�
 
��	�	������	 M 	
 ���	�����	 
� ���� ����	
���	��
α� β 	� 
	�	�������	 
	 �� 
	����
� 
	 �� ������� φβα 	
 ��
����� ���� ��
�
p ∈ φα(Uα

⋂
Uβ)�

��������� �	
	
 ��� ����	
�
 �����	�� 
	 
��	�
��� ������	��� n 	
 ���
����	
�
 
��	�	������	 M ��	 �
����	 ��� ������� 
	 ���	�����
��
 {φα :
Uα → Vα | α ∈ I}� 
��
	 ��
� Vα 	
 �� 
���������� ���	��� 
	 Cn� � 
	 �����	 

!� M = ∪αUα"

#� $� Uα ∩ Uβ 	= %� 	�����	
 φβα := φβ ◦ φ−1
α : φα(Uα ∩ Uβ) → φβ(Uα ∩

Uβ) 	
 �� ����������
��� 	
 
	���� 	
 ��� ������� ��������� ��� ���	�
�
����������

��
�������� �	
	� $� �
	��������
 � Cn ��� R2n �	
����	 �� �����������

Cn �−→ R2n, zi = xi + iyi �→ (xi, yi)

	�����	
� M ��	�	 ��� 	
�������� ���� ��� ����	
�
 
��	�	�������	 �	�� 2n −
dimensional�

��������� �	
	� ��� 
��	����	 
	 &�	���� 	
 ��� ����	
�
 �����	�� ���	'�
M 
	 
��	�
��� �����	�� 1� $� �
	�(
 M 	
 �������� 	�����	
 M 
	 �����
��������� �� ������� ��������	

��������� �	
	� ��� ������� f : X → Y 	���	 
�
 
��	����	
 
	 &�	����

	 
��	 ��������� 	� 	� ����� x ∈ X� 
� 	'�
�	 ����� φ : U → V ⊂ C 
���	 X
����	
	
�� 
	 x � 	'�
�	 ����� ψ : Vy :→ C 
���	 Y ���	
	
�� 
	 y = f(x) ��� ��	
ψ ◦ f ◦ φ−1 : φ(U) ⊂ C → C 	
 ��������� 	� 	� 
	���
� 
	 �������	 �����	��� $�
f 	
 ��������� 	� x ���� ��
� x ∈ X� 
	����
 ��	 f 	
 ��������� 	� X�

�� f : X → X �� ��� ���	�
� �
�


��� �� ��� ������	�� �� ���
��� ��

���� 
��
� � �� f �� ���������� �� �
�
 X ��	�

� ��� f �� �� ���


���

�

������� �	
	� �� �
�	�� S2 = {(x1, x2, x3) ∈ R3 : x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1}� ���)

���	��	 S2 	
 ��� 
��	����	 ���	'�� �� �� 
	����� !�!�# 	
����	����
 �� ��)
�	�����
�� 	���	 S2 � C∞ �	
����	 �� ����	����� 	
�	�	�*�(���� + ������ 
	
	
��� ���
�
	�	��
 	� �������� A = {φα : Uα → Vα | α = 1, 2} 
��
	 U1 = C�
U2 = C∞\{0} "

φ1 : C → C, φ1 = Id

φ2 : C∞\{0} → C φ2(w) =
1

w

���� w ∈ C∞ � φ2(∞) = 0 �
,
U1 ∪ U2 = C∞ � φ1� φ2 
�� ���	�����
��
 ��	� 
	���
�
�

�



����� ����	
������ 
�� ����
���
�� 
� �����	�	���

(φ1 ◦ φ−1
2 )(w) =

1

w

��� �� ���
��	�� �� φ1(U1 ∩ U2) = C∗ = C − {0} �

(φ2 ◦ φ−1
1 )(w) =

1

w


� ���
 �� ���
��	�� �� φ2(U1 ∩ U2) = C − {0}�
��� 
� ����� A �� �� ��
�� ��
������ � ���� ���� ��� ��� C∞ �� ��� �������	�


� �	����� ���������

������� �	
	
 �
 ����� �� ���������	�� ��� ����	

� �� ��
	���� 
� 	
���	�
����	�� 
�
 ���
��
� ��	���	� ��� �!���� ������������� ��� ���������	�� �
����	� 
� �� �����	� ���	���� ���� ���� 
������ 
� �	!�	���� 
���	�	���

"�� G �� ���#���� �� 
��
� (G, ◦) �� �� !���� ��� 
� ������	�� ◦ � (G, ◦)
�� �� �����	� ����
�!	�� ��� ��� ����
�!�� τ � �
�����
	$ g1 : (G, τ) × (G, τ) → (G, τ) 
��
� (x, y) �→ x ◦ y 
		$g2 : (G, τ) × (G, τ) → (G, τ) ��
 ��� x �→ x−1 �
�������� 
��	��� ��� % �� �� !���� ����
�!	���

"	 G �� �� !���� ����
�!	�� �� 
	�� ��� Λ < G �� �� ��&!���� 
	������ �	
���� ��
� x ∈ Λ �'	��� ��� ���	�
�
 Uε(x) ��
 ��� U ∩ Λ = {x} 	��� �

�
������ 	
���	
�
 Id ∈ Λ �� �� ����� �	�
�
��

"��� z1, z2 ∈ C 
�� �(����� ����
�#�� 
	���
����� 	�
����
	����� ��&��
R �� 
��	� z1

z2
/∈ R� )�� ������
� *��� �������� � z1 � z2$ �� 
���� ����

�
 ��&���#���� Λ = {az1 + bz2 : a, b ∈ Z} *��� �!���$� �� �+�	
 ��� ��� Λ
�� �� ��&!���� 
	������ 
� C � ����� ��&�� C ��
	���� 
� ���	���

Λ × C → C, (λ, z) → λ+ z.

�



������� �	� w1, w2 ∈ C ��
 ��
��	�

�� ���	�� Λ �� w1 − w2 = λ ���
�� ����
 λ ∈ Λ� ��
� ��
��	�
��� �� �������

� 	
� �������
 �� ��	�����
�
��� �	� ��
�
���� ��� ∼� �� ����� �� ��	�����
��� �� 	
 �	

� z0 ��
� ����
��� [z0]Λ = {z ∈ C : z0 ∼ z}� ��� �� �	�� w1 ≡ w2 ���	���Λ� ���
���� �	�
w1, w2 ��
�
 �
 �� ����� ����
� ���� �� �����
 �� Λ ����� C� �� �	���
�	

�
P = {λ1z1 + λ2z2 | λ1, λ2 ∈ [0, 1]} ⊂ C �� �������� �������������  	
����

��
���� ��	�� �

������� ���� �	� C 
��
� ��
�	�
	�� �� ��	�� ������
�� �� ���	�
�	� �� ���������
 �� �����

�

π : C → C
Λ

���� ��� π(z) = [z] ��
! ���
 ���
��� " �� �������

� �����"��
���� ���
����
	
� 
������#� ����� C/Λ �
�����#� �����

�� �������
�� � 	
 �	���
�	

� V ⊂
C/Λ �����
� �� " ���� �� π−1(V ) �� �����
� �
 C� $�� ���
����
 �� 
��
� �	� ��

��
� 
������#� π �� ��

�
	�� " ����!� π ��
�� ��
�	

�� �����
�� �
 ��
�	

��
�����
�� " �� 
��
� �	� π(P ) = C/Λ� �� ������ π(P ) = C/Λ := T �� ������
��

%�� S1 �� �� �#��	�� 	
�
���� �
 R2� ���
���� �� ���	��

� ���������
 h : T →
S1 × S1� ���� ��� h([az1 + bz2]) = (e(2πia), e(2πib))� %� az1 + bz2 ∼ cz1 + d2z2�
�

�
��� a − c, b − d ∈ Z " ��� �� 
�

� e(2πi(a−c)) = 1 = e(2πi(b−d))� ��
�
��	��� �	� h ��
� ���
 ���
���� &��	�
� ��� �	� h �� 	
 '������������ (���

�����������

� S1 × S1 �� �� �� ��� S2 ��
 )����� ��
� ������� �	� �� �*
��� ��
T �� 	
�� (�
�
�	���� 	
 �
��� ����� T �� �� ���	��

� ��
���+

(��� Λ �� 	
 �	���	�� ������
� �� C� �,��
� 	
 ε > 0 
�� �	� |τ | > 2ε ����
���� τ ∈ Λ − {0}� ���� 	
 
����� zα ∈ C� ��
��������� �� ����� �����
�
Dα := D(zα, ε)� $�� �� �������
 �� ε� 
�
���� �	� ���� x, y ∈ Dα� x−y /∈ Λ� ��
�

�� �����
� ��� �	� �� ���
������
 πα := π|Dα

: Dα → Uα := π(Dα) �� �
"��
����
��� �� 
�

� �	 �
����� π−1

α := φα : Uα → Dα �� 	
 '����������� ����� �	
����*
� �� ��������
 �� ��� ���
�� U := {(φα, Uα)} �� 	
 �
��� �� ���
������ �����
T � -����� �	� �� ������� �� ������
���� �� ��
� �
��� �� 	
�  	
���
 '������ �
�� �������� ��������+ %��
 φi : Ui → Vi ��� ���
�� �� U � (�
���������

φ2 ◦ φ−1
1 : φ1(U1 ∩ U2) → φ2(U1 ∩ U2)

" ��� z ∈ φ1(U1 ∩ U2)� %�� πi := π|Di
�� �
����� �� φi� 
�
���� �	� [φ2 ◦

φ−1
1 (z)] = (πi ◦ (φ2 ◦ φ−1

1 ))(z) = (πφ2) ◦ φ−1
1 (z) = φ−1

1 (z) = π(z) = [z]� ��

�



������ φ2 ◦φ−1
1 (z)− z ∈ Λ� �	
	 Λ �� �������	 
 φ2 ◦φ−1

1 �� �	������� ���	����
φ2 ◦ φ−1

1 (z) − z := c = �	������� 
 �	������ �� ���� �	
�	����� �	���� ��
φ1(U1 ∩ U2)� �	� �	 ����	� φ2 ◦ φ−1

1 (z) = z + c �� ���� �	
�	����� �	����
�� φ1(U1 ∩ U2)� ���	 ���� ��� ��� φ2 ◦ φ−1

1 �� ���	�	
	���
	� �	� �	 ����	
����
	� ��� T = C/Λ �� ��� ��������� �� ���
��� �	
����� �� �����	 ��	�

 �� ���
�
	� �	�	 �	
����	�

����� �� ������� 	� 
���
�
�

�� 	� ������

�� 
������ ����� ��� ��	� ���
�
�	�	 	
�����

���� 
����� 	� 	
����
�� 	�� X ��� �� 
����
��� ��
������� �
�
� �������� �� ���������� � ��� ������ S2 
�� �g−��������� ���  ! "� �#����
g �� ����� �� $%���� 	� X �� 
��� ������� ��� �� 
����
���� ������$

�! &������
��' ��� �(����� ��� S2 � C ∪ {∞} = CP1 �
��� $%���� 
���! )���� �
��� ���
������$

������ �� ���� 
�����(� T = C/Λ �� 	� $%���� ���!

*� ������ 	�� �
$�
���� �������	� �� ��
������� �� ��+� !

�����	� 
���
 ���	��
� �� ��  	�
� !	�
�� "	���#� $��� X,Y ����������
�� ���
��� 
 f : X → Y �	�	
	�%� �� p ∈ X �	 �	�������� &��	����� ������
�� '���	 �����	 k ≥ 1 ��� �����%��� �� ��������� ��	������( ���� ��������� �����
φ2 : U2 → V2 �� Y �������� �� y = f(p)� ������ ��� ����� φ1 : U1 → V1 �� X
�������� �� p ��� ��� φ2(f(φ−1

1 (z))) = zk.

"� �#���� k �� �����	� ��
������������ 	� p 
�� �����
�� � f � �� 	��������
��� k = bp(f)! ,���	� k > 1 �� 	

� ��� p �� �� ����	 �� ��
������)� � f(p)
�� ����� ���	� �� ��
������)�! -������ ��� ��� ������ 	� ���
�
�

�� ��� ���
������ 	��	� �� 	��
��	� 	� �� ������
�� ��
�� 	� f �� �����!

��
������ 
���� $��� X,Y ���������� �� ���
��� �	
������ 
 f : X → Y
�	�	
	�%� �	 �	������� ���� ���� y ∈ Y � �����
	� �� $��	� �� f �� y �	
	
dy(f) =

∑
p∈f−1(y) bp(f)�

"� $��	� 	� f �� y �� 
��������� �� 	�

�� dy1
(f) = dy2

(f) ���� 
�������
���
y1, y2 ∈ Y !

&������ ��� ��� ���

�

�� ��������� ����� ������

�� 	� .
����� f : X →
Y �� �� ��������� ��
�����	 �� ����	 d� �
 
�	� y ∈ Y �
��� ��� ��

�	�	 Vy

��� ���/
• f−1(V ) =

⋃
j≤d

Uj � 	��	� ��� Uj ��� ��

�	�	�� 	
�(����� 	� ��� ������

xj ∈ f−1(y)!

• "�
���� 
����� ��
���� φj : Ui → D := {z ∈ C : |z| < 1}� ψj : Vy → D�
	��	� φj(xj) = 0 = ψj(y) ��� ��� ψj ◦ f ◦ φ−1

j (z) = znj !

������ �����	�	�
 ����
�����
�

,���
	������ �� ���	�
�� 
�����
��� Cn := C×C · · ·×C = {(a1, . . . , an)|aj ∈
C, j = 1, 2, ..., n} �� 
��� �� �������� n−����

� ��'�! 0
 p = (a1, ..., an) ∈

1



Cn� ������� 	
� ��� aj , j = 1, ..., n ��� �
� �������
�
� 
���� �� p� ��
 A =
C[x1, ..., xn] �� 
����� �� ���������� �� n ����������
�
�� �
�
 f ∈ A �����

�
 �
����� ��������
� �� Cn → C �
�
 ��� (a1, .., an) → f(a1, ..., an)� ��
f(a1, .., an) = 0� ������� 	
� p = (a1, .., an) �� 
� ���� � 
�
 ���
���� ��
f � �������� V (f) := {p ∈ Cn|f(p) = 0}� �� T �� 
� �
�����
��� �� A =
C[x1, ..., xn]� ��������

V (T ) := {p ∈ Cn|f(p) = 0, ∀f ∈ T }.

��
 I �� ���
� �����
�� ��� T � �������� �� ����� 	
� V (T ) = V (I)� ���
����� 	
� A �� 
� 
����� ��������
�� ���� �� !� �� ����� 	
� �
�
 ���
� �� A ��
����
����� �����
�� ��� �� �
��� �� ����� 	
� I =< f1, ..., fr >� �
�
 �������
fj ∈ A, j = 1, ..., r� �������� V (I) = V (f1, ..., fr)�

��������� �	
	� ������� �	� 	
 �	���
�	

� Y ⊂ Cn �� ����������� �� ����
�
	
 �	���
�	

� T �� A 
�� �	� V (T ) = Y �

��������� �
!�" �

�	
��� ����
��� ����� �� �
���� Y = {z1, ..., zk} ∈ C ��

�����
���� �
�� Y = V (f)� ����� f = α(z − z1) · · · (z − zk), α ∈ C�

��!�" #��� ������� �� ����
��� 
�����
��� �� Cn �� �� ����
��� V (f1(z1, ..., zn), f2(z1, ..., zn))
�� �

� �� �� ����
��� �� ����� ���
��� �� ��� ���������� f1(z1, ..., zn) = z2

1 +
z2
2 + · · · + zn

n − 1, f2(z1, ..., zn) = z1 + z2 + · · · zn − 1)� ���� ��� V (f1, f2) �� �

������������ �� Cn �� 
�
 �����
 Sn ��� 
� �������
���

$�� ����
���� 
�����
���� �
����
��� �
� ���
������ �������
������� �% � �
��
&!

��
� �	
	� ����� �� 	
��
 �� ��� ��
�	

�� ����������� �� 	
 ��
�	

� �����
�������

������ �� �

��������
 �� �	���	��� ������� �� ��
�	

�� ����������� �� 	

��
�	

� �����������

������� �� ��
�	

� ����� ∅  �� ������� 
�
�� Cn ��
 ��
�	

�� ������������

��������� �	
	� ��!
���� 	
� 
�������� ����� Cn 
���
�� ���� �	���
�	
�

�� �����
�� ��������

�� �� ��
�	

�� ������������ "�� �� ����������
 �

�����
�� 
���� ��������

�� �
 ��� �
����� ���� ����� ����� �� 
��
� �	� ��
�� �����
��
��
������
 ��� ������� ���� 	
� 
�������� ����� Cn� # ��
� 
�������� �� ��������

�������� �� $����%��

'��
��
 	
� 
� ����
��� 
������ �� �
 �������(
 �� )
���*� �� ������+�� �% �
�
� ,!�

��������
��� 
 Cn ��� �
 �������(
 �� )
���*�� ������� 	
� 
� ����
���
����
�� ��� �
 �������(
 �� )
����*�! Y ⊂ Cn �� �����
����� �� Y �� �� �
���
�-����
� ���� 
���� �� ��� �
�����
���� ����
������ �
 �������(
 ���
���
!
������� �� Y � ������� 	
� Y �� ���
����� �� Y �� �� �����
������

.



�������� ����� ���� ��	�
 I 	� C[x] 	� 
� ��	�
 ��������
� 	� �	���� I 	���
�	�	���� ��� 
� ��
������ f ∈ C[x]� �	 ��	�	 �
	 f(x) = c(x − a1) · · · (x −
an)� ����	 c, a1, ..., an ∈ k� 	������	� V (f) = {a1, ..., an}� ��� 
� ����� 
��
���	���� �	 C ��� 
� ����
���� �	 ������� ��� ����
	�	���� �	 ����
���� �������
���� ����
���� �� 	�  �
����!� "��	��� ��� 	�	��
� �
	 
�� ���	���� 	� 	���
����
���� ��� �	���� 	� C�

����� ���	��� #	� �
	 
�� $����� ����
���� ���	�
���
	� 	� C 	� 
� ����
����
�	 ������� ��� ���� C % 
�� ����
���� Y �	 
� &���� Y = {z}, z ∈ C� "��	���
�
	 
� ����
��� �	����� �	� 
� ����
���� �	 ������� � Y 	� C �
	 �	��� ���
�	 ��� �
���� �� 	� ���	�
���
	' ��� 	�	��
� W = {z1, z2} ⊂ C 	� 
� ����
���
�
�	������ %� �
	 W = V (f(z)) = {a ∈ C : f(a) = 0}� ����	 f(z) = (z −
z1)(z − z2))� ��� 
� ����� W 	� �	����� 	� 
� ����
���� �	 �������� "��	��� �
	
W = V {z1}∪ {z2} = V ((z− z1))∪ V ((z− z2))� 	� �	���� W �� 	� ���	�
���
	 	�

� ����
���� �	 �������� C 	� ���	�
���
	 �
	� ���� C ��	�	 �������� 	
	�	����� C
�� �	 �
	�	 	(��	��� ���� 
��)� �	 ��� ����
���� �	������ ������� �	 C� �
	�
��
	� ����
���� ������� �	������ �	�	� �	� ������ 	� 
� ����
���� �	 ������� ����	
C�

��������� �	
	� 	
� ��
����� �����
���� ���
 �� �
 �����
��
�� ��

��� �

��

������� �� Cn �
 �� ��������� �� ��
����� 	
 ����
�� �� �
� ��
����� ���
 ��

����� ��
����� ���������
�

�
��������� �	
	� ���� ��
��
�� �����
���� Y �
 Cn �� ���
��� �� ��
�
�

�
��� ���� ���� �
��
 �� ��
������� ��
�� Y = Y1 ∪ · · · ∪ Yr� ��
�� Yi � Yj �

������
����
 *	� +,- ����
���� .�,�

��
������� �
���������

/	�� z, w ∈ Cn+1 − {(0, ..., 0)}� 0	����� �
	 z 	� 	�
�#�
	��	 � w % 	���������
z ∼ w� �� 	(���	 λ ∈ C − {0} ��
 �
	 λz = w� �� &���
 #	� �
	 	��� �	��	

�� �	
���)� �	 	�
�#�
	����� 0	������� ��� [z] 
� �
��	 �	 	�
�#�
	���� �	
z� "��	��� �
	 
� �
��	 [z] 	� 
�� �	��� �
	 ���� ��� 	
 ����	� 	� Cn+1� /�
z = (z0, ..., .zn) ∈ Cn+1 − {(0, ..., 0)}� 	��������� [z] = [z0 : · · · : zn] % 
	�


������ �����	����� 1����	�	�� �	 z�

��������� �	
	� ��
����
���� �� ������� �����
�� ��
 �� 
������
 �� � �����

��
��� �
��
��
 CPn := {[z]|z ∈ Cn+1 − {(0, ..., 0)}} = Cn+1 − {(0, ..., 0)}/ ∼� !

CPn �� �������� ������� �
�"������ ��������� !���
�� ����� ���
������ �������

��
�� ���� Pn�

/	� S = C[z0, ..., zn] 	
 ���

� �	 ��
������� 	� 
�� #�����
	� z0, ..., zn� 2� ���

������ f ∈ S �	 

��� ����
���� #�����
�� �� �
��� d �� f(λz0, ..., λzn) =

.3



λdf(z0, ..., zn) ���� ���� λ ∈ C� �	�� 
��
�
 �
��� 
�
 �� ��������� �����
�
�
� f �
 ����� d 
	 ��� 	��� ����� �
 �������	 �
 ����� d 
� ��	 �������
	
z0, z1, ..., zn�

�
� f ∈ S �� ��������� �����
�
� �
 ����� d� �
�����	 ��� ������� f :
Pn → {0, 1} ���� ��� f([a0 : · · · : an]) = 0 	� f(a0, ..., an) = 0� � f([a0, ..., an]) =
1� 	� f(a0, ..., an) 	= 0� �
� f(p) = 0 � ���	��
�
��	 �� ����� q ��� 
�
 q ∼ p�

�����
	 q = λp ���� ����� λ ∈ C−{0}� 
�����
	 f(q) = f(λp) = λdf(p) = 0� 
	
�
���� 	� f(p) = 0� 
�����
	 ���� ����� q 

�����
��
 � p 	���	���
 
�
 f(q) = 0�
�	� ��
	 �
 �� �
������ �
 

�����
���� 	���
 Pn � �� �����
�
���� �
 f 	
 ��
�


�
 
� ��� ���� V (f) := {[p] ∈ Pn|f(p) = 0} ⊂ Pn 
	�! ��
� �
������

��������� �	
	�� ��� T ⊂ S �� ����	�
���	 �� 
	���	��	� �	�	����	� �� S�
������	� V (T ) := {p ∈ Pn|F (p) = 0, ∀F ∈ T }� �� I ⊂ S �� �� ������ ������
�	� V (I) = V (T )� �	��� T �� �� �	�
���	 �� �	�	� �	� 
	���	��	� �	�	����	�
�� I� �� ����� ��� V (T ) = V (F1, ..., Fr) 
��� �� �����	 ����	 �� 
	���	��	�
�	�	����	� Fi �	 �������������� ��� ����	 ����	�

��������� �	
	�� �� ����	�
���	 Y �� Pn �� ����� �	�
���	 ���������	 
�	�
������	 �� ���
������� ��	�
���	 
�	������	� �� � ���� �� ����	�
���	 T �� 
	�
���	��	� �	�	����	� �� S ��� ��� Y = V (T )�

!
��
�	� "�#�� �
� f(z1, ..., z6) = z5
1 + z5

2 + · · ·+ z5
6 � f 
	 �����
�
� �
 �����

d = 5� 
�����
	 V (f) �
��
 �� ��� ���� ����
����� "���
������
# 
� P5�
"��#�� �
� F (z1, z2, z3) = z1 · z2 · z3, G(z1, z2, z3) = z2

1 + z2
2 − z2

3 � �
� T =
{F,G} ⊂ C[z1, z2, z3]� 
�����
	 V (T ) 
	 �� ��� ���� ���
������ 
� CP2�

�
 ���
�� ������� �� ��	� ��$� 	
 ��
�
 
�
%

"�#�� &� ����� �
 ��� ����	 ���
������	 ����
�����	 
	 �� ��� ���� ���
������
����
������
"��#�� &� ���
�	
����� ���������� �
 ��� ����	 ���
������	 ����
�����	 
	 �� ����
 ���� ���
������ ����
������
"���#�� �� ��� ���� ���$� � ���� Pn 	�� ��� ����	 ���
������	 ����
�����	�

�
�����	 �� �������$� �
 '���	(� 	���
 Pn �
���
��� ���� ��� ����	 ���
��
��	 ���� 
	�� �������$� ��	 ��� ����	 
�
 	�� �����
�
���	 �
 ��� ����	 ���
�
������	 ����
�����	�

)�� �
����
� �
�����
��
� ���������
 
	 �� ��� ���� ���
������ ����
��
���� ���
������
 
� Pn ��� �� �������$� ��������� )� ���
��� �
 ��� ����
���
����
����� 	
 ����� ����
��� ���	������
������

��
�!	 �
 �� �������$� �
 '���	(�� 
� 
	����� ����
����� CPn ��
�
 ����
�������$� �� ���� 
	 �������� �
 �� �������$� 
��������� Cn+1 �� ���	��
��� ��
����
����� �������� �� ����
��


π : Cn+1 − {(0, , , , 0)} → CPn = Cn+1 − {(0, ..., 0)}/ ∼

	 �
���� �
�������	 � �� ��� ���� U ⊂ CPn ���
��� 	� � 	��� π−1(U) 
	

���
��� 
� Cn+1 
� �� �������$� 
���������� *�� 
	�� �������$�� CPn ��
�
 ���

++



���������� �� 	��
���� ���
���� ���
���� �� �
����
�� ���
���� n� �� ����
������ 
������ ����� ��� ��� ������� �
������
�� � �� ���� ���� ��� �� �
��
����
����
�
���

��������� �	
	�
 ��� F : C3 → C �� ���	��
	� ��
������ 
� ���
� d� ���
�	
�� ��� F �� �� �	������ �� �� ����� p ∈ C3 −{(0, 0, 0)} �	 �� 
��	��
� 
� F
�� p� DF (p) 	= 0� ���	
�� ��� �� ����� �������	�� X = V (F ) �� �� �	������ �	

���� ��
� p ∈ X� DF (p) 	= 0� �	 �
�
�� �� ���	��
	� F �� 	���
��	���� � X ��

���
�
�� ����� �������	�� ����� 	���
��	��� ����� �� �	������ 
� ���
� d�

��� F : C3 → C �� 
��
���
� ��������� 
������
��� �� �
������ �� ����� d �
X = V (F )� �� �
��� ��� X �
��� ���������� �� ��
����
� �� �
����� ���
�����

�� ���� ���� �� ������ g �� X 	
��� ���� 
�� �� ������� gX = (d−1)(d−2)
2  !��

"#$% 
��� &#'� (�� ����
�� �
 �� ����� �� F �� ����% ������� ��� �� ������ ��
X = V (F ) �� ���% �� ���
�% ��
����
������� X �� �� ���� ���
�����

���
���� ��� F (x, y, z) = ax+ by+ cz = 0 ��� a, b, c �� ����� ����� ��
��)
����� �
� 
���
�� �� �������
��� ��� a 	= 0� *� ����
�� φ : P1 → V (F ) = XF

���� 
�� φ([u : v]) = [− (bu+cv)
a

: u : v] �� �� 
���������% �� ���
�% V (F ) � P1�
+��� F �� ��� �����
�� �
���� �� ������� ������ � P1 �,��� 
������
	� ���
�����

��������� �	
	�� ��� f(z1, z2) =
∑

n1,n2

an1n2
zn1

1 zn2

2 �� ���	��
	� �� ��������

�� 
� ���
� d := max{n1 + n2|an1n2
	= 0}� ����	
�� �� ��
����	���	 � 
� f

��
� �� ���	��
	� ��
��!��� 
�
� ��� F̃ (z1, z2, z3) =
∑
an1n2

zn1

1 zn2

2 zd−n1−n2

3 .

-������ ��� F̃ (z1, z2, 1) = f(z1, z2).

��� Ui : {[z1 : z2 : z3] : zi 	= 0} ⊂ P2, i = 1, 2, 3� �� �.�
� 	�� ��� ��� ��������� Ui

��� ��
����� ���� ��
�� �� ���� P2� �� �������� X := {(z1, z2) ∈ C2|f(z1, z2) =

0} ������ ��� ���	� 
���� �������
��  ��,�' �� C2% � X̃ := {[z1 : z2 : z3] ∈
CP2|F̃ (z1, z2, z3) = 0} ����� ��� ���	� 
������
	� 
���� �� CP2� *� �
�
���
��
(z1, z2) → [z1 : z2 : 1] �� �� �
����������� �� V (f) = X ����� �� 
��������
��

X̃ ∩U3 �� X̃ ��� �� 
���� ��
�� �� P2% ����� U3 = {[z1 : z2 : z3] ∈ CP2|z3 	= 0}�
���� ��� �� �/���� ��
�� �� 
����� �� X̃ �� �� 0�,��� �� 
���
��1 ���� 
��
z3 = 0� 2 X̃ �� �� ����� �����
��� �������	�� �� �� ���	�  ��,�' X �

���� �����	 
��
����	

������ �����	�
� 
��
�����

��������� �	�	� "�� #���	 � ��$��	�� �������� � ��� ���$���� Λ �� ��� #���	 �


���
��#� f : C → CP1 = C∞ ��� �� ����	�
�
 ��� f(z+w) = f(z) ���� w ∈ Λ
� z ∈ C�
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���� �������	 v ∈ Λ 
� �
��
�� �	�	 v = n1v1 + n2v2� n1, n2 ∈ Z� ��
�
��� ��� ��� ����
�� �����
�� 
��

���� f(z + v1) = f(z + v2) = f(z) ���� �	�	
z ∈ C� �� �
�� ��
	 ���
�	
 ��� f �
 �	�������� ���
��
��� �
�	 ���� ��� ���


 p ∈ C �
 �� �	�	���
����
������� �� ���	� �� f � ���	���
 p + v �
 �� �	�	
���
����
������� �� ���	� �� f ���� �	�	 v ∈ Λ� �
 f : C → CP1 �
 ��� ����
��

�����
��� ��

�� ��� ��
�� ����
�� f̃ : T = C/Λ → CP1 ��� ��� �� 

��
����
�
������ �	����� 

C
f

��

π
��

�
�

�
�

�
�

�
� CP1

T

ef

��

!� ���
���
�� f̃ �
�" �
�� ��#�
��� �
 ���
�� f̃([z]) = f(z) �	 ������� ���
�����
������� �� �� ���
� [z]� �
�	 �	
 ����
�� ��� ��� ��� ����
�� �����
�� ��
�	���	
 ��#�
� 
	��� �� �	�	 �	����$	� f : T → CP1� !� 

��
���� ��	�	

�
��
�	
 ��������
%� � ��
 ����
	��
 ��
��
��
 

���� ����� ��� f �������	
� ���
��
�� �	 Λ � P �� ������������� ��	����	
��
�� Λ�

�
��� �
 f 	� 

�	� ����� �	
�	��� f �� ��	�
�	
��
�

���

∑
w∈P

��� wf = 0.

�


��� �
 f 	= 0�
∑

w∈P

��� wf = 0.

�
���� �
 f 	� �� ��	�
�	
�� f : C → P1 �� ��������

��� �
 n �� �� ���� ��
��� ����	�� �� ��� ����� �� f �	 P � z0 ∈ C� �	
�	��� f(z) − z0 = 0 

�	� n
�����
�	�� ��	
�	�� ���

��
�
������

����� �
 f 

�	� ������	
� �	 ����� ��
� 	� ����� ��� �
�����

���	
���
��� � ��� ��� !�

������ �� ��	
��	 
� ������������ ����� 
�������� � 
�����

������
���

&	���	
 ��� 

 f �
 ��� ����
�� �����
��� Λ ⊂ C ��� �������� ' p �
 �� �	�	
�� f � ���	���
 
� �
��� ��� p + w �
 �� �	�	 �� f ���� �	�	 w ∈ Λ� (��	

� �	�
���
� ��� ����
�� �����
�� ��� ����� ������	 Λ ��	
 �	�	
 

����
 ��'�

��� �� ��

��	
 
�� ���	� � �
�� �� �	�	 �� 	���� ) �� z = 0� �	���	 Λ� ��'	
��

��	 
�� ���	�

��	�	
�
��� ����� "� ���
� �����∑
(m,n)∈Z×Z,(m,n) �=(0,0)

1

(m2 + n2)t
, t ∈ R

��	����� �
 � ���� �
 t > 1�

*+



��������	
��
 ���������	�� 
� ����
��
 I =
∫

x2+y2≥1

dxdy
(x2+y2)t � �� ��������	

��
 ������
 x = r sin θ, y = r cos θ 
�����
 ��� I =
2π∫
0

∞∫
1

rdrdθ
r2t = 2π

∞∫
1

dr
r2t−1 .

��� �� ���
���� �� �� ��
����� I �������� 
� � 
��� 
� 2t− 1 > 1� �

�� ������ ������� 
� ������ �� 
������
� ��
��
����

���� ����� ���� �������	� �	
����� Λ = Z · w1 + Z · w2 �	 
�	
	 ��	 �� �	��	∑
w∈Λ−{0}

1

|w|t

��
�	��	 ���� t ≥ 3�

�	���
�����
� ��� �����

	
���
����� ����� �� �	��	

1

z2
+

∑
w∈Λ,w �=0

[
1

(z − w)2
− 1

w2
]

��
�	��	 ������
��	

	 � �
�����	�	

	 	
 �����
��

�� ������
�� �	 C
��	 
� ��

	
��
 	�	�	

�� �	 Λ�

����
�
����� � �	� A �
 �����
��

� ������
� �	 C � �	� M = {|z| : z ∈
A}. �� z ∈ A � w ∈ Λ 	� 
�� ��	 |w| ≥ 2M � 	

�
�	� |z −w| ≥ |w|

2 � |2w− z| ≤
5|w|
2 � ��� �� 
�

�

| 1

(z − w)2
− 1

w2
| =

|z||2w − z|
|w|2|z − w|2 ≤ |z|(2|w| + |z|)

|w|2|(z − w)2|

≤ |z|(5
2 |w|)

|w|2(|w| − |z|)2

≤ 10|w||z|
|w|2|w|2 = 10

|z|
|w|3

≤ 10M

|w|3 .

��� ����������
 �	 �	��	� � �� ����������
 �

	����� 	� ����� �	� ��	 ����

|w| ≥ 2M 	�
� �	��	 ��
�	��	 ������
��	

	 � �
�����	�	

	 ���� 
��� z ∈ A�
���� ��	 ���� �	 ���
	
 �
 
��	��  
�
� �	 	�	�	

�� w ∈ Λ ��	 �����	


|w| < 2M �� ����������
 	� �
�	���
��

��



��������� ��	�� �� ����� �� ����	�
��	 �� ���� k �� ��
	� ���

Gk = Gk(Λ) =
∑

w∈Λ,w �=0

1

wk
.

��
� ����� ��	����� ���� k ≥ 3� ������ ���	�� k = 2n + 1, n ≥ 0 ���


����	�� w � −w �� ��	����	 ��� �� ��� Gk = 0 ���� k ������ �� ����� ��

����	�
��	 �� ���� 2k ��	 ������
� � Λ ��
� ���� ��� G2k =
∑

w∈Λ,w �=0

w−2k�


� ��
���
 �� ����������� ��� �������� 	 
	 ������
	 Λ �� 
���� ���

P(z) =
1

z2
+

∑
w∈Λ−{0}

(
1

(z − w)2
− 1

w2
).

��� �����������	 �������� �� ����� ��� P �� ��	 ������� ��
�����	 ����

����
	 �� 
�� ������ z ∈ C−Λ� �� 
����� P ����� ��� ��
�� �� 
	 ������
	 Λ� ��
���
���� ��� �� w ∈ Λ� �������� −w ∈ Λ� �� 
����� P �� �	�� ��� �����������	
�������� �� ��������� ����	���� ��
���� 
����	� ������� 	 ������� 
	 �������

� ��������	��� � ��� 
� �	��� P ′(z) =

∑
w∈Λ

−2
(z−w)3 �  � v �	��	 �� 
	 ������
	 Λ�

�	����� �	��	 w−v �� Λ� �������� P ′(z+w) = P ′(z)� �� 
����� P ′ �� �����
��	 �
��������	 !������� ��� P ′ ����� ��
�� 
� ��
�� " �� �
������� 
� 
	 ������
	#�
�� 
����� P ′ �	����	�� 
	 
�������� 
� ������� �
�����	� $
 �����
��	� ��������	� 
�
P ′ ������� ��� �	�	 ��
� w ∈ Λ� P(z +w) −P(z) = c(w)� c(w) ��	 �����	���
��� 
����
� 
� w� ��
���� ������� ��� w ∈ Λ �� �� �
������ 
� 
	 �	��
�	
 ��� 1

2w /∈ Λ� %��� P �� �	� � �����
��	� �	�	 z = −w
2 � �� ����� �����

P(− 1
2w+w)−P(− 1

2w) = P(1
2w)−P(− 1

2w) = 0� ���� �����	 ��� 
	 �����	���
c(w) = 0� �� 
����� P �� ��	 ������� �	� 
� �����
� 
���

&�
 ����� ��� P �� �	�� �������� �� 
����	
	� P ′ �� ���	��  �	 z0 /∈ Λ �	

��� 2z0 ∈ Λ� �������� P ′(z0) = P ′(z0 − 2z0) ! ���� 2z0 ∈ Λ#� ��� 
� �	���
P ′(z0) = P ′(z0 − 2z0) = P ′(−z0) = −P ′(z0)! P ′ �� ���	�#� ���� �	�� ��� ���
2P ′(z0) = 0� �� 
����� P ′(z0) = 0� &� ���	 �	���	 ����� ����	
� �
 ���������
����
�	
�'


��� ��	�	 ��� �� ��	���	 �� ������
���� P �� �	� ��	���	 ����
��� ��� ��

����	 ���� ������ �� �������� �� P P ′ ��
� ���� ���

P ′(z) = −2
∑
w∈Λ

1

(z − w)3
.

P ′ 
��	� ����� �� ����	 
��� �	 ��� ��	
�� �� �� ��
����� Λ ������ P ′ �� �	�

��	���	 ����
��� ����� �� ����	 
����

!�� "	 ��	
� z0 ∈ C �� �	 ���� �� P ′ �� � ���� �� z0 /∈ Λ � 2z0 ∈ Λ� #��

�$��
���	
� 
��� ����� �� P ′ ��%�� �� 
��� C/Λ ��� ������ ��	 ����� ������� ��

����� ��	 ����� �� ����	 �	��

()



�� ���� ����� �	�
��� 
	� P ′ ����� ���
 �����
 ����	�� �� �����	�� Λ� ����

��� w1

2 ,
w2

2 ,
w1+w2

2 � ����� w1, w2 
�� ��
 ����������
 �� �� �����	�� Λ� ����
P ′ ����� 
�������� 	� ���� �� ����� ���
 �� 0 ����	�� Λ� � ���� �� 
	��
�� ��
 ������
 �� ��
 ����
 ��
 �� 
	�� �� ��
 ������
 �� ��
 ����
 ��������
�	������������
 �� 	�� �	����� ��������� ���� 
�� ����������� ����� 
� ���	��

	� w1

2 ,
w2

2 ,
w1+w2

2 
�� ��
 ��
  ����
 ����
 �� P ′����	�� Λ� � �
��
 ����
 
��

�����
� �
 ������ ���� 	�� �
 �� ����� 	��� !��� e1 = ℘(w1

2 ), e2 = ℘(w2

2 ), e3 =
℘(w1+w2

2 )�

����������	 
���� �� ������� 	
 �
�
�
���

 
���
���
 �� 
����
��
 
�������

	��
�
������

(P ′(z))2 = 4(P(z))3 − g2P(z)− g3,

	��	
 g2 = g2(Λ) = 60G4(Λ) � g3 = g3(Λ) = 140G6(Λ).

�
��
�������� "�� #��$


��	����	 
���� �
� P (z) 

 �� ��������� �����
�� ������ 	
 �� ����� P (z) =
cz3+αz+β� �����	� c = 4� α = −a � β = −b� 	
����
 ��
 P (z) = 4z3−az−b


�� 
� �� ����� ������ 	
 �
�
�
���

� ���������
 ��
 P (z) ��
�
 ��

 ��� 

�

 	�
�����
 e1, e2, e3� 
�����

 �� �������!�� �
�
��
 ��
� P (z) = 4(z− e1)(z−
e2)(z−e3)� "� �#����� 	��
��� ���
�� ��
 a3

2−27b23 = 16(e1−e2)2(e1−e3)2(e2−
e3)

2� ���� ��
 ����

 e1, e2, e3 
�� 	�
�����
 

 ��
�
 ��
 a3
2−27b23 	= 0� $� ���
��

�P := a3
2 − 27b23 �
 �������
 	�
���������
 	
 P �

%��� �� 
��	����� ��
	����� ��������
 ��� g2 = g2(Λ) = 60G4(Λ) � g3 =
g3(Λ) = 140G6(Λ)�

���� 
���� %��
�	
�
��
 �� 
������� 	��
�
����� (P ′(z))2 = 4P(z)3−g2P(z)−
g3� &�����

 g3

2 − 27g2
3 	= 0 � e1 = w1

2 , e2 = w2

2 , e3 = w3

2 , w3 = w1 + w2 
�� ��


����

 	
 �� 
������� 4z3 − g2z − g3 = 0�

�
��
�������� !�����
 
	� P ′(−z) = −P ′(z)� �������
 P ′(wi

2 ) = P ′(wi

2 −
wi) = P ′(−wi

2 ) = −P ′(wi

2 )� �
 ������ P ′(wi

2 ) = 0, i = 1, 2, 3.� P(wi

2 ) �
 ���&
�� 4z3 − g2z − g3 �� 
	� �� �	��� (P(z),P ′(z)) ∈ C := {(z, y) ∈ C2 : y2 =
P (z), ����� P (z) = 4z3 − g2z − g3}� !�� hi(z) = P(z) − P(wi

2 )� hi ����� 	�
���� �� �� ����
 ����� ��
 �� wi

2 � ���� hi(z) ����� 
�������� 	� ���� �� ��
������������� �	��������� �� �� �����	��� � '
�� �
 	� ���� ����� �� z = 0�
%�� ����������
 �� �	������
 ��������
 
� ����� 
	� wi

2 �
 ��  ���� ���� �� hi(z)�
�������
 hi(

wj

2 ) 	= 0 ���� i 	= j� ��� �� ����� ei = P(wi

2 ), i = 1, 2, 3 
�� �����

��
�����
� �
 ������ P (z) = 4z3 − g2z− g3 ����� ���
 �����
 ��
�����
� ��� �� �����
�� ��
���������� �� P (z)� �P � �
 ��
����� �� ����� �
 ������ �P := g3

2 −27g2
3 	= 0�

�

!�� C0 �� 
	���(��� �� )������ �
������ �� ��������� �����	����� ��C2, f(z, w) =
w2 − 4z3 − g2z − g3� *� ���������� φ = (P ,P ′) : C/Λ − {0} → C2 ���� ���

�+



φ(u) = (z, w) := (P(u),P ′(u)) ������ �� ���	�
��	� ���
� C/Λ−{0} 
 C0� ��
��	��������
 � �
�
��������
 � �� �������� w2 = 4z3 − g2z − g3 ������	�� ��
�������� F (z, w, y) = yw2 − 4z3 + g2y

2z+ g3y
3� 
 ��� ��
�� �� F ��� �� �� ��	�

������������ �� C0 �� ���� �� ��� ��
�� �
�
������ E �

�������� �� �������
 ��
CP2 �� �
��� �
�� ���� ��	� ��� ��
�� �� F (z, w, y) = yw2−4z3 +g2y

2z+g3y
3�

�� ����
� E = V (F )�

��� ����� ��� P ′ ����� ���� �
�� ��
�� ��	����� ������ ����� u ∈ C/Λ−{0}
����� ��� ��	�������	���� P ′(u) = P ′′(u) = 0� ��
 �� ��� � ���� P � P ′ ���
��
��� ������� ���
� E = φ(C/Λ)� !�� ������ �� ������� �� E ����� ���� ��
�������� y = 0� �� ��������
 y = 0 �� F ����	�� ��� y = 0, z = 0� "�	�
����� ��� ������ (0, w, 0) ���#� �� �� ����� ��� [0 : 1 : 0] ����	�� ��� E ��������
�$����	���� �� %����� �� �������%[0 : 1 : 0]� &��� ���� ���� ��
 ��� φ ��

�$������ �� 	���
� ������	�
 � � φ̃ : C/Λ → P2.{
z → [P(z) : P ′(z) : 1] �� z /∈ Λ,
0 → [0 : 1 : 0].

}
��������	
�� !� �	���� ��� ��
� C/Λ �� ��� ��
�� �
�
������ �

��������

EΛ �� �������
 �� �
��� �
��� &��� ���� �
����� �� ������
 � �� ��
� C/Λ ���
��
�� �
�
������ �

�������� �� �������
 �� �
��� �
�� �� ������� �� �'�
 ���

��(���� Λ� &���	�� �� ��������� ��������� ��������� ����
���


���	�	
� ����� ��� E := {(x, y) ∈ C2 : y2 = x3 + ax+ b}� �����	
 ��� E �


�
� ����� �������� 
	��� C 
� ��
 �����
 e1, e2, e3 ��� �	��
	��	 h(x) = x3 +ax+b

	
 �	��
 ��
��
��
 �
��� 
�� �
 ������ ei 	= ej , i 	= j�

)��� �� ����������� � ����
 ��� E �� ��� ��
�� �����
���� �� �������
 �������
��
 y2 = x3 + ax+ b� a, b ∈ C�

"�	� E �� ��� ��
�� ��(����� �� �������
 ���� ���� ��
 ��� �� ��	���������
���� ���	������������ � �� E �� CP2 ���� ��
 F (x, y, z) = zy2 − x3 − axz2 −
bz3 = 0 �� ��� ��
�� ������ �� �������
�

������ �� ���	
�	��� j�

)� ���� ������� ��	�� � ��
 ���� �� �� ������� ��� ��
�	��
��� � ��� ��
���
��(�������


���	�	
� ����� �	
 ��������
 Λ1,Λ2 ⊂ C 
	
 ��������
��
 � �
������	
 Λ1 ∼
Λ2 
� � 
��	 
� ���
�� �
 
����	 �	�����	 α ∈ C − {0} ��� ��� Λ2 = aΛ1�

*���	�� ��� X1 = C/Λ1 � X2 = C/(αΛ1) 	������� �� ���������� ����
��
 f : X2 → X1, f(v) = v

α
� "�	� ��������
 
��(���� Λ ⊂ C �� ����������� �

��� 
��(���� �� ��  �
	� Z + Z · τ ����� τ ∈ H = {z ∈ C : +	 z > 0.}� )���
��
	��� ��
 ��� ��� 
��(����� ��� ������������� Z + Z · τ1 ∼ Z + Z · τ2� �� 

�(�� �� �$���� �� ��	�
� ��	���'� α 	= 0 ��� ��� Z + Z · τ1 = α(Z + Z · τ2)� ��
��
������
 ���� �	����� ��� ��
� ���
��� ����
�� a, b, c, d� τ2 = aτ1+b

cτ1+d
� )��� ����

,-



��� ��� ���� ��	�
��� �
���� 
� ���������� 
� ������ �
��	�����	���� ����
�����

������ ��	�
���
�� ��� ��
�� 
� 	��������������� 
� ������ 
�
 	����

τ → aτ + b

cτ + d
, τ ∈ H,

���� ��
���� ���
�� a, b, c, d� �� ��
��
� �����

� ��� ���� ��� ��� ��
����
	���� 
� 	������������� 
� ������ 
� 	�
 ����� ��� ad− bc = 1�  ����
������

�
 !���� SL(2,Z) = {M =

(
a b
c d

)
|a, b, c, d ∈ Z, ad − bc = 1} " �
 !����

��
�
�� PSL(2,Z) := SL(2,Z)/(±I)� #������ ��� �������

H × PSL(2,Z) → H, (τ,M) → M · τ :=
aτ + b

cτ + d

$���	���� ��� [τ ] 
� ����	� 
� τ ��
���	� ��	� �
��� 
� ������
�����% "

���	���� H/PSL(2,Z) := {[τ ]|τ ∈ H}% �
 ������� 
� ����	�� 
� 
� ������
��	������ &�� gi(τ) = gi(Λ) ���� i = 2, 3 " �(τ) = g2(τ)

3 − 27g3(τ)
2�'��

����������� (�)�)��

��������� �	
	� �������� 	
 ���
��� �	 j����
��
��� j : H → C 
��� 	


���
��� �
�
 ��� j(τ) := g2(τ)3

	(τ) = g2(τ)3

g2(τ)3−27g3(τ)2 �

��� 
� 
�� ������
�
�� ��� 	���� j �� ��� ���� ��� ��	��* M ∈ PSL(2,Z)%
j(M · τ) = j(τ)% ��	� ��% j �� ���
��
��� ��� �
 !���� ��
�
���	���������������

� �������� +�	� � �� ��* ��� �����	� 	���� ��� ��
������� ��� 
���	������
��� j�

j : H/PSL(2,C) → C.

��
���� �	
	� �
 ���
��� j : H/PSL(2,Z) → C �� �� �����������

,� 
����	������ 
� ��	� ����
	�
� �� ������	�� �� �-./% ����	�
� 0% �������
0�� +�	� ����
	�
� ��� 
��� ��� �
 ������� �����	�� ��� ������	��*� � 
�� 	����
����
���� �� ��������� � C� +� 
� ���1��� ������� ������� ���� ��	� 	�����

� ������ �
��	���� ��	� ��	��������	� 
�!�
� 
� ������ ��	���
 ��� �
 �������
��
�
� 
� ��������� �������
�� 
� !��
�� 
�� ��� �� ���	� �����
��� 
� �����
�
	����

(2



�������� 	

��������	 
� ��	��
	��

����
	����

���� �����	
�� 
� ���	
���� ��	
������

���������� ��	 
���	�
�	 �� ��� �� �� ���	����� 
� ��� ������� ��������� f(z)

� ��	��
�� ��������� ��������������� ������������� �� ����� ������� z0 ∈ C �

��������� f 	�����
������ ����	����
�� �� �������� 
� ������

z0, z1 = f(z0), z2 = f(z1), . . .

� ���� �	����� �� �������� ���	����� � 
�������� ��	 fn(z) � �� ������� ����

�������� 
� f ������� ������ �� 
���	�

fn = f ◦ f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸
n

��� zn = fn(z) � ��	 ���������� f0 = I 
��
� I �� �� ������� �
����
�
�

� �	� ��
����  ���	��� ��� �� �	������� ���	�� 
� ���� �	������ �	�������

����� !"�	� ��� ����	�� 
� z0 �����	�� �� �������� {zn}#� �� ���� 
� ��� zn

�� �����	�� !��� ��� ��
���� 
���	 ��
	� �� �����	��������# !$�� �����


����
� �� �����	������ 
� �� �������� 
� z0#� %��
��� ��
	����� �	������	���
��	 ��  ����	�� 
�� ����� z0 	��	������
� ��	 �� ��������

. . . , z−2, z−1, z0,


��
� ��	� ��� zn+1 = f(zn)� �� ����	�� ��	� �� z0 
�
� �&����� ��� ��

���
�
���� ��	� z−1 ∈ f−1(z0) � ��� �'� ��	� z−2 � � ��� ��������������

(�� ������ ���� 
� f ������ �� ����� ��� ����	����� �� �� 
���		���� 
�

�����	� ���	)�� ��	� �� ���� ������� ���� 
�	���� �� 
�������� � �� ������������

�'� ����������

*+



��������� �	
	
 ��� f : C → C �������	� 
� ��
�
�

� � ���
�

� �� �� ���
�

����� �
 ��

� ξ ∈ C �� ����� ��

� ��������� �� ������� n �� fn(ξ) = ξ �
fm(ξ) 	= ξ ���� 
��� 1 ≤ m < n� �� n = 1� � ξ �� �������� ��

� ��� �� f �

������� ��� �� 	
 ����
�
�� 
����
�� ��� �
 ξ �� �� ����� ���
��
�� ��
���
��� n� ����� ��� fn(ξ) = ξ � �
 n|k� �������� fk(ξ) = ξ�

���
��� ��� �� ����� ���
��
�� ξ ∈ C ���

�� ����� 
��
���� �
 |f ′(ξ)| < 1�

�� ����� ����	������ ����	��� � �
 |f ′(ξ)| > 1� �

�� ����� 
��
������� �
 |f ′(ξ)| = 1�

 � ����� �����!
��
���� �
 |f ′(ξ) = 0|�

��������� �	
	� �
� ���������
 �����
�� �� �
� 	�
���
 R(z) : C∞→ C∞ ��
�� 	����

R(z) =
P (z)

Q(z)

����� P � Q ��� ��	
���
�� ��
��� ��	
�
���� �� ���
�� �
	�� ��� (P,Q) = 1�
"��� 
��	
�
 ��� P � Q �� �
���� �
#��� �������� P � Q ����
� ������
�
���
�� ����
 $�
�
 %
��
 ��	�
�	
�
�
�� �� R ��� �� ���
	
� ����	�&� �
��
��� ��
����� "	 '�
�� �� R ��� �����
��� ��� deg(R) �� ����
�� ���

deg(R) = máx{deg(P ), deg(Q)},

����� �	 '�
�� deg(S) �� �	 '�
�� ���
	 �� �� ��	
���
� S� (
 R �� ��
 
�	
�
�
��
�����
��� α � α 	= 0,∞� �������� deg(R) = 0 � �� �����
���� ��� ����
���
deg(R) = 0 �
 α �� 0 � ∞�

��
��������	 "��
 ����
�
�� �� '�
�� ��
��
�� ��� 	
 ����
�
�� ����	�'
�

�� '�
�� ��
��� ����
���
��� 
 R : P1 = C ∪ {∞} → P1 ���� 
�	
�
�
��
%�	�����
 �
�
��
�
 ����� �������
�� �� )
��
���*�� ����
�
�� ����+��

�����
����� �	
	
 ��� R �
� 	�
���
 �����
�� �� ����� d � ��� w ∈ P1 = C∞�
�� �������
 R(z) = w 
��
� d �������
�� �
 z ��

�
�� ���
������������

����
������� � ����
����� ��� R �� 
� ��
�
�

� � ���

R(z) =
P (z)

Q(z)

��
 deg(P ) = n� deg(Q) = m � ���������� ��� P � Q ��
 ������ ����
�����
�� m = n� �

�
��� 
���� ��� ����� � ����� �� R ��
�
 �
 C� ��� n �� ����

�
� ���� ����� �� P � Q ������
�����

� � R 
��
� �� ����� 
!���� 
�

� ��
����� ���� �� ������ �� ������ deg(R)�

�,



�� m 	= n� ������	
�� ��� 
�

��� n > m� 
�����
� R ��
�
 n �
��� � m
����� 
� C � R(∞) = ∞ 
� ��

�� �
 ����� 
� ∞ 
� ��� �
�������� 
� ��

��
�
 �
��� �
 �	 	����	���� z �→ 1/R(1/z) 
� 
� �
�� �� �
 �	����	 �	���

��
 ��


��
 
� n−m� �� 	���

��� ��
��	� �
 ��	 ��	��� m > n � 
������	
�� ��


� ����� ��� �	���� R ��
�
 ��
���	

��
 deg(R) ����� � deg(R) �
��� 
� C∞�

�	�	 w ∈ C� 
� ��

�� �
 ��������
� �
 R(z) = w 
� ��� �
�������� 
�
��

�� �
 �
��� �
 R(z) − w� ����	

R(z) − w =
P (z) − wQ(z)

Q(z)
,


� ��	�� ���� 
� �
��� �
 ��
 P � Q ��� ���
�� �
�	����� ��
 deg(P (z) −
wQ(z)) = máx{deg(P (z)), deg(Q(z))} = deg(R(z)) ��� �� ��
 deg(R(z)−w) =
deg(R(z)) �
 ����
 ������
�� ��
 �	 
��	���� R(z) = w ��
�
 ��
���	

��

deg(R(z)) ��������
� 
� z ��� �
����	� 
� �	��� �
 w ∈ C∞�

�

����������	 
���
 �
	 R : C∞ → C∞ ��	 	����	���� �	����	� 
�����
� �
�
!

�� ��


deg(Rn) = [deg(R)]n,

����
 Rn �
���	 �	 n!
��
	 ��
�	�	 �
 R�


����������	 � "��
 �
��� �����
�
 �
 �	 �
�	���� 
#� �
�
�	�

deg(R ◦ S) = deg(R)deg(S).

�
	� R � S ��� �������
� �	����	�
� �
 ��	��� p � q �
��
����	

��
 ��� �	 ���!
�������� $�$�%� �	�	 ����� ��� �	���
� �
 w ∈ C∞ 
� �������� R−1{w} ��
�
 ��
��!
�	

��
 p �	���
� ����	��� 
����������	
�� ���	
�� ξ1, ξ2, . . . , ξp � S−1{ξj} ��
!
�
 q 
�


���� ����	��� 
����������	�
� 
�����
� (RS)−1{w} ��
�
 
&	��	

��

pq = deg(RS) 
�


���� ����	��� 
����������	�
� � ��� �� �	��� deg(R ◦ S) =
deg(R)deg(S)�

�


��	����	 
���� '��

�� ��
 ��� �������
� �	����	�
� R � S ��� ������	�	�
�� � ���� �� 
&���
 ��	 ��	�����
	���� �
 ()*��� g �	� ��
 S = gRg−1 ���
��!
������ �
 �������
� �

����������	� ������� ��� 	
 ���
��
���� ��� ��������
 ��
 ��	
���� ��

�����
	����
 ����� ��������� �
����
	��� ����� �� ����� �� ����
 ��
	��
�����

� ����	������ ��	� 	
� �������
��� ���
��
���� ��� ���
��
���� ��� �� �������

�������� � ����
� 	
 ��� ������
��� �� ���
� ��
 �	 ��
��� �� R � S ��� ���
��
�
�

��������

deg(R) = deg(S)

��



���� �� ��� ����������	� 	�
��	��� �� �� 
��
��	�	�� ������ ���� 
��
	����

	

������� �� ��������	�� �� ���
���� � �� 	�����	��� �� ���	�� �	 S = gRg−1�

���������

Sn = gRng−1.

���� �	��	��� ��� 
���
�� ��������	� �� 
�����
� �������	���� �� R � �� 
���

���
�� 
��	���
���� 
�� �	

��� �������	���� � �� ��������� S � ����������

�� ���
	��� �� S�  	 ��! �� �����
�� 
���
�� ������	�	� �� �����	�� �� ���
	�

��� �� R� 
��� �� 
���� ��� 
������
�� �"
����� �� �����	�� �� ��� ���
� ��

��������	�� 	����	�����

���� 
��
	���� �� ��������	�� �� ���
���� � ��� 
����� ����# �"
�	�	��
�����

�	 S = gRg−1� ������� S ��� g(z) �	 � ���� �	 R ��� � z� $���� ����� ��������	����
��� ���
�������% �	� �
������ ��� 	

�������� 
�� ���� �� �������� �� ����
��


���������� �� �	��	���	� ����� ����	���� ���	������ �����������

������� ��	�	 ��� ξ �� ����� 	
� �� ��� ���
���
�� ���
���� R � ��� g ���
�����������
�� �� ���
��� �������� gRg−1 �
��� �� �
��� ������ �� ������

	
�� �� g(ξ) ���� R �
��� �� ξ�

&���
�� ��� �� 	����	��'� �� �(
��� �� 
����� ���� �"
������ �� �� ��
�

�����	�� ��� 
����� �� ��� ����	�	�� �� 
����� ���� �� ∞� 
��� R(∞) = ∞ 
��

��
�� �������� R �� ��� 
����� ���∞ ��� ��������	�� � �� 
���� ξ � �����
��
��� 
����� �� �� ����	�� ����������

������� ��	�� �
 d ≥ 1� ��� ���
���
�� ���
���� �� ����� d �
��� ����
�������
d+ 1 ������ 	
�� �� C∞�

)�
������	���  �� R ��� ����	�� ���	���� 
���
�� ��
���� �	� 
���	��

�� �������	��� ��� R �� ��� � ∞ � ����	��
�� R = P
Q

��� P � Q 
�	
��

�����	��� � ��� ξ �� 
���� ��� �� R� ��
� R �� ��� ∞ �������� Q(ξ) 	= 0 �

deg(P ) ≤ deg(Q) = deg(R) ���
�� �� �(
��� �� ����� �� R(z) − z �� ξ ��

�"����
���� �� �(
��� �� ����� �� P (z) − zQ(z) �� ξ 
	������ �� �(
��� ��


����� ���� �� �"����
���� �� �(
��� �� �����	���� �� P (z) − zQ(z) �� C ���

�� 	���� �� deg(P (z) − zQ(z)) = d+ 1� �


���
�
�� ��	�� ���� ����� 	
� ξ �� ��� ���
���
�� ���
���� R �
��� ����
���
�� ������ ������
� �� ��� �������� ����
��
����� m(R, ξ) �� R �� ξ� �
 ξ ∈
C �� ����
��
����� �� �
��������� �� ���
���� R′(ξ) � ���� �� 
����
���� ��
�
���
����
��� ������ ξ = ∞ �������� ���
������ R ��� ��� �����������
��

�� ���
�� g ��� ��� g(ξ) ��� 	�
�� � ��	�
��� m(R,∞) = m(gRg−1, g(∞))
 ������ ��� ��� ��� ���������� �����
���� ���� ��	�
�
�� �� 
�������
����

�� �� �����
�� �� g�

�������� �� 
���	
�	����� m(R, ξ) �� ��� �
�	���	�� ���	���� R �� �� 
����

��� ξ ���� ���� 
��

m(R, ξ) =

{
R′(ξ) if ξ 	= ∞

1/R′(∞) if ξ = ∞

��



�� �� ���� ξ = ∞ ����	
���� R ��� �� �
�����
������ �� ����	� 1
z
� ����	�����

�� ��
����� �� ∞ ��
� ������
 �� ���
����� ����
��
�

��������� �	
	� �� ����� p �� �� ����� 	
���	� �� ��
 
���	
	��� 

	���
�
R �� R′(p) = 0� ������� ��� R �� �� ����	���
 �� ������
 ��	���
� �� z� ��
��	�
� �
� ����	����� �� R′(p) = 0 � ��� ����� �� R ��� �� �
��� �
��
 � ���
�
��� ���� � �� R �� �� 	����
���� ����� ������ ��� �
�	��
����� ��� ������ ��
��� 	�
��� bp(R) > 1���
 �������

�� ����� w �� �� �
��
 	
���	� �� R� �� w �� �
 ��
��� �� 
���� ����� 	
���	�
�� R� ���� ��� �� w = R(p) �


 
���� ����� 	
���	� p�

��
���� �	
	� �� 
���	
	��� 

	���
� �� �

�� �������� d ����� 
 �� �
� 2d−2
������ 	
���	�� �� C∞� �� ��������� �� �

�� �������� d ����� 
 �� �
� d − 1
������ 	
���	�� �� C�

���
�������� � �
���
� 	������
���� R �� �

�� d �
� ���∞ �� �� �� �
��

�� �� ����� 	
���	�� ��� ��
��
 ����

���
� ������� ������
 ��� R(∞) = 0�
 ��� ������ �� ������� !
	�
 �
 ��� �����
� ������� 	��"��

 R 	�� ��

�

��#�
�
	��� �� $%&��� �


 ��� R �
��� �� ∞ 
� 0�  �	
�&����

R(z) =
P (z)

Q(z)
=
azd−1 + · · ·
bzd + · · ·

� ������
��� a, b 	= 0� '���

R′(z) =
Q(z)P ′(z) − P (z)Q′(z)

Q(z)2
=

−abz2d−2 + · · ·
Q(z)2

,

�����	�� R′(z) = 0 ����� 
 �� �
� 2d− 2 ����	����� 	���
��� ��������	��
����

�

���� ������	
	�� 	� ��� 
�������� 	� ����
 � �
�

���

� ������	����� �
������
���� ��� ��������� ������� �� �� �������� �����

��
�� ����� ���� ��� ����	���� �� ����	�  	��� � ��� ����	��� �� �������
���

!� �������� �� ����� ����	���� ��� ��
����
� ��
����
�"�
 ��� ��������� �� ���

�	������� 
����������

#���
����� $	� �� C∞ 	�� ������� �� �	������� �� �$	�������	� �� � ���� ��

�� ��
����

��������� �	�	
 ��
 R : P1 → P1 ��
 #��	��� 

	���
� �� 	����
��� � ������(
�
 �� �
 �������
��  � 	��"���� �� )
��� �� R �����
�� ��
 F (R) �� �� 	��"����

&��
�� �
*��
� �� P1 = C∞ �� �� 	�
� �
 ��	����� �� ���

��� {Rn} �� ����(
	������
�  � 	��"���� �� +���
 �� R �� ��,�� 	��� �� 	���������� �� F (R)
�� P1 = C∞ � �� �����
��� ��
 J(R)�  ��
 ��,��	��� ��	���� 
 �
� #��	�����

�
����	
� f : U ⊂ C → C�

%&



��������	
� �
�
� ��� �����	�
� �� 	���
��� �� ����
 �� 
� 	���
��� �������

� �� 	���
��� �� �
��� �� �
 	������ 	�������������� �� �� �����	�
� ��������

������� 	������ ��
�	�����
� ��� ������ ������ � �
� C∞ �� 
� 	����	���

�����	�� ��� �����	�
� �� ������� �� �������� �� {Rn} �� �� 
�� ������� ������

�� 	
���
��� �
��� z0 ∈ J(R)�

����	�	
� �
�
� ��� f 
�� �
�	�
� �������	� ����� C� ���� z0 ∈ C� �� 
�����

�� z0 ���� �� ����	�	�
� f �� �� �
	���
� �� �
���� z0, z1, z2, ..., zn, ... �����

zn = f(zn−1) ���� n ∈ N

�
���� �
� zn = fn(z0) ����� fn(z0) = f ◦ f ◦ f ◦ ... ◦ f n ��	���

������� �
�
� ��� f : U ⊂ C → C 
�� �
�	�
� �������	� � �
�
� ��� �
� z0
�� 
� �
��� ��� ���
���� ���� f � �����	�� �� ������� �� �������� {fn}∞n=1 �� f
�� �� ������ �� z0�

��������	
��
 ��������� ��� �� ���
�
� �� ���	
���� {fn}∞n=1 �� ������

����� ������ ��	
���� U �� z0
 �����	�� f
n(z0) = z0 ���� ���� n� �� �
���

��� fn(z) �� 	������� � ∞ �� U 
 ��� �� ����� ��
��� ������ �����	��
�� ��
{fn}∞n=1� {fni}∞i=1 ��� 	������� ��
���������� � ��� ���	
�� g ����� U � ���
|(fni)′(z0)| → |g′(z0)| ��� 	��������	
� ������
	�
 ��� λ = f ′(z0)
 ������� ���

|(fni)′(z0)| = |(f)′(z0)|..(niveces)..|(f)′(z0)| = |λ|ni → ∞ �� ��� |λ| > 1
��� ��� z0 �� ����� �������� �� f � ���� ���� �� ��� 	������
		
�� ������
|(fni)′(z0)| → |g′(z0)|

��� �� ����� �� ���
�
� �� 
������� �� f �� �� ������ �� z0
�

�������	� �
�
� ��� f : U → U 
�� �
�	�
� �������	� � �
�
� ��� �
� z0 ��


� �
��� ����
��	� ���
���� �� f � �����	�� �� ������� �� �������� {fn}∞n=1 �� f
�� �� ������ �� z0�

������� �
�
� ��� f 
�� �
�	�
� �������	�� ��� z0 ∈ J(f) � ��� U 
�� ��	��!

��� �� z0 � �����	��
⋃∞

n=1 f
n(U) ����� � �� �"� 
� �
��� �� C�

��������	
��
 �
 fn(U) ��
�� ��� ������� �����	�� {fn}∞n=1 ���� ��� ���
�
�

������ �� U ��� �� ������� ��  ������ �� 	��� �� ��� 	������
		
��
 �

�������	� �
�
� ���� ���� n ∈ N� �� 	���
��� �� ����
 F (fn) �� �� �!#����

������� 	���	��� 	�� �� 	���
��� �� ����
 F (f)�

��������	
��
 ��� z ∈ F (f) � ��� U ��� ��	
���� �� z ����� �� 	��� ���

������� fn(U) ������ ��� ���
�
� ������
 ��� �� ������� �� �� ���	
�� ��
����
fn(U) �� ��
����� �
 {fni} �� ��� �����	��
�� 	���������� �� U � {fni−1} ��
��� �����	��
�� 	���������� ����� f(U)
 �
�
�������� f−1(U) �� �� ��
����
� ����� 	��� 	��������� �� f−1(U)� {fni+1} �� ��� �����	��
�� 	����������

��� �� ����� ���� ���� n ∈ N� �� 	��!���� �� "���� F (fn) �� �� �#$�
�� 
������
	�
�	
�� 	�� �� 	��!���� �� "���� F (f)
 �

%&



��������� ����	 ���� ���� n ∈ N� �	 
���
��� �� �
	�� J(fn) �� 	� �������
������� 
���
��� 
�� �	 
���
��� �� �
	�� J(f)�


������ ����	 ��� R : U → U 
�� ��	�
�
��� ��
����	 �� deg(R) ≥ 2� ������

�� �	 
���
��� �� �
	�� J(R) �� �� ��
���

��������	
��
 �
 J(R) �� ��	
� �����	�� �� ���
�
� {Rn} �� ������ �� C∞

� 	��� �� ���	
�� ����� �� 	���
��� ���� 
���
	� ��
��� ��� �����	���	
� ��
���	
���� �� Rn �� �� 	��� 	��� ���	
�� �
��� �� �
��� ������ �
� �������
deg(Rn) = [deg(R)]n � ���� 
����
	� ��� R �
��� ����� ��� 	������
� � �������
����	
�
�� 
�
	
����

������ �����	
�
��� 
� 
���������� 
� �����

����� �� �� 	���
�	�� ��� 	���������� �� ����� 	���
��� ��� ��� 	���	���
�
��	
���� ��� 
���������� ��� 	�� ���� �� !��
� ���� ���	
���� ���
���
��� f �
"� 	���	���
��	
�� 1 ��� ������� �� ���
�� ����
#� ���� ���	
���� ��	
������
�� ������� $ ���� �� 	���	���
��	
�� % ���� �� ���
�� ���� ���	
���� ���
���
����
�� ��� ���� ���	
���� ��	
������ �� ����� �� ∞ �� ��	����
������ �� �� �����
���������	���$ �
 �
��
��� ����	��� &��� '%()�


�������� ����	 �	 
���
��� �� �
	�� 		��� �� 
� ��	������ f � �������� ���
K(f)� �� �	 
���
��� �� �
���� �
� �
� ������� ��� �
������ ���� 	� �����
��� ��
f �

��������������� ��

*� 	�� ���� �� !��
� J(f) �� 	�����
�� ���	
�� ���
���
�� f �� 
���� � ��
	�������� ��� 	�� ���� �� ������ ���
��
	�� ���������� �� f �

��������������� ��

�
 �� 	�� ���� �� !��
� �� �� ���� �� ����� 	����� �$ �����	�� �� 	�� ���� ��
!��
� J(f) �� �� �������� ��� 	�� ���� �� !��
� ����� K(f)$ �� ��	
�$ �� ��������
��� 	�� ���� �� ���
��� �	������ � �� �� ��� ���
��� ��� ��	���� �� 
���
���


�������� ����� �
������� �
� z0 �� 
� �
��� �������
� �� f �� ������� n�
�����
�� 	� ������ �� z0 ���

�� ����
���� �� 0 < |(fn)′(z0)| < 1.

 � �
�������
���� �� (fn)′(z0) = 0�

!� "��
	���� �� |(fn)′(z0)| > 1�

#� $�
���	 �� |(fn)′(z0)| = 1�

�	 �%���� λ = (fn)′(z0) �� �	 �
	���	�
���� �� 	� ������ �������
� &�������
�
� ���� �� 
�� ������	�'�
��� ��	 �
	���	�
���� �� �
���� (��� ) ����*� ���
�� 
�� ��(��
��� ��� ����		��� �� 	�� ������+�

%+



��� ����� ��� �� ��	
�	�� �� 
���� �� ����������	�� �	�����	��� �� �����	 ��
�	� �� ��� �����	�	��� ��	���� �� ���� �����	�	�� ��	���� �	� �����	�	�
�� ��	��� U ��� ��	
�	�� �� 
���� �� ��������� �� ������ �	 �	���� n ��� ���
f (n)(U) = U � �� ��	����� �� f (n) �	 �	� �����	�	�� ��������� U ����� ���
�	� �� ��� ������	����

• ������ �	 ��	��  
� �������� �� fn �	 U ! U ���� ��	��	��� �	 �� ����	�� ��
��������	 ��� ��	��  
��
• ������ �	 ��	�� �������������� �� fn �	 U ! U ���� ��	��	��� �	 �� ����	��
�� ��������	 ��� ��	��  
��
• ������ �	 "	��� ��	��  
� �� fn �	 ∂U � �� ���� �� �����	�� �	��#���	��� ! U
���� ��	��	��� �	 �� ����	�� �� ��������	 �� ���� ��	��  
��
• �� ����������	 �� fn � U �� ��	#����	�� ��	
����� � �	� �������	 �������	��
��� ����� �	������ �$����� �	 �� ����� ���� ��� z → λz�
• �� ����������	 �� fn � U �� ��	#������	�� ��	
����� � �	� �������	 �������	��
�� �	� �����	 �	���� �	 �� ������

��������� �	�	
 ������� �	� �	� 	
 ��
�	
�� A �� �

�
�� �� fn(A)∩fm(A) =
∅ ��
� ���� n > m ≥ 0�

�	 ������� ��! �������	�� ��$�� �����	�	��� ����	��� �� �� ������	��%���
&''()�

���
��� �� ��������	 �� ��	
�	�� �� 
���� �� �	� ���������	 �����	�� 	� ����
	� �����	�	��� ����	���� ����� �� ���� ��	���� ���� �����	�	�� ��� ��	
�	��
�� 
���� �� ���	������	�� ����������

������ �� ����	�
� �� 
��������


�	 ���� ������	 ��	����������� �	 ����	���� ���������� �� �� #���� P (z) =
a0 + a1z + a2z

2�

�
��������� �	�	� ��
� ���� ����
���� �	��
����� P (z) = a0 + a1z + a2z
2

������� c ∈ C� ��� �	� P � Pc = z2 + c ��
 ��
�	����� ��� 	
� �
�
���
�����


�� ����	� � �� ����� ���� ��
�	�����
 �� 	
� �	
���
 ���
 �� �� ��
�� az + b
��
 a, b ∈ C�

������
����� �  ��
 P (z) = a0 + a1z + a2z
2� Pc = z2 + c � ψ = az + b

��
 a0, a1, a2a, b, c ∈ C ����� �	� aa1 	= 0� !	�
���� �
���
 �	� (ψ ◦ P )(z) =
(Pc ◦ ψ)(z)� �� ����
�

ψ(a0 + a1z + a2z
2) = (ψ(z))2 + c.

a(a0 + a1z + a2z
2) + b = (az + b)2 + c.

aa0 + b+ aa1z + aa2z
2 = a2z2 + 2abz + b2 + c.

�� ��	� �� �����
�
 ��� ���	��
��� ��	����
��" aa0 + b = b2 + c, aa1 =

2ab, aa2 = a2� #�������
�� ����
���� �	� a = a2� b = a1

2 � c = a0a2 + a1

2 − a2

1

2 .

*+



��

��������	
�� ���� �������	�
� ��� �
����� �
� �� ���
��� ������	� �� ���
���������� 	
������	�� �� ������� ���
	�� �� ���
��� �� ��� ��������� �� ��
����� Pc� 	�� �� ������� �� �
� ����� ������� ����� �������������� ��� C�


���	�	
� ����� �� �������� 	
 ���	
�
��� 
� 
� c � ����� �
 	
��
 ����

M = {c : K(fc) 
� ���
�� } ⊂ C�

��	������� �
� K(f) ������ �� 	��
��� �� �
��� ����� ���	���� � f� ��� ���
���	�
� ���� !� "������ �
� �� 	���
��� �� #�����$��� �����	�� �� ����������!
�� �� 	���
��� M �� ����� ��� 	�������� ���� ��� 	
���� �� 
�$��� ��� �
��� 	�%��	�
$��� fc �� �	������ &� |c| > 2� �����	�� �� ����� �
� ���n→∞f

n
c (z) = ∞� '� ����

���
��� �
� M ⊂ D2(0) = {c ∈ C : |c| ≤ 2}� (� ����
	�
�� �� ���� 	���
��� ��
�)
�� �
� �� �� ��� 	���
���� �� �
��� �� �
* 	�����	��� 	��� �� ����	�� �� ��
�)
��+


���	�	
� ����� ��� ���������� �������� R : P1 → P1 	
 ���	� d ≥ 2 �
 	��


���
�
����� �� ��� ��
���� 	
 ��� ������ �������� ����
��
� � ��� ������ �
���	����

��������
� 	
 R�

�,



��������	 
��� �

������ � ��
���	 �	���	��	 fC(z) = z2 + c �
�
�	� �	�
�����
��
� �	��
��	��

��������� �	�	
 • ��� ��������	� U 
�� ��	�
��
 
�� ������	� 
� ���
���
�	

�� ����� ����
������ �� fc(z) �� ����
������ ��
� ������ c ∈ U �

• �� ��
	� ����
������ 
�� ������	� 
� ���
���
�	 ������	� �� 	�
�� ���

c−����
�� ��
� ��� ������ fc �� ����
�������

• ��� ��������	� ������ U 
�� ��	�
��
 
�� ������	� 
� ���
���
�	 �� ����

�� ����
������ �� fc(z) �� ����
������ ��
� ������ c ∈ U � � ��� ��������	��

����
������� 
� M 	������ �� ��� ������ �������

�
�����
 ������	� �
��	� �	� �	������	�� �
 	�����
�	� �	� �
��	�	� �
 ���

������� ���� ��
��	� c� ����	� �
��	�	� �	��
��	��
� � �	� ����	� ��
 �	���
�
�
� ���� c�

c �
��	�	 �
� ����	

−0,12 + 0,75i 3
−0,5 + 0,56i 5
0,28 + 0,54i 4
0,38 + 0,333i 5
−0,62 + 0,43i 7
−0,36 + 0,62i 8
−0,67 + 0,34i 9
0,39 + 0,22i 6

���� �������� 
� ���
�	 �
 �	��	�
��
� ���
��	������ 
� �
���� 
� ���
�	 �


����	�� �
 �
��	�	 n ��������	� �� �� �

������ �
 �
���	 �
 �� ����	�

��������� �	�	� ������� ��� c �� �� ���	
� 
� �� ����� 
� ��
��
� n ⇐⇒
fn

c (0) = 0

 	�
�	� ��
 �� �

������ ���
��	� �	� �!��� � �	������� �	� �
���	� �
 �	�

����	� �
 �
��	�	 n� �
�	 ����	 ��
 �� ����	 �
 �
��	�	 n �����"� �	 
� �

2n, 3n�
������ �	� �	 ��
 �
���
�	� ��
 �
������� ������� ����
� �
 fn

c (0) = 0
���� 
��	����� �	� ����	� �
 �
��	�	 
#�����
��
 n� ���� �	� ���	� n = 1, 2, 3
�
�
�	� ��
�

f1
c (0) = c.

f2
c (0) = c2 + c.

f3
c (0) = c4 + 2c3 + c2 + c.

$	� ����	� 
������ ���	� �	� ��� ����
� �
 �	� �	���	��	��

Pc = c

���� 
� ���	 n = 1 �	�	 ��! �� ����	 �	��
 
� �
���	 
��� 
� c = 0

Qc = c+ 1

%&



���� �� ���� n = 2	 
������ 
� ���� �
��� � �� ���
�� ��
� �� c = −1

Tc = c3 + 2c2 + c+ 1

���� �� ���� n = 3 ��� 
��� �
���� � ���� ���
��� �� ��
�� �
���� ���������
��
������������� ��
�� ���

c1 =

(
9
√

23 − 25
√

3
) 2

3
(−√

3 i− 1
)

+ 2
2

3 3
5

6 i− 4 2
1

3 3
1

6

(
9
√

23 − 25
√

3
) 1

3 − 2
2

3 3
1

3

6 2
1

3 3
1

6

(
9
√

23 − 25
√

3
) 1

3

,

c2 =

(
9
√

23 − 25
√

3
) 2

3
(√

3 i− 1
)− 2

2

3 3
5

6 i− 4 2
1

3 3
1

6

(
9
√

23 − 25
√

3
) 1

3 − 2
2

3 3
1

3

6 2
1

3 3
1

6

(
9
√

23 − 25
√

3
) 1

3

,

c3 =

(
9
√

23 − 25
√

3
) 2

3 − 2 2
1

3 3
1

6

(
9
√

23 − 25
√

3
) 1

3 + 2
2

3 3
1

3

3 2
1

3 3
1

6

(
9
√

23 − 25
√

3
) 1

3

]
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�������� 	

�� ������ �� 	
���	�����


�	����	��
 
���� �	 �
���	 ��

����	���

���� �����	
�	�� 
�� ��
��	� Ratd 
� ����	���� ���

�	������ 
� ���
� d�

���� ���� �����	 d ≥ 1 �	�
������	
 �
 �
����	 Ratd �� �	��
 
�
 �����	��


����	��
�
 R = p
q

�� ����	 d�

���� k ∈ N� 
�� Pk �
 �
����	 �� �	
��	��	
 �	��
��	
 �� ����	 k �	� �	��������


�	��
��	
� �	�	 �
����	 ����	���
 
	��� C� Pk ����� �����
��� k+1� �
 ���
 �
��

�������	 �	� {1, z, z2, ..., zk}� ���	����	 �	�O �
 �	
��	��	 ������������� ���	�

���	���
 
� ����� ��� Pk ×Pk −{(O,O)} � C2k+2 −{((0, 0, ..., 0))}� ���	���
 
�

��	������������� �� Pk × Pk − {(O,O)} �
 
	 ��
�	 ��� ��	���������� C2k+2 −
{((0, 0, ..., 0))}� �
 ������ P(Pk × Pk − {(O,O)}) = CP2k+1�

���� n,m ∈ N� �	�
�������	
 p(z) = anz
n + · · · + a0 ∈ Pn� q(z) = bmz

m +
· · ·+b0 ∈ Pm� ���� z1, .., zn 
�
 �� ��
 �� p � w1, ..., wm 
�
 �� ��
 �� q� ������	



� ������� !�
�
������ !�
�
�� ���� �	�"

!�
�
�n,m : Pn × Pm → C, (p, q) → am
n b

n
mΠn

i=1Π
m
j=1(zi − wj)

#	���	
 ��� !�
�
�n,m(p, q) = 0 
� � 
�
	 
� p(z) � q(z) ������ �
 ���	
 ���

�� � �� �	�$��

���� p(z) = adz
d + · · ·+a0, q(z) = bdz

d + · · ·+b0 ∈ Pd� �	�
������	
 
� �������

τ : Pd × Pd − {(O,O)} � C2d+2 − {(0, 0..., 0)} → Ratd ���� �	� τ(p, q) =
π(ad, ..., a0, bd, ..., b0) = p

q
� #	���	
 ��� 
� λ ∈ C − {0}� τ(λp, λq) = τ(p, q)� ��

�������
�� τ �	 �
 ���������� ��� Wd := {f = p
q
∈ Ratd : !�
�
�(p(z), q(z)) = 0}�

%&



���� f(z) = adzd+···+a0

bdzd+···+b0
∈ Ratd� ����	
�� π : Ratd → (CP2d+1−Wd) ���� 
��

π(f) = π(
adz

d + · · · + a0

bdzd + · · · + b0
) := [ad : · · · : a0 : bd · · · : b0].

�� ���	� ��� ��� π �� �� 	��
����
� � 
�� �� ����� ����
�� ��� Ratd �	���
��� ���������� ��

���� �� �	
���	�� 2d+1 ��� �� ��
������ ����	�	���� ��� ����
����� ��
� Wd �	��� �����
	���� 
�� �����	���� �� �� ���
� ������(p, q) = 0�
�������� Wd �� �� �������� �������	�� �� CP2d+1� ���� ��� Wd �� �� ������� ��
�� ��
������ �� ���	� 	 �� CP2d+1� 
�� �� ����� ��� ���� ��
������ Ratd �� ��
��	���� �� ���	� 	 �� CP2d+1!"�� ����	�	�� #�$�%&� �� ���� ����	�� �� ���
����
���	����	� �� Ratd �� �� ���
� �'���	���

���� d = 1 �� ��
��	� Rat1 
���� ��� 	����	����� ��� �� ���
� 
������
PSL(2,C) = SL(2,C)/(±I)� (������� ��� ��������
�� �� �� ���� d = 2� �����
�� ��
��	� Rat2� ����	��� �� ����� ��� ����	���� ���	������ �������	���

f(z) =
p(z)

q(z)
=
a0z

2 + a1z + a2

b0z2 + b1z + b2


�� �� ��� 	����	���
�� Rat2 ��
� �� �������� ��	���� ��� ��
��	� ��

����

������	�� CP5 ��� ����	��� �� ��� 
����� [a0 : a1 : a2 : b0 : b1 : b2] ∈ CP5 
���
��� ������ �� ����������

������(p, q) = det

⎡⎢⎢⎣
a0 a1 a2 0
0 a0 a1 a2

b0 b1 b2 0
0 b1 b2 b3

⎤⎥⎥⎦ 	= 0

������ �� ����	
� M2 �
 ����
� �
 �������	
�� ��������

���

)�� νd(n) �� �*
��� �� 
����� 
��	��	��� �� 
��	��� n �� �� 
��	��
	�
��

���� f �� ����� d ≥ 2 ����
�� ��� ��� 
����� ���� ����� ����� 
�� ��
�����	�� fn(z)−z = 0 �� ����� dn � ��� ��� 
����� ���� �� 
��	��� �+����
����
m �	�	��� n �	

dn =
∑
m|n

νd(m).

(������� 
���
�� �������� ���	�
���� �� 
����� 	�����	�� νd(n) 
�� ���
,

���

d =
∑
m|1

νd(1)

d = νd(1)

-$



d2 =
∑
m|2

νd(m)

d2 = νd(1) + νd(2)

d2 = d+ νd(2)

νd(2) = d2 − d

νd(3) = d3 − d

νd(4) = d4 − d2

����� �������	�� �
 ����
�� 
� 
�� ��������� �������
�� ���
�������� �������

	�� ��� ���	�
� 
� ��������� ���	� ���	�
 
� ��� ��
������� �������
 
� ���
�


���

f(z) =
1

a(z + z−1) + b

� �������	�� 
� n����	� �����
� 
� f � fn� ��	� �
 �������� 
� 
�� ��
���	���

fn(z) = pn(z)
qn(z) ��� deg(qn) = 2n ≥ deg(pn) ��� ��
������� 
� fn(z) = z� �� 
�����


�� ��
������� 
� 
� ��������

zqn(z) − pn(z) = 0

��� 
�� ������ ���� 
� fn(z) ��� ����� ���
� 2n + 1� 
����	�� 
�� ��
���	���

Φn ��	� 
�� ��
���	��� ��
�� ��� 
�� ������ 
� Φn ��� 
�� ������ �����
���� 
�

�����
� ������	���� n � ��������

zqn(z) − pn(z) =
∏
m|n

Φm

� �
�	�� ��
�	�� ��
��
�� ��
���� �	���� Φn��	� �����

Φn =
zqn(z) − pn(z)

m �=n∏
m|n

Φm


��
� Φ1(z) = zq(z) − p(z)! "���	�� ��� Φ1(z) ����� ���
� 3 � Φn(z) �����

���
� ν2(n)! #� �������
��� Φ3(z) ����� ���
� ν2(3) = 23 − 2 = 6!

��������� �	
	
 ������� �	� f, g ∈ Ratd ��
 ��
�������

� ��	�����

�� ��

����
� 	
 ������������� h : P1 = C ∪ {∞} → P1 
�� �	� h ◦ f = g ◦ h.

#
 ����� PSL(2,C) = SL(2,C)/(±I) ����� �� Ratd ��� ������������

PSL(2,C)×Ratd → Ratd, (g, f) → g ◦ f ◦ g−1 ∈ Ratd.
�
 ������� �������� 
� ���� ������ 
� 
�����	�� ���

Md := Ratd/PSL(2,C),

$$



� ���� �������� 	� 		
�
��� ������� ��	
�� 	� �
�����
���������� 
���������

	� �
�	� d� 
�� ����� �� ���
 
����� ������� ��� ��� ��������� �� Ratd ���
��	�����
����� ������
�
� �� ���������� 
 	
 ����
 �����
�

��������	
����
 ����� 

�
 �	 �
�� d = 2� ������� ��� ���� ��	������ ��
�
��
���� �� ������
�� 
 �� ��	������ �� 	
 ����
 Pc(z) = z2 + c, c ∈ C����
����������� ������� �� �
�
 ������
� M2 ������� ������
� 	
 ���
���
 ��	 ����
����� �� !
���	������

������ "
 
����� 
������� �� �� 	����� 
�� �����	� g(z) = −z 
���
 ���#�
	�����
�� ��
	����� ������� ���
�� ��� �����	� �� f(z) = a(z+z−1)� �������� gfg−1 =

−(−z+(−z)−1
) = z+z−1� 
�� 	� ��� �� �����	� ��� �	 ���
��� �������� M2 ����


�����	
���
���� ��� ���
��� �� ���
 ������� #������ ��� �� �����	� ������$�
�
M2 ��� �	 ���
��� 
� � C2�



�
 ��������� 	
 ���������
 
� � �� M2 ������� ���������� 	�� ������ $����
%��
 
�	��
���� f ∈ Rat2 ����� ���� ������ $��� z1, z2, z3 ∈ C∞� &�
 μi �	
��	���	��
��� �� f �� zi, i = 1, 2, 3� �� ������ μi = f ′(zi), i = 1, 2, 3� &�
�

σ1 = σ1(μ1, μ2, μ3) := μ1 + μ2 + μ3, σ2 = σ2(μ1, μ2, μ3) = μ1μ2 + μ1μ3 +
μ3μ2, σ3 = σ3(μ1, μ2, μ3) = μ1μ2μ3 	
� ��������� �	�����
	�� ��������
� �� �����
��	���	��
������ �� ����� μ1, μ2 ' μ3 ��� 	
� �
 ��� ��	 ��	������ ������

z3 − σ1z
2 + σ2z − σ3 = 0. �(���

)� �����
	 �� ������� �� ��	������ ������ �� ��
�� n

P (z) = (z − t1)(x − t2) · · · (z − tn) = zn + an−1z
n−1 + · · · + a1z + a0

�������� ������� 	
� ��	
������*

a0 = (−1)nt1t2 · · · tn
a1 = (−1)n−1t1t2 + t1t3 + · · · + tn−1tn

���
���

an−r = (−1)r
∑

i1<···<ir

ti1 · · · tir

���
���

an−1 = (−1)1
n∑

i=1

ti

�	 ��	������

σr =
∑

i1<···<ir

ti1 · · · tir

�� 	� 		
�
 ������� ��	������ ���+����� �	�����
	 �� t1, . . . , tn�

��
�
�	�	�� ����� ��� f 
�� �
����� 
������� 	� �
�	� d � μi ��� �
���������

	�
�� 	� �
� 
���������� �
���� ����� ��������� μi = 1 �� � ���� �� zi �� 
� �
���

��� �
������ ��� �
� zi = zj ��
� ����� i 	= j�

(,



��������	
��
 ���� �� ����� 	
��� ���� 
���
�� ���
���� �� ����� d �
���

d+ 1 ������ ���� �������� �� �����
�� f(z)− z = 0 �
��� d+ 1 ������ ��������

����
��
�
������ �� ���
�� d+1 ������ ����� �������� ������� ����
�
� f(z)−z =

a0

∏d+1
i=1 (z−zi) � �� ������� 	
����
	� f ′(z)−1 = a0

d+1∑
i=1

d+1∏
j=1,i�=j

(z−zj) �	� �	 ���

�	�����
	� ��� f ′(zi) − 1 = 0 ⇔ zi = zj ���� i 	= j� �� ������ μi = 1 ⇔ zi = zj

���� i 	= j� �

��������� �	
	� ��� f ��� ����	�	�
� ��	����� �� 	��
������ ��� p �� �����
��� �� f � �
 ��	��� f(p) = p� �� ����	� ���������� ������p(f)� �� f �� p� 
� �����
	��� �� ��
���� �� p �� �� ������� dz

z−f(z) � �
 ��	��� ������p(f) := ��
p(
dz

z−f(z) )�

�� 	��� �
 ������������� �� �� ���		�
� �� 	���������� �� �
�� 	�
� ��	�� ����	�
�
 ����� � 1

1−λ

� �� ��������	���� λ �� p �
 ��������� �� ����

��
� �	
	
 ��� f ��� ���	�
� ��	����� �� ����� ��
 	�� ��������	�����
 μ1, μ2, μ3�
�
��
 ���
 ��������	�����
 ���������� f ��
�� 	������	�
�� � 
��� �
��� 
�����

� �� 
�������� 	����	�
�

μ1μ2μ3 − (μ1 + μ2 + μ3) + 2 = 0, �����

� �� ����
 �������

σ3 = σ1 − 2. �����

��� �� ����� �� �
��	�� M2 	�� 	���������
 (σ1, σ2) �
 	��
��	������ �
��
����� � C2�

��
��������� � �  �	�
 �
�����
 �� ����	�
� 〈f〉 = 〈μ1, μ2, μ3〉 ���� �� 	��
�
�� 	������	�
� �� �� ����	�	�
� f !�� ����� �����
 ���
 	�� ��������	�����

μ1, μ2 � μ3� �� μ1μ2 	= 1 �����	�
 ������
 ��
�� �� "#�$% ����

μ3 =
2 − μ1 − μ2

1 − μ1μ2
�����

����� 
� μ1μ2 = 1 ⇒ μ1 = 1/μ2 � #�$%� 
� ����	� �

μ3 − (
1

μ2
+ μ2 + μ3) + 2 =

−1 − μ2
2 + 2μ2

μ2
=

−(μ2 − 1)2

μ2
= 0,

�� ����� 	��	�����
 μ2 = μ1 = 1 ⇒ z1 = z2 �
 �� ����� ����� ���� �� �
��
	�
� μ3 ����� 
�� �����������

������� 
��������
 !�� μi 	= 1 �
 ��	�� �� ��� ����� ��� ������ &�����

�� ��������� ����������� ∑ 1

1 − μi

= 1 �����

�� 	��� 
� ������ �� �� 
�������� ������'

��



������� ��	 
�	����� 
������� ���
∫

C∞

dz
z−f(z) = 2πi

∑
	������� ��( 1

z−f(z) )�

������� ��� ��� ����� �� 1
z−f(z) ��� ���
������� ��� ������ ���� �� f � ��	�


��
���	 �� 	������ �� z1 ��	 �������� ��	 �� ���� �
������� (z − z1)
1

z−f(z) ��

z1 ��	� ������	 1
(z1−z2)(z1−z3)

� ��	� ��	 ��	� ����� ���� �� ���
������� 1
1−μ1

�

��� �� �����	�� ����	��	 �� ����� � 2πi
∑

1
1−μi

� ���	� ������� ���

ĺım
|z|→∞

(
1

z
− 1

z − f(z)
) = ĺım

|z|→∞

−f(z)

z(z − f(z))
.

��	 ����� �� ��� �	�����	��
��� �� ������ ������� ������	 ��� f(∞) ��
������ ��	 �� ����� �� � ���� ����	��	 �� ����� � 0� ��� ������� ���!

∫
C∞

dz

z − f(z)
= ĺım

R→∞

∫
|z|=R

dz

z − f(z)

= ĺım
R→∞

∫
|z|=R

dz

z

= 2πi

" 
���������� �� ��������
∑

1
1−μi

= 1� �������#���� ���� $����� �������� ��

%&�'( ������� ���

1

1 − μ1
+

1

1 − μ2
+

1

1 − μ3
= 1

(1 − μ2)(1 − μ3) + (1 − μ1)(1 − μ3) + (1 − μ1)(1 − μ2) = (1 − μ1)(1 − μ2)(1 − μ3)

3 + μ2μ3 − μ2 − μ3 + μ1μ3 − μ1 − μ3 + μ1μ2 − μ1 − μ2 = 1 + μ1μ2 − μ1 − μ2 − μ3

−μ1μ2μ3 + μ1μ3 + μ2μ3

2 − 2(μ1 + μ2 + μ3) = −(μ1 + μ2 + μ3) − (μ1μ2μ3)

2 − (μ1 + μ2 + μ3) = −(μ1μ2μ3)

μ1μ2μ3 − (μ1 + μ2 + μ3) + 2 = 0

��� �� �� 	�������� ����	����
���	� �� ��������� μ1 = 1 �����
�� z1 �� �� ����� ��� ����� �� ��
�	

z1 = z2 # μ1 = μ2 = 1 # 
����� ���

μ1μ2μ3 − (μ1 + μ2 + μ3) + 2 = μ3 − (2 + μ3) + 2 = 0

�� ��
�	� �� 
����� %&�'(
���	� 
����� ��� {μ1, μ2, μ3} ����	����� f ����� 
������
���� �	���	�


������	���� ��� ����
�
��� f 
�� �� ����� ��� ������ ���� ���������� )������

��������� 
�� ��� �	�����	��
��� �� �*���� ��� ��� ����� ��� ������ ����
���� 0 # ∞� �� ��
�� 
�	 ��� f �� �� �� ��	��

f(z) = z
az + b

cz + d
,

��



��� a 	= 0 � b 	= 0 � � ab − bc 	= 0 �������� f �	��� 
��
� 
��� �������

����	��	���
� �� ������
�� � 
����	��
�� ��� ��� ���������� ��
���� ����	�

��� d = 1. �	 ������������ f(z) ��� f(kz)/k� �� ������ 
� ����	��	��� a � c ���
k� ��	 ��� �� ��	�� ����� 
� k ��� �� ������ 
� ���������� a ��� 1 � ���� ���

� �� �	
�	���� ����� ������

f(z) = z
z + b

cz + 1
��� 1 − bc 	= 0 �����

��� b = μ1 � c = μ2 ��� ��	
��������� ��� ����	��	��
���� �� 0 � ∞ �������	���

������ ��	 f ���� ��	������� 
�����	��
� ����� �����
��	�� ��������� ��� ���
����	��	��
���� μ1 � μ2 ����	�
�� � ������	��� 
�� ������ ���� 
	��	����� ���	

�� 
�����	����� 1 − μ1μ2 �� ���
� ��������� ���� �� ��� ����� �����	��	���� ��

μ1 � μ2�  � ����	��	��
�� 
�� ������ ����� ��� ���� 
�����	��
� ��� !�"�

����� �����
���� ��� f �	��� �� ���� ����� ���� ������� ��
���� �����
��
� f ��� ��� �����������	�� 
� #$%	�� ��� ��� �� ����� ��� z1 = z2 = z3 �� ��
����� �� 	���	���� ��� f−1(∞) = {0,∞}� ��%���� ��� ���	�%�� �������� ��� �	
��� ����	�� ��������� p : C → C ���	����� ��� ĺımz→∞ p(z) = ∞ �������� p ��
���	���	� ���������  ��� 	���	�� ��� f �� 
� �� ����� f(z) = p(z)/z ���� ��
��

���	���	� ���
���	�� p(z)� &� 
	������	� f(z)−z = p(z)−z2

z
�� ���
� ����� �����

�� �� ����� ��	��� ��	 p(z) − z2 
�%� ��� ��������� 
� ��
� ��� f(z) = z + c
z

��� ������ ��	�	��� ±√
c �	 ������	����� 
� ��
� ��� ��� ��� ������ ��	�	��� 
�

f ���� ±1 �������� c = 1 �

f(z) = z + z−1. �����

 � ���� ���� �� ����	��	��
�� �� �� ��	�� ����� ��� ���� 
�
� ��� μ1 = μ2 =
μ3 = 1 � ���� ��� ��� ������ 
� �����
��	�� ����� ��	������� 
�����	��
�� ���
����� ����	��	��
�����

 �	
��������� ��
���� ����� ��� ��	����� ��� ������ ��� !�'� (	��������

������� ��� �� �������	�� �� ��
���
� 
� ����	��	��
���� {μi} �� 
�����	��
�
��� ��� ���� ����	���� ����������� �	����	��� σj = σn(μ1, μ2, μ3), j = 1, 2, 3�
�	������ �� �����	�� !�" ������� ��� σ3 ���� 
�����	��
� ��� σ1 � ���� ��������

�� ����%� 
�� ������

��������� �	
	� )��� ��
� η ∈ C ��� Per1(η) ⊂ M2 �� �������� 
� ��
�� ���

������ 
� �����
��	�� 〈f〉 
� ����	���� f ��� �	���� �� ����� ��� ��� ����	��	�
��
�� 	
��� � η

���
 �	
	� )��� ��
� η ∈ C �� ��
�� 
���*��	�� 
� Per1(η) ⊂ M2 �� ���

�	��� ����� ��� �������� � ��� ����
���
�� σ1 � σ2� � �� �����	�� 
� ���� �	���

�	��� 
�
� 
�
� ���

σ2 = (η + η−1)σ1 − (η2 + 2η−1) �����

�	������ Per1(0) �� �� �	��� ����	��� σ1 = +2�

��



��������	
��
 ��� ����
	
�� �� σi ��� ����
��
	������ ��� ��� ��
	�� �� �
��
�� ��	
�� �
 η �� ����
��
	����� η ���
���	� �
� � ��
 ������� ���

η3 − σ1η
2 + σ2η − σ3 = 0

� ��	������� ��� �� σ3 = σ1 − 2
 �

�� �
��� ��� ��� 	����� Per2(η) ��� �
���� ��������� �� ����
���� −2 �����
��� �� �	��	
��

2σ1 + σ2 = η

��������� �	
	� ���� �� ������ n ≥ 1 � 	�����
�� ������ η 	= 1 �� C� ���
Pern(η) �� 	������� �� 〈f〉 ∈ M2 ��� �
���� �� ����� ���
��
	� �� ���
��� n �
����
��
	���� η


��� N �� ������ �� 	
	��� �� ���
��� n �� ��� ���
	�	
�� ��	
�������� �
	�
!�� ����� ���
 "� ��	�� Pern(η) �� 
����
�	� 	�� �� 	������� �� 	���� �� ��
�	��	
�� ηN + σn,1η

N−1 + · · · ± σn,N = 0� ����� {σn,r, r = 1, ..., N} ��� ���
���	
���� �
����
	�� ����������� �� ��� ����
��
	������ �� ��� 	
	��� �� ���
���
n
 #��$�� �
������� ���� %�&'! �������� ��� ��� ���	
���� {σn,r} ��� ���	
����
���
���
���� �� ��� ���
�(��� σn,1, σn,2 	�� 	���	
����� �������


��
���� �	
	
 ���� 	�����
�� η ∈ C� �� ����� �� �� 	���� Pern(η) ⊂ M2 ��
1
2v2(n)� ����� ��� ������� v2(n) ����� ����
��� 
���	�
������� ��� �� �������
2n =

∑
m|n

v2(m)
 ����� ���� ���� �� ��(�� ����� ��� ������� ���
�
��� m ���

�
�
��� � n
 "��
������������� ���� ����� �� 
���� �� ������ �� 	����������
$
���(��
	�� �� ���
��� n �� �� 	������� �� )�����(���$


������� �� (������� �� �� ��������	
��
 *�� ����(� 	������� �� ��	������
�� �%+'� ���
 ,,-,.!
 "� ��� ����(�� )
���� $�	� ��� �� ������� ���������� �� ��
���
� ��	����� �� /
 0���	$1 2��� �������� ���(����� �� �����
��� $�������$�2

��(���� ��� Pern(η) �� ��� 	���� ����(��
	� �� M2 � C2
 3���
������� ��

	�����	�
�	�	
�� �� M2� M̂2
 ��� ̂Pern(η) �� 	�������� �����	�
�� �� Pern(η)

�� M̂2 � CP2
 ��� �� ������� �� 0�4������� %5'� ���
 ,6! �� �
��� ��� �� �����
�� ��� 	���� �� CP2 �� 
���� �� ������ �� 
������		
���� 	�� 	�����
�� �
���

�����	�
�� 	������� ����
��
	
�����
 ���� 	��	���� �� ����� �� ̂Pern(η) �����
� 	���
����� �� 	�������� �� Per1(0) 	�� �	��	
�� σ1 = 2 � σ3 = μ1μ2μ3 = 0

7������ ��� ���� �
��� �� ����� 
����
�	�� 	�� �� 	������� �� ����� ��� ��-
�
���
�� 	������
	�� f(z) = z2 + c ��� �
���� ����
��
	���� 	��� �� �� �����

∞����
 σ2 = 4c!
 8� 	�������� ̂Per1(0) ������ �� M̂2 	���
��� �� ����� ��


���
�� [1 : 0 : 0]
 ��� �� ���� �����
�� ̂Pern(η) �� 	���
��� � ���� �����
 ���
�� ����� ������� 	���
����� �� 
������		
�� �� ����� ��� 	����� �� �� ����� ��
��
�� CP2� �� ��	
�� 	���
��������� �� 
������		
�� ����� ���	�
�� �� C2


��
��� 	��� η = 01

��



��� ������ �� Per1(0)∩Pern(0) �� ���	�� 	��
��
�� 
��� 
����� 	� ���������
��
	� ����
�
����� fc(z) = z2 + c� 	��	� z = 0 �� ����� 
����
� ��� ����� �����	�
n 
��� fc���� �������
��� ������� ��� 	����
��� ����� ��� ��� 
������ 	� ���
	�������� 
���������� �����
���
�� 	� �����	� n �� �� 
������� 	�  ��	��
�����
!� ��"�� ��� c �� ���	� ��� ��� ����
�#�� �������� � �� �
��
��� f◦n

c (0) = 0����
$%&�� ��� �� ����� �� �������

��� �� ����������� 
�� ��������
�	�	 	� �������

���
���� '�� �	�� �����"� ���� |η| < 1 ������� ��� ��� 
����� Per1(0) ( Pern(0)
�� �������
��� ����������������� 
�� �)�
������� �� ����� 	� �������

��� ��

�	� 
��������� 	� �����	� n 	�� 
������� 	�  ��	��
�����

���� 	�������� ��� ���� �*���� 	� �������

��� �� 1
2v2(n)� ������� ��� �� �
��+


��� f◦n
c (0) = 0 �� �� ��������� �� c 	� "��	� 2n−1� ������� ��� f◦n

c (z) − z
����� "��	� 2n �� z�� �� 	�
��� �� �*���� 	� 
������ �� �� 
�������  ��	��
����

�� �����	� ��� 	���	� � n �� 2n−1� ,��� ��	���� �������� �������� 
������ 	�
�����	� m� 	��	� m 	���	� � n� �
������� �� �*���� 1

2v2(n)�

,��� |η| ≥ 1-

!�� Q∗
n := {(c, z)|f◦n

c (z) = z} ⊂ C2� ��� ������ 	� Q∗
n 
��������	� � ������ z

	� �����	� m 
��� fc 
�� m|n� !�� Qn ⊂ Q∗
n �� ����� 	� �������� 
�������+

��� ����	�
�
��� 	� Q∗
n ���� ��� 
����� �� ����� "�����
� (c0, z0) ����� �����	�

�)�
������� n 
��� fc0
� ��� �� �������	� 	� .� /���
�� Qn �� ����	�
�
��� 0���+

��� ��� ��	���� ��
��
�� Q∗
n =

⋃
m|n

Qm 	��	� �� ����� �� ���� ��
�� ��	�� ���

������� m ��� 	���	�� � n� 1� "���� Zn ��	�
� ��� �

��� ��
�� Qn� �� 	�
���

Zn ×Qn → Qn : ([k], (c, z))) → (c, fk
c ),

,����	������ �� �����	�	 
�
����� Pn ��� ���� �

���� 2� ���� ������ �� �����
	� Pn� �� 
��� �� ��� 
���� 	� ���������
��� �� ���	� 	��
��
�� 
��� �� ���
(c, {zi})� 	�
�� ��� 
������� 	� �� ��������� c ( ��� ��
��� �����	�
� {z1 →
z2 → · · · } 
��� fc �� 
���� �� ����� ���� �� ����� "��3��
� 	� Pn ����� �����	�
�)�
������� n� 0������ ��� ����	� z �� �
��
��� f◦n

c (z) = z ����� "��	� 2n−1
�� c� 1��� ��
� ��� ��� �� ���(�

��� π : Q∗

n → C 	�	� ��� π(c, z) = z �����
"��	� 2n − 1� 4�
��	�� ��� �� "��	� 	� ��� ����
�
��� �� �� 
��	�����	�	 	�
�� ���"�� ������� 	� 
�	� ����� �� C 
�����	� ��������
�	�	��� ��� 	����
���
����5��� !� �������"���� π|Qn

: Qn → C �� ����� ��� �� 
�������	����� ���(�

���
����� "��	� 1

2v2(n) (� ��� 1
2v2(n) �� �� "��	� �� �� �����
�� c 	�� ��������� Qn�

!� {z = z1 → z2 → z3 → · · · } �� �� ��
��� 	� z 
��� fc� �� ��"�� ��� 
�	�
���(�

��� πj : Qn → C, πj(c, zj) = zj �� 	� "��	�

1
2v2(n)� !� ����� �	��6� ���

��	��� ��� 
��������� �� ��������
�	�� η = (2z1)(2z2) · · · (2zn) 	� �� ��������
��
��� �����	�
� �� �� ���	�
�� z1 · · · zn� 0������ ��� Qn ⊂ C2 ↪→ Cn� 7�� Qn

�� ��� 
���� ��"�
���
� 	� "��	� 	� 1
2v2(n) �� Cn ⊂ CPn�

!�� h : Cn → C 	�	� ��� h(z1, ..., zn) = z1 · · · zn� h �� �� ��������� ����"�+
��� �� n �����
��� 	� "��	� n� !�� a ∈ C, a 	= 0� �� 
������� H := {(z1, ..., zn) ∈
Cn|h(z1, ..., zn) = z1 · · · zn = a 	= 0} = h−1(a) �� ��� �����������
�� 	� "��	� n
�� Cn� 2�	� ��� �� "��	� 	� Qn ��

1
2v2(n) ( �� "��	� 	� H �� n� �� ����� ��� ��

��



������������ 	� H �
� Qn �
����	
 �
��������	�	�� ��
1
2nv2(n) ���
���� 	� ���

�

��� ����� ����������
��� �� ������ �� Cn �� �
� �
�
 �
���
��� zi �
� ����	� �
������
 	����
 	� Qn ��� ��������� zi ����	�� ������� � ������
� ��� Cη �� �����
��
 ����
���� �
������
 ������	
 �
� η�  � �
 ������
� �����
� �
� �� ��
�������

�� η − plano 	�	� �
� Qn → Cη, (c, z) → η ����� ���	

n∑
1

1
2v2(n) = 1

2nv2(n).

!
���
� �
� �� ���������� Qn → Pn 	�	� �
� (c, z) → (c, {zi}) ����� ���	
 n"
���
���� �� ��
������� (c, {zi}) → η 	� Pn �� η−plano Cη �� 	� ���	


1
2v2(n)" ��

	����" ���� 
�� �������� �������� 	� η �����
� 1
2v2(n) �
��
� �� Pn �
� �
����

�
�����
�	�� � 1
2v2(n) �
��
� 	������
� 	�� c−����
� ���
 #��� ��� �
� �� �
���

Pern(η) ⊂ M2 ����� ���	

1
2v2(n)�

� �

���� ���� Pern(η) �� 	
� �	��� �
�������� �
 M2 ��
 ����� ��	�
 �
 
��
���� �� �����
�
��� �������
���� �� ������� n �
 �
 ��
�	
�� �� ��
��
�����
�������� ����� � ��
������� �
 ���� Per3(η)�

������ ����	�
 �� σ3,1 
 σ3,2

�
 ���� �����	
� ��
�	
������ 
�� �	
���
�� ���������� �
���
��
�� σ3,1 � σ3,2�
������
�� 
�� ����	
�����  	� ���� ������
�� !����"
� �
�
�#���� � ��
�� 
��
�	���� �
��������� �	����� Per3(η)�

����������	 
���
 ��� f : P1 → P1 
�� ���������� ����
��� 	� ���	
 	
��
$�� %
���
��� ���������� ����������� 	� �
� �
��������	
��� 	� �
� 3 − ciclos 	�
f◦3(z) �����%���� ��� ������
���&

σ3,1 = σ2σ1 + 2σ2
1 + 3σ1 + 2

σ3,2 = σ3
2 + 4σ2

2σ1 + 5σ2σ
2
1 + 2σ3

1 − 2σ2σ1 − σ2
1 + 12σ1 + 28

��������	
��$ %
� �	
���
 �����
�
 �	�������� �� ��
�	���� � 	
� �� 
�
�����

fa,b(z) =
z

az2 + bz + a
, a 	= 0

��
�� 0 �� 	
 �	
�� ���� �� ������ fa,b(0) = 0� &� 
� ���
���'
 �� σ1 � σ − 2�
	
 �(
�	
� ��
��

� �	�����  	�

σ1 = a−1(−b2 + 1 − 2a+ 4a2) )*�+,

σ2 = a−2(−b2 + 5a2 − 2a− b2a2 + 4a4 − 4a3) )*�-.,

�

f
′

a,b(z) = a(1 − z)(1 + z)

(
fa,b(z)

z

)2

. )*�--,

/��
 zo �→ z1 �→ z2 �→ zo � wo �→ w1 �→ w2 �→ wo 
�� �
���
��� �� 
�� ���
3−ciclos �� f  	� �� ��������
 �� 
� ����� �
������� &�
������ ��� μ3,1� μ3,2


�� ����������� �	
���
�������� �� ����� ��� *����
���

0.



��� �����	�
� σ3,2 = μ3,1μ3,2 � ��
� �� ���� ���

σ3,2 =
∏

i

f
′

a,b(zi)
∏
j

f
′

a,b(wj)

=
∏

i

a(1 − zi)(a+ zi)

(
fa,b(zi)

zi

)2∏
j

a(1 − wj)(a+ wj)

(
fa,b(wj)

wj

)2

= a6
2∏

k=0

(1 − zk)(1 + zk)(1 − wk)(1 + wk)

(∏
i

zi+1

zi

)2(∏
i

wi+1

wi

)2

���� ��� �������	�� i, j �� ��� ��
���� ��� �����	
�� ��
�� ����� �
����

���� ��� ��
���� ��� �����	
�� �� ����	�� � 1 �� ���� ��� ����������� ���
�������	�� ��
�������

σ3,2 = a6
2∏

k=0

(1 − zk)(1 − wk)

2∏
k=0

(1 + zk)(1 + wk)

� ������� ����	������� 	���

σ3,2 = a−6

⎛⎝a6
∏
ξ

(1 − ξ)

⎞⎠⎛⎝a6
∏
ξ

(1 + ξ)

⎞⎠ ������

����� �� �����	
� �� ����� 
���� ��� ���
�� ξ �� ������� 3�  �� Φa,b(z) := Φ3(z)�
!�	������� ��� �� "���� �� Φ3(z) 
���� "���� ν2(3) = 23 − 2 = 6 �#�� ��		�
�
������� $� ���
� z ∈ C∞ 
���� �%�	
����
� ������� 3 �� � ���� �� ��
��&�	� ��

��������� Φa,b(z) = 0' ����� Φa,b(z) ��
� ���� ��� Φa.b(z) =
f◦3

a,b(z)

fa,b(z) ' �� 	��� ��

�"��� ��

a6z6 + (−ba3 − 3ba5 − 2ba4)z5

+ (−2a4 − 3a6 − 3b2a2 − a2 − a5 + a3 − 3a4b2 − 4b2a3 − ab2)z4

+ (−ba− 2b3a2 − 2b3a− b3 − 6ba4 − ba2 − 6ba5 − a3b3 − 6ba3)z3

+ (−2ab2 − 5b2a3 − 2a5 − 3a6 − 3a4 − 3a4b2 − 5b2a2 − a2)z2

+ (−ba2 − 4ba3 − 4ba4 − 3ba5)z − a5 − a6 − a4

��� �
�� ����' �� ��������� Φa,b(z) 
����(� �� ������� #�� 	���

Φa,b(z) = a6
∏
ξ

(z − ξ) ������

����� �� �����	
� �� ����� 
���� ��� ���
�� ξ �� ������� 3 � ����	����� ��
�	��	�
� ���� �� �� ��"����
� &����

a6σ3,2 = Φa.b(+1)Φa.b(−1) ����)�

)�



��� �� ���� 	��
��� 
�����
��� �� 

��
��� ���� 
��� �� 	�������� 
� ��
�������
 b� �
����
��� ��� 	��� b2 � ���
�
���

����������� 
� ���� � ���
�
��� �� �����
��
 

��
����

a6σ3,2 −Q1 = 0 ������

����
 Q1 
� 
� 	�������� 
� a � σ1�

(−6σ2
1 − 8 + σ3

1 + 12σ1)a
9 + (4σ3

1 + 16σ1 − 16σ2
1)a

8 + (8σ3
1 + 16σ1 − 24σ2

1)a
7

+(10σ3
1 + 16 − 20σ2

1 + 24σ1)a
6 + (8σ3

1 − 16σ2
1 + 16σ1)a

5

+(4σ3
1 + 14σ1 − 11σ2

1)a
4 + (−6 − 8σ2

1 + σ3
1 + 3σ1)a

3

(−3σ2
1 + 4σ1)a

2 + 3σ1a− 1 ������

�
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�� �� !�
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�
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Q2 := (2 − σ1)a
3 + σ2a

2 − σ1a+ 1 = 0 ����"�
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(2 − σ1)
3(σ3

2 + 4σ2
2σ1 + 5σ2σ

2
1 + 2σ3

1 − 2σ2σ1 − σ2
1 + 12σ1 + 28 − σ3,2)

3.

(� )*
�� �
� !�
 
� 	���
� )�
��� �� �
 ����� 
� 
� 
��� �
�+��
�� ,�-. 
�
�
����� )�
��� �
�
 �������
. 
� �

��. σ3

2 +4σ2
2σ1 +5σ2σ

2
1 +2σ3

1 −2σ2σ1 −σ2
1 +

12σ1 + 28 − σ3,2 = 0� (��� /����� ��� �� �� 
0	�
���� 	��� σ3,2�
1��
��� !�
 �� z1, z2, z3 ��� ��� 	����� $2�� �
 f � μi = f ′(zi), i = 1, 2, 3 ��� ���
�
�	

����� �����	��
����
� ���
����� � 
���� 	����� $2��. 	�� �� �
��� �
 �� 
�3
�
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�
��� !�
 (f◦3)′(zi) = f ′(f◦2(zi)) · (f◦2)′(zi) = f ′(zi) ·f ′(f(zi))f

′(zi) =
f ′(zi) ·f ′(zi) ·f ′(zi) = μ3

i � ���� 
� 
*�
��� �
 σ3,1 �	��
���� �� )������ �
� -���
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∑
p,f(p)=p
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3

1 − μ3,1
+

3

1 − μ3,2
+

3∑
j=1

1

1 − μ3
j

= 1. ����4�

5����� �� �
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 σ3,1 � σ3,2 ���
�
���

3

1 − μ3,1
+

3

1 − μ3,2
= 3

(
2 − σ3,1

1 − σ3,1 + σ3,2
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3∑
j=1

1

1 − μ3
j

=
3 − 6σ3 + 6σ2σ1 − 2σ3

1 − 3σ1σ2σ3 + σ3
2 + 3σ2

3

1 − 3σ3 + 3σ2σ1 − σ3
1 − 3σ1σ2σ3 + σ3

2 + 3σ2
3 − σ3

3
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� �����������	 
��
� 
��� � �� �������� σ3 = σ1 − 2 �� �� �������� 
��� � ���	��
�����	 ���� σ3,1	������	�

σ3,1 = σ2σ1 + 2σ2
1 + 3σ1 + 2

� �	� ���	 �	������	� �� ��������

������� ��	�
 Per3(η) �� �� ������	
 �	
	 η 	= −8, 0, 1� 
	
	 �	�	 η �� j�
���	
�	��� �� Per3(η) ���	 �	�� ��


j(η) =
1

1728

(η + 2)3(η3 + 6η2 + 228η + 8)3

η(η + 8)3(η − 1)6
�
����

��������	
��� ���� ��� �� � �� �!������� j(η) �� "��� �� �� ������ ��������
�����	� ��	������	� �� �������� �� CP2�

σ1 = x1 − y1
σ2 = 2y1 − x1

x1 = x2

y1 = y2

(x2+3)

x2 = x3

y2 = y3 − 1
2 (η − 4)(x3 + 3)

x3 = 4x4(η − 1)
y3 = 4y4(η − 1)2

x4 = x+
− 1

4
η2−4η+11

12(η−1)2

y4 = y

#��	� �����	� �� �������� �	� ����� Per3(η) � �� $	��� �	���� �� %����������
y2 − 4x3 + g2x+ g3 = 0 �	���

g2 =
1

192

(η + 2)(η3 + 6η2 + 228η + 8)

(η − 1)4

�

g3 =
1

13824

(η2 − 20η − 8)(η4 + 32η3 + 168η2 + 536η − 8)

(η − 1)6.

&	����	 �� ������ '�� �� j� ���������� ���� ���	 �	� j(η) =
g3

2
(η)

g3

2
(η)−27g2

3
(η)

�

�����	 ()�*# �� 	������ 
��� � �	� ��	 �	������	� �� ������� �

#��	 �	� "��� ��� '�� ���� Per3(η) �� ��� ����� �������� �	��� �� j−����������
���� �� ������	� ��� �����������	� η �	 ���� �� �	���������� �� '�� ������	��
� �	� �����������	� η �	� ������ ��������� �������� �� ���������� η → j(η)� +�
��������	 ���	 �� �,
-� �.��� '�� �� ���������� η → j(η) �� �� ��������� �� � �
�� �� �����.��� �	����� H/(PSL(2,Z))� ���"� ������ ���� $���� �� �	� ��������
������	� �� ���� �����/	�
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