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Terminologia y Notacion

Terminologia Significado

(4)

><31a>|'€©2%

>~<

B(X,Y)

X*
T*
< A{Zi}ien >

['Tn]neN
dim(X)

Numeros reales

Niumeros naturales

Niumeros racionales

Niumeros irracionales

Cerradura del conjunto A

Frontera del conjunto A

Denotan espacios de Banach

Espacio de Banach de todos los operadores
continuos T : X —'Y

Espacio dual del espacio de Banach X

Denota el operador adjunto de T

Subespacio lineal generado por el conjunto {x; : i € N}
Denota la cerradura de el subespacio < {x;}ien >
Dimension topoldgica del espacio X



Capitulo 1

Introduccion

Los Espacios Clasicos de Banach son aquellos espacios de Banach X cuyo
espacio dual es isométrico a L,(u,R), para algin 1 < p < co. Es bien sabido
que si 1 < p < oo entonces X = L,(i,R), en donde ¢ es un nimero real que
cumple 1/p+1/q¢ =1, y si p = oo se obtiene X = Li(u, R). En particular,
nosotros concentraremos nuestra atencion en el estudio de los espacios £,. El
objetivo principal de esta tesis es estudiar algunas técnicas de construccion
de espacios de Banach y presentar la solucién de A. Szankowski a dos de los
problemas centrales del Analisis Funcional.

En el Capitulo 2 recordaremos algunas definiciones y teoremas basicos de
la teoria de espacios de Banach que estaremos utilizando a todo lo largo de
este trabajo.

En el Capitulo 3 estudiamos el concepto de una base de Schauder. Exis-
ten muchas razones para estudiar las bases de Schauder. Al igual que las
bases de Hamel en espacios lineales, las bases de Schauder nos proporcionan
una perspectiva mas profunda de las propiedades de los espacios de Banach,
ademas de facilitar la solucién de muchos problemas. Por otro lado, se pueden
conocer ciertas caracteristicas de los espacios de Banach, con solo averiguar
lo que sucede con los elementos de la base. Finalmente, también nos permiten
reformular muchos problemas cldsicos del Anélisis Funcional, de tal mane-
ra que resulten ser problemas involucrandolas. Esto ha permitido resolver
problemas clasicos que permanecieron abiertos por muchos afios.



En el Capitulo 4 presentamos un ejemplo de M. M. Popov de un espacio
de Banach ¢;-hereditario sin la propiedad de Schur.

En 1940 Paul Erdés definio el espacio racional de Hilbert como el subes-
pacio de £y que consiste de todas las sucesiones con entradas en los nimeros
racionales, andlogamente introdujo el subespacio de todos los vectores en £
con sélo coordenadas irracionales. Demostro que estos espacios tienen dimen-
sion topoldgica 1 y que son totalmente disconexos. Sabemos que los niimeros
racionales e irracionales son 0—dimensionales como subconjuntos de R. En
el Capitulo 5, estudiamos la generalizacion de estos espacios hecha por Jan
J. Dijkstra, es decir, consideraremos todos los subespacios £ de ¢, que se
construyen como producto de subconjuntos 0—dimensionales de los niimeros
reales. Presentamos un criterio dado por Dijkstra para determinar qué condi-
ciones debe cumplir un espacio de este tipo para tener dimension topologica
1. Una aplicacion de este criterio presenta las condiciones necesarias para que
un espacio de el tipo £ sea homeomorfo al espacio de Erdos completo y por
lo tanto preserve sus propiedades.

No es dificil probar que todo espacio de Banach con una base de Schauder
es separable. Esto permite preguntarnos si el inverso de esta afirmacién es
cierto. Es decir, todo espacio de Banach separable admite una base de Schau-
der? Esta pregunta fue formulada por S. Banach y es uno de los problemas
clasicos del Andlisis Funcional conocido como el Problema de la Base. Otra
caracteristica importante de los espacios de Banach con una base de Schauder
es que tienen la Propiedad de la Aproximacion. Un resultado de los comien-
zos del Anadlisis Funcional es que todo espacio de Hilbert cumple con esta
propiedad. La pregunta de si todo espacio de Banach separable tiene esta
propiedad es otro de los problemas cléasicos de la teoria de espacios de Ba-
nach, conocido como el Problema de la Aprozimacion. P. Enflo respondié a
ambos problemas negativamente. En el Capitulo 5, presentamos la solucién
a estos dos problemas dada por A. Szankowski.



Capitulo 2

Espacios de Banach

En nuestro trabajo sélo consideramos espacios vectoriales sobre el campo
escalar de los niimeros reales, por lo que a menudo nos referiremos a ellos sin
hacer mencién del campo escalar subyacente. A continuacién presentaremos
las definiciones y teoremas bdsicos del Anélisis Funcional, los cuales enun-
ciaremos sin demostrar. Para una demostracion de los teoremas se puede
consultar [9].

Sea X un espacio vectorial. Consideremos el conjunto de todas las suce-
siones infinitas en X, podemos identificar de una manera natural a este con-
junto con el conjunto de todas las funciones f : N — X que denotamos por
XN de tal manera que z,, denota el valor de la funcién f en el elemento
n € N, esto es, f(n) = z,. Entonces, podemos dotar de una estructura de
espacio vectorial a X" definiendo la suma vectorial de dos sucesiones (Tn)nen

Yy (yn)neN como

(xn)nEN + (yn)neN = (xn + yn)neN

y la multiplicacién por un escalar o como

a(vxn)nEN = (azn)neN-

Todos los espacios de sucesiones que consideraremos serdn subespacios de
este espacio vectorial.



2.1. Propiedades Basicas y Ejemplos

Definicién 2.1 Una norma en un espacio vectorial X es una funcion real
| -] : X = R cuyo valor en x € X denotaremos por ||z||, satisfaciendo las
siguientes propiedades:

1 ||z[| >0 y ||lz[| =0 siysdlosi x=0,

2. [lox|| = |aflll,

3. e+ yll < llfl + [lyll,

para cualesquiera x,y € X y para todo escalar o € R. Un espacio normado

es un par (X, || - ||) formado por un espacio vectorial X y una norma || - ||
definida en X.

El ejemplo méas conocido de un espacio normado es R con la norma del valor
absoluto.

Definicién 2.2 Decimos que una sucesion (x,)nen en un espacio normado

(X, ]| -]) converge en la norma si existe x € X tal que
lim ||z, — x| = 0.
n—oo
Escribiremos
lim z, = x,
n—oo
0 simplemente
Ln — T,

y diremos que la sucesion (x,)nen converge a x.

Definicién 2.3 Sea (X, || -||) un espacio normado. Una sucesion (,)nen en
(X, |l - 1]) es una sucesion de Cauchy si para toda € > 0 existe un nimero
entero positivo ng tal que

|zm — zu|| < € para cada m,n > ny.



Proposicién 2.4 Sea (z,)nen una sucesion de Cauchy en (X,| - ). En-
tonces, la sucesion (z,)nen €s acotada. Es decir, existe un nimero real C' > 0
tal que ||z,|| < C, para cada n € N.

Proposicién 2.5 Si una sucesion (z,)nen en un espacio normado (X, || - )
es convergente, entonces es una sucesion de Cauchy.

Como lo enuncia la Proposicién anterior toda sucesion convergente es una
sucesion de Cauchy, pero no en todos los espacios normados una sucesion de
Cauchy es una sucesién convergente lo cual nos permite definir un espacio
normado completo.

Definicién 2.6 Se dice que un espacio normado (X, | - ||) es completo si
toda sucesion de Cauchy en (X, |- ||) es una sucesion convergente. Es decir,
st para toda sucesion de Cauchy (T, )nen, eziste x € X tal que lim x, = .

n—oo

Definicién 2.7 [Banach| Decimos que un espacio normado (X, || -]|) es un
espacio de Banach, si es un espacio normado completo. En tal caso diremos
que la norma respecto a la cual (X, || -||) es completo es una norma completa.

De aqui en adelante escribiremos simplemente X para denotar a un es-
pacio de Banach y || - || para denotar su norma.

Teorema 2.8 Sea X un espacio de Banach y Y C X un subespacio de X.
Entonces, Y es un espacio de Banach sty solo si'Y es cerrado en X respecto
de la topologia inducida por la norma || - ||.

A continuacién presentamos y comentamos algunos ejemplos de espacios
de Banach.

Ejemplo 2.9 FEl espacio Fuclideano R" es un espacio de Banach con la nor-

ma definida por

lzll = (D lasl*)'72,

i=1
para cada x € R".



Ahora veremos uno de los ejemplos mas importantes de espacios de Ba-
nach, que son los espacios de sucesiones. En particular los espacios £, que
son el tema principal de esta tesis.

Ejemplo 2.10 Espacios de Sucesiones.
(1) Espacios (,. Sea p > 1 un numero real fijo. Consideremos el espacio
vectorial £, que consiste de todas las sucesiones v € R tales que

o
D JalP < oo
n=1

Entonces, £, es un espacio de Banach con la norma definida por

o)
lzll, = O lzal?) .
n=1

Para ver esto, primero probamos que la funcion ||-||, es realmente una norma.
Las condiciones (1) y (2) de la Definicion 2.1 se siguen trivialmente. Para
probar la condicion (3) se requiere de la desigualdad de Minkowski:

n n n

O ai+0)r < (3 Jail)r + (3 i), (2.1)

i=1 i=1 i=1

(una demostracién de la desigualdad de Minkowski se puede encontrar en
[9]) donde p > 1 es un numero real y a;,b; € R, para cada i < n. Tomemos
x,y €L, y sean <m, por la desigualdad de Minkowski tenemos

O ai+0)r < O Jail)r + O 0af?)yr < O Jail)r + (S [baf) 7.
=1 =1 =1 =1 =1

St hacemos que m — oo, obtenenemos para cada n € N

" 1 - 1 - 1
S la+0P)r < (3 lad)s + (3 [bal)5.
=1 =1 =1

Si ahora hacemos que n — oo, tenemos que ||z +yll, < ||z]l, + [|y|l,- Veamos
ahora que toda sucesion de Cauchy converge en {,. Sea (¥)en una sucesion



de Cauchy en (,, donde para cada k € N, 2F = (2¥);en € €,. Entonces, dado
e > 0, existe kg tal que

1
la* — a[|, = le wilP)r < e (2.2)

para cada k,1 > ko. En particular, |z¥ — 2| < e para toda k,1 > ko y cada
i €N, porlo que (z¥);cn es una sucesion de Cauchy y por lo tanto convergente
a algin x; € R segin el Ejemplo 2.9. Definamos v = (x;);en. Probaremos
primero que x € £,. Como la sucesion (z*)ren es de Cauchy, es acotada, es

decir (3 o, ]xﬂp)% < C para toda k € N y algin nimero real positivo C'.
Por consiguiente, (31, |xf|p)% < C para cualesquiera k,n € N. Poniendo
k — oo, obtenemos (>, |xz|p)% < C. Y por lo tanto, (332, |xz]p)% < C,
es decir x € {,. Finalmente, veamos que x* — x. Por la desigualdad 2.2,
tenemos que (> i |zF — xﬂp)% < &, si hacemos que | — oo, obtenemos

(> ok — J;,—|p)% <eg, para toda n € N y cada k > ko. Por altimo, dejando
que n — 00 , se obtiene

|2 — x|, = er —ziP)r <e,

siempre que k > kqg. Como tomamos € arbitrariamente podemos concluir que

o¥ — x en l,. En este caso nos referiremos a la norma ||-||, como la p-norma.

(2) Espacio (... El espacio vectorial {s, es el subespacio de RY que consiste
de todas las sucesiones acotadas, es decir si v € Uy, significa que

|z,| < ¢(x) para toda n € N.
Entonces, Ly con la norma definida por
[2]loc = sup |zal,
neN
es un espacio de Banach.

(3) Los espacios ¢ y ¢y se definen como
¢ = {(xp)nen : (Tn)nen €s una sucesion convergente },

co = {(n)nen : hm x, = 0}.

Notemos que ¢ y cg son subespacios cerrados de Lo, y por lo tanto son espacios
de Banach con la norma || - ||s-



El siguiente ejemplo generaliza la idea de los espacios ¢,,. Es decir, espacios
de sucesiones las cuales toman valores en espacios de Banach.

Ejemplo 2.11 Sea (X,,)nen una sucesion de espacios de Banach y denote-
mos por ||-||,, la norma en X,, para todan € N. Definimos la suma (3.~ | X»)p,
en el sentido C,,, como el espacio de todas las sucesiones (T )nen, con x, € X,
para toda n € N, que cumplen

oo
>zl < oo
n=1

De esta manera, (Y X,), con la norma definida por

s

Izl = O lenll?)?,
n=1

es un espacio de Banach.
Andlogamente, podemos definir > X)) como la suma de la sucesion
) n=1
X )nen, en el sentido . Esto es > X, es el espacio de Banach que
S\¥ ) n=1

consiste de todas las sucesiones (Ty)nen, con x, € X, para cada n € N tales
que (||znlln)nen €s una sucesion acotada. La norma en este espacio estd dada
por

[z]| = sup{[|zall»},
neN

para cada x € (37, X,)oo. Notemos que el subespacio de (37 Xp)oo
de todas las sucesiones que satisfacen lim, .o ||zn|ln = 0, es precisamente
(- X))o, es decir la suma de la sucesion (X, )nen, en el sentido ¢y, que
es un espacio de Banach con la norma heredada de (3" | Xp)oo-

Ejemplo 2.12 Espacios de Funciones Continuas.
(1) Sea K un subconjunto compacto de un espacio topoldgico Hausdorff. El
espacio vectorial C(K) definido por

C(K)={f: K —TR: fes continua },

con la norma || fllec = rtn%g( |f(t)| es un espacio de Banach.
€



(2) El espacio de funciones Cy(R™) definido por

Co(R") ={f:R" = R: fes continua y lim f(x) =0},

T—00

con la norma || f|| = sup | f(t)| es un espacio de Banach.
teRn

(3) Sean n € N y [a,b] C R. Los conjuntos C™[a,b] definidos por

C™la,b) = {f : [a,b] = R : fes continua y su enésima

derivada existe y es continua },

son espacios de Banach con la norma

n

1 .
171l =D 51Ol

=0

En seguida introducimos los espacios cldsicos de Banach L, (u). Para su
definicién necesitaremos algunos conceptos de Teoria de la Medida que no
enunciamos aqui, para un repaso de estas definiciones se puede consultar [15].

Ejemplo 2.13 Sean (E, A, i) un espacio de medida y p > 1 un nimero real
fijo. Pensemos en el conjunto de todas las funciones medibles f : E — R que
cumplen lo siguiente

[ 1< oc.
E

Definimos ahora una relacion de equivalencia en este conjunto en donde dos
funciones medibles estdn relacionadas si y solamente si son iguales casi donde
quiera. Entonces, denotando por L,(p) al conjunto de las clases de equiva-
lencia definidas asi, y dotandolo con la p-norma para funciones:

o=

1l = / fPdp)?,

para cada f € L,(n), el conjunto Ly(p) resulta ser un espacio de Banach.
Note que los elementos de L,(1) son en realidad clases de equivalencia, pero
nos podemos tomar un representante de cada clase para poder evaluar la
funcion norma. Ademds, en el contexto de teoria de la medida no se hace



distincion entre dos funciones que son iguales casi donde quiera, es decir,
excepto en un conjunto de medida cero. Un ejemplo concreto de este tipo de
espacios de Banach es cuando tomamos E = [a,b] C R y a p la medida de
Lebesgue. Lo denotamos por L,[0,1] y la norma de un elemento f € L,[0,1]
es la siguiente:

1
1l = ( / FPdp)s.

A wveces se escribe simplemente L, para referirse al espacio L0, 1].

Es importante notar que los ¢, son espacios de Banach particulares de
el tipo L,(p) y se obtienen cuando escojemos £ = N y 1 es la medida del
conteo.

Definicién 2.14 Un espacio de Banach X se dice separable si tiene un sub-
conjunto denso y numerable. Es decir, si existe un subconjunto numerable
D C X tal que D = X, con respecto a la topologia norma.

Teorema 2.15 FEl espacio de Banach {,, con 1 < p < 0o, es separable.

Demostracion: Consideremos el conjunto D cuyos elementos son todas las
sucesiones y de la forma y = (y1,¥2, ..., Yn, 0,0, ...) para cada n € N, donde
y; € Q para toda i < n. Evidentemente D es un subconjunto numerable de
¢,. Nos queda probar que D es un subconjunto denso. Escojamos z € £, y
e > 0 arbitrariamente. Por definicién, podemos encontrar un niimero natural
N de tal manera que Y ° ., |z;[P < €”/2. Construiremos un elemento en
el conjunto D que se encuentre lo suficientemente cercano a z. Para cada
1 € N escojamos un numero racional y;, tal que si 1 < ¢ < N, cumpla
que |z; — y;| < (2N)"YPe, y para i > N hacemos y; = 0. Es claro que
y = (Yi)ien € D, y observemos que

N 00
(e =yl = D lwi—wlP+ Y |w—ul
i=1

i=N+1
N o]
= Z |z — yil” + Z |i|”
i=1 i=N+1

< NeP/(2N) + /2

= &P



Por lo tanto, ||z — y|[, < €. En otras palabras D es un subconjunto denso y
numerable de £,,. [

Teorema 2.16 El espacio de Banach (o, no es separable.

Demostracion: Sea A = {a" : n € N} un subconjunto numerable de /.
Probaremos que A no puede ser un subconjunto denso. Para hacer esto,
construiremos un elemento y € f, que no se pueda aproximar por ningun
elemento de A. Como a™ € l,, para cada n € N, escribamos a™ = (a}');en.
Definamos entonces y € £, como sigue:

_ [ a1 sifel <1,
10 en otro caso.

Es ahora claro que ||y — a"||cc > |yn — a”| > 1,para toda n € N. [ |

2.2. Operadores Lineales

Los operadores lineales acotados entre espacios de Banach son aplica-
ciones que preservan tanto la estructura algebraica como la topoldgica. Da-
dos dos espacios de Banach X y Y, recordemos que un operador 7': X — Y
es un operador lineal si satisface

T(ox + By) = oT(z) + BT (y)
para cualesquiera a, 5 € Ry z,y € X.

Definiciéon 2.17 Sean X y Y espacios de Banach. Decimos que el operador
lineal T : X —'Y es acotado, si existe un numero real M tal que

17 ()] < Mz, (2.3)

para cada x € X.



Definimos la norma de un operador lineal acotado T' como el valor mas
pequeno posible para el cual la ecuacién 2.3 se cumpla, es decir

17 ()|l
||| = sup = sup [|T(z)|.
zeX ||SL‘|| reX
20 el =1

Como consecuencia tenemos que si T es un operador lineal acotado, entonces
se cumple
IT) < 1T lll,

para cada x € X.

Teorema 2.18 Si X y Y son espacios de Banach y T : X — Y es un
operador lineal, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. T es continuo.
2. T es continuo en 0.

3. T es uniformemente continuo en X.

4. T es acotado.

Dados dos espacios de Banach X y Y, escribimos B(X,Y') para denotar
al espacio vectorial de todos los operadores lineales acotados T': X — Y, el
cual resulta ser un espacio normado.

Teorema 2.19 Si X y Y son espacios de Banach, entonces el espacio nor-
mado de todos los operadores lineales acotados B(X,Y") es también un espacio
de Banach con la norma definida por

1Tl = sup [T(z). (2:4)

S
ll==1

Si (X, [[[[1) ¥ (Y, [|-[]2) son espacios normados y T": (X, [|[[1) — (Y, [l2)
es un operador lineal, inyectivo, continuo y con inverso continuo, decimos que
T es un isomorfimo, mas aun diremos que 1’ es un isomorfismo isométrico si



preserva la norma, es decir si se cumple ||T'(z)|| = ||z||;, para cada z € X.
Dos espacios normados (X, || -|[1) v (Y, - ||2) se dicen isomorfos (isométricos
respectivamente) si existe un isomorfismo suprayectivo (isomorfismo isométri-
co respectivamente) entre ellos. También decimos que (X, || - ||1) se encaja en
(Y, || - ||2), si existe un isomorfismo inyectivo 7" entre ellos dos. Notemos que
si T es un isomorfismo y (,)nen €s una sucesién de Cauchy en (X, || - [|1),
entonces T'(z,)nen es una sucesién de Cauchy en (Y, || - ||2). Por lo tanto, si
X es un espacio de Banach y 7" un isomorfismo definido en X, entonces 7 X]
es también un espacio de Banach.

Un funcional lineal es un operador lineal f : X — R. Denotaremos por
X* al espacio normado (con la norma definida en la ecuacién 2.4) de todos
los funcionales acotados definidos en el espacio de Banach X y llamamos a
este espacio el espacio dual de X. Como X* es un caso especial del espacio
de Banach B(X,Y’) cuando tomamos Y = R, tenemos como consecuencia
del Teorema 2.19 el siguiente corolario:

Corolario 2.20 El espacio dual X* de un espacio de Banach X es también
un espacio de Banach.

Corolario 2.21 Sea f un funcional lineal definido en un espacio de Banach
X. Entonces [ es continuo st y sélo si es acotado.

Mediante un isomorfismo isométrico se puede calcular de manera explicita
el espacio dual de un espacio de Banach. A continuaciéon enunciamos algunos
de los ejemplos mas importantes.

Ejemplo 2.22 FEl espacio dual de {1 es isométrico al espacio de Banach .

Ejemplo 2.23 El espacio dual de ¢,, para 1 < p < oo, es isométrico al
espacio de Banach (,, en donde q es tal que se cumple 1/p+1/q = 1.

Ejemplo 2.24 FEl espacio dual de ¢y se identifica de una manera isométrica
con {y.



Definicién 2.25 Para una sucesion de operadores (1),)nen en B(X,Y) de-
finimos dos tipos de convergencia:

1. [Convergencia uniforme] Se dice que la sucesion (T,,),en converge
uniformemente a un operador T € B(X,Y") si se satisface lo siguiente:

lim || T, — T|| = 0.

2. [Convergencia puntual] La sucesion (T),),en converge puntualmente
a un operador T € B(X,Y') si se tiene que

lim {7, (z) = T ()| = 0,

n—o0o

para toda v € X.

Claramente la convergencia uniforme de una sucesion (T,,)nen implica su
convergencia puntual.

Teorema 2.26 [Banach-Steinhaus| Sea X un espacio de Banach yY un
espacio normado. Si F es una familia no vacia de operadores lineales acota-
dos de X enY, tal que

sup{||T(x)|| : T € F} < o0
TeF

para cada x € X. Entonces

sup{||T|| : T € F} < 0.
TeF

En otras palabras, una familia puntualmente acotada de operadores lineales
continuos es uniformemente acotada.

Corolario 2.27 Sea X un espacio de Banach y'Y un espacio normado. Una
sucesion (T, )nen de operadores en B(X,Y') que converge puntualmente para
cada x € X define un operador lineal acotado dado por la formula

T(x) = lim T,(x),

n—oo

para cada x € X.



Corolario 2.28 Sea X un espacio de Banach y Y un espacio normado. Si
(T))nen €s una sucesion acotada en B(X,Y) que converge puntualmente a
un operador continuo T'. Entonces, (T),)nen converge uniformemente a T en
conjuntos compactos.

Teorema 2.29 [Hahn-Banach] Supongamos que X y Y son espacios de
Banach, que M es un subespacio denso de X, y que Ty : M — Y es un
operador lineal acotado. Entonces, existe un unico operador lineal continuo
T : X —Y tal que la restriccion de T a M es Ty, y ademas ||T| = ||To]|.
Mas ain, si Ty es un isomorfismo (isomorfismo isométrico respectivamente)
entonces T' es también un isomorfismo (isomorfismo isométrico respectiva-
mente).

Todo operador lineal continuo 7" : X — Y induce un operador lineal
continuo 7™ : Y* — X* que llamamos el operador adjunto T*. Dado f € Y*
definimos T*(f) = f o T. Es claro que T* es lineal. Para ver que 7™ es
continuo, basta probar que [T = [[T*[|. Notemos que |T*(f)[| < [lf[||T]
y si tomamos el supremo sobre todas las f € Y* se tiene que ||T%| < ||T]|.
Para la otra desigualdad, dado € > 0, escojamos = € X de norma 1 tal que
T (x)| > ||T|| — e, después, escojamos f € Y™ tal que [|f|| = 1, y tal que
(T*f)(x) = f(T(x)) = ||T(x)]|. De esta manera, obtenemos

[T %= TN = (T f)(@) = T ()] = |T]| —e.
Por lo tanto, | T < || T7].

Definicién 2.30 [Convergencia débil] Una sucesion (x,,)nen en X se dice
que converge debilmente a un punto x € X si para todo f € X*, se cumple

lim f(z,) = f(2).

Y escribimos
w
Ty, — X.

Definicién 2.31 [Convergencia débil*] Decimos que una sucesion ( fn)nen
de funcionales lineales acotados en X converge débilmente”, si existe una
f € X* tal que lim f,(x) = f(z) para toda x € X . Escribiremos

*

fo = F.



Teorema 2.32 Sea (2,)nen una sucesion en un espacio de Banach X. En-
tonces, la convergencia en la norma de la sucesion (x,)nen implica su con-
vergencia débil con el mismo limaite.

Teorema 2.33 En el espacio de Banach ¢,, con 1 < p < oo, tenemos que
2" 5 x siy sélo si:

1. La sucesion (||x"||)nen es acotada,

2. Para cada j €N, 2% — x;; en donde 1" = (27 )jen Y © = (7;) jen-

Teorema 2.34 [Teorema de la Aplicacién Abierta] Sean X y Y espa-
ctos de Banach y T : X — Y un operador lineal continuo y suprayectivo.
Entonces, T' es un operador abierto, es decir T[V] es un conjunto abierto en
Y siempre que V' sea abierto en X.

El Teorema de la Aplicacién Abierta permite caracterizar los espacios de
Banach separables en términos de cocientes de /.

Corolario 2.35 Todo espacio de Banach separable es isomorfo a un cociente
de gl-

Corolario 2.36 [Teorema de los Isomorfismos de Banach] Sean X y
Y espacios de Banach. Entonces, todo operador lineal continuo y biyectivo
T:X —Y esun isomorfismo.

Recordemos que dos normas |- |1 y [|-||2 sobre un mismo espacio vectorial
X se dicen equivalentes si existen ntimeros reales positivos 0 < a < b tales
que
allzfly < lzfla < bllz]),

para cada x € X. Notemos que dos normas son equivalentes si y sélo si
inducen en X la misma topologia. El Teorema de los Isomorfismos de Banach
nos permite identificar normas equivalentes en espacios de Banach.



Corolario 2.37 Supongamos que || - |1 y || - |2 son dos normas completas
en un espacio de Banach X y que el operador identidad I de (X, || - ||1) en
(X, ]| |l2) es continuo. Entonces, || - ||1 v || - |2 son normas equivalentes.

La grafica de un operador continuo 7" es el conjunto
G(T)={(z,T(x)):x € X} C X xY,
en donde tomamos en X x Y la topologia producto.
Teorema 2.38 [Teorema de la Grafica Cerrada] Sean X y Y espacios

de Banach y T € B(X,Y). Entonces, los siguientes enunciados son equiva-
lentes:

1. T es acotado.
2. La grdfica G(T') es cerrada en X X Y.

3. i (Tp)nen €s una sucesion en X que satisface lim x, = 0 en X y

n—oo

lim T'(xz,) =y en Y, entonces y = 0.

n—oo

2.3. Operadores Compactos

Definicién 2.39 Un operador T € B(X,Y) se dice compacto si para cada
subconjunto acotado M de X, el conjunto T[M] es compacto en'Y .

Teorema 2.40 [Schauder]| Un operador T' es compacto si y sélo si T* es
compacto.

Teorema 2.41 Sea (T},),en una sucesion de operadores compactos en el es-
pacio de Banach B(X,Y'). Si (T,,)nen converge uniformemente a un operador
T, entonces, T es compacto.



Si Llamamos K(X,Y") al espacio vectorial de todos los operadores com-
pactos en B(X,Y), el Teorema anterior nos muestra que K(X,Y) es un
subespacio cerrado de B(X,Y), y es por lo tanto un espacio de Banach.

Cuando decimos que un operador T’ tiene rango finito, significa que la
dimension lineal como espacio vectorial de el rango de el operador es finita.

Teorema 2.42 Todo operador acotado de rango finito es compacto.

Un corolario del Teorema anterior es que, si 7' es un operador acotado
entre dos espacios de Banach X y Y, y la dimensién lineal de Y es finita,
entonces todo operador T : X — Y es compacto.



Capitulo 3

Bases de Schauder

En este capitulo introducimos y estudiamos el concepto de una base de
Schauder en un espacio de Banach. Muchos de los espacios clasicos de Banach
que estudiaremos admiten una base de Schauder por lo que es importante es-
tudiarlas para un mejor entendimiento de éstos. Las bases de Schauder seran
de importancia fundamental en capitulos posteriores de nuestro trabajo. En
el capitulo 4, por ejemplo, utilizamos la nocion de equivalencia de bases para
construir espacios de Banach isomorfos.

3.1. Definicién y Ejemplos

Sean (z;);eny una sucesion en X y (a;);eny una sucesion de escalares. Para

n
cada y € X que cumpla la condicién lim |y — > a;x;]] = 0, escribimos
00 i=1
o0
y =2 aiti.
i=1

Definicién 3.1 Sea (x,)nen una sucesion en X. Decimos que (Tp)nen €S
una base de Schauder para X si para toda y € X existe una unica sucesion
o0

(an)nen de escalares tal que y = >, apxy,.
n=1

19



A diferencia de las bases de Hamel en espacios lineales, las bases de
Schauder ademads de propiedades algebraicas requieren ciertas propiedades
topoldgicas. Para un espacio de Banach de dimensién lineal infinita con una
base de Hamel, cada vector en el espacio se puede escribir de manera tinica co-
mo una combinacién lineal finita de elementos de la base. Por otro lado, para
una base de Schauder permitimos combinaciones lineales infinitas, donde la
suma infinita se entiende como una serie infinita, convergente en la topologia
norma de el espacio de Banach. Todo espacio vectorial de dimensién lineal
infinita tiene una base de Hamel, pero no se pueden construir sin el Axioma
de Eleccién. Sin embargo, existen ejemplos concretos de bases de Schauder
para la mayoria de los espacios de Banach separables. A continuacién veamos
algunos ejemplos.

De aqui en adelante el simbolo {z,},en denotara una base de Schauder.

Ejemplo 3.2 (, y cy. La sucesion {e;}ien en RN donde para cada i € N
definimos e; = (e;;)jen € RY por

- 1 sii=j,
Y10 sid g,
es una base de Schauder para los espacios €, y c.

Si x = (z)ien € {,, entonces

n oo
lz =Y wieill, = (Y fail)',
i=1 i=n+1

asi que
n
lim ||z — ineiﬂp =0,

y es claro que (z;);en es la tinica sucesion de escalares para la cual pasa todo
esto.

De manera similar, si x = (z;);en € ¢, se tiene que

n

|z — Zl’ieiH = sup{|zps1/; [Tns2l; [Tnssl, -},
i=1 >n



para cada n € N. Se sigue de la definicion de ¢y que

n
lfm [z =) zei] = 0.

Esto muestra que {e;};en es una base de Schauder para ¢, y ¢o. A esta base
la llamamos la base candnica.

Ejemplo 3.3 Una base de Schauder {x,}nen para el espacio de sucesiones
¢, esta dada por

xn_{ (1,1,1,...) ifn=1,

€n—1 stn > 1.

Si denotamos por s a el limite de la sucesion y = (y;)ien € ¢, entonces cada
y € ¢ tendrd una expansion en términos de {x, }tnen dada por los coeficientes

ai:{s if1=1,

Yn_1— S s11> 1.

Para ver esto notemos que para toda n € N y cada y € ¢

n

ly = aiwill = sup{|yn = s|, [gnr1 = 5[, |Ynra — 5], ...},
i—1 izn

de esta manera es claro que

n
lim Hy — Z alle = 0,

y que la sucesion de escalares (a;)ien €s Unica.

El siguiente ejemplo muestra que la base canénica {e; };en no es una base
de Schauder para £.,. Més adelante probaremos que este resultado en general
es cierto.

Ejemplo 3.4 La sucesion (e;)ien no es una base de Schauder para (.



Para probar esto, consideremos la sucesion (1,1, 1,...) € l« y sea (a;) ey una
sucesion arbitraria de escalares. Entonces,

n

(11,1, ) =) aieilloo = sup{|L — a1|, |1 = aa], . [1 = an],1,1,1, ..} > 1,

i=1
para toda n € N, por lo que

n

lim [|[(1,1,1,..) = > aseiflo > 1,

i=1

es decir la sucesién constante (1,1,1,...) € 4 no puede ser expresada en
terminos de la sucesién (e;);en, por ello (e;);eny no es una base de Schauder
para {o.

Ejemplo 3.5 La Base de Schauder Clasica para C[0,1]. Definamos
una sucesion (sp)nen en C[0,1] como sigue. Sea so(t) =1 y s1(t) = t. Para
n > 2, definamos s, por:

2m(t— (%2 - 1)) si 2 -1 <t < 2t
so(t) = 1=2"(t— (32 —1) si 22— 1<t <3 -1
0 en otro caso,

en donde m € N es tal que 2™ < n < 2™. Observe la Figura 5.1.

Afirmamos que {s,}nen €s una base de Schauder para C|0,1]. Para pro-
barlo, tomemos f € C[0,1]. Definamos una sucesion (py)nen en C[0,1] de
manera inductiva como sigue:

po = f(0)so,

p1 = po+ (f(1) = po(1))s1,

pe = pi+(f(1/2) = pi1(1/2))s2,
ps = pa+ (f(1/4) = p2(1/4))ss,
pe = ps+ (f(3/4) —ps(3/4))s4,
ps = pa+ (f(1/8) —pa(1/8))ss,
pe = ps+ (f(3/8) —ps(3/8))ss,
pr = po+ (f(5/8) —ps(5/8))s7,
ps = pr+ (f(7/8) = pr(7/8))ss,
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Figura 3.1: Los primeros ocho términos de la base de Schauder clasica para

clo,1].

y asi sucesivamente. Para cada n € N, si hacemos que a, sea el coeficiente
de s, en la formula para p,, entonces claramente se tiene p,, = an:o QpSn,
para toda m € N. Ademds, como {0,1,1/2,1/4,3/4,1/8,3/8,5/8,7/8,...} es
un conjunto denso en [0,1] y por la continuidad uniforme de f obtenemos
que 1im ||py, — flloo = 0, y por lo tanto, f = > a,s,.

n=0

Veamos ahora la unicidad de la sucesion de escalares en la expansion. Sea
(Brn)nen una sucesion de escalares tal que f = Y Bns,. Entonces, se
cumple Y~ (an, — Bn)s, = 0, lo que implica que Y~ (0n, — By)sn(t) = 0,
para cada t = 0,1,1/2,1/4,3/4,1/8,3/8,5/8,7/8, ..., de lo cual se sigue que
Oy = B, para toda n € N. Por lo tanto, existe una unica sucesion de es-
calares o, que satisface f = 0 0yS,, Yy la sucesion {s,}nen resulta ser
una base de Schauder para C0,1].



= + + + +
f as,tas tas tas+t..

Figura 3.2: La expansion de una funcion f en términos de la base de Schauder
{Sn}n€N~

Enunciamos ahora algunas propiedades bésicas de las bases de Schauder
que estaremos utilizando continuamente.

Proposicion 3.6 Sea {x,}nen una base de Schauder para X, y sea (q,)nen
una sucesion de escalares. Entonces, la sucesion {a,x,}nen €s también una
base de Schauder para X.

Demostracion: La demostracion es inmediata. Para cada y € X es claro
que y = »_ 2, bi(a;z;), en donde para cada ¢ € N definimos b; = a;/; en
donde (a;);en es la sucesion de escalares que aparece en la expansion de y en
términos de la base de Schauder {z;};cn. La unicidad de (b;);en se deduce de
la de (a;)en. [ |



Proposicién 3.7 Toda base de Schauder es un conjunto linealmente inde-
pendiente.

Demostracion: Sea {x,},en una base de Schauder para X. Supongamos
que Y 02 a,z, = 0 para alguna sucesién de escalares (a,)nen, sabemos que
la combinacién a, = 0 para todo n € N es una soluciéon para el elemento
0 de X y ademas es unica por la unicidad de la sucesién de escalares en la
definicién de base de Schauder. |

Si X es un espacio de Banach con una base de Schauder {x,, },en, notemos
que {z, }nen genera un subespacio denso en X. Esto es, el subespacio

n
< A{x;}ien >= {Z a;r; : ay,...,a, € R}
i1

es denso en X. Mas ain, el conjunto

n
{Z a;T; Ay, ..., a, € Q}
i=1

es denso en X.
Teorema 3.8 57 X tiene una base de Schauder, entonces es separable.

Demostraciéon: Siguiendo con la notacion del parrafo anterior, el conjunto

{Zaixi € X :a; €Q},

i=1
es un subconjunto denso y numerable de X. |

En el ejemplo 3.4 vimos que la base canonica (e;);eny no es una base de
Schauder para /.. Como consecuencia del Teorema 3.8 y del Teorema 2.16
podemos afirmar ahora que £, es un espacio de Banach que no admite una

base de Schauder.

Corolario 3.9 (., no es separable y por lo tanto no puede tener una base de
Schauder.



Una caracteristica importante de los espacios de Banach con una base de

Schauder {x,, },en es que podemos considerarlos como espacios de sucesiones,
o0

identificando a cada x = ) a,x, € X con la tnica sucesién de escalares

n=1
(an)nen. Si denotamos por Y al espacio de todas las sucesiones (a,)nen ¥

o
lo dotamos con la norma ||(a,)nen|| = || D anwy|| entonces Y es un espacio
n=1

de Banach con base de Schauder {e,},en y el operador que se obtiene de

o0
aplicar Y a,2, — (ay)nen €s un isomorfismo isométrico que aplica la base
n=1

de Schauder {z,},en en X en la base canénica {e,}nen de Y. Esto resulta
ser una propiedad general de los isomorfimos en espacios de Banach.

Proposicién 3.10 Sean X y Y espacios de Banach y {x, }nen una base de
Schauder para X. Si T es un isomorfimo de X sobre Y, entonces {T(x,) }nen
es una base de Schauder para Y .

Demostracion: La demostracion se sigue trivialmente del hecho de que
o0 o

T anzy) = >, a,T(xy,). [ |
n=1 n=1

Observaciéon 3.11 Si (r;)ieny € RY, y r € R cumplen con la relacién r =

lim r;, entonces:
1—00

(i) El conjunto {r; : i € N} es acotado. Esto es una consecuencia directa

de la definicion de limite.

(ii) Sea s = sup,en{r; : @ € N}, entonces s > r. Si suponemos que s < r,
entonces por definicion de limite existe k € N tal que s <r, € {r; :1 € N} y
por ello el nimero s no seria cota superior de {r; : 1 € N}.

Definicién 3.12 Sea {x, }nen una base de Schauder para X. Entonces para
cada n € N los operadores lineales P, : X — X definidos por:

o n

Pn(z agTy) = Z AT,

k=1 k=1

son las proyecciones candnicas asociadas a la base de Schauder {x, }nen.



Definicién 3.13 Sea {x,}nen una base de Schauder para X . Entonces para
cadan € N, z} : X — R denotard a las funciones definidas por:

oo
x;;(z ARTE) = Ay
k=1

Estas funciones son claramente funcionales lineales y los llamaremos los fun-
cionales lineales coordenados asociados a la base {xy }nen.

Observemos que si {x, },en s una base de Schauder para X, entonces

para toda y € X.

Para demostrar que cada una de las proyecciones canénicas P, asociadas
a una base de Schauder {z, },en en X son continuas, utlizamos el hecho de
que X es un espacio de Banach. Para ver esto primero definimos una nueva
funciéon norma en X.

Fijemos x € X. Por definicién de base de Schauder es claro que

lim P,(x) ==z

n—oo

y como consecuencia de la parte (i) de la observacion 3.11 el conjunto de
ntmeros reales {||P,(z)|| : n € N} es un conjunto acotado, por lo que

sup{||P.(z)|| : n € N} < 0.
neN

Esto nos permite definir para cada x € X el nimero
p(x) = sup{||P.(z)[| : » € N}.
neN

Notemos que:

(i) {||P.(2)|| : n € N} es claramente un conjunto de numeros reales no
negativos por lo que p(z) > 0 para toda = € X. p(z) = 0 implica que
P,(xz) = 0 para cadan € Ny entonces x = 0. Si 2 = 0 es claro que p(x) = 0.



(ii) Es evidente por las propiedades de el supremo que p(ax) = |a|p(x)
para cada x € X y cada escalar a.

(iii) Se cumple la desigualdad p(z +y) < p(z) + p(y) para cada z,y € X
porque:

sup{[| Pz +y)|| - n € N}
ne

IN

ilelg{llpn(fﬂ)ll + 1Bl - n e N}

sup{||Pn(x)|| : n € N} + sup{||P.(y)|| : n € N}.
neN neN

IN

Esto demuestra que p es una norma en X.

Lema 3.14 La norma p es una norma completa equivalente a la norma ori-
ginal || - || de X y ademds p(x) > ||z|| para cada z € X.

Demostracion: La desigualdad p(x) > ||z|| es evidente de la parte (ii) de la
Observacion 3.11. Para ver que p es una norma completa, sea (¥, )men Una
sucesién de Cauchy en X con respecto a p, entonces Ym, = > ooy 5 (Ym)Ti.
Probaremos que (2} (ym)%;)men €s una sucesién de Cauchy en la norma ori-
ginal, por lo que tiene limite a;x; para algun a;, entonces demostraremos que
Yoo, a;x; converge y definiremos y = Y7, a;z;. Finalmente veremos que
Ym — Yy en p.

Si j > k tenemos que

H(P] - Pk)(ym - yn)H S HPj(ym - yn)” + HPk(ym - yn)“ S 2p<ym - yn)~

En particular, si j = k + 1 obtenemos que

125 (Ym = )51 = 125 (ym — y) 1251 < 20(ym — Yn)-
Esto es, (27(Ym)¥j)men es una sucesién de Cauchy en la norma original y
por lo tanto tiene limite, es decir lim 7 (Ym)x; = a;x; para algin escalar
m—0Q0

a;. Ahora, dado £ > 0 escojamos mg € N tal que si n > m > m,, tengamos
P(Ym — yn) < €. Entonces, si n — oo se tiene que

j
1P = o)y — ya)ll = (B = Po)ym — D aiai]| < 2e.

i=k+1



Ademas, klim | P (Yim) — Ym|| = 0 implica que (P;(ym))jen es de Cauchy, por

lo que existe kg tal que si j > k > kg, entonces
(P = Pr)yml| <e.

Por lo cual tenemos que

J
H Z aixiH < 36,
i=k+1
cuando j > k > ky. Es decir, la sucesién de las sumas parciales de > .2 a;z;
es de Cauchy, y por la completitud de la norma original, converge a algun
elemento y en X. Por la unicidad de la expansién de y, se sigue que a; = 2} (y)
y (P;—Py)y = Zzzkﬂ a;x;. Como p(Ym —yn) < €, haciendo n — oo tenemos
que p(ym—y) < e cuando m > my. Esto prueba que p es una norma completa.

Finalmente, el operador identidad I : (X, p) — (X, ||-]|) es un operador lineal
biyectivo, continuo porque p(x) > ||x||. Por el Corolario 2.37, se sigue que
I7! es continuo, lo cual significa que p es una norma equivalente a la norma
original en X. |

Teorema 3.15 Cada proyeccion canonica asociada a una base de Schauder
de X es acotada, y por lo tanto continua.

Demostracion: Supongamos que {z;};cn es una base de Schauder para X,
o0

y fijemos n € N. Si Y a;z; € X para alguna sucesion de escalares (a;)ien,
i=1
entonces

o n o

p(Pa(D_ @) = p(d_ aiw) < p(d_ awy),

i=1 i=1 i=1
donde la ultima desigualdad se sigue trivialmente de la definiciéon de p. B

Teorema 3.16 Supongamos que {x,}nen €s una base de Schauder para X.
Entonces para cada n € N, el funcional lineal coordenado x} es acotado y
por lo tanto continuo.

Demostracion: Fijemos n € N. Notese que:

| ()| = | Pul@) = Paa (@) < 2p(x),



para toda x € X con ||z| = 1. Asi, 2} es un funcional acotado y por lo tanto
continuo. n

Llamaremos a (2}, ),en la sucesién biortogonal asociada a la base de Schau-
der {zp }nen.

Teorema 3.17 Si {P, : n € N} es la familia de las proyecciones candnicas
asociadas a una base de Schauder {x,}nen de un espacio de Banach X,
entonces:

sup{|| P,/ : n € N} < oc.
neN

Demostracién: Si I es el operador identidad de (X, p) sobre (X, | - ).
entonces

||Pm(z any)|| < |1 p(Pm(Z any)) < ||| p(z Any)

e
I anzall,
n=1

o0
tomando || > a,x,|| = 1 obtenemos que

n=1

1Pl = sup{[| P (> anen)ll 1D ananl = 13 < [T,
n=1 n=1

siempre que m € N. Esto significa que existe C' € R tal que ||P,|| < C para
toda m € N. ]

3.2. Sucesiones Basicas y Equivalencia de Bases

Definicién 3.18 Decimos que una sucesion (x,)nen en X es una sucesion
basica si es una base de Schauder para [T,]nen-



Definicién 3.19 Supongamos que {y, }nen Y {Yn }nen son sucesiones bdsicas
en X y'Y respectivamente. Decimos que {20} nen Y {Yn}tnen son equivalentes

st Z anxy, converge en X siy solo si Z anyn converge en'Y .

Teorema 3.20 Dos sucesiones bdsicas {Tn}nen Y {Yn}tnen son equivalentes
sty solo si existe un isomorfismo continuo T : [Tp|nen — [Ynlnen tal que
Tx, =1y, para toda n € N.

Demostracion: Pongamos X = [Z,]nen ¥ Y = [Yn|nen-

Necesidad. Supongamos que {Z,}nen ¥ {¥Un}nen son equivalentes. Defi-
namos T' : X — Y por T(3 07| anxn) = Y 0" anYy. Es claro que T es un
operador lineal biyectivo. Para probar que T es continuo usamos el Teore-
ma de la Grafica Cerrada 2.38. Supongamos que (u;)jey €S una sucesion
en X que converge a u en X y T'(u;)jeny converge a v en Y. Escribamos
wj =y 0w (), y u =y xk(u)z,. Se sigue de la continuidad de los
funcionales biortogonales asociados a {x,, }nen ¥ {Un }nen respectivamente que
v (u;) — () v Y(T(3)) = 5 (u5) — 45(0) cuando § — oo y para cada
n € N. Lo cual implica que z%(u) = y’(v), para toda n € N. Por lo tanto,
T(u) =vy T es continuo.

Suficiencia. Es claro que {x, }nen ¥ {¥n }nen son equivalentes si existe un
isomorfismo 7" de X sobre Y tal que T'(x,) = vy, para toda n € N. [ |

Corolario 3.21 Sean {x, }nen ¥ {Yn}nen dos sucesiones bdsicas en X y'Y
respectivamente. Entonces, {xy}nen €s equivalente a {yn tnen Sty solo si exis-
te una constante C' > 0 tal que para cualquier sucesion (a,)nen de escalares
tenemos que

o0 o0 o0
| Zanynn < Zanxnn <] Zanynu-
n=1 n=1 n=1

3.3. Construccion de Sucesiones Basicas

En esta seccién, presentamos algunos criterios para construir bases de
Schauder.



Teorema 3.22 Sea (x,)neny una sucesion en X de vectores no cero. En-
tonces, (Tn)nen €S una sucesion bdsica si y sélo si existe K > 1 tal que para
cada sucesion finita de escalares (a;)!,, se satisface

m n
1Y " al| < K| agai|
i=1 =1

para todo m < n.

Demostracion: Necesidad. Supongamos que {x,, },en es una sucesion bésica.
Entonces,

m n n n
1> sl = 1PaC> )| < IRl S asell < KIS avll
i=1 =1 i=1 i=1

donde K = suppen{|| P/ : n € N}.

Suficiencia. Para cada sucesién finita de escalares (a;)!_; y cada nimero
entero m < n, definimos p,,, ("1, a;x;) = Y ", a;x;. Se sigue por la hipétesis
que cada p,, es un operador lineal acotado en el espacio < {x;}ieny >, con
norma no mayor a K. Por el Teorema de Hahn-Banach 2.29, existe un tinico
operador lineal continuo P,, que extiende a p,, a todo [z,].en y tal que
| Pl < K.Dado x € [z,]peny € > 0, escojamos y = > a;x; €< {x; }ien >
tal que ||z — y|| < e. Entonces, para cada n > m,

[1Pu(z) =zl < |[Pu(z) = Pu()]l + 1Paly) — yll + [ly — ]l
< ([Pl +1)-e < (K+1)-¢

es decir, lim P,(x) = x.
n—oo

Es ahora sencillo demostrar que cada x € [x,],en tiene una expansién en
terminos de {2, }nen. Fijemos x € [x,]nen v sea a; tal que Pi(x) = aya;.
Notemos que P Py(y) = Pi(y) para toda y €< {z;}ien >, y por lo tanto
PP, = P;. Por lo cual, existe ay tal que Py(z) = Eizl anx,. Continuando
de esta manera inductiva obtenemos una sucesién de escalares (a,)nen tal
que P, (z) =>" | apx,, para toda m € N. Es decir,

n=1

o

x= lim P,(x)= Z Gy T
m—00 n:1



Para ver la unicidad de la expansién, supongamos primero que (a;)ien ¥
(b;)ien son sucesiones de escalares tales que

00 00
i=1 i=1

Entonces, si la condicién se cumple, debemos tener la desigualdad

n n
lar = by [l ] < K| Y agw; =Y by,
i=1 i=1

tomando el limite cuando n — oo hallamos que

oo oo
lay = by [l || < K1Y agw; =Y bgasil| = 0,
i=1 i=1

asi que a; = by. Se sigue facilmente por inducciéon que a; = b; para todo

i € N. Por lo tanto, para toda x € [z,],en existe una tnica sucesién de
. .y oo

escalares (a;);eny que cumple la condicién z = )2, a;z;. [ |

1=

Teorema 3.23 Sean {z,}nen una sucesion bdsica en X y (T})nen Su co-

rrespondiente sucesion biortogonal. Si (Yn)nen €S una sucesion no cero en
o0

X,y > en —yall |25l = @ < 1, entonces (yn)nen €s una sucesion bdsica

n=1

equivalente a {x, }nen-

Demostracién: Sea aq, ..., a, 1, una sucesion finita de escalares. Entonces,
para cada ¢ = 1,...,n, tenemos que

n n
Jail = 127 aga)| < 1D agas|l (2],
j=1 j=1



por ser x} acotado. Ademas,

Y aill = 1w+ > ai(y; — )|
=1 j=1 j=1

n n
< | Z%‘%‘H + Z |aj| [|z; — ;|
j=1 j=1
n n n
< D agrl + D awl x5
j=1 j=1 i=1
n
< (1+a)l| Y aa.
j=1
También,
n+m n+m
1Y awll = 11> ailwi+ys — )l
=1 i=1
n+m n+m
> 1> wwl =11 aily — )|
=1 i=1
n+m n+m
> Z a;zi|| — Z |aillys — ]|
=1 i=1
n+m n+m n+m
> 1Y@l = YA sl llys — )
i=1 i=1  j=1
n+m
> (1—a)| Y a].
=1
Por lo tanto,
n n n+m
1D amill < (L)Y aagll < K1 +a)l| Y aja]
j=1 j=1 j=1

n+m

1+4+a
E(—ll > iyl
j=1




donde K es la constante del Teorema 3.22 para {z, },en, por ello (y,)nen €s
una sucesion bdsica, y claramente equivalente a {x, },en porque

1> asll < A+ )l D azal
j=1 J=1

y
n+m n+m
| Z aiyil| > (1 —a)l Z a;vi.
=1 i=1

3.4. Sucesiones Bloque y Sucesiones Simétri-
cas

Definicién 3.24 Dada una sucesion basica {x;}ien en un espacio de Banach
X. Decimos que una sucesion no cero (y;)jen en X es una sucesion bloque
respecto de {x;}ien, si es de la forma:

Pj+1

Yj = E i Ti,

1=p;+1

con escalares a; y alguna sucesion de numeros naturales py < pg < ---.

Proposicién 3.25 Una sucesion bloque (y;)jen respecto de una sucesion
basica {x;}ien €s una sucesion basica.

Demostracion: Para m < n, tenemos

m m Pj+1 m  Pj+1
1> bl = 1D 0 > aml =11 > bja]
j=1 j=1  i=p;+1 j=1 i=p;+1
n Pji+1 n
< KDY bja| = K1Y byl
J=11=pj+1 j=1

donde K es la constante del Teorema 3.22 para {z; };en. [ |



Definicién 3.26 Una sucesion bdsica {x;}ien se llama 1-simétrica si es
equivalente a (z;4))ien, para todas las permutaciones T de N.

Ejemplo 3.27 La base candnica {e;}ien de £y, es 1-simétrica. Esto es claro
ya que

- 1 - 1
O lailyr = O larm )7,
i=1 i=1

para cualquier permutacion T de N.

3.5. Bases de Schauder y Dualidad

Dado un espacio de Banach X con una base de Schauder {x;};cn, pode-
mos preguntarnos si la sucesién de funcionales biortogonales (27 );en asociados
a {z;}ieny forman una base de Schauder para X*. Hemos visto que este no
es siempre el caso, por ejemplo si X = f; entonces X* = (. Sin embar-
g0, (})ien resulta ser siempre una sucesion bésica. A continuacién veamos
porque:

Dados escalares ay,as, ...,a, y € > 0, por la definicién de ||z|| podemos
escoger © =y~ c;x; € X, con [|z|| = 1 de tal manera que

n n n
Z%‘Ci = Z a;xf(z) > || Za,x:‘H — €.
i=1 i=1 i=1

Si K es la constante del Teorema 3.22 para {z;};cn, entonces
K = K|zl > || Y cwl,
i=1

por lo cual, para m > n, obtenemos que

m n m m n
K aail = 1Yl sl = S aai(3 e
=1 i=1 i=1 i=1 i=1
n n
= Zaici > || Zaleﬂ —e.
i=1 i=1



Como tomamos ¢ arbitrariamente, concluimos que

m n
K|y awi] 2 1) il
i=1 i=1

es decir, la sucesion (x]);en es una sucesién bésica.

Podemos ver también que si P, es la proyeccién candnica asociada a
{z;}ien, entonces el operador adjunto P es la proyeccién candnica asociada
a la sucesién bésica {x]};en. Sean m, k, n niimeros naturales, con m, k > n,
entonces tenemos

m

P> aﬂf)(z bi;) = Y aﬂf(Pn(Z bjx;))

i=1 i=1

= Z aixf(z bjl’j) = Z biCLI'
i=1 j=1 i=1
n k
= D aw] () bxy).
j=1

i=1
m n
Es decir, P¥(>_ a;x}) = > a;xf. El siguiente Teorema nos proporciona una
=1 i=1
condicién necesaria y suficiente para saber cuando la sucesién (z});en es una
base de Schauder para X*.

1=

Teorema 3.28 Sea {x;}icn una base de Schauder para X y (x});en su corres-
pondiente sucesion biortogonal. Entonces, (x)ien es una base de Schauder
para X* siy solo si lim, . ||2*||, = 0, para cada x* € X*, donde ||z*|,, es
la norma del funcional x* restringida al conjunto < {x; 11 >n} >.

Demostracion: Necesidad. Si {z]};cny es una base de Schauder para X* y
rt = Zf; a;x; € X*, es claro que

o
lm (2%, = lim || > a}]| =0,
n—oo n—oo
i=n+1

para cada x* € X*.



Suficiencia. Si z* € X*, notemos que el funcional z* — " | o*(z;)x} se
anula en el conjunto < {z; : i <n} > Siy=> " bz, €< {x; i <n} >,
se tiene que

(z" — Zl’*(%’i)l’f)(y) = Z bz (z;) — Z bir*(x;) = 0,

porque z*(z;)x;(y) = biz*(x;) para cada i < n. Por lo que, si tomamos
r=Y 2 ax; € Xylz| =1, se tiene para toda n € N,

o0 n n
| Z a;x|| = [lz — Zamll <l + 1l ZamH <1+K,
i=n+1 i=1 =1

donde K es la constante del Teorema 3.22 para {z;}icn, v ademés

(@ =Y @) (@) = |2 aw)| < |l D aiwi
i=1 i=n+1 i=n+1
< (14 K)|la"|a,

lo cual implica que

lfm [z =) " a*(2;)a]]| < (14 K) lim 2", = 0.

n—00 -
=1

Podemos concluir entonces que,

oo
A Z ()],
i=1

y asi, {2} }ien resulta ser una base de Schauder para X*. |

3.6. Bases de Schauder y la Propiedad de la
Aproximacion

Definicién 3.29 Se dice que un espacio de Banach X tiene la Propiedad de
la Aproximacion, si para cada subconjunto compacto K de X y toda e > 0,
existe un operador acotado de rango finito T : X — X tal que |T(z)—z| < e,
para toda v € K.



Un corolario de los Teoremas 2.41 y 2.42 es que, si (7}, )nen €S una sucesion
de operadores de rango finito convergiendo uniformemente a un operador 7T,
entonces 1T es compacto. La reciproca de esta afirmaciéon es en realidad la
Propiedad de la Aproximacién. A. Grothendieck [5] mostré que un espacio
de Banach X tiene la Propiedad de la Aproximacién, si y sélo si para cada
espacio de Banach Y, cada operador compacto T : Y — X y toda e > 0 existe
un operador de rango finito S : Y — X tal que ||T"— S| < €. Una relacién
importante entre las bases de Schauder y la Propiedad de la Aproximacion
se enuncia en el siguiente teorema.

Teorema 3.30 Si X tiene una base de Schauder, entonces X posee la Pro-
piedad de la Aprozimacion.

Demostracion: Supongamos que X admite una base de Schauder {x,, }nen y
que M = sup, n{|| Pl : » € N} donde (P,),en es la sucesion de proyecciones
candnicas asociadas a {x, }nen. Sea K un subconjunto compacto no vacio de
X y tomemos ¢ > (. Claramente la dimensién lineal de el rango de P, es finita
para toda n € N. Por lo que, sera suficiente encontrar un niimero natural ng
que satisfaga || P, (z) — x| < &, siempre que x € K. Sean yy, ..., Y, elementos
de K tal que para todo y € K tengamos que d(y,y;) < ¢/(M +2) para algin
j €{1,...,m}. Como lim, ., P,(x) = = para toda z € X podemos escoger
no € N tal que || P,,(y;) — y;l| < /(M + 2) cuando j = 1,...,m. Tomemos
cualquier z € K. Sea jj tal que ||z — y;,|| < ¢/(M + 2). Entonces

[Png () =2l < [ Pog (& = 4o | + 1P (Y56) = 4ol + 1455 — ]
< M Puolllle = wio ll + 1l Pro (Y50) — b | + 155 —
< Me/(M+2)+¢e/(M+2)+¢/(M+2)=c¢,

lo cual termina la demostracion. [ |






Capitulo 4

Un subespacio /i-hereditario de
Ly sin la propiedad de Schur

Antes de comenzar daremos algunas definiciones y teoremas que estare-
mos utilizando en este capitulo.

Definicién 4.1 Supongamos que X y 'Y son espacios de Banach, y que X
tiene dimension lineal infinita. Entonces, X se dice Y -hereditario si cada sub-
espacio Xo de dimension lineal infinita de X contiene a su vez un subespacio
Yy C Xy el cual es isomorfo a Y.

Definicién 4.2 Un espacio de Banach X tiene la propiedad de Schur si la
convergencia débil y la convergencia en la norma de sucesiones son equiva-
lentes, es decir, si una sucesion (T,)nen en X converge al elemento 0 débil-
mente si y s6lo si (Ty)nen converge a 0 en la norma.

Teorema 4.3 [Schur| El espacio de Banach {1 tiene la propiedad de Schur.

Demostracion: Demostraremos el Teorema por contradiccion. Supondremos
. 3 w

que existe una sucesion (z"),ey en ¢; tal que 2™ — 0, pero que ||z"[|; - 0.

Entonces construiremos un funcional f € ¢} = (, tal que f(z™) - 0.

41



Si suponemos ||z"||; - 0, entonces existe € > 0 y una sucesién creciente
’ . n;
de nimeros enteros ny; < ny < ... tal que ||z"]| = > %, |z;”| > € para cada
. : h
j € N. Escojamos N; de tal manera que ) ° . + |zit| < /5. Entonces
N- 1.
SN || > 4e/5, que podemos reescribir como SN €M™ > 4e/5, donde
et = |z|/aft para cada ¢ < N;. Notemos que para cualquier sucesién
{e; = £1}ien, donde g; = £ si i < Ny y para i > N; escojemos a ¢; de
manera arbitraria, se tiene que

(o]
|Z£ix?1| = Zs"lxm + Z gyt > \Ze”lx"1| Z |z}
i=1 i=N1+1 i=Ni+1

N i1 3
= 56 56—55.

Ahora, como z" = 0, en particular ' = af(z") — 0, por lo que podemos
encontrar nj, tal que Z U@ | < e/5. A continuacién, eSCOJamOS Ny > Ny
tal que tengamos » ° ;72| < /5y por consiguiente Y77 |7,72| > 4e/5.
Entonces, para cualquier sucesion {g; = £1},en que satisfaga ; = €]'* para
1< Ny ye = 5?2 cuando Ny < 7 < Ny, obtenemos que

oo N2
D e 2 | ) e Z ;72| — Z ;|
i=1 i=N1+1 i=No+1
N2 No Ny
. 2 v . 2
> | Y e - ze=) |t =) fa| - e
A D , , 5
i=N1+1 =1 i=1
4 e 2 €
—e——-——g=-—.
) 5 D )

Si repetimos este proceso obtenemos una sucesion creciente de nimeros en-
Ni_ n; n;

teros 1 < Ny < Ny < ... tal que D ;705" |2, < e/5, Y2\ v, <¢e/by

que implican Zz N1 |2;7F| > 3¢/5. Definiendo u = (u;)ien por u; = £

para Nj_1 < i < N, es claro que u € (. Consideremos ahora el funcional

correspondiente a u definido sobre ¢; por la férmula f(y) = > "2, y;u; para



cada y = (y;)ien € ¢1. Entonces,

oo
[flam)] = | ) e
i=1

Ny, N1
> ) || - Z | — Z ;|
i=Nj_1+1 i=Nj+1
3 e € ¢
2 575755

para cada k € N. Es decir f(2™r) -» 0 contradiciendo nuestra hipétesis. W

En el presente capitulo presentamos la construccién hecha por M. M.
Popov de subespacios de L; que son {;-hereditarios y que no tienen la pro-
piedad de Schur. La construccién se realiza en el espacio de Banach

(o)
W - (Z gpn)17
n=1
donde co > p; > py > - -+ > 1. Como W encaja isométricamente en L, para

p1 < 2, la construccién proporciona los ejemplos que buscamos.

Fijemos una sucesién decreciente de numeros reales p; > py > - -+ > 1,
y consideremos el espacio correspondiente W definido anteriormente. Para
toda n € N, (€;,,)ien denotard la base candnica de ¢, y (€;,)ien indicard su
copia natural en W, esto es, para toda ¢ € N:

ei,n: (07 707€i,n707'“) GW
——

Para cada n € N escojamos ¢, > 0 tal que »_ ¢, = 1. Para cada i > 1

hagamos z; = Y 0,€;,. Evidentemente ||z;]| = > | 0n]|l€in]] = D 0n =
n=1 n=1 n=1
Sea Z = [zi]ien. Afirmamos que Z es un subespacio ¢;-hereditario de L;
sin la propiedad de Schur. El paso mas complicado de la construccion es
probar que Z es (;-hereditario. Dado un subespacio Zy de Z, de dimensién
lineal infinita, la técnica de M. M. Popov es construir una sucesiéon (z;);en en



Zy y una sucesion basica (u;);en en Z, que sea una sucesion bloque respecto de
la sucesién basica (z;);en, de tal manera que se encuentre lo suficientemente
cerca de (;);en ¥ que sea equivalente a la base candnica de /. La estabilidad
de las bases de Schauder nos asegurara que (z;);en sea también equivalente
a la base candnica de ¢;.

Para cada I C N, por P; nos estaremos refiriendo a la proyecciéon natural
de W sobre el conjunto {e;,, : i € Nyn € I}.

Proposicién 4.4 Para toda sucesion finita de escalares (a;)™, y cada per-
mutacion de enteros T : N — N, tenemos que

1" @izl = 37603 Jagl)on.
=1 n=1 =1

Por consiguiente, {z;}ien es una sucesion bdsica 1-simétrica.

Demostracion: La demostraciéon es inmediata:

| Z aizr@ll = | Z a; Z Oner(iynll = || z On, Z aiCr(iym|
i=1 =1 n=1 n=1 i=1

= [0y Z aier (i1 + 02 Z aiCr(i)2 + + 0y Z air(iyn + - ||
i=1 i=1 i=1

m m m
= 611 ) asenyall + 02l Y aieriyall + 05 Y @il + -+
i=1 i=1 i=1
o0 m o0 m )
= D0l 2 aerall = D 0u(d_lai)
n=1 i=1 n=1 =1
oo o0
Por lo tanto, si la serie Y a;z; converge, entonces Y |a;|P* < oo para cada
=1 i=1
n € N. [

Proposicién 4.5 La sucesion {z;}ien converge débilmente a cero.



Demostracién: Tomemos z* € Z*, ||2*]| =1, y € > 0. Escojamos N € N tal

que
oo

Ahora, por el Teorema 2.33, €;, 2 0 cuando i — 0 para cada n € N, por lo
cual podemos escoger un nimero entero K tal quesin=1,... Ny k > K,
entonces,

« 13
|2"(ern)| < 3

N

Como ademds | 6, < 1, tenemos entonces que para cada k > K,
n=1

|z"(z1)] = Zé ekn)| = 2" 25 ern) + 27( Z On€rn)l

n=N+1
SZé!zekn|+Z5|zekn|< 25+Z(5
n=1 n=N+1 n=N+1
£ £
< 5"’5:5

Lema 4.6 Sean Zy un subespacio de Z de dimension lineal infinita, n,m,
jEN (n>1)ye>0. Entonces, existen (x;), C Zy y (u;)™, C Z de la
forma
Jit1
> aiszs donde j=ji <o <o < uni,
s=j;+1
tal que
Jit1 -
S agr =1y flu — @l < =lu),
: m
s=j;+1

para cada v =1,...,m.

Demostracion: Consideremos el subespacio [z;]5°
dimension lineal infinita y el subespacio Z\[z;]°

241 de Z. Como Zj tiene
241 estd generado por el



conjunto {z; : i < j}, entonces Zg N []72;,, tiene dimensién lineal infinita
también, por lo que existe ¥ € Zy N []2;,,, con |lz]| = 1. Construiremos
inductivamente las sucesiones deseadas.

Hagamos j; = j y escojamos de manera arbitraria
o0
— — 00
T = § 1,25 € Zo N [2]2541 \ {0},
s=j1+1
iy — e
para alguna sucesién de escalares (@1,5)32; 41

Sin perdida de generalidad, podemos suponer que

o0

Z |5178‘pn71 =1.

s=j1+1

A continuacién escojamos j, > j; de tal manera que para

se cumplan las siguientes condiciones:

-zl < A2 2 (30 ey 2 )
1— 71 ——, A1 = 1,s -l 2> =
4m S 2

_
y [l = H 21||
Por lo tanto,

ezl _ elfwl

-7 < .
||U1 :131|| 4dm — 2m

Ahora, hagamos a; s = /\1*16175, T = )\flfl VU = /\flﬂl. De esta manera
podemos concluir que,

J2 1 J2
Z ’al,s|pn71 — Z ’al,s|pn71 — 17

)\pn—l
s=j1+1 L s=ji+1




y también

eliml] _ elmll _ elml

2xxm — m T m

|ur — 21| = A—lﬂﬂl — 7 <

Si continuamos con este procedimiento obtenemos las sucesiones deseadas. ll

Lema 4.7 Sean e >0 yn € N. Sim € N satisface

1 11
—mPn-1 Prn < g,

On

Entonces,
(@) [[Pan ()| = (1 = &)lul],
(id) [lz — ul] <ellull,

con
m m
i=1 =1

donde (z;)™, C Zy y (u;)iy C Z estdn dadas por el Lema 4.6.

Demostracién: Primero probemos la parte (ii). Por la Proposicién 4.4, la
base {zs}sen es 1-simétrica, lo cual implica que ||u;|| < ||ul|, para i =1,...,m
y ademaés

m

S — lluil ellul
lz —ull <Y Ml —will < Y =—F <y == =clul|.
=1 =1 m m

i=1



Para probar la parte (i), notemos primero que

m ]z+1
lull = [ Poa ()] = ZékHZP{k} w)| —ZMZ 7 asell
i=1 s=7;+1
m Jit1
= Z5k > >l
i=1 s=7;+1
m Jit1
< Sa% 3 oy
i=1 s=7;+1
m
= Zékzl pnl—mpn125k<mpnl
k=1 i=1 k=1
1
es decir, ||u|| — || Pwnul| < mPe—1. Por otro lado,
m Jit1 m  Jit1
ul| = Zék”z Z i seskl = On ”Z Z i s€s k|
=1 s=j;+1 i=1 s=j;+1
m ]2+1
- S
=1 s=7;+1
m Jitl

IV
—
i\
=
5
B
=
3
3
3
—
~—
]
3

6 1o que es lo mismo, [Py, (u)|| > (1 —¢)|lul.

Teorema 4.8 7 es (1-hereditario y no tiene la propiedad de Schur.



Demostracién: Por la Proposicion 4.5, Z no tiene la propiedad de Schur.
Probemos entonces que Z es f1-hereditario. Dado un subespacio Zy de Z de
dimension lineal infinita, usamos el Lema 4.7 para construir inductivamente
sucesiones (Zs)sen en Zy, (us)seny en Z de la forma

Js+1
Us = E ;25
i=jat1
donde j; < jo < ...y |lusl]| = 1, y una sucesién 1 < n; < ny < ..., de manera

que se satisfaga lo siguiente:

(@) [P ()l > £,

(@) flus — 2l <2771,

(i) || Phoymaa ()| < 5

Veamos que ésto se puede hacer. Sean j; =n1 =1y e = %. Escojamos por
el Lema 4.7 un elemento z; € Z \ {0} y

J2
U = E Qi 25,

i=j1+1

tal que [[us]| = 1, |Boyn, (ui)]| > 1 — &1 = § v [l21 — wi|| < &1 < §. Tomemos
ny de tal modo que || Py\n,(u1)|| < §. Repitiendo este proceso, construimos
las sucesiones deseadas.

Por la parte (iii) y dado que |lus|]| = 1, obtenemos
(iv) [lus = Phyn, (us) | < 5.

Afirmamos que (us)seny €s una sucesién béasica equivalente a la base vec-
torial unitaria {€;;},ey de ;. Efectivamente, para s > 1, pongamos v, =

Py\n, (ts) — Pavp,,, (us). Sabemos que |[v]| > 2, y para cada sucesion de
escalares (as)™ ; tenemos

m m m
3
1 Zasvsn = Z |as|[lvs|| > 1 Z |as|,
s=1 s=1 s=1



y por consiguiente

1Y aaud = 1wl = 1Y au(ws =)
s=1 s=1 s=1
3 m m m
> 53l = 1Y sl = P, () + Y asPievac ()]
s=1 s=1 s=1
3 — 1 — 1 & 1 1, e~
> I3 lad = Y lad =D lal = 5Dl = 1Y aeall
s=1 s=1 s=1 s=1 s=1

Por otro lado,
m m m m
1D asusll < las] lusll = > las| = 1> aseanll.
s=1 s=1 s=1 s=1

Esto es, (us)sen es una sucesén bésica equivalente a la base candnica
{€i1}ien de 4.

Notemos ahora que, si y € [ussen es tal que |ly|| = 1, entonces

lusll = Hshlpl{Hu:(y)H} <1
y =

donde {uf}sen es la sucesion de funcionales biortogonales asociados a la suce-
sién basica {us}sen, ésto porque debido a la construccién de {u,}sen cada
Y € [us)sen estard expresado en terminos de la base (e;,)en y asi ningin y
con |ly|| = 1 podré tener coeficientes mayores que 1.

Finalmente, usando este dltimo hecho y ademds que ||us — x4 < 27571,
tenemos que

(o]
> g — | [zl < 1,
s=1

por lo que como resultado del Teorema 3.23, {;}sen €s una sucesion bésica

equivalente a {us}sen y por lo tanto tambien es equivalente a la base unitaria
{61‘,1}161\1 de £;. n

Teorema 4.9 [12] El espacio de Banach W = (37 £,.)1 se encaja isométri-
camente en L.



Corolario 4.10 L contiene subespacios {1-hereditarios sin la propiedad de
Schur.






Capitulo 5

Espacios de Erdos

Antes de comenzar recordemos brevemente algunas nociones topoléogicas.
Un conjunto en un espacio topoldgico es abierto y cerrado si y sélo si tiene
frontera vacia. Un espacio tiene dimensién topoldgica 0, o es 0—dimensional,
si tiene una base de abiertos y cerrados. Si A es un subespacio de un espacio
de Hausdorff localmente compacto y A es abierto o cerrado, entonces es
localmente compacto. Es bien sabido que en espacio topoldgico Hausdorff
localmente compacto es 0—dimensional si y sélo si es totalmente disconexo.

Fijemos un numero real p > 1. En este capitulo la topologia sobre el
espacio de Banach ¢, serd la generada por la p-norma || - [[,.

Sea Ey, s, ... una sucesion fija de subconjuntos no vacios de R, conside-
remos entonces el siguiente subespacio de £,

E={z¢€l,: 2z, € E, para cada n € N}.

Sip=2y FE, =Q para toda n € N llamamos a £ el FEspacio de Erdds €,
esto es,
C={z€ly: 2z, €Qparacadan € N},

y si K, =P para cada n € N, obtenemos el Espacio de Erdds completo, &,

C.={z€ly: z, € Ppara cada n € N}.

Comenzaremos estudiando la relacién existente entre las topologias pro-
ducto y la generada por la p-norma sobre £,,.
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Lema 5.1 Sea 7 la topologia generada por la p-norma sobre £, y sea 7' la
topologia producto sobre €, heredada como subespacio de RN. Entonces T es
mds fina que T'.

Demostracion: Consideremos un elemento bésico W = HieNVVi para la
topologia producto de RY. Sabemos que W; es abierto en R y W; = R para
toda i € N excepto para una cantidad finita de indices iy, ..., i, con k € N.
Un elemento bésico de £, en la topologia producto es de la forma V' = WnN/,.
Dado x € V encontraremos una bola abierta U en la topologia norma, tal
que x € U C V. Escojamos un intervalo (x; —&;, x; +¢;) contenido en V; para
cada i =iy, ..., i, tal que ¢; < 1 y definamos

g = min{&?i 1= il, 77,]€}

Ahora veamos que la bola de radio € centrada en x definida por la topologia
norma estd contenida en V', esto es B(x,e) C V. Tomemos y € B(z,¢).
Entonces,

> 1
ly —zll = O lyi —zil)r <e
i=1

y como
o

1
lyi — ;] < (Z lyi — x4|P)r <e < e,
i=1
tenemos que y; € (x; — &;,x; + &;) C V; para toda ¢ = iy, ..., 1. Por lo tanto,
y € V' y concluimos que 7" C 7. [ |

No es dificil ver que éstas dos topologias no son equivalentes. Siguiendo la
misma notacién del Lema 5.1, sea ¢ > 0y B(0,¢) € 7. Tomemos y € B(0,¢).
Si V' es cualquier bédsico en la topologia producto sobre £, tal que y € V,
entonces z = (0,0,0,...,0,£,0,0,...) € V, en donde el escalar € se encuentra
en la entrada j para cualquier j ¢ {iy, ..., i }. Tenemos entonces que ||z|| = ¢
y por lo tanto z ¢ B(0,¢), es decir V' ¢ B(0,¢) y por consecuencia 7 7.

Lema 5.2 Sea k € N, sea C el conjunto definido por:

C={zxef:a; <x; <b; para todo i < k},

donde a;,b; € R\E;. Entonces, C' es abierto y cerrado como subconjunto de
& en la topologia generada por la p-norma.



Demostracién: Probemos primero que C' es abierto. Sea U = V' N, donde
V = [Len Vi con V; = (a;,b;) sii < kyVi=1Rsii>Fk, entonces U es
subconjunto abierto de £, en la topologia producto y ademas U es también
abierto en la topologia norma como consecuencia del Lema 5.1. Notemos que
C=UnNE&, porello C es abierto en &.

La demostracion de que C' es un conjunto cerrado es muy similar. Sea F'
el conjunto cerrado en RY dado por:

F=la;,b] x - X [agp_1,bp_1] x RXR x ---.

Entonces [’ N/, es cerrado en £, con la topologia producto y por lo tanto
también en la topologia norma por Lema 5.1. Por lo que C' = F'NE es cerrado
en &. |

El siguiente teorema nos permite saber cuando un espacio £ tiene dimen-
sién topoldgica positiva.

Teorema 5.3 Supongamos que £ es no vacio y que cada E,, es 0-dimensional.
Para todo k € N definamos una sucesién n* € RN como sigue:

n* =sup{la| : a € E, N [~1/k,1/k]}, donde sup® = 0.
Si existe n € N tal que ||n"|| < oo, entonces dim € = 0.
Demostracién: Procedamos por contradiccion. Sea n un nimero natural

que cumpla ||n"|| < co. Tomemos z € £ y € € (0,1/n). Escojamos k € N tal
que

Sy <y Ylal<en
i=k 1=k

Definimos 2’ € ¢, por 2z, = z;sii < k, y 2z, = 0sii >k, por lo que

o0
Iz =2 =) lal? < &
i=k

Hagamos 6 = ¢/(2k)'/? y sea i < k. Como E; es 0-dimensional, podemos
escoger a; y b; en R \E; tal que z; — 0 < a; < z; = 2/ < b; < z + 9.
Consideremos el siguiente subconjunto de &:

C={xef:a <z <b; paratodo i < k},



el cual por el Lema 5.2 es una vecindad abierta y cerrada de z en £. Sea
U={zeC:|z—7| <e}. Esclaro que U es una vecindad cerrada de z en
£ con diametro menor o igual a 2¢. Veamos que U es también abierto en £.
Tomemos x € U. Si i > k, entonces |z;| = |z; — 2i| < ||z = 2| <e < 1/n.
Esto significa que z; € E;N[—1/n,1/n] y por definicién de supremo tenemos
|z;| < nf, por lo cual

i |z — 2P = i || < i(n(n)i)p < %
i=k i=k i=k

Por otra parte, como = € C' tenemos que
k—1
>l <1 =5
|z, — Z[|P < koP = ox
i=1

Por lo tanto,

k—1 9]
lz =2l = lmi— 2P+ | — 2P <e
=1 i=k

y x es entonces punto interior de U. Como U es una vecindad abierta y
cerrada de z con menor didmetro, tenemos que dim & = 0. |

Teorema 5.4 Supongamos que £ es no vacio y que cada E, es 0-dimensional.
Entonces, los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) ||n*|| = oo para cada k € N;
(2) Eziste una x € [[22, E,, con ||z]| = o0 y lim z, =0;
n—oo
(3) Todo subconjunto no vacio, abierto y cerrado de € es no acotado; y

(4) dimé& > 0.

Demostracién: (1) = (2). Supongamos que, ||n*| = oo para cada k € N.
Queremos encontrar una x € [[ 2, E, con ||z|| = 0o y limy,_oox,, = 0. Para
lograr ésto, construiremos sucesiones (ng)reny en N creciente y (Ym)men €n



R, a partir de las cuales definiremos x, y que cumplan dos cosas para todo
keN:

(i) ym € {0} U{E, N [-1/k,1/k]}, para np_1 < m < ng, y

nk—l

(i) 3 lunl” = k.

Hacemos ng = 1 para poder definir y;, y suponemos que ya hemos con-
struido no,...,nk—1 Y Y1,---,Yn,_,—1. Por definicién de supremo podemos escoger
para toda m € N un a,, € {0} U{E,, N[-1/k,1/k]}, con |a,| > 3nk. Como
|al| > 3[|n"|| = oo, podemos escoger el ny, tal que

nk—l

Z |a,|P > 1.

m=ng_1

Si definimos y,, = a,, parang_; < m < ny, las hipdtesis (i) y (ii) se satisfacen
claramente. Ademads por (i), limy,—coYm = 0, y por (ii), vemos que ||y|| = oco.
Fijamos ahora una z € € y definamos = € [[°_; E; POr Ty = Y S1 Y # 0,
YV T = Zm 81 Y = 0.

(2) = (3). Supongamos que existe una z € [[>~, E, con [jz]| = ooy
limy, oo, = 0. Demostraremos que todo subconjunto A no vacio y acotado
de &£ tiene frontera no vacia y por lo tanto no es abierto y cerrado en &.
Sea entonces A un subconjunto no vacio y acotado de £. Escojamos una
M e N tal que [|z]] < M para toda z € A. Para i € N consideremos
la proyeccién y; : RN — £,, dada por x;(z) = (z1,..., 2, 0,0, ...). Mediante
induccién construiremos sucesiones a’,a',... en Ay ng < n; < ... en N tal
que, para toda ¢ > 1, se cumpla lo siguiente:

() Xn,(a') = xn,(a'™),
(b) la"™" = xm, (@) <27" ¥
() la distancia entre a’ y el conjunto £\ A sea menor que 27°.

Hagamos ng = 1 y escojamos a” € A. Supongamos que ya hemos construido
hasta a~' y n;_;. Seleccionamos un ntimero natural n; tal que n; > n;_q,
|z;| < 277! para toda j > n;, y [|a"t — xp, (') < 27771, satisfaciendo de
esta manera la condicién (b). Para cada j € N definimos ¥/ € £ como sigue:



. T, ST Ny <M <N+ 7,
m a1 en otro caso.

m

Es claro que ° = a'~! € A, y como por hipétesis ||z|| = oo, se sigue facilmente
que
. o 1
lim 0] > () [anl)? = oo.
I m=n;+1

Como A es acotado existe una j € N tal que i’ € Ay v/ ¢ A. Si definimos
a’ =’ la hipdtesis (a) se cumple. Para probar (3) notemos que para j € N
se tiene que

Hij - b7” = ‘mmﬂ#l - a;:}-j+1’ < |5’7ni+j+1‘ + ’a;:}-j+1’
<27l 4 ||(zi_1 — Sni(ai_l)H < 27

Esto completa la induccién.

Por hipétesis (a) existe una ¢ € [[), E, tal que Xn,,,(¢) = xn,,, (a’) para
todo ¢ > 0. Y por lo tanto,

lell = 1m [[xn, ., (@) < lim [la’]] < M,
1—00 1—00

esto es ¢ € £. Para finalizar observemos que:
lim e —a'[| < Mm (fle = xniy ()] + [ (@) = @']])
11— 00 71— 00

<0+ lim 271 = 0.

1—00

Esto quiere decir que ¢ € A. Por otro lado, por (c), d(a’, E\A) < 27" y cuando

i — oo tenemos que d(c,E\A) = 0 esto es, ¢ € E\A. Por lo cual podemos
concluir que ¢ € Fr(A).

(3) = (4). Supongamos que dim& = 0. Escojamos una =z € £ y sea
B(z,r) la bola centrada en x de radio r. Como £ tiene una base de abiertos
y cerrados, podemos encontrar un conjunto C' abierto y cerrado en & y tal
que x € C C B(z,r). Claramente C es acotado. Y por lo tanto, existe un
subconjunto no vacio de £ abierto, cerrado y acotado.

(4) = (1). Es una consecuencia directa del Teorema 5.3. [



Sea (A;)ien una sucesion de subconjuntos de un espacio X entonces defi-
nimos:

limsup,,_, . 4, = ﬁ [OJ Ap.

n=1k=n

Corolario 5.5 Si0 es un punto limite de limsup, .o En, entonces todo sub-
conjunto no vacio, abierto y cerrado de £ es no acotado (y por lo tanto
dim& > 0).

Demostracion: Si £ = () el resultado es obvio. Supongamos que £ # () y
n € N. Por hipétesis podemos elegir ¢ € limsupy_.o Fy tal que 0 < |t| < 1/n.
Escojamos una sucesion ky < k1 < ko < ... en N de manera que exista, para
toda j € N, una t; € Ey, con lim;_.t; = t. Podemos suponer que para
cada j € N, $|t| < |t;] < 1/n. Como t; € Ey, N [~1/n,1/n] tenemos que
n(n)e, > |t;| > 3|t| para toda j € Ny por ello [[n(n)|| = oo. El resultado del
corolario se sigue como consecuencia del Teorema, 5.4. |

La topologia norma sobre ¢, es la topologia mas débil que hace a todas
las proyecciones coordenadas z — z; y a la funcién norma continuas. Esto
significa que la gréfica de la funcién p-norma de £, con la topologia producto
a R, es homeomorfa a ¢,. Pero esto simplemente nos dice que la topologia
norma sobre las esferas Sg = {z € {,, : ||x —al| = 1} coincide con la topologia
producto, por lo cual las esferas en £ son 0-dimensionales siempre que los F,
sean O-dimensionales. Por lo tanto, dim & < 1 en éste caso particular.

A continuacién presentamos los conceptos de una funcion de Lelek y un
fan de Lelek los cuales usaremos para demostrar mas adelante un criterio de
facil aplicacién para saber cuando un espacio de el tipo £ es homeomorfo al
espacio de Erdds completo.

Denotemos por R la compactificacién [—00, 0] de R. Podemos extender
la p-norma a RY poniendo ||z = oo, si 2 € RN\ /,,.

Sea X un espacio topolégico, ¢ : X — R una funcién. Definimos los siguientes
subespacios de el producto X x R :

Ly, ={(z,t) € X xR : p(z) < t}



G, =A{(z,p(x)) € X x R : p(z) < 0o}

Sea C' un espacio compacto O-dimensional no vacio y sea ¢ : ¢ — R una
funcion inferiormente semicontinua'. Si G,, es denso es L, llamamos a ¢ una
funcion de Lelek. Si ¢ es una funcién de Lelek, entonces al espacio cociente
L, /o0 que se obtiene al identificar al conjunto C' x {oo} con un punto en L,
lo llamamos fan de Lelek.

Lema 5.6 Si & # 0, entonces cada E,, es encajable en E.

Demostracion: Construiremos para cada n € N una funcién f,, tal que
fo i En — fu(E,) C & sea un homeomorfismo. Fijemos z = (2;);en € €. Para
cada n € N definamos f, : £, — & por:

fn(x) - (fl,n(x)v f2,n(x)> 23 fk,n(x)v )7
donde:

T, S11=n,

fi,n : En - Ei7 Yy fim,(x) = {

Zi, S 1 F#n.

Esto es, fi, esla funcién identidad [ : E,, — E, cuando ¢ = n, y es la funcién
constante f; ,(E,) = {z} para i # n. Por lo tanto para cadan € N, {fi,, }ien
es una familia de funciones continuas, y son las funciones coordenadas de
fn- Se sigue entonces que f, es continua para toda n € N. Observemos
también que para cada n € N, f! es la funcién proyeccién sobre la enésima
coordenada, y por lo tanto es continua. Claramente f,, es inyectiva para toda
n € N. Por ello, f,, es un homeomorfismo. |

Lema 5.7 [4] El espacio de Erdds completo €. es 1-dimensional y totalmente
disconexo.

Lema 5.8 [8] Si ¢ es una funcién de Lelek, el espacio de Erdds completo €,
es homeomorfo a G,,.

. !'Una funcién ¢ : X — R de un espacio topoldogico X en los niimeros reales extendidos
R se dice inferiormente semicontinua si ¢ ~1((¢,00])) = {x € X : p(x) > t} es un conjunto
abierto en X para toda t € R



Teorema 5.9 Si cada E; es cerrado en R, entonces € es homeomorfo al
espacio Erdds completo si y sélo st dim & > 0 y cada E, es 0-dimensional.

Demostracién: Necesidad. Supongamos que £ es homeomorfo a €. En-
tonces £ es también 1-dimensional y totalmente disconexo. Si € # (), cada
E, es totalmente disconexo y, por lo tanto, 0-dimensional como subconjunto
de R.

Suficiencia. Para la segunda parte del teorema, representaremos a £ como
un conjunto de puntos finales G, de un fan de Lelek. Sea E, la cerradura de
E, en R y consideremos el espacio compacto 0-dimensional C' =[], E, en
RY. Definimos ¢ : C' — [0,00] por p(z) = (325°, |z:|P)/?. Como € = {z €
C: p(x) < oo}, € es homeomorfo a G, por lo que resta mostrar que G, es
denso en L,. Sea x € C, y U una vecindad tipica de x en C:

U:UlX"'XkaEk+1xEk+2x"'

Como cada E, es O-dimensional también lo es cada F,. Por esta razon,
podemos suponer que los U; son conjuntos abiertos y cerrados. Consideremos
el subespacio abierto y cerrado £ NU de &£. Fijemos a € £ y elijamos, para
cada i < k, una b; € E; N U;. Si hacemos b; = a; para ¢ > k, entonces
I16]] = [|(bi)ien|] < 00y b € ENU, es decir €N U es no vacio. Tomemos
entonces y € ENU y sea p(y) < t < oo. Entonces existe una z € ENU con
|zl = ¢(z) = t, por que de lo contrario el conjunto {y € ENU : ||y|| < t} serfa
un subconjunto no vacio, abierto y cerrado, acotado en £ lo que contradeciria
el Teorema 5.3. Asi, {¢(y) : y € ENU} es un subintervalo no vacio y no
acotado de [0,00). Lo que significa que si (z,t) € L, con ¢p(x) < t < oo,
entonces para cualquier vecindad abierta U x V' de (z,t) con V abierto en
R yt eV, setiene (U x V)NG, # 0 pués, (y,t) € (U xV)NG,, donde
t = ¢(y). Ademés también se deduce, por ser {¢(y) : y € ENU} no acotado
que toda vecindad abierta U x (t,00] de (z,00) € L., tiene interseccién no
vacia con G,.

Podemos concluir que:
U e} x (¢p(x), ) € G,
zeC

y por Lema 5.8 encontramos que, £ es homeomorfo al espacio Erdés completo.
[ |



Veamos ahora algunos ejemplos.

Ejemplo 5.10 1. Consideremos el siguiente subgrupo cerrado de (€,,+) :
E={z¢€l,:nz, € Z para cada n € N},

en este caso, E, = {m/n € Q : m € Z}, por el Corolario 5.5 sabemos que
dim& # 0 y como claramente cada E, es 0-dimensional, £ es homeomorfo
al espacio de Erdds completo por el Teorema 5.9.

2. Sea E,, = {0} U{1/i:i e N} para todon € N yp =2, es decir:
E={z€ly:2,€{0}U{l/i:ieN} para cada n € N},
la cual resulta ser otra representacion del espacio de Erdds completo.

3. Seap=1yE, ={0,1/n} para cada n € N. Como Y > 1/n =00y
por el enunciado (2) del Teorema 5.4, tenemos que dimE > 0. Se concluye
entonces del Teorema 5.9 que £ es homeomorfo a €.

Corolario 5.11 Si cada E, es 0-dimensional y cerrado en R, y €& # (.
Entonces, £ x €, es homeomorfo a €.

Demostracién: La demostracién se sigue aplicando el Teorema 5.9 a la
sucesion de conjuntos (E)nen, en donde definimos Ey, |, = By y By, =
{0} U{l1/i:i e N}, para cada k € N. |



Capitulo 6

Subespacios de /), sin la
Propiedad de la Aproximacion

En este capitulo presentamos la solucién de Szankowski al problema de
la aproximaciéon que mencionamos en el Capitulo 1. Lo que Szankowski hace
es construir un espacio de Banach separable que falla a tener una propiedad
maés débil que la Propiedad de la Aproximacién. Sabemos por el Teorema 3.30
que todo espacio de Banach con una base de Schauder tiene la Propiedad de
la Aproximacién. Su ejemplo por lo tanto, también resuelve el problema de
la Banach.

Definicién 6.1 Decimos que un espacio de Banach Z tiene la Propiedad de
la Aproximacion Compacta, si para cada subconjunto compacto K C Z y para
toda € > 0, existe un operador compacto T : Z — Z tal que ||T(z) — z|| < ¢,
para cada z € K.

Notemos que la Propiedad de la Aproximaciéon Compacta es una propie-
dad maés débil que la Propiedad de la Aproximacion. Es decir, la Propiedad
de la Aproximacién implica la Propiedad de la Aproximacién Compacta. Sin
embargo, las dos propiedades no son equivalentes, George Willis [17].

A lo largo de este capitulo usaremos los siguientes conjuntos para cada
neN:
I, ={2" 2" +1,..,2"" —2 2"t 1}

63



I'={iel,:i=r(mod4)}, parar=0,1,23.

Comenzamos presentando un criterio para saber cuando un espacio de
Banach no tiene la Propiedad de la Aproximacién Compacta.

Proposicion 6.2 Un espacio de Banach Z no tiene la propiedad de la apro-
zimacion compacta si existen sucesiones acotadas (2} )nen €n Z*, (zn)nen €n
7y subconjuntos finitos F,, C Z, tal que para cada n € N se cumple:

(1) 2tz =1,

w*

(2) 2, =0,
(3) para todo operador T : Z — Z,

27 T (=) — 277 Y ST ()] < mar{||IT()]| - f € Fu),

i€ln 1€ln11

(4) nij:lmax{ﬂfﬂ . feF,) < oo

Demostracion: Para cada n € N definimos

Bn(T)=27" Zz;‘T(zi) y an =max{|f||: f € F.}.

iely,

Supongamos que 7' es un operador acotado, entonces por (3) y (4) tenemos
que |Bo(T) = B (T)] < ||T||cvn, es decir, la sucesion (5,(T))nen serd con-
vergente si T es acotado y en tal caso hacemos

B(T) = lim 3,(T),
para T € B(Z,Z). Si I es el operador identidad sobre Z, por (1) se tiene que

BI)=2"Y 1=1.

i€ly



Ahora veamos que ( aniquila a los operadores compactos, es decir: 5(T) =
0 si T es compacto. Como (z}).en es acotada, sup,ey |257(2;)| < oo0. Ya

que T' es compacto, el conjunto {7'(z;)},.y es compacto y entonces z;, v,
0 uniformemente en {7T'(z;)}ien segun el Corolario 2.28, por consiguiente
lim sup;ey |22 ()] = 0, y ya que 257T(2,) < sup,ey |2:7'(2;)], tenemos

n—oo

B(T) = lim 3,(T) =0,

cuando T es compacto. Ahora escojamos un escalar &, con n € N tal que
o

lim &, = oo pero Y a,&, < oo, tomemos
n—oo TL:1

K = J(an&) " Fau {0},

n=1

Es claro que K es una sucesion convergente a 0, y por lo tanto es entonces
un conjunto compacto. Notemos que para toda n € N

oo

Bu(T) = (Bu(T) = Bra (T)),

k=n
Y que

maz{|T()| : f € F.} < (an&)maz{|T(f)|[(an&n) " : [ € Fu}
< () sup{||IT(f)| : f € K}

Entonces por (3),

[e.¢] o0

(Be(T) = Braa (7)) <> (&) sup{ | T(f)]| : f € K},
=1

k=1

y como esto se cumple para cada n € N, obtenemos finalmente que

o

B(T) < ) () sup{IT(F)]l - f € K}.

Para concluir, supogamos que T' es compacto y que ||T(z) — z|| < € para
toda z € K, entonces

1= <D (ange)suwp{ (1 =Tz sz € K} <) (i) -
k=1 k=1



Podemos llegar a la conclusion ahora de que € no puede estar lo suficiente-
mente cercano a 0. Por lo tanto Z no tiene la Propiedad de la Aproximacion
Compacta. [ |

6.1. Algo de Combinatoria Finita.

En esta seccién demostraremos dos resultados de combinatoria finita que
utilizaremos en la construcciéon del contraejemplo. Sean A C Ny b € N
recordemos la notacion,

A+b={a+b:ac A} y
A-b={ab:a € A}.

Lema 6.3 Para todan € N y cada m € N :

1.
2m—1
Livw = | J (271, + D).
b=0
2
2m—1
K= J @0+ 40)
b=0

Demostracion: 1. Procedamos por induccion sobre m.
Sim =0, el resultado es claro. Sim =1,
Loy = {20t 2nt 41, 202 =2 2mF2 1),

y por otro lado,
1
U@, +b) =21,U 2L, +1)
b=0
= {2"+ 2" 2, 272 — 2}

u{2"tt #1273, 2m 1)

= {ortl ontl 4 p . 2mt2 2 ont2 1}



Por lo que queda probado el caso para m = 1 y tenemos que [,,1 = 2[, U
(21, +1).

Ahora supongamos que la férmula es cierta para m, usando la hipdtesis,
tenemos las identidades

I(n—i—m)—i—l = 2[n+m U (21n+m + 1)

2m—1 2m—1
=2Jen+yue e n+o+1)
b=0 b=0
2m—1 2m—1
= Jen+au( 2L +20+1)
b=0 b=0
2mtl_1
= |J @'+,
b=0

lo que prueba la validez de la férmula para m + 1.

2. La demostracion es muy similar a la primera identidad. Para m = 0 el
resultado es obvio. Sim =1,

IO

o {or+tontl g 2nt2 g ot g}

= {ortlontl g . 2nt2 gl
U {2t 4,2t 12 2"t 4}

= 210U (210 + 4)

1
— U (210 + 4b).
b=0

y queda probado este caso.



Probemos el caso para m + 1,

I(On+m)+1 = 2]2+m (2124-771 )
om_1 2m_1
= 2 U @m0 +4b) U (2 | (@m0 +4b) +4)
b=0
2m 1 om_1
= e +a)ul 2m + 420+ 1))
b=0 b=0
am+l_q
= | @l +ap),
b=0
que es lo que queriamos demostrar. [ |

Corolario 6.4 Para todan € N, cadam e N yr=0,1,2,3:

2m—1
I,= U @n+4+r)
b=0
Esto es claro s6lo basta notar que I” = I? 4 7. [

6.2. Un subespacio de /, sin la Propiedad de
la Aproximacion

Sea A,, una particion de I,, que definiremos mas adelante.
Consideremos el espacio de Banach:

S0 N

n=1 A€A,,

es decir, Y es el espacio de todas las sucesiones t = (t;);ey tales que

Il = Q2 > Q&P < oo

n=1 A€A,, i€A



Veamos ahora que Y es isomorfo a un subespacio de ¢, para 1 < p < oo.
Observemos que (Y ;4 t2)1/2 < o0 para toda A € A, y para cada n € N; por
lo que a cada t € Y le asociamos la sucesion en ¢, formada por las entradas
(3icat?)V/? para toda A € A, y para cada n € N. Esta correspondencia
es claramente un isomorfismo. Entonces haremos nuestra construcciéon en
el espacio Y, y asi obtendremos el subespacio de /, sin la Propiedad de la
Aproximaciéon Compacta. Sea {e;}ien la base candnica de Y y {e}}ien su
sucesion biortonormal correspondiente; tenemos entonces que

[e¢) e ) 1/q
I Ztie;‘H = (Z Z (Z tf)q/2> , donde (1 + 1o 1).

n=1 AeA, icA p q

Ahora definamos z; = ey — €241 + €45 + Caip1 + Caipo + €aiy3 Y Z =
[zilien C Y. Probaremos que para una eleccién apropiada de las particiones
A,, Z no tiene la Propiedad de la Aproximacion Compacta. Notemos que
(€3 — €3iq) = 3(€hi + €hiy1 + €lia + €liss), Porque si evaluamos ambos lados
en el elemento z; tenemos

(e5; — €341)(2i) = ey;(eai) + €5 (€2i41) = 2

1 * * S * 1
§(€4i + €1+ €hiyo T €hiys)(zi) = 5(4) =2

y evaluando en z;, con j # ¢
(€3 — €3:41) (%) =0,

1 * * * *
§(e4i + €lit1 + €hive +eli3)(25) = 0.

Definamos 2] € Z* como sigue:

*

1 1
. * * o * * * *
z; = §(€2i —€iy1) = Z<€4¢ + €1 T €hiya T €hiys)-

Para T' € B(Z,Z), observemos que

Bui1(T) = Bu(T) =272 37 (e3; — €5j.1)T (€25 — €951 + €aj + - - + eajy3)

J€In11



—n—2 * * * *
-2 Yo (editetig Fenotehis)T (6o —eair1+ e+ et +eaiva+eaigs),
icln

tomando m = 1 en el Lema 6.3 esto es igual a:

—n—2 *
2 E {€1T(e4i — eaipr + esi + -+ + €gi43 — €2 + €241 — €43 — -+ — €4i43)
i€ln
* oo , A , A
tegip1 T (—eai + Caip1 — €8i — - — €843 — €2i + €241 — €45 — -+ — €4i43)
*
€0 (Civo — €aips + €gipa + -+ €gip7 — €2; + €241 — €4y — = €4i43)
*
+€4i+3T(_e4i+2 + €4i43 — €gipa — +* — €847 — €2i + €2i41 — €45 — + - — €ai43) }.

Ahora haremos un pequeno cambio de notaciéon. A los elementos en
paréntesis de la ecuacién anterior, los que estan siendo evaluados por el ope-
rador 71" los llamaremos ¥4;, Yai+1, Yairo, Yairs respectivamente, y asi nueva-
mente por el Lema 6.3 con m = 2 obtenemos

But(T) = Bu(T) =272 Y eiT(ys). (6.1)

1€l 42

Sea V,, una particién de I, distinta a A,,. Suponemos por conveniencia,
que los elementos de V,, tienen el mismo ntmero de elementos m,,. Es decir
V| = 2"m; .

A continuacién, definamos ). como la suma con respecto a todos los
€; = %1, tal que © € B € V,,. Entonces

Z(Z eief)(z eTy;) =2m" Z e;Ty;.
¢ ieB i€B i€eB
En efecto, si i # j
Z EiEjG:Tyj = (1 +1-—-1-— 1)6:Ty] = O,

ysii=3
* _ 2 % _ 2 % 2 % _ *
ZeiejeiTyj = Zei e;Ty;, = (1)e;Ty; + (—1)e;Ty; = 2e;Ty;.

€ €



Asi, podemos reescribir la ecuacién 6.1 de la siguiente forma

Bu(T) = Bua(T) = 27770 > eiT(y) =271 Y Y eiTy

1€l 41 BeV, 41 1€B
—n—1 —My *
= 2 E 2 +1 E (E eiei)(g EZTyZ)
BeV 41 € i€EB i€B

Por la linealidad de T, > ¢, Ty; =T Y €;y; y como 2™ > 1 obtenemos
i€B i€B

|6n(T) = Bna(T)]

< 27"V max{|| Y el 1T ) el - e = £1, B € V,}. (6.2)

icB i€B

La idea ahora es encontrar particiones A,, V, tal que para toda B €
V., para cada n € N y cada eleccion de ¢, = £1, cumplan las siguientes
condiciones:

1 1
| ZeiefH =mY? donde - + - =1, (6.3)
ieB p g
1D el < 10m,/2, (6.4)
ieB
m, < 2M100, (6.5)

Demostremos primero que lo anterior implica que Z no tenga la Propiedad
de la Aproximacién Compacta.

Supongamos que ya construimos las particiones A, y V,, y tomemos
F, = {m{/9! Yiep€Yi 1 € = £1,B € V,}; por (6.2) y (6.3) y haciendo
algunos calculos obtenemos

|Bn41(T) = Bu(T)| < iméX{HT(f)H e R



y; por (6.4) y (6.5),
o, = méx{||f|| : f € F,} <10mYe1+1/2 < 095

para alguna S < 0. Por lo tanto se cumplen las hipétesis (3) y (4) de la
Proposicién 6.2, los enunciados (1) y (2) son inmediatos de las definiciones
de z; y 27, por lo tanto Z no tiene la Propiedad de la Aproximacion Compacta.

Para finalizar, necesitamos construir las particiones A, y V,. Lo cual
realmente es lo més dificil y laborioso de la demostracién.

Para cada n € N definamos funciones ¢, : I? — Iy pq 2 1) — 10,
por
(i) =1+1r vy  Una(i) =20+ 4,
conr=0,1,2,3ya=0,1.
Representaremos a I? por I? = E, x F,. Para aclarar un poco esto,
notemos que [§ = I{ = () de tal manera que F,, = 0 o F,, = () paran = 0, 1.

Para n = 2, I3 = {4} y hacemos FEy = F, = {4}. Asi, para n > 3 definimos
inductivamente

1
En+1 = U wn,a(Fn) Yy Fn+1 = wn,O(En)v
a=0

o bien

1
Fn+1 = U wn,a<En) y EnJrl = Qpn,O(Fn)
a=0
Nota: Acordamos a lo largo de este capitulo que A x B= B x A.

Lema 6.5 Para cada n > 2, se cumplen los siguientes enunciados:
(1) Las funciones @l y 1 o son inyectivas.
(2) a) Para toda f € F,, existe e € E, 41 tal que

7wZJn,O(En) X 7vZ}n,O{f} C {6} X Fn+1



b) Para toda f € F,, existe e € E,_; tal que

1 1
En X {f} - U 77Z}n—1,az{e} X U wn—l,a(Fn—l)-
a=0 a=0

n—3

(3) |En| =22

| > 25

Demostracién: (1) Sean 7,5 € I9 con i # j entonces:

pn(t) =i+r#j+r=e,0j),

Unall) =20 + 4o # 2j + 4o = Yy, 0(J)
paratodar=20,1,2,3y a =0, 1.

(2)a) Sea f € F, y tomemos {e} = 1, 0{f}. Por definicién tenemos que
Uno(En) = Fui1. Es claro que,

7vbﬂ,O(En) X 7vbn,O{f} C{e} x Fry.

b) Para cada f € F, escojamos e € E,_; tal que ¢,,_10{e} = {f}. De
donde vemos que

{1y < U vurafel

1
y como E, = |J ¥n_1.4(Fn-1), concluimos que
a=0

1 1
En X {f} C U 2ﬁn—l,oz{e} X U 77Dn—1,oz(F’n—1)-
a=0 a=0

(3) Procederemos por induccién. Si n = 2,
By = |Fl =1>27% =273,

Supongamos ahora que el resultado es valido para 1,2,....,n, probemos la
misma conclusién para el caso n + 1. Usando las hipotesis y las definiciones



de E,, F, respectivamente, obtenemos lo que deseamos,

(n+1)—3
2

|Epst| = 2|F,|>2-2"7 =2"7 >2

(n+1)—3
2

Foit| = |Bo| =2|F, 4| >2-2"7 =27 =2

Por tltimo, para cada n € N expresaremos a F,, como sigue:
3
o T
E. =] B
r=0

donde pedimos que |E]| > 2"5" para cadar =0,1,2,3.

Definamos entonces las particiones de la siguiente manera:

Vi = {&, (B, x {f}) : f e [[ By x Fu; 7 =0,1,2,3}
s#r

A, ={ei({e} x [[ B x F.) e € Ef;r=0,1,2,3}.
S#ET

Tomemos B € V,, entonces
B =y, (Ey x {f}), con f=]][fxf endonde f €F,.
SFET
Notemos que para cada A € A,,, |[AN B| < 1. Para ver esto, observemos que
A= ({e} x [[ Es x Fo).
S#ET

Sit#r, entonces AN B = (. Sit =r, se tiene que ANB = {¢ (e x f)}. De
esta manera tendremos

I3 cell= (S [ANBIYYY = [{A€A,: ANB # 0}

i€EB AeA,
(B = m/1,



lo que prueba la condicion 6.3.

Para demostrar 6.4, observamos de las férmulas para y; que para toda ¢;
podemos reescribir

Z&Z/i = _Zas Z 5iei+(_1)rz Z €i€;

i€B s#T ey (B x{f}) 5=0 i€p3 1 Pn,a (B x{f})
— Z gi€; + Z i€, (66)
iegl vty L (Brx{f}) il Tlu L (Bnx{f})

donde a, € {1,2} y o, 3,7 € {0, 1, 2}.

Probaremos ahora que todos los conjuntos de indices en la ecuacién 6.6 estan
contenidos en algunos elementos de A,,_1, A,, A, 1 respectivamente:

1) Para s 7&7" E;;X {f} = Erc stXHt¢57t¢rftXf/ C fs XHt;AsEleFm
y entonces tenemos

on(En x {f}) Coi({fh x [ EL x Fu) € A,
t#s

ii) Por (2) del Lema 6.5, @5 no(En x {f}) C @) 1¥na(En x {f}) C
@s 1 ({e} x Foq1), para algin e = Hi:o es con eg € Ey . Entonces

Praa(fe} x Fan) € @b a({es) x [ By X Foan) € D,
t#s

iii) Por (2) del Lema 6.5, 905—11?;—11,7(E£ x{f}) C ‘Pg—1¢;i1q(En x{f}) C
¢’ ({e} x F,_y), para algiin e = Hi:o es con eg € B . Entonces

oh (e} x Fuon) €l ({eg} x [[ Booa x Facr) € Ao,
—y

Notemos que en la igualdad del lado derecho de la ecuacion 6.6 tenemos 10
términos, y si Ay, ...., A1p son subconjuntos de algunos elementos de A, 1, Ay, Ay,
entonces podemos reescribir 6.6 como

10
Z&‘yi = Z + Z €i€i,

i€B j=1  i€A;



con |A;| = |BJ, para cada j < 10. Por lo tanto

| 3 el = 14,1 = 1B = m)/2

iEAJ'

Y por tdltimo

1> eall < 10m/2.

ieB

Finalmente notemos que 6.5 es clara para n lo suficientemente grande. B
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