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Terminoloǵıa y Notación

Terminoloǵıa Significado

R Números reales
N Números naturales
Q Números racionales
P Números irracionales
A Cerradura del conjunto A
Fr(A) Frontera del conjunto A
X, Y Denotan espacios de Banach
B(X,Y ) Espacio de Banach de todos los operadores

continuos T : X → Y
X∗ Espacio dual del espacio de Banach X
T ∗ Denota el operador adjunto de T
< {xi}i∈N > Subespacio lineal generado por el conjunto {xi : i ∈ N}
[xn]n∈N Denota la cerradura de el subespacio < {xi}i∈N >
dim(X) Dimensión topológica del espacio X



Caṕıtulo 1

Introducción

Los Espacios Clásicos de Banach son aquellos espacios de Banach X cuyo
espacio dual es isométrico a Lp(μ, R), para algún 1 ≤ p ≤ ∞. Es bien sabido
que si 1 < p < ∞ entonces X = Lq(μ, R), en donde q es un número real que
cumple 1/p + 1/q = 1, y si p = ∞ se obtiene X = L1(μ, R). En particular,
nosotros concentraremos nuestra atención en el estudio de los espacios �p. El
objetivo principal de esta tesis es estudiar algunas técnicas de construcción
de espacios de Banach y presentar la solución de A. Szankowski a dos de los
problemas centrales del Análisis Funcional.

En el Caṕıtulo 2 recordaremos algunas definiciones y teoremas básicos de
la teoŕıa de espacios de Banach que estaremos utilizando a todo lo largo de
este trabajo.

En el Caṕıtulo 3 estudiamos el concepto de una base de Schauder. Exis-
ten muchas razones para estudiar las bases de Schauder. Al igual que las
bases de Hamel en espacios lineales, las bases de Schauder nos proporcionan
una perspectiva más profunda de las propiedades de los espacios de Banach,
además de facilitar la solución de muchos problemas. Por otro lado, se pueden
conocer ciertas caracteŕısticas de los espacios de Banach, con sólo averiguar
lo que sucede con los elementos de la base. Finalmente, también nos permiten
reformular muchos problemas clásicos del Análisis Funcional, de tal mane-
ra que resulten ser problemas involucrándolas. Ésto ha permitido resolver
problemas clásicos que permanecieron abiertos por muchos años.
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En el Caṕıtulo 4 presentamos un ejemplo de M. M. Popov de un espacio
de Banach �1-hereditario sin la propiedad de Schur.

En 1940 Paul Erdős definió el espacio racional de Hilbert como el subes-
pacio de �2 que consiste de todas las sucesiones con entradas en los números
racionales, análogamente introdujo el subespacio de todos los vectores en �2

con sólo coordenadas irracionales. Demostró que estos espacios tienen dimen-
sión topológica 1 y que son totalmente disconexos. Sabemos que los números
racionales e irracionales son 0−dimensionales como subconjuntos de R. En
el Caṕıtulo 5, estudiamos la generalización de estos espacios hecha por Jan
J. Dijkstra, es decir, consideraremos todos los subespacios E de �p que se
construyen como producto de subconjuntos 0−dimensionales de los números
reales. Presentamos un criterio dado por Dijkstra para determinar qué condi-
ciones debe cumplir un espacio de este tipo para tener dimensión topológica
1. Una aplicación de este criterio presenta las condiciones necesarias para que
un espacio de el tipo E sea homeomorfo al espacio de Erdős completo y por
lo tanto preserve sus propiedades.

No es dif́ıcil probar que todo espacio de Banach con una base de Schauder
es separable. Ésto permite preguntarnos si el inverso de esta afirmación es
cierto. Es decir, todo espacio de Banach separable admite una base de Schau-
der? Esta pregunta fue formulada por S. Banach y es uno de los problemas
clásicos del Análisis Funcional conocido como el Problema de la Base. Otra
caracteŕıstica importante de los espacios de Banach con una base de Schauder
es que tienen la Propiedad de la Aproximación. Un resultado de los comien-
zos del Análisis Funcional es que todo espacio de Hilbert cumple con esta
propiedad. La pregunta de si todo espacio de Banach separable tiene esta
propiedad es otro de los problemas clásicos de la teoŕıa de espacios de Ba-
nach, conocido como el Problema de la Aproximación. P. Enflo respondió a
ambos problemas negativamente. En el Caṕıtulo 5, presentamos la solución
a estos dos problemas dada por A. Szankowski.



Caṕıtulo 2

Espacios de Banach

En nuestro trabajo sólo consideramos espacios vectoriales sobre el campo
escalar de los números reales, por lo que a menudo nos referiremos a ellos sin
hacer mención del campo escalar subyacente. A continuación presentaremos
las definiciones y teoremas básicos del Análisis Funcional, los cuales enun-
ciaremos sin demostrar. Para una demostración de los teoremas se puede
consultar [9].

Sea X un espacio vectorial. Consideremos el conjunto de todas las suce-
siones infinitas en X, podemos identificar de una manera natural a este con-
junto con el conjunto de todas las funciones f : N → X que denotamos por
XN de tal manera que xn denota el valor de la función f en el elemento
n ∈ N, esto es, f(n) = xn. Entonces, podemos dotar de una estructura de
espacio vectorial a XN definiendo la suma vectorial de dos sucesiones (xn)n∈N

y (yn)n∈N como

(xn)n∈N + (yn)n∈N := (xn + yn)n∈N

y la multiplicación por un escalar α como

α(xn)n∈N := (αxn)n∈N.

Todos los espacios de sucesiones que consideraremos serán subespacios de
este espacio vectorial.
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2.1. Propiedades Básicas y Ejemplos

Definición 2.1 Una norma en un espacio vectorial X es una función real
‖ · ‖ : X → R cuyo valor en x ∈ X denotaremos por ‖x‖, satisfaciendo las
siguientes propiedades:

1. ‖x‖ ≥ 0 y ‖x‖ = 0 si y sólo si x = 0,

2. ‖αx‖ = |α|‖x‖,
3. ‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖,

para cualesquiera x, y ∈ X y para todo escalar α ∈ R. Un espacio normado
es un par (X, ‖ · ‖) formado por un espacio vectorial X y una norma ‖ · ‖
definida en X.

El ejemplo más conocido de un espacio normado es R con la norma del valor
absoluto.

Definición 2.2 Decimos que una sucesión (xn)n∈N en un espacio normado
(X, ‖ · ‖) converge en la norma si existe x ∈ X tal que

ĺım
n→∞

‖xn − x‖ = 0.

Escribiremos
ĺım

n→∞
xn = x,

ó simplemente
xn → x,

y diremos que la sucesión (xn)n∈N converge a x.

Definición 2.3 Sea (X, ‖ · ‖) un espacio normado. Una sucesión (xn)n∈N en
(X, ‖ · ‖) es una sucesión de Cauchy si para toda ε > 0 existe un número
entero positivo n0 tal que

‖xm − xn‖ < ε para cada m,n > n0.



Proposición 2.4 Sea (xn)n∈N una sucesión de Cauchy en (X, ‖ · ‖). En-
tonces, la sucesión (xn)n∈N es acotada. Es decir, existe un número real C > 0
tal que ‖xn‖ ≤ C, para cada n ∈ N.

Proposición 2.5 Si una sucesión (xn)n∈N en un espacio normado (X, ‖ · ‖)
es convergente, entonces es una sucesión de Cauchy.

Como lo enuncia la Proposición anterior toda sucesión convergente es una
sucesión de Cauchy, pero no en todos los espacios normados una sucesión de
Cauchy es una sucesión convergente lo cual nos permite definir un espacio
normado completo.

Definición 2.6 Se dice que un espacio normado (X, ‖ · ‖) es completo si
toda sucesión de Cauchy en (X, ‖ · ‖) es una sucesión convergente. Es decir,
si para toda sucesión de Cauchy (xn)n∈N, existe x ∈ X tal que ĺım

n→∞
xn = x.

Definición 2.7 [Banach] Decimos que un espacio normado (X, ‖ · ‖) es un
espacio de Banach, si es un espacio normado completo. En tal caso diremos
que la norma respecto a la cual (X, ‖·‖) es completo es una norma completa.

De aqúı en adelante escribiremos simplemente X para denotar a un es-
pacio de Banach y ‖ · ‖ para denotar su norma.

Teorema 2.8 Sea X un espacio de Banach y Y ⊂ X un subespacio de X.
Entonces, Y es un espacio de Banach si y sólo si Y es cerrado en X respecto
de la topoloǵıa inducida por la norma ‖ · ‖.

A continuación presentamos y comentamos algunos ejemplos de espacios
de Banach.

Ejemplo 2.9 El espacio Euclideano Rn es un espacio de Banach con la nor-
ma definida por

‖x‖ = (
n∑

i=1

|xi|2)1/2,

para cada x ∈ Rn.



Ahora veremos uno de los ejemplos más importantes de espacios de Ba-
nach, que son los espacios de sucesiones. En particular los espacios �p, que
son el tema principal de esta tesis.

Ejemplo 2.10 Espacios de Sucesiones.
(1) Espacios �p. Sea p ≥ 1 un número real fijo. Consideremos el espacio
vectorial �p que consiste de todas las sucesiones x ∈ RN tales que

∞∑
n=1

|xn|p < ∞.

Entonces, �p es un espacio de Banach con la norma definida por

‖x‖p = (
∞∑

n=1

|xn|p)1/p.

Para ver esto, primero probamos que la función ‖·‖p es realmente una norma.
Las condiciones (1) y (2) de la Definición 2.1 se siguen trivialmente. Para
probar la condición (3) se requiere de la desigualdad de Minkowski:

(
n∑

i=1

|ai + bi|p)
1
p ≤ (

n∑
i=1

|ai|p)
1
p + (

n∑
i=1

|bi|p)
1
p , (2.1)

(una demostración de la desigualdad de Minkowski se puede encontrar en
[9]) donde p ≥ 1 es un número real y ai, bi ∈ R, para cada i ≤ n. Tomemos
x, y ∈ �p y sea n ≤ m, por la desigualdad de Minkowski tenemos

(
n∑

i=1

|ai + bi|p)
1
p ≤ (

n∑
i=1

|ai|p)
1
p + (

n∑
i=1

|bi|p)
1
p ≤ (

m∑
i=1

|ai|p)
1
p + (

m∑
i=1

|bi|p)
1
p .

Si hacemos que m → ∞, obtenenemos para cada n ∈ N

(
n∑

i=1

|ai + bi|p)
1
p ≤ (

∞∑
i=1

|ai|p)
1
p + (

∞∑
i=1

|bi|p)
1
p .

Si ahora hacemos que n → ∞, tenemos que ‖x + y‖p ≤ ‖x‖p + ‖y‖p. Veamos
ahora que toda sucesión de Cauchy converge en �p. Sea (xk)k∈N una sucesión



de Cauchy en �p, donde para cada k ∈ N, xk = (xk
i )i∈N ∈ �p. Entonces, dado

ε > 0, existe k0 tal que

‖xk − xl‖p = (
∞∑
i=1

|xk
i − xl

i|p)
1
p ≤ ε, (2.2)

para cada k, l ≥ k0. En particular, |xk
i − xl

i| ≤ ε para toda k, l ≥ k0 y cada
i ∈ N, por lo que (xk

i )i∈N es una sucesión de Cauchy y por lo tanto convergente
a algún xi ∈ R según el Ejemplo 2.9. Definamos x = (xi)i∈N. Probaremos
primero que x ∈ �p. Como la sucesión (xk)k∈N es de Cauchy, es acotada, es

decir (
∑∞

i=1 |xk
i |p)

1
p ≤ C para toda k ∈ N y algún número real positivo C.

Por consiguiente, (
∑n

i=1 |xk
i |p)

1
p ≤ C para cualesquiera k, n ∈ N. Poniendo

k → ∞, obtenemos (
∑n

i=1 |xi|p)
1
p ≤ C. Y por lo tanto, (

∑∞
i=1 |xi|p)

1
p ≤ C,

es decir x ∈ �p. Finalmente, veamos que xk → x. Por la desigualdad 2.2,

tenemos que (
∑n

i=1 |xk
i − xl

i|p)
1
p ≤ ε, si hacemos que l → ∞, obtenemos

(
∑n

i=1 |xk
i − xi|p)

1
p ≤ ε, para toda n ∈ N y cada k ≥ k0. Por último, dejando

que n → ∞ , se obtiene

‖xk − x‖p = (
∞∑
i=1

|xk
i − xi|p)

1
p ≤ ε,

siempre que k ≥ k0. Como tomamos ε arbitrariamente podemos concluir que
xk → x en �p. En este caso nos referiremos a la norma ‖·‖p como la p-norma.

(2) Espacio �∞. El espacio vectorial �∞ es el subespacio de RN que consiste
de todas las sucesiones acotadas, es decir si x ∈ �∞ significa que

|xn| ≤ c(x) para toda n ∈ N.

Entonces, �∞ con la norma definida por

‖x‖∞ = sup
n∈N

|xn|,

es un espacio de Banach.

(3) Los espacios c y c0 se definen como

c = {(xn)n∈N : (xn)n∈N es una sucesión convergente },
c0 = {(xn)n∈N : ĺım

n→∞
xn = 0}.

Notemos que c y c0 son subespacios cerrados de �∞ y por lo tanto son espacios
de Banach con la norma ‖ · ‖∞.



El siguiente ejemplo generaliza la idea de los espacios �p. Es decir, espacios
de sucesiones las cuales toman valores en espacios de Banach.

Ejemplo 2.11 Sea (Xn)n∈N una sucesión de espacios de Banach y denote-
mos por ‖·‖n la norma en Xn para toda n ∈ N. Definimos la suma (

∑∞
n=1 Xn)p,

en el sentido �p, como el espacio de todas las sucesiones (xn)n∈N, con xn ∈ Xn

para toda n ∈ N, que cumplen

∞∑
n=1

‖xn‖p
n < ∞.

De esta manera, (
∞∑

n=1

Xn)p con la norma definida por

‖x‖ = (
∞∑

n=1

‖xn‖p
n)1/p,

es un espacio de Banach.
Análogamente, podemos definir (

∑∞
n=1 Xn)∞ como la suma de la sucesión

(Xn)n∈N, en el sentido �∞. Esto es, (
∑∞

n=1 Xn)∞ es el espacio de Banach que
consiste de todas las sucesiones (xn)n∈N, con xn ∈ Xn para cada n ∈ N tales
que (‖xn‖n)n∈N es una sucesión acotada. La norma en este espacio está dada
por

‖x‖ = sup
n∈N

{‖xn‖n},

para cada x ∈ (
∑∞

n=1 Xn)∞. Notemos que el subespacio de (
∑∞

n=1 Xn)∞
de todas las sucesiones que satisfacen ĺımn→∞ ‖xn‖n = 0, es precisamente
(
∑∞

n=1 Xn)0, es decir la suma de la sucesión (Xn)n∈N, en el sentido c0, que
es un espacio de Banach con la norma heredada de (

∑∞
n=1 Xn)∞.

Ejemplo 2.12 Espacios de Funciones Continuas.
(1) Sea K un subconjunto compacto de un espacio topológico Hausdorff. El
espacio vectorial C(K) definido por

C(K) = {f : K → R : f es continua },

con la norma ‖f‖∞ = máx
t∈K

|f(t)| es un espacio de Banach.



(2) El espacio de funciones C0(Rn) definido por

C0(R
n) = {f : Rn → R : f es continua y ĺım

x→∞
f(x) = 0},

con la norma ‖f‖ = sup
t∈Rn

|f(t)| es un espacio de Banach.

(3) Sean n ∈ N y [a, b] ⊂ R. Los conjuntos C(n)[a, b] definidos por

C(n)[a, b] = {f : [a, b] → R : f es continua y su enésima

derivada existe y es continua },
son espacios de Banach con la norma

‖f‖n =
n∑

i=0

1

i!
‖f (i)‖∞.

En seguida introducimos los espacios clásicos de Banach Lp(μ). Para su
definición necesitaremos algunos conceptos de Teoŕıa de la Medida que no
enunciamos aqúı, para un repaso de estas definiciones se puede consultar [15].

Ejemplo 2.13 Sean (E,A, μ) un espacio de medida y p ≥ 1 un número real
fijo. Pensemos en el conjunto de todas las funciones medibles f : E → R que
cumplen lo siguiente ∫

E

|f |pdμ < ∞.

Definimos ahora una relación de equivalencia en este conjunto en donde dos
funciones medibles están relacionadas si y solamente si son iguales casi donde
quiera. Entonces, denotando por Lp(μ) al conjunto de las clases de equiva-
lencia definidas aśı, y dotándolo con la p-norma para funciones:

‖f‖p = (

∫
E

|f |pdμ)
1
p ,

para cada f ∈ Lp(μ), el conjunto Lp(μ) resulta ser un espacio de Banach.
Note que los elementos de Lp(μ) son en realidad clases de equivalencia, pero
nos podemos tomar un representante de cada clase para poder evaluar la
función norma. Además, en el contexto de teoŕıa de la medida no se hace



distinción entre dos funciones que son iguales casi donde quiera, es decir,
excepto en un conjunto de medida cero. Un ejemplo concreto de este tipo de
espacios de Banach es cuando tomamos E = [a, b] ⊂ R y a μ la medida de
Lebesgue. Lo denotamos por Lp[0, 1] y la norma de un elemento f ∈ Lp[0, 1]
es la siguiente:

‖f‖p = (

∫ 1

0

|f |pdμ)
1
p .

A veces se escribe simplemente Lp para referirse al espacio Lp[0, 1].

Es importante notar que los �p son espacios de Banach particulares de
el tipo Lp(μ) y se obtienen cuando escojemos E = N y μ es la medida del
conteo.

Definición 2.14 Un espacio de Banach X se dice separable si tiene un sub-
conjunto denso y numerable. Es decir, si existe un subconjunto numerable
D ⊂ X tal que D = X, con respecto a la topoloǵıa norma.

Teorema 2.15 El espacio de Banach �p, con 1 ≤ p < ∞, es separable.

Demostración: Consideremos el conjunto D cuyos elementos son todas las
sucesiones y de la forma y = (y1, y2, ..., yn, 0, 0, ...) para cada n ∈ N, donde
yi ∈ Q para toda i ≤ n. Evidentemente D es un subconjunto numerable de
�p. Nos queda probar que D es un subconjunto denso. Escojamos x ∈ �p y
ε > 0 arbitrariamente. Por definición, podemos encontrar un número natural
N de tal manera que

∑∞
i=N+1 |xi|p < εp/2. Construiremos un elemento en

el conjunto D que se encuentre lo suficientemente cercano a x. Para cada
i ∈ N escojamos un número racional yi, tal que si 1 ≤ i ≤ N , cumpla
que |xi − yi| < (2N)−1/pε, y para i > N hacemos yi = 0. Es claro que
y = (yi)i∈N ∈ D, y observemos que

(‖x − y‖p)
p =

N∑
i=1

|xi − yi|p +
∞∑

i=N+1

|xi − yi|p

=
N∑

i=1

|xi − yi|p +
∞∑

i=N+1

|xi|p

< Nεp/(2N) + εp/2

= εp.



Por lo tanto, ‖x − y‖p < ε. En otras palabras D es un subconjunto denso y
numerable de �p. �

Teorema 2.16 El espacio de Banach �∞ no es separable.

Demostración: Sea A = {an : n ∈ N} un subconjunto numerable de �∞.
Probaremos que A no puede ser un subconjunto denso. Para hacer esto,
construiremos un elemento y ∈ �∞ que no se pueda aproximar por ningún
elemento de A. Como an ∈ �∞ para cada n ∈ N, escribamos an = (an

i )i∈N.
Definamos entonces y ∈ �∞ como sigue:

yi =

{
ai

i + 1 si |ai
i| ≤ 1,

0 en otro caso.

Es ahora claro que ‖y − an‖∞ ≥ |yn − an
n| ≥ 1,para toda n ∈ N. �

2.2. Operadores Lineales

Los operadores lineales acotados entre espacios de Banach son aplica-
ciones que preservan tanto la estructura algebraica como la topológica. Da-
dos dos espacios de Banach X y Y , recordemos que un operador T : X → Y
es un operador lineal si satisface

T (αx + βy) = αT (x) + βT (y)

para cualesquiera α, β ∈ R y x, y ∈ X.

Definición 2.17 Sean X y Y espacios de Banach. Decimos que el operador
lineal T : X → Y es acotado, si existe un número real M tal que

‖T (x)‖ ≤ M‖x‖, (2.3)

para cada x ∈ X.



Definimos la norma de un operador lineal acotado T como el valor más
pequeño posible para el cual la ecuación 2.3 se cumpla, es decir

‖T‖ = sup
x∈X
x �=0

‖T (x)‖
‖x‖ = sup

x∈X
‖x‖=1

‖T (x)‖.

Como consecuencia tenemos que si T es un operador lineal acotado, entonces
se cumple

‖T (x)‖ ≤ ‖T‖‖x‖,
para cada x ∈ X.

Teorema 2.18 Si X y Y son espacios de Banach y T : X → Y es un
operador lineal, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. T es continuo.

2. T es continuo en 0.

3. T es uniformemente continuo en X.

4. T es acotado.

Dados dos espacios de Banach X y Y , escribimos B(X,Y ) para denotar
al espacio vectorial de todos los operadores lineales acotados T : X → Y , el
cual resulta ser un espacio normado.

Teorema 2.19 Si X y Y son espacios de Banach, entonces el espacio nor-
mado de todos los operadores lineales acotados B(X, Y ) es también un espacio
de Banach con la norma definida por

‖T‖ = sup
x∈X
‖x‖=1

‖T (x)‖. (2.4)

Si (X, ‖·‖1) y (Y, ‖·‖2) son espacios normados y T : (X, ‖·‖1) → (Y, ‖·‖2)
es un operador lineal, inyectivo, continuo y con inverso continuo, decimos que
T es un isomorfimo, mas aún diremos que T es un isomorfismo isométrico si



preserva la norma, es decir si se cumple ‖T (x)‖2 = ‖x‖1, para cada x ∈ X.
Dos espacios normados (X, ‖ · ‖1) y (Y, ‖ · ‖2) se dicen isomorfos (isométricos
respectivamente) si existe un isomorfismo suprayectivo (isomorfismo isométri-
co respectivamente) entre ellos. También decimos que (X, ‖ · ‖1) se encaja en
(Y, ‖ · ‖2), si existe un isomorfismo inyectivo T entre ellos dos. Notemos que
si T es un isomorfismo y (xn)n∈N es una sucesión de Cauchy en (X, ‖ · ‖1),
entonces T (xn)n∈N es una sucesión de Cauchy en (Y, ‖ · ‖2). Por lo tanto, si
X es un espacio de Banach y T un isomorfismo definido en X, entonces T [X]
es también un espacio de Banach.

Un funcional lineal es un operador lineal f : X → R. Denotaremos por
X∗ al espacio normado (con la norma definida en la ecuación 2.4) de todos
los funcionales acotados definidos en el espacio de Banach X y llamamos a
este espacio el espacio dual de X. Como X∗ es un caso especial del espacio
de Banach B(X, Y ) cuando tomamos Y = R, tenemos como consecuencia
del Teorema 2.19 el siguiente corolario:

Corolario 2.20 El espacio dual X∗ de un espacio de Banach X es también
un espacio de Banach.

Corolario 2.21 Sea f un funcional lineal definido en un espacio de Banach
X. Entonces f es continuo si y sólo si es acotado.

Mediante un isomorfismo isométrico se puede calcular de manera expĺıcita
el espacio dual de un espacio de Banach. A continuación enunciamos algunos
de los ejemplos más importantes.

Ejemplo 2.22 El espacio dual de �1 es isométrico al espacio de Banach �∞.

Ejemplo 2.23 El espacio dual de �p, para 1 < p < ∞, es isométrico al
espacio de Banach �q, en donde q es tal que se cumple 1/p + 1/q = 1.

Ejemplo 2.24 El espacio dual de c0 se identifica de una manera isométrica
con �1.



Definición 2.25 Para una sucesión de operadores (Tn)n∈N en B(X,Y ) de-
finimos dos tipos de convergencia:

1. [Convergencia uniforme] Se dice que la sucesión (Tn)n∈N converge
uniformemente a un operador T ∈ B(X, Y ) si se satisface lo siguiente:

ĺım
n→∞

‖Tn − T‖ = 0.

2. [Convergencia puntual] La sucesión (Tn)n∈N converge puntualmente
a un operador T ∈ B(X,Y ) si se tiene que

ĺım
n→∞

‖Tn(x) − T (x)‖ = 0,

para toda x ∈ X.

Claramente la convergencia uniforme de una sucesión (Tn)n∈N implica su
convergencia puntual.

Teorema 2.26 [Banach-Steinhaus] Sea X un espacio de Banach y Y un
espacio normado. Si F es una familia no vaćıa de operadores lineales acota-
dos de X en Y , tal que

sup
T∈F

{‖T (x)‖ : T ∈ F} < ∞

para cada x ∈ X. Entonces

sup
T∈F

{‖T‖ : T ∈ F} < ∞.

En otras palabras, una familia puntualmente acotada de operadores lineales
continuos es uniformemente acotada.

Corolario 2.27 Sea X un espacio de Banach y Y un espacio normado. Una
sucesión (Tn)n∈N de operadores en B(X,Y ) que converge puntualmente para
cada x ∈ X define un operador lineal acotado dado por la fórmula

T (x) = ĺım
n→∞

Tn(x),

para cada x ∈ X.



Corolario 2.28 Sea X un espacio de Banach y Y un espacio normado. Si
(Tn)n∈N es una sucesión acotada en B(X, Y ) que converge puntualmente a
un operador continuo T . Entonces, (Tn)n∈N converge uniformemente a T en
conjuntos compactos.

Teorema 2.29 [Hahn-Banach] Supongamos que X y Y son espacios de
Banach, que M es un subespacio denso de X, y que T0 : M → Y es un
operador lineal acotado. Entonces, existe un único operador lineal continuo
T : X → Y tal que la restricción de T a M es T0, y además ‖T‖ = ‖T0‖.
Mas aún, si T0 es un isomorfismo (isomorfismo isométrico respectivamente)
entonces T es también un isomorfismo (isomorfismo isométrico respectiva-
mente).

Todo operador lineal continuo T : X → Y induce un operador lineal
continuo T ∗ : Y ∗ → X∗, que llamamos el operador adjunto T ∗. Dado f ∈ Y ∗

definimos T ∗(f) = f ◦ T . Es claro que T ∗ es lineal. Para ver que T ∗ es
continuo, basta probar que ‖T‖ = ‖T ∗‖. Notemos que ‖T ∗(f)‖ ≤ ‖f‖‖T‖
y si tomamos el supremo sobre todas las f ∈ Y ∗ se tiene que ‖T ∗‖ ≤ ‖T‖.
Para la otra desigualdad, dado ε > 0, escojamos x ∈ X de norma 1 tal que
‖T (x)‖ ≥ ‖T‖ − ε, después, escojamos f ∈ Y ∗ tal que ‖f‖ = 1, y tal que
(T ∗f)(x) = f(T (x)) = ‖T (x)‖. De esta manera, obtenemos

‖T ∗‖ ≥ ‖T ∗(f)‖ ≥ (T ∗f)(x) = ‖T (x)‖ ≥ ‖T‖ − ε.

Por lo tanto, ‖T‖ ≤ ‖T ∗‖.

Definición 2.30 [Convergencia débil] Una sucesión (xn)n∈N en X se dice
que converge debilmente a un punto x ∈ X si para todo f ∈ X∗, se cumple

ĺım
n→∞

f(xn) = f(x).

Y escribimos
xn

w−→ x.

Definición 2.31 [Convergencia débil∗] Decimos que una sucesión (fn)n∈N

de funcionales lineales acotados en X converge débilmente∗, si existe una
f ∈ X∗ tal que ĺım

n→∞
fn(x) = f(x) para toda x ∈ X. Escribiremos

fn
w∗−→ f.



Teorema 2.32 Sea (xn)n∈N una sucesión en un espacio de Banach X. En-
tonces, la convergencia en la norma de la sucesión (xn)n∈N implica su con-
vergencia débil con el mismo ĺımite.

Teorema 2.33 En el espacio de Banach �p, con 1 < p < ∞, tenemos que

xn w−→ x si y sólo si:

1. La sucesión (‖xn‖)n∈N es acotada,

2. Para cada j ∈ N, xn
j → xj; en donde xn = (xn

j )j∈N y x = (xj)j∈N.

Teorema 2.34 [Teorema de la Aplicación Abierta] Sean X y Y espa-
cios de Banach y T : X → Y un operador lineal continuo y suprayectivo.
Entonces, T es un operador abierto, es decir T [V ] es un conjunto abierto en
Y siempre que V sea abierto en X.

El Teorema de la Aplicación Abierta permite caracterizar los espacios de
Banach separables en términos de cocientes de �1.

Corolario 2.35 Todo espacio de Banach separable es isomorfo a un cociente
de �1.

Corolario 2.36 [Teorema de los Isomorfismos de Banach] Sean X y
Y espacios de Banach. Entonces, todo operador lineal continuo y biyectivo
T : X → Y es un isomorfismo.

Recordemos que dos normas ‖·‖1 y ‖·‖2 sobre un mismo espacio vectorial
X se dicen equivalentes si existen números reales positivos 0 < a < b tales
que

a‖x‖1 < ‖x‖2 < b‖x‖1,

para cada x ∈ X. Notemos que dos normas son equivalentes si y sólo si
inducen en X la misma topoloǵıa. El Teorema de los Isomorfismos de Banach
nos permite identificar normas equivalentes en espacios de Banach.



Corolario 2.37 Supongamos que ‖ · ‖1 y ‖ · ‖2 son dos normas completas
en un espacio de Banach X y que el operador identidad I de (X, ‖ · ‖1) en
(X, ‖ · ‖2) es continuo. Entonces, ‖ · ‖1 y ‖ · ‖2 son normas equivalentes.

La gráfica de un operador continuo T es el conjunto

G(T ) = {(x, T (x)) : x ∈ X} ⊂ X × Y,

en donde tomamos en X × Y la topoloǵıa producto.

Teorema 2.38 [Teorema de la Gráfica Cerrada] Sean X y Y espacios
de Banach y T ∈ B(X, Y ). Entonces, los siguientes enunciados son equiva-
lentes:

1. T es acotado.

2. La gráfica G(T ) es cerrada en X × Y .

3. Si (xn)n∈N es una sucesión en X que satisface ĺım
n→∞

xn = 0 en X y

ĺım
n→∞

T (xn) = y en Y , entonces y = 0.

2.3. Operadores Compactos

Definición 2.39 Un operador T ∈ B(X, Y ) se dice compacto si para cada
subconjunto acotado M de X, el conjunto T [M ] es compacto en Y .

Teorema 2.40 [Schauder] Un operador T es compacto si y sólo si T ∗ es
compacto.

Teorema 2.41 Sea (Tn)n∈N una sucesión de operadores compactos en el es-
pacio de Banach B(X, Y ). Si (Tn)n∈N converge uniformemente a un operador
T , entonces, T es compacto.



Si Llamamos K(X, Y ) al espacio vectorial de todos los operadores com-
pactos en B(X,Y ), el Teorema anterior nos muestra que K(X, Y ) es un
subespacio cerrado de B(X, Y ), y es por lo tanto un espacio de Banach.

Cuando decimos que un operador T tiene rango finito, significa que la
dimensión lineal como espacio vectorial de el rango de el operador es finita.

Teorema 2.42 Todo operador acotado de rango finito es compacto.

Un corolario del Teorema anterior es que, si T es un operador acotado
entre dos espacios de Banach X y Y , y la dimensión lineal de Y es finita,
entonces todo operador T : X → Y es compacto.



Caṕıtulo 3

Bases de Schauder

En este caṕıtulo introducimos y estudiamos el concepto de una base de
Schauder en un espacio de Banach. Muchos de los espacios clásicos de Banach
que estudiaremos admiten una base de Schauder por lo que es importante es-
tudiarlas para un mejor entendimiento de éstos. Las bases de Schauder serán
de importancia fundamental en caṕıtulos posteriores de nuestro trabajo. En
el caṕıtulo 4, por ejemplo, utilizamos la noción de equivalencia de bases para
construir espacios de Banach isomorfos.

3.1. Definición y Ejemplos

Sean (xi)i∈N una sucesión en X y (ai)i∈N una sucesión de escalares. Para

cada y ∈ X que cumpla la condición ĺım
n→∞

‖y −
n∑

i=1

aixi‖ = 0, escribimos

y =
∞∑
i=1

aixi.

Definición 3.1 Sea (xn)n∈N una sucesión en X. Decimos que (xn)n∈N es
una base de Schauder para X si para toda y ∈ X existe una única sucesión

(an)n∈N de escalares tal que y =
∞∑

n=1

anxn.
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A diferencia de las bases de Hamel en espacios lineales, las bases de
Schauder además de propiedades algebraicas requieren ciertas propiedades
topológicas. Para un espacio de Banach de dimensión lineal infinita con una
base de Hamel, cada vector en el espacio se puede escribir de manera única co-
mo una combinación lineal finita de elementos de la base. Por otro lado, para
una base de Schauder permitimos combinaciones lineales infinitas, donde la
suma infinita se entiende como una serie infinita, convergente en la topoloǵıa
norma de el espacio de Banach. Todo espacio vectorial de dimensión lineal
infinita tiene una base de Hamel, pero no se pueden construir sin el Axioma
de Elección. Sin embargo, existen ejemplos concretos de bases de Schauder
para la mayoria de los espacios de Banach separables. A continuación veamos
algunos ejemplos.

De aqúı en adelante el śımbolo {xn}n∈N denotará una base de Schauder.

Ejemplo 3.2 �p y c0. La sucesión {ei}i∈N en RN donde para cada i ∈ N
definimos ei = (ei,j)j∈N ∈ RN por

ei,j =

{
1 si i = j,
0 si i 
= j,

es una base de Schauder para los espacios �p y c0.

Si x = (xi)i∈N ∈ �p, entonces

‖x −
n∑

i=1

xiei‖p = (
∞∑

i=n+1

|xi|p)1/p,

aśı que

ĺım
n→∞

‖x −
n∑

i=1

xiei‖p = 0,

y es claro que (xi)i∈N es la única sucesión de escalares para la cual pasa todo
esto.

De manera similar, si x = (xi)i∈N ∈ c0, se tiene que

‖x −
n∑

i=1

xiei‖ = sup
i>n

{|xn+1|, |xn+2|, |xn+3|, ...},



para cada n ∈ N. Se sigue de la definición de c0 que

ĺım
n→∞

‖x −
n∑

i=1

xiei‖ = 0.

Esto muestra que {ei}i∈N es una base de Schauder para �p y c0. A esta base
la llamamos la base canónica.

Ejemplo 3.3 Una base de Schauder {xn}n∈N para el espacio de sucesiones
c, está dada por

xn =

{
(1, 1, 1, ...) if n = 1,
en−1 si n > 1.

Si denotamos por s a el ĺımite de la sucesión y = (yi)i∈N ∈ c, entonces cada
y ∈ c tendrá una expansión en términos de {xn}n∈N dada por los coeficientes

ai =

{
s if i = 1,
yn−1 − s si i > 1.

Para ver esto notemos que para toda n ∈ N y cada y ∈ c

‖y −
n∑

i=1

aixi‖ = sup
i≥n

{|yn − s|, |yn+1 − s|, |yn+2 − s|, ...},

de esta manera es claro que

ĺım
n→∞

‖y −
n∑

i=1

aixi‖ = 0,

y que la sucesión de escalares (ai)i∈N es única.

El siguiente ejemplo muestra que la base canónica {ei}i∈N no es una base
de Schauder para �∞. Más adelante probaremos que este resultado en general
es cierto.

Ejemplo 3.4 La sucesión (ei)i∈N no es una base de Schauder para �∞.



Para probar esto, consideremos la sucesión (1, 1, 1, ...) ∈ �∞ y sea (ai)i∈N una
sucesión arbitraria de escalares. Entonces,

‖(1, 1, 1, ...) −
n∑

i=1

aiei‖∞ = sup{|1 − a1|, |1 − a2|, ..., |1 − an|, 1, 1, 1, ...} ≥ 1,

para toda n ∈ N, por lo que

ĺım
n→∞

‖(1, 1, 1, ...) −
n∑

i=1

aiei‖∞ ≥ 1,

es decir la sucesión constante (1, 1, 1, ...) ∈ �∞ no puede ser expresada en
terminos de la sucesión (ei)i∈N, por ello (ei)i∈N no es una base de Schauder
para �∞.

Ejemplo 3.5 La Base de Schauder Clásica para C[0,1]. Definamos
una sucesión (sn)n∈N en C[0, 1] como sigue. Sea s0(t) = 1 y s1(t) = t. Para
n ≥ 2, definamos sn por:

sn(t) =

⎧⎨⎩
2m(t − (2n−2

2m − 1)) si 2n−2
2m − 1 ≤ t < 2n−1

2m − 1;
1 − 2m(t − (2n−1

2m − 1)) si 2n−1
2m − 1 ≤ t < 2n

2m − 1;
0 en otro caso,

en donde m ∈ N es tal que 2m−1 < n ≤ 2m. Observe la Figura 3.1.

Afirmamos que {sn}n∈N es una base de Schauder para C[0, 1]. Para pro-
barlo, tomemos f ∈ C[0, 1]. Definamos una sucesión (pn)n∈N en C[0, 1] de
manera inductiva como sigue:

p0 = f(0)s0,

p1 = p0 + (f(1) − p0(1))s1,

p2 = p1 + (f(1/2) − p1(1/2))s2,

p3 = p2 + (f(1/4) − p2(1/4))s3,

p4 = p3 + (f(3/4) − p3(3/4))s4,

p5 = p4 + (f(1/8) − p4(1/8))s5,

p6 = p5 + (f(3/8) − p5(3/8))s6,

p7 = p6 + (f(5/8) − p6(5/8))s7,

p8 = p7 + (f(7/8) − p7(7/8))s8,
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Figura 3.1: Los primeros ocho términos de la base de Schauder clásica para
C[0, 1].

y aśı sucesivamente. Para cada n ∈ N, si hacemos que αn sea el coeficiente
de sn en la fórmula para pn, entonces claramente se tiene pm =

∑m
n=0 αnsn,

para toda m ∈ N. Además, como {0, 1, 1/2, 1/4, 3/4, 1/8, 3/8, 5/8, 7/8, ...} es
un conjunto denso en [0, 1] y por la continuidad uniforme de f obtenemos

que ĺım
m→∞

‖pm − f‖∞ = 0, y por lo tanto, f =
∞∑

n=0

αnsn.

Veamos ahora la unicidad de la sucesión de escalares en la expansión. Sea
(βn)n∈N una sucesión de escalares tal que f =

∑∞
n=0 βnsn. Entonces, se

cumple
∑∞

n=0(αn − βn)sn = 0, lo que implica que
∑∞

n=0(αn − βn)sn(t) = 0,
para cada t = 0, 1, 1/2, 1/4, 3/4, 1/8, 3/8, 5/8, 7/8, ..., de lo cual se sigue que
αn = βn, para toda n ∈ N. Por lo tanto, existe una única sucesión de es-
calares αn que satisface f =

∑∞
n=0 αnsn, y la sucesión {sn}n∈N resulta ser

una base de Schauder para C[0, 1].



a0

a1

a2a3

a3

f = a0s0 + a1s1 + a2s2 + a3s3+ ....

f

Figura 3.2: La expansión de una función f en términos de la base de Schauder
{sn}n∈N.

Enunciamos ahora algunas propiedades básicas de las bases de Schauder
que estaremos utilizando continuamente.

Proposición 3.6 Sea {xn}n∈N una base de Schauder para X, y sea (αn)n∈N

una sucesión de escalares. Entonces, la sucesión {αnxn}n∈N es también una
base de Schauder para X.

Demostración: La demostración es inmediata. Para cada y ∈ X es claro
que y =

∑∞
i=1 bi(αixi), en donde para cada i ∈ N definimos bi = ai/αi en

donde (ai)i∈N es la sucesión de escalares que aparece en la expansión de y en
términos de la base de Schauder {xi}i∈N. La unicidad de (bi)i∈N se deduce de
la de (ai)i∈N. �



Proposición 3.7 Toda base de Schauder es un conjunto linealmente inde-
pendiente.

Demostración: Sea {xn}n∈N una base de Schauder para X. Supongamos
que

∑∞
n=1 anxn = 0 para alguna sucesión de escalares (an)n∈N, sabemos que

la combinación an = 0 para todo n ∈ N es una solución para el elemento
0 de X y además es única por la unicidad de la sucesión de escalares en la
definición de base de Schauder. �

Si X es un espacio de Banach con una base de Schauder {xn}n∈N, notemos
que {xn}n∈N genera un subespacio denso en X. Esto es, el subespacio

< {xi}i∈N >= {
n∑

i=1

aixi : a1, ..., an ∈ R}

es denso en X. Más aún, el conjunto

{
n∑

i=1

aixi : a1, ..., an ∈ Q}

es denso en X.

Teorema 3.8 Si X tiene una base de Schauder, entonces es separable.

Demostración: Siguiendo con la notación del párrafo anterior, el conjunto

{
∞∑
i=1

aixi ∈ X : ai ∈ Q},

es un subconjunto denso y numerable de X. �

En el ejemplo 3.4 vimos que la base canónica (ei)i∈N no es una base de
Schauder para �∞. Como consecuencia del Teorema 3.8 y del Teorema 2.16
podemos afirmar ahora que �∞ es un espacio de Banach que no admite una
base de Schauder.

Corolario 3.9 �∞ no es separable y por lo tanto no puede tener una base de
Schauder.



Una caracteŕıstica importante de los espacios de Banach con una base de
Schauder {xn}n∈N es que podemos considerarlos como espacios de sucesiones,

identificando a cada x =
∞∑

n=1

anxn ∈ X con la única sucesión de escalares

(an)n∈N. Si denotamos por Y al espacio de todas las sucesiones (an)n∈N y

lo dotamos con la norma ‖(an)n∈N‖ = ‖
∞∑

n=1

anxn‖ entonces Y es un espacio

de Banach con base de Schauder {en}n∈N y el operador que se obtiene de

aplicar
∞∑

n=1

anxn �→ (an)n∈N es un isomorfismo isométrico que aplica la base

de Schauder {xn}n∈N en X en la base canónica {en}n∈N de Y . Esto resulta
ser una propiedad general de los isomorfimos en espacios de Banach.

Proposición 3.10 Sean X y Y espacios de Banach y {xn}n∈N una base de
Schauder para X. Si T es un isomorfimo de X sobre Y , entonces {T (xn)}n∈N

es una base de Schauder para Y .

Demostración: La demostración se sigue trivialmente del hecho de que

T (
∞∑

n=1

anxn) =
∞∑

n=1

anT (xn). �

Observación 3.11 Si (ri)i∈N ∈ RN, y r ∈ R cumplen con la relación r =
ĺım
i→∞

ri, entonces:

(i) El conjunto {ri : i ∈ N} es acotado. Esto es una consecuencia directa
de la definición de ĺımite.

(ii) Sea s = supi∈N
{ri : i ∈ N}, entonces s ≥ r. Si suponemos que s < r,

entonces por definición de ĺımite existe k ∈ N tal que s < rk ∈ {ri : i ∈ N} y
por ello el número s no seŕıa cota superior de {ri : i ∈ N}.

Definición 3.12 Sea {xn}n∈N una base de Schauder para X. Entonces para
cada n ∈ N los operadores lineales Pn : X → X definidos por:

Pn(
∞∑

k=1

akxk) =
n∑

k=1

akxk,

son las proyecciones canónicas asociadas a la base de Schauder {xn}n∈N.



Definición 3.13 Sea {xn}n∈N una base de Schauder para X. Entonces para
cada n ∈ N, x∗

n : X → R denotará a las funciones definidas por:

x∗
n(

∞∑
k=1

akxk) = an.

Estas funciones son claramente funcionales lineales y los llamaremos los fun-
cionales lineales coordenados asociados a la base {xn}n∈N.

Observemos que si {xn}n∈N es una base de Schauder para X, entonces

y =
∞∑

n=1

x∗
n(y)xn

para toda y ∈ X.

Para demostrar que cada una de las proyecciones canónicas Pn asociadas
a una base de Schauder {xn}n∈N en X son continuas, utlizamos el hecho de
que X es un espacio de Banach. Para ver esto primero definimos una nueva
función norma en X.

Fijemos x ∈ X. Por definición de base de Schauder es claro que

ĺım
n→∞

Pn(x) = x

y como consecuencia de la parte (i) de la observación 3.11 el conjunto de
números reales {‖Pn(x)‖ : n ∈ N} es un conjunto acotado, por lo que

sup
n∈N

{‖Pn(x)‖ : n ∈ N} < ∞.

Esto nos permite definir para cada x ∈ X el número

ρ(x) = sup
n∈N

{‖Pn(x)‖ : n ∈ N}.

Notemos que:

(i) {‖Pn(x)‖ : n ∈ N} es claramente un conjunto de numeros reales no
negativos por lo que ρ(x) ≥ 0 para toda x ∈ X. ρ(x) = 0 implica que
Pn(x) = 0 para cada n ∈ N y entonces x = 0. Si x = 0 es claro que ρ(x) = 0.



(ii) Es evidente por las propiedades de el supremo que ρ(αx) = |α|ρ(x)
para cada x ∈ X y cada escalar α.

(iii) Se cumple la desigualdad ρ(x + y) ≤ ρ(x) + ρ(y) para cada x, y ∈ X
porque:

sup
n∈N

{‖Pn(x + y)‖ : n ∈ N} ≤ sup
n∈N

{‖Pn(x)‖ + ‖Pn(y)‖ : n ∈ N}
≤ sup

n∈N

{‖Pn(x)‖ : n ∈ N} + sup
n∈N

{‖Pn(y)‖ : n ∈ N}.

Esto demuestra que ρ es una norma en X.

Lema 3.14 La norma ρ es una norma completa equivalente a la norma ori-
ginal ‖ · ‖ de X y además ρ(x) ≥ ‖x‖ para cada x ∈ X.

Demostración: La desigualdad ρ(x) ≥ ‖x‖ es evidente de la parte (ii) de la
Observación 3.11. Para ver que ρ es una norma completa, sea (ym)m∈N una
sucesión de Cauchy en X con respecto a ρ, entonces ym =

∑∞
i=1 x∗

i (ym)xi.
Probaremos que (x∗

i (ym)xi)m∈N es una sucesión de Cauchy en la norma ori-
ginal, por lo que tiene ĺımite aixi para algún ai, entonces demostraremos que∑∞

i=1 aixi converge y definiremos y =
∑∞

i=1 aixi. Finalmente veremos que
ym → y en ρ.

Si j > k tenemos que

‖(Pj − Pk)(ym − yn)‖ ≤ ‖Pj(ym − yn)‖ + ‖Pk(ym − yn)‖ ≤ 2ρ(ym − yn).

En particular, si j = k + 1 obtenemos que

‖x∗
j(ym − yn)xj‖ = |x∗

j(ym − yn)|‖xj‖ ≤ 2ρ(ym − yn).

Esto es, (x∗
j(ym)xj)m∈N es una sucesión de Cauchy en la norma original y

por lo tanto tiene ĺımite, es decir ĺım
m→∞

x∗
j(ym)xj = ajxj para algún escalar

aj. Ahora, dado ε > 0 escojamos m0 ∈ N tal que si n > m ≥ m0, tengamos
ρ(ym − yn) < ε. Entonces, si n → ∞ se tiene que

‖(Pj − Pk)(ym − yn)‖ = ‖(Pj − Pk)ym −
j∑

i=k+1

aixi‖ ≤ 2ε.



Además, ĺım
k→∞

‖Pk(ym)− ym‖ = 0 implica que (Pj(ym))j∈N es de Cauchy, por

lo que existe k0 tal que si j > k ≥ k0, entonces

‖(Pj − Pk)ym‖ < ε.

Por lo cual tenemos que

‖
j∑

i=k+1

aixi‖ < 3ε,

cuando j > k ≥ k0. Es decir, la sucesión de las sumas parciales de
∑∞

i=1 aixi

es de Cauchy, y por la completitud de la norma original, converge a algún
elemento y en X. Por la unicidad de la expansión de y, se sigue que ai = x∗

i (y)
y (Pj −Pk)y =

∑j
i=k+1 aixi. Como ρ(ym−yn) < ε, haciendo n → ∞ tenemos

que ρ(ym−y) ≤ ε cuando m ≥ m0. Esto prueba que ρ es una norma completa.

Finalmente, el operador identidad I : (X, ρ) → (X, ‖·‖) es un operador lineal
biyectivo, continuo porque ρ(x) ≥ ‖x‖. Por el Corolario 2.37, se sigue que
I−1 es continuo, lo cual significa que ρ es una norma equivalente a la norma
original en X. �

Teorema 3.15 Cada proyección canónica asociada a una base de Schauder
de X es acotada, y por lo tanto continua.

Demostración: Supongamos que {xi}i∈N es una base de Schauder para X,

y fijemos n ∈ N. Si
∞∑
i=1

aixi ∈ X para alguna sucesión de escalares (ai)i∈N,

entonces

ρ(Pn(
∞∑
i=1

aixi)) = ρ(
n∑

i=1

aixi) ≤ ρ(
∞∑
i=1

aixi),

donde la última desigualdad se sigue trivialmente de la definición de ρ. �

Teorema 3.16 Supongamos que {xn}n∈N es una base de Schauder para X.
Entonces para cada n ∈ N, el funcional lineal coordenado x∗

n es acotado y
por lo tanto continuo.

Demostración: Fijemos n ∈ N. Nótese que:

|x∗
n(x)| = ‖Pn(x) − Pn−1(x)‖ ≤ 2ρ(x),



para toda x ∈ X con ‖x‖ = 1. Aśı, x∗
n es un funcional acotado y por lo tanto

continuo. �

Llamaremos a (x∗
n)n∈N la sucesión biortogonal asociada a la base de Schau-

der {xn}n∈N.

Teorema 3.17 Si {Pn : n ∈ N} es la familia de las proyecciones canónicas
asociadas a una base de Schauder {xn}n∈N de un espacio de Banach X,
entonces:

sup
n∈N

{‖Pn‖ : n ∈ N} < ∞.

Demostración: Si I es el operador identidad de (X, ρ) sobre (X, ‖ · ‖),
entonces

‖Pm(
∞∑

n=1

anxn)‖ ≤ ‖I‖ ρ(Pm(
∞∑

n=1

anxn)) ≤ ‖I‖ ρ(
∞∑

n=1

anxn)

≤ ‖I‖ ‖I−1‖ ‖
∞∑

n=1

anxn‖,

tomando ‖
∞∑

n=1

anxn‖ = 1 obtenemos que

‖Pm‖ = sup{‖Pm(
∞∑

n=1

anxn)‖ : ‖
∞∑

n=1

anxn‖ = 1} ≤ ‖I‖ ‖I−1‖,

siempre que m ∈ N. Esto significa que existe C ∈ R tal que ‖Pm‖ ≤ C para
toda m ∈ N. �

3.2. Sucesiones Básicas y Equivalencia de Bases

Definición 3.18 Decimos que una sucesión (xn)n∈N en X es una sucesión
básica si es una base de Schauder para [xn]n∈N.



Definición 3.19 Supongamos que {xn}n∈N y {yn}n∈N son sucesiones básicas
en X y Y respectivamente. Decimos que {xn}n∈N y {yn}n∈N son equivalentes

si
∞∑

n=1

anxn converge en X si y sólo si
∞∑

n=1

anyn converge en Y .

Teorema 3.20 Dos sucesiones básicas {xn}n∈N y {yn}n∈N son equivalentes
si y sólo si existe un isomorfismo continuo T : [xn]n∈N → [yn]n∈N tal que
Txn = yn para toda n ∈ N.

Demostración: Pongamos X = [xn]n∈N y Y = [yn]n∈N.

Necesidad. Supongamos que {xn}n∈N y {yn}n∈N son equivalentes. Defi-
namos T : X → Y por T (

∑∞
n=1 anxn) =

∑∞
n=1 anyn. Es claro que T es un

operador lineal biyectivo. Para probar que T es continuo usamos el Teore-
ma de la Gráfica Cerrada 2.38. Supongamos que (uj)j∈N es una sucesión
en X que converge a u en X y T (uj)j∈N converge a v en Y . Escribamos
uj =

∑∞
n=1 x∗

n(uj)xn y u =
∑∞

n=1 x∗
n(u)xn. Se sigue de la continuidad de los

funcionales biortogonales asociados a {xn}n∈N y {yn}n∈N respectivamente que
x∗

n(uj) → x∗
n(u) y y∗

n(T (uj)) = x∗
n(uj) → y∗

n(v) cuando j → ∞ y para cada
n ∈ N. Lo cual implica que x∗

n(u) = y∗
n(v), para toda n ∈ N. Por lo tanto,

T (u) = v y T es continuo.

Suficiencia. Es claro que {xn}n∈N y {yn}n∈N son equivalentes si existe un
isomorfismo T de X sobre Y tal que T (xn) = yn para toda n ∈ N. �

Corolario 3.21 Sean {xn}n∈N y {yn}n∈N dos sucesiones básicas en X y Y
respectivamente. Entonces, {xn}n∈N es equivalente a {yn}n∈N si y solo si exis-
te una constante C > 0 tal que para cualquier sucesión (an)n∈N de escalares
tenemos que

C−1‖
∞∑

n=1

anyn‖ ≤ ‖
∞∑

n=1

anxn‖ ≤ C‖
∞∑

n=1

anyn‖.

3.3. Construcción de Sucesiones Básicas

En esta sección, presentamos algunos criterios para construir bases de
Schauder.



Teorema 3.22 Sea (xn)n∈N una sucesión en X de vectores no cero. En-
tonces, (xn)n∈N es una sucesión básica si y sólo si existe K ≥ 1 tal que para
cada sucesión finita de escalares (ai)

n
i=1, se satisface

‖
m∑

i=1

aixi‖ ≤ K‖
n∑

i=1

aixi‖

para todo m ≤ n.

Demostración: Necesidad. Supongamos que {xn}n∈N es una sucesión básica.
Entonces,

‖
m∑

i=1

aixi‖ = ‖Pm(
n∑

i=1

aixi)‖ ≤ ‖Pm‖‖
n∑

i=1

aixi‖ ≤ K‖
n∑

i=1

aixi‖,

donde K = supn∈N{‖Pn‖ : n ∈ N}.
Suficiencia. Para cada sucesión finita de escalares (ai)

n
i=1 y cada número

entero m < n, definimos pm(
∑n

i=1 aixi) =
∑m

i=1 aixi. Se sigue por la hipótesis
que cada pm es un operador lineal acotado en el espacio < {xi}i∈N >, con
norma no mayor a K. Por el Teorema de Hahn-Banach 2.29, existe un único
operador lineal continuo Pm que extiende a pm a todo [xn]n∈N y tal que
‖Pm‖ ≤ K. Dado x ∈ [xn]n∈N y ε > 0, escojamos y =

∑m
i=1 aixi ∈< {xi}i∈N >

tal que ‖x − y‖ < ε. Entonces, para cada n > m,

‖Pn(x) − x‖ ≤ ‖Pn(x) − Pn(y)‖ + ‖Pn(y) − y‖ + ‖y − x‖
≤ (‖Pn‖ + 1) · ε ≤ (K + 1) · ε,

es decir, ĺım
n→∞

Pn(x) = x.

Es ahora sencillo demostrar que cada x ∈ [xn]n∈N tiene una expansión en
terminos de {xn}n∈N. Fijemos x ∈ [xn]n∈N y sea a1 tal que P1(x) = a1x1.
Notemos que P1P2(y) = P1(y) para toda y ∈< {xi}i∈N >, y por lo tanto
P1P2 = P1. Por lo cual, existe a2 tal que P2(x) =

∑2
n=1 anxn. Continuando

de esta manera inductiva obtenemos una sucesión de escalares (an)n∈N tal
que Pm(x) =

∑m
n=1 anxn, para toda m ∈ N. Es decir,

x = ĺım
m→∞

Pm(x) =
∞∑

n=1

anxn.



Para ver la unicidad de la expansión, supongamos primero que (ai)i∈N y
(bi)i∈N son sucesiones de escalares tales que

x =
∞∑
i=1

aixi =
∞∑
i=1

bixi.

Entonces, si la condición se cumple, debemos tener la desigualdad

| a1 − b1| ‖x1‖ ≤ K‖
n∑

i=1

aixi −
n∑

i=1

bixi‖,

tomando el ĺımite cuando n → ∞ hallamos que

| a1 − b1| ‖x1‖ ≤ K‖
∞∑
i=1

aixi −
∞∑
i=1

bixi‖ = 0,

aśı que a1 = b1. Se sigue facilmente por inducción que ai = bi para todo
i ∈ N. Por lo tanto, para toda x ∈ [xn]n∈N existe una única sucesión de
escalares (ai)i∈N que cumple la condición x =

∑∞
i=1 aixi. �

Teorema 3.23 Sean {xn}n∈N una sucesión básica en X y (x∗
n)n∈N su co-

rrespondiente sucesión biortogonal. Si (yn)n∈N es una sucesión no cero en

X, y
∞∑

n=1

‖xn − yn‖ ‖x∗
n‖ = a < 1, entonces (yn)n∈N es una sucesión básica

equivalente a {xn}n∈N.

Demostración: Sea a1, ..., an+m una sucesión finita de escalares. Entonces,
para cada i = 1, ..., n, tenemos que

|ai| = |x∗
i (

n∑
j=1

ajxj)| ≤ ‖
n∑

j=1

ajxj‖ ‖x∗
i ‖,



por ser x∗
i acotado. Además,

‖
n∑

j=1

ajyj‖ = ‖
n∑

j=1

ajxj +
n∑

j=1

aj(yj − xj)‖

≤ ‖
n∑

j=1

ajxj‖ +
n∑

j=1

|aj| ‖xj − yj‖

≤ ‖
n∑

j=1

ajxj‖ +
n∑

j=1

‖
n∑

i=1

aixi‖ ‖xj − yj‖ ‖x∗
j‖

≤ (1 + a)‖
n∑

j=1

ajxj‖.

También,

‖
n+m∑
i=1

aiyi‖ = ‖
n+m∑
i=1

ai(xi + yi − xi)‖

≥ ‖
n+m∑
i=1

aixi‖ − ‖
n+m∑
i=1

ai(yi − xi)‖

≥ ‖
n+m∑
i=1

aixi‖ −
n+m∑
i=1

|ai|‖yi − xi‖

≥ ‖
n+m∑
i=1

aixi‖ −
n+m∑
i=1

(‖
n+m∑
j=1

ajxj‖‖x∗
i ‖‖yi − xi‖)

≥ (1 − a)‖
n+m∑
i=1

aixi‖.

Por lo tanto,

‖
n∑

j=1

ajyj‖ ≤ (1 + a)‖
n∑

j=1

ajxj‖ ≤ K(1 + a)‖
n+m∑
j=1

ajxj‖

≤ K(
1 + a

1 − a
)‖

n+m∑
j=1

ajyj‖,



donde K es la constante del Teorema 3.22 para {xn}n∈N, por ello (yn)n∈N es
una sucesión básica, y claramente equivalente a {xn}n∈N porque

‖
n∑

j=1

ajyj‖ ≤ (1 + a)‖
n∑

j=1

ajxj‖

y

‖
n+m∑
i=1

aiyi‖ ≥ (1 − a)‖
n+m∑
i=1

aixi‖.

�

3.4. Sucesiones Bloque y Sucesiones Simétri-

cas

Definición 3.24 Dada una sucesión básica {xi}i∈N en un espacio de Banach
X. Decimos que una sucesión no cero (yj)j∈N en X es una sucesión bloque
respecto de {xi}i∈N, si es de la forma:

yj =

pj+1∑
i=pj+1

aixi,

con escalares ai y alguna sucesión de numeros naturales p1 < p2 < · · · .

Proposición 3.25 Una sucesión bloque (yj)j∈N respecto de una sucesión
básica {xi}i∈N es una sucesión básica.

Demostración: Para m ≤ n, tenemos

‖
m∑

j=1

bjyj‖ = ‖
m∑

j=1

bj

pj+1∑
i=pj+1

aixi‖ = ‖
m∑

j=1

pj+1∑
i=pj+1

bjaixi‖

≤ K‖
n∑

j=1

pj+1∑
i=pj+1

bjaixi‖ = K‖
n∑

j=1

bjyj‖,

donde K es la constante del Teorema 3.22 para {xi}i∈N. �



Definición 3.26 Una sucesión básica {xi}i∈N se llama 1-simétrica si es
equivalente a (xτ(i))i∈N, para todas las permutaciones τ de N.

Ejemplo 3.27 La base canónica {ei}i∈N de �p, es 1-simétrica. Esto es claro
ya que

(
∞∑
i=1

|ai|p)
1
p = (

∞∑
i=1

|aτ(i)|p)
1
p ,

para cualquier permutación τ de N.

3.5. Bases de Schauder y Dualidad

Dado un espacio de Banach X con una base de Schauder {xi}i∈N, pode-
mos preguntarnos si la sucesión de funcionales biortogonales (x∗

i )i∈N asociados
a {xi}i∈N forman una base de Schauder para X∗. Hemos visto que este no
es siempre el caso, por ejemplo si X = �1 entonces X∗ = �∞. Sin embar-
go, (x∗

i )i∈N resulta ser siempre una sucesión básica. A continuación veamos
porque:

Dados escalares a1, a2, ..., an y ε > 0, por la definición de ‖x∗
i ‖ podemos

escoger x =
∑∞

i=1 cixi ∈ X, con ‖x‖ = 1 de tal manera que

n∑
i=1

aici =
n∑

i=1

aix
�
i (x) > ‖

n∑
i=1

aix
∗
i ‖ − ε.

Si K es la constante del Teorema 3.22 para {xi}i∈N, entonces

K = K‖x‖ ≥ ‖
n∑

i=1

cixi‖,

por lo cual, para m > n, obtenemos que

K‖
m∑

i=1

aix
∗
i ‖ ≥ ‖

n∑
i=1

cixi‖‖
m∑

i=1

aix
∗
i ‖ ≥

m∑
i=1

aix
∗
i (

n∑
i=1

cixi)

=
n∑

i=1

aici > ‖
n∑

i=1

aix
∗
i ‖ − ε.



Como tomamos ε arbitrariamente, concluimos que

K‖
m∑

i=1

aix
∗
i ‖ ≥ ‖

n∑
i=1

aix
∗
i ‖,

es decir, la sucesión (x∗
i )i∈N es una sucesión básica.

Podemos ver también que si Pn es la proyección canónica asociada a
{xi}i∈N, entonces el operador adjunto P ∗

n es la proyección canónica asociada
a la sucesión básica {x∗

i }i∈N. Sean m, k, n números naturales, con m, k > n,
entonces tenemos

P ∗
n(

m∑
i=1

aix
∗
i )(

k∑
j=1

bjxj) =
m∑

i=1

aix
∗
i (Pn(

k∑
j=1

bjxj))

=
m∑

i=1

aix
∗
i (

n∑
j=1

bjxj) =
n∑

i=1

biai

=
n∑

i=1

aix
∗
i (

k∑
j=1

bjxj).

Es decir, P ∗
n(

m∑
i=1

aix
∗
i ) =

n∑
i=1

aix
∗
i . El siguiente Teorema nos proporciona una

condición necesaria y suficiente para saber cuando la sucesión (x∗
i )i∈N es una

base de Schauder para X∗.

Teorema 3.28 Sea {xi}i∈N una base de Schauder para X y (x∗
i )i∈N su corres-

pondiente sucesión biortogonal. Entonces, (x∗
i )i∈N es una base de Schauder

para X∗ si y sólo si ĺımn→∞ ‖x∗‖n = 0, para cada x∗ ∈ X∗, donde ‖x∗‖n es
la norma del funcional x∗ restringida al conjunto < {xi : i > n} >.

Demostración: Necesidad. Si {x∗
i }i∈N es una base de Schauder para X∗ y

x∗ =
∑∞

i=1 aix
∗
i ∈ X∗, es claro que

ĺım
n→∞

‖x∗‖n = ĺım
n→∞

‖
∞∑

i=n+1

aix
∗
i ‖ = 0,

para cada x∗ ∈ X∗.



Suficiencia. Si x∗ ∈ X∗, notemos que el funcional x∗ − ∑n
i=1 x∗(xi)x

∗
i se

anula en el conjunto < {xi : i ≤ n} >. Si y =
∑n

i=1 bixi ∈< {xi : i ≤ n} >,
se tiene que

(x∗ −
n∑

i=1

x∗(xi)x
∗
i )(y) =

n∑
i=1

bix
∗(xi) −

n∑
i=1

bix
∗(xi) = 0,

porque x∗(xi)x
∗
i (y) = bix

∗(xi) para cada i ≤ n. Por lo que, si tomamos
x =

∑∞
i=1 aixi ∈ X y ‖x‖ = 1, se tiene para toda n ∈ N,

‖
∞∑

i=n+1

aixi‖ = ‖x −
n∑

i=1

aixi‖ ≤ ‖x‖ + ‖
n∑

i=1

aixi‖ ≤ 1 + K,

donde K es la constante del Teorema 3.22 para {xi}i∈N, y además

|(x∗ −
n∑

i=1

x∗(xi)x
∗
i )(x)| = |x∗(

∞∑
i=n+1

aixi)| ≤ ‖x∗‖n‖
∞∑

i=n+1

aixi‖

≤ (1 + K)‖x∗‖n,

lo cual implica que

ĺım
n→∞

‖x∗ −
n∑

i=1

x∗(xi)x
∗
i ‖ ≤ (1 + K) ĺım

n→∞
‖x∗‖n = 0.

Podemos concluir entonces que,

x∗ =
∞∑
i=1

x∗(xi)x
∗
i ,

y aśı, {x∗
i }i∈N resulta ser una base de Schauder para X∗. �

3.6. Bases de Schauder y la Propiedad de la

Aproximación

Definición 3.29 Se dice que un espacio de Banach X tiene la Propiedad de
la Aproximación, si para cada subconjunto compacto K de X y toda ε > 0,
existe un operador acotado de rango finito T : X → X tal que ‖T (x)−x‖ < ε,
para toda x ∈ K.



Un corolario de los Teoremas 2.41 y 2.42 es que, si (Tn)n∈N es una sucesión
de operadores de rango finito convergiendo uniformemente a un operador T ,
entonces T es compacto. La rećıproca de esta afirmación es en realidad la
Propiedad de la Aproximación. A. Grothendieck [5] mostró que un espacio
de Banach X tiene la Propiedad de la Aproximación, si y sólo si para cada
espacio de Banach Y , cada operador compacto T : Y → X y toda ε > 0 existe
un operador de rango finito S : Y → X tal que ‖T − S‖ < ε. Una relación
importante entre las bases de Schauder y la Propiedad de la Aproximación
se enuncia en el siguiente teorema.

Teorema 3.30 Si X tiene una base de Schauder, entonces X posee la Pro-
piedad de la Aproximación.

Demostración: Supongamos que X admite una base de Schauder {xn}n∈N y
que M = supn∈N

{‖Pn‖ : n ∈ N} donde (Pn)n∈N es la sucesión de proyecciones
canónicas asociadas a {xn}n∈N. Sea K un subconjunto compacto no vaćıo de
X y tomemos ε > 0. Claramente la dimensión lineal de el rango de Pn es finita
para toda n ∈ N. Por lo que, será suficiente encontrar un número natural n0

que satisfaga ‖Pn0(x)−x‖ < ε, siempre que x ∈ K. Sean y1, ..., ym elementos
de K tal que para todo y ∈ K tengamos que d(y, yj) < ε/(M +2) para algún
j ∈ {1, ..., m}. Como ĺımn→∞ Pn(x) = x para toda x ∈ X podemos escoger
n0 ∈ N tal que ‖Pn0(yj) − yj‖ < ε/(M + 2) cuando j = 1, ..., m. Tomemos
cualquier x ∈ K. Sea j0 tal que ‖x − yj0‖ < ε/(M + 2). Entonces

‖Pn0(x) − x‖ ≤ ‖Pn0(x − yj0)‖ + ‖Pn0(yj0) − yj0‖ + ‖yj0 − x‖
≤ ‖Pn0‖‖x − yj0‖ + ‖Pn0(yj0) − yj0‖ + ‖yj0 − x‖
≤ Mε/(M + 2) + ε/(M + 2) + ε/(M + 2) = ε,

lo cual termina la demostración. �





Caṕıtulo 4

Un subespacio �1-hereditario de
L1 sin la propiedad de Schur

Antes de comenzar daremos algunas definiciones y teoremas que estare-
mos utilizando en este caṕıtulo.

Definición 4.1 Supongamos que X y Y son espacios de Banach, y que X
tiene dimensión lineal infinita. Entonces, X se dice Y -hereditario si cada sub-
espacio X0 de dimensión lineal infinita de X contiene a su vez un subespacio
Y0 ⊂ X0 el cual es isomorfo a Y .

Definición 4.2 Un espacio de Banach X tiene la propiedad de Schur si la
convergencia débil y la convergencia en la norma de sucesiones son equiva-
lentes, es decir, si una sucesión (xn)n∈N en X converge al elemento 0 débil-
mente si y sólo si (xn)n∈N converge a 0 en la norma.

Teorema 4.3 [Schur] El espacio de Banach �1 tiene la propiedad de Schur.

Demostración: Demostraremos el Teorema por contradicción. Supondremos
que existe una sucesión (xn)n∈N en �1 tal que xn w−→ 0, pero que ‖xn‖1 � 0.
Entonces construiremos un funcional f ∈ �∗1 = �∞, tal que f(xn) � 0.
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Si suponemos ‖xn‖1 � 0, entonces existe ε > 0 y una sucesión creciente
de números enteros n1 < n2 < ... tal que ‖xnj‖ =

∑∞
i=1 |xnj

i | > ε para cada
j ∈ N. Escojamos N1 de tal manera que

∑∞
i=N1+1 |xn1

i | < ε/5. Entonces∑N1

i=1 |xn1
i | ≥ 4ε/5, que podemos reescribir como

∑N1

i=1 εn1
i xn1

i ≥ 4ε/5, donde
εn1

i = |xn1
i |/xn1

i para cada i ≤ N1. Notemos que para cualquier sucesión
{εi = ±1}i∈N, donde εi = εn1

i si i ≤ N1 y para i > N1 escojemos a εi de
manera arbitraria, se tiene que

|
∞∑
i=1

εix
n1
i | = |

N1∑
i=1

εn1
i xn1

i +
∞∑

i=N1+1

εix
n1
i | ≥ |

N1∑
i=1

εn1
i xn1

i | −
∞∑

i=N1+1

|xn1
i |

≥ 4

5
ε − 1

5
ε =

3

5
ε.

Ahora, como xn w−→ 0, en particular xn
i = x∗

i (x
n) → 0, por lo que podemos

encontrar nj2 tal que
∑N1

i=1 |x
nj2
i | < ε/5. A continuación, escojamos N2 > N1

tal que tengamos
∑∞

i=N2+1 |x
nj2
i | ≤ ε/5 y por consiguiente

∑N2

i=1 |x
nj2
i | ≥ 4ε/5.

Entonces, para cualquier sucesión {εi = ±1}i∈N que satisfaga εi = εn1
i para

i ≤ N1 y εi = ε
nj2
i cuando N1 < i ≤ N2, obtenemos que

|
∞∑
i=1

εix
nj2
i | ≥ |

N2∑
i=N1+1

εix
nj2
i | −

N1∑
i=1

|xnj2
i | −

∞∑
i=N2+1

|xnj2
i |

≥ |
N2∑

i=N1+1

εix
nj2
i | − 2

5
ε =

N2∑
i=1

|xnj2
i | −

N1∑
i=1

|xnj2
i | − 2

5
ε

≥ 4

5
ε − ε

5
− 2

5
ε =

ε

5
.

Si repetimos este proceso obtenemos una sucesión creciente de números en-
teros 1 ≤ N1 < N2 < ... tal que

∑Nk−1

i=1 |xnjk
i | < ε/5,

∑∞
i=Nk+1 |x

njk
i | ≤ ε/5 y

que implican
∑Nk

i=Nk−1+1 |x
njk
i | ≥ 3ε/5. Definiendo u = (ui)i∈N por ui = εnk

i

para Nk−1 ≤ i ≤ Nk, es claro que u ∈ �∞. Consideremos ahora el funcional
correspondiente a u definido sobre �1 por la fórmula f(y) =

∑∞
i=1 yiui para



cada y = (yi)i∈N ∈ �1. Entonces,

|f(xnjk )| = |
∞∑
i=1

εix
njk
i |

≥
Nk∑

i=Nk−1+1

|xnjk
i | −

Nk−1∑
i=1

|xnjk
i | −

∞∑
i=Nk+1

|xnjk
i |

≥ 3

5
ε − ε

5
− ε

5
=

ε

5
,

para cada k ∈ N. Es decir f(xnjk ) � 0 contradiciendo nuestra hipótesis. �

En el presente caṕıtulo presentamos la construcción hecha por M. M.
Popov de subespacios de L1 que son �1-hereditarios y que no tienen la pro-
piedad de Schur. La construcción se realiza en el espacio de Banach

W = (
∞∑

n=1

�pn)1,

donde ∞ > p1 > p2 > · · · > 1. Como W encaja isométricamente en L1 para
p1 ≤ 2, la construcción proporciona los ejemplos que buscamos.

Fijemos una sucesión decreciente de numeros reales p1 > p2 > · · · > 1,
y consideremos el espacio correspondiente W definido anteriormente. Para
toda n ∈ N, (ei,n)i∈N denotará la base canónica de �pn y (ei,n)i∈N indicará su
copia natural en W , esto es, para toda i ∈ N:

ei,n = (0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
n−1

, ei,n, 0, · · · ) ∈ W.

Para cada n ∈ N escojamos δn > 0 tal que
∞∑

n=1

δn = 1. Para cada i ≥ 1

hagamos zi =
∞∑

n=1

δnei,n. Evidentemente ‖zi‖ =
∞∑

n=1

| δn| ‖ei,n‖ =
∞∑

n=1

δn = 1.

Sea Z = [zi]i∈N. Afirmamos que Z es un subespacio �1-hereditario de L1

sin la propiedad de Schur. El paso más complicado de la construcción es
probar que Z es �1-hereditario. Dado un subespacio Z0 de Z, de dimensión
lineal infinita, la técnica de M. M. Popov es construir una sucesión (xi)i∈N en



Z0 y una sucesión básica (ui)i∈N en Z, que sea una sucesión bloque respecto de
la sucesión básica (zi)i∈N, de tal manera que se encuentre lo suficientemente
cerca de (xi)i∈N y que sea equivalente a la base canónica de �1. La estabilidad
de las bases de Schauder nos asegurará que (xi)i∈N sea también equivalente
a la base canónica de �1.

Para cada I ⊆ N, por PI nos estaremos refiriendo a la proyección natural
de W sobre el conjunto {ei,n : i ∈ N, n ∈ I}.

Proposición 4.4 Para toda sucesión finita de escalares (ai)
m
i=1 y cada per-

mutación de enteros τ : N → N, tenemos que

‖
m∑

i=1

aizτ(i)‖ =
∞∑

n=1

δn(
m∑

i=1

|ai|pn)
1

pn .

Por consiguiente, {zi}i∈N es una sucesión básica 1-simétrica.

Demostración: La demostración es inmediata:

‖
m∑

i=1

aizτ(i)‖ = ‖
m∑

i=1

ai

∞∑
n=1

δneτ(i),n‖ = ‖
∞∑

n=1

δn

m∑
i=1

aieτ(i),n‖

= ‖δ1

m∑
i=1

aieτ(i),1 + δ2

m∑
i=1

aieτ(i),2 + · · · + δn

m∑
i=1

aieτ(i),n + · · ·‖

= δ1‖
m∑

i=1

aieτ(i),1‖ + δ2‖
m∑

i=1

aieτ(i),2‖ + δ3‖
m∑

i=1

aieτ(i),3‖ + · · · +

=
∞∑

n=1

δn‖
m∑

i=1

aieτ(i),n‖ =
∞∑

n=1

δn(
m∑

i=1

|ai|pn)
1

pn .

Por lo tanto, si la serie
∞∑
i=1

aizi converge, entonces
∞∑
i=1

|ai|pn < ∞ para cada

n ∈ N. �

Proposición 4.5 La sucesión {zi}i∈N converge débilmente a cero.



Demostración: Tomemos z∗ ∈ Z∗, ‖z∗‖ = 1, y ε > 0. Escojamos N ∈ N tal
que

∞∑
n=N+1

δn <
ε

2
.

Ahora, por el Teorema 2.33, ei,n
w−→ 0 cuando i → 0 para cada n ∈ N, por lo

cual podemos escoger un número entero K tal que si n = 1, ..., N y k ≥ K,
entonces,

|z∗(ek,n)| <
ε

2
.

Como además
N∑

n=1

δn < 1, tenemos entonces que para cada k ≥ K,

|z∗(zk)| = |z∗(
∞∑

n=1

δnek,n)| = |z∗(
N∑

n=1

δnek,n) + z∗(
∞∑

n=N+1

δnek,n)|

≤
N∑

n=1

δn|z∗(ek,n)| +
∞∑

n=N+1

δn|z∗(ek,n)| <
ε

2

N∑
n=1

δn +
∞∑

n=N+1

δn

<
ε

2
+

ε

2
= ε.

�

Lema 4.6 Sean Z0 un subespacio de Z de dimensión lineal infinita, n,m,
j ∈ N (n > 1) y ε > 0. Entonces, existen (xi)

m
i=1 ⊂ Z0 y (ui)

m
i=1 ⊂ Z de la

forma

ui =

ji+1∑
s=ji+1

ai,szs donde j = j1 < j2 < ... < jm+1,

tal que
ji+1∑

s=ji+1

|ai,s|pn−1 = 1 y ‖ui − xi‖ <
ε

m
‖ui‖,

para cada i = 1, ..., m.

Demostración: Consideremos el subespacio [zi]
∞
i=j+1 de Z. Como Z0 tiene

dimensión lineal infinita y el subespacio Z\[zi]
∞
i=j+1 está generado por el



conjunto {zi : i ≤ j}, entonces Z0 ∩ [zi]
∞
i=j+1 tiene dimensión lineal infinita

también, por lo que existe x ∈ Z0 ∩ [zi]
∞
i=j+1, con ‖x‖ = 1. Construiremos

inductivamente las sucesiones deseadas.

Hagamos j1 = j y escojamos de manera arbitraria

x1 =
∞∑

s=j1+1

a1,szs ∈ Z0 ∩ [zi]
∞
i=j+1 \ {0},

para alguna sucesión de escalares (a1,s)
∞
s=j1+1.

Sin perdida de generalidad, podemos suponer que

∞∑
s=j1+1

|a1,s|pn−1 = 1.

A continuación escojamos j2 > j1 de tal manera que para

u1 =

j2∑
s=j1+1

a1,szs

se cumplan las siguientes condiciones:

‖u1 − x1‖ <
ε‖x1‖
4m

, λ1 = (

j2∑
s=j1+1

|a1,s|pn−1)
1

pn−1 ≥ 1

2

y ‖u1‖ ≥ ‖x1‖
2

.

Por lo tanto,

‖u1 − x1‖ <
ε‖x1‖
4m

≤ ε‖u1‖
2m

.

Ahora, hagamos a1,s = λ−1
1 a1,s, x1 = λ−1

1 x1 y u1 = λ−1
1 u1. De esta manera

podemos concluir que,

j2∑
s=j1+1

|a1,s|pn−1 =
1

λ
pn−1

1

j2∑
s=j1+1

|a1,s|pn−1 = 1,



y también

‖u1 − x1‖ =
1

λ1

‖u1 − x1‖ <
ε‖u1‖
2λ1m

≤ ε‖u1‖
m

≤ ε‖u1‖
m

.

Si continuamos con este procedimiento obtenemos las sucesiones deseadas. �

Lema 4.7 Sean ε > 0 y n ∈ N. Si m ∈ N satisface

1

δn

m
1

pn−1
− 1

pn < ε.

Entonces,

(i) ‖PN\n(u)‖ ≥ (1 − ε)‖u‖,

(ii) ‖x − u‖ < ε‖u‖,

con

x =
m∑

i=1

xi y u =
m∑

i=1

ui,

donde (xi)
m
i=1 ⊂ Z0 y (ui)

m
i=1 ⊂ Z están dadas por el Lema 4.6.

Demostración: Primero probemos la parte (ii). Por la Proposición 4.4, la
base {zs}s∈N es 1-simétrica, lo cual implica que ‖ui‖ ≤ ‖u‖, para i = 1, ..., m
y además

‖x − u‖ ≤
m∑

i=1

‖xi − ui‖ <

m∑
i=1

ε‖ui‖
m

<

m∑
i=1

ε‖u‖
m

= ε‖u‖.



Para probar la parte (i), notemos primero que

‖u‖ − ‖PN\n(u)‖ =
n−1∑
k=1

δk‖
m∑

i=1

P{k}(ui)‖ =
n−1∑
k=1

δk‖
m∑

i=1

ji+1∑
s=ji+1

ai,ses,k‖

=
n−1∑
k=1

δk(
m∑

i=1

ji+1∑
s=ji+1

|ai,s|pk)
1

pk

≤
n−1∑
k=1

δk(
m∑

i=1

ji+1∑
s=ji+1

|ai,s|pn−1)
1

pn−1

=
n−1∑
k=1

δk(
m∑

i=1

1)
1

pn−1 = m
1

pn−1

n−1∑
k=1

δk < m
1

pn−1 ,

es decir, ‖u‖ − ‖PN\nu‖ < m
1

pn−1 . Por otro lado,

‖u‖ =
∞∑

k=1

δk‖
m∑

i=1

ji+1∑
s=ji+1

ai,ses,k‖ ≥ δn‖
m∑

i=1

ji+1∑
s=ji+1

ai,ses,k‖

= δn(
m∑

i=1

ji+1∑
s=ji+1

|ai,s|pn)
1

pn

≥ δn(
m∑

i=1

(

ji+1∑
s=ji+1

|ai,s|pn−1)
pn

pn−1 )
1

pn

= δn(
m∑

i=1

1)
1

pn = δnm
1

pn .

Por lo tanto, juntando estos dos últimos resultados hallamos que

1 − ‖PN\n(u)‖
‖u‖ ≤ 1

δn

m
1

pn−1
− 1

pn < ε,

ó lo que es lo mismo, ‖PN\n(u)‖ ≥ (1 − ε)‖u‖.

Teorema 4.8 Z es �1-hereditario y no tiene la propiedad de Schur.



Demostración: Por la Proposición 4.5, Z no tiene la propiedad de Schur.
Probemos entonces que Z es �1-hereditario. Dado un subespacio Z0 de Z de
dimensión lineal infinita, usamos el Lema 4.7 para construir inductivamente
sucesiones (xs)s∈N en Z0, (us)s∈N en Z de la forma

us =

js+1∑
i=js+1

aizi,

donde j1 < j2 < ... y ‖us‖ = 1, y una sucesión 1 ≤ n1 < n2 < ..., de manera
que se satisfaga lo siguiente:

(i) ‖PN\ns(us)‖ ≥ 7
8
,

(ii) ‖us − xs‖ ≤ 2−s−1,

(iii) ‖PN\ns+1(us)‖ < 1
8
.

Veamos que ésto se puede hacer. Sean j1 = n1 = 1 y ε1 = 1
8
. Escojamos por

el Lema 4.7 un elemento x1 ∈ Z \ {0} y

u1 =

j2∑
i=j1+1

aizi,

tal que ‖u1‖ = 1, ‖PN \n1(u1)‖ ≥ 1 − ε1 = 7
8

y ‖x1 − u1‖ < ε1 < 1
4
. Tomemos

n2 de tal modo que ‖PN \n2(u1)‖ < 1
8
. Repitiendo este proceso, construimos

las sucesiones deseadas.

Por la parte (iii) y dado que ‖us‖ = 1, obtenemos

(iv) ‖us − PN \ns(us)‖ ≤ 1
8
.

Afirmamos que (us)s∈N es una sucesión básica equivalente a la base vec-
torial unitaria {ei,1}i∈N de �1. Efectivamente, para s ≥ 1, pongamos vs =
PN \ns(us) − PN \ns+1(us). Sabemos que ‖vs‖ ≥ 3

4
, y para cada sucesión de

escalares (as)
m
s=1 tenemos

‖
m∑

s=1

asvs‖ =
m∑

s=1

|as|‖vs‖ ≥ 3

4

m∑
s=1

|as|,



y por consiguiente

‖
m∑

s=1

asus‖ ≥ ‖
m∑

s=1

asvs‖ − ‖
m∑

s=1

as(us − vs)‖

≥ 3

4

m∑
s=1

|as| − ‖
m∑

s=1

as(us − PN \ns(us)) +
m∑

s=1

asPN \ns+1(us)‖

≥ 3

4

m∑
s=1

|as| − 1

8

m∑
s=1

|as| − 1

8

m∑
s=1

|as| =
1

2

m∑
s=1

|as| =
1

2
‖

m∑
s=1

ases,1‖.

Por otro lado,

‖
m∑

s=1

asus‖ ≤
m∑

s=1

|as| ‖us‖ =
m∑

s=1

|as| = ‖
m∑

s=1

ases,1‖.

Esto es, (us)s∈N es una sucesón básica equivalente a la base canónica
{ei,1}i∈N de �1.

Notemos ahora que, si y ∈ [us]s∈N es tal que ‖y‖ = 1, entonces

‖u∗
s‖ = sup

‖y‖=1

{‖u∗
s(y)‖} ≤ 1,

donde {u∗
s}s∈N es la sucesión de funcionales biortogonales asociados a la suce-

sión básica {us}s∈N, ésto porque debido a la construcción de {us}s∈N cada
y ∈ [us]s∈N estará expresado en terminos de la base (ei,n)i∈N y aśı ningún y
con ‖y‖ = 1 podrá tener coeficientes mayores que 1.

Finalmente, usando este último hecho y además que ‖us − xs‖ ≤ 2−s−1,
tenemos que

∞∑
s=1

‖us − xs‖ ‖u∗
s‖ < 1,

por lo que como resultado del Teorema 3.23, {xs}s∈N es una sucesión básica
equivalente a {us}s∈N y por lo tanto tambien es equivalente a la base unitaria
{ei,1}i∈N de �1. �

Teorema 4.9 [12] El espacio de Banach W = (
∑∞

n=1 �pn)1 se encaja isométri-
camente en L1.



Corolario 4.10 L1 contiene subespacios �1-hereditarios sin la propiedad de
Schur.





Caṕıtulo 5

Espacios de Erdős

Antes de comenzar recordemos brevemente algunas nociones topológicas.
Un conjunto en un espacio topológico es abierto y cerrado si y sólo si tiene
frontera vaćıa. Un espacio tiene dimensión topológica 0, o es 0−dimensional,
si tiene una base de abiertos y cerrados. Si A es un subespacio de un espacio
de Hausdorff localmente compacto y A es abierto o cerrado, entonces es
localmente compacto. Es bien sabido que en espacio topológico Hausdorff
localmente compacto es 0−dimensional si y sólo si es totalmente disconexo.

Fijemos un número real p ≥ 1. En este caṕıtulo la topoloǵıa sobre el
espacio de Banach �p será la generada por la p-norma ‖ · ‖p.

Sea E1, E2, ... una sucesión fija de subconjuntos no vaćıos de R, conside-
remos entonces el siguiente subespacio de �p,

E = {z ∈ �p : zn ∈ En para cada n ∈ N}.
Si p = 2 y En = Q para toda n ∈ N llamamos a E el Espacio de Erdős C,
esto es,

C = {z ∈ �2 : zn ∈ Q para cada n ∈ N},
y si En = P para cada n ∈ N, obtenemos el Espacio de Erdős completo, Cc

Cc = {z ∈ �2 : zn ∈ P para cada n ∈ N}.

Comenzaremos estudiando la relación existente entre las topologias pro-
ducto y la generada por la p-norma sobre �p.
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Lema 5.1 Sea τ la topoloǵıa generada por la p-norma sobre �p, y sea τ ′ la
topoloǵıa producto sobre �p heredada como subespacio de RN. Entonces τ es
más fina que τ ′.

Demostración: Consideremos un elemento básico W =
∏

i∈N
Wi para la

topoloǵıa producto de RN. Sabemos que Wi es abierto en R y Wi = R para
toda i ∈ N excepto para una cantidad finita de ı́ndices i1, ..., ik, con k ∈ N.
Un elemento básico de �p en la topoloǵıa producto es de la forma V = W ∩�p.
Dado x ∈ V encontraremos una bola abierta U en la topoloǵıa norma, tal
que x ∈ U ⊂ V . Escojamos un intervalo (xi−εi, xi +εi) contenido en Vi para
cada i = i1, ..., ik, tal que εi < 1 y definamos

ε = min{εi : i = i1, ..., ik}.
Ahora veamos que la bola de radio ε centrada en x definida por la topoloǵıa
norma está contenida en V , esto es B(x, ε) ⊂ V . Tomemos y ∈ B(x, ε).
Entonces,

‖y − x‖ = (
∞∑
i=1

|yi − xi|p)
1
p < ε

y como

|yi − xi| ≤ (
∞∑
i=1

|yi − xi|p)
1
p < ε ≤ εi,

tenemos que yi ∈ (xi − εi, xi + εi) ⊆ Vi para toda i = i1, ..., 1k. Por lo tanto,
y ∈ V y concluimos que τ ′ ⊂ τ . �

No es dif́ıcil ver que éstas dos topoloǵıas no son equivalentes. Siguiendo la
misma notación del Lema 5.1, sea ε > 0 y B(0, ε) ∈ τ . Tomemos y ∈ B(0, ε).
Si V es cualquier básico en la topoloǵıa producto sobre �p, tal que y ∈ V ,
entonces z = (0, 0, 0, ..., 0, ε, 0, 0, ...) ∈ V , en donde el escalar ε se encuentra
en la entrada j para cualquier j /∈ {i1, ..., ik}. Tenemos entonces que ‖z‖ = ε
y por lo tanto z /∈ B(0, ε), es decir V � B(0, ε) y por consecuencia τ � τ ′.

Lema 5.2 Sea k ∈ N, sea C el conjunto definido por:

C = {x ∈ E : ai < xi < bi para todo i < k},
donde ai, bi ∈ R\Ei. Entonces, C es abierto y cerrado como subconjunto de
E en la topoloǵıa generada por la p-norma.



Demostración: Probemos primero que C es abierto. Sea U = V ∩ �p, donde
V =

∏
i∈N

Vi con Vi = (ai, bi) si i < k y Vi = R si i ≥ k, entonces U es
subconjunto abierto de �p en la topoloǵıa producto y además U es también
abierto en la topoloǵıa norma como consecuencia del Lema 5.1. Notemos que
C = U ∩ E , por ello C es abierto en E .

La demostración de que C es un conjunto cerrado es muy similar. Sea F
el conjunto cerrado en RN dado por:

F = [a1, b1] × · · · × [ak−1, bk−1] × R × R × · · ·.
Entonces F ∩ �p es cerrado en �p con la topoloǵıa producto y por lo tanto
también en la topoloǵıa norma por Lema 5.1. Por lo que C = F ∩E es cerrado
en E . �

El siguiente teorema nos permite saber cuando un espacio E tiene dimen-
sión topológica positiva.

Teorema 5.3 Supongamos que E es no vaćıo y que cada En es 0-dimensional.
Para todo k ∈ N definamos una sucesión ηk ∈ RN como sigue:

ηk
n = sup{|a| : a ∈ En ∩ [−1/k, 1/k]}, donde sup ∅ = 0.

Si existe n ∈ N tal que ‖ηn‖ < ∞, entonces dim E = 0.

Demostración: Procedamos por contradicción. Sea n un número natural
que cumpla ‖ηn‖ < ∞. Tomemos z ∈ E y ε ∈ (0, 1/n). Escojamos k ∈ N tal
que

∞∑
i=k

(ηn
i )p <

εp

2
y

∞∑
i=k

|zi|p < εp.

Definimos z′ ∈ �p por z′i = zi si i < k, y z′i = 0 si i ≥ k, por lo que

‖z − z′‖ =
∞∑

i=k

|zi|p < εp.

Hagamos δ = ε/(2k)1/p y sea i < k. Como Ei es 0-dimensional, podemos
escoger ai y bi en R \Ei tal que zi − δ < ai < zi = z′i < bi < zi + δ.
Consideremos el siguiente subconjunto de E :

C = {x ∈ E : ai < xi < bi para todo i < k},



el cual por el Lema 5.2 es una vecindad abierta y cerrada de z en E . Sea
U = {x ∈ C : ‖x− z′‖ ≤ ε}. Es claro que U es una vecindad cerrada de z en
E con diámetro menor o igual a 2ε. Veamos que U es también abierto en E .
Tomemos x ∈ U . Si i ≥ k, entonces |xi| = |xi − z′i| ≤ ‖x − z′‖ ≤ ε < 1/n.
Esto significa que xi ∈ Ei ∩ [−1/n, 1/n] y por definición de supremo tenemos
|xi| ≤ ηn

i , por lo cual

∞∑
i=k

|xi − z′i|p =
∞∑

i=k

|xi|p ≤
∞∑

i=k

(η(n)i)
p <

εp

2
.

Por otra parte, como x ∈ C tenemos que

k−1∑
i=1

|xi − z′i|p < kδp =
εp

2
.

Por lo tanto,

‖x − z′‖ =
k−1∑
i=1

|xi − z′i|p +
∞∑

i=k

|xi − z′i|p < ε

y x es entonces punto interior de U . Como U es una vecindad abierta y
cerrada de z con menor diámetro, tenemos que dim E = 0. �

Teorema 5.4 Supongamos que E es no vaćıo y que cada En es 0-dimensional.
Entonces, los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) ‖ηk‖ = ∞ para cada k ∈ N;

(2) Existe una x ∈ ∏∞
n=1 En, con ‖x‖ = ∞ y ĺım

n→∞
xn = 0;

(3) Todo subconjunto no vaćıo, abierto y cerrado de E es no acotado; y

(4) dim E > 0.

Demostración: (1) ⇒ (2). Supongamos que, ‖ηk‖ = ∞ para cada k ∈ N.
Queremos encontrar una x ∈ ∏∞

n=1 En con ‖x‖ = ∞ y limn→∞xn = 0. Para
lograr ésto, construiremos sucesiones (nk)k∈N en N creciente y (ym)m∈N en



R, a partir de las cuales definiremos x, y que cumplan dos cosas para todo
k ∈ N :

(i) ym ∈ {0} ∪ {Em ∩ [−1/k, 1/k]}, para nk−1 ≤ m < nk, y

(ii)
nk−1∑
m=1

|ym|p ≥ k.

Hacemos n0 = 1 para poder definir y1, y suponemos que ya hemos con-
struido n0,...,nk−1 y y1,...,ynk−1−1. Por definición de supremo podemos escoger
para toda m ∈ N un am ∈ {0} ∪ {Em ∩ [−1/k, 1/k]}, con |am| ≥ 1

2
ηk

m. Como
‖a‖ ≥ 1

2
‖ηk‖ = ∞, podemos escoger el nk tal que

nk−1∑
m=nk−1

|am|p ≥ 1.

Si definimos ym = am para nk−1 ≤ m < nk, las hipótesis (i) y (ii) se satisfacen
claramente. Además por (i), limm→∞ym = 0, y por (ii), vemos que ‖y‖ = ∞.
Fijamos ahora una z ∈ E y definamos x ∈ ∏∞

m=1 Em por xm = ym si ym 
= 0,
y xm = zm si ym = 0.

(2) ⇒ (3). Supongamos que existe una x ∈ ∏∞
n=1 En con ‖x‖ = ∞ y

limn→∞xn = 0. Demostraremos que todo subconjunto A no vaćıo y acotado
de E tiene frontera no vaćıa y por lo tanto no es abierto y cerrado en E .
Sea entonces A un subconjunto no vaćıo y acotado de E . Escojamos una
M ∈ N tal que ‖z‖ ≤ M para toda z ∈ A. Para i ∈ N consideremos
la proyección χi : RN → �p, dada por χi(z) = (z1, ..., zi, 0, 0, ...). Mediante
inducción construiremos sucesiones a0, a1, ... en A y n0 < n1 < ... en N tal
que, para toda i ≥ 1, se cumpla lo siguiente:

(a) χni
(ai) = χni

(ai−1),

(b) ‖ai−1 − χni
(ai−1)‖ < 2−i, y

(c) la distancia entre ai y el conjunto E\A sea menor que 2−i.

Hagamos n0 = 1 y escojamos a0 ∈ A. Supongamos que ya hemos construido
hasta ai−1 y ni−1. Seleccionamos un número natural ni tal que ni > ni−1,
|xj| < 2−i−1 para toda j > ni, y ‖ai−1 − χni

(ai−1)‖ < 2−i−1, satisfaciendo de
esta manera la condición (b). Para cada j ∈ N definimos bj ∈ E como sigue:



bj
m =

{
xm, si ni < m ≤ ni + j,

ai−1
m , en otro caso.

Es claro que b0 = ai−1 ∈ A, y como por hipótesis ‖x‖ = ∞, se sigue facilmente
que

ĺım
j→∞

‖bj‖ ≥ (
∞∑

m=ni+1

|xm|p)
1
p = ∞.

Como A es acotado existe una j ∈ N tal que bj ∈ A y bj+1 /∈ A. Si definimos
ai = bj la hipótesis (a) se cumple. Para probar (3) notemos que para j ∈ N
se tiene que

‖bj+1 − bj‖ = |xni+j+1 − ai−1
ni+j+1| ≤ |xni+j+1| + |ai−1

ni+j+1|
< 2−i−1 + ‖ai−1 − Eni

(ai−1)‖ < 2−i.

Esto completa la inducción.

Por hipótesis (a) existe una c ∈ ∏∞
n=1 En tal que χni+1

(c) = χni+1
(ai) para

todo i ≥ 0. Y por lo tanto,

‖c‖ = ĺım
i→∞

‖χni+1
(ai)‖ ≤ ĺım

i→∞
‖ai‖ ≤ M,

esto es c ∈ E . Para finalizar observemos que:

ĺım
i→∞

‖c − ai‖ ≤ ĺım
i→∞

(‖c − χni+1
(c)‖ + ‖χni+1

(ai) − ai‖)

≤ 0 + ĺım
i→∞

2−i−1 = 0.

Esto quiere decir que c ∈ A. Por otro lado, por (c), d(ai, E\A) < 2−i y cuando
i → ∞ tenemos que d(c, E\A) = 0 esto es, c ∈ E\A. Por lo cual podemos
concluir que c ∈ Fr(A).

(3) ⇒ (4). Supongamos que dim E = 0. Escojamos una x ∈ E y sea
B(x, r) la bola centrada en x de radio r. Como E tiene una base de abiertos
y cerrados, podemos encontrar un conjunto C abierto y cerrado en E y tal
que x ∈ C ⊂ B(x, r). Claramente C es acotado. Y por lo tanto, existe un
subconjunto no vaćıo de E abierto, cerrado y acotado.

(4) ⇒ (1). Es una consecuencia directa del Teorema 5.3. �



Sea (Ai)i∈N una sucesión de subconjuntos de un espacio X entonces defi-
nimos:

ĺım supn→∞ An =
∞⋂

n=1

∞⋃
k=n

Ak.

Corolario 5.5 Si 0 es un punto ĺımite de limsupn→∞En, entonces todo sub-
conjunto no vaćıo, abierto y cerrado de E es no acotado ( y por lo tanto
dim E > 0).

Demostración: Si E = ∅ el resultado es obvio. Supongamos que E 
= ∅ y
n ∈ N. Por hipótesis podemos elegir t ∈ limsupk→∞Ek tal que 0 < |t| < 1/n.
Escojamos una sucesión k0 < k1 < k2 < ... en N de manera que exista, para
toda j ∈ N, una tj ∈ Ekj

con limj→∞tj = t. Podemos suponer que para
cada j ∈ N, 1

2
|t| < |tj| < 1/n. Como tj ∈ Ekj

∩ [−1/n, 1/n] tenemos que
η(n)kj

≥ |tj| > 1
2
|t| para toda j ∈ N y por ello ‖η(n)‖ = ∞. El resultado del

corolario se sigue como consecuencia del Teorema 5.4. �

La topoloǵıa norma sobre �p es la topoloǵıa más débil que hace a todas
las proyecciones coordenadas z → zi y a la función norma continuas. Esto
significa que la gráfica de la función p-norma de �p con la topoloǵıa producto
a R, es homeomorfa a �p. Pero esto simplemente nos dice que la topoloǵıa
norma sobre las esferas SE = {x ∈ �p : ‖x−a‖ = 1} coincide con la topoloǵıa
producto, por lo cual las esferas en E son 0-dimensionales siempre que los En

sean 0-dimensionales. Por lo tanto, dim E ≤ 1 en éste caso particular.

A continuación presentamos los conceptos de una función de Lelek y un
fan de Lelek los cuales usaremos para demostrar más adelante un criterio de
fácil aplicación para saber cuando un espacio de el tipo E es homeomorfo al
espacio de Erdős completo.

Denotemos por R̂ la compactificación [−∞,∞] de R. Podemos extender

la p-norma a R̂N poniendo ‖z‖ = ∞, si z ∈ R̂N \ �p.

Sea X un espacio topológico, ϕ : X → R̂ una función. Definimos los siguientes
subespacios de el producto X × R̂ :

Lϕ = {(x, t) ∈ X × R̂ : ϕ(x) ≤ t}



y
Gϕ = {(x, ϕ(x)) ∈ X × R̂ : ϕ(x) < ∞}.

Sea C un espacio compacto 0-dimensional no vaćıo y sea ϕ : C → R̂ una
función inferiormente semicontinua1. Si Gϕ es denso es Lϕ, llamamos a ϕ una
función de Lelek. Si ϕ es una función de Lelek, entonces al espacio cociente
Lϕ/∞ que se obtiene al identificar al conjunto C ×{∞} con un punto en Lϕ

lo llamamos fan de Lelek.

Lema 5.6 Si E 
= ∅, entonces cada En es encajable en E.

Demostración: Construiremos para cada n ∈ N una función fn, tal que
fn : En → fn(En) ⊂ E sea un homeomorfismo. Fijemos z = (zi)i∈N ∈ E . Para
cada n ∈ N definamos fn : En → E por:

fn(x) = (f1,n(x), f2,n(x), ..., fk,n(x), ...),

donde:

fi,n : En → Ei, y fi,n(x) =

{
x, si i = n,

zi, si i 
= n.

Esto es, fi,n es la función identidad I : En → En cuando i = n, y es la función
constante fi,n(En) = {zi} para i 
= n. Por lo tanto para cada n ∈ N, {fi,n}i∈N

es una familia de funciones continuas, y son las funciones coordenadas de
fn. Se sigue entonces que fn es continua para toda n ∈ N. Observemos
también que para cada n ∈ N, f−1

n es la función proyección sobre la enésima
coordenada, y por lo tanto es continua. Claramente fn es inyectiva para toda
n ∈ N. Por ello, fn es un homeomorfismo. �

Lema 5.7 [4] El espacio de Erdős completo Cc es 1-dimensional y totalmente
disconexo.

Lema 5.8 [8] Si ϕ es una función de Lelek, el espacio de Erdős completo Cc

es homeomorfo a Gϕ.

1Una función ϕ : X → R̂ de un espacio topológico X en los números reales extendidos
R̂ se dice inferiormente semicontinua si ϕ−1((t,∞])) = {x ∈ X : ϕ(x) > t} es un conjunto
abierto en X para toda t ∈ R



Teorema 5.9 Si cada Ei es cerrado en R, entonces E es homeomorfo al
espacio Erdős completo si y sólo si dim E > 0 y cada En es 0-dimensional.

Demostración: Necesidad. Supongamos que E es homeomorfo a Cc. En-
tonces E es también 1-dimensional y totalmente disconexo. Si E 
= ∅, cada
En es totalmente disconexo y, por lo tanto, 0-dimensional como subconjunto
de R.

Suficiencia. Para la segunda parte del teorema, representaremos a E como
un conjunto de puntos finales Gϕ de un fan de Lelek. Sea En la cerradura de

En en R̂ y consideremos el espacio compacto 0-dimensional C =
∏∞

n=1 Ēn en

R̂N. Definimos ϕ : C → [0,∞] por ϕ(x) = (
∑∞

i=1 |xi|p)1/p. Como E = {x ∈
C : ϕ(x) < ∞}, E es homeomorfo a Gϕ, por lo que resta mostrar que Gϕ es
denso en Lϕ. Sea x ∈ C, y U una vecindad t́ıpica de x en C:

U = U1 × · · · × Uk × Ek+1 × Ek+2 × · · ·
Como cada En es 0-dimensional también lo es cada En. Por esta razón,
podemos suponer que los Ui son conjuntos abiertos y cerrados. Consideremos
el subespacio abierto y cerrado E ∩ U de E . Fijemos a ∈ E y elijamos, para
cada i ≤ k, una bi ∈ Ei ∩ Ui. Si hacemos bi = ai para i > k, entonces
‖b‖ = ‖(bi)i∈N‖ < ∞ y b ∈ E ∩ U , es decir E ∩ U es no vaćıo. Tomemos
entonces y ∈ E ∩ U y sea ϕ(y) < t < ∞. Entonces existe una z ∈ E ∩ U con
‖z‖ = ϕ(z) = t, por que de lo contrario el conjunto {y ∈ E∩U : ‖y‖ < t} seŕıa
un subconjunto no vaćıo, abierto y cerrado, acotado en E lo que contradeciŕıa
el Teorema 5.3. Aśı, {ϕ(y) : y ∈ E ∩ U} es un subintervalo no vaćıo y no
acotado de [0,∞). Lo que significa que si (x, t) ∈ Lϕ con ϕ(x) < t < ∞,
entonces para cualquier vecindad abierta U × V de (x, t) con V abierto en

R̂ y t ∈ V , se tiene (U × V ) ∩ Gϕ 
= ∅ pués, (y, t) ∈ (U × V ) ∩ Gϕ, donde
t = ϕ(y). Además también se deduce, por ser {ϕ(y) : y ∈ E ∩U} no acotado
que toda vecindad abierta U × (t,∞] de (x,∞) ∈ Lϕ tiene intersección no
vaćıa con Gϕ.

Podemos concluir que: ⋃
x∈C

({x} × (ϕ(x),∞]) ⊂ Gϕ,

y por Lema 5.8 encontramos que, E es homeomorfo al espacio Erdős completo.
�



Veamos ahora algunos ejemplos.

Ejemplo 5.10 1. Consideremos el siguiente subgrupo cerrado de (�p, +) :

E = {z ∈ �p : nzn ∈ Z para cada n ∈ N},

en este caso, En = {m/n ∈ Q : m ∈ Z}, por el Corolario 5.5 sabemos que
dim E 
= 0 y como claramente cada En es 0-dimensional, E es homeomorfo
al espacio de Erdős completo por el Teorema 5.9.

2. Sea En = {0} ∪ {1/i : i ∈ N} para todo n ∈ N y p = 2, es decir:

E = {z ∈ �2 : zn ∈ {0} ∪ {1/i : i ∈ N} para cada n ∈ N},

la cual resulta ser otra representación del espacio de Erdős completo.

3. Sea p = 1 y En = {0, 1/n} para cada n ∈ N. Como
∑∞

n=1 1/n = ∞ y
por el enunciado (2) del Teorema 5.4, tenemos que dim E > 0. Se concluye
entonces del Teorema 5.9 que E es homeomorfo a Cc.

Corolario 5.11 Si cada En es 0-dimensional y cerrado en R, y E 
= ∅.
Entonces, E × Cc es homeomorfo a Cc.

Demostración: La demostración se sigue aplicando el Teorema 5.9 a la
sucesión de conjuntos (E

′
n)n∈N, en donde definimos E

′
2k−1 = Ek y E

′
2k =

{0} ∪ {1/i : i ∈ N}, para cada k ∈ N. �



Caṕıtulo 6

Subespacios de �p sin la
Propiedad de la Aproximación

En este caṕıtulo presentamos la solución de Szankowski al problema de
la aproximación que mencionamos en el Caṕıtulo 1. Lo que Szankowski hace
es construir un espacio de Banach separable que falla a tener una propiedad
más débil que la Propiedad de la Aproximación. Sabemos por el Teorema 3.30
que todo espacio de Banach con una base de Schauder tiene la Propiedad de
la Aproximación. Su ejemplo por lo tanto, también resuelve el problema de
la Banach.

Definición 6.1 Decimos que un espacio de Banach Z tiene la Propiedad de
la Aproximación Compacta, si para cada subconjunto compacto K ⊂ Z y para
toda ε > 0, existe un operador compacto T : Z → Z tal que ‖T (z) − z‖ < ε,
para cada z ∈ K.

Notemos que la Propiedad de la Aproximación Compacta es una propie-
dad más débil que la Propiedad de la Aproximación. Es decir, la Propiedad
de la Aproximación implica la Propiedad de la Aproximación Compacta. Sin
embargo, las dos propiedades no son equivalentes, George Willis [17].

A lo largo de este caṕıtulo usaremos los siguientes conjuntos para cada
n ∈ N :

In = {2n, 2n + 1, ...., 2n+1 − 2, 2n+1 − 1}
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y
Ir
n = {i ∈ In : i ≡ r (mod 4)}, para r = 0, 1, 2, 3.

Comenzamos presentando un criterio para saber cuando un espacio de
Banach no tiene la Propiedad de la Aproximación Compacta.

Proposición 6.2 Un espacio de Banach Z no tiene la propiedad de la apro-
ximación compacta si existen sucesiones acotadas (z∗n)n∈N en Z∗, (zn)n∈N en
Z y subconjuntos finitos Fn ⊂ Z, tal que para cada n ∈ N se cumple:

(1) z∗nzn = 1,

(2) z∗n
w∗−→ 0,

(3) para todo operador T : Z → Z,

|2−n
∑
i∈In

z∗i T (zi) − 2−n−1
∑

i∈In+1

z∗i T (zi)| ≤ max{‖T (f)‖ : f ∈ Fn},

(4)
∞∑

n=1

max{‖f‖ : f ∈ Fn} < ∞.

Demostración: Para cada n ∈ N definimos

βn(T ) = 2−n
∑
i∈In

z∗i T (zi) y αn = max{‖f‖ : f ∈ Fn}.

Supongamos que T es un operador acotado, entonces por (3) y (4) tenemos
que |βn(T ) − βn+1(T )| ≤ ‖T‖αn, es decir, la sucesión (βn(T ))n∈N será con-
vergente si T es acotado y en tal caso hacemos

β(T ) = ĺım
n→∞

βn(T ),

para T ∈ B(Z, Z). Si I es el operador identidad sobre Z, por (1) se tiene que

β(I) = 2−n
∑
i∈In

1 = 1.



Ahora veamos que β aniquila a los operadores compactos, es decir: β(T ) =
0 si T es compacto. Como (z∗n)n∈N es acotada, supi∈N

|z∗nT (zi)| < ∞. Ya

que T es compacto, el conjunto {T (zi)}i∈N
es compacto y entonces z∗n

w∗−→
0 uniformemente en {T (zi)}i∈N según el Corolario 2.28, por consiguiente
ĺım

n→∞
supi∈N

|z∗nT (zi)| = 0, y ya que z∗nT (zn) ≤ supi∈N
|z∗nT (zi)|, tenemos

β(T ) = ĺım
n→∞

βn(T ) = 0,

cuando T es compacto. Ahora escojamos un escalar ξn con n ∈ N tal que

ĺım
n→∞

ξn = ∞ pero
∞∑

n=1

αnξn < ∞, tomemos

K =
∞⋃

n=1

(αnξn)−1Fn ∪ {0}.

Es claro que K es una sucesión convergente a 0, y por lo tanto es entonces
un conjunto compacto. Notemos que para toda n ∈ N

βn(T ) =
∞∑

k=n

(βk(T ) − βk+1(T )),

y que

max{‖T (f)‖ : f ∈ Fn} ≤ (αnξn)max{‖T (f)‖(αnξn)−1 : f ∈ Fn}
≤ (αnξn) sup{‖T (f)‖ : f ∈ K}.

Entonces por (3),

βn(T ) ≤
∞∑

k=1

(βk(T ) − βk+1(T )) ≤
∞∑

k=1

(αkξk) sup{‖T (f)‖ : f ∈ K},

y como esto se cumple para cada n ∈ N, obtenemos finalmente que

β(T ) ≤
∞∑

k=1

(αkξk) sup{‖T (f)‖ : f ∈ K}.

Para concluir, supogamos que T es compacto y que ‖T (z) − z‖ < ε para
toda z ∈ K, entonces

1 = |β(I − T )| ≤
∞∑

k=1

(αkξk) sup{‖(I − T )z‖ : z ∈ K} ≤
∞∑

k=1

(αkξk) · ε.



Podemos llegar a la conclusión ahora de que ε no puede estar lo suficiente-
mente cercano a 0. Por lo tanto Z no tiene la Propiedad de la Aproximación
Compacta. �

6.1. Algo de Combinatoria Finita.

En esta sección demostraremos dos resultados de combinatoria finita que
utilizaremos en la construcción del contraejemplo. Sean A ⊂ N y b ∈ N
recordemos la notación,

A + b = {a + b : a ∈ A} y

A · b = {ab : a ∈ A}.

Lema 6.3 Para toda n ∈ N y cada m ∈ N :

1.

In+m =
2m−1⋃
b = 0

(2mIn + b).

2.

I0
n+m =

2m−1⋃
b =0

(2mI0
n + 4b).

Demostración: 1. Procedamos por inducción sobre m.
Si m = 0, el resultado es claro. Si m = 1,

In+1 = {2n+1, 2n+1 + 1, ..., 2n+2 − 2, 2n+2 − 1},
y por otro lado,

1⋃
b = 0

(2In + b) = 2In ∪ (2In + 1)

= {2n+1, 2n+1 + 2, ..., 2n+2 − 2}

∪ {2n+1 + 1, 2n+1 + 3, ..., 2n+2 − 1}

= {2n+1, 2n+1 + 1, ..., 2n+2 − 2, 2n+2 − 1}.



Por lo que queda probado el caso para m = 1 y tenemos que In+1 = 2In ∪
(2In + 1).

Ahora supongamos que la fórmula es cierta para m, usando la hipótesis,
tenemos las identidades

I(n+m)+1 = 2In+m ∪ (2In+m + 1)

= 2
2m−1⋃
b =0

(2mIn + b) ∪ (2
2m−1⋃
b = 0

(2mIn + b) + 1)

=
2m−1⋃
b =0

(2m+1In + 2b) ∪ (
2m−1⋃
b =0

2m+1In + 2b + 1)

=
2m+1−1⋃

b =0

(2m+1In + b),

lo que prueba la validez de la fórmula para m + 1.

2. La demostración es muy similar a la primera identidad. Para m = 0 el
resultado es obvio. Si m = 1,

I0
n+1 = {2n+1, 2n+1 + 4, ...., 2n+2 − 8, 2n+2 − 4}

= {2n+1, 2n+1 + 8, ..., 2n+2 − 8}

∪ {2n+1 + 4, 2n+1 + 12, ..., 2n+2 − 4}

= 2I0
n ∪ (2I0

n + 4)

=
1⋃

b = 0

(2I0
n + 4b).

y queda probado este caso.



Probemos el caso para m + 1,

I0
(n+m)+1 = 2I0

n+m ∪ (2I0
n+m + 4)

= 2
2m−1⋃
b = 0

(2mI0
n + 4b) ∪ (2

2m−1⋃
b = 0

(2mI0
n + 4b) + 4)

=
2m−1⋃
b =0

(2m+1I0
n + 4(2b)) ∪ (

2m−1⋃
b =0

2m+1I0
n + 4(2b + 1))

=
2m+1−1⋃

b =0

(2m+1I0
n + 4b),

que es lo que queriamos demostrar. �

Corolario 6.4 Para toda n ∈ N, cada m ∈ N y r = 0, 1, 2, 3 :

Ir
n+m =

2m−1⋃
b = 0

(2mI0
n + 4b + r).

Esto es claro sólo basta notar que Ir
n = I0

n + r. �

6.2. Un subespacio de �p sin la Propiedad de

la Aproximación

Sea Δn una partición de In que definiremos más adelante.

Consideremos el espacio de Banach:

Y = (
∞∑

n=1

∑
A∈Δn

�A
2 )p,

es decir, Y es el espacio de todas las sucesiones t = (ti)i∈N tales que

‖t‖ = (
∞∑

n=1

∑
A∈Δn

(
∑
i∈A

t2i )
p/2)1/p < ∞.



Veamos ahora que Y es isomorfo a un subespacio de �p para 1 ≤ p ≤ ∞.
Observemos que (

∑
i∈A t2i )

1/2 < ∞ para toda A ∈ Δn y para cada n ∈ N; por
lo que a cada t ∈ Y le asociamos la sucesión en �p formada por las entradas
(
∑

i∈A t2i )
1/2 para toda A ∈ Δn y para cada n ∈ N. Esta correspondencia

es claramente un isomorfismo. Entonces haremos nuestra construcción en
el espacio Y , y aśı obtendremos el subespacio de �p sin la Propiedad de la
Aproximación Compacta. Sea {ei}i∈N la base canónica de Y y {e∗i }i∈N su
sucesión biortonormal correspondiente; tenemos entonces que

‖
∞∑
i=1

tie
∗
i ‖ =

( ∞∑
n=1

∑
A∈Δn

(
∑
i∈A

t2i )
q/2

)1/q

, donde (
1

p
+

1

q
= 1).

Ahora definamos zi = e2i − e2i+1 + e4i + e4i+1 + e4i+2 + e4i+3 y Z =
[zi]i∈N ⊂ Y . Probaremos que para una elección apropiada de las particiones
Δn, Z no tiene la Propiedad de la Aproximación Compacta. Notemos que
(e∗2i − e∗2i+1) = 1

2
(e∗4i + e∗4i+1 + e∗4i+2 + e∗4i+3), porque si evaluamos ambos lados

en el elemento zi tenemos

(e∗2i − e∗2i+1)(zi) = e∗2i(e2i) + e∗2i+1(e2i+1) = 2

y
1

2
(e∗4i + e∗4i+1 + e∗4i+2 + e∗4i+3)(zi) =

1

2
(4) = 2

y evaluando en zj, con j 
= i

(e∗2i − e∗2i+1)(zj) = 0,

1

2
(e∗4i + e∗4i+1 + e∗4i+2 + e∗4i+3)(zj) = 0.

Definamos z∗i ∈ Z∗ como sigue:

z∗i =
1

2
(e∗2i − e∗2i+1) =

1

4
(e∗4i + e∗4i+1 + e∗4i+2 + e∗4i+3).

Para T ∈ B(Z,Z), observemos que

βn+1(T ) − βn(T ) = 2−n−2
∑

j∈In+1

(e∗2j − e∗2j+1)T (e2j − e2j+1 + e4j + · · · + e4j+3)



−2−n−2
∑
i∈In

(e∗4i +e∗4i+1 +e∗4i+2 +e∗4i+3)T (e2i−e2i+1 +e4i +e4i+1 +e4i+2 +e4i+3),

tomando m = 1 en el Lema 6.3 esto es igual a:

2−n−2
∑
i∈In

{e∗4iT (e4i − e4i+1 + e8i + · · · + e8i+3 − e2i + e2i+1 − e4i − · · · − e4i+3)

+e∗4i+1T (−e4i + e4i+1 − e8i − · · · − e8i+3 − e2i + e2i+1 − e4i − · · · − e4i+3)

+e∗4i+2T (e4i+2 − e4i+3 + e8i+4 + · · · + e8i+7 − e2i + e2i+1 − e4i − · · · − e4i+3)

+e∗4i+3T (−e4i+2 + e4i+3 − e8i+4 − · · · − e8i+7 − e2i + e2i+1 − e4i − · · · − e4i+3)}.

Ahora haremos un pequeño cambio de notación. A los elementos en
paréntesis de la ecuación anterior, los que estan siendo evaluados por el ope-
rador T los llamaremos y4i, y4i+1, y4i+2, y4i+3 respectivamente, y aśı nueva-
mente por el Lema 6.3 con m = 2 obtenemos

βn+1(T ) − βn(T ) = 2−n−2
∑

i∈In+2

e∗i T (yi). (6.1)

Sea ∇n una partición de In distinta a Δn. Suponemos por conveniencia,
que los elementos de ∇n tienen el mismo número de elementos mn. Es decir
|∇n| = 2nm−1

n .

A continuación, definamos
∑

ε como la suma con respecto a todos los
εi = ±1, tal que i ∈ B ∈ ∇n. Entonces∑

ε

(
∑
i∈B

εie
∗
i )(

∑
i∈B

εiTyi) = 2mn
∑
i∈B

e∗i Tyi.

En efecto, si i 
= j∑
ε

εiεje
∗
i Tyj = (1 + 1 − 1 − 1)e∗i Tyj = 0,

y si i = j∑
ε

εiεje
∗
i Tyj =

∑
ε

ε2
i e

∗
i Tyi = (1)2e∗i Tyi + (−1)2e∗i Tyi = 2e∗i Tyi.



Aśı, podemos reescribir la ecuación 6.1 de la siguiente forma

βn(T ) − βn−1(T ) = 2−n−1
∑

i∈In+1

e∗i T (yi) = 2−n−1
∑

B∈∇n+1

∑
i∈B

e∗i Tyi

= 2−n−1
∑

B∈∇n+1

2−mn+1

∑
ε

(
∑
i∈B

εie
∗
i )(

∑
i∈B

εiTyi).

Por la linealidad de T ,
∑
i∈B

εiTyi = T
∑
i∈B

εiyi y como 2mn > 1 obtenemos

|βn(T ) − βn−1(T )|

≤ 2−n−1|∇n|máx{‖
∑
i∈B

εie
∗
i ‖ ‖T

∑
i∈B

εiyi‖ : εi = ±1, B ∈ ∇n}. (6.2)

La idea ahora es encontrar particiones Δn, ∇n tal que para toda B ∈
∇n, para cada n ∈ N y cada elección de εi = ±1, cumplan las siguientes
condiciones:

‖
∑
i∈B

εie
∗
i ‖ = m1/q

n , donde
1

p
+

1

q
= 1, (6.3)

‖
∑
i∈B

εiyi‖ ≤ 10m1/2
n , (6.4)

mn ≤ 2n/100. (6.5)

Demostremos primero que lo anterior implica que Z no tenga la Propiedad
de la Aproximación Compacta.

Supongamos que ya construimos las particiones Δn y ∇n, y tomemos
Fn = {m(1/q)−1

n

∑
i∈B εiyi : εi = ±1, B ∈ ∇n}; por (6.2) y (6.3) y haciendo

algunos cálculos obtenemos

|βn+1(T ) − βn(T )| ≤ 1

4
máx{‖T (f)‖ : f ∈ Fn}



y, por (6.4) y (6.5),

αn = máx{‖f‖ : f ∈ Fn} ≤ 10m1/q−1+1/2
n ≤ C2Sn

para alguna S < 0. Por lo tanto se cumplen las hipótesis (3) y (4) de la
Proposición 6.2, los enunciados (1) y (2) son inmediatos de las definiciones
de zi y z∗i , por lo tanto Z no tiene la Propiedad de la Aproximación Compacta.

Para finalizar, necesitamos construir las particiones Δn y ∇n. Lo cual
realmente es lo más dif́ıcil y laborioso de la demostración.

Para cada n ∈ N definamos funciones ϕr
n : I0

n → Ir
n y ψn,α : I0

n → I0
n+1

por

ϕr
n(i) = i + r y ψn,α(i) = 2i + 4α,

con r = 0, 1, 2, 3 y α = 0, 1.

Representaremos a I0
n por I0

n = En × Fn. Para aclarar un poco esto,
notemos que I0

0 = I0
1 = ∅ de tal manera que En = ∅ o Fn = ∅ para n = 0, 1.

Para n = 2, I0
2 = {4} y hacemos E2 = F2 = {4}. Aśı, para n ≥ 3 definimos

inductivamente

En+1 =
1⋃

α=0

ψn,α(Fn) y Fn+1 = ψn,0(En),

o bien

Fn+1 =
1⋃

α=0

ψn,α(En) y En+1 = ψn,0(Fn).

Nota: Acordamos a lo largo de este caṕıtulo que A × B = B × A.

Lema 6.5 Para cada n ≥ 2, se cumplen los siguientes enunciados:

(1) Las funciones ϕr
n y ψn,α son inyectivas.

(2) a) Para toda f ∈ Fn, existe e ∈ En+1 tal que

ψn,0(En) × ψn,0{f} ⊂ {e} × Fn+1



b) Para toda f ∈ Fn, existe e ∈ En−1 tal que

En × {f} ⊂
1⋃

α=0

ψn−1,α{e} ×
1⋃

α=0

ψn−1,α(Fn−1).

(3) |En| ≥ 2
n−3

2 , |Fn| ≥ 2
n−3

2 .

Demostración: (1) Sean i, j ∈ I0
n con i 
= j entonces:

ϕr
n(i) = i + r 
= j + r = ϕr

n(j),

y
ψn,α(i) = 2i + 4α 
= 2j + 4α = ψn,α(j)

para toda r = 0, 1, 2, 3 y α = 0, 1.

(2) a) Sea f ∈ Fn y tomemos {e} = ψn,0{f}. Por definición tenemos que
ψn,0(En) = Fn+1. Es claro que,

ψn,0(En) × ψn,0{f} ⊂ {e} × Fn+1.

b) Para cada f ∈ Fn escojamos e ∈ En−1 tal que ψn−1,0{e} = {f}. De
donde vemos que

{f} ⊂
1⋃

α=0

ψn−1,α{e},

y como En =
1⋃

α=0

ψn−1,α(Fn−1), concluimos que

En × {f} ⊂
1⋃

α=0

ψn−1,α{e} ×
1⋃

α=0

ψn−1,α(Fn−1).

(3) Procederemos por inducción. Si n = 2,

|E2| = |F2| = 1 ≥ 2
2−3
2 = 2−

1
2 .

Supongamos ahora que el resultado es valido para 1, 2, ...., n, probemos la
misma conclusión para el caso n + 1. Usando las hipótesis y las definiciones



de En, Fn respectivamente, obtenemos lo que deseamos,

|En+1| = 2|Fn| ≥ 2 · 2n−3
2 = 2

n−1
2 ≥ 2

(n+1)−3
2 ,

|Fn+1| = |En| = 2|Fn−1| ≥ 2 · 2n−4
2 = 2

n−2
2 = 2

(n+1)−3
2 .

�

Por último, para cada n ∈ N expresaremos a En como sigue:

En =
3∏

r=0

Er
n,

donde pedimos que |Er
n| ≥ 2

n−12
8 para cada r = 0, 1, 2, 3.

Definamos entonces las particiones de la siguiente manera:

∇n =
{
ϕr

n(Er
n × {f}) : f ∈

∏
s �=r

Es
n × Fn; r = 0, 1, 2, 3

}
y

Δn =
{
ϕr

n({e} ×
∏
s�=r

Es
n × Fn) : e ∈ Er

n; r = 0, 1, 2, 3
}
.

Tomemos B ∈ ∇n entonces

B = ϕr
n(Er

n × {f}), con f =
∏
s �=r

fs × f
′
, en donde f

′ ∈ Fn.

Notemos que para cada A ∈ Δn, |A∩B| ≤ 1. Para ver esto, observemos que

A = ϕr
n({e} ×

∏
s�=r

Es
n × Fn).

Si t 
= r, entonces A∩B = ∅. Si t = r, se tiene que A∩B = {ϕr
n(e× f)}. De

esta manera tendremos

‖
∑
i∈B

εie
∗
i ‖ = (

∑
A∈Δn

|A ∩ B|q)1/q = |{A ∈ Δn : A ∩ B 
= ∅}|1/q

= |B|1/q = m1/q
n ,



lo que prueba la condición 6.3.

Para demostrar 6.4, observamos de las fórmulas para yi que para toda εi

podemos reescribir∑
i∈B

εiyi = −
∑
s�=r

as

∑
i∈ϕs

n(Er
n×{f})

εiei + (−1)r

3∑
s=0

∑
i∈ϕs

n+1ψn,α(Er
n×{f})

εiei

−
∑

i∈ϕβ
n−1ψ−1

n−1,γ(Er
n×{f})

εiei +
∑

i∈ϕβ+1
n−1ψ−1

n−1,γ(Er
n×{f})

εiei; (6.6)

donde as ∈ {1, 2} y α, β, γ ∈ {0, 1, 2}.
Probaremos ahora que todos los conjuntos de ı́ndices en la ecuación 6.6 están
contenidos en algunos elementos de Δn−1, Δn, Δn+1 respectivamente:

i) Para s 
= r, Er
n ×{f} = Er

n × fs ×
∏

t�=s,t �=r ft × f
′ ⊂ fs ×

∏
t�=s Et

n ×Fn,
y entonces tenemos

ϕs
n(Er

n × {f}) ⊂ ϕs
n({fs} ×

∏
t�=s

Et
n × Fn) ∈ Δn,

ii) Por (2) del Lema 6.5, ϕs
n+1ψn,α(Er

n × {f}) ⊂ ϕs
n+1ψn,α(En × {f}) ⊂

ϕs
n+1({e} × Fn+1), para algún e =

∏3
s=0 es con es ∈ Es

n+1. Entonces

ϕs
n+1({e} × Fn+1) ⊂ ϕs

n+1({es} ×
∏
t�=s

Et
n+1 × Fn+1) ∈ Δn+1,

iii) Por (2) del Lema 6.5, ϕβ
n−1ψ

−1
n−1,γ(E

r
n×{f}) ⊂ ϕβ

n−1ψ
−1
n−1,γ(En×{f}) ⊂

ϕβ
n−1({e} × Fn−1), para algún e =

∏3
s=0 es con es ∈ Es

n−1. Entonces

ϕβ
n−1({e} × Fn−1) ⊂ ϕβ

n−1({eβ} ×
∏
s �=β

Es
n−1 × Fn−1) ∈ Δn−1.

Notemos que en la igualdad del lado derecho de la ecuación 6.6 tenemos 10
términos, y si A1, ...., A10 son subconjuntos de algunos elementos de Δn−1, Δn, Δn+1,
entonces podemos reescribir 6.6 como∑

i∈B

εiyi =
10∑

j=1

±
∑
i∈Aj

εiei,



con |Aj| = |B|, para cada j ≤ 10. Por lo tanto

‖
∑
i∈Aj

εiei‖ = |Aj|1/2 = |B|1/2 = m1/2
n .

Y por último

‖
∑
i∈B

εiyi‖ ≤ 10m1/2
n .

Finalmente notemos que 6.5 es clara para n lo suficientemente grande. �
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