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Resumen

Esta tesis tiene por objetivo la revision de la aplicacion del formalismo
de ecuaciones de amplitud al estudio de las inestabilidades que se presentan

en el sistema isotérmico doble difusivo. Especificamente:

(A) Se explica como se derivan las ecuaciones de amplitud a lo largo de la
rama estacionaria y oscilatoria utilizando la teoria de perturbaciones de tiem-

pos multiples.

(B) Con base en estas ecuaciones, se hace un anéalisis de los diferentes feno-
menos que este sistema presenta. Se muestra la existencia de un punto tri-
critico (PTC) en la rama estacionaria que esté suficientemente separado del
punto de codimension-2 (PC2) lo que haria accesible el estudio experimental
de la dindmica del sistema cerca de estos puntos.

(C) Se explica el fenémeno de histéresis que aparece en la rama estacionaria.

(D) Se muestra que las ecuaciones de amplitud en la rama oscilatoria predicen
que las ondas viajeras existen s6lo en la rama en si, indicandose la necesidad
de un célculo a quinto orden, con el cual seria posible predecir la estabilidad

de las ondas viajeras.

(E) Se bosqueja el comportamiento del sistema alrededor del PC2.



Capitulo 1

Introduccion

La conveccién es una nocién vieja que se remonta al siglo XVIII, fué us-
ada por Lomonossov y Hadley [1] para explicar movimientos atmosféricos,
que ciertamente es uno de los factores que determinan cambios climéticos.
El fenémeno de conveccion también desempena un papel fundamental en la
dindmica de las placas tectéonicas que determina el movimiento continental;
asi como en la circulaciéon en los ocednos; y en un contexto astrofisico, la
conveccidon juega un papel importante en la transferencia de calor y materia

en las estrellas.

El trabajo cientifico de la conveccion térmica comenzo con el trabajo de
Bénard (1905) y el analisis tedrico de Rayleigh (1916). Bénard estudié un
sistema convectivo simple, en muchos experimentos usé6 fluido calentado des-
de abajo (en la base del contenedor del fluido) y expuesto al ambiente en la
parte superior (que es menos caliente), con este arreglo la parte superior del
fluido , es libre de moverse y deformarse. Esta situacion es llamada convec-

cion de Bénard-Marangoni.

Bénard observo que al ir aumentando la temperatura del sistema , en la super-

ficie libre del fluido se formaban celdas de figuras regulares , casi-poligonos de



cuatro a siete lados evolucionando a hexagonos regulares e igualmente espaci-
ados, tal fenomeno se debe a la conveccion térmica. Cuando la capa del fluido
es muy delgada (menos de un milimetro), van desapareciendo los hexégonos
y se presenta una deformaciéon que rompe la capa de fluido, este fenémeno
se debe en este caso, a la variacion de la tension superficial que aumenta al
disminuir la temperatura. Este ultimo fenémeno se conoce como conveccion
Marangoni de onda larga, y por raro que parezca, su implementaciéon y com-
probacién experimental se llevo a cabo hace poco mas de una década, lo que
condujo a estudios tedricos que modelaran lo observado [2].

En 1900, la conveccion se volvid el principal tema de investigacion de
Rayleigh, en uno de sus articulos publicados en 1916 explicoé lo que ahora
es conocido como la conveccion Rayleigh-Bénard. La conveccion Rayleigh-
Bénard es el estudio de la inestabilidad de una capa de fluido confinado entre
dos placas horizontales separadas una distancia d y sometido a un gradi-
ente vertical de temperatura. Llamaremos 15 y 17 a la temperatura de la
placa inferior y superior del contenedor del fluido respectivamente. Se dice
que el sistema se encuentra en el estado conductivo cuando el fluido esté en
reposo, y la temperatura varia linealmente de acuerdo a la ley de Fourier
T(z) = Ty — Bz, donde 3 = AT/d y AT = Ty — T} para una altura d de
la celda. Como T, > T} el fluido que se encuentra mas cerca de la placa
inferior serd menos denso que el que se encuentra cerca de la placa superior,
esta es una situacion de inestabilidad, pues fluido pesado se encuentra en
la parte superior del contenedor de fluido mientras que fluido mas ligero en
la parte inferior, en algiin momento esta situacion se revertira. Si al inicia-
rse el movimiento, poco después el sistema llega nuevamente al reposo, se
dice que el sistema es estable, pero habra un valor de 5 = (3, para el que el

sistema ya no regrese al reposo, y entonces se dice que el sistema es inestable.

Para entender las causas de la convecion térmica, fijémonos en un elemen-

to de fluido que esta mas caliente (y por tanto menos denso) en una region



maés fria (y por tanto méas densa), este elemento, por ser menos denso que la
region que lo rodea experimentara una fuerza de empuje hacia arriba de Ar-
quimedes y empezara a subir. Sin embargo, por efectos de difusién de calor,
el elemento de fluido iré equilibrando su temperatura con sus alrededores,
esto se realizara rapida o lentamente de acuerdo al coeficiente de difusion del
fluido, y esa fuerza de empuje disminuira y el elemento se empezara a parar,
a esta desaceleracién también contribuird la viscosidad. Asi que habré una
“competencia” entre el gradiente de temperatura por un lado (que desesta-
biliza al sistema) y la difusion y viscosidad que lo estabiliza. Dependiendo
de estos mecanismos, el movimiento permanecerd o desaparecera. Este gra-
diente, no necesariamente debe ser de temperatura, podria ser de la concen-
tracion de una sustancia que se difunde en el fluido convectivo, por ejemplo
la salinidad en los mares. O pueden estar las dos presentes: gradientes de
salinidad y temperatura. Dependiendo de como sean estos gradientes, éstos

pueden ser estabilizadores o desestabilizadores.

El estudio de la dindmica de una capa de fluido en el que hay gradientes
de dos propiedades con diferente coeficientes de difusion que tienen efec-
tos opuestos en la distribucion de densidad del sistema, es conocido como
Conveccion Doble Difusiva. Su estudio inicié pensando en una aplicacion a
oceanografia [3|. Pero sus aplicaciones se han expandido hacia campos como
la ingenieria quimica, la astrofisica, la metalurgia y la ciencia de materiales,
y en geofisica. Los componentes mas comunmente usados en sistemas doble
difusivos han sido la temperatura y la salinidad. Nosotros nos interesamos
en el estudio experimental llevado a cabo por A. Predtechensky et al que
fueron isotérmicos, y el flujo convectivo se originé por el gradiente de dos
concentraciones. El sistema consiste de una capa delgada de fluido confinada
entre dos contenedores paralelos horizontales de longitud L y ancho w sep-
arados una distancia d (celda Helle-Shaw). En este sistema se impone una
concentracion fija ¢y de una substancia que se difunde rapido en la parte

superior de la celda, y una concentracion fija ¢y de una sustancia que se di-



funde lentamente desde la base del contenedor. La sustancia que se difunde
desde arriba crea un efecto desestabilizador, la que se difunde desde abajo

crea un efecto estabilizador.

A diferencia de la conveccién térmica en este sistema convectivo isotér-
mico se observan 3 tipos de movimientos: el movimiento estacionario, el
movimiento oscilatorio y una region donde hay una lucha de estas inesta-
bilidades.

Por otra parte, las concentraciones cy y ¢, en el estado convectivo, varfan
con la posicion y el tiempo: ¢; = ¢f(z, 2,t) ¥ ¢s = cs(x, z,t). Sin embargo, en
el estado conductivo, cuando el fluido esta en reposo (recuérdese que cpy y
¢cso estan fijas en la parte superior e inferior de la celda respectivamente) se

tiene el siguiente comportamiento (ver apéndice A):

9 (2) = ¢y (1 - 2)

&(2) = cso (2)

<L
Il
o

de modo que

0 =0 v ) =0

El superindice “c¢” significa que la concentracién corresponde al “compor-
tamiento conductivo”, donde la concentracion es lineal como se muestra en
la figura (1.1). Cuando se tienen una perturbacion del estado conductivo, ex-
iste movimiento, y la concentracién ya no tiene un caracter lineal, y entonces

escribimos



Figura 1.1: Comportamiento lineal de las concentraciones en el estado con-
ductivo.

cs(x, 2, t) = cff)(z) + ns(z, 2, 1)

cp(z,2,t) = ¢ (2) +mp(x, 2,1)

donde 7 y 1y son las desviaciones en las concentraciones del estado con-
ductivo, si las perturbaciiones no mueren, se dice que estamos en el estado

convectivo.

Como las concentraciones son fijas en la parte superior e inferior de la
celda, las perturbaciones de las concentraciones en z = 0,1 deben anularse,

se asume también que la velocidad se anula en las fronteras verticales . Asi
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las condiciones de frontera son:

ns=n;=0 , =0 en z2=0,1 (1.1)

Ademas como L >> d se asume periodicidad en la direccion x. El valor tipico

en los experimentos de Predtechensky de L/d es de 20.

En el capitulo 2 se introduciran las ecuaciones de movimiento para las concen-
traciones, ademas la ecuacion de continuidad y la ecuaciéon de Navier-Stokes.
Es conveniente trabajar sin unidades ya que facilita el manejo de las expre-
siones en los calculos, en este capitulo adimensionalizaremos las ecuaciones
de movimiento que describen al sistema y esto nos llevara a la introducciéon

de los nimeros de Rayleigh, Lewis y Schmidth.

En el capitulo 3 se realizard un anélisis de estabilidad lineal del sistema
de ecuaciones de movimiento, este analisis nos permitira establecer el diagra-
ma de estabilidad en el espacio de parametros (los nimeros de Rayleigh) y
localizar el punto de competencia entre la inestabilidad estacionaria y oscila-

toria.

En los capitulos 4-6 se derivan las ecuaciones de amplitud para los tres
tipos de fenémenos que aparecen en el umbral de la conveccién, estas ecua-
ciones son modelos matematicos que describen el comportamiento de la am-
plitud de las perturbaciones del sistema en regiones cercanas a tal umbral de
conveccion. Finalizamos con algunas conclusiones. Los calculos omitidos en

el texto de los capitulos se encuentran en mayor detalle en los apéndices.
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Capitulo 2

Descripcién del Sistema

2.1. Introduccion

El estudio de la dinamica de capas de fluido en el que hay dos gradientes
de propiedades que tienen coeficientes de difusion diferentes se conoce como
conveccion doble difusiva. La méas conocida y estudiada es la que involucra
la difusiéon de calor y salinidad, la asi llamada conveccién termosalina. El
estudio en este trabajo se enfoca en la conveccion de un fluido isotérmico en
una geometria Hele-Shaw, la conveccion se genera debido a la imposicion de
dos gradientes de concentraciones de dos especies con coeficientes de difusion
distintos. En este sistema, el fluido esta confinado en una celda Hele-Shaw,
un paralelepipedo de altura d, longitud L y anchura w dos placas paralelas
de longutud L separados una distancia d (ver figura 2.1). En este sistema dos
sustancias se difunden en el fluido, una se difunde lentamente (desde el fondo
de la celda ) mientras la segunda sustancia se difunde rapidamente (desde
la parte superior de la celda). El sistema se considerara dos dimensional ya
que w << d. Esta celda Hele-Shaw habia sido considerada tnicamente en
estudios teodricos y no se habia usado en experimentos de convecciéon térmica
por el problema de conduccion de calor a través de las paredes laterales, en

nuestro problema isotérmico la condiciéon correspondiente de paredes imper-
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meables se satisface plenamente.

SUSTANCIA DE
DIFUSION RAPIDA

d FLUIDO CONVECTIVO

SUSTANCIA DE
DIFUSION LENTA

A

MOVIMIENTO CONVECTIVO

Figura 2.1: Sistema de conveccion. Arriba: Se muestra el disenio experimental
de una celda Hele-Shaw para la conveccion isotérmica doble difusiva, se mues-
tra el fluido confinado y las dos reservas de las sustancias que se disuelven.
Abajo: Se muestra el movimiento convectivo del sistema y las dimensiones
de la celda Hele-Shaw .

En el experimento de Predtechensky que se describe en la referencia [5]
la concentracion en la parte superior e inferior de la celda se mantienen fijas,
Cfo Y Cso respectivamente. Las dos concentraciones son dos pardmetros que
pueden variarse experimentalmente y para manejarlos sin dimensiones intro-

ducimos los niimeros de Rayleigh que se definen como
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R, = aiciogdw2/12l/Df (2.1)

donde «; es la derivada de la densidad con respecto a ¢; y dividido entre la
densidad del fluido convectivo cuando no se han disuelto las dos sustancias
(¢ = s,f), Dy es el coeficiente de difusion de la sustancia que se difunde
rapidamente, d es la altura de la celda, w es la separacion de las dos paredes
verticales (anchura de la celda), g es la aceleracion de la gravedad y v es la

viscosidad cinemética.

Es en el caso doble difusivo en el que se observa la bifurcacion Hopf,
es decir, la conveccion oscilatoria. En la conveccion puramente térmica sin
salinidad, o en su equivalente, la conveccién en que sélo se difunde una es-
pecie desde la parte superior de la celda, en el umbral de la convecciéon solo
aparece el caso estacionario. Trataremos primero de explicar el mecanismo
de conveccion en el caso puramente térmico. Consideremos un elemento de
fluido (e.f.) situado en una altura z con temperatura 7'(z), si por una pertur-
bacién se coloca este elemento en la posicion z + h donde la temperatura del
entorno es menor (7'(z 4+ h) < T(z)), se encontrara por tanto en un entorno
mas pesado que el elemento mismo, y tenderd a subir (ver figura 2.2) con
una velocidad V', la magnitud de esta velocidad dependeré de la diferencia de
densidades entre las posiciones z y z + h, y esa diferencia dependera también
de la diferencia de temperatura. Pero al mismo tiempo su temperatura se
difundir4 al entorno, si esto lo hace rapidamente, entonces se equilibraran las
temperaturas del entorno y del e.f. adquiriendo ambos la misma densidad y
el movimiento tenderd a cesar. La viscosidad también ayuda a disminuir la
magnitud de la velocidad. Asi que el gradiente de temperatura es desestabi-
lizador (promueve el movimiento de perturbaciones) y la difusion y viscosidad
son estabilizadores (promueven el reposo de perturbaciones). Habra un valor
critico del gradiente de temperatura entre la base y la parte superior del re-

cipiente para el cual el movimiento no se detendra y tendremos conveccion.
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La interaccion entre los campos de velocidades y las concentraciones que
causan la convecciéon es muy complicada. No obstante, el mecanismo béasico
que produce conveccion oscilatoria propia de sistemas doble difusivos, puede
explicarse considerando nuevamente un e.f. en un medio con los dos gradi-
entes de concentraciones. Si el e.f. se desplaza por una perturbacion hacia
arriba desde su posicion inicial z donde tiene concentraciones cs(z) y cy(2),
se mueve a una vecindad de fluido que tiene una concentracion cs(z+h) may-
or que la que tiene el e.f, pero menor de la especie que se difunde lentamente
¢s(z + h). En la figura (2.3), el circulo punteado representa el e.f. que tiene
un ¢y interior menor que el ¢y de su entorno, asi que habra un flujo rapido
de tal sustancia rapida al e.f. Habra también un flujo lento de ¢, desde el
interior hacia el entorno externo, el efecto neto sera que el e.f se pondra mas
pesado que su entorno y descendera (la viscosidad también ayuda a detener el
movimiento siempre). Al descender, con valores adecuados de los pardmetros,
pasard mas alla de su posicion original, y al mismo tiempo ird difundiendo
la especie rapida hacia su exterior haciendose mas ligera, y volvera a subir.

Tales oscilaciones se han observado en sistemas doble difusivos.

Un estado del sistema se fija, fijando estos parametros experimentales, Ry
y Ry. Si el estado conductivo (es decir, cuando el fluido esta en reposo) se
perturba ligeramente, estas perturbaciones crecerédn o decaeran, dependiendo
de los valores de los numeros de Rayleigh. Si la perturbacion crece, el sistema
saltara del estado conductivo a uno en el que la velocidad es diferente de cero.
Asi que este estado lo veremos como la superposicion del estado conducti-
vo mas una perturbacion. Las ecuaciones de movimiento que escribiremos
en la siguiente seccién, son las ecuaciones hidrodinamicas que gobiernan la

dindmica de esta perturbacion.
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2.2. Ecuaciones de Movimiento

Las ecuaciones de movimiento que describen el sistema son la ecuacion de
continuidad para fluidos incompresibles (2.2), la ecuacion de Navier-Stokes
(2.3) y otras dos ecuaciones que describen la evolucion de las concentraciones

de difusion rapida ¢y y lenta ¢, en el tiempo (2.5), (2.4).

V-ur=0 (2.2)
ov B R 1 . gAp
— + (T V)T = ——Vp+vVir4+ =L 2.3
5+ TV 7=~y = 23)
aac; 4 (7-V)e, = DV, (2.4)
T 2
E‘F(U'V) Cf :va Cf (25)

Donde 9(z, z,t) es el campo vectorial de velocidades del fluido, py es la den-
sidad del fluido convectivo cuando no se han disuelto las dos sustancias,

Ap = p(es, cp) — p(cgc), cgf)).

La especificacion completa de un experimento de conveccion requiere in-
formacion de las propiedades fisicas y geométricas de las paredes que encier-
ran al fluido, en nuestro sistema las paredes verticales aislan al fluido y sélo
las paredes horizontales participan en el proceso de difusion, esto hace posi-
ble que el movimiento de este sistema esté descrito en dos dimensiones y que
la aproximaciéon de Hele Shaw se ajuste a este sistema, ya que el movimien-
to de transferencia de las concentraciones esta dado en las direcciones z y
x. Mateméaticamente la aproximacion Hele Shaw consiste en reemplazar el
término vV27 por el término —12%% (ver apéndice B), asi la ecuacion (2.3)

adquiere la forma:
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ov

- L1 v gAp
BT +(U-V)v=

vp— 1225+ 20 (2.6)
Po w Po

Si las concentraciones de las sustancias no son muy grandes, aplicamos la
aproximacion de Boussineq que consiste en ignorar las variaciones de la den-
sidad en todos los términos de las ecuaciones de movimiento, excepto en el

término de la fuerza externa [13].

Es conveniente usar las ecuaciones de movimiento sin unidades con este fin

utilizamos el siguiente cambio de variable.

= — = — V= —0
P d D;
. Ns . Ui
M= ="

Donde las unidades con gorrito son unidades sin dimensiones. Como Dy >
Dy, el tiempo caracteristico para las sustancias de difusion rapida t; = [d)—j es
maéas pequeno que el tiempo caracteristico para las sustancias de difusion lenta
ty = g—i y en cuanto a mediciéon de tiempo es mejor comparar con intérvalos
de tiempo mas pequenos, por esta razon usamos el tiempo caracteristico ¢f

para adimensionalizar:

Dy
't

El movimiento convectivo se realiza en la direccion z,z (w << d) pero es en

t= (2.7)

la direccion z donde se tienen los gradientes de concentracion que provocan
el movimiento, por tanto adimensionalizarémos las variables espaciales con

d. Para adimensionalizar velocidades utilizamos:



Para adimensionalizar las expresiones n4(z, z,t) v ns(x, z,t) se multiplican

por i y —$ respectivamente, donde el signo menos es usado por convencion
S

va que las concentraciones tienen un efecto estabilizador y desestabilizador

respectivamente .

Para problemas 2-dimensionales, es conveniente introducir la asi llamada
funcion de corriente 9 (x, z), su definicion esta dada por: ¥ = (9,1, 0, —0,)
de este modo se tendran ecuaciones para 1 (una funcion escalar) en lugar de
U (un campo vectorial). Ademéas, como el fluido se considera incompresible, la
ecuacion de continuidad V - ¢ = 0 se satisface automaticamente al introducir
la funcién de corriente, y asi ya no la consideraremos en nuestro estudio. Para
quitar dimensiones a 1) se utiliza: 1& = le'

Con estos cambios de variables, los operadores adquieren la forma :

0 10 0 Dy 0 1 1.

— = == — o == Vx — =V x V- -V

ox  doz ot o T T
Despues de aplicar el rotacional a la ecuacion de Navier Stokes, y de adimen-
sionalizar las ecuaciones en la forma arriba indicada, obtenemos el sistema
de ecuaciones de movimiento (2.8), (2.9) y (2.10) el cual es equivalente a
las ecuaciones (2.3), (2.4) y (2.5) respectivamente (ver apéndice C para los

detalles).

ot
—r Vi + 4 0 = T (,7) (2.9)
aﬁf 2. T
20—y 4 0wt = T (i) (2.10)

18



Donde J(f,g) = (0.f0.9 — 0,f0.g) es el parentesis de Poisson, o es el

namero de Schmidt definido como:
o = 12vd®/Djw* (2.11)

v 7 el nimero de Lewis que es la razén entre las constantes de difusion
7 = D,/D;. Las ecuaciones (2.8), (2.9) y (2.10) tambien se pueden expresar

en forma matricial como:

G+ V? R0, R0, 0 LI(p, V)
8$ —TV2 + at 0 775 = J(wa 775)
O 0 —Vi+o ) \ (4, my)
(2.12)

donde hemos omitido los “gorritos” a las variables.

En los experimentos realizados por Predtechensky, el nimero de Schmidt
es del orden de 10° [5] entonces el sistema de ecuaciones adimensionales, en
la aproximacion de Boussineq, en el limite 0 — oo queda de la siguiente

manera:

V2 _Rsax Rfa;c 0
9, —TV>+0, 0 =\ J@.n,) (2.13)

—

Donde &(z, z,t) es un campo vectorial cuyas componentes son la funcion de
corriente 1 y las desviaciones de las concentraciones 7, y 71y con respecto al

estado conductivo, es decir, el campo vectorial £(x, z,t) esta dado por:

T
I

s
Ny
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Nosotros trabajaremos con estas ecuaciones junto con las condiciones de fron-

tera discutidas anteriormente

Y=ns=nr=0 en z=0,1 (2.14)

y periodicidad en la direccion x. En el capitulo siguiente haremos el analisis

de estabilidad lineal de estas ecuaciones de movimiento.
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z+h

T()

Caliente

Figura 2.2: Si un elemento de fluido (circulo continuo) se desplaza hacia
arriba, sus alrededores estaran mas frios y por tanto mas pesados que él, lo
que ocasionaréd que lo empujen hacia arriba con una velocidad V', entre mas
grande sea la diferencia de temperatura 7'(z) — T'(z + h) mas grande sera
la diferencia de la densidad y mayor el empuje hacia arriba del e.f. Ademas
decrecerd su temperatura por difusion haciendo que decrezca la fuerza de

flotacion ascendente. La viscosidad también tratara de parar el movimiento.
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(6

z+h
Cs(z+h)>Cs(z)
Cf(z)<Cf(z+h)

Figura 2.3: Si un elemento de fluido (circulo continuo) se desplaza hacia arriba
a la posicion indicada por el circulo punteado, sus alrededores tendran c;
mayor y ¢, menor, asi que habra un flujo rdpido de tal sustancia rapida hacia
el interior del e.f. Habra también un flujo lento de ¢, desde el interior hacia
el entorno externo, el efecto neto sera que el e.f se pondra méas pesado que su
entorno y descendera. Al descender, con valores adecuados de los parametros,
pasarda mas alla de su posicion original, y al mismo tiempo ird difundiendo

la especie rapida hacia su exterior haciendose mas ligera, y volveré a subir.
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Capitulo 3

Analisis de Estabilidad Lineal

3.1. Introduccion

La dindmica de un sistema ya sea fisico, bioldgico, quimico, econémico,
étc., generalmente se modela a través de un sistema de ecuaciones diferen-
ciales que pueden surgir de leyes méas fundamentales 6 modelos empiricos. En
nuestro caso, la dindmica de nuestro sistema es gobernada por las ecuaciones
(2.12), para un sistema mecénico, la dindmica sera gobernada por las ecua-
ciones de Newton, Lagrange 6 Hamilton, y asi sucesivamente. El propoésito de
la teoria de estabilidad lineal, es estudiar bajo que condiciones un estado de
un sistema (en nuestro caso, por ejemplo, el estado conductivo) es inestable
ante pequenas perturbaciones, es decir, las circunstancias bajo las cuales un
estado del sistema sufrird una transicion a otro estado de movimiento (o
solucion de las ecuaciones). En cualquier sistema fisico es inevitable la pres-
encia de perturbaciones, aun cuando se tengan experimentos cuidadosamente
controlados, éstas estaran presentes. Entonces la pregunta es si estas pertur-
baciones creceran llevando al sistema a otro estado, en cuyo caso se dice que
el sistema es inestable, ¢ si estas perturbaciones no creceran y eventualmente
se anularan, permaneciendo el sistema de este modo, en el mismo estado, en

cuyo caso el sistema se dice que es estable.
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En este capitulo realizaremos el analisis de estabilidad lineal del estado
conductivo. Para tener una idea mas clara al respecto, expondremos breve-
mente la idea central de la teoria de estabilidad lineal como aparecen en los
libros de texto de dinamica nolineal y caos |7]. Dicho analisis se hace alrede-
dor de sus puntos fijos, que definiremos en la siguiente seccién (en nuestro
caso, el “punto” fijo serfa el estado conductivo). En los textos, generalmente
se realiza el anélisis a ecuaciones de la forma 7 = f| (Z), esto no debe ex-
traniarnos pues siempre es posible escribir ecuaciones de orden superior en
esta forma, por ejemplo, la ecuacion del oscilador arménico amortiguado y
forzado

A’z dx

w T w

se puede escribir en la forma indicada introduciendo la variable y = &, de

+ wor = Feos(wt) (3.1)

este modo se tendria el sistema

T=1
Uy = —vy — wor + Fcos(wt)

Aunque como veremos, no es absolutamente indispensable escribir las ecua-
ciones de esta forma. En la siguiente secciéon, trataremos el caso en que ten-
emos s6lo una ecuacién diferencial, y después el caso de n ecuaciones difer-

enciales.

3.2. (Caso 1-dimensional

Consideremos la ecuacion diferencial

T = f(x), (3.2)
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donde f es una funciéon de una sola variable real bien comportada (continua
y su primera derivada también continua). Decimos que Z es un punto fijo si
f(@) =0.

Una vez localizados los puntos fijos, uno puede colocarse "cerca” de uno de
ellos (en el punto z(t)) y preguntarse por la evolucion de z(t). Este punto x(t)
puede alejarse, acercarse, o mantenerse moviendo alrededor del punto fijo z.
La clasificacion de los puntos fijos se da en base a estos comportamientos de
un punto “cercano” x(t). Iniciemos analizando la estabilidad de un punto fijo
z de la ecuacion diferencial (3.2) considerando una perturbacion alrededor
del punto fijo #, que llamaremos 7, la cual expresaremos como

asi que z(t) = n(t) + T es un punto alejado de ¥ por una "distancia" 7,
que consideraremos pequenia. Una pregunta natural es como evoluciona 7(t)
en el tiempo (o equivalentmente, como evoluciona un punto ’'cercano’ x(t)).

Deseamos entonces obtener una ecuacién para 7, que sera

dn d . dx
= gza[x(ﬂ—l’]:a
= &) = flz) = f(n+ 1) (3.3)

Hagamos una linealizacion de 7 (es decir, despreciaremos los términos de
orden iguales y superiores a 1?) por medio de la expansion en serie de Taylor

de f(n+ 7)

no= f(@)+ (g—i)i (x — &)+ 0z — 7)’]. (3.4)

Si consideramos que 17 << 1 podremos despreciar los términos de orden 2 y

mayores, asi la ecuacion (3.4) nos queda

n=f(T)n
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Resolviendo esta ecuacién diferencial tendremos que 7 = 1y e/’ @* donde 7,
la perturbacién inicial, es una constante. Podemos ahora observar que su
solucion esté determinada por el signo que tome f'(Z) entonces: si f'(z) > 0,
n crece, decimos que Z es un punto inestable. Si f'(z) < 0, n decrece, decimos

que T es punto estable.

Notamos que la estabilidad de un punto fijo, en el caso 1-dimensional,
depende del signo de la primera derivada de la funcién f en el punto fijo
bajo consideraciéon. Para el caso de n variables, la derivada de la funcion ya
no es simplemente un niimero, y necesitaremos otro criterio. A continuacion

analizamos el caso n—dimensional.

3.3. C(Caso n-dimensional

Ahora analizaremos el caso de n variables. Consideremos al sistema

ar -

= (35)

donde f: R — R™, es una funcién de clase C'. En componentes (3.5) se ve

COo1mo

I fl(x)
. dr T2 =, fo(z)
Pt == |

decimos que Z es un punto fijo si f(Z) = 0.

Si consideramos un punto Z(t) cercano a I, éste lo escribiremos como

F(t) =7+ (3.6)
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Las componentes de cada vector son

f:({L‘ll'Ql'n), i‘:(i’lfgi'n), 77:(7717727]n)

Ahora analicemos como cambia 77 con respecto al tiempo. Derivando la ecuacion

(3.6) tenemos

ﬁ_d@+w_dﬁ
dt — dt dt dt

Desarrollando en serie de Taylor la i—ésima componente de f(Z) uno llega a

ho= @)+ 2@ ) (3.7)

donde i = 1,2,3,...n. Si consideramos que << 1 despreciaremos los térmi-
nos de orden 2 en 7, conservando s6lo los términos lineales. De esta manera

encontramos que la ecuacion para 7j(t) es

=3 (5. 2

J=1

La matriz Jacobiana

<§Z>J:J (3.9)

se evalta en el punto fijo . La ecuacion (3.8) escrita en forma matricial es

1= Ji

con la experiencia en el caso 1-dimensional, proponemos una soluciéon de la

forma

At (3.10)

=i
I

S
]
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Este resultado nos conduce a un problema de valores propios: J7jy = Ajy. Los

valores propios determinaran el caricter de un punto fijo.

Un ejemplo de linearizacion alrededor del punto fijo 0, lo veremos con el

sistema

(3.11)

La matriz Jacobiana es,

J— fu fie _ po—1
for fa2 i I p

Donde f;; = 0f;/0x; y ®1 = x, x5 = y. Como puede verse inmediatamente,

la ecuacion linearizada ¥ = JZ es

Jb:fl(x,y):,ux—y
v = folw,y) =+ py

que equivale a simplemente despreciar los términos no-lineales en la (3.11).

Una clasificacion completa para el caso 2-dimensional se encuentra en [7].
Ya no la haremos aqui, el proposito de estas primeras secciones era dar no-
ciones generales de la teoria de estabilidad lineal, necesarias para prepararnos
para la siguiente seccion, en el que realizaremos el anélisis de estabilidad lin-
eal al estado conductivo.

3.4. Estabilidad Lineal

Para realizar el analisis de estabilidad lineal, escribimos la solucién como

una superposicion de ondas viajeras a la derecha y a la izquierda
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. iAR —iAp
g(:r, z,t) = 3 Car | exp(Mt —igx)+ | Car exp(At + iqx) | sin(mz)+cc

Crir Chr
(3.12)

Este campo vectorial cumple con la condiciones de frontera impuestas en el

capitulo 1. Sustituiremos este campo vectorial en las ecuaciones linearizadas

(12 41)V2 —R0D, R0, "
0, —7V240, 0 ns | =1 0 (3.13)
a:r 0 —V2 + 8t ny 0

que se obtuvieron de (2.13) simplemente despreciando los términos no lin-

cales.

La evolucion temporal exp(At) esta determinada por el valor de A =
A + i\, cuando A, > 0, la perturbacion crecerd hasta que el sistema no
pueda ser descrito por una aproximacion lineal, en esta situaciéon decimos
que este modo es inestable. Si A\, = 0, se dice que el modo es neutralmente
estable, si A\, < 0 decimos que el modo es asintéticamente estable 6 lineal-
mente estable. Si \; # 0 mientras A\, — 0 para alguna perturbacion se tiene
una inestabilidad oscilatoria. Si A\; = 0 mientras A, — 0 tenemos una inesta-

bilidad estacionaria.

Introduciendo (3.12) en el sistema lineal (3.13), obtenemos un sistema de
ecuaciones para los coeficientes Ag, Cs1r y Cr1g (similarmente para Ay, Cyp,

y Cpir ) para cada modo.

A
<— + 1) kQAR — R,qCar + quCflr =0 (3.14)
o
gAr+ (A +7k%) Car =0 (3.15)
AR+ A+ k) Crr=0 (3.16)
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(% + 1) —Ryq Ryq U1g
q ()\ + Tk'2) 0 Cis = 0 (317)
0 A+ k2) Crir 0

Donde k% = 72 + ¢%. Este sistema tiene solucion distinta de la trivial si
el determinante de la matriz del sistema (3.17) es igual a cero, de aqui se

obtiene la siguiente relacion de dispersion.

A ¢ ( Ry R,
AN - 3.18
s TR <)\+k2 A+rk2> (3.18)

De esta ecuaciéon en términos de \ se obtiene la ecuaciéon cibica \* —

as)\? + a1\ — ag = 0 con coeficientes reales as, a1 v ao.

q20 2

)\3—)\2(—71{:2—k2—0)+)\(7k4+0k2+07k2—Rf——i—qu—O)—(—07k4+qu207'—R8q20) =0

k2 k?

Para el modo estacionario (A = 0) se tiene que ag = 0 y de aqui se obtiene :

Ry k!
— 4+ —
T

(s) _
R p

¢ = (3.19)

Para la inestabilidad oscilatoria A = %)\

:FZ/\f) + (12)\? + alz')\i — Qy = 0

se deben cumplir dos condiciones sobre los coeficientes ag, a1 y as, la primera
condicién: ay = ajas y la segunda condicion: a; = A?. De la primera condiciéon
se obtiene el siguiente valor critico de R;OC), el cual determina el comienzo del

movimiento en la rama oscilatoria.

K1+ o E*

R(O): s
fe k24 ¢?+o

(t+1) (7K + o) (3.20)
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Mientras que de la segunda condiciéon obtenemos la frecuencia de os-

cilacion,

2

qo 0
N o=wp =Tk? (k’2 + U) +ok? + §5) (Rs - Rf) (3.21)
2
qo
G= 4 (-7 R, (3.22)

Para la inestabilidad estacionaria el minimo valor de ¢. a la cual la inesta-
bilidad ocurre es 7, se obtiene encontrando el minimo de la ecuacion (3.18)
y es independiente del valor de o, sin embargo el valor minimo ¢. para la
inestabilidad oscilatoria es 7 s6lo cuando o~! — 0. En esta aproximacion,
el valor critico del niumero Rayleigh para las inestabilidades estacionaria y

oscilatoria son:

S RS o
R =Z4aw  y  RY=R+4(l+7)  (32)

1

Sustituyendo ¢. = 7 en la ecuacion (3.22), en el limite 0~' — 0 tenemos:

wi = A +7* (1 —7) R, (3.24)

Igualando R(f‘? y R(foc) de las ecuaciones (3.23) obtenemos el punto de codimension-
2 definido como el punto de interseccién de la rama estacionaria y la rama

oscilatoria. Los niimeros de Rayleigh en este punto estan dados por:

2
(2) 47
y Ry = T (3.25)

4Am?r?

R(CQ) _
# 1—7

Sustituyendo (3.25) en la ecuacion de la frecuencia (3.24) se obtiene w? = 0.
La frecuencia se hace compleja para R; menores al punto de codimension-2,

por lo que la rama estacionaria se termina precisamente ahi.
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La figura (3.1) resume lo visto en este capitulo, es el diagrama de esta-

bilidad lineal en el espacio de los parametros Ry, R.
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Rf
Region Estable

PC-2
Rama Oscilatoria

Rama Estacionaria Region Inestable

Figura 3.1: Diagrama de estabilidad lineal, como funcion de los niimeros de
Rayleigh R, y Ry, la grafica divide el plano (R, Ry) en 2 regiones una es-
table y una inestable. La grafica esta compuesta de dos rectas de diferente
pendiente, la recta de pendiente mayor es la Rama Estacionaria, la recta de
pendiente menor es la Oscilatoria, el punto de intersecciéon de ambas rectas
6 punto de codimensiéon-2 donde hay una competencia de las dos inestabili-
dades.
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Capitulo 4

Conveccion en la Rama

Estacionaria

4.1. Introducciéon

Hasta ahora lo que hemos hecho es describir el sistema fisico, objeto del
estudio, adimensionalizando las ecuaciones de movimiento de las perturba-
ciones respecto al estado conductivo, y realizado el analisis de estabilidad
lineal que nos permite dibujar el diagrama de estabilidad del sistema. Con
este diagrama, tenemos una idea de la dindmica que uno espera encontrar
dependiendo de los parametros experimentales con los que preparemos al
sistema. Pero el analisis de estabilidad lineal ya no nos proporciona mas in-
formacion del comportamiento del sistema, asi que no podemos evitar lidear
con las ecuaciones completas nolineales para poder decir méas de la dindmica.
Como es bien sabido, encontrar soluciones exactas a las ecuaciones hidrod-
indmicas es en la mayoria de los casos de interés, simplemente imposible.
Asi que uno puede resolver las ecuaciones por métodos numéricos, que por
cierto no es una tarea nada sencilla, ni réapida. Pero ain asi, si ya tuvier-
amos un co6digo, uno se pregunta, qué parametros usariamos, que esperaria

uno encontrar con éstos?. Hay un camino analitico que nos da un poco mas
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de luz y que puede servir de guia incluso a las simulaciones numéricas, al
menos, en la vecindad de las ramas de bifurcacion, ya sea la estacionaria, o
la oscilatoria, o bien en su interseccion, donde éstas compiten. Este camino
es el de los métodos aproximados. Para nuestro caso, ya tenemos la solucion
del estado conductivo (el fluido en reposo), y la solucion en el umbral de la
inestabilidad que esta dada por la soluciéon que usamos para realizar el anali-
sis de estabilidad lineal (3.12). Lo tnico que no conocemos en esa expresion,
son las amplitudes, Ar y Ap, que experimentalmente se observa que varian
lentamente en el tiempo hasta que adquieren un valor fijo, al menos en la
rama oscilatoria [5], [6]. De modo que en este sistema, se tienen al menos
dos escalas de tiempo, la de la oscilaciéon dadas por el valor de A = wy que
aparece en (3.12), y la de la amplitud. De modo que si queremos buscar una
solucion aproximada en la vecindad del umbral de la inestabilidad, debemos

tomar en cuenta el hecho de la existencia de varias escalas de tiempo.

Es sabido que la teoria de perturbaciones regulares falla en problemas
con méas de una escala temporal. En la seccion siguiente, se expondra muy
brevemente un ejemplo de falla de esta teorfa en un ejemplo muy simple,
y c6mo se corrige con la teoria de perturbaciones de tiempos miltiples. No
pretendemos realizar una exposicion en detalle, solo clarificar las ideas. Es-
tudios muy detallados se encuentran por ejemplo en la tesis doctoral de D.
Williams [8], o en el trabajo de Dangelmayr et al [9], o en algunos libros
de texto avanzado [1]. Las aplicaciones del formalismo de las ecuaciones de
amplitud, van mas alla del ambito de la dinamica de los fluidos, incluyen
aplicaciones en Biologia [10], en 6ptica [11], étc., por mencionar solo un par
de trabajos. Mas referencias se encuentran en [12].
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4.2. Teoria de Perturbaciones Regulares

[lustraremos la teorfa de perturbaciones con osciladores debilmente no-

lineales, esto es, ecuaciones de la forma
2

C;Tf+x+ef(x,x'):0 (4.1)

donde ¢ << 1 y f es una funcién suave de sus argumentos. Dos de los

ejemplos clésicos son la ecuacion de van der Pol di/dt + x + e(2? — 1) = 0,

y la ecuacion de Duffing di/dt + = + ex® = 0. Cuando ¢ = 0, lo que nos

queda es la ecuacién del oscilador cuya soluciéon es bien conocida. Asi que la

solucion de (4.1), cuando € es pequeno, se esperaria que fuera muy cercana a

la respectiva del oscilador arménico simple. Como una primera aproximacion,

buscamos soluciones de (4.1) de la forma

w(t,€) = zo(t) + exy(t) + Exa(t) + ... (4.2)

Lo que se espera es que toda la informacion relevante se capture en los
primeros términos. Esta aproximaciéon se conoce como teoria de perturba-
ciones regulares. Si funciona en algunos casos, pero aqui solamente daremos
un ejemplo de cuando no funciona. Para ello consideremos el oscilador debil-

mente amortiguado

d*x dx
Z 9~ = 4.
72 + e +x=0 (4.3)

con las condiciones z(0) = 0 y #(0) = 1. La solucion exacta se conoce y es

1
Ji-e

Si ahora sustituimos (4.2) en (4.3) y agrupamos los coeficientes de las

x(t e) =

e~ sin [V1 — e2t] = A(et) sin [V'1 — €2t] (4.4)

diferentes potencias de €, se obtiene

d*x d*x dx
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y esto para toda €, por lo que cada coeficiente debe anularse y asi se tiene
una serie de ecuaciones a diferentes ordenes en €, las primeras dos son pre-
cisamente las dos entre paréntesis en (4.5) igualadas a cero. Aplicando las

condiciones iniciales, la solucién a orden cero en € es

xo(t) = sint (4.6)

Sustituyendo esta xg en la ecuacion a orden 1 en e, es decir en

dQCL'l d(L’O
9 = 4.
72 + 7 +x; =0 (4.7)
Se tiene
dQCCl
e +x1 = —2cost (4.8)

Pero el lado derecho es un término que produciré resonancia. Usando las
condiciones iniciales, la solucion de esta ultima ecuacion es x;(t) = —tsint
que crece cuando t crece. Asi, la soluciéon que arroja la teoria de perturba-

ciones es

x(t,€) =sint — etsint + O(?) (4.9)

que sblo se aproxima bien a la soluciéon exacta para tiempos muy pequenos, y
se aleja desastrosamente de la solucion exacta para tiempos mayores. Donde
estuvo la falla? cabe sefialar dos puntos: la solucién exacta exhibe dos es-
calas de tiempo, un tiempo rapido t que es de orden 1 para la oscilacion
sinosoidal, y un tiempo lento sobre el cual la amplitud varia (ver la soluciéon
exacta (4.4)). El segundo punto a indicar es que, la frecuencia de oscilacion
en la solucién exacta w = /1 — €% se aproxima a w = 1 — %62 cambia un
poquito. De la frecuencia w = 1 que aparece en la solucion aproximada (4.9).
Después de un tiempo muy largo, este error en la frecuencia tendra un efecto

acumulado importante.
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La teoria de tiempos multiples trata de remediar esta situacion, intro-
duciendo dos tiempos desde el principio, un tiempo réapido 7 = ¢, y uno
lento T' = €t. En esta teoria, se trata a los tiempos multiples como si fueran
variables independientes. Aqui no trataremos de justificar rigurosamente esta

suposicion, solo indicaremos que si funciona.
Ahora entonces se buscan soluciones de la forma

z(t,€) = xo(1,T) + ex1 (1, T) + O(?) (4.10)

El tinico cuidado que debe tenerse ahora es en el operador derivada, que
queda, usando la regla de la cadena, como

d 0 0

- = — — 4.11

i~ o or (4.11)
Sustituyendo (4.10) en (4.3), y agrupando los terminos en las potencias

de €, a orden cero se tiene la ecuacién para x

(921}0
972 +x9 = 0 (412)
cuya soluciéon es simplemente
o= Asint + BcosT (4.13)
Y la ecuaciéon a orden 1 es
821'1 82x() 8[1)0
— =—-2——2— 4.14
oT? tn orT or (4.14)
que se convierte en
82.1,'1 , , .
52 TT1= —2(A"+ A)cosT +2(B'+ B)sint (4.15)

donde la prima denota derivada con respecto a T'. Pero ahora enfrentamos

el mismo problema que arruin6 a la teoria regular de perturbaciones, el lado
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derecho de (4.15) nos llevara a la resonancia, a menos que los coeficientes de
los terminos resonantes se forcen a anularse, dando por resultado, dos ecua-
ciones de amplitud para los coeficientes. Tales ecuaciones tienen por solucion
A(T) = A(0)e™" y B(T) = B(0)e~T. Si utilizamos las condiciones iniciales,
se obtiene finalmente que

r=e TsinT + O(e) (4.16)

Que es la solucién predicha por la teoria de tiempos miltiples, y que se
acerca mucho a la solucién exacta. Ahora aplicaremos lo aprendido en este
ejemplo simple a nuestro caso de estudio. El primer caso lo tenemos en la

rama estacionaria.

4.3. Derivacion de la ecuacién de Amplitud

Como bosquejamos en la secciéon anterior, las ecuaciones de amplitud
son modelos matematicos que describen las pequenas variaciones temporales
(aunque podrian incluir la variaciones espaciales también) de las variables
originales que caracterizan cualquier sistema cerca de los valores criticos.
Derivarémos las ecuaciones de amplitud de las ecuaciones hidrodinamicas de
movimiento cerca del umbral de las inestabilidades estacionarias, oscilato-
rias y el punto de codimension-2 (este tltimo so6lo lo describiremos en esta
tesis). En esta seccién analizarémos la ecuacion de amplitud para la rama

estacionaria :

00, A = €A — g3 A|A|? (4.17)

donde € = (Ry. — R7)/Rj. es la distancia relativa a la rama estacionaria.

Para calcular g3 y 79, expandemos el numero de Rayleigh y E en términos

de un parametro pequeno 7.

39



Ry = R}, +nRY +n*Ry +n°Ry + - - (4.18)

E=n& +11P% +1’G + (4.19)

reemplazando 0; por n?0r, y sustituyendo (4.18) y (4.19) en el sistema de
ecuaciones (2.13) se tiene una serie de problemas lineales. A orden 7 se tiene
la siguiente ecuacion :

V2 —R0, R;0, 0
9, -1V 0 =10 (4.20)
9, 0 —V? 0
O bien:
L& =0

el cual tiene solucién

i(Aexp (—imx) — A*exp (imx))
- 1

&1 = 9 sinmz | —5—(Aexp (—imz) + A" exp (iTz)) (4.21)
_%(A exp (—imx) + A*exp (inx))

Agrupando términos de orden 7? se tiene:

L _ngxnfl .
Lo = | J(W1,na) | = Fa(z,y) (4.22)
J(1,mp)

Por teorema de Fredholm [12] el sistema (4.22) tiene una solucion para & si
y solo si ﬁg es ortogonal a la solucion de Eg@ = 0, donde E[T) es el operador

adjunto de Lo, la ecuaciéon adjunta es (ver apéndice E):
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V3 -0, =0,

Efff — | r.o, P Vo 5 -0 (4.23)
~Rys0p 0 —-V?
cuya solucién es:
!
& = % —Ryq/k*r | ATexp (—imz)sin7z + c.c (4.24)

Rfcq/k2

La condicién de ortogonalidad (ver apéndice E) (Fy, ") = 0 implica R, = 0,

bajo esta condicion la solucion de la ecuacion (4.22) esta dada por:

0
£ = —|A|2/167%7 | sin (27z)
—|Al?/167
A orden 73
—R23x77f1
Lo&s = | —0ma + J(Y1,ms2) + J(Y2,na) | = Fs(x,y) (4.25)

=0 + J (W1, ng2) + J (2, m51)

De la condicién de integrabilidad a orden 7?: (ﬁg,f ) = 0, se obtiene

AP (Rs _Re AP ( Rs
= —_—— _— — — 4 = —— _— c
T 6 \73 1

La ecuacién de amplitud para la rama estacionaria y los coeficientes g3 y 7

correspondientes:

1 R,
- (%= _p,
0 212Ry, (7’2 f>

1 /R,
S 4.2
%= "16R,, (73 Rfc) (4.26)
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4.4. Andlisis de las Ecuaciones

Una vez que tenemos la ecuacion de amplitud a tercer orden (4.17) nos
interesamos en su solucion y que nos dice dicha solucion respecto a la dindmi-
ca del sistema. Para estudiar su solucién, escribimos A en su forma polar,

A = Ae en la ecuaciéon anterior (4.17):
TOEG(IG) + ToiAe(le)E = edel™ — gg Al A

dA
To— = €A — g3 A® (4.27)
dt
Haciendo el cambio (A)? = B(t) la ecuaciéon (4.27) toma la forma de una
ecuacion de Bernoulli,
dB(t) 2e 2g3 2
20— gy - 2 Bt
dt T0 ( ) T0 ( )

la cual tiene por solucién:

- B eB(0) exp (27—?)
(A)? = B(t) = B0)ga(exp (2) 1) 1 ¢ (4.28)

Analizarémos dos casos : g3 >0y g3 <0 .

Caso I. Consideremos g3 > 0, en la region € < 0 cuando t — o0, se tiene:

B(t) — 0.
Por otra parte, si € > 0, cuando ¢ — oo, tenemos B(t) — €/gs.
Los puntos A = A que satisfacen ’%‘ = 0, son puntos fijos de la ecuacion
(4.27):
A=0 y A== (4.29)

g3
Analizarémos el comportamiento de una pequena perturbacion alrededor del

punto fijo A= \ /gi37 en la regiéon € > 0 y considerando g3 > 0 , sustituyendo
A=A+ 6A en la ecuacion (4.27) se tiene:
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700 ( A+ 0A) = ¢ (A + 6A> — g3(A + 0A)°

700 (A +8A) = eA+ 6 A — gy (/P + A% + 3A5A2 + 3/125A) (4.30)
Como A es punto fijo:

EA - ggfig =0
Como la perturbacion d.A es pequena despreciarémos los términos de orden
mayor 6 igual a 2, entonces la ecuacion (4.30) queda como:
7000 A = €6 A — 393 A%6. A

Como A =4,/ i tenemos la ecuacion:

ToO0 A = —2e0 A

La cual tiene por solucion:

5A = (0.A)ge e/t (4.31)

Cuando t — oo las perturbaciones decrecen y asi este punto fijo: A =

+,. /< es estable.
\/ g3

Ahora analizarémos el comportamiento de una pequena perturbacion alrede-
dor del punto fijo A=0,enla region € < 0 y considerando g3 > 0, susti-
tuyendo A = A + 6A = 6.A en la ecuacion (4.27) se tiene:

T00:0 A = ed A

la cual tiene la solucién :
5A = el/m)! (4.32)
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y en este caso las perturbaciones d. A — 0 cuando ¢t — oo: entonces en esta
region e < 0 tenemos que el punto fijo: A = 0 es estable, sin embargo cuando
e > 0 la ecuacion (4.32) diverge por lo que en la region € > 0 tenemos que
A = 0 es un punto fijo inestable. Asi cuando gs > 0 dirémos que tenemos

una bifurcacion supercritica (ver figura 4.1).

Caso II. Cuando g5 < 0 el punto fijo A = + €/gs esta definido sdlo
cuando € < 0, llevando a cabo el mismo anéalisis perturbativo que en el caso
I, se obtiene la ecuacion (4.31) sin embargo en esta region € < 0 las per-
turbaciones 0.4 crecen, por lo que este punto fijo es un punto fijo inestable.
Similarmente para el punto fijo: A = 0 se obtiene la ecuacion (4.32), la cual
para € < 0 se tiene que las perturbaciones d.A decrecen y por lo tanto el
punto fijo A = 0 es estable, sin embargo para ¢ > 0 las perturbaciones 9.4
crecen y por lo tanto en esta regién se tiene un punto fijo inestable. Bajo

estas condiciones se tiene una bifurcacion subcritica (ver figura 4.2).

El punto donde hay un cambio de una bifurcacion supercritica (g3 > 0) a
una subcritica (g3 < 0) es el punto tricritico y se determina cuando g3 = 0.

Igualando a cero la ecuacion (4.26), se tiene el punto tricritico.

4?72

1—72

o _
RP =

4.5. Punto Tricritico, y Ciclo de Histéresis

Para R, < R la ecuacion de amplitud (4.17) nos dice que al incrementar
el valor de Ry, el movimiento convectivo iniciara cuando Ry alcance la valor
de Rj,. La amplitud de la funcién de corriente serd A ~ €2. Sin embargo,
para Ry > R, la ecuaciéon de amplitud a tercer orden (4.17) predice que
cuando Ry alcanza el valor de Ry, (es decir para € > 0) no hay una amplitud

estable, ni siquiera A = 0 es estable. Asi que para R, > R?. la ecuacion
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de amplitud a tercer orden nos da informaciéon errénea. Para corregir esta

situacion se requiere la inclusiéon de un término a quinto orden,

0 = A gy P g (4.33)

que hara que la figura (4.2) se convierta en la figura (4.3), con una rama

estable para ¢ > 0.

Los puntos fijos satisfacen :

Ale — gg A% — gs A = 0

El primer punto fijo es A = 0. Para encontrar el segundo punto fijo debemos

resolver:

g3 A%+ gs A —e=0 (4.34)
Cuya solucion es:
g 1 [(gs\" | 4e
ﬁ:———w-(—)+—- 4.35
295 2 95 9s ( )

En la figura (4.3) se presenta la grafica de los puntos fijos. Lo que nos
dice esta grafica es que para Ry > R'? existe un ciclo de histéresis, es de-
cir, cuando se incrementa el valor de Ry la conveccion iniciard hasta que Ry
alcance el valor de R}, para Ry > R}, (es decir € > 0) la amplitud de la
funcion de corriente saltara de cero a un valor finito igual a 2.4 y continuara
creciendo cuando Ry crezca. Si Ry ahora la disminuimos, cuando R ahora
la disminuimos, cuando Ry (al decrecer) alcance el valor Ry la conveccion
no terminard en € = 0, continuara hasta que € = € < 0, donde la amplitud

saltara de A™ a cero. El valor de A y € estdn dados por:

szid—ii (4.36)
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t
R =Ry ¢

=J 1 4.37
Rfc 495 ( )

t
P

En el espacio de parametros, la conveccién iniciara cuando al incremen-
tar Ry desde cero, Ry “toque” la rama estacionaria Rgfcs). Al disminuir Ry, la

conveccién no terminard cuando Ry “toque” a Rgfj) sino hasta que alcance la
curva subcritica (ver figura 4.4).

El valor explicito de g5 se calculd en la referencia [14]

_ I3 Y b - [——: 4.38
%= Ry {8 540 < T fC) 12077 (4.38)
Como €'? = —g2 /4g5 < 0, g5 debe ser positivo, y en efecto lo es. En el punto
tricritico
301 - 72)
95 = T640.2

Tenemos asi que para R, < R? la amplitud A ~ €'/? y para R, > R,
A~ e/t
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Figura 4.1: Diagrama de bifurcacién supercritica, para el caso gz > 0 , se
muestra la grafica de los puntos fijos A como funcion de € , para ¢ > 0
A= i\/gza y para € > 0 A =0, lalinea punteada representa la inestabilidad

del punto fijo A=0parae>0.
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R e R B

Figura 4.2: Diagrama de bifurcacién subcritica , para el caso g3 < 0 , se
muestran los puntos fijos como funcion de ¢, las curvas punteadas representan
la inestabilidad de los puntos fijos : A= j:\/gz3 v A =0 en las regiones € < 0
y € > 0 respectivamente , mientras que A = 0 es un punto fijo estable para
la region € < 0 y su estabilidad esta representada por una linea continua.

48



2AP

t RS
AP

P €

Figura 4.3: Gréfica de la amplitud como funcién de €, construida a partir de

la ecuaciéon de amplitud a quinto orden.
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R f REGION INESTABLE

INESTABILIDAD
OSCILATORIA

. PUNTO DE CODIMENSION-2
-

INESTABILIDAD
ESTACIONARIA

PUNTO TRICRITICO

REGION ESTABLE

Ry

Figura 4.4: Esta es la prediccion arrojada por la ecuacion de amplitud en la
rama estacionaria. Si Ry se incrementa desde cero, el sistema permanece en
su estado conductivo hasta que toca a la rama estacionaria, y su amplitud
crece como €'/%, si Ry decrece, el sistema “brinca” del estado convectivo al
conductivo cuando R; toca la linea punteada, que es la prediccion de la
ecuacion de amplitud a quinto orden. Para R, menor al punto tricritico, no

se presenta este fenomeno de histéresis, y la amplitud es del orden e/
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Capitulo 5

Conveccion en la vecindad del
PC2

5.1. Introducciéon

En el punto donde las inestabilidades estacionarias y oscilatorias colap-
san se llama punto de codimension-2. En la vecindad de este punto hay una
competencia de estas dos inestabilidades. En esta seccion describirémos la

dinamica alrededor de este punto.

No se pretende dar una deduccion de la ecuacion de amplitud en la vecin-

dad de este punto, sélo la mostraremos y describiremos lo que ésta nos dice.

5.2. Ecuacion de Amplitud en la vecindad del
PC-2

Cerca del punto de codimension 2, los dos eigenvalores del problema lineal

son cero y el estado conductivo se vuelve inestable en contra de los modos
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estacionario y oscilatorio. En la vecindad de este punto la dindamica es de-

scrita por ( ver referencias [9] y [15]) :

A=DB

B = A+ B+ f(A,B) (&-1)

Donde f(A, B) es una funcion no lineal de A y A.

La relacion de dispersion (3.18) cuando o' — 0 adquiere la forma:

R, — Ry

5 A+ 4t + 7*(Ry — TRy) = 0.

N4 202 (1 +7) +
O abreviadamente A* 4+ a; A + ap = 0 donde a; = 27%(1 +7) + 5(R, — Ry) v
ap = 471 + 7*(Rs — TRy).

Como hemos dicho, se tiene una inestabilidad oscilatoria cuando a; =0y
ap > 0, asi que a; = 0 & RS = R, +4n%(1+ 7). Y se tiene una inestabilidad
estacionaria cuando ag = 0y a; > 0, pues en este caso A> + A = A(A\+a;) =
0 A=00\=—a; <0. Esto ocurre en R}, = %+47r2.

En el punto “bi-critico” a; = ag =0

4272 P 472
1—7 Y F71-7

c2
RS =

v A24+a; A +ap = 0 tiene una doble raiz en A = 0, y la podemos escribir como:

1 o SS
N = ok = = N [R;g - Rf] A+ 727 R — Ry] = 0.
Si uno escribe:

52



€= B(t) |exp(—imz)sin7z,

A(t) satisfacera A — ppA — iy A+ f(A, A) = 0 que es (5.1), donde f se debe

determinar. La forma de f debe ser (ver referencias 9] y [15]):

= fiA|AP? + f2B|A]* + f3A’B* + f1A|B|* + fsA*B* + f¢ B|B]* +- - (5.2)

donde B = A.

Tambien se expande 5 en serie de potencias de Ay B

I A - - o

=3 (51/1 + B+ Y LA BIATBY + c.c.> (5.3)
0,4kl

Insertando las ecuaciones (5.2) y (5.3) en (2.12) e igualando las difer-

entes potencias de las amplitudes se obtiene una secuencia de problemas que

pueden ser resueltos orden por orden. A primer orden 51 continua siendo co-

mo en (4.21) y 61 esta dado por :

0

— 1

b = yo TLZ exp (—imx)sin Tz (5.4)
1

Los coeficientes de f(A, B) aparecen en las ecuaciones de tercer orden,

cuyas condiciones de solucién dan los valores de los coeficientes f; :
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fo=fy =Tk

L 18+T2 (5.5)
f4 - f5 1672
fe=0

El comportamiento de la ecuacion (5.1) en la vecindad del punto de codi-
mension 2 (u; = pe = 0) puede ser clasificado en el plano (uq, p2). En-
contramos una bifurcaciéon Hopf en ps = 0 y una bifurcacién estacionaria
en u; = 0. Los cuadrantes I (uy, 2 > 0) y IV (g1 > 0,2 < 0) tienen
un punto fijo inestable el cual corresponde a el estado conductivo. En el
cuadrante III (u1, 2 < 0) el estado conductivo es estable y los puntos fijos
(B=0,|A|> = —pu1/f1) son inestables.

Cuando p; < 0, la estabilidad de (B, A) = (0,0) depende del valor de ps.
Comenzando en el cuadrante III, mientras ps pasa a través de cero, se en-
cuentra que una bifurcaciéon supercritica Hopf y una conveccién oscilatoria
es posible. Mientras s se incrementa, el tamano del ciclo limite crece hasta
que alcanza el punto fijo inestable en el valor ps. donde desaparece.

Este valor de jo. es (ver referencias [9] y [15]):

Jap I+7
c= — = — = — 5.6
He 5/, 10-m2M () (5.6)

En el plano (R, Ry) la ecuacion (5.6) corresponde a una linea L, localiza-

da por arriba de R, pero por abajo de Rj; para R > R, Especificamente,

la ecuacién L. esta dada por:

o 1+2an®  An® (147 + 2a7T)
-1+ 2am?r 1+ 2am?r

R, (5.7)

La dindmica descrita en este capitulo se resume en la figura (5.1).
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Figura 5.1: Comportamiento esquematico de la ecuacion de amplitud alrede-
dor de la bifurcacion del punto de codimension-2, el espacio py, ps es dividi-
do en cuatro regiones con diferentes comportamientos caracteristicos, circu-
los oscuros representan puntos fijos estables, y puntos abiertos representan
puntos fijos inestables. una bifurcacion Hopf esta localizada en ps = 0y
una bifurcacion estacionaria en p; = 0. Cuadrantes I (uy,po > 0) y IV
(1 > 0, 1 < 0) tienen un punto fijo inestable el cual corresponde al estado
conductivo. En el cuadrante IIT (py, 1o < 0) el estado conductivo es estable
v los puntos fijos inestables. El ciclo limite en el cuadrante II desaparece en

la linea L donde el periodo de oscilacion diverge.
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Capitulo 6

Conveccion en la rama oscilatoria

6.1. Introduccion

Como hemos visto, para R, > R el estado conductivo pierde estabilidad
al alcanzar la rama R;OC). En este capitulo deduciremos las ecuaciones de
amplitud en esta rama oscilatoria. Veremos que esta bifurcacién oscilatoria
6 de Hopf, produce dos clases de soluciones no triviales, soluciones de ondas

viajeras y estacionarias.

6.2. Derivacion del sistema de ecuaciones

Con el fin de derivar las ecuaciones de amplitud a tercer orden dentro de
la rama oscilatoria se utiliza la teoria de perturbaciones de tiempos miiltiples

de esta forma se tienen las siguientes expansiones :
§=> n"é&  Ry=Ry+> 0B (6.1)

p=wy+ Z n"Pn (6.2)

56



Donde R$ = R, + 47%(T + 1) y i es el parametro de pequeiiez.
Para R, fija se introduce t' = pt por lo que :

9 _ _ 2 3 0
E—pﬁ—(wo+np1+77pz+nps+ )((%, (6.3)

Introduciendo estas expansiones en el sistema de ecuaciones (6.4) se tiene

una serie de ecuaciones de distinto orden en el parametro 7 .

Ga+1V? —Ro. R, ¥ LI(w, V)
aa: _Tv2 + at 0 Ts = J(wa 775)
aw 0 —V2 +at ny J(w,ﬁf)

(6.4)
Agrupando términos de primer orden con respecto al parametro 7 se tiene el

siguiente sistema (ver apéndice D.1 ) :

ﬂg 2 2., IMs1 o1 -
> 8t’v P+ VoY, — R, o + Ry e =0 (6.5)
87751 8% 2 o
wWo ot + % ™V Ns1 = 0 (66)
T T —
wo o + % -V N = 0 (67)
Introduciendo
V2 —R,0, R;0, Y0 0
L= 0, —7v2 0 M=]0 10
0, 0 -Vv? 0 01
las ecuaciones (6.5) , (6.6) y (6.7) se escriben :
(WoM@t/ -+ ﬁo) 5 = E()é; = 6 (68)
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cuya solucion esta dada por la combinacion de dos ondas viajeras (ver apéndice
D.1):

1 —1
- Y} . Y . .
& = Re —mrbe | Arexp (it —iqz) + | —mm | Avexp (it +iga) | sinmz
_ q _ q
iwo+k2 iwo+k2

(6.9)
Agrupando términos de orden 2 en el pardmetro 7 se tienen las siguientes

ecuaciones (ver apéndice D.1):

wo 0 2 2 87752 877]”2 P1 8V2¢1 8nf1 1 9
—— — Ry Ry. = —— -R —J (v,
> 8t’v Vo +V =y 5 TRy - 1t (1, V)
(6.10)
Osy Oy Ons1
W + 5= — TV e = =i + (V1 0) (6.11)
Oz | Oy o
ol 4+ 2 — VR, = —p L 4 T, ) (6.12)
Que puede escribirse en forma matricial como :
—B O — Ry 4 1 (1, V)
Lo&e = F2(61,61) = —m% + J(¥1,m51) (6.13)

9
—prg5t + J (Y1, np)

donde L, esta definida en (6.8)

Pretendemos encontrar 52 , por el teorema de Fredholm la ecuacion (6.13) es
integrable si (ﬁg,gf ) = 0 donde €1 es solucion de ﬁ;ggf = 0 y donde ﬁg es el

operador dual :
ﬁg == (—woM&y + EB)
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(—22 + 1)V -9, —0,

L= R, —7V2 —wydy O (6.14)
_R;d, 0 —V2 — wody
Donde
iAlL —iAl
£ = Re Bl |exp(it' —igx)+ | B! exp (it’ + iqr) | sinmz
Ch Cl

Para aplicar el teorema de Fredholm se requiere conocer explicitamente F y

5 . F esta dado en términos de 5_1 que ya tenemos.

Sustituyendo (6.9) en la ecuacion (6.13) se obtiene explicitamente Fy. Re-

cuérdese que:

Fudy= [ [ [{Ereh + Foseh + (Foreh} dudzae (6.15)

Realizando la operacion (6.15) se tiene que para que (ﬁg, ¢t ) = 0 se cumpla

se requiere que p; y Ry de (6.13) sean ambos cero.

La soluciéon de ﬁoé = ﬁg, tomando en cuenta que p; = R; = 0, esta dada

por
0 0 0
- 1 i . 1 Y} . 1 ~ .
5225 By exp(2zt)sm7rz—|—§ B; exp(—Zzt)sm7r2+§ B, | sin2mz
C C; Cy
(6.16)

Los coeficientes se encuentran sustituyendo esta & en Loy = F5 v resulta
que
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2ARA 2ARA
By = — Tq"ARAL Cy = — Tq"ARAL

2(iwo + Tk?) (iwo + 27%7) 2(iwo + k?)(iwy + 272)

5o FCUARP AP 5 RE(ARP + AP
? 4m(wi + T2k4) ? 4 (wi + k%)

—,

A tercer orden la condicién de integrabilidad (ﬁg,{ ) = 0 nos conduce al

sistema
TSSCAR: EO(1+iCO)AR— (K|AR|2+M|AL|2)AR (617)
TOOSCAL = 60(1 -+ iCO)AL - <K|AL’2 + M|AR’2)AL (618)
donde
e’ = (Ry — RYY)/RES
osc __ 4
0 7 posc
RfC
23T
Co =
Wo
B it
QwOR;’;ZC
M= 279(1 + 7) (wi + 47'7) int(wy — 167872)

N R?ic(wg + 47t) (Wi + 4dmir?) R}Scwo(wg + 47t) (Wi + 4mi7r?)

C

Que son las ecuaciones de amplitud para la rama oscilatoria. Notese que la
parte real del coeficiente K se anula a lo largo de la rama oscilatoria, y esto
para todos los valores de o, de hecho hasta esta etapa, no hemos realizado la

1

aproximacion o~ = (. La parte real de M es siempre positiva
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6.3. Analisis de las Ecuaciones

Si escribimos A y Ay en su forma polar: Ag = Rexp(ipr)y AL = Lexp(ior)

y sustituyendo en las ecuaciones (6.17) y (6.18) se tiene:

70" (R exp(i¢r)+iRor exp(igr)) = €*(1+ico) Rexp(i¢r)— (K R*+M L*) Rexp(i¢r)

OSC(L eXP(Z¢L)+ZL¢L exp(igr)) = (1+ico) Lexp(ipr)— (K L*+M R*) L exp(i¢r)

Separando partes reales e imaginarias, se tiene el sistema de ecuaciones:

78R = R — M,L*R (6.19)
78°L = €°L — M, R’L (6.20)
T8¢ R = €°co — K;R? — M;L? (6.21)
Té’sc . = €°co — K;L? — M;R? (6.22)

Hay dos puntos fijos para (6.19) y (6.20), a saber: (R, L) = (0,0) que
representa el estado conductivo. Para € > 0 (omitiremos ya el superindice “0”
en €°), cuando las dos amplitudes A = Ay, se tienen ondas estacionarias,
y el punto fijo correspondiente es (R, L) \/; , \/_ ) lo que requiere que
M, > 0, y como hemos senalado, esto es asi en nuestro caso. Si R = 0 y
L # 0 tenemos ondas viajeras, viajando hacia la izquierda. Si R # 0y L =0
tendrémos ondas viajeras, viajando hacia la derecha. Para L = 0y R # 0,
es decir para ondas viajeras a la derecha, se tiene 7oR = €R es decir, no hay
puntos fijos no-triviales de ondas viajeras. Si e = 0 entonces R(t) permanece
constante, y sblo en ese caso hay ondas viajeras. Asi que las ondas viajeras

s6lo existen en € = 0 es decir solo sobre la rama R;OC).

Para determinar la estabilidad de las ondas viajeras ya sea a la derecha

o a la izquierda, debemos considerar las ecuaciones de quinto orden.
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ToAr = (1 +ico)Ag — (K|Ag|* + M|AL|> + N|Ag[") Ag (6.23)

T()AL = 6(1 + iCQ)AL — (K‘ALP + ]\4’143‘2 + N|AL|4)AL (624)

Esto es, debemos calcular el coeficiente N en las ecuaciones anteriores. Este
calculo lo estamos realizando y esperamos reportar el resultado en alguna

revista.

Si escribimos A = Rexp (ipr) vy Ap = Lexp (i¢r), las ecuaciones (6.23)
y (6.24) para R y L quedarian como

78R = €R — M,L*R — N, R° (6.25)

8L = eL — M,R*L — N, L° (6.26)

Los puntos fijos son (R,L) = (0,0) el estado conductivo, (R,L = R)
ondas estacionarias, que se encuentran al resolver —e + M, R?> + N, R* = 0,

esto es

M, 1 [(M\> 4e
_ : il 2
R=| a3 (N) H (6.27)

Es muy probable que N, > 0, si este es el caso, la amplitud de las ondas
estacionarias presentara simplemente una bifurcacion hacia adelante (super-
critica).

La ecuacion de amplitud a quinto orden nos permite ver lo que la ecuacion a
tercer orden no podia predecir, que hay ondas viajeras no sélo exactamente

sobre la rama oscilatoria (e = 0). Para ¢ > 0 el punto fijo correspondiente
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a ondas viajeras a la derecha es (R, L = 0) = ([¢/N,]'/4,0), y a la izquierda
(R =,L) = (0,[¢/N,]'/*). Entonces ya sea para ondas viajeras a la derecha
o a la izquierda, la amplitud se incrementa como €'/* pero nunca como €'/?

arriba de R;OCSC) .
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Capitulo 7
Conclusiones

En este trabajo se realiz6 una revision de la dinamica que exhibe el sistema
de conveccion isotérmico doble difusivo cerca del umbral de sus inestabili-
dades. Se describi6 el sistema, se escribieron las ecuaciones apropiadas para
su estudio, y utilizando el formalismo de ecuaciones de amplitud, se analiz6
la dindmica entorno a la rama estacionaria, oscilatoria y en la vecindad del
punto de codimension-2. Para hacer esto, se hizo una breve exposicién de un
tema poco o nada conocido entre estudiantes a nivel licenciatura, a saber, la
teoria de perturbaciones de tiempos multiples, que conduce a las ecuaciones
de amplitud. Este formalismo de ecuaciones de amplitud ha sido usado en

varias areas de la fisica y no sélo en dinamica de fluidos.

De la ecuacion de amplitud a lo largo de la rama estacionaria, se predice
que en esta rama, en la region R? < R, < RP? el sistema presenta un
fenomeno de histéresis, donde R es el punto tricritico es el punto donde
la bifurcaciéon cambia de supercritica a subcritica, y la amplitud cambia de
ser proporcional a €'/? a ser proporcional a €'/%. En la tesis se explico en de-

talle como calcular los pardmetros que aparecen en este ciclo: €'? asi como A®.

También se expuso en forma heuristica y descriptiva, la dinamica en la
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vecindad del punto de codimension-2, que es el punto donde colapsan las dos
inestabilidades, la oscilatoria y la estacionaria, y se menciona la apariciéon de
un ciclo limite en su vencindad que aparece o desaparece de acuerdo a los

valores de los parémetros i, y fo.

En la rama oscilatoria se indicé la necesidad de calcular los coeficientes de
las ecuaciones de amplitud a quinto orden con el proposito de establecer la
estabilidad de las ondas viajeras. Pensamos que la parte real del coeficiente
N seré positiva, y entonces podremos concluir sin lugar a dudas que ya sea
para ondas viajeras a la derecha o a la izquierda, la amplitud se incrementa
como €"/* pero nunca como €"/? arriba de R}OCSC). Esto contrasta con la rama

1/2 En la rama oscila-

estacionaria donde la amplitud si podia ser del orden ¢
toria, otra prediccion de las ecuaciones de amplitud es que no se presentaria

un fenémeno de histéresis como ocurre en la estacionaria.

El célculo de la ecuacién a quinto orden lo estamos llevando a cabo, y

una vez concluido, esperamos reportarlo en alguna revista.
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Apéndice A

Concentraciones en el Estado

Conductivo

En este apéndice se establece la dependencia de las concentraciones con
respecto a la altura en el estado conductivo. Parimos de la ecuacion de di-

fusion:

Dci(z,t)
Dt

Donde ¢;(z,t) es la concentracion de la sustancia que se difunde , D; es

= D;V?ci(z,1) (A1)

el coeficiente de difusion y

Dci(z,t)  Oci(z,t) |
- o +7-Vei(z,t)

en el estado estacionario la concentracion de la sustancia que se difunde no

depende del tiempo :

dci(z,t)
ot

=0 y =0

Por tanto la ecuacion (A.1) se reduce a la ecuacion :

d2CZ‘
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La cual tiene solucion:

cl(-c)(z) =az+b (A.3)

Como la concentracion de la sustancia de difusion lenta en z = 0 es ¢y :

9z =d) =ad+ cy=0

= a=—cy/d (A4)
Por tanto se obtiene la ecuacion:
z
() = (1)
Similarmente para la sustancia de difusion rapida se obtiene :

) = e (3)

Estas dos ultimas expresiones son las de las concentraciones como funcién

de la altura, para el estado conductivo.
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Apéndice B
Aproximaciéon Hele-Shaw

En este trabajo se reemplazo V27 en las ecuaciones de Navier Stokes por
el término —12w%. En este apéndice se justifica esa sustitucion.

Se considera un fluido moviendose entre dos placas paralelas separadas
a una distancia w. Si w << d suponemos v, = 0 ya que la contribucién
al campo vectorial de velocidades en la direcciéon y es mucho menor que
las contribuciones al campo vectorial en la direccion = y z , sin embargo
las velocidades v, (x,y, z,t) y v.(x,y, z,t) sigue teniendo dependencia en y ,
ve(x,y, 2,t) vy v.(x,y, 2, t) alcanzan su valor maximo en y = w/2 y en y = 0

alcanzan su valor minimo.

Cuando las fuerzas viscosas son més grandes que las fuerzas inerciales

tenemos un movimiento lento.

v| << 1= f, ocv> f; o v? (B.1)
En la ecuacion de Navier-Stokes (B.2) se elimina el término p‘g—f ya que
el fluido es estacionario y F = 0 dado que no hay una superficie libre y el

fluido se considera homogeneo.
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Figura B.1: Celda Hele-Shaw , en y = w/2 la velocidad es méxima, mientras

que en y =0y y = w la velocidad es nula.

Dv ov . LA 2
,OE—PE'F(U-V)'U—F Vp+ uVu (B.?)

Y nuestra ecuaciéon se reduce a:
_ 22
Vp = puV=u

0p 82111' 82’01' 621)1- .
7 =12
ox; 1 (696% * 0r3 - 8x§> =123

Como el movimiento es muy lento en las direcciones = y z ,v,(x,y,2,t) =

v,(y) , v, y, 2, ) = vy(y)

dp v, () D1 oo
— = =, =A + Biy— —
ox H Oy? v ! 1y 2uy
Op v, (y) D2 o
— = =0, = Ay + Boy — —
a: " 0y? ! ° 2 2uy
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de la condicién v, =v, =0eny =0, w .

vy = Biw — g—;wQ =0= By =pw/2u

ve =0y BLyp By
v 2u 2u 2u

Similarmente

_ P2
vy*ﬂy(w_y)

El valor promedio a través de una seccion perpendicular a x es:

2

1 (v w
Vzo = _/ (% dy = h
w Jo

12p
Similarmente v,q = 2 122115
oy — —ﬁvzoliu(zy —w)
o =0y () =23
= =
uaa?; = 12“% - %
P = —128
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Apéndice C

Ecuaciones de Movimiento

Adimensionales

En este apéndice se adimensionalizaran las ecuaciones de movimiento.
Dadas las ecuaciones de Navier-Stokes

9 (1)

o 1
U (V)T = ——Vp — 1205 /w? +
Po Po

ot
y las dos ecuaciones de concentracion

(C.2)

Jc
54 (T-V) ey, = DV,
5 T (V)
ey - 2
W + (’U . V) Cy = va Cyr (03)
se quiere usar el cambio de variables siguiente, para trabajar con ecua-

ciones adimensionales.

i Dy e T d
= — r=- U= ——0
2 d D;
~ MNs ~ n 7 Q/}
Ns = — =L 1/}
Cso Cfo Df



Con estos cambios, los operadores que aparecen en la ecuaciones hidrod-

indmicas adquieren la forma:

0 2 ng Vx—>1@>< V —

1 1~
— _> —_— ~ _v
d oz ot d? ot d d

0

—_—

Ox
Aplicando el rotacional a cada uno de los términos de la ecuacion (C.1)

tenemos:

VxVp—0
12v ., 120D~
T VXU e VY

Con lo que la presion p se elimina de las ecuaciones simplificando el estudio
de las ecuaciones de movimiento. Realizando una expansion en serie de Tay-
lor alrededor de las concentraciones en el estado conductivo : (cff), cif)) en el

ultimo término de la ecuacion (C.1) ,

{0 SOy (9PN (. oy, (9P ©
lewer)ipo (p(cS AN (ac) SR <8Cf> (er—¢f >>/”°

= (po+ (gi) ns + <§—cf;) 77f> /Po

= p/po = (1 + asms + aymny)
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donde :
t po Oc;

coni=s,f

Asi el ultimo término de la ecuacion (C.1) adquiere la forma:

gp/po = G (1 + agms + agny) (C4)

Aplicando el rotacional a la ecuacion (C.4):

PO

% X (QB) - é@ x (g(1+nsas+ﬁf04f) éz) (C 5)
- é [@ X (_CSOQﬁsaséz) + @ X (cfggﬁfaféz)}

De la definicién de niamero de Rayleigh

a;ciogdw?

R;
12VDf

Despejando «;

N 121/DfRi

' ciogdw?

Asi introduciendo «; en la ecuacion (C.5), tenemos:

<

S . 121/DfRs “ ~ R 12VDfRf “
|:v X ( Cs097)s ( Csogde ) ez) + V x (Cfognf ( Cfogdw2 > 6z>:|

[—€:0y (NsRs — 1y Ry) + €40, (=N Ry + 15 Rs) + €.(0)]

SHE

(#)-
Po

121/Df
T dw?

Asi después de haber aplicado el cambio de variable a cada uno de los

terminos de la ecuacion (C.1) se tiene:
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T () G [(9) ] = e e

12vD . . R . . R
L[—e.0, 1Ry —iigRy) + 6,0, (=i Ry + 0B, (C.6)

* d?>w?
Introduciendo el ntimero de Schmidth o := gf“dQ, la ecuacion (C.6) toma la

forma:

) 5 +vx [(7:v) 4] o
v+ [—e €20y (s Rs — ﬁfRf) + €0, (_ﬁfRf + 05 Rs)]

S

5 (e
(7
-V x
Como el término (7,Rs — 7y Ry) de la ecuacion (C.7) no depende de v,

Oy (MsRs — My Ry) =0

asi tenemos la siguiente ecuacion:

1 [a% (Vx )+ v [(5-9) UH — VX — [,0s (i Ry — 7,Ry)] (C.8)

g

Introducirémos la funcion de corriente ¥ (z, z) que describe solo el flujo

de fluidos bidimensionales, definida como la funcién que satisface:

U= (0,14,0, —0,0)
Asi el rotacional de ¥ tiene la forma:

€r €y €

== 835 8y 82 == éz (81:z¢ + azzd}) = v X 7 - éyVQw

=|

V x
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Lo cual es equivalente a:

Ahora el término:

Vx (T-V)0) = (0-V)V x T~ (VxT-V)0= (5 V) Ve, — (V2e, V)

= (az¢amv2w - azwazv%p) éy - ((any) (821/]7 07 _8x¢))
(C.9)

Dado que el dltimo término de la ecuacion (C.9) no depende de y dicho

término se anula, asi tenemos:

V X ((7-V)7) = (040,V% — ,90.V%p) &, = —J (4. V*) ¢,

O bien
Dirn((5-9)5) = 2 (0ione - 0n00.9%6) 6, =~ 20 (5.9%)

9 ((5:9)9) = -7 (0.9%0)
donde J (f,g) = (0,f0.9 — 0.90..f) es el parentesis de Poisson.

Con la introduccion de la funcion de corriente la ecuacion (C.8) queda de

la siguiente forma:

! [i (925) - 7 (&, @%)} = V%) + [ R0y + Radsi]  (C.10)
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La cual es equivalente a la ecuacion de Navier-Stokes (C.1). Ahora pasamos
a las ecuaciones de difusion

Por otra parte la ecuacion (C.2):

Jcs B 9
BT + (- V)cs = DVoc,

Es equivalente a:

D08 () + . 2.0)) + 2 (59 (9) 4 mu(a,2.)

= D2 (Cgc)(z) +773(:I:,z,t)> (C.11)

Cs = CsCqp = ((CgC)(z) + ns(xu Y, t))) = Cs0 (1 - 2) + 050ﬁ5($7y7 t)

Sustituyendo en (C.11) tenemos:

D0 (on(1-3) ot )24 (5-9) (o 1 3) v ewnie0)

d
_ ﬁvz <Cso (1 - E> + coofls(w, 2 t))
O bien:
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Dy

by ©s el nimero de Lewis.

Donde 7 =

~

Oest) i (09 (2, 2) s (2, 2,) — Dt (@, 2) Oai, (1, 2,) ) + O3
= V20, (2, 2, 1)
De aqui se obtiene:
— aAs 9 7t n 7oA
—7V%), (z, 2, 1) + % + 0 =J <¢, 775> (C.12)

Que es la forma adimensional de la ecuacion de difusion para la especie que
se difunde lentamente. Repitiendo el procedimiento anterior para (C.3) esta

ecuacion tiene la forma equivalente:

Dy 9¢y D= &) - Dz,
_Cfoﬁﬁ — Cfoﬁ (U . V) Cf =

(cgcC)(Z)/ (—Cfo) -l—m(a:,z,t)/ (_Cf0)> + ( )

SRS
[SIR
<

N—
>

~
Il
<
>
~

~ A~

= a% (=2 + s,z 0))+ (5 V) (=5 +is(@, 20) = V2 (== + iyl 2.0))

A0 1 (00 2,005 - 000 (2,2)0:) ((=3) +y) = i 2,2,1)
A=l iy v 0 = 7 (i) (C.13)

En restimen, las ecuaciones (C.1), (C.2) y (C.3) son equivalentes a el conjunto

de ecuaciones:
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(@21&) -/ (¢ @%)} =~V + [~ Ry0uiy + Ry03),]

o ons (x, z,t) . .
—TV? s\ b)) g 0 =
Tv Ts (xa 2 t) + 82? + 8¢w J <77b7 7]S>
onyr(x, z,t ‘o . .
S (35 Ly v 0u = 7 ()
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Apéndice D

Deduccion de las Ecuaciones de

Amplitud para la Rama

Oscilatoria

Usando la teoria de perturbaciones obtendrémos expansiones de las ex-

presiones Iy, 5 y sustituyendo tales expansiones en el sistema matricial de

ecuaciones de movimiento se obtienen una serie de sistemas de ecuaciones a

distintos ordenes con respecto al parametro de pequeniez 7, en este apéndice

deducirémos a detalle el sistema de ecuaciones a primer orden y encontraré-

mos su solucion.

Las ecuaciones de movimiento en la Geometria Hele-Shaw con la aproxi-

maciéon de Boussineq estan dadas en forma matricial como:

GH+1)V? —Rd. Ry v L7(, V2)
Oy —7Vi+0, 0 Ts = J (1, ns)
(D.1)
O bien

80



—

(Lo + M3,)E = N(£,€) (D.2)

Donde los operadores j)g, M , N y el campo vectorial 5 estan dados por:

V? —R.0, RO, 00 L (1, V)
Lo=| 0, —rv2 o0 M=o 10| NESH=| Jwn)
0, 0 -V 0 01 J(,ny)
B (0
=1 ns
ny

Donde el paréntesis de Poisson se define como: J(1, ;) := 0,100,m; — 0,10,n;

coni=s,f

De acuerdo a la teoria de perturbaciones de tiempos multiples se hacen las

siguientes expansiones:
£=Y "n"&  Ry=Ry+)) 'R, (D.3)

p=wot+ > 1" (D.4)

Donde R%S = R, + 472(7 + 1) y 1: es el parametro de pequetiez.
Para R, fija se introduce ¢’ = pt por lo que:

8_ B 5 3 0
g—p%—(wo+np1+np2+np3+ )8t’ (D.5)

Llamarémos componentes del sistema (D.1) a la multiplicacion de cada uno
de los renglones del operador (f)o + M 0¢) por el vector 3 ( las componentes
estaran denotadas como: (i,1);=123 ).

81



La componente (1,1) del sistema (D.1) esta dada por :

l%v% + V2% — R, ‘2’73 + R, %"f ! ~J(®, V) (D.6)

Sustituyendo las expansiones (D.3), (D.4) y (D.5) en el sistema (D.6) se
tiene:

L (wo+mp1 + P2+ 1Pps + 0'pat ) Z V2 (0 + P02 + 0Ps + by + )

+V2 (o + e + P+ My + ) = Re (qmss + 07052 + 1%03 + 00 + -+ )
+ (RE + 0By + 1P Re + 1P Ry + 01 Ra -+ ) 3 (g + 0P nga +0ngs + ' npa + ) =
1] (Zn 0", >, 1" V2y)

Desarrollando se tiene:

wg OV w1+772w08V2¢2+773w08V ¢3+ 4wg OV? ¢4+‘”

s ~aw o o T

772121 3V8tlw1 + n3p1 3%;&2 + 7]4171 avat}bs + 775171 8V8tlw4 4.
773102 3%;&1 + n4p2 3%;1}2 + 775172 avat}bs + 61;2 8V8t/¢4 4.
e partie , paotin ot ,
n5p4 B%tlwl + ,,76194 3%;112 + 777P4 3%;!’3 + 778174 3%;#4 4.

+nV2w1 + 0?20y + PV + ' V2P + -
—nR G — PR =’ R — n4Rs%7;—4 -
FNREE G P RECTE 4 RS ' RS
+772R 8nf1 + TIBR 6nf2 + 174R 8nf3 + 175R 77f4
+1* Ry % an1 + 'Ry dnﬁ + PRy a"”’ +1n° Ry 877”
4R 3nf1 5R 377f2 GR ans 7R d77f4+.”
+775R 8nf1 + neR 3nf2 + 777PL anfB + nSR 877f4
wl, V2) + ’; J (41, v%) + T <w1, v%) + T (91, V)
+§J (2, V2b1) + LT (thg, V24hp) + LT (o, V245) + LT (4, V240
FIT (93, V1) + T J (13, V2h2) + T J (13, V2h3) + T J (13, Vi)
+T (tha, V201) + LT (tha, V200) + LT (g, V2s) + LT (s, V24hy)
(D.7)
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la componente (2,1) del sistema (D.1) esta dada por:

ans 8¢ 2 _
o0ty Ve = (4s) (D.8)

Sustituyendo las expansiones (D.3), (D.4) y (D.5) en el sistema (D.8) se tiene:

(wo + np1 + 0Pp2 + 7Pps + 0'pa+ ) % (mms1 + 1°Ns2 + 003 + 0*0sa + - +)
+2 (qby + *he + Py + s+ ) = T (Vg + 0P V00 + 0PV + 0 Vi + )
=J (Zn 0" Vn, Zn 0" Nsn)

Desarrollando se tiene:

Wo Zn:l nn ag;n + P1 Zn:l nnJrlag% + P2 Zn:l 777&2% + Y28 Zn:l nn+38('797%
+p4 Zn:l 77"+48é7% + Zn:l nna@% -7 Zn:l nnv2n3n = Zn:l 7]”+1J (wh nsn)
+ Zn:l 77”+2J (lbg, 778") + Zn:l 77”+3‘] (w?n nsn) + Zn:l 77"+4J (w47 nsn)

(D.9)
la componente (3,1) del sistema (D.1) esta dada por:
Iy oY 2, _
EJr%—V??f—J(l/fﬂ?f) (DlO)

Sustituyendo las expansiones (D.3), (D.4) y (D.5) en el sistema (D.10) se

tiene:

(wo +np1+ 17D+ 0°ps + 0'pa+ ) g (g + P02+ 0 ngs +tnpg o)
+2 (qby + e + Py + s+ o) — (VP A+ 0PV 200 + PV s 0 Vi )
= J (2, 1"y 2, " )

Desarrollando se tiene:

na n mn 0 n n 0 n n 0 n
Wo Y ey M gtf’ a+ P1Y i +; gf/ 2y, gtj’ +p3d> o, g{/
+p4 Zn:l nn+4% + En:l nn% - Zn:l nnVQUf” = Zn:l nn+1‘] (wh nfn)

+ Zn:l nn+2‘] (1/)27 nf") + Zn:l 77”+3J (w?n nfn) + En:l nn+4‘] (¢47 nfn)
(D.11)
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Agrupando los términos lineales de las expansiones (D.7), (D.9) y (D.11) se
obtiene el siguiente sistema:

Wo 8V21/11 2 a7751 a77f1
«“o _ p st = D.12
o ot TV RS(%E + e ox 0 ( )
87751 81/11 2 N
wo ot -+ % -7V Ns1 = 0 (D13)
anfl 61/)1 2
7 — D.14
o g Ty Y (D-14)
Introduciendo
V? R0, R0, Y0 0
Lo=| 0, —7v% 0 M=|0 10
d, 0 —V? 0 01

las ecuaciones (D.12), (D.13) y (D.14) se escriben:

(woMﬁtl + ﬁo) g: _’05 == 6 (D15)
cuya solucion es:
(0 iAR —iAf
& = ns | = Re Br |exp(it' —igx)+ | Bp exp (it +iqr)| sinmz
Nr1 Cr Cr
(D.16)

Sustituyendo (D.16) en cada una de las ecuaciones (D.12), (D.13) y (D.14) se
obtienen las relaciones entre los coeficientes A | B y C de la ecuacion (D.16),

a continuacion se desarrolla lo anteriormente explicado:

Sustituyendo (D.16) en la ecuacion (D.12) se tiene:
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—w02 (—Agrexp (—igx) + Ap exp (igz)) exp (it’) sin 7z
—¥ (iAg exp (—iqz) — iAp exp (iqz)) exp (it') sin 7wz

+

Bs (—jqBpexp (—iqx) + iqBy exp (igz)) exp (it') sin 7z

fe (—igCRexp (—igz) + iqCy exp (igz)) exp (it') sin 7z + $cc. = 0
(D.17)

Para que se cumpla la relacion (D.17) se debe cumplir que los coeficientes
de exp (—igx + it") sinwz y exp (igx + it") sin w2 sean cero asi se obtienen las

siguientes relaciones:

( Yop2 4 k2) Ap — qR.Br + qR%Cr =0 (D.18)

( “O0kz 4 k2> Ay, — qR.Bp + gR3<C, = 0 (D.19)

Sustituyendo (D.16) en (D.13) se tiene:

1“2 (Brexp (—iq) + B exp (iqz)) exp (it') sin 7wz
+2 (AR exp (—iq) + Ar exp (igzx)) exp (it’) sin 7wz (D.20)
+ ® (Brexp (—iq) + By exp (igx)) exp (it') sinmz + 1ce.

Para que se cumpla la relacion (D.20) se debe cumplir que los coeficientes
de exp (—igx + it') sinwz y exp (igxr + it’) sin mz sean cero asi se obtienen las

siguientes relaciones:

(woi + Tk'Q) BR + C]AR =0

D.21
(woi-f‘TkQ) BL—I—qAL:() ( )

O bien:
BR = _iwgi?kZ BL = _iwgf—ik2 (D22)

De forma similar sustituyendo (D.16) en la ecuacion (D.14) se llega a las

ecuaciones:
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CR = 945 y CL = 94z (D23)

- iwo+k2 - iwo+k2

Sustituyendo (D.22) y (D.23) en la solucion (D.16), se llega a la siguiente

relacion :
U i —i
- o _ q <yl _ . q gl . ‘.
&S =1| na | =Re —orbe | exp (@t —igr) + | —hm | exp (it +igx) | sinTz
__ 9 _ 9 _
T]fl iwo+k2 iwo+k2

(D.24)

Hasta aqui se explico en detalle la obtencion de la serie de ecuaciones
usando teoria de perturbaciones, y sus soluciones a primer orden, esto nos
sirve para ilustrar el procedimiento. En el capitulo 6, se explica sin detallar,
como se obtiene las ecuaciones de amplitud, de hecho, ya sblo escribimos la
solucion de las ecuaciones a orden 2, es decir se obtiene {;, con este apéndice,
se ve cual es el procedimiento para su obtencién que ya no escribimos. Para
la obtencion de las ecuaciones de amplitud, se requiere solamente de ﬁg que
es funcion de 5_1 y de é, no se necesita f_;, El calculo del coeficiente N a

quinto orden requerira de é}, y 54 explicitamente.
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Apéndice E
Operador Adjunto

En este apéndice definirémos y deducirémos al operador adjunto f)g [16],

apartir de Lo definido en el capitulo 4.
Definicién:
Sea A una transformacion lineal de X a Y. Si X tiene un producto interior

(,)x y Y tiene un producto interior (, )y y si existe una transformacion lineal
At de Y a X tal que

(AZ,5)y = (7, Al9)x (E.1)

para toda ¥ € X y € Y, entonces AT se llama operador adjunto de A.

En nuestro caso A = ﬁo donde ﬁo esta definido como:

V? —R0, R0,
0, —1V? 0
d, 0 —V?
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donde ¥ y ¥ son de la forma:

fi(z, z,t)

fo(z, 2, t)

f3<.’1§', Z, t)
con fi, fa, f3 funciones C2.

El producto en el espacio X esta definido como:

@7 = [ [ [ @@+ @a@)s + (#i)a(} dudzde (E:2)

para 77 y T en X (similarmente para Y).

Pero nuestro objetivo es obtener Lg, asi que empezarémos por mencionar
el operador adjunto de la derivada que va de un espacio de funciones C! = X

con condiciones periddicas en las fronteras a un espacio de funciones continuas

Y.
dfy _ dfa
<%7 2> = (fl;_%> (E.3)

De forma similar para funciones con condiciones periodicas en las fronteras

y de clase C? = X a un espacio de funciones continuas Y, se tiene:

d? d?
() - (n52) (B4)

Por lo tanto como en el operador Ly cada una de sus entradas son primeras
y segundas derivadas tendrémos que el operador adjunto ﬁg estara dado de

la siguiente forma:

V2 —0, -0,
Li=1 Ro, —7V? 0
—R;8, 0 —V?
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