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Resumen

Esta tesis tiene por objetivo la revisión de la aplicación del formalismo
de ecuaciones de amplitud al estudio de las inestabilidades que se presentan
en el sistema isotérmico doble difusivo. Específicamente:

(A) Se explica como se derivan las ecuaciones de amplitud a lo largo de la
rama estacionaria y oscilatoria utilizando la teoría de perturbaciones de tiem-
pos múltiples.

(B) Con base en estas ecuaciones, se hace un análisis de los diferentes fenó-
menos que este sistema presenta. Se muestra la existencia de un punto tri-
crítico (PTC) en la rama estacionaria que está suficientemente separado del
punto de codimensión-2 (PC2) lo que haría accesible el estudio experimental
de la dinámica del sistema cerca de estos puntos.

(C) Se explica el fenómeno de histéresis que aparece en la rama estacionaria.

(D) Se muestra que las ecuaciones de amplitud en la rama oscilatoria predicen
que las ondas viajeras existen sólo en la rama en sí, indicándose la necesidad
de un cálculo a quinto orden, con el cual sería posible predecir la estabilidad
de las ondas viajeras.

(E) Se bosqueja el comportamiento del sistema alrededor del PC2.



Capítulo 1

Introducción

La convección es una noción vieja que se remonta al siglo XVIII, fué us-
ada por Lomonossov y Hadley [1] para explicar movimientos atmosféricos,
que ciertamente es uno de los factores que determinan cambios climáticos.
El fenómeno de convección también desempeña un papel fundamental en la
dinámica de las placas tectónicas que determina el movimiento continental;
asi como en la circulación en los oceános; y en un contexto astrofisico, la
convección juega un papel importante en la transferencia de calor y materia
en las estrellas.

El trabajo científico de la convección térmica comenzó con el trabajo de
Bénard (1905) y el análisis teórico de Rayleigh (1916). Bénard estudió un
sistema convectivo simple, en muchos experimentos usó fluido calentado des-
de abajo (en la base del contenedor del fluido) y expuesto al ambiente en la
parte superior (que es menos caliente), con este arreglo la parte superior del
fluido , es libre de moverse y deformarse. Esta situación es llamada convec-
ción de Bénard-Marangoni.

Bénard observó que al ir aumentando la temperatura del sistema , en la super-
ficie libre del fluido se formaban celdas de figuras regulares , casi-polígonos de
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cuatro a siete lados evolucionando a hexágonos regulares e igualmente espaci-
ados, tal fenómeno se debe a la convección térmica. Cuando la capa del fluido
es muy delgada (menos de un milímetro), van desapareciendo los hexágonos
y se presenta una deformación que rompe la capa de fluido, este fenómeno
se debe en este caso, a la variación de la tensión superficial que aumenta al
disminuir la temperatura. Este último fenómeno se conoce como convección
Marangoni de onda larga, y por raro que parezca, su implementación y com-
probación experimental se llevó a cabo hace poco mas de una década, lo que
condujo a estudios teóricos que modelaran lo observado [2].

En 1900, la convección se volvió el principal tema de investigación de
Rayleigh, en uno de sus artículos publicados en 1916 explicó lo que ahora
es conocido como la convección Rayleigh-Bénard. La convección Rayleigh-
Bénard es el estudio de la inestabilidad de una capa de fluido confinado entre
dos placas horizontales separadas una distancia d y sometido a un gradi-
ente vertical de temperatura. Llamaremos T2 y T1 a la temperatura de la
placa inferior y superior del contenedor del fluido respectivamente. Se dice
que el sistema se encuentra en el estado conductivo cuando el fluido está en
reposo, y la temperatura varía linealmente de acuerdo a la ley de Fourier
T (z) = T2 − βz, donde β = ΔT/d y ΔT = T2 − T1 para una altura d de
la celda. Como T2 > T1 el fluido que se encuentra mas cerca de la placa
inferior será menos denso que el que se encuentra cerca de la placa superior,
esta es una situación de inestabilidad, pues fluido pesado se encuentra en
la parte superior del contenedor de fluido mientras que fluido más ligero en
la parte inferior, en algún momento esta situación se revertirá. Si al inicia-
rse el movimiento, poco después el sistema llega nuevamente al reposo, se
dice que el sistema es estable, pero habrá un valor de β = βc para el que el
sistema ya no regrese al reposo, y entonces se dice que el sistema es inestable.

Para entender las causas de la conveción térmica, fijémonos en un elemen-
to de fluido que está más caliente (y por tanto menos denso) en una región
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más fria (y por tanto más densa), este elemento, por ser menos denso que la
región que lo rodea experimentará una fuerza de empuje hacia arriba de Ar-
químedes y empezará a subir. Sin embargo, por efectos de difusión de calor,
el elemento de fluido irá equilibrando su temperatura con sus alrededores,
esto se realizará rapida o lentamente de acuerdo al coeficiente de difusión del
fluido, y esa fuerza de empuje disminuirá y el elemento se empezará a parar,
a esta desaceleración también contribuirá la viscosidad. Así que habrá una
“competencia” entre el gradiente de temperatura por un lado (que desesta-
biliza al sistema) y la difusión y viscosidad que lo estabiliza. Dependiendo
de estos mecanismos, el movimiento permanecerá o desaparecerá. Este gra-
diente, no necesariamente debe ser de temperatura, podría ser de la concen-
tración de una sustancia que se difunde en el fluido convectivo, por ejemplo
la salinidad en los mares. O pueden estar las dos presentes: gradientes de
salinidad y temperatura. Dependiendo de como sean estos gradientes, éstos
pueden ser estabilizadores o desestabilizadores.

El estudio de la dinámica de una capa de fluido en el que hay gradientes
de dos propiedades con diferente coeficientes de difusión que tienen efec-
tos opuestos en la distribución de densidad del sistema, es conocido como
Convección Doble Difusiva. Su estudio inició pensando en una aplicación a
oceanografía [3]. Pero sus aplicaciones se han expandido hacia campos como
la ingeniería química, la astrofisica, la metalúrgia y la ciencia de materiales,
y en geofísica. Los componentes más comunmente usados en sistemas doble
difusivos han sido la temperatura y la salinidad. Nosotros nos interesamos
en el estudio experimental llevado a cabo por A. Predtechensky et al que
fueron isotérmicos, y el flujo convectivo se originó por el gradiente de dos
concentraciones. El sistema consiste de una capa delgada de fluido confinada
entre dos contenedores paralelos horizontales de longitud L y ancho w sep-
arados una distancia d (celda Helle-Shaw). En este sistema se impone una
concentración fija cf0 de una substancia que se difunde rápido en la parte
superior de la celda, y una concentración fija cs0 de una sustancia que se di-
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funde lentamente desde la base del contenedor. La sustancia que se difunde
desde arriba crea un efecto desestabilizador, la que se difunde desde abajo
crea un efecto estabilizador.

A diferencia de la convección térmica en este sistema convectivo isotér-
mico se observan 3 tipos de movimientos: el movimiento estacionario, el
movimiento oscilatorio y una región donde hay una lucha de estas inesta-
bilidades.

Por otra parte, las concentraciones cf y cs en el estado convectivo, varían
con la posición y el tiempo: cf = cf (x, z, t) y cs = cs(x, z, t). Sin embargo, en
el estado conductivo, cuando el fluido está en reposo (recuérdese que cf0 y
cs0 estan fijas en la parte superior e inferior de la celda respectivamente) se
tiene el siguiente comportamiento (ver apéndice A):

c(c)
s (z) = cs0

(
1 − z

d

)

c
(c)
f (z) = cf0

(z

d

)

�v = 0

de modo que

c
(c)
f (0) = 0 y c(c)

s (d) = 0

El superíndice “c” significa que la concentración corresponde al “compor-
tamiento conductivo”, donde la concentración es lineal como se muestra en
la figura (1.1). Cuando se tienen una perturbación del estado conductivo, ex-
iste movimiento, y la concentración ya no tiene un carácter lineal, y entonces
escribimos
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Figura 1.1: Comportamiento lineal de las concentraciones en el estado con-
ductivo.

cs(x, z, t) = c(c)
s (z) + ηs(x, z, t)

cf (x, z, t) = c
(c)
f (z) + ηf (x, z, t)

donde ηs y ηf son las desviaciones en las concentraciones del estado con-
ductivo, si las perturbaciiones no mueren, se dice que estamos en el estado
convectivo.

Como las concentraciones son fijas en la parte superior e inferior de la
celda, las perturbaciones de las concentraciones en z = 0, 1 deben anularse,
se asume también que la velocidad se anula en las fronteras verticales . Así
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las condiciones de frontera son:

ηs = ηf = 0 , �v = �0 en z = 0,1 (1.1)

Además como L >> d se asume periodicidad en la dirección x. El valor típico
en los experimentos de Predtechensky de L/d es de 20.

En el capítulo 2 se introducirán las ecuaciones de movimiento para las concen-
traciones, además la ecuación de continuidad y la ecuación de Navier-Stokes.
Es conveniente trabajar sin unidades ya que facilita el manejo de las expre-
siones en los cálculos, en este capítulo adimensionalizaremos las ecuaciones
de movimiento que describen al sistema y esto nos llevará a la introducción
de los números de Rayleigh, Lewis y Schmidth.

En el capítulo 3 se realizará un análisis de estabilidad lineal del sistema
de ecuaciones de movimiento, este análisis nos permitirá establecer el diagra-
ma de estabilidad en el espacio de parámetros (los números de Rayleigh) y
localizar el punto de competencia entre la inestabilidad estacionaria y oscila-
toria.

En los capítulos 4-6 se derivan las ecuaciones de amplitud para los tres
tipos de fenómenos que aparecen en el umbral de la convección, estas ecua-
ciones son modelos matemáticos que describen el comportamiento de la am-
plitud de las perturbaciones del sistema en regiones cercanas a tal umbral de
convección. Finalizamos con algunas conclusiones. Los cálculos omitidos en
el texto de los capítulos se encuentran en mayor detalle en los apéndices.
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Capítulo 2

Descripción del Sistema

2.1. Introducción

El estudio de la dinámica de capas de fluido en el que hay dos gradientes
de propiedades que tienen coeficientes de difusión diferentes se conoce como
convección doble difusiva. La más conocida y estudiada es la que involucra
la difusión de calor y salinidad, la así llamada convección termosalina. El
estudio en este trabajo se enfoca en la convección de un fluido isotérmico en
una geometría Hele-Shaw, la convección se genera debido a la imposición de
dos gradientes de concentraciones de dos especies con coeficientes de difusión
distintos. En este sistema, el fluido está confinado en una celda Hele-Shaw,
un paralelepípedo de altura d, longitud L y anchura w dos placas paralelas
de longutud L separados una distancia d (ver figura 2.1). En este sistema dos
sustancias se difunden en el fluido, una se difunde lentamente (desde el fondo
de la celda ) mientras la segunda sustancia se difunde rápidamente (desde
la parte superior de la celda). El sistema se considerará dos dimensional ya
que w << d. Esta celda Hele-Shaw había sido considerada únicamente en
estudios teóricos y no se había usado en experimentos de convección térmica
por el problema de conducción de calor a través de las paredes laterales, en
nuestro problema isotérmico la condición correspondiente de paredes imper-
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meables se satisface plenamente.

FLUIDO CONVECTIVOd

SUSTANCIA DE
DIFUSION RAPIDA

SUSTANCIA DE 
DIFUSION LENTA

d

L

w

z

x

y

MOVIMIENTO CONVECTIVO

Figura 2.1: Sistema de convección. Arriba: Se muestra el diseño experimental
de una celda Hele-Shaw para la convección isotérmica doble difusiva, se mues-
tra el fluido confinado y las dos reservas de las sustancias que se disuelven.
Abajo: Se muestra el movimiento convectivo del sistema y las dimensiones
de la celda Hele-Shaw .

En el experimento de Predtechensky que se describe en la referencia [5]
la concentración en la parte superior e inferior de la celda se mantienen fijas,
cf0 y cs0 respectivamente. Las dos concentraciones son dos parámetros que
pueden variarse experimentalmente y para manejarlos sin dimensiones intro-
ducimos los números de Rayleigh que se definen como

13



Ri = αici0gdw2/12νDf (2.1)

donde αi es la derivada de la densidad con respecto a ci y dividido entre la
densidad del fluido convectivo cuando no se han disuelto las dos sustancias
(i = s, f), Df es el coeficiente de difusión de la sustancia que se difunde
rapidamente, d es la altura de la celda, w es la separación de las dos paredes
verticales (anchura de la celda), g es la aceleración de la gravedad y ν es la
viscosidad cinemática.

Es en el caso doble difusivo en el que se observa la bifurcación Hopf,
es decir, la convección oscilatoria. En la convección puramente térmica sin
salinidad, o en su equivalente, la convección en que sólo se difunde una es-
pecie desde la parte superior de la celda, en el umbral de la convección sólo
aparece el caso estacionario. Trataremos primero de explicar el mecanismo
de convección en el caso puramente térmico. Consideremos un elemento de
fluido (e.f.) situado en una altura z con temperatura T (z), si por una pertur-
bación se coloca este elemento en la posición z + h donde la temperatura del
entorno es menor (T (z + h) < T (z)), se encontrará por tanto en un entorno
mas pesado que el elemento mismo, y tenderá a subir (ver figura 2.2) con
una velocidad V , la magnitud de esta velocidad dependerá de la diferencia de
densidades entre las posiciones z y z +h, y esa diferencia dependerá también
de la diferencia de temperatura. Pero al mismo tiempo su temperatura se
difundirá al entorno, si esto lo hace rápidamente, entonces se equilibrarán las
temperaturas del entorno y del e.f. adquiriendo ambos la misma densidad y
el movimiento tenderá a cesar. La viscosidad también ayuda a disminuir la
magnitud de la velocidad. Así que el gradiente de temperatura es desestabi-
lizador (promueve el movimiento de perturbaciones) y la difusión y viscosidad
son estabilizadores (promueven el reposo de perturbaciones). Habrá un valor
crítico del gradiente de temperatura entre la base y la parte superior del re-
cipiente para el cual el movimiento no se detendrá y tendremos convección.
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La interacción entre los campos de velocidades y las concentraciones que
causan la convección es muy complicada. No obstante, el mecanismo básico
que produce convección oscilatoria propia de sistemas doble difusivos, puede
explicarse considerando nuevamente un e.f. en un medio con los dos gradi-
entes de concentraciones. Si el e.f. se desplaza por una perturbación hacia
arriba desde su posición inicial z donde tiene concentraciones cs(z) y cf (z),
se mueve a una vecindad de fluido que tiene una concentración cf (z+h) may-
or que la que tiene el e.f, pero menor de la especie que se difunde lentamente
cs(z + h). En la figura (2.3), el círculo punteado representa el e.f. que tiene
un cf interior menor que el cf de su entorno, asi que habrá un flujo rápido
de tal sustancia rápida al e.f. Habrá también un flujo lento de cs desde el
interior hacia el entorno externo, el efecto neto será que el e.f se pondrá más
pesado que su entorno y descenderá (la viscosidad también ayuda a detener el
movimiento siempre). Al descender, con valores adecuados de los parámetros,
pasará más allá de su posición original, y al mismo tiempo irá difundiendo
la especie rápida hacia su exterior haciendose más ligera, y volverá a subir.
Tales oscilaciones se han observado en sistemas doble difusivos.

Un estado del sistema se fija, fijando estos parámetros experimentales, Rs

y Rf . Si el estado conductivo (es decir, cuando el fluido esta en reposo) se
perturba ligeramente, estas perturbaciones crecerán o decaerán, dependiendo
de los valores de los números de Rayleigh. Si la perturbación crece, el sistema
saltará del estado conductivo a uno en el que la velocidad es diferente de cero.
Así que este estado lo veremos como la superposición del estado conducti-
vo más una perturbación. Las ecuaciones de movimiento que escribiremos
en la siguiente sección, son las ecuaciones hidrodinámicas que gobiernan la
dinámica de esta perturbación.
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2.2. Ecuaciones de Movimiento

Las ecuaciones de movimiento que describen el sistema son la ecuación de
continuidad para fluidos incompresibles (2.2), la ecuación de Navier-Stokes
(2.3) y otras dos ecuaciones que describen la evolución de las concentraciones
de difusión rápida cf y lenta cs en el tiempo (2.5), (2.4).

∇ · �v = 0 (2.2)

∂�v

∂t
+ (�v · ∇)�v = − 1

ρ0

∇p + ν∇2�v +
�gΔρ

ρ0

(2.3)

∂cs

∂t
+ (�v · ∇) cs = Ds∇2cs (2.4)

∂cf

∂t
+ (�v · ∇) cf = Df∇2cf (2.5)

Donde �v(x, z, t) es el campo vectorial de velocidades del fluido, ρ0 es la den-
sidad del fluido convectivo cuando no se han disuelto las dos sustancias,
Δρ = ρ(cs, cf ) − ρ(c

(c)
s , c

(c)
f ).

La especificación completa de un experimento de convección requiere in-
formación de las propiedades físicas y geométricas de las paredes que encier-
ran al fluido, en nuestro sistema las paredes verticales aislan al fluido y sólo
las paredes horizontales participan en el proceso de difusión, esto hace posi-
ble que el movimiento de este sistema esté descrito en dos dimensiones y que
la aproximación de Hele Shaw se ajuste a este sistema, ya que el movimien-
to de transferencia de las concentraciones esta dado en las direcciones z y
x. Matemáticamente la aproximación Hele Shaw consiste en reemplazar el
término ν∇2�v por el término −12 ν�v

w2 (ver apéndice B), así la ecuación (2.3)
adquiere la forma:
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∂�v

∂t
+ (�v · ∇)�v = − 1

ρ0

∇p − 12
ν�v

w2
+

�gΔρ

ρ0

(2.6)

Si las concentraciones de las sustancias no son muy grandes, aplicamos la
aproximación de Boussineq que consiste en ignorar las variaciones de la den-
sidad en todos los términos de las ecuaciones de movimiento, excepto en el
término de la fuerza externa [13].

Es conveniente usar las ecuaciones de movimiento sin unidades con este fin
utilizamos el siguiente cambio de variable.

t̂ =
Df

d2
t �̂r =

�r

d
�̂v =

d

Df

�v

η̂s =
ηs

cs0

η̂f = − ηf

cf0

Donde las unidades con gorrito son unidades sin dimensiones. Como Df >

Ds, el tiempo característico para las sustancias de difusión rápida tf = d2

Df
es

más pequeño que el tiempo característico para las sustancias de difusión lenta
ts = d2

Ds
y en cuanto a medición de tiempo es mejor comparar con intérvalos

de tiempo más pequeños, por esta razón usamos el tiempo característico tf

para adimensionalizar:

t̂ =
Df

d2
t (2.7)

El movimiento convectivo se realiza en la dirección x,z (w << d) pero es en
la dirección z donde se tienen los gradientes de concentración que provocan
el movimiento, por tanto adimensionalizarémos las variables espaciales con
d. Para adimensionalizar velocidades utilizamos:

�̂v =
d

Df

�v
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Para adimensionalizar las expresiones ηs(x, z, t) y ηf (x, z, t) se multiplican
por 1

cs0
y − 1

cf0
respectivamente, donde el signo menos es usado por convención

ya que las concentraciones tienen un efecto estabilizador y desestabilizador
respectivamente .

Para problemas 2-dimensionales, es conveniente introducir la así llamada
función de corriente ψ(x, z), su definición esta dada por: �v = (∂zψ, 0,−∂xψ)

de este modo se tendrán ecuaciones para ψ (una función escalar) en lugar de
�v (un campo vectorial). Además, como el fluido se considera incompresible, la
ecuación de continuidad ∇·�v = 0 se satisface automaticamente al introducir
la función de corriente, y asi ya no la consideraremos en nuestro estudio. Para
quitar dimensiones a ψ se utiliza: ψ̂ = ψ

Df
.

Con estos cambios de variables, los operadores adquieren la forma :

∂

∂x
→ 1

d

∂

∂x̂

∂

∂t
→ Df

d2

∂

∂t̂
∇× → 1

d
∇̂ × ∇ → 1

d
∇̂

Despues de aplicar el rotacional a la ecuacion de Navier Stokes, y de adimen-
sionalizar las ecuaciones en la forma arriba indicada, obtenemos el sistema
de ecuaciones de movimiento (2.8), (2.9) y (2.10) el cual es equivalente a
las ecuaciones (2.3), (2.4) y (2.5) respectivamente (ver apéndice C para los
detalles).

1

σ

[
∂

∂t̂

(
∇̂2ψ̂

)
− J

(
ψ̂, ∇̂2ψ̂

)]
= −∇̂2ψ̂ + [−Rf∂x̂η̂f + Rs∂x̂η̂s] (2.8)

−τ∇̂2η̂s +
∂η̂s

∂t̂
+ ∂x̂ψ̂ = J

(
ψ̂, η̂s

)
(2.9)

∂η̂f

∂t̂
− ∇̂2η̂f + ∂x̂ψ̂ = J

(
ψ̂, η̂f

)
(2.10)
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Donde J (f, g) = (∂xf∂zg − ∂zf∂xg) es el parentesis de Poisson, σ es el
número de Schmidt definido como:

σ = 12νd2/Dfw
2 (2.11)

y τ el número de Lewis que es la razón entre las constantes de difusión
τ = Ds/Df . Las ecuaciones (2.8), (2.9) y (2.10) tambien se pueden expresar
en forma matricial como:

⎛⎜⎝
(

1
σ

∂
∂t

+ 1
)∇2 −Rs∂x Rf∂x

∂x −τ∇2 + ∂t 0

∂x 0 −∇2 + ∂t

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝ ψ

ηs

ηf

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝
1
σ
J(ψ,∇2ψ)

J(ψ, ηs)

J(ψ, ηf )

⎞⎟⎠
(2.12)

donde hemos omitido los “gorritos” a las variables.

En los experimentos realizados por Predtechensky, el número de Schmidt
es del orden de 105 [5] entonces el sistema de ecuaciones adimensionales, en
la aproximación de Boussineq, en el límite σ → ∞ queda de la siguiente
manera:

⎛⎜⎝ ∇2 −Rs∂x Rf∂x

∂x −τ∇2 + ∂t 0

∂x 0 −∇2 + ∂t

⎞⎟⎠ �ξ =

⎛⎜⎝ 0

J(ψ, ηs)

J(ψ, ηf )

⎞⎟⎠ (2.13)

Donde �ξ(x, z, t) es un campo vectorial cuyas componentes son la función de
corriente ψ y las desviaciones de las concentraciones ηs y ηf con respecto al
estado conductivo, es decir, el campo vectorial ξ(x, z, t) esta dado por:

�ξ =

⎛⎜⎝ ψ

ηs

ηf

⎞⎟⎠
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Nosotros trabajaremos con estas ecuaciones junto con las condiciones de fron-
tera discutidas anteriormente

ψ = ηs = ηf = 0 en z = 0,1 (2.14)

y periodicidad en la dirección x. En el capitulo siguiente haremos el análisis
de estabilidad lineal de estas ecuaciones de movimiento.
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z

T(z)

T(z+h)

z+h

Caliente

Frio
V

Figura 2.2: Si un elemento de fluido (círculo continuo) se desplaza hacia
arriba, sus alrededores estarán mas frios y por tanto mas pesados que él, lo
que ocasionará que lo empujen hacia arriba con una velocidad V , entre mas
grande sea la diferencia de temperatura T (z) − T (z + h) más grande será
la diferencia de la densidad y mayor el empuje hacia arriba del e.f. Además
decrecerá su temperatura por difusión haciendo que decrezca la fuerza de
flotación ascendente. La viscosidad también tratará de parar el movimiento.
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z

z+h

V

Cf(z)<Cf(z+h)
Cs(z+h)>Cs(z)

Cs
Cf

Figura 2.3: Si un elemento de fluido (círculo continuo) se desplaza hacia arriba
a la posición indicada por el círculo punteado, sus alrededores tendrán cf

mayor y cs menor, asi que habrá un flujo rápido de tal sustancia rápida hacia
el interior del e.f. Habrá también un flujo lento de cs desde el interior hacia
el entorno externo, el efecto neto será que el e.f se pondrá más pesado que su
entorno y descenderá. Al descender, con valores adecuados de los parámetros,
pasará más allá de su posición original, y al mismo tiempo irá difundiendo
la especie rápida hacia su exterior haciendose más ligera, y volverá a subir.
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Capítulo 3

Análisis de Estabilidad Lineal

3.1. Introducción

La dinámica de un sistema ya sea físico, biológico, químico, económico,
étc., generalmente se modela a través de un sistema de ecuaciones diferen-
ciales que pueden surgir de leyes más fundamentales ó modelos empíricos. En
nuestro caso, la dinámica de nuestro sistema es gobernada por las ecuaciones
(2.12), para un sistema mecánico, la dinámica será gobernada por las ecua-
ciones de Newton, Lagrange ó Hamilton, y así sucesivamente. El propósito de
la teoría de estabilidad lineal, es estudiar bajo que condiciones un estado de
un sistema (en nuestro caso, por ejemplo, el estado conductivo) es inestable
ante pequeñas perturbaciones, es decir, las circunstancias bajo las cuales un
estado del sistema sufrirá una transición a otro estado de movimiento (o
solución de las ecuaciones). En cualquier sistema físico es inevitable la pres-
encia de perturbaciones, aun cuando se tengan experimentos cuidadosamente
controlados, éstas estarán presentes. Entonces la pregunta es si estas pertur-
baciones crecerán llevando al sistema a otro estado, en cuyo caso se dice que
el sistema es inestable, ó si estas perturbaciones no crecerán y eventualmente
se anularán, permaneciendo el sistema de este modo, en el mismo estado, en
cuyo caso el sistema se dice que es estable.

23



En este capítulo realizaremos el análisis de estabilidad lineal del estado
conductivo. Para tener una idea más clara al respecto, expondremos breve-
mente la idea central de la teoría de estabilidad lineal como aparecen en los
libros de texto de dinámica nolineal y caos [7]. Dicho análisis se hace alrede-
dor de sus puntos fijos, que definiremos en la siguiente sección (en nuestro
caso, el “punto” fijo sería el estado conductivo). En los textos, generalmente
se realiza el análisis a ecuaciones de la forma �̇x = �f(�x), esto no debe ex-
trañarnos pues siempre es posible escribir ecuaciones de orden superior en
esta forma, por ejemplo, la ecuacion del oscilador armónico amortiguado y
forzado

d2x

dt2
+ γ

dx

dt
+ ω0x = Fcos(ωt) (3.1)

se puede escribir en la forma indicada introduciendo la variable y = ẋ, de
este modo se tendría el sistema

ẋ = y

ẏ = −γy − ω0x + Fcos(ωt)

Aunque como veremos, no es absolutamente indispensable escribir las ecua-
ciones de esta forma. En la siguiente sección, trataremos el caso en que ten-
emos sólo una ecuación diferencial, y después el caso de n ecuaciones difer-
enciales.

3.2. Caso 1-dimensional

Consideremos la ecuación diferencial

ẋ = f(x), (3.2)
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donde f es una función de una sola variable real bien comportada (continua
y su primera derivada también continua). Decimos que x̃ es un punto fijo si
f(x̃) = 0.

Una vez localizados los puntos fijos, uno puede colocarse ”cerca” de uno de
ellos (en el punto x(t)) y preguntarse por la evolución de x(t). Este punto x(t)

puede alejarse, acercarse, o mantenerse moviendo alrededor del punto fijo x̃.
La clasificación de los puntos fijos se da en base a estos comportamientos de
un punto ”cercano” x(t). Iniciemos analizando la estabilidad de un punto fijo
x̃ de la ecuación diferencial (3.2) considerando una perturbación alrededor
del punto fijo x̃, que llamaremos η, la cual expresaremos como

η(t) = x(t) − x̃

así que x(t) = η(t) + x̃ es un punto alejado de x̃ por una "distancia" η,
que consideraremos pequeña. Una pregunta natural es cómo evoluciona η(t)

en el tiempo (o equivalentmente, cómo evoluciona un punto ’cercano’ x(t)).
Deseamos entonces obtener una ecuación para η, que será

η̇ =
dη

dt
=

d

dt
[x(t) − x̃] =

dx

dt
= ẋ(t) = f(x) = f(η + x̃) (3.3)

Hagamos una linealización de η̇ (es decir, despreciaremos los términos de
orden iguales y superiores a η2) por medio de la expansión en serie de Taylor
de f(η + x̃)

η̇ = f(x̃) +
(∂f

∂x

)
x̃
(x − x̃) + ϑ[(x − x̃)2]. (3.4)

Si consideramos que η << 1 podremos despreciar los términos de orden 2 y
mayores, así la ecuación (3.4) nos queda

η̇ = f ′(x̃)η
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Resolviendo esta ecuación diferencial tendremos que η = η0 ef ′(x̃)t, donde η0,
la perturbación inicial, es una constante. Podemos ahora observar que su
solución está determinada por el signo que tome f ′(x̃) entonces: si f ′(x̃) > 0,
η crece, decimos que x̃ es un punto inestable. Si f ′(x̃) < 0, η decrece, decimos
que x̃ es punto estable.

Notamos que la estabilidad de un punto fijo, en el caso 1-dimensional,
depende del signo de la primera derivada de la función f en el punto fijo
bajo consideración. Para el caso de n variables, la derivada de la función ya
no es simplemente un número, y necesitaremos otro criterio. A continuación
analizamos el caso n−dimensional.

3.3. Caso n-dimensional

Ahora analizaremos el caso de n variables. Consideremos al sistema

d�x

dt
= �f(�x) (3.5)

donde f : Rn → Rn, es una función de clase C1. En componentes (3.5) se ve
como

�̇x =
d�x

dt
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ẋ1

ẋ2

...
ẋn

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ = �f(�x(t)) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
f1(x)

f2(x)
...

fn(x)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
decimos que x̃ es un punto fijo si �f(x̃) = 0.

Si consideramos un punto �x(t) cercano a x̃, éste lo escribiremos como

�x(t) = x̃ + �η (3.6)
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Las componentes de cada vector son

�x = (x1x2 . . . xn), x̃ = (x̃1x̃2 . . . x̃n), �η = (η1η2 . . . ηn)

Ahora analicemos como cambia �η con respecto al tiempo. Derivando la ecuación
(3.6) tenemos

d�x

dt
=

dx̃

dt
+

d�η

dt
=

d�η

dt

Desarrollando en serie de Taylor la i−ésima componente de �f(�x) uno llega a

η̇i = fi(x̃) +
1

j!

n∑
j=1

∂fi (x̃)

∂xj

ηj + ϑ(η2) (3.7)

donde i = 1, 2, 3, . . . n. Si consideramos que η << 1 despreciaremos los térmi-
nos de orden 2 en η, conservando sólo los términos lineales. De esta manera
encontramos que la ecuación para �η(t) es

η̇i =
n∑

j=1

(
∂fi

∂xj

)
x̃

ηj (3.8)

La matriz Jacobiana (
∂fi

∂xj

)
x̃

= J (3.9)

se evalúa en el punto fijo x̃. La ecuación (3.8) escrita en forma matricial es

�̇η = J�η

con la experiencia en el caso 1-dimensional, proponemos una solución de la
forma

�η = �η0e
λ t (3.10)
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Este resultado nos conduce a un problema de valores propios: J�η0 = λ�η0. Los
valores propios determinarán el carácter de un punto fijo.

Un ejemplo de linearización alrededor del punto fijo �0, lo veremos con el
sistema

ẋ = f1(x, y) = μx − y + xy2

ẏ = f2(x, y) = x + μy + y3
(3.11)

La matriz Jacobiana es,

J =

(
f11 f12

f21 f22

)
�0

=

(
μ −1

1 μ

)

Donde fij = ∂fi/∂xj y x1 = x, x2 = y. Como puede verse inmediatamente,
la ecuacion linearizada �̇x = J�x es

ẋ = f1(x, y) = μx − y

ẏ = f2(x, y) = x + μy

que equivale a simplemente despreciar los términos no-lineales en la (3.11).

Una clasificación completa para el caso 2-dimensional se encuentra en [7].
Ya no la haremos aquí, el próposito de estas primeras secciones era dar no-
ciones generales de la teoría de estabilidad lineal, necesarias para prepararnos
para la siguiente sección, en el que realizaremos el análisis de estabilidad lin-
eal al estado conductivo.

3.4. Estabilidad Lineal

Para realizar el análisis de estabilidad lineal, escribimos la solución como
una superposición de ondas viajeras a la derecha y a la izquierda
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�ξ(x, z, t) =
1

2

⎡⎢⎣
⎛⎜⎝ iAR

Cs1R

Cf1R

⎞⎟⎠ exp(λt − iqx) +

⎛⎜⎝ −iAL

Cs1L

Cf1L

⎞⎟⎠ exp(λt + iqx)

⎤⎥⎦ sin(πz)+cc

(3.12)

Este campo vectorial cumple con la condiciones de frontera impuestas en el
capitulo 1. Sustituiremos este campo vectorial en las ecuaciones linearizadas

⎛⎜⎝
(

1
σ

∂
∂t

+ 1
)∇2 −Rs∂x Rf∂x

∂x −τ∇2 + ∂t 0

∂x 0 −∇2 + ∂t

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝ ψ

ηs

ηf

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝ 0

0

0

⎞⎟⎠ (3.13)

que se obtuvieron de (2.13) simplemente despreciando los términos no lin-
eales.

La evolución temporal exp(λt) esta determinada por el valor de λ =

λr + iλi, cuando λr > 0, la perturbación crecerá hasta que el sistema no
pueda ser descrito por una aproximación lineal, en esta situación decimos
que este modo es inestable. Si λr = 0, se dice que el modo es neutralmente
estable, si λr < 0 decimos que el modo es asintóticamente estable ó lineal-
mente estable. Si λi �= 0 mientras λr → 0 para alguna perturbación se tiene
una inestabilidad oscilatoria. Si λi = 0 mientras λr → 0 tenemos una inesta-
bilidad estacionaria.

Introduciendo (3.12) en el sistema lineal (3.13), obtenemos un sistema de
ecuaciones para los coeficientes AR, Cs1R y Cf1R (similarmente para AL, Cs1L

y Cf1L ) para cada modo.(
λ

σ
+ 1

)
k2AR − RsqCs1R + RfqCf1r = 0 (3.14)

qAR +
(
λ + τk2

)
Cs1R = 0 (3.15)

qAR +
(
λ + k2

)
Cf1R = 0 (3.16)
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O bien:

⎛⎜⎝
(

λ
σ

+ 1
) −Rsq Rfq

q (λ + τk2) 0

q 0 (λ + k2)

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝ ψ1R

Cs1R

Cf1R

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝ 0

0

0

⎞⎟⎠ (3.17)

Donde k2 = π2 + q2. Este sistema tiene solución distinta de la trivial si
el determinante de la matriz del sistema (3.17) es igual a cero, de aquí se
obtiene la siguiente relación de dispersión.

λ

σ
+ 1 =

q2

k2

(
Rf

λ + k2
− Rs

λ + τk2

)
(3.18)

De esta ecuación en términos de λ se obtiene la ecuación cúbica λ3 −
a2λ

2 + a1λ − a0 = 0 con coeficientes reales a2, a1 y a0.

λ3−λ2(−τk2−k2−σ)+λ(τk4+σk2+στk2−Rf
q2σ

k2
+Rs

q2σ

k2
)−(−στk4+Rfq

2στ−Rsq
2σ) = 0

Para el modo estacionario (λ = 0) se tiene que a0 = 0 y de aquí se obtiene :

R
(s)
fc =

Rs

τ
+

k4

q2
(3.19)

Para la inestabilidad oscilatoria λ = ±iλi

∓iλ3
i + a2λ

2
i ± a1iλi − a0 = 0

se deben cumplir dos condiciones sobre los coeficientes a0, a1 y a2, la primera
condición: a0 = a1a2 y la segunda condición: a1 = λ2

i . De la primera condición
se obtiene el siguiente valor crítico de R

(o)
fc , el cual determina el comienzo del

movimiento en la rama oscilatoria.

R
(o)
fc =

k2τ + σ

k2 + σ
Rs +

k4

q2 + σ
(τ + 1)

(
τk2 + σ

)
(3.20)
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Mientras que de la segunda condición obtenemos la frecuencia de os-
cilación,

λ2
i = ω2

0 = τk2
(
k2 + σ

)
+ σk2 +

q2σ

k2

(
Rs − Ro

f

)
(3.21)

ω2
0 = −τ 2k4 +

q2σ

k2 + σ
(1 − τ) Rs (3.22)

Para la inestabilidad estacionaria el mínimo valor de qc a la cual la inesta-
bilidad ocurre es π, se obtiene encontrando el mínimo de la ecuación (3.18)
y es independiente del valor de σ, sin embargo el valor mínimo qc para la
inestabilidad oscilatoria es π sólo cuando σ−1 → 0. En esta aproximación,
el valor crítico del número Rayleigh para las inestabilidades estacionaria y
oscilatoria son:

R
(s)
fc =

Rs

τ
+ 4π2 y R

(o)
fc = Rs + 4π2 (1 + τ) (3.23)

Sustituyendo qc = π en la ecuación (3.22), en el límite σ−1 → 0 tenemos:

ω2
0 = −4π2τ 2 + π2 (1 − τ) Rs (3.24)

Igualando R
(s)
fc y R

(o)
fc de las ecuaciones (3.23) obtenemos el punto de codimensión-

2 definido como el punto de intersección de la rama estacionaria y la rama
oscilatoria. Los números de Rayleigh en este punto están dados por:

R(c2)
s =

4π2τ 2

1 − τ
y R

(c2)
fc =

4π2

1 − τ
(3.25)

Sustituyendo (3.25) en la ecuación de la frecuencia (3.24) se obtiene ω2
0 = 0.

La frecuencia se hace compleja para Rs menores al punto de codimensión-2,
por lo que la rama estacionaria se termina precisamente ahí.
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La figura (3.1) resume lo visto en este capítulo, es el diagrama de esta-
bilidad lineal en el espacio de los parámetros Rf , Rs.
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Rs

Rf

Rama Oscilatoria

Rama Estacionaria

Region Estable

Region Inestable

PC−2

Figura 3.1: Diagrama de estabilidad lineal, como función de los números de
Rayleigh Rs y Rf , la gráfica divide el plano (Rs, Rf ) en 2 regiones una es-
table y una inestable. La gráfica esta compuesta de dos rectas de diferente
pendiente, la recta de pendiente mayor es la Rama Estacionaria, la recta de
pendiente menor es la Oscilatoria, el punto de intersección de ambas rectas
ó punto de codimensión-2 donde hay una competencia de las dos inestabili-
dades.
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Capítulo 4

Convección en la Rama
Estacionaria

4.1. Introducción

Hasta ahora lo que hemos hecho es describir el sistema fisico, objeto del
estudio, adimensionalizando las ecuaciones de movimiento de las perturba-
ciones respecto al estado conductivo, y realizado el análisis de estabilidad
lineal que nos permite dibujar el diagrama de estabilidad del sistema. Con
este diagrama, tenemos una idea de la dinámica que uno espera encontrar
dependiendo de los parámetros experimentales con los que preparemos al
sistema. Pero el análisis de estabilidad lineal ya no nos proporciona mas in-
formación del comportamiento del sistema, así que no podemos evitar lidear
con las ecuaciones completas nolineales para poder decir más de la dinámica.
Como es bien sabido, encontrar soluciones exactas a las ecuaciones hidrod-
inámicas es en la mayoría de los casos de interés, simplemente imposible.
Así que uno puede resolver las ecuaciones por métodos numéricos, que por
cierto no es una tarea nada sencilla, ni rápida. Pero aún así, si ya tuvier-
amos un código, uno se pregunta, qué parámetros usaríamos, que esperaría
uno encontrar con éstos?. Hay un camino analítico que nos da un poco más
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de luz y que puede servir de guía incluso a las simulaciones numéricas, al
menos, en la vecindad de las ramas de bifurcación, ya sea la estacionaria, o
la oscilatoria, o bien en su intersección, donde éstas compiten. Este camino
es el de los métodos aproximados. Para nuestro caso, ya tenemos la solución
del estado conductivo (el fluido en reposo), y la solución en el umbral de la
inestabilidad que esta dada por la solución que usamos para realizar el análi-
sis de estabilidad lineal (3.12). Lo único que no conocemos en esa expresión,
son las amplitudes, AR y AL, que experimentalmente se observa que varían
lentamente en el tiempo hasta que adquieren un valor fijo, al menos en la
rama oscilatoria [5], [6]. De modo que en este sistema, se tienen al menos
dos escalas de tiempo, la de la oscilación dadas por el valor de λ = ω0 que
aparece en (3.12), y la de la amplitud. De modo que si queremos buscar una
solución aproximada en la vecindad del umbral de la inestabilidad, debemos
tomar en cuenta el hecho de la existencia de varias escalas de tiempo.

Es sabido que la teoría de perturbaciones regulares falla en problemas
con más de una escala temporal. En la sección siguiente, se expondrá muy
brevemente un ejemplo de falla de esta teoría en un ejemplo muy simple,
y cómo se corrige con la teoría de perturbaciones de tiempos múltiples. No
pretendemos realizar una exposición en detalle, sólo clarificar las ideas. Es-
tudios muy detallados se encuentran por ejemplo en la tesis doctoral de D.
Williams [8], o en el trabajo de Dangelmayr et al [9], o en algunos libros
de texto avanzado [1]. Las aplicaciones del formalismo de las ecuaciones de
amplitud, van mas alla del ámbito de la dinámica de los fluidos, incluyen
aplicaciones en Biología [10], en óptica [11], étc., por mencionar solo un par
de trabajos. Mas referencias se encuentran en [12].

35



4.2. Teoría de Perturbaciones Regulares

Ilustraremos la teoría de perturbaciones con osciladores debilmente no-
lineales, esto es, ecuaciones de la forma

d2x

dt2
+ x + εf(x, ẋ) = 0 (4.1)

donde ε << 1 y f es una función suave de sus argumentos. Dos de los
ejemplos clásicos son la ecuación de van der Pol dẋ/dt + x + ε(x2 − 1)ẋ = 0,
y la ecuación de Duffing dẋ/dt + x + εx3 = 0. Cuando ε = 0, lo que nos
queda es la ecuación del oscilador cuya solución es bien conocida. Así que la
solución de (4.1), cuando ε es pequeño, se esperaría que fuera muy cercana a
la respectiva del oscilador armónico simple. Como una primera aproximación,
buscamos soluciones de (4.1) de la forma

x(t, ε) = x0(t) + εx1(t) + ε2x2(t) + .... (4.2)

Lo que se espera es que toda la información relevante se capture en los
primeros términos. Esta aproximación se conoce como teoría de perturba-
ciones regulares. Si funciona en algunos casos, pero aquí solamente daremos
un ejemplo de cuando no funciona. Para ello consideremos el oscilador debil-
mente amortiguado

d2x

dt2
+ 2ε

dx

dt
+ x = 0 (4.3)

con las condiciones x(0) = 0 y ẋ(0) = 1. La solución exacta se conoce y es

x(t, ε) =
1√

1 − ε2
e−εt sin [

√
1 − ε2t] = A(εt) sin [

√
1 − ε2t] (4.4)

Si ahora sustituimos (4.2) en (4.3) y agrupamos los coeficientes de las
diferentes potencias de ε, se obtiene

[
d2x0

dt2
+ x0] + ε[

d2x1

dt2
+ 2

dx0

dt
+ x1] + O(ε2) = 0 (4.5)
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y esto para toda ε, por lo que cada coeficiente debe anularse y así se tiene
una serie de ecuaciones a diferentes ordenes en ε, las primeras dos son pre-
cisamente las dos entre paréntesis en (4.5) igualadas a cero. Aplicando las
condiciones iniciales, la solución a orden cero en ε es

x0(t) = sint (4.6)

Sustituyendo esta x0 en la ecuación a orden 1 en ε, es decir en

d2x1

dt2
+ 2

dx0

dt
+ x1 = 0 (4.7)

Se tiene

d2x1

dt2
+ x1 = −2 cos t (4.8)

Pero el lado derecho es un término que producirá resonancia. Usando las
condiciones iniciales, la solución de esta última ecuación es x1(t) = −t sin t

que crece cuando t crece. Así, la solución que arroja la teoría de perturba-
ciones es

x(t, ε) = sin t − εt sin t + O(ε2) (4.9)

que sólo se aproxima bien a la solución exacta para tiempos muy pequeños, y
se aleja desastrosamente de la solución exacta para tiempos mayores. Donde
estuvo la falla? cabe señalar dos puntos: la solución exacta exhibe dos es-
calas de tiempo, un tiempo rápido t que es de orden 1 para la oscilación
sinosoidal, y un tiempo lento sobre el cual la amplitud varía (ver la solución
exacta (4.4)). El segundo punto a indicar es que, la frecuencia de oscilación
en la solución exacta ω =

√
1 − ε2 se aproxima a ω = 1 − 1

2
ε2 cambia un

poquito. De la frecuencia ω = 1 que aparece en la solución aproximada (4.9).
Después de un tiempo muy largo, este error en la frecuencia tendrá un efecto
acumulado importante.
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La teoría de tiempos multiples trata de remediar esta situación, intro-
duciendo dos tiempos desde el principio, un tiempo rápido τ = t, y uno
lento T = εt. En esta teoría, se trata a los tiempos múltiples como si fueran
variables independientes. Aquí no trataremos de justificar rigurosamente esta
suposición, solo indicaremos que sí funciona.

Ahora entonces se buscan soluciones de la forma

x(t, ε) = x0(τ, T ) + εx1(τ, T ) + O(ε2) (4.10)

El único cuidado que debe tenerse ahora es en el operador derivada, que
queda, usando la regla de la cadena, como

d

dt
=

∂

∂τ
+ ε

∂

∂T
(4.11)

Sustituyendo (4.10) en (4.3), y agrupando los terminos en las potencias
de ε, a orden cero se tiene la ecuación para x0

∂2x0

∂τ 2
+ x0 = 0 (4.12)

cuya solución es simplemente

x0 = A sin τ + B cos τ (4.13)

Y la ecuación a orden 1 es

∂2x1

∂τ 2
+ x1 = −2

∂2x0

∂τT
− 2

∂x0

∂τ
(4.14)

que se convierte en

∂2x1

∂τ 2
+ x1 = −2(A′ + A) cos τ + 2(B′ + B) sin τ (4.15)

donde la prima denota derivada con respecto a T . Pero ahora enfrentamos
el mismo problema que arruinó a la teoría regular de perturbaciones, el lado
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derecho de (4.15) nos llevará a la resonancia, a menos que los coeficientes de
los terminos resonantes se forcen a anularse, dando por resultado, dos ecua-
ciones de amplitud para los coeficientes. Tales ecuaciones tienen por solución
A(T ) = A(0)e−T y B(T ) = B(0)e−T . Si utilizamos las condiciones iniciales,
se obtiene finalmente que

x = e−T sin τ + O(ε) (4.16)

Que es la solución predicha por la teoría de tiempos múltiples, y que se
acerca mucho a la solución exacta. Ahora aplicaremos lo aprendido en este
ejemplo simple a nuestro caso de estudio. El primer caso lo tenemos en la
rama estacionaria.

4.3. Derivación de la ecuación de Amplitud

Como bosquejamos en la sección anterior, las ecuaciones de amplitud
son modelos matemáticos que describen las pequeñas variaciones temporales
(aunque podrían incluir la variaciones espaciales también) de las variables
originales que caracterizan cualquier sistema cerca de los valores críticos.
Derivarémos las ecuaciones de amplitud de las ecuaciones hidrodinámicas de
movimiento cerca del umbral de las inestabilidades estacionarias, oscilato-
rias y el punto de codimensión-2 (este último sólo lo describiremos en esta
tesis). En esta sección analizarémos la ecuación de amplitud para la rama
estacionaria :

τ0∂tA = εA − g3A|A|2 (4.17)

donde ε = (Rfc − Rss
fc)/R

ss
fc es la distancia relativa a la rama estacionaria.

Para calcular g3 y τ0, expandemos el número de Rayleigh y �ξ en términos
de un parámetro pequeño η.
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Rf = Rss
fc + ηRss

1 + η2Rss
2 + η3Rss

3 + · · · (4.18)

�ξ = η�ξ1 + η2�ξ2 + η3�ξ3 + · · · (4.19)

reemplazando ∂t por η2∂T , y sustituyendo (4.18) y (4.19) en el sistema de
ecuaciones (2.13) se tiene una serie de problemas lineales. A orden η se tiene
la siguiente ecuación :

⎛⎜⎝ ∇2 −Rs∂x Rf∂x

∂x −τ∇2 0

∂x 0 −∇2

⎞⎟⎠ �ξ1 =

⎛⎜⎝ 0

0

0

⎞⎟⎠ (4.20)

O bien:

�L0
�ξ1 = �0

el cual tiene solución

�ξ1 =
1

2
sin πz

⎛⎜⎝ i(A exp (−iπx) − A∗ exp (iπx))

− 1
2πτ

(A exp (−iπx) + A∗ exp (iπx))

− 1
2π

(A exp (−iπx) + A∗ exp (iπx))

⎞⎟⎠ (4.21)

Agrupando términos de orden η2 se tiene:

�L0
�ξ2 =

⎛⎜⎝ −R1∂xηf1

J(ψ1, ηs1)

J(ψ1, ηf1)

⎞⎟⎠ ≡ �F2(x, y) (4.22)

Por teorema de Fredholm [12] el sistema (4.22) tiene una solución para �ξ2 si
y sólo si �F2 es ortogonal a la solución de �L†

0
�ξ† = �0, donde �L†

0 es el operador
adjunto de �L0, la ecuación adjunta es (ver apéndice E):
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�L†
0
�ξ† =

⎛⎜⎝ ∇2 −∂x −∂x

Rs∂x −τ∇2 0

−Rfc∂x 0 −∇2

⎞⎟⎠ �ξ† = �0 (4.23)

cuya solución es:

�ξ† =
1

2

⎛⎜⎝ i

−Rsq/k
2τ

Rfcq/k
2

⎞⎟⎠A† exp (−iπx) sin πz + c.c (4.24)

La condición de ortogonalidad (ver apéndice E) (�F2, �ξ
†) = 0 implica R1 = 0,

bajo esta condición la solución de la ecuación (4.22) esta dada por:

�ξ2 =

⎛⎜⎝ 0

−|A|2/16τ 2π

−|A|2/16π

⎞⎟⎠ sin (2πx)

A orden η3

�L0
�ξ3 =

⎛⎜⎝ −R2∂xηf1

−∂T ηs1 + J(ψ1, ηs2) + J(ψ2, ηs1)

−∂T ηf1 + J(ψ1, ηf2) + J(ψ2, ηf1)

⎞⎟⎠ ≡ �F3(x, y) (4.25)

De la condición de integrabilidad a orden η3: (�F3, �ξ
†) = 0, se obtiene

R2 = −|A|2
16

(
Rs

τ 3
− Rs

τ
− 4π2

)
= −|A|2

16

(
Rs

τ 3
− Rfc

)
La ecuación de amplitud para la rama estacionaria y los coeficientes g3 y τ0

correspondientes:

τ0 = − 1

2π2Rfc

(
Rs

τ 2
− Rfc

)

g3 = − 1

16Rfc

(
Rs

τ 3
− Rfc

)
(4.26)
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4.4. Análisis de las Ecuaciones

Una vez que tenemos la ecuación de amplitud a tercer orden (4.17) nos
interesamos en su solución y que nos dice dicha solución respecto a la dinámi-
ca del sistema. Para estudiar su solución, escribimos A en su forma polar,
A = Aeiθ en la ecuación anterior (4.17):

τ0
dA
dt

e(iθ) + τ0iAe(iθ)dθ

dt
= εAe(iθ) − g3Ae(iθ)A2

τ0
dA
dt

= εA− g3A3 (4.27)

Haciendo el cambio (A)2 = B(t) la ecuación (4.27) toma la forma de una
ecuación de Bernoulli,

dB(t)

dt
=

2ε

τ0

B(t) − 2g3

τ0

B(t)2

la cual tiene por solución:

(A)2 = B(t) =
εB(0) exp (2εt

τ0
)

B(0)g3(exp (2εt
τ0

) − 1) + ε
(4.28)

Analizarémos dos casos : g3 > 0 y g3 < 0 .
Caso I. Consideremos g3 > 0, en la región ε < 0 cuando t → ∞, se tiene:
B(t) → 0.
Por otra parte, si ε > 0, cuando t → ∞, tenemos B(t) → ε/g3.

Los puntos A = Ã que satisfacen dA
dt

= 0, son puntos fijos de la ecuación
(4.27):

Ã = 0 y Ã =

√
ε

g3

(4.29)

Analizarémos el comportamiento de una pequeña perturbación alrededor del
punto fijo Ã =

√
ε
g3

, en la región ε > 0 y considerando g3 > 0 , sustituyendo

A = Ã + δA en la ecuación (4.27) se tiene:
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τ0∂t(Ã + δA) = ε
(
Ã + δA

)
− g3(Ã + δA)3

τ0∂t(Ã + δA) = εÃ + εδA− g3

(
Ã3 + δA3 + 3ÃδA2 + 3Ã2δA

)
(4.30)

Como Ã es punto fijo:

εÃ − g3Ã3 = 0

Como la perturbación δA es pequeña despreciarémos los términos de orden
mayor ó igual a 2, entonces la ecuación (4.30) queda como:

τ0∂tδA = εδA− 3g3Ã2δA

Como Ã = ±
√

ε
g3

tenemos la ecuación:

τ0∂tδA = −2εδA

La cual tiene por solución:

δA = (δA)0e
−2(ε/τ0)t (4.31)

Cuando t → ∞ las perturbaciones decrecen y así este punto fijo: Ã =

±
√

ε
g3

es estable.

Ahora analizarémos el comportamiento de una pequeña perturbación alrede-
dor del punto fijo Ã = 0, en la región ε < 0 y considerando g3 > 0, susti-
tuyendo A = Ã + δA = δA en la ecuación (4.27) se tiene:

τ0∂tδA = εδA

la cual tiene la solución :
δA = e(ε/τ0)t (4.32)
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y en este caso las perturbaciones δA → 0 cuando t → ∞: entonces en esta
región ε < 0 tenemos que el punto fijo: Ã = 0 es estable, sin embargo cuando
ε > 0 la ecuación (4.32) diverge por lo que en la región ε > 0 tenemos que
Ã = 0 es un punto fijo inestable. Así cuando g3 > 0 dirémos que tenemos
una bifurcación supercrítica (ver figura 4.1).

Caso II. Cuando g3 < 0 el punto fijo Ã = ±√
ε/g3 esta definido sólo

cuando ε < 0, llevando a cabo el mismo análisis perturbativo que en el caso
I, se obtiene la ecuación (4.31) sin embargo en esta región ε < 0 las per-
turbaciones δA crecen, por lo que este punto fijo es un punto fijo inestable.
Similarmente para el punto fijo: Ã = 0 se obtiene la ecuación (4.32), la cual
para ε < 0 se tiene que las perturbaciones δA decrecen y por lo tanto el
punto fijo Ã = 0 es estable, sin embargo para ε > 0 las perturbaciones δA
crecen y por lo tanto en esta región se tiene un punto fijo inestable. Bajo
estas condiciones se tiene una bifurcación subcrítica (ver figura 4.2).

El punto donde hay un cambio de una bifurcación supercrítica (g3 > 0) a
una subcrítica (g3 < 0) es el punto tricrítico y se determina cuando g3 = 0.
Igualando a cero la ecuación (4.26), se tiene el punto tricrítico.

Rtp
s =

4π2τ 2

1 − τ 2

4.5. Punto Tricrítico, y Ciclo de Histéresis

Para Rs < Rtp
s la ecuación de amplitud (4.17) nos dice que al incrementar

el valor de Rf , el movimiento convectivo iniciará cuando Rf alcance la valor
de Rss

fc. La amplitud de la función de corriente será A ∼ ε
1
2 . Sin embargo,

para Rs > Rtp
s , la ecuación de amplitud a tercer orden (4.17) predice que

cuando Rf alcanza el valor de Rfc (es decir para ε > 0) no hay una amplitud
estable, ni siquiera Ã = 0 es estable. Así que para Rs > Rtp

s , la ecuación
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de amplitud a tercer orden nos da información errónea. Para corregir esta
situación se requiere la inclusión de un término a quinto orden,

τ0
dA
dt

= εA− g3A3 − g5A5 (4.33)

que hará que la figura (4.2) se convierta en la figura (4.3), con una rama
estable para ε > 0.

Los puntos fijos satisfacen :

A(ε − g3A2 − g5A4) = 0

El primer punto fijo es Ã = 0. Para encontrar el segundo punto fijo debemos
resolver:

g3A2 + g5A4 − ε = 0 (4.34)

Cuya solución es:

A2 = − g3

2g5

+
1

2

√(
g3

g5

)2

+
4ε

g5

(4.35)

En la figura (4.3) se presenta la gŕafica de los puntos fijos. Lo que nos
dice esta gráfica es que para Rs > Rtp

s existe un ciclo de histéresis, es de-
cir, cuando se incrementa el valor de Rf la convección iniciará hasta que Rf

alcance el valor de Rss
fc, para Rf > Rss

fc (es decir ε > 0) la amplitud de la
función de corriente saltará de cero a un valor finito igual a 2Atp y continuará
creciendo cuando Rf crezca. Si Rf ahora la disminuimos, cuando Rf ahora
la disminuimos, cuando Rf (al decrecer) alcance el valor Rss

fc la convección
no terminará en ε = 0, continuará hasta que ε = εtp < 0, donde la amplitud
saltará de Atp a cero. El valor de Atp y εtp están dados por:

Atp = ±
√
− g3

2g5

(4.36)
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εtp =
Rtp

f − Rfc

Rfc

= − g2
3

4g5

(4.37)

En el espacio de parámetros, la convección iniciará cuando al incremen-
tar Rf desde cero, Rf “toque” la rama estacionaria R

(ss)
fc . Al disminuir Rf , la

convección no terminará cuando Rf “toque” a R
(ss)
fc sino hasta que alcance la

curva subcrítica (ver figura 4.4).

El valor explícito de g5 se calculó en la referencia [14]

g5 =
1

Rss
fc

[
g3

8
+

3

640

(
Rs

τ
− Rss

fc

)
− 11g2

3

120π2

]
(4.38)

Como εtp = −g2
3/4g5 < 0, g5 debe ser positivo, y en efecto lo es. En el punto

tricrítico

g5 =
3(1 − τ 2)

640τ 2
.

.

Tenemos así que para Rs < Rtp
s la amplitud A ∼ ε1/2 y para Rs > Rtp

s ,
A ∼ ε1/4.
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Α

εo

Figura 4.1: Diagrama de bifurcación supercrítica, para el caso g3 > 0 , se
muestra la gráfica de los puntos fijos A como función de ε , para ε > 0

Ã = ±
√

ε
g3

y para ε > 0 Ã = 0 , la línea punteada representa la inestabilidad

del punto fijo Ã = 0 para ε > 0 .
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A

ε

Figura 4.2: Diagrama de bifurcación subcrítica , para el caso g3 < 0 , se
muestran los puntos fijos como función de ε, las curvas punteadas representan
la inestabilidad de los puntos fijos : Ã = ±

√
ε
g3

y A = 0 en las regiones ε < 0

y ε > 0 respectivamente , mientras que A = 0 es un punto fijo estable para
la región ε < 0 y su estabilidad esta representada por una línea continua.
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Α

Α

2Α

tp

tp

tp

ε ε

Figura 4.3: Gráfica de la amplitud como función de ε, construida a partir de
la ecuación de amplitud a quinto orden.
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RS

 

PUNTO TRICRITICO

PUNTO DE CODIMENSION−2

INESTABILIDAD

ESTACIONARIA

INESTABILIDAD

OSCILATORIA

REGION ESTABLE

REGION INESTABLE    R      f

LINEA SUBCRITICA

Figura 4.4: Esta es la predicción arrojada por la ecuación de amplitud en la
rama estacionaria. Si Rf se incrementa desde cero, el sistema permanece en
su estado conductivo hasta que toca a la rama estacionaria, y su amplitud
crece como ε1/4, si Rf decrece, el sistema “brinca” del estado convectivo al
conductivo cuando Rf toca la linea punteada, que es la predicción de la
ecuación de amplitud a quinto orden. Para Rs menor al punto tricrítico, no
se presenta este fenómeno de histéresis, y la amplitud es del orden ε1/2
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Capítulo 5

Convección en la vecindad del
PC2

5.1. Introducción

En el punto donde las inestabilidades estacionarias y oscilatorias colap-
san se llama punto de codimensión-2. En la vecindad de este punto hay una
competencia de estas dos inestabilidades. En esta sección describirémos la
dinámica alrededor de este punto.

No se pretende dar una deducción de la ecuación de amplitud en la vecin-
dad de este punto, sólo la mostraremos y describiremos lo que ésta nos dice.

5.2. Ecuación de Amplitud en la vecindad del
PC-2

Cerca del punto de codimensión 2, los dos eigenvalores del problema lineal
son cero y el estado conductivo se vuelve inestable en contra de los modos
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estacionario y oscilatorio. En la vecindad de este punto la dinámica es de-
scrita por ( ver referencias [9] y [15]) :

Ȧ = B

Ḃ = μ1A + μ2B + f(A,B)
(5.1)

Donde f(A, B) es una función no lineal de A y Ȧ.

La relación de dispersión (3.18) cuando σ−1 → 0 adquiere la forma:

λ2 +

[
2π2(1 + τ) +

Rs − Rf

2

]
λ + 4π4τ + π2(Rs − τRf ) = 0.

O abreviadamente λ2 + a1λ + a0 = 0 donde a1 = 2π2(1 + τ) + 1
2
(Rs − Rf ) y

a0 = 4π2τ + π2(Rs − τRf ).

Como hemos dicho, se tiene una inestabilidad oscilatoria cuando a1 = 0 y
a0 > 0, así que a1 = 0 ⇔ Ro

f = Rs + 4π2(1 + τ). Y se tiene una inestabilidad
estacionaria cuando a0 = 0 y a1 > 0, pues en este caso λ2+a1λ = λ(λ+a1) =

0 ⇔ λ = 0 ó λ = −a1 < 0. Esto ocurre en Rss
fc = Rs

τ
+ 4π2.

En el punto “bi-crítico” a1 = a0 = 0

Rc2
s =

4π2τ 2

1 − τ
y Rc2

f =
4π2

1 − τ

y λ2+a1λ+a0 = 0 tiene una doble raíz en λ = 0, y la podemos escribir como:

λ2 − μ2λ − μ1 = λ2 +
1

2

[
R

(o)
fc − Rf

]
λ + π2τ

[
Rss

fc − Rf

]
= 0.

Si uno escribe:
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�ξ =

⎛⎜⎝ A(t)

B(t)

C(t)

⎞⎟⎠ exp (−iπx) sin πz,

A(t) satisfacerá Ä− μ2Ȧ− μ1A + f(A, Ȧ) = 0 que es (5.1), donde f se debe
determinar. La forma de f debe ser (ver referencias [9] y [15]):

f = f1A|A|2 + f2B|A|2 + f3A
2B∗ + f4A|B|2 + f5A

∗B2 + f6B|B|2 + · · · (5.2)

donde B = Ȧ.

Tambien se expande �ξ en serie de potencias de A y B

�ξ =
1

2

(
�ξ1A + �φ1B +

∑
i,j,k,l

�ξijklA
iBjA∗kB∗l + c.c.

)
(5.3)

Insertando las ecuaciones (5.2) y (5.3) en (2.12) e igualando las difer-
entes potencias de las amplitudes se obtiene una secuencia de problemas que
pueden ser resueltos orden por orden. A primer orden �ξ1 continua siendo co-
mo en (4.21) y �φ1 esta dado por :

�φ1 =
1

4π2

⎛⎜⎝ 0
1
τ2

1

⎞⎟⎠ exp (−iπx) sin πz (5.4)

Los coeficientes de f(A,B) aparecen en las ecuaciones de tercer orden,
cuyas condiciones de solución dan los valores de los coeficientes fj :
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f1 = π4

4

f2 = f3 = −π2

8
1+τ

τ

f4 = f5 = −1+τ2

16τ2

f6 = 0

(5.5)

El comportamiento de la ecuación (5.1) en la vecindad del punto de codi-
mensión 2 (μ1 = μ2 = 0) puede ser clasificado en el plano (μ1, μ2). En-
contramos una bifurcación Hopf en μ2 = 0 y una bifurcació́n estacionaria
en μ1 = 0. Los cuadrantes I (μ1, μ2 > 0) y IV (μ1 > 0, μ2 < 0) tienen
un punto fijo inestable el cual corresponde a el estado conductivo. En el
cuadrante III (μ1, μ2 < 0) el estado conductivo es estable y los puntos fijos
(B = 0, |A|2 = −μ1/f1) son inestables.

Cuando μ1 < 0, la estabilidad de (B,A) = (0, 0) depende del valor de μ2.
Comenzando en el cuadrante III, mientras μ2 pasa a través de cero, se en-
cuentra que una bifurcación supercrítica Hopf y una convección oscilatoria
es posible. Mientras μ2 se incrementa, el tamaño del ciclo límite crece hasta
que alcanza el punto fijo inestable en el valor μ2c donde desaparece.

Este valor de μ2c es (ver referencias [9] y [15]):

μ2c = −f2μ1

5f1

= − 1 + τ

10τπ2
μ1 ≡ −α(τ)μ1 (5.6)

En el plano (Rs, Rf ) la ecuación (5.6) corresponde a una línea Lc localiza-
da por arriba de Rosc

fc pero por abajo de Rss
fc para Rs > Rc2

s . Específicamente,
la ecuación Lc esta dada por:

Rf = Rs
1 + 2απ2

1 + 2απ2τ
+

4π2 (1 + τ + 2απ2τ)

1 + 2απ2τ
(5.7)

La dinámica descrita en este capítulo se resume en la figura (5.1).
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μ    

μ

1

2

L

Figura 5.1: Comportamiento esquemático de la ecuación de amplitud alrede-
dor de la bifurcación del punto de codimensión-2, el espacio μ1, μ2 es dividi-
do en cuatro regiones con diferentes comportamientos característicos, círcu-
los oscuros representan puntos fijos estables, y puntos abiertos representan
puntos fijos inestables. una bifurcación Hopf esta localizada en μ2 = 0 y
una bifurcación estacionaria en μ1 = 0. Cuadrantes I (μ1, μ2 > 0) y IV
(μ1 > 0, μ2 < 0) tienen un punto fijo inestable el cual corresponde al estado
conductivo. En el cuadrante III (μ1, μ2 < 0) el estado conductivo es estable
y los puntos fijos inestables. El ciclo límite en el cuadrante II desaparece en
la línea L donde el periodo de oscilación diverge.
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Capítulo 6

Convección en la rama oscilatoria

6.1. Introducción

Como hemos visto, para Rs > Rc2
s , el estado conductivo pierde estabilidad

al alcanzar la rama R
(o)
fc . En este capítulo deduciremos las ecuaciones de

amplitud en esta rama oscilatoria. Veremos que esta bifurcación oscilatoria
ó de Hopf, produce dos clases de soluciones no triviales, soluciones de ondas
viajeras y estacionarias.

6.2. Derivación del sistema de ecuaciones

Con el fin de derivar las ecuaciones de amplitud a tercer orden dentro de
la rama oscilatoria se utiliza la teoría de perturbaciones de tiempos múltiples
de esta forma se tienen las siguientes expansiones :

�ξ =
∑

n

ηn�ξn Rf = Rosc
fc +

∑
n

ηnRfn (6.1)

p = ω0 +
∑

n

ηnpn (6.2)
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Donde Rosc
fc = Rs + 4π2(τ + 1) y η es el parámetro de pequeñez.

Para Rs fija se introduce t′ = pt por lo que :

∂

∂t
= p

∂

∂t′
= (ω0 + ηp1 + η2p2 + η3p3 + · · · ) ∂

∂t′
(6.3)

Introduciendo estas expansiones en el sistema de ecuaciones (6.4) se tiene
una serie de ecuaciones de distinto orden en el parámetro η .

⎛⎜⎝
(

1
σ

∂
∂t

+ 1
)∇2 −Rs∂x Rf∂x

∂x −τ∇2 + ∂t 0

∂x 0 −∇2 + ∂t

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝ ψ

ηs

ηf

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝
1
σ
J(ψ,∇2ψ)

J(ψ, ηs)

J(ψ, ηf )

⎞⎟⎠
(6.4)

Agrupando términos de primer orden con respecto al parámetro η se tiene el
siguiente sistema (ver apéndice D.1 ) :

ω0

σ

∂

∂t′
∇2ψ1 + ∇2ψ1 − Rs

∂ηs1

∂x
+ Rfc

∂ηf1

∂x
= 0 (6.5)

ω0
∂ηs1

∂t′
+

∂ψ1

∂x
− τ∇2ηs1 = 0 (6.6)

ω0
∂ηf1

∂t′
+

∂ψ1

∂x
−∇2ηf1 = 0 (6.7)

Introduciendo

L̂0 =

⎛⎜⎝ ∇2 −Rs∂x Rf∂x

∂x −τ∇2 0

∂x 0 −∇2

⎞⎟⎠ M̂ =

⎛⎜⎝
∇2

σ
0 0

0 1 0

0 0 1

⎞⎟⎠
las ecuaciones (6.5) , (6.6) y (6.7) se escriben :

(
ω0M̂∂t′ + L̂0

)
�ξ1 = �L0

�ξ1 = �0 (6.8)
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cuya solución esta dada por la combinación de dos ondas viajeras (ver apéndice
D.1):

�ξ1 = Re

⎡⎢⎣
⎛⎜⎝ i

− q
iω0+τk2

− q
iω0+k2

⎞⎟⎠AR exp (it′ − iqx) +

⎛⎜⎝ −i

− q
iω0+τk2

− q
iω0+k2

⎞⎟⎠AL exp (it′ + iqx)

⎤⎥⎦ sin πz

(6.9)

Agrupando términos de orden 2 en el parámetro η se tienen las siguientes
ecuaciones (ver apéndice D.1):

ω0

σ

∂

∂t′
∇2ψ2+∇2ψ2−Rs

∂ηs2

∂x
+Rfc

∂ηf2

∂x
= −p1

σ

∂∇2ψ1

∂t′
−R1

∂ηf1

∂x
+

1

σ
J(ψ,∇2ψ1)

(6.10)

ω0
∂ηs2

∂t′
+

∂ψ2

∂x
− τ∇2ηs2 = −p1

∂ηs1

∂t′
+ J(ψ1, ηs1) (6.11)

ω0
∂ηf2

∂t′
+

∂ψ2

∂x
−∇2ηf2 = −p1

∂ηf1

∂t′
+ J(ψ1, ηf1) (6.12)

Que puede escribirse en forma matricial como :

L̂0
�ξ2 = �F2(�ξ1, �ξ1) =

⎛⎜⎝ −p1

σ
∂∇2ψ1

∂t′ − R1
∂ηf1

∂x
+ 1

σ
J(ψ1,∇2ψ1)

−p1
∂ηs1

∂t′ + J(ψ1, ηs1)

−p1
∂ηf1

∂t′ + J(ψ1, ηf1)

⎞⎟⎠ (6.13)

donde L̂0 esta definida en (6.8)

Pretendemos encontrar �ξ2 , por el teorema de Fredholm la ecuación (6.13) es
integrable si (�F2, �ξ

†) = 0 donde �ξ† es solución de L̂†
0
�ξ† = 0 y donde L̂†

0 es el
operador dual :

L̂†
0 =

(
−ω0M̂∂t′ + L̂†

0

)
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L̂†
0 =

⎛⎜⎝
(−ω0

σ
∂

∂t′ + 1
)∇2 −∂x −∂x

Rs∂x −τ∇2 − ω0∂t′ 0

−Rf∂x 0 −∇2 − ω0∂t′

⎞⎟⎠ (6.14)

Donde

�ξ† = Re

⎡⎢⎣
⎛⎜⎝ iA†

R

B†
R

C†
R

⎞⎟⎠ exp (it′ − iqx) +

⎛⎜⎝ −iA†
L

B†
L

C†
L

⎞⎟⎠ exp (it′ + iqx)

⎤⎥⎦ sin πz

Para aplicar el teorema de Fredholm se requiere conocer explícitamente �F2 y
�ξ†. �F2 está dado en términos de �ξ1 que ya tenemos.

Sustituyendo (6.9) en la ecuación (6.13) se obtiene explicitamente �F2. Re-
cuérdese que:

(�F2, �ξ
†) ≡

∫ ∫ ∫ {
(�F2)

∗
1(ξ

†
1) + (�F2)

∗
2(ξ

†
2) + (�F2)

∗
3(ξ

†
3)
}

dxdzdt (6.15)

Realizando la operación (6.15) se tiene que para que (�F2, �ξ
†) = 0 se cumpla

se requiere que p1 y R1 de (6.13) sean ambos cero.

La solución de L̂0
�ξ2 = �F2, tomando en cuenta que p1 = R1 = 0, está dada

por

�ξ2 =
1

2

⎛⎜⎝ 0

B2

C2

⎞⎟⎠ exp (2it′) sin πz+
1

2

⎛⎜⎝ 0

B∗
2

C∗
2

⎞⎟⎠ exp (−2it′) sin πz+
1

2

⎛⎜⎝ 0

B̃2

C̃2

⎞⎟⎠ sin 2πz

(6.16)

Los coeficientes se encuentran sustituyendo esta �ξ2 en L̂0
�ξ2 = �F2 y resulta

que
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B2 = − πq2ARAL

2(iω0 + τk2)(iω0 + 2π2τ)
C2 = − πq2ARAL

2(iω0 + k2)(iω0 + 2π2)

B̃2 = −k2q2(|AR|2 + |AL|2)
4π(ω2

0 + τ 2k4)
C̃2 = −k2q2(|AR|2 + |AL|2)

4π(ω2
0 + k4)

A tercer orden la condición de integrabilidad (�F3, �ξ
†) = 0 nos conduce al

sistema

τ osc
0 ȦR = εo(1 + ico)AR − (K|AR|2 + M |AL|2)AR (6.17)

τ osc
0 ȦL = εo(1 + ico)AL − (K|AL|2 + M |AR|2)AL (6.18)

donde

εo ≡ (Rf − Rosc
fc )/Rosc

fc

τ osc
0 =

4

Rosc
fc

c0 =
2π2τ

ω0

K =
iπ4

2ω0Rosc
fc

M =
2π6(1 + τ)(ω2

0 + 4π4τ)

Rosc
fc (ω2

0 + 4π4)(ω2
0 + 4π4τ 2)

+
iπ4(ω4

0 − 16π8τ 2)

Rosc
fc ω0(ω2

0 + 4π4)(ω2
0 + 4π4τ 2)

Que son las ecuaciones de amplitud para la rama oscilatoria. Nótese que la
parte real del coeficiente K se anula a lo largo de la rama oscilatoria, y esto
para todos los valores de σ, de hecho hasta esta etapa, no hemos realizado la
aproximación σ−1 = 0. La parte real de M es siempre positiva
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6.3. Análisis de las Ecuaciones

Si escribimos AR y AL en su forma polar: AR = R exp(iφR) y AL = L exp(iφL)

y sustituyendo en las ecuaciones (6.17) y (6.18) se tiene:

τ osc
0 (Ṙ exp(iφR)+iRφ̇R exp(iφR)) = εo(1+ic0)R exp(iφR)−(KR2+ML2)R exp(iφR)

τ osc
0 (L̇ exp(iφL)+iLφ̇L exp(iφL)) = εo(1+ic0)L exp(iφL)−(KL2+MR2)L exp(iφL)

Separando partes reales e imaginarias, se tiene el sistema de ecuaciones:

τ osc
0 Ṙ = εoR − MrL

2R (6.19)

τ osc
0 L̇ = εoL − MrR

2L (6.20)

τ osc
0 φ̇R = εoc0 − KiR

2 − MiL
2 (6.21)

τ osc
0 φ̇L = εoc0 − KiL

2 − MiR
2 (6.22)

Hay dos puntos fijos para (6.19) y (6.20), a saber: (R,L) = (0, 0) que
representa el estado conductivo. Para ε > 0 (omitiremos ya el superindice “o”
en εo), cuando las dos amplitudes AR = AL, se tienen ondas estacionarias,
y el punto fijo correspondiente es (R,L) = (

√
ε

Mr
,
√

ε
Mr

) lo que requiere que
Mr > 0, y como hemos señalado, esto es así en nuestro caso. Si R = 0 y
L �= 0 tenemos ondas viajeras, viajando hacia la izquierda. Si R �= 0 y L = 0

tendrémos ondas viajeras, viajando hacia la derecha. Para L = 0 y R �= 0,
es decir para ondas viajeras a la derecha, se tiene τ0Ṙ = εR es decir, no hay
puntos fijos no-triviales de ondas viajeras. Si ε = 0 entonces R(t) permanece
constante, y sólo en ese caso hay ondas viajeras. Así que las ondas viajeras
sólo existen en ε = 0 es decir sólo sobre la rama R

(o)
fc .

Para determinar la estabilidad de las ondas viajeras ya sea a la derecha
o a la izquierda, debemos considerar las ecuaciones de quinto orden.
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τ0ȦR = ε(1 + ic0)AR − (K|AR|2 + M |AL|2 + N |AR|4)AR (6.23)

τ0ȦL = ε(1 + ic0)AL − (K|AL|2 + M |AR|2 + N |AL|4)AL (6.24)

Esto es, debemos calcular el coeficiente N en las ecuaciones anteriores. Este
cálculo lo estamos realizando y esperamos reportar el resultado en alguna
revista.

Si escribimos AR = R exp (iφR) y AL = L exp (iφL), las ecuaciones (6.23)
y (6.24) para R y L quedarían como

τ osc
0 Ṙ = εR − MrL

2R − NrR
5 (6.25)

τ osc
0 L̇ = εL − MrR

2L − NrL
5 (6.26)

Los puntos fijos son (R, L) = (0, 0) el estado conductivo, (R,L = R)

ondas estacionarias, que se encuentran al resolver −ε + MrR
2 + NrR

4 = 0,
esto es

R =

√√√√− Mr

2Nr

+
1

2

√(
Mr

Nr

)2

+
4ε

Nr

(6.27)

Es muy probable que Nr > 0, si este es el caso, la amplitud de las ondas
estacionarias presentará simplemente una bifurcación hacia adelante (super-
crítica).

La ecuación de amplitud a quinto orden nos permite ver lo que la ecuación a
tercer orden no podía predecir, que hay ondas viajeras no sólo exactamente
sobre la rama oscilatoria (ε = 0). Para ε > 0 el punto fijo correspondiente
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a ondas viajeras a la derecha es (R, L = 0) = ([ε/Nr]
1/4, 0), y a la izquierda

(R =, L) = (0, [ε/Nr]
1/4). Entonces ya sea para ondas viajeras a la derecha

o a la izquierda, la amplitud se incrementa como ε1/4 pero nunca como ε1/2

arriba de R
(osc)
fc .
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Capítulo 7

Conclusiones

En este trabajo se realizó una revisión de la dinámica que exhibe el sistema
de convección isotérmico doble difusivo cerca del umbral de sus inestabili-
dades. Se describió el sistema, se escribieron las ecuaciones apropiadas para
su estudio, y utilizando el formalismo de ecuaciones de amplitud, se analizó
la dinámica entorno a la rama estacionaria, oscilatoria y en la vecindad del
punto de codimensión-2. Para hacer esto, se hizo una breve exposición de un
tema poco o nada conocido entre estudiantes a nivel licenciatura, a saber, la
teoría de perturbaciones de tiempos múltiples, que conduce a las ecuaciones
de amplitud. Este formalismo de ecuaciones de amplitud ha sido usado en
varias áreas de la fisica y no sólo en dinámica de fluidos.

De la ecuación de amplitud a lo largo de la rama estacionaria, se predice
que en esta rama, en la región Rtp

s < Rs < Rpc2
s , el sistema presenta un

fenómeno de histéresis, donde Rtp
s es el punto tricrítico es el punto donde

la bifurcación cambia de supercrítica a subcrítica, y la amplitud cambia de
ser proporcional a ε1/2 a ser proporcional a ε1/4. En la tesis se explicó en de-
talle como calcular los parámetros que aparecen en este ciclo: εtp así como Atp.

También se expuso en forma heurística y descriptiva, la dinámica en la
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vecindad del punto de codimensión-2, que es el punto donde colapsan las dos
inestabilidades, la oscilatoria y la estacionaria, y se menciona la aparición de
un ciclo límite en su vencindad que aparece o desaparece de acuerdo a los
valores de los parémetros μ1 y μ2.

En la rama oscilatoria se indicó la necesidad de calcular los coeficientes de
las ecuaciones de amplitud a quinto orden con el propósito de establecer la
estabilidad de las ondas viajeras. Pensamos que la parte real del coeficiente
N será positiva, y entonces podremos concluir sin lugar a dudas que ya sea
para ondas viajeras a la derecha o a la izquierda, la amplitud se incrementa
como ε1/4 pero nunca como ε1/2 arriba de R

(osc)
fc . Esto contrasta con la rama

estacionaria donde la amplitud si podía ser del orden ε1/2. En la rama oscila-
toria, otra predicción de las ecuaciones de amplitud es que no se presentaría
un fenómeno de histéresis como ocurre en la estacionaria.

El cálculo de la ecuación a quinto orden lo estamos llevando a cabo, y
una vez concluido, esperamos reportarlo en alguna revista.
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Apéndice A

Concentraciones en el Estado
Conductivo

En este apéndice se establece la dependencia de las concentraciones con
respecto a la altura en el estado conductivo. Parimos de la ecuación de di-
fusión:

Dci(z, t)

Dt
= Di∇2ci(z, t) (A.1)

Donde ci(z, t) es la concentración de la sustancia que se difunde , Di es
el coeficiente de difusión y

Dci(z, t)

Dt
=

∂ci(z, t)

∂t
+ �v · ∇ci(z, t)

en el estado estacionario la concentración de la sustancia que se difunde no
depende del tiempo :

∂ci(z, t)

∂t
= 0 y �v = �0

Por tanto la ecuación (A.1) se reduce a la ecuación :

∇2ci =
d2ci

dz2
= 0 (A.2)
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La cual tiene solución:

c
(c)
i (z) = az + b (A.3)

Como la concentración de la sustancia de difusión lenta en z = 0 es cs0 :

c(c)
s (0) = cs0 = b

y en z = d , cs0(d) = 0

c(c)
s (z = d) = ad + cs0 = 0

⇒ a = −cs0/d (A.4)

Por tanto se obtiene la ecuación:

c(c)
s (z) = cs0

(
1 − z

d

)
Similarmente para la sustancia de difusión rápida se obtiene :

c
(c)
f (z) = cf0

(z

d

)
Estas dos últimas expresiones son las de las concentraciones como función

de la altura, para el estado conductivo.
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Apéndice B

Aproximación Hele-Shaw

En este trabajo se reemplazo ∇2�v en las ecuaciones de Navier Stokes por
el término −12 �v

w2 . En este apéndice se justifica esa sustitución.

Se considera un fluido moviendose entre dos placas paralelas separadas
a una distancia w. Si w << d suponemos vy = 0 ya que la contribución
al campo vectorial de velocidades en la dirección y es mucho menor que
las contribuciones al campo vectorial en la dirección x y z , sin embargo
las velocidades vx(x, y, z, t) y vz(x, y, z, t) sigue teniendo dependencia en y ,
vx(x, y, z, t) y vz(x, y, z, t) alcanzan su valor máximo en y = w/2 y en y = 0

alcanzan su valor mínimo.

Cuando las fuerzas viscosas son más grandes que las fuerzas inerciales
tenemos un movimiento lento.

|v| << 1 ⇒ fv ∝ v > fi ∝ v2 (B.1)

En la ecuación de Návier-Stokes (B.2) se elimina el término ρ∂�v
∂t

ya que
el fluído es estacionario y �F = 0 dado que no hay una superficie libre y el
fluído se considera homogeneo.
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z

x

y

d

w

Figura B.1: Celda Hele-Shaw , en y = w/2 la velocidad es máxima, mientras
que en y = 0 y y = w la velocidad es nula.

ρ
D�v

Dt
= ρ

∂�v

∂t
+ (�v · ∇)�v = �F −∇p + μ∇2�v (B.2)

Y nuestra ecuación se reduce a:

∇p = μ∇2�v

∂p

∂xi

= μ

(
∂2vi

∂x2
1

+
∂2vi

∂x2
2

+
∂2vi

∂x2
3

)
i=1,2,3

Como el movimiento es muy lento en las direcciones x y z ,vx(x, y, z, t) =

vx(y) , vz(x, y, z, t) = vy(y)

⇒ ∂p

∂x
= μ

∂2vx (y)

∂y2
⇒ vx = A1 + B1y − p1

2μ
y2

∂p

∂z
= μ

∂2vz (y)

∂y2
⇒ vz = A2 + B2y − p2

2μ
y2
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de la condición vx = vz = 0 en y = 0, w .

vx = B1w − p1

2μ
w2 = 0 ⇒ B1 = p1w/2μ

vx =
p1w

2μ
y − p1

2μ
y2 =

p1y

2μ
(w − y)

Similarmente

vy =
p2

2μ
y (w − y)

El valor promedio a través de una sección perpendicular a x es:

vx0 =
1

w

∫ w

0

vx dy =
p1w

2

12μ

Similarmente vz0 = p2w2

12μ

⇒ vx =
−6vx0y (y − w)

w2

∂2vx

∂y2
= −6

∂

∂y

(vx0

w2
[2y − w]

)
= −12

vx0

w2

μ
∂2vx

∂y2
= −12μ

vx0

w2
=

∂p

∂x

μ
∂2vz

∂y2
= −12μ

vz0

w2
=

∂p

∂z

μ∇2v = −12
μv

w2
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∇2�v = −12
�v

w2
(B.3)
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Apéndice C

Ecuaciones de Movimiento
Adimensionales

En este apéndice se adimensionalizarán las ecuaciones de movimiento.
Dadas las ecuaciones de Navier-Stokes

∂�v

∂t
+ (�v · ∇)�v = − 1

ρ0

∇p − 12ν�v/w2 +
�gρ

ρ0

(C.1)

y las dos ecuaciónes de concentración

∂cs

∂t
+ (�v · ∇) cs = Ds∇2cs (C.2)

∂cf

∂t
+ (�v · ∇) cf = Df∇2cf (C.3)

se quiere usar el cambio de variables siguiente, para trabajar con ecua-
ciones adimensionales.

t̂ =
Df

d2
t �̂r =

�r

d
�̂v =

d

Df

�v

η̂s =
ηs

cs0

η̂f = − ηf

cf0

ψ̂ =
ψ

Df
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Con estos cambios, los operadores que aparecen en la ecuaciones hidrod-
inámicas adquieren la forma:

∂

∂x
→ 1

d

∂

∂x̂

∂

∂t
→ Df

d2

∂

∂t̂
∇× → 1

d
∇̂ × ∇ → 1

d
∇̂

Aplicando el rotacional a cada uno de los términos de la ecuación (C.1)
tenemos:

∂

∂t
(∇× �v) → Df

d2

∂

∂t̂

(
1

d
∇̂ × Df

d
�̂v

)
=

D2
f

d4

∂

∂t̂

(
∇̂ × �̂v

)

∇× [(�v · ∇)�v] → 1

d
∇̂ ×

[(
Df

d
�̂v · ∇̂

d

)
Df

d
�̂v

]
=

D2
f

d4
∇̂ ×

[(
�̂v · ∇̂

)
�̂v
]

∇×∇p → �0

−12ν

w2
∇× �v → −12ν

w2

Df

d2
∇̂ × �̂v

Con lo que la presión p se elimina de las ecuaciones simplificando el estudio
de las ecuaciones de movimiento. Realizando una expansión en serie de Tay-
lor alrededor de las concentraciones en el estado conductivo : (c

(c)
s , c

(c)
f ) en el

último término de la ecuación (C.1) ,

ρ(cs, cf )/ρ0 =

(
ρ(c(c)

s , c
(c)
f ) +

(
∂ρ

∂cs

)(
cs − c(c)

s

)
+

(
∂ρ

∂cf

)(
cf − c

(c)
f

))
/ρ0

=

(
ρ0 +

(
∂ρ

∂cs

)
ηs +

(
∂ρ

∂cf

)
ηf

)
/ρ0

⇒ ρ/ρ0 = (1 + αsηs + αfηf )
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donde :
αi =

1

ρ0

∂ρ

∂ci

con i = s, f

Así el último término de la ecuación (C.1) adquiere la forma:

�gρ/ρ0 = �g (1 + αsηs + αfηf ) (C.4)

Aplicando el rotacional a la ecuación (C.4):

∇̂
d
×

(
�gρ
ρ0

)
= 1

d
∇̂ × (g (1 + ηsαs + ηfαf ) êz)

= 1
d

[
∇̂ × (−cs0gη̂sαsêz) + ∇̂ × (cf0gη̂fαf êz)

] (C.5)

De la definición de número de Rayleigh

Ri =
αici0gdw2

12νDf

Despejando αi

αi =
12νDfRi

ci0gdw2

Así introduciendo αi en la ecuación (C.5), tenemos:

∇̂
d
×
(

�gρ

ρ0

)
=

1

d

[
∇̂ ×

(
−cs0gη̂s

(
12νDfRs

cs0gdw2

)
êz

)
+ ∇̂ ×

(
cf0gη̂f

(
12νDfRf

cf0gdw2

)
êz

)]

=
12νDf

d2w2
[−êx∂y (η̂sRs − η̂fRf ) + êy∂x (−η̂fRf + η̂sRs) + êz(0)]

Así después de haber aplicado el cambio de variable a cada uno de los
terminos de la ecuación (C.1) se tiene:
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D2
f

d4

∂

∂t̂

(
∇̂ × �̂v

)
+

D2
f

d4
∇̂ ×

[(
�̂v · ∇̂

)
�̂v
]

= −12ν

w2

Df

d2
∇̂ × �̂v

+
12νDf

d2w2
[−êx∂y (η̂sRs − η̂fRf ) + êy∂x (−η̂fRf + η̂sRs)] (C.6)

Introduciendo el número de Schmidth σ := 12νd2

Df w2 , la ecuación (C.6) toma la
forma:

1
σ

[
∂
∂t̂

(
∇̂ × �̂v

)
+ ∇̂ ×

[(
�̂v · ∇̂

)
�̂v
]]

= −∇̂ × �̂v + [−êx∂y (η̂sRs − η̂fRf ) + êy∂x (−η̂fRf + η̂sRs)]
(C.7)

Como el término (η̂sRs − η̂fRf ) de la ecuación (C.7) no depende de y,

∂y (η̂sRs − η̂fRf ) = 0

así tenemos la siguiente ecuación:

1

σ

[
∂

∂t̂

(
∇̂ × �̂v

)
+ ∇̂ ×

[(
�̂v · ∇̂

)
�̂v
]]

= −∇̂×�̂v− [êy∂x̂ (η̂fRf − η̂sRs)] (C.8)

Introducirémos la función de corriente ψ(x, z) que describe sólo el flujo
de fluidos bidimensionales, definida como la función que satisface:

�v = (∂zψ, 0,−∂xψ)

Así el rotacional de �v tiene la forma:

∇×−→v =

∣∣∣∣∣∣∣
êx êy êz

∂x ∂y ∂z

∂zψ 0 −∂xψ

∣∣∣∣∣∣∣ = êz (∂xxψ + ∂zzψ) ⇒ ∇×−→v = êy∇2ψ
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Lo cual es equivalente a:

Df

d2
∇̂ × �̂v =

Df

d2
êy∇̂2ψ

Ahora el término:

∇× ((�v · ∇)�v) = (�v · ∇)∇× �v − (∇× �v · ∇)�v = (�v · ∇)∇2ψêy − (∇2ψêy · ∇)�v

= (∂zψ∂x∇2ψ − ∂xψ∂z∇2ψ) êy − ((∇2∂y) (∂zψ, 0,−∂xψ))

(C.9)

Dado que el último término de la ecuación (C.9) no depende de y dicho
término se anula, así tenemos:

∇× ((�v · ∇)�v) =
(
∂zψ∂x∇2ψ − ∂xψ∂z∇2ψ

)
êy = −J

(
ψ,∇2ψ

)
êy

O bien

D2
f

d4
∇̂×

((
�̂v · ∇̂

)
�̂v
)

=
D2

f

d4

(
∂ẑψ̂∂x̂∇̂2ψ̂ − ∂x̂ψ̂∂ẑ∇̂2ψ̂

)
êy = −D2

f

d4
J
(
ψ̂, ∇̂2ψ̂

)
êy

⇒ ∇̂×
((

�̂v · ∇̂
)

�̂v
)

= −J
(
ψ̂, ∇̂2ψ̂

)
êy

donde J (f, g) = (∂xf∂zg − ∂zg∂xf) es el parentesis de Poisson.

Con la introducción de la función de corriente la ecuación (C.8) queda de
la siguiente forma:

1

σ

[
∂

∂t̂

(
∇̂2ψ̂

)
− J

(
ψ̂, ∇̂2ψ̂

)]
= −∇̂2ψ̂ + [−Rf∂x̂η̂f + Rs∂x̂η̂s] (C.10)
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La cual es equivalente a la ecuación de Navier-Stokes (C.1). Ahora pasamos
a las ecuaciones de difusión

Por otra parte la ecuación (C.2):

∂cs

∂t
+ (�v · ∇) cs = Ds∇2cs

Es equivalente a:

Df

d2
∂
∂t̂

(
c
(c)
s (z) + ηs(x, z, t)

)
+

Df

d2

(
�̂v · ∇̂

)(
c
(c)
s (z) + ηs(x, z, t)

)
= Ds

d2 ∇̂2
(
c
(c)
s (z) + ηs(x, z, t)

) (C.11)

Donde:

cs = ĉscs0 =
((

c(c)
s (z) + ηs(x, y, t)

))
= cs0

(
1 − z

d

)
+ cs0η̂s(x, y, t)

Sustituyendo en (C.11) tenemos:

Df

d2

∂

∂t̂

(
cs0

(
1 − z

d

)
+ cs0η̂s(x, z, t)

)
+

Df

d2

(
�̂v · ∇̂

)(
cs0

(
1 − z

d

)
+ cs0η̂s(x, z, t)

)
=

Ds

d2
∇̂2

(
cs0

(
1 − z

d

)
+ cs0η̂s(x, z, t)

)
O bien:

∂
∂t̂

((
1 − z

d

)
+ η̂s(x, z, t)

)
+

(
�̂v · ∇̂

) ((
1 − z

d

)
+ η̂s(x, z, t)

)
= Ds

Df
∇̂2

((
1 − z

d

)
+ η̂s(x, z, t)

)
∂η̂s (x, z, t)

∂t̂
+
(
∂ẑψ̂ (x, z) ∂x̂ − ∂x̂ψ̂ (x, z) ∂ẑ

)((
1 − z

d

)
+ η̂s

)
= τ∇̂2η̂s (x, z, t)
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Donde τ = Ds

Df
es el número de Lewis.

∂η̂s(x,z,t)

∂t̂
+

(
∂ẑψ̂ (x, z) ∂x̂η̂s (x, z, t) − ∂x̂ψ̂ (x, z) ∂ẑη̂s (x, z, t)

)
+ ∂x̂ψ̂

= τ∇̂2η̂s (x, z, t)

De aquí se obtiene:

−τ∇̂2η̂s (x, z, t) +
∂η̂s (x, z, t)

∂t̂
+ ∂x̂ψ̂ = J

(
ψ̂, η̂s

)
(C.12)

Que es la forma adimensional de la ecuación de difusión para la especie que
se difunde lentamente. Repitiendo el procedimiento anterior para (C.3) esta
ecuación tiene la forma equivalente:

−cf0
Df

d2

∂ĉf

∂t̂
− cf0

Df

d2

(
�̂v · ∇̂

)
ĉf = −cf0

Ds

d2
∇̂2ĉf

∂

∂t̂

(
c
(c)
f (z)/ (−cf0) + ηf (x, z, t)/ (−cf0)

)
+

(
�̂v · ∇̂

)
ĉf = ∇̂2ĉf

⇒ ∂

∂t̂

(
−z

d
+ η̂f (x, z, t)

)
+
(
�̂v · ∇̂

)(
−z

d
+ η̂f (x, z, t)

)
= ∇̂2

(
−z

d
+ η̂f (x, z, t)

)

∂η̂f (x, z, t)

∂t̂
+

(
∂ẑψ̂ (x, z) ∂x̂ − ∂x̂ψ̂ (x, z) ∂ẑ

)((
−z

d

)
+ η̂f

)
= ∇̂2η̂f (x, z, t)

∂η̂f (x, z, t)

∂t̂
− ∇̂2η̂f + ∂x̂ψ̂ = J

(
ψ̂, η̂f

)
(C.13)

En resúmen, las ecuaciones (C.1), (C.2) y (C.3) son equivalentes a el conjunto
de ecuaciones:
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1

σ

[
∂

∂t̂

(
∇̂2ψ̂

)
− J

(
ψ̂, ∇̂2ψ̂

)]
= −∇̂2ψ̂ + [−Rf∂x̂η̂f + Rs∂x̂η̂s] (C.14)

−τ∇̂2η̂s (x, z, t) +
∂η̂s (x, z, t)

∂t̂
+ ∂x̂ψ̂ = J

(
ψ̂, η̂s

)
(C.15)

∂η̂f (x, z, t)

∂t̂
− ∇̂2η̂f + ∂x̂ψ̂ = J

(
ψ̂, η̂f

)
(C.16)
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Apéndice D

Deducción de las Ecuaciones de
Amplitud para la Rama
Oscilatoria

Usando la teoría de perturbaciones obtendrémos expansiones de las ex-
presiones Rf , �ξ y sustituyendo tales expansiones en el sistema matricial de
ecuaciones de movimiento se obtienen una serie de sistemas de ecuaciones a
distintos ordenes con respecto al parámetro de pequeñez η, en este apéndice
deducirémos a detalle el sistema de ecuaciones a primer orden y encontraré-
mos su solución.

Las ecuaciones de movimiento en la Geometría Hele-Shaw con la aproxi-
mación de Boussineq estan dadas en forma matricial como:

⎛⎜⎝
(

1
σ

∂
∂t

+ 1
)∇2 −Rs∂x Rf∂x

∂x −τ∇2 + ∂t 0

∂x 0 −∇2 + ∂t

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝ ψ

ηs

ηf

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝
1
σ
J(ψ,∇2ψ)

J(ψ, ηs)

J(ψ, ηf )

⎞⎟⎠
(D.1)

O bien :
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(L̂0 + M̂∂t)�ξ = N̂(�ξ, �ξ) (D.2)

Donde los operadores L̂0, M̂ , N̂ y el campo vectorial �ξ estan dados por:

L̂0 =

⎛⎜⎝ ∇2 −Rs∂x Rf∂x

∂x −τ∇2 0

∂x 0 −∇2

⎞⎟⎠ M̂ =

⎛⎜⎝
∇2

σ
0 0

0 1 0

0 0 1

⎞⎟⎠ N̂(�ξ, �ξ) =

⎛⎜⎝
1
σ
J(ψ,∇2ψ)

J(ψ, ηs)

J(ψ, ηf )

⎞⎟⎠

�ξ =

⎛⎜⎝ ψ

ηs

ηf

⎞⎟⎠
Donde el paréntesis de Poisson se define como: J(ψ, ηi) := ∂xψ∂zηi−∂zψ∂xηi

con i = s, f

De acuerdo a la teoría de perturbaciones de tiempos múltiples se hacen las
siguientes expansiones:

�ξ =
∑

n

ηn�ξn Rf = Rosc
fc +

∑
n

ηnRn (D.3)

p = ω0 +
∑

n

ηnpn (D.4)

Donde Rosc
fc = Rs + 4π2(τ + 1) y η: es el parámetro de pequeñez.

Para Rs fija se introduce t′ = pt por lo que:

∂

∂t
= p

∂

∂t′
= (ω0 + ηp1 + η2p2 + η3p3 + · · · ) ∂

∂t′
(D.5)

Llamarémos componentes del sistema (D.1) a la multiplicación de cada uno
de los renglones del operador (L̂0 + M̂∂t) por el vector �ξ ( las componentes
estarán denotadas como: (i, 1)i=1,2,3 ).
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La componente (1,1) del sistema (D.1) esta dada por :

1

σ

∂

∂t
∇2ψ + ∇2ψ − Rs

∂ηs

∂x
+ Rs

∂ηf

∂x
=

1

σ
J(ψ,∇2ψ) (D.6)

Sustituyendo las expansiones (D.3), (D.4) y (D.5) en el sistema (D.6) se
tiene:

1
σ

(ω0 + ηp1 + η2p2 + η3p3 + η4p4 + · · · ) ∂
∂t′ [∇2 (ηψ1 + η2ψ2 + η3ψ3 + η4ψ4 + · · · )]

+∇2 (ηψ1 + η2ψ2 + η3ψ3 + η4ψ4 + · · · ) − Rs
∂
∂x

(ηηs1 + η2ηs2 + η3ηs3 + η4ηs4 + · · · )
+

(
Rosc

fc + ηR1 + η2R2 + η3R3 + η4R4 + · · · ) ∂
∂x

(ηηf1 + η2ηf2 + η3ηf3 + η4ηf4 + · · · ) =
1
σ
J (

∑
n ηnψn,

∑
n ηn∇2ψn)

Desarrollando se tiene:

η ω0

σ
∂∇2ψ1

∂t′ + η2 ω0

σ
∂∇2ψ2

∂t′ + η3 ω0

σ
∂∇2ψ3

∂t′ + η4 ω0

σ
∂∇2ψ4

∂t′ + · · ·
η2 p1

σ
∂∇2ψ1

∂t′ + η3 p1

σ
∂∇2ψ2

∂t′ + η4 p1

σ
∂∇2ψ3

∂t′ + η5 p1

σ
∂∇2ψ4

∂t′ + · · ·
η3 p2

σ
∂∇2ψ1

∂t′ + η4 p2

σ
∂∇2ψ2

∂t′ + η5 p2

σ
∂∇2ψ3

∂t′ + η6 p2

σ
∂∇2ψ4

∂t′ + · · ·
η4 p3

σ
∂∇2ψ1

∂t′ + η5 p3

σ
∂∇2ψ2

∂t′ + η6 p3

σ
∂∇2ψ3

∂t′ + η7 p3

σ
∂∇2ψ4

∂t′ + · · ·
η5 p4

σ
∂∇2ψ1

∂t′ + η6 p4

σ
∂∇2ψ2

∂t′ + η7 p4

σ
∂∇2ψ3

∂t′ + η8 p4

σ
∂∇2ψ4

∂t′ + · · ·
+η∇2ψ1 + η2∇2ψ2 + η3∇2ψ3 + η4∇2ψ4 + · · ·
−ηRs

∂ηs1

∂x
− η2Rs

∂ηs2

∂x
− η3Rs

∂ηs3

∂x
− η4Rs

∂ηs4

∂x
− · · ·

+ηRosc
fc

∂ηf1

∂x
+ η2Rosc

fc
∂ηf2

∂x
+ η3Rosc

fc
∂ηf3

∂x
+ η4Rosc

fc
∂ηf4

∂x
+ · · ·

+η2R1
∂ηf1

∂x
+ η3R1

∂ηf2

∂x
+ η4R1

∂ηf3

∂x
+ η5R1

∂ηf4

∂x
+ · · ·

+η3R2
∂ηf1

∂x
+ η4R2

∂ηf2

∂x
+ η5R2

∂ηf3

∂x
+ η6R2

∂ηf4

∂x
+ · · ·

+η4R3
∂ηf1

∂x
+ η5R3

∂ηf2

∂x
+ η6R3

∂ηf3

∂x
+ η7R3

∂ηf4

∂x
+ · · ·

+η5R4
∂ηf1

∂x
+ η6R4

∂ηf2

∂x
+ η7R4

∂ηf3

∂x
+ η8R4

∂ηf4

∂x
+

= η2

σ
J (ψ1,∇2ψ1) + η3

σ
J (ψ1,∇2ψ2) + η4

σ
J (ψ1,∇2ψ3) + η5

σ
J (ψ1,∇2ψ4)

+η3

σ
J (ψ2,∇2ψ1) + η4

σ
J (ψ2,∇2ψ2) + η5

σ
J (ψ2,∇2ψ3) + η6

σ
J (ψ2,∇2ψ4)

+η4

σ
J (ψ3,∇2ψ1) + η5

σ
J (ψ3,∇2ψ2) + η6

σ
J (ψ3,∇2ψ3) + η7

σ
J (ψ3,∇2ψ4)

+η5

σ
J (ψ4,∇2ψ1) + η6

σ
J (ψ4,∇2ψ2) + η7

σ
J (ψ4,∇2ψ3) + η8

σ
J (ψ4,∇2ψ4)

(D.7)
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la componente (2,1) del sistema (D.1) esta dada por:

∂ηs

∂t
+

∂ψ

∂x
− τ∇2ηs = J (ψ, ηs) (D.8)

Sustituyendo las expansiones (D.3), (D.4) y (D.5) en el sistema (D.8) se tiene:

(ω0 + ηp1 + η2p2 + η3p3 + η4p4 + · · · ) ∂
∂t′ (ηηs1 + η2ηs2 + η3ηs3 + η4ηs4 + · · · )

+ ∂
∂x

(ηψ1 + η2ψ2 + η3ψ3 + η4ψ4 + · · · ) − τ (η∇2ηs1 + η2∇2ηs2 + η3∇2ηs3 + η4∇2ηs4 + · · · )
= J (

∑
n ηnψn,

∑
n ηnηsn)

Desarrollando se tiene:

ω0

∑
n=1 ηn ∂ηsn

∂t′ + p1

∑
n=1 ηn+1 ∂ηsn

∂t′ + p2

∑
n=1 ηn+2 ∂ηsn

∂t′ + p3

∑
n=1 ηn+3 ∂ηsn

∂t′

+p4

∑
n=1 ηn+4 ∂ηsn

∂t′ +
∑

n=1 ηn ∂ψn

∂x
− τ

∑
n=1 ηn∇2ηsn =

∑
n=1 ηn+1J (ψ1, ηsn)

+
∑

n=1 ηn+2J (ψ2, ηsn) +
∑

n=1 ηn+3J (ψ3, ηsn) +
∑

n=1 ηn+4J (ψ4, ηsn)

(D.9)

la componente (3,1) del sistema (D.1) esta dada por:

∂ηf

∂t
+

∂ψ

∂x
−∇2ηf = J (ψ, ηf ) (D.10)

Sustituyendo las expansiones (D.3), (D.4) y (D.5) en el sistema (D.10) se
tiene:

(ω0 + ηp1 + η2p2 + η3p3 + η4p4 + · · · ) ∂
∂t′ (ηηf1 + η2ηf2 + η3ηf3 + η4ηf4 + · · · )

+ ∂
∂x

(ηψ1 + η2ψ2 + η3ψ3 + η4ψ4 + · · · ) − (η∇2ηf1 + η2∇2ηf2 + η3∇2ηf3 + η4∇2ηf4 + · · · )
= J (

∑
n ηnψn,

∑
n ηnηfn)

Desarrollando se tiene:

ω0

∑
n=1 ηn ∂ηfn

∂t′ + p1

∑
n=1 ηn+1 ∂ηfn

∂t′ + p2

∑
n=1 ηn+2 ∂ηfn

∂t′ + p3

∑
n=1 ηn+3 ∂ηfn

∂t′

+p4

∑
n=1 ηn+4 ∂ηfn

∂t′ +
∑

n=1 ηn ∂ψn

∂x
−∑

n=1 ηn∇2ηfn =
∑

n=1 ηn+1J (ψ1, ηfn)

+
∑

n=1 ηn+2J (ψ2, ηfn) +
∑

n=1 ηn+3J (ψ3, ηfn) +
∑

n=1 ηn+4J (ψ4, ηfn)

(D.11)
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Agrupando los términos lineales de las expansiones (D.7), (D.9) y (D.11) se
obtiene el siguiente sistema:

ω0

σ

∂∇2ψ1

∂t′
+ ∇2ψ1 − Rs

∂ηs1

∂x
+ Rfc

∂ηf1

∂x
= 0 (D.12)

ω0
∂ηs1

∂t′
+

∂ψ1

∂x
− τ∇2ηs1 = 0 (D.13)

ω0
∂ηf1

∂t′
+

∂ψ1

∂x
−∇2ηf1 = 0 (D.14)

Introduciendo

L̂0 =

⎛⎜⎝ ∇2 −Rs∂x Rf∂x

∂x −τ∇2 0

∂x 0 −∇2

⎞⎟⎠ M̂ =

⎛⎜⎝
∇2

σ
0 0

0 1 0

0 0 1

⎞⎟⎠
las ecuaciones (D.12), (D.13) y (D.14) se escriben:

(
ω0M̂∂t′ + L̂0

)
�ξ = �L0

�ξ1 = �0 (D.15)

cuya solución es:

�ξ1 =

⎛⎜⎝ ψ1

ηs1

ηf1

⎞⎟⎠ = Re

⎡⎢⎣
⎛⎜⎝ iAR

BR

CR

⎞⎟⎠ exp (it′ − iqx) +

⎛⎜⎝ −iAL

BL

CL

⎞⎟⎠ exp (it′ + iqx)

⎤⎥⎦ sin πz

(D.16)

Sustituyendo (D.16) en cada una de las ecuaciones (D.12), (D.13) y (D.14) se
obtienen las relaciones entre los coeficientes A , B y C de la ecuación (D.16),
a continuación se desarrolla lo anteriormente explicado:

Sustituyendo (D.16) en la ecuación (D.12) se tiene:
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−ω0
k2

2σ
(−AR exp (−iqx) + AL exp (iqx)) exp (it′) sin πz

−k2

2
(iAR exp (−iqx) − iAL exp (iqx)) exp (it′) sin πz

−Rs

2
(−iqBR exp (−iqx) + iqBL exp (iqx)) exp (it′) sin πz

+
Rfc

2
(−iqCR exp (−iqx) + iqCL exp (iqx)) exp (it′) sin πz + 1

2
cc. = 0

(D.17)

Para que se cumpla la relación (D.17) se debe cumplir que los coeficientes
de exp (−iqx + it′) sin πz y exp (iqx + it′) sin πz sean cero así se obtienen las
siguientes relaciones:

(
i
ω0

σ
k2 + k2

)
AR − qRsBR + qRosc

fc CR = 0 (D.18)

(
i
ω0

σ
k2 + k2

)
AL − qRsBL + qRosc

fc CL = 0 (D.19)

Sustituyendo (D.16) en (D.13) se tiene:

iω0

2
(BR exp (−iq) + BL exp (iqx)) exp (it′) sin πz

+ q
2
(AR exp (−iq) + AL exp (iqx)) exp (it′) sin πz

+ τk2

2
(BR exp (−iq) + BL exp (iqx)) exp (it′) sin πz + 1

2
cc.

(D.20)

Para que se cumpla la relación (D.20) se debe cumplir que los coeficientes
de exp (−iqx + it′) sin πz y exp (iqx + it′) sin πz sean cero así se obtienen las
siguientes relaciones:

(ω0i + τk2) BR + qAR = 0

(ω0i + τk2) BL + qAL = 0
(D.21)

O bien:

BR = − qAR

iω0+τk2 BL = − qAL

iω0+τk2 (D.22)

De forma similar sustituyendo (D.16) en la ecuación (D.14) se llega a las
ecuaciones:
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CR = − qAR

iω0+k2 y CL = − qAL

iω0+k2 (D.23)

Sustituyendo (D.22) y (D.23) en la solución (D.16), se llega a la siguiente
relación :

�ξ1 =

⎛⎜⎝ ψ1

ηs1

ηf1

⎞⎟⎠ = Re

⎡⎢⎣
⎛⎜⎝ i

− q
iω0+τk2

− q
iω0+k2

⎞⎟⎠ exp (it′ − iqx) +

⎛⎜⎝ −i

− q
iω0+τk2

− q
iω0+k2

⎞⎟⎠ exp (it′ + iqx)

⎤⎥⎦ sin πz

(D.24)

Hasta aquí se explicó en detalle la obtención de la serie de ecuaciones
usando teoría de perturbaciones, y sus soluciones a primer orden, esto nos
sirve para ilustrar el procedimiento. En el capitulo 6, se explica sin detallar,
como se obtiene las ecuaciones de amplitud, de hecho, ya sólo escribimos la
solución de las ecuaciones a orden 2, es decir se obtiene �ξ2, con este apéndice,
se ve cual es el procedimiento para su obtención que ya no escribimos. Para
la obtención de las ecuaciones de amplitud, se requiere solamente de �F3 que
es función de �ξ1 y de �ξ2, no se necesita �ξ3. El cálculo del coeficiente N a
quinto orden requerirá de �ξ3 y �ξ4 explícitamente.
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Apéndice E

Operador Adjunto

En este apéndice definirémos y deducirémos al operador adjunto L̂†
0 [16],

apartir de L̂0 definido en el capítulo 4.

Definición:

Sea A una transformación lineal de X a Y . Si X tiene un producto interior
(, )X y Y tiene un producto interior (, )Y y si existe una transformación lineal
A† de Y a X tal que

(A�x, �y)Y = (�x,A†�y)X (E.1)

para toda �x ∈ X y �y ∈ Y , entonces A† se llama operador adjunto de A.

En nuestro caso A = L̂0 donde L̂0 esta definido como:

⎛⎜⎝ ∇2 −Rs∂x Rf∂x

∂x −τ∇2 0

∂x 0 −∇2

⎞⎟⎠
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donde �x y �y son de la forma: ⎛⎜⎝ f1(x, z, t)

f2(x, z, t)

f3(x, z, t)

⎞⎟⎠
con f1, f2, f3 funciones C2.

El producto en el espacio X esta definido como:

(�x1, �x2) ≡
∫ ∫ ∫

{( �x1)1(�x2)1 + (�x1)2(�x2)2 + ( �x1)3(�x2)3} dxdzdt (E.2)

para �x1 y �x2 en X (similarmente para Y ).

Pero nuestro objetivo es obtener L̂†
0, así que empezarémos por mencionar

el operador adjunto de la derivada que va de un espacio de funciones C1 = X

con condiciones periódicas en las fronteras a un espacio de funciones continuas
Y . (

df1

dx
, f2

)
=

(
f1,−df2

dx

)
(E.3)

De forma similar para funciones con condiciones periodicas en las fronteras
y de clase C2 = X a un espacio de funciones continuas Y , se tiene:(

d2f1

dx2
, f2

)
=

(
f1,

d2f2

dx2

)
(E.4)

Por lo tanto como en el operador L̂0 cada una de sus entradas son primeras
y segundas derivadas tendrémos que el operador adjunto L̂†

0 estará dado de
la siguiente forma:

L̂†
0 =

⎛⎜⎝ ∇2 −∂x −∂x

Rs∂x −τ∇2 0

−Rf∂x 0 −∇2

⎞⎟⎠
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