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Capitulo 1

Introduccion.

El objetivo de esta tesis consiste en estudiar uno de los problemas clasicos del
moduli, utilizando sélo variable compleja con un poco de la Teoria Geométrica
de Invariantes. Lo que pretendemos explicar es la manera de compactificar el
moduli de Toros Complejos, que es lo mismo que el moduli de Curvas Elipticas
no singulares sobre C. Sin entrar en detalles técnicos nosotros consideramos la
siguiente situacion:

Sea 7 un conjunto de objetos geométricos. Queremos encontrar un espacio
M con ciertas propiedades algebraicas y geométricas, cuyos puntos clasifica ele-
mentos de 7', o més generalmente, clases de equivalencia de tales elementos bajo
una relacién de isomorfismo. La estructura (de esquema) algebraica y geométri-
ca de M debe ser de un modo natural, de tal forma que los objetos geométricos
en T varien en una familia algebraica cuyos objetos tengan la misma dimension,
vy que el moduli de T varie algebraicamente en M. Dicho de otra manera dada
una familia 7 : C — B cuyas fibras {7 =1(b) : b € B} son elementos de 7 y la
aplicacién B — M que asigna a cada b € B la clase de equivalencia [7~1(b)] en
M deberd ser algebraica. En esta tesis estudiamos el siguiente problema:

Para cada t € C, sea C; la curva cibica dada como los ceros del polinomio
y?z — z(z — tz)(z — tAz). Sea T = {C; : t € C}. No es dificil convencerse que
para t # 0 la curva C; es isomorfa a la curva C1, la cual es una curva ciibica no
singular(curva eliptica no singular). Notemos que la curva Cy dada por los ceros
del polinomio zy? — x> es racional, es decir, admite una parametrizacién del tipo
(s2,53,1) y tiene una singularidad de tipo cispide en el punto (0,0, 1). En este
caso no parece existir una estructura algebraica M con una aplicacion B — M
tal que para todo t # 0 le asigna un solo valor, a saber la clase de equivalencia
[Ct](pues para t # 0 todas las C; son isomorfas) y el valor [Cy] para t = 0
que en este caso es una curva singular. Esto lo que nos sugiere es: O hacemos
mas “pequeno” el espacio T, es decir, podemos consierar {C; : t # 0}, en este
caso todos los elementos de T son no singulares, pero esto es una solucién un
poco débil a nuestro problema. La otra opcién es completar M admitiendo a
Cp como un elemento de 7'y de tal manera que tengamos una buena aplicacion



algebraica B — M. Por ejemplo consdieremos la familia F donde los elementos
de F son curvas C; = {([z : y : 2] : y?2 = x(x — 2)(x — t2))}. Las curvas C,
son , para |t| suficientemente pequefio, curvas suaves no isomorfas de género
uno. La curva “especial”’ Cp( tomar ¢ = 0) es una curva irreducible con una
singularidad de tipo nodo (localmente un nodo tiene forma analitica del tipo
zy = 0). Esta curva Cy es un ejemplo de “curva estable”. Examinaremos el
significado de estas definiciones en los capitulos de la tesis. Notemos que en este
caso tenemos una familia de curvas sobre el disco agujerado D* = D—{0}, donde
D ={teC:|t| <1}—{0}, es decir, tenemos una aplicacién f : F — D—{0} tal
que para cada t € D—{0}, f~1(t) := C; es una curva de género uno. La filosofia
del teorema de extension de Riemann de variable compleja nos sugiere que dicha
aplicacion f se puede extender a todo D al considerar la imagen inversa del 0,
esto es al considerar la “curva estable’Cy = f~!(0). En la primera familia
que hemos tomado se tiene que Cy = C; y completamos dicha familia a una
familia con moduli constante. En la segunda familia F que hemos considerado
tenemos que la unica posibilidad para extender dicha familia es considerar la
curva estable Cy, es decir, no tenemos un espacio moduli M completo, a menos
que admitamos el elemento singular Cy. Para trabajar en esta construccién
necesitamos la Teorfa Geométrica de invariantes. El trabajo de esta tesis es ver
que mediante este proceso podemos compactificar el espacio moduli de curvas
elipticas agregando un elemento “estable”.

En el capitulo 2 se habla sobre Curvas Elipticas y Superficies de Riemann. En
este se introduce formalmente los objetos y estructuras algebraicas y complejas
que seran tratadas. En este también se empieza por clarificar la correspondencia
natural que existe entre la familia de Toros Complejos y Curvas Elipticas.

En el capitulo 3 se introducen las funciones definidas sobre el Toro Complejo,
llamadas funciones elipticas y se prueba la existencia de tales, a travez de la
funcién p de Weierstrass. Después obtenemos una ecuacién polinomial ciibica
en las variables p y p' que permite encajar al Toro C/L en CP?, de manera
que C/L se vea como curva algebraica y asi obtener la correspondencia univoca
entre Toros Complejos y Curvas Elipticas. Después se observa que la familia de
Toros (salvo isomorfismo) se identifica con la variedad H/T', y por medio de la
funcién j-invariante, definida en H y ademds invariante bajo la accién de T" en
H, obtenemos que H/I" es isomorfo a C. Asi C parametriza a la familia de los
Toros complejos.

En el capitulo 4 se desarrollan los elementos bésicos sobre la Teoria Geométrica
de Invariantes con el objetivo de obtener la compactificacién de la familia X de
curvas elipticas no singulares (cibicas). El proceso consiste en darle a X estruc-
tura de variedad proyectiva. Después notar que G = SL(2,Z) actiia de manera
natural sobre X, y que esta accion corresponde a la relacién de isomorfismo en-
tre curvas elipticas. Después notar que las ciibicas no singulares corresponden a
los puntos estables de X bajo la accién de G. Por tltimo tenemos que identificar
en X los puntos que son semiestables y no estables, pues estos, deacuerdo al
Teorema Fundamental de GIT compactifican de manera natural a la variedad



X*/G(= elipticas no singulares).



Capitulo 2

Superficies de Riemann.

La idea bésica de una Superficie de Riemann es que es un espacio que local-
mente luce a un abierto del plano complejo.

2.1. Definicion de una Superficie de Riemann.
Definicién. Sea S un espacio topoldgico, entonces S es llamada una n —

variedad si S es Hausdorff, conexo y si cada s € S tiene una vecindad U ho-
meomorfa a un abierto de R™.

Una 2 — variedad es también llamada una super ficie.

Cualquier superficie (2 — variedad) esta cubierta por una familia de abiertos U;
tal que para cada U; existe un homeomorfismo ¢; : U; — W;, donde W; C C
es abierto. El conjunto de parejas A = {(U;, ¢;)} es llamado un atlas para S; si
s € Ui, (Uj, ¢;) es llamada una carta en sy z; = ¢;(s) una cordenada local en s.

Si (Ui, ¢i) y (Uj, ¢;) son cartas para s € S con coordenadas locales z; = ¢;(s)
y z; = ¢;(s), entonces z; = (¢; o qu_l)(zj) es llamado el cambio de coordenada
local para s correspondiente a las cartas (Us, ¢;) y (Uj, ¢;5).

Las funciones
giod; ' ¢;(U;NU;) CC— ¢;(UiNU;) CC

estan definidas siempre que U; NU; # @ y son llamadas las funciones cambios
de coordenadas.

Un atlas A = {(U;, i)} es llamado analitico si todas las funciones cambios
de coordenadas son funciones analiticas (en el sentido usual de funcién de va-

riable compleja).

Con el propdsito de referirse a funciones analiticas o meromorfas en S, sin tener



que especificar la dependencia de estos conceptos sobre un atlas particular, de-
cimos que dos atlas analiticos A = {(U;, ¢;)} y B = {(V},;)} son compatibles
si, siempre que (U;, ¢;) € Ay (Vj, %) € By U;NV; # &, entonces

giow; 9 (UinV;) CC— ¢i(U;NV;) € C

sea una funcién analitica con inversa analitica (tales funciones son llamadas
biholomorfismos). Nétese que A y B son compatibles si y sélo si AU B es
un atlas analitico para S. También es evidente que la relacién dada por atlas
compatibles es una relacién de equivalencia. Una clase de equivalencia de atlas
analiticos es llamada una estructura compleja en S.

Definiciéon. Una superficie con estructura compleja es llamada una Super ficie
de Riemann.

Para referirnos a la estructura compleja de una superficie es suficiente espe-
cificar un atlas representante de la clase.

2.2. Algunas Superficies de Riemann.

1) Sea S = C, que es conexo, Hausdorff y homeomorfo a R? y sea A
= {(C,id : C — C)} un atlas para S; claramente A es un atlas analitico
para C y ademés cualquier atlas analitico A" = {(U;, ¢;)} es un atlas compati-
ble con A = {(C,id : C — C)}, asi C es una superficie de Riemann (con una
Unica estructura compleja).

2) Cualquier abierto A de una superficie de Riemann S es también una super-
ficie de Riemann, pues si A = {(U;, ¢;)} es un atlas analitico para S, entonces
B ={(U;NT,¢;)} es un atlas analitico para 7', donde ¢; denota la restriccién
de ¢; en U; N'T. Ademds si A" = {(U}, ¢})} es un atlas para S compatible con
A, entonces B' = {(U;NT,v;)} es un atlas compatible con B, donde ¢; denota
la restriccion de gb;- en U J’ N T. Es decir, atlas compatibles en S, inducen atlas
compatibles en T

Proposicién 1 Si A = {(U;, ¢;)} es un atlas analitico para S, y si para cada
i, {Vi;} es una familia de subconjuntos abiertos de U; tal que |J{Vi;} = U,
entonces si denotamos por ;; la restriccion de ¢; en Vij;, tenemos que A’ =
{(Vij,¢i;)} es un atlas analitico compatible con A.

Demostracion: Es claro que S es cubierto por todos los conjuntos V;;. Como las
funciones cambios de coordenadas para el atlas AU.A" son las restricciones de las
funciones cambios de coordenadas del atlas A 6 en algunos casos la identidad,
entonces A’ en un atlas analitico compatible con A. [J

3) Sea S = ¥ = C U {co}. Sabemos que ¥ es homeomorfa a S? = {7z €
R3 : ||zl = 1}. Sea U; = C con ¢y = id : C — C y Uy = X ~ {0} con



¢po = J : ¥~ {0} — C dada por J(z) = 1/z, para z € C — {0} y J(c0) = 0.
Claramente > = Uy UUsy y ¢1, ¢2 son homeomorfismos.

Ahora ¢y 0 ¢yt : €~ {0} — C ~ {0} estd dada por (¢1 0 ¢2)(2) = 1/zy
$r0¢rt : C~ {0} — C~ {0} dada también por (¢ 0 ¢;')(2) = 1/z, entonces
se tiene que {(U;, ¢i)}, ¢ € {1,2} es un atlas analitico para X. Por tanto ¥ en
una superficie de Riemann y es llamada la esfera de Riemann.

2.3. El Toro Complejo.

Sean wy,wy € C, we # 0y tal que wi/wy ¢ R (i,e. w1 y wy son R —
linealmente independientes).

Sea L = Zwy ® Zws = {nw; + mws : n,m € Z}. Entonces L es llamada la
reticula generada por wy y we. Ademas es claro que L es un subgrupo normal
de C (normal ya que C es abeliano). Ahora consideramos la relacién usual en C
inducida por L:

Sean a y b en C, decimos que a esta relacionado con b mddulo L y escribimos
a~bmod Lsia—0be L,equivalentemente a € b+ L :={a+1:1€ L}. Cla-
ramente ~ es una relacién de equivalencia y denotamos [a] = {b € C : a ~ b}.
Ahora denotamos por C/L al conjunto de clases de equivalencia. Entonces de-
finiendo la suma en C/L como [a] + [b] := [a + b] para a,b € C, entonces C/L
tiene estructura de grupo abeliano.

Ahora nuestro interés se concentra en darle una estructura compleja a C/L.
Para esto recordemos lo siguiente:

Si X es un espacio topoldgico, Y es un conjunto no vacio cualquiera tal que
existe una funcion sobre f : X — Y, entonces Y es un espacio topoldgico
definiendo que A C Y es abierto si y sélo si ffl(A) C X es abierto. Con esta
construccion f: X — Y es una funcién continua.

Consideramos la proyeccién canénica II : C — C/L dada por I(z) = [z]
que es claramente sobre. Entonces si definimos que A C C/L es abierto si y s6lo
si II71(A) C C es abierto, C/L es un espacio topolégico y II es continua.

Proposicién 2 C/L es un espacio conexo Hausdorff.

Demostracién: Como II : C — C/L es continua y C es conexo, entonces I1(C)
es conexo, pero II(C) = C/L, entonces C/L es conexo.

Ahora sean s1 = [z1] ¥ $2 = [22] dos puntos distintos en C/L y sea

d=1inflz1 — (22 +w)| >0,we L



pues L es discreto. Sean Vi = {z € C: |z—z1| <d/2} yVa={z€C: |z—2| <
d/2}. Ahora se afirma que (V4 +w)N Ve = & para todo w € L; sino, sea z € V;
vy w € L tal que z + w € Va, aplicando la desigualdad del triangulo obtenemos
que

d

d
1= (zatw)] £ [a1— () ()~ (o) = [ar— ()l He—zal < 545 = d,

contradiciendo la definicién de d. Como II es abierta, II(V}) y II(V2) son abiertos
que contienen a s1 y $a respectivamente, ademads es claro que II(Vy)NII(Va) = &,
pues si no, entonces existe [z] € II(V;) NTI(V2) y esto implica que existen a1 y
az en Vi y Vo respectivamente tales que x ~ a1 y  ~ ao, entonces a; ~ as y
por tanto as = a1 +w y asi az € (V5 + w) N V,. Contradiccion.

Por lo tanto TI(Vy) y II(V2) son vecindades disjuntas de sy y s respectiva-
mente. Entonces C/L es Hausdorff.(J

Definicion. Si L = Zw; ® Zw,, el conjunto
Pr = {sw1 F+tws : 0 < 5,1 < 1} cC

es llamado el paralelogramo fundamental para la reticula L. (Ver figura 2.1).

Figura 2.1: El Paralelogramo Fundamental asociado a wy y wa.

Como C es un R-espacio vectorial de dimension dos y wy y wg son R—linealmente
independientes, entonces dado cualquier z € C, existen ky y ko elementos en
R tal que z = kiw; + kows.Entonces si nqy y ne representan el mayor entero
que sea menor que ki y ko respectivamente (la parte entera), entonces podemos
escribir que k1 = ni + a1 y ko = ng + ae, donde 0 < a1, a9 < 1y por tanto

z = (n1 + a1)wy + (n2 + ag)ws = ajwy + asws + (N1wy + naws),

n1y ng enteros y aywi +asws € P. Porlo tanto cualquier z € C estd relacionado
(mod L) con algtin elemento en Pr,.
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Proposicién 3 Sea L = Zwy @ Zws, entonces C/L es un espacio compacto.

Demostracion: Como hemos observado que cualquier z € C esta relacionado
(mod L) con algin elemento en Pr, entonces II(Py) = C/L, donde II es la
aplicacién canénica de C sobre C/L. Pero Pr, es compacto y II es continua. Por
lo tanto II(Pr) = C/L es compacto. [J

Teorema 1 Si L = Zwy @ Zwa, el espacio C/L es una superficie de Riemann.

Demostracién: Como L es discreto, entonces ¢ = inf|w| > 0 donde w € L~ {0}.
Ahora para a € C, consideramos U, :={z€ C: |z —a| < Z} También consi-

deramos la aplicacién canénica IT: C — C/L dada por z — [z].

Ahora si a y b estdn en U, y a ~ b (mod L), entonces existe w € L tal que
a —b=w y por tanto

6 § 6

lwl=la=bl=la—a+a—-bl<|la—a|+|b—a|<-+-==<0

4 4 2
Por lo tanto w = 0 y asi a = b. Con esta observacion se concluye que Iy, la
restraiccién de II en U,, denotada por I, : U, — II(u,) es una biyeccién
continua y como II es abierta, entonces Il, es un homeomorfismo.

Ahora denotamos Vg, = 4 (Uys) v ¢o = ;! la inversa de II,; entonces V,
es un abierto en C/L y ¢, : Vo, — U, es un homeomorfismo sobre un abierto
en C. Es claro que {V,} es una cubierta.

Veamos ahora que {(Va, ¢a)}acc es un atlas analitico para C/L. Para esto
observamos primero que para cualesquiera U, y Ug, existe a lo mas un w € L
tal que Uy, N U + w # &, donde Ug + w := {u+ w : u € Ug}; pues si wy,
wo € L son tales que existen z1 € UoNUg+w1 y 22 € UoNUg + w3 y escribimos
zi=a+w;y 22 =b+wp con ay ben Ug, entonces podemos escribir que

o0 0
Jw1—ws| = |(21—a)—(22—b)| = |(21—22) —(a—b)| < |z1—22|+|a—b] < gt5 =90
Por lo tanto como w; — we € L, entonces wy — we = 0 i.e. wy = wa.

Ahora supdngase que o, 3 € C son tales que V, N Vg # @ y consideramos
b0 dat i da(VaNVs) — ¢(Va N Vp).

Sea z € po (Vo NV3) v 2’ = (¢ 0 ¢51)(2), entonces
Is(2') = (g 0 p 0 b, ' )(2) = ¢5 ' (2) = Ta(2)
Por lo tanto II(z") = II(z), entonces z ~ 2’ (mod L) i.e. 2’ = z+ w, algin w que

posiblemente depende de z; ahora como z € U, y z’ € Ug, entonces tenemos
que 2’ € UgNU, + w y como ya observamos este w es tnico y sélo depende de

11



a'y 8, no de z. Por lo tanto la aplicacién ¢g o ¢! es de la forma z — z + w,
con w constante, asi es holomorfa.

Concluimos que {(Va, ¢a)}acc es un atlas analitico para C/L. Por lo tanto
C/L es una superficie de Riemann. [J

Toda Superficie de Riemann compacta S tiene asociado un niimero entero g > 0
llamado el género de S. Este invariante es topoldgico y cuenta el niimero de asas
que tiene S.

Teorema 2 (Abel-Jacobi). Si S es una superficie de Riemann compacta de
género 1, entonces S es un toro complejo, es decir existen wyi,wy € C con

wn ¢ R tal que S =2 C/L, donde L = Zw; & Zwy. O
w2

2.4. Funciones analiticas y meromorfas en Su-
perficies de Riemann.

Sean S; y Sy superficies de Riemann. Entonces una funcién continua f :
S; — S9 es llamada analitica si siempre que (Uy,¢1) v (Us, ¢2) sean cartas
(claro que para atlas fijos) de S; y Sz tal que Uy N f~1(Us) # @, entonces la
funcién

paofoprt (U NfHUs)) CC — C.

es una funcion analitica. Ver figura 2.2.

Como f es continua, f~1(Us) es abierto en Sy, entonces ¢1 (U N f~1(U)) € C
es abierto pues ¢; es un homeomorfismo.

Figura 2.2: Funcion holomorfa entre Superficies de Riemann.
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Teorema 3 Si f : S1 — Sy y g : So — S3 son funciones analiticas entre
superficies de Riemann, entonces go f : S1 — S3 es también analitica.

Demostracién: Por la proposicién 1, podemos escoger tres atlas A; en S; (i =
1,2,3) de tal forma que para cada (Ui, ¢1) € Ay exista (Us,¢p2) € Ay con
f(U1) C U, y para (Us, ¢2) € As exista (Us, ¢3) € As con g(Usz) C Us. Ahora
como ¢g 0 f o (;51_1 y ¢30go0 qﬁ;l son analiticas (en abiertos de C), entonces

¢s0gofoprl=(ps0g0py)o(paofopi?)

es también analitica.

Teorema 4 Si Il : C — C/L es la proyeccion, z — z + L, entonces 11 es
holomorfa.

Demostracion: IT es por construcciéon continua.

Ahora {C, ¢} es el atlas de C, donde ¢ =id : C — C y {Uy, ¢4} es el atlas
de C/L ya mencionado, donde V es cualquier disco abierto en C con didmetro
menor a 6/2y ¢ :=inflw| > 0 donde w € L~ {0}. Entonces sabemos que ¢., oIl
se restringe a la identidad ¢ oIL, en cada V. Por lo tanto ¢, ollogp™t:V —V
es la identidad que es analitica. Asi IT es holomorfa. [J

2.5. Curvas Elipticas.

Las curvas elipticas son uno de los objetos matematicaos mas ricos en estruc-
tura y, gracias a los multiples enfoques con los que pueden ser tratadas, estas
curvas tienen muchas aplicaciones en diferentes dreas. Algunas de estas areas
son por ejemplo la Teoria de Numeros, Criptografia y Geometria Algebraica.
El ojetivo de esta seccién es introducir de manera formal las curvas elipticas y
algunos ejemplos de estas, y poder darle a estas naturalmente una estructura
compleja.

2.5.1. Ecuacién de Weierstrass.

Definamos de manera elemental una curva eliptica:

Definicién: Sea K un campo de caracteristica distinta de 2 6 3. Una curva
eliptica E es la grafica de una ecuacién de la forma

=2+ Az + B

13



con A, B € K. En este caso decimos que la curva estd definida sobre K. Esta
ecuacién es llamada la ecuacién de Weierstrass de la curva eliptica.

Para ayudar a la intuicién presentamos algunos dibujos de curvas elipticas sobre
los ntimeros reales:

s
U

\

Figura 2.3: Ejemplos de curvas elipticas en el plano real. La primera corresponde

a la ecuacién y? = 2% — x, la segunda a la ecuacién y = 23,

La ecuacion de Weierstrass generalizada de la curva eliptica, a saber
2 _ .3 2
y© +arxy +azy = r° + axx” + asx + ae,

es utilizada cuando se trabaja sobre campos de caracteristica 2 6 3. Si el campo
no es de caracteristica 2 podemos dividir la ecuacién anterior por 2 y completar
los cuadrados para reescribirla como

2 3 /.2 ! l
Y1 =27+ agr” + ayr + ag,

dondey%:y—l—%-&-%

a
caracteristica 3 podemos hacer el cambio de variable 1 = = + 32 y obtener la

y ah,aly,af son constantes. Si el campo no es de
i

forma de Weierstrass y7 = 23 + Axy + B para algunas constantes A, B.
Finalmente, si comenzamos con la ecuacién cy? = dx® + ax + b, con ¢,d # 0,

haciendo el cambio de variables y; = c®dy, #; = cdx recuperamos la forma de
Weierstrass de la ecuacion.

2.5.2. Curvas Singulares.

Sea E la curva de la ecuacién y? = f(x), f(z) = 2° + az +b.

Si escribimos la ecuacién como F(x,y) = y*> — f(z) = 0 y tomamos las derivadas
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OF oF
parciales — = — f'(z), D= y?, entonces por la definicién (xg,yo) € F es un
Y

or

punto singular de E si'y s6lo si ambas parciales se anulan en (z, yo).

Si (zo,y0) no es un punto singular de F, decimos que (xo,y0) es no singu-
lar. E es una curva no singular si'y sélo si todos sus puntos son no singulares.
Esto significa que todo punto en la curva tiene una linea tangente bien definida.
Ahora supéngase que (g, o) es un punto singular en F, es decir, las derivadas
parciales se anulan simultdneamente en (xq,%o), entonces yo = 0 y entonces
f(z0) =0, por lo tanto f(x)y f'(z) tienen como raiz comin a xg. As{ xg es rafz
doble de f(x). Inversamente, si f(z) tiene una raiz doble zg, entonces (zg,0) es
un punto singular en E. Es decir E es singular si y sélo si f(z) tiene alguna raiz
2o con multiplicidad > 2.

Existen dos posibiliades para la singularidad, estas ocurren dependiendo si f(x)
tiene una raiz doble o una raiz triple.

i) En el caso en que f(x) tiene una raiz doble, una ecuacién tipica (salvo cambio
de coordenadas) es
y* =a2*(zx +1)

El punto (0,0) es la ”singularidad doble® (i.e, cero es raiz doble de f(z) =
22(x + 1)) de la curvatura E asociada. Veamos el comportamiento local de E
cerca del (0,0). Para esto:

Seat = =, asiy? = t?22, entonces la ecuacién inicial se ve como t22? = 22 (2+1),

x
portantot? = x4+ 1, yasia=t>2—1yy=1t>—t.

Consideramos ahora h(t) = (z(t),y(t)) = (t> — 1,13 — t), y entonces h/(t) =
(2'(t),y'(t)) = (2t,3t%) estd bien definida cuando z(t) # 0 i.e, t # £1. Pero

. ’ _
lim A7(t) = (2,3)

Jim, B (t) = (-2,3).
Por lo tanto el punto (0,0) es doble y posee dos tangentes distintas, dadas por
los vectores (2,3) y (=2, 3).Ver Figura.

ii) El caso en que f(z) tiene una raiz triple, entonces la curva E tiene como
ecuacién (salvo traslacion)

y* =4,
y luce como una ”pardbola semictibica® con una cispide en el origen. El punto
(0,0) es una singularidad en E, y como el cero es rafz triple de f(z) = 23, (0,0)
es llamado un punto triple de E.
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El comportamiento local de E en el punto (0,0) es mas simple, pues E se
parametriza con z(t) = 2 y y(t) = t3. Entonces /() = 2t y /() = 3t2.Por lo
tanto y = 0 es la dnica tangente a (0,0). (Ver figura 2.4).

Figura 2.4: Ejemplos de curvas elipticas singulares.

Estas curvas analizadas, que representan hasta ”equivalencia® la familia de
curvas elipticas singulares son de suprema importancia para nuestro objetivo, y
surgen finalmente en el capitulo 4 en el proceso de conclusion.

2.5.3. El Discriminante.

Sea f(x) € C[z] un polinomio. Si factorizamos a f(z) sobre C
f(@) = (2 —a1)(w — a2)(z — as),
entonces definimos el discriminante de f(xz) como
Af = (a1 — az)*(ar — az)*(as — az)?

De la definicién del discriminante de f(z), se observa que Ay = 0, si y sélo si,
f(x) tiene raices repetidas.

Sea E una curva eliptica, con ecuacién y? = 2> + ax + b.

Definamos el discriminante de E y lo escribimos como Ag a Agp = Ay,
f(z) = 2% + az + b. Entonces E es una curva no-singular si y sélo si Ag # 0.

Proposicién 4 Sea f(z) = 2% + ax + b, entonces Ay = 4a3 + 272, O

16



2.5.4. Curvas en el Plano Proyectivo.

Si escribimos a CP? = A2 UCP!, entonces una curva algebraica en el plano
afin A2 es el conjunto de soluciones de una ecuacién de la forma

f(x,y) = 07

donde f(x,y) € C[z,y] es un polinomio en dos variables.

Las curvas elipticas son un particular ejemplo de curvas algebraicas, son so-
lucién de una ecuacién de la forma

3

y? — 2% —ax —b=0,

con a, b constantes.

Para definir curvas de esta naturaleza en CP?, necesitaremos usar polinomios en
tres variables, pues los puntos en CP? estan representados por ternas. Ademéds
cada punto en CP? puede ser representado por distintas coordenadas homogéneas.
Es asi que requerimos de ”polinomios homogeneos “para definir curvas en CP2.

Definicién. Sea F(X,Y,7) € C[X,Y, Z] un polinomio en tres variables, enton-
ces F(X,Y, Z) es llamado un polinomio homogéneo de grado d si este satisface
la identidad

F(tX,tY,tZ) =t'F(X,Y, Z),

vt € C.

La definicién de que F(X,Y, Z) es un polinomio homogéneo de grado d es equi-
valente a decir que F(X,Y, Z) es una combinacién lineal de monomios XY Z*
coni+j+k=d.

Definicién. Una curva proyectiva C en el plano proyectivo CP? es el conjunto
de soluciones de una ecuacién polinomial de laforma F(X,Y,Z) = 0, donde
F(X,Y,Z) € C[X,Y, Z] es un polinomio homogéneo no constante. El grado de
la curva C es el grado del polinomio F(X,Y, Z).

Entonces para checar que algiin punto P € CP? estd en la curva C, sélo se
verifica que F(a,b,c) = 0, donde [a, b, ¢] es cualquier representaciéon homogénea
de P. Esto es obvio ya que cualquier otra representacién homogénea de P se
ve como [ta,tb,tc], para algin t € C*, asi F(a,b,c) son ambos cero 6 ambos
distintos de cero.

Sea C' C CP? una curva dada por un polinomio homogéneo de grado d,
C:F(X,Y,Z)=0
Supéngase que P = [a,b,c] es un punto en C' y que ¢ # 0, entonces el punto
a b

a
(=, =) € A? es un punto que satisface F'(—, -, 1) = 0. Es decir, si definimos un
c’c cc
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polinomio a partir de F(X,Y,Z) dado por f(z,y) = F(X,Y,1), entonces los
siguientes conjuntos estan en biyeccién

{la,b,c] € C:c# 0} « {(x,y) € A*: f(x,y) =0}

@by — (4,2)

La curva de la ecuacién f(z,y) = 0 estd en A2, y es llamada la parte afin de la
curva proyectiva C.

Los puntos P = [a,b,0] en C son llamados los puntos al infinito de C.

El proceso de reemplazar el polinomio homogéneo F'(X,Y,Z) por el polino-
mio f(z,y) = F(X,Y,1) es llamado la deshomogenizacion de F(X,Y,Z) (con
respecto a la variable Z). Intentemos invertir este proceso.

Supéngase que Cy es una curva affn dada por una ecuacién polinomial f(z,y) =
0 Entonces queremos encontrar una curva C proyectiva tal que Cj sea la par-
te afin de esta curva C, es decir un polinomio homogéneo F(X,Y, Z) tal que
flz,y) = F(X,Y,1). Esto es simple.

Sea f(z,y) un polinomio, lo escribimos como f(z,y) = > a;;z'y’, entonces
el grado de f es definido como el méximo de los i + j tales que a;; # 0, y escri-
bimos el grado de f como 9(f).

Sea f(z,y) = Y a;z'y’ un polinomio no cero, entonces definimos la homo-
genizacion de f(x,y) como el polinomio dado por

F(X,Y,Z) =Y ai XY 7%
i,j

donde d = O(f) el grado de f. Es claro que F(X,Y,Z) es un polinomio ho-
mogéneo de grado d, y que f(z,y) = F(X,Y,1). Ademdas como existe a;; # 0
tal que 4 + j = d, entonces Z%~*=7 = 1. Por lo tanto F(X,Y,0) no es el polino-
mio cero, es decir la curva definida por FI(X,Y, Z) = 0 no contiene a todos los
puntos al infinito. Asi hemos visto que hay una correspondencia biyectiva entre
las curvas afines en CP? y las curvas proyectivas en CP? que no contienen la
linea al infinito.

Para una curva C' : F(X,Y,Z) = 0y P € C, decimos que P = [a,b,c] es
un punto singular de C' si

OF OF . OF

a—X(P):a—Y(P)—ﬁ(P)zo.

Si P = [a,b,c] es un punto de la curva C'y ¢ # 0, entonces P es singular en

b
C siy sélosi Py = (—, E) es singular en la curva afin Cyp = F(1,Y,Z) = 0.
a’a
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Analogamente se verifica para los otros casos en donde a # 0 6 b # 0. Es decir
una curva proyectiva es no singular si y sélo si ésta es no singular al verla en
cada uno de los planos afines.

Decimos que C : F(X,Y,Z) = 0 es una curva no singular (o suave) si esta
es no singular en todos sus puntos.

Los siguientes resultados nos permiten poder tratar a las curvas elipticas desde
otro enfoque, y en el cual desarrollaremos gran parte de nuestro objetivo, el de
clasificar la Familia de curvas elipticas.

Proposicién 5 Si C' es una curva afin no singular dada por un polinomio
f(z,y). Entonces C es una superficie de Riemann.
9 . of
Demostracion: Sea p = (zg,yo) € C. Si 8—(1)) # 0, entonces por el Teorema de
Y
la Funcién implicita, existe una funcién g,(z) tal que en una vencidad U, de p,
C es la gréafica y = g,(x). Por lo tanto la proyeccién 11, : U, — C que manda
(z,y) a = es un homeomorfismo sobre su imagen. Ademads II,(U) es abierto en

0
C. Analogamente, si a—f(p) # 0, entonces hacemos una construccién idéntica
i

usando la otra proyeccién 1I,,.

Como C' es una curva no singular, entonces para cada p € C se tiene que al
menos una de sus parciales no se anulan, y asi {Up }pecc es una cubierta para C.

Veamos que cualesquiera dos cartas son compatibles. Supéngamos primero que
estas se obtienen por la proyeccion II,. Entonces, si hay interseccién no vacia
con sus dominios, la composicién de una de estas con la inversa de la otra es la
identidad, que ciertamente es holomorfa. De igual manera para el caso en que
las cartas se obtienen ambas por la proyeccién II,.

Ahora supongamos que una carta se obtiene de II, y otra de II,, y seap = (o, yo)
un punto en comin en U. Como cerca de p, C' es localmente de la forma y = g(x)
para alguna funcién holomorfa g, entonces en II,(U) , cerca de xq se tiene que
el inverso de II, manda a z a (z, g(z)). Por lo tanto la composicién II, o I
manda z a g(x), la cual es holomorfa. Esto prueba que cualesquiera dos cartas
son compatibles.

Por 1tltimo C es un espacio Hausdorff, pues C? lo es y C es conexo ya que
f(z,y) es no singular y en particular irreducible. Con esto concluimos que C' es

una superficie de Riemann. [J

El espacio CP? puede ser cubierto por los conjuntos Uy = {[z,v,z] : = # 0};
Ur = {[z,y,2] 1 y # 0}; Uz = {[,y, 2] : 2 # 0}

Cada conjunto U; es homeomorfo al punto afin C2?. El homeomorfismo para
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z
Up estd dado por mandar [z,y, 2] a (g, Z) € C?; el inverso es el que manda
x T

(a,b) € C? a [1,a,b] € CP2. Para los otros es anilogo.

Definimos Dy = {p € Uy : ||[¢o(p)|| = 1} y analogamente a D; y Ds. En-
tonces CP? est4 cubierto por los conjuntos D;, los cuales son compactos. Por lo
tanto CP? es compacto.

Sea ¢o el homeomorfismo de Uy a C? que manda [z,y, 2] a (%, E).

Sea F(X,Y,Z) € C[X,Y, Z] un polinomio homogéneo no singular, y sea X=
{[X,Y,Z] e CP?: F(X,Y,Z) = 0}.

Definimos X';= XNU; y notamos que los U; cubren a X. Como cada X; se pue-
de ver como una curva afin en C? no singular, entonces por la proposicién 5,
cada X; es una superficie de Riemann, y asi obtenemos cartas complejas para
X. Ademss es facil ver que cualesquiera dos de estas cartas con interseccién no
vacia son compatibles. Por lo tanto X resulta ser una Superficie de Riemann.
Como X es el conjunto de ceros de una funcion continua, X’ es cerrado, y asi X
es compacto pues CP? lo es.

La férmula del grado nos dice que si X es una curva proyectiva no singular de
grado d, entonces el género de X estd dado por

(d-1)(d-2)

gx = ——5——

Entonces con el anterior andlisis, usando la férmula del grado y el Teorema de
Abel-Jacobi, concluimos el siguiente Teorema.

Teorema 5 Sea X una curva proyectiva no singular de grado 3. Entonces X
es un Toro Complejo. O

2.6. Apéndice A: El Toro Topolégico

Sea I = [0,1] x [0,1] € R2. Definimos la relacién “ ~ “en I dada de la
siguiente forma:

Para (a1,a2) y (b1,b2) en I, decimos que (a1, ag) ~ (b1, be) sii

by =a1 +t

by = as +1,
con t € {0,1}.

Es fécil ver que ~ es de equivalencia en I y para T € I, denotamos por [Z]
la clase de Z (respecto a ~) y I/ ~:={[z] : = € I}.
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Ahora consideramos 7 : [ — I/ ~, donde 7(Z) = [Z], que es claramente
sobre. Entonces si A C I/ ~, decimos que A es abierto en I/ ~ sii 771(A) es
abierto en 1. De esta manera I/ ~ es un espacio topolégico y 7 es una funcién
continua, y como I es compacto y conexo, entonces I/ ~ también lo es.

I/ ~ es llamado el toro topoldgico y suele denotarse por la figura

Geométricamente I/ ~ se ve como:

<} /}
\

2.7. Apéndice B: El Espacio Proyectivo CP"

Consideramos a C"*1 y V := C"*1 — {(0,0,...,0)}.

Decimos que dos vectores z,w € V son equivalentes y escribimos z ~ w, si
y sélo si existe A € C* tal que z = Aw. Claramente esta es una relaciéon de
equivalencia en V' y denotamos por [z] :={w € V : w ~ z}.

FEl espacio proyectivo complejo n — dimensional es el conjunto definido co-

mo CP" :={[z] : z € V}. Si 2z = (20, 21, ..., 2n) € V, escribimos [z] = [z0 : 21 :
... : zp] las cuales llamamos coordenadas homogeneas de z.

Denotemos por A™(C) := {[z] € CP" : z = (20,21, ..., 2n) € C"T1, 29 # 0}.
Observacién: La aplicacion
Cc" — A™(C) CccpPm

(21, oy 2n) = [1, 21, vy 21)

es una biyeccién, con inversa

An((c) —_,Cn
Z1 22 Zn
[20,21, 7Zn] [ — (—, ey — )
Z0 <0 20

A™(C) C CP™ es lamada la parte finita, y CP™ ~. A"(C) es llamada la parte
infinita (o los puntos al infinito).
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Observacién: La aplicacion
CcCPv ! — P~ A"C

(215 ey 20] [0, 21, ooy 20

es una biyeccion.
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Capitulo 3

Moduli de Curvas Elipticas
no singulares.

Este capitulo tiene como objetivo principal parametrizar la Familia de Toros
Complejos hasta isomorfismo.

3.1. Funciones Elipticas y Propiedades.

En esta seccién iniciaremos el estudio de las funciones definidas en el toro
complejo.

Denotemos por C a la esfera de Riemann (C U {oc}).

Definicién. Sean wy,wy € C tal que wy/we ¢ R yL = Zw; & Zws, enton-
ces una funcién f : C — C meromorfa es llamada eliptica respecto a L si:

flz4+w) = f(z) Yw € L.
Considerando el siguiente diagrama

c—Ls cpt

N

donde 7(z) = [z], sabemos que existe una tnica f:C/L — C tal que el dia-
grama conmuta, entonces f es la aplicacién [z] — f(2).

La unicidad de f sélo depende de f, esto nos permite referirnos sin cuidado
a f como una funcién bien definida en C/L.
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Teorema 6 Una funcion eliptica sin polos es constante.

Demostracién: Sea P, = {swy + twy : 0 < s,¢ < 1}. Como { no tiene polos
entonces f es entera, por lo que f es continua en C y por tanto f(Pr) C C es
compacto. Pero f(C) = f(PL), por lo tanto f(C) es compacto y asi acotado.
Entonces f es entera y acotada y por teorema de Liouville, f es constante. [

Proposicién 6 Si f(z) y g(z) son funciones elipticas, entonces
i)f(z) +c

iW)1/f(2)

i) f(2) - 9(2)

) f1(z)

son también elipticas.

Demostracion:
i) Es obvio.
.. L 1
ii) Supongamos que f es no constante. Como f(z) es eliptica, entonces —— =
fz+w)
1
—— Yw € L.
f(2)

Ahora los polos de 1/f(z) se corresponden con los ceros de f(z) y estos forman
un conjunto discreto en C, pues si no:

Sea R=C—D,D={z¢eC: f(z) = o}, entonces f es analitica en R.

Sea A ={z€ C: f(z) =0}, entonces si A no es discreto en C, existe {z,} C A
sucesién infinita y convergente a un punto z. Como f es continua, entonces
z € Ay por el teorema 2.2, f es identicamente cero en R, por lo tanto f(z) es
la constante cero en C y esto contradice la hipdtesis, por lo tanto A es discreto
en C y asi concluimos que 1/f(z) es meromorfa. Entonces 1/f(z) es eliptica.

i) f(z+w)-g(z+w) = f(2)-g(z) Yw € L.

Ahora los polos de f(2) - g(2) es la unién de los polos de f(z) y g(z) y como
la unién finita de discretos es discreto, por lo tanto f(z) - g(z) es meromorfa y
asi eliptica.

iv) Los polos de f'(z) se corresponden con los polos de f(z).
Ahora sea zp € Cy w € L , entonces.

/ - ; f(z)_f(20+w)
frore) = " rw

y con el cambio zZ = z — w,
= lim = f'(20)

f,(ZO + UJ) _ me f(Z +_’U)) B f(Z()) ] L
z—2z0 zZ— 20 zZ—2z0 zZ—Z0
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" f'(2) es eliptica.

Proposicién 7 Si f(z) es una funcion eliptica, entonces la suma de los residuos
de f(z) dentro de P es igual a cero.

Demostracién: Como el conjunto de polos de f es discreto en C, entonces sin
pérdida de generalidad podemos suponer que es analitica en dP. Aplicando el
teorema del residuo obtenemos que

1
S Res() =5 [ S

Ahora
wa w1 +wsz w1 0
[ 1= [ repas+ /w RO /w R /w fe)is

pero haciendo w = z — w9, notamos que

/w1+w2 f(2)dz = —/w2 f(2)dz = —/0 flw +wz)dw = — 0 f(w)dw

wa w1 twsz wi w1
De manera similar se observa que
w1 w2
/ f(z)dz=— f(z)dz .. f(z)dz=0
wi 4wz 0 oP

y asi concluimos que

> Res(f)=0.0
P

Lema 1 Si f(2) es eliptica no constante, entonces f es sobre en C.

Demostracién: Si ¢ = oo, el resultado es valido por el Teorema 1. Sea ¢ # oo.
Ahora si f(z) = ¢ no tiene solucién, entonces 1/f(z) — ¢ es entera y por la
proposicién 1, es también eliptica, por tanto 1/ f(2) — ¢ es constante y asi enton-
ces f(z) es constante. Lo cual es una contradiccién. Por lo tanto f(z) es sobre. O

Para una funcién eliptica f, el conjunto S(f) = {z € C: f(z) = oo} es discre-
to pues f es meromorfa. Entonces si Pr, denota el Paralelogramo Fundamental
asociado a la reticula L se tiene que S(f) N Pr, es un conjunto finito pues Py, es
compacto. Esto nos permite hacer la siguiente definicion:

Definicién. Si f es una funcién eliptica no constante, definimos el orden de
f v escribimos ord(f) := #S N Pr.

Proposicién 8 Si f es eliptica de ord(f) =m yn es el nimero de ceros de f
contando multiplicidades, entonces n —m = 0.
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Demostracion: Sea h(z) = f/(z)/f(z), por la proposicién 1, h(z) es eliptica.
Ahora si a es un cero de orden k de f, entonces cerca de a f(z) = g(2)(z — a)*
con g(z) analitica y g(a) # 0, entonces f'(z) = k(z—a)* ' 4+ (2 —a)*¢'(2) y por
/ /

r'(z) = K + 9() , entonces h(z) tiene un polo simple en a con residuo
fz) z—a g(2)

k. De igual manera se observa que si b es un polo de orden [ de f, entonces b es
un polo simple con residuo —[ para h(z).

Como los ceros y polos de f son los unicos polos de f/(z)/f(z) se concluye que
la suma de los residuos de f'(2)/f(z) dentro del paralelogramo es igual a n —m

y por la proposicién 5 n —m = 0. O

tanto

Corolario 1 Si ord(f) = n, entonces f toma cada valor de C exactamente
n-veces contando multiplicidad.

Demostracién: Para ¢ = oo es definicién. Sea ¢ € C, f(z) = ¢ < ¢g(z) =
f(z) — ¢ =0, como el orden de ¢g(z) es igual al de f(z), entonces por la propo-
sicién anterior g(z) tiene exactamente n ceros en el paralelogramo. [J

Corolario 2 Si f es eliptica, entonces ord(f) > 1.

Demostracion: Si ord(f) = 1, entonces existe un tinico polo simple 2o de f con
residuo by # o, es decir

> Res(f)=b1 #0

esto contradice la proposicion 5.

Lema 2 La serie

1
2 EEe

(m,n)ELXZ

s €R y (m,n) # (0,0) converge si y sélo si s > 1.

Demostracién: Considerando el criterio de la integral, observamos que la serie

converge si y solo si
B dxdy
I= (22 2)s
z24y2>1 T +y )
converge.

En coordenadas polares x = rcosf y y = rsinf, I se ve como:

27 [eS) [eS]
rdrdf dr
I = =2 -
Lo e

la cual converge si y s6lo si s > 1. 0
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Lema 3 Sea L C C una reticula y L' = L — {0}. La serie
Z |w|=%,s > 2
weL’

converge.

Demostracién: Por el Lema 2 y por el criterio de comparacion es suficiente

probar que
1 1

<
mwy +mws|? —  (m?2 +n?
| |

para alguna constante k > 0, s6lo dependiendo de w; y wq. Para esto es equi-

2
valente probar que la funcién f(z,y) = % (z,y) € R?\{0} tiene un
T Y
minimo global positivo.

Ahora sea A € R X # 0, entonces

_ [Q2)wr + QAy)wa* (AP |zws + ywo|?

Por lo tanto f(z,y) se puede ver como una funcién cuyo dominio es S* =
{(x,y) € R?: 22 + y? = 1}, el cual es compacto, y como f(x,y) es continua en
S1, por lo tanto f(z,y) alcanza un minimo global y este es positivo. [J

Proposicién 9 La serie

converge normalmente en C — L.

Demostracion: Equivalentemente probaremos que la serie converge absoluta-
mente y uniformemente en U, (0) — L, donde U,-(0) es el disco cerrado de radio
r y centrado en cero.

Ahora supéngase que w € Ly 2r < |w|. Sea z € U,.(0), es decir, |z| < r, entonces

5
|z — 2w| < |z| 4+ 2w| < r+2w| < % + 2lw| = §|w| Ya que |w| — |z] > 0,

2wl > fhul = [2l] = fu] - |z] > fu] - 220 = 4]
2 2
Entonces
| 1 L, |zllz —2w] 107
(z—w)* w  |wPlr—w? T |wf
Vz.

Noétese que el caso |w| < 2r sélo incluye un nimero finito de sumandos a la
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serie.

Utilizando FEl criterio M de Weierstrass ya que

Z 10r
|w]?
wel’

converge, concluimos que

1 1 1
2t 2l W)
welL’

converge absolutamente y uniformemente en U,.(0) — L, por lo tanto la serie
converge normalmente en C — L. [J

En particular dicha serie converge puntualmente y absolutamente en C — L.
Esto nos permite introducir la siguiente funcién.

Definicién. La funcién definida por la expresién

A=+ Yl = ]

wery W w

paraz ¢ Ly

p(z) =00
para z € L es llamada la funcién de Weierstrass relativa a L. Como cada término
de la serie es una funcién analitica en C — L y la convergencia es normal, enton-

ces por el Teorema de la convergencia analitica concluimos que p(z) es analitica
en C— L.

Ahora si V(0) es una bola agujerada del cero que no contenga puntos de L,
observamos que
1
p(z) = =T 9(z)

donde
1

1
9(z) = Z[m—ﬁ]

wel’

es analitica en V(0) y por tanto zp = 0 es un polo de orden 2 para p(z).

Analogamente si a € L — {0} y V(a) es una bola centrada en a y no contiene
puntos de L, entonces

1
p(z) = m + ga(2)

donde 1 L
9a(2) = 2 a7 Z

s — ]
a2 a2
wel’'—{a} (Z ’U)) w
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es analitica en V(a) y por tanto a es un polo de orden 2 para p(z).

De esta manera concluimos que p(z) es meromorfa en C y sus polos se en-
cuentran exactamente en la reticula L.

Ahora como w € L' siy sélo si —w € L', entonces p(—z) = p(z) es decir
p(2) es una funcién par.

Lema 4 La derivada de la funcion de Weierstrass es meromorfa en C y estd da-
da por la formula:

P =-2) ﬁ

wel

2 € C— L. Los puntos de L son los polos de p'(z) y tienen orden 3.

Demostracién: Debido a la convergencia normal de p(z) en C — L, sabemos que
podemos diferenciar esta término a término y por tanto

para z € C — L. Nétese también que los puntos de L son exactamente los polos
de p'(2) y tienen orden 3 ya que para cada wg € L

P(z) = f% + > f%

(z B wo) weL—{wo} (Z B ’LU)

donde la parte que corresponde a la serie es analitica en alguna vecindad agu-
jerada de wp. O

Observacion: p/(z) es impar pues p(z) es par.

Proposicién 10 La funcion de Weierstrass p(z) para la reticula L es una fun-
cion eliptica de orden dos y p'(z) es una funcion eliptica de orden tres.

Demostracion: Sea wgy € L, entonces tenemos que w € L siy s6lo si w—wy € L
y como

P =-2) ﬁ

es absolutamente convergente, entonces

/ o 1 — (2
p'(z+w) = 27§L7(2+w0_w) P'(2)

Asi vemos que p’(z) es periddica en L y el cero es el tnico polo (mod 1) de p'(z),
este es de orden 3. Por lo tanto p(z) es una funcién eliptica de orden tres.
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Ahora de la igualdad p'(z + wo) — p'(2) = 0 wg € L, y tomando primitivas
en ambos lados, concluimos que Vz € C — L, p(z + wo) — p(2) = Cuwy, Cwy CONS-
tante. Veamos que ¢y, = 0 Vwg € L.

1
Podemos suponer que wgy se encuentra en una base para L, entonces §w0 no

1
estd en L. Calculando para z = —5Wo ¥ usando que p(z) es par, obtenemos que
(= g0+ wo) — P~ o) = plw0) — p(u0) =0
p 21110 Wwo) — P 21110 =p 2w0 p 21110 =

Asi concluimos que p(z) es periédica en L y sabemos que es meromorfa en
C, con el cero el tnico polo de p(z) (mod L), este de orden dos. Por lo tanto
p(2) es una funcién eliptica de orden dos. OJ

Lema 5 Un punto a € C es cero de p'(z), si y sdlo sia ¢ L y2a € L.

Demostracién: Supongamos que a es tal que a ¢ L y 2a € L, entonces p'(a) =
p'(a — 2a) (pues —2a € L), entonces p'(a) = p'(—a) = —p'(a) (pues p'(z) es
impar), por tanto p’(a) = 0.

De esta manera si L = Zw; & Zws, entonces %, % y % = w
ceros de p/(z) y por la proposicién 3, son los unicos ceros de p(z) (mod L) pues
el orden de p'(z) es tres. O

son

Notacién. Si L = Zw; @ Zws y p(z) es la funcién de Weierstrass para L; es-

w1 w2 w3
7)7 €g 1= p(i)a €3 1= p(i

cribimos e; := p( 5 5 5 ).

Observacién. ey, e y ez no dependen de la base escogida para L, pues co-

mo S = [iwl] u [Ewg] U [Ewg} es el conjunto de todos los ceros de p'(z) en

C, entonces p(S) = {e1,e2,e3} es independiente de la eleccién de la base. [w]
denota la clase de w mddulo L.

Corolario 3 Para cada ¢ € C — {ey,ez,e3} la ecuacion p(z) = c tiene dos
soluciones simples y para ¢ € {ey,eq,e3,00} la ecuacion tiene una solucidn
doble.

Demostracion: Sabemos que el orden de p(z) es dos, entonces p(z) toma cada
valor en C dos veces (con multiplicidad).

Ahora si ¢ € C, entonces p(z) = ¢ tiene solucién doble si y sélo si p/(z) =0y
esto si y sélo si z € S. Por lo tanto ¢ € {ey, ea,e3}. Para ¢ = 0o sabemos que

z = 0 es solucién doble de p(z) =c. O

Corolario 4 eq, es y e3 son distintos entre si.
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Demostracién: Sea f;(z) = p(z) — e;, j = 1,2,3, entonces f; es una funcién
eliptica de orden dos y por lo tanto f;(z) = 0 tiene dos soluciones en C/L.

1 1 1

Como fj(§wj) =0= fj’-(§wj)7 entonces f; tiene un cero doble en z = QWi
1

y por tanto no hay mas ceros (mod L). En particular fj(§wk) # 0 para j # k,

1
pero fj(iwk) = e — e;. Por lo tanto e; # ey, para j # k. O

3.2. La ecuacién diferencial para p(z).

En esta seccién obtendremos una importante ecuacién que conecta p(z) y
p'(z), obtenida a partir de la serie de Laurent de p(z) cerca de zo = 0.

Definimos 1
G = —
k Z wk

wel’

que sabemos es absolutamente convergente para k > 2.

Ahora si k > 2 y es impar, entonces Gy = 0 pues para cada w € L, —w € L'y

7 = 0 pues k es impar.

(—w)
Consideremos ahora para z € C — L, la funcién

1 1 1 z
Clx)=—+ > ( + =+ ).

zZ—w w w
wel’

por tanto — +
w

C(z) estd bien definida pues dado z € C — L, se cumple que

2

1 z

1
Zz—w W

z _
+51=] < k|,

w?(z — w)

k una constante que depende de z. Por tanto se tiene que la serie

1 1 z
> T T W
zZ—w w w

weL’

es absolutamente convergente para z € C — L.

Sabemos que
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es absolutamente convergente para |z| < 1 y que

o0
§ Z’n —
n=0

Ahora sea m = min{|w|: w € L'} y D = {z € C: |z| < m} el disco abierto de
maximo radio centrado en cero y que no contiene puntos de L. Por tanto dado

weL—-{0}yze D, tenemos que — < 1y asi la serie

es absolutamente convergente para z € Dy w € L — {0}.

Despejando de la serie vemos que
n

1 +1+ z i z
z—w w w2 w1’
n=2

Ahora sustituimos en el término de la serie de C'(z) y obtenemos que

y como ambas series son absolutamente convergentes, podemos cambiar el orden
de la sumatoria y asi obtenemos que

1 [e’s} n 1 [e’e} 1 [e’s} B
06 =2 —)= EOILDY )= ——Z Grs" = 23 Gans™
n=2 welL’ n= weL’ n=

para z € D pues G,, = 0 si n es par (n > 2).

Ahora nétese que

1 o0
p(z) = —-C'(2) =—2 ZQn—ngnz

y por lo tanto esta es la expresién de Laurent de p(z) cerca de zo =0 (2 € D).

Ahora entonces se verifican los siguientes cédlculos:

2
p(2) = 3 + 6G4z + 20G62> + N

y por tanto

4 24G4

/ 2 _
p'(2) =26

—80Gs + 2291 (2),
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4 36G4

4p(2)* = o +60Gs + z°da(2),

22

60G
60Gap(2) = =5 + 203 (2),

donde ¢1(2), p2(z), ¢3(2) son series de potencias convergentes en D.

De estas tres ultimas ecuaciones obtenemos que:

P (2)% — 4p(2)® + 60G4p(z) + 140G = 2%¢(2),
donde ¢(z) = ¢1(2) — ¢2(2) + ¢3(2).
Ahora como p(z) y p/(z) son elipticas, entonces
F(2) = p(2)? — 4p(2)? + 60G4p(2) + 140G

es también eliptica. Pero f(2) = 22¢(2) en D y ¢(z) es analitica en D, entonces
f(2) se anula en zy = 0 y por tanto se anula en todo L, pero como f(z)es una
expresién polinomial de p(z) y p/(z), entonces f(z) sélo puede tener polos en L,
por tanto f(z) es constante y f(z) = 0 Vz € C. De esta manera obtenemos el
siguiente resultado:

Teorema 7
p'(2) = 4p(2)® — 60G4p(z) — 140G

para z € C—L O

Haciendo
g2 = 60G4,

gs = 14OG6,

la ecuacién se ve asi:

zeC—L.

3.3. La funcién j-invariante.

En este capitulo no trabajaremos con una reticula fija. Nos interesa identi-
ficar la familia de los Toros Complejos (médulo relacién de isomorfismo).
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3.3.1. El Grupo Modular Eliptico.

Esta seccién inicia con la siguiente relacién de equivalencia para reticulas:

Definicién. Dos reticulas L ¢ C, L’ C C son llamadas equivalentes y de-
notado por L ~ L', si existe un nimero complejo a # 0, tal que L' = aL.

Sabemos que dos reticulas L, L’ son equivalentes si y sélo si C/L ~ C/L (iso-
morfismo complejo).

w w
Como —2 ¢ R, podemos también suponer que Im(—z) > 0.

w1 w1
De esta manera se concluye que si L = Zw; @ Zws, entonces L ~ L', don-
de ' =Z®ZryTeH,ie Imr>0.

Ahora la pregunta es:

Cudndo dos reticulas L y L’ son equivalentes, donde L = Z&Zr y L' = ZH 721,
7,7 € H?. H:= {z € C: Im(z) > 0}.

Por definicién L ~ L’ si existe un ntimero complejo a # 0 con la propiedad
L'=Z&7Z7 =a(Z®Z1) = al.

En particular como 7’ y 1 son elementos de L' y L' = aL, entonces podemos
escribir
7" =alar + 8)

y
1 =a(yr +9),

donde «, (3,7, 6 son algunos enteros.

Ahora si dividimos estas dos ecuaciones, obtenemos que

, ar+p

Ty

Asi se observa que el punto 7’ se obtiene a partir de 7 mediante una importante
aplicacion, una transformacion de Mobius con coeficientes enteros.

Veamos que podemos saber més sobre estos coeficientes.

Para esto obtenemos el siguiente resultado:

Lema 6 Sea 7,7' € H tal que

/ « f
T
'77’“"(5

para o, 3,7,9 enteros, entonces ad — By > 0.
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Demostracién: Calculemos la parte imaginaria de

! T /6
T =

1 (ar +B)(vT+6) — (a7 + B)(y7 + )

=3 T+ 62 ‘

() l.ar+p8 a7+p
)= = —
20 yT+4d§ AT+

Si denotamos por D = ad — (v el determinante de la matriz
a
)

ar+ B,  D-Imt
8T T 462

entonces obtenemos que

Im(r") = Im(

Como en nuestro caso estamos interesados cuando 7y 7/ € H, entonces ad— 3y >
0.0

Regresamos otra vez a la suposicién de que L ~ L', es decir L' = Z & Z7' =
a(Z ®Zt) =al, a#0.

Ya vimos que 1,7 € aL nos implican que

' = alat + B)

1=a(y7T +9)

con «, 3,7, d enteros. Esto en un lenguaje matricial se escribe como

T’ T
(7)=m (1),
con M una matriz 2 x 2 y coeficientes enteros.

Analogamente como a y at estdn en L', entonces podemos escribir esto ma-
tricialmente asf:
/
T T
a =N-
Ahora juntando estas dos expresiones matriciales obtenemos que

()= (7)
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Como 7 y 1 son R — linealmente independientes, entonces N - M = I, donde

10
(o V)

Pues supéngase que z,y € R? son linealmente independientes y que cumplen
con que
z\ [(a b T
()=

r=ar+by=0=(a— 1)z +by

a,b,c,d reales, entonces

y=cx+dy=0=cx+ (d—1)y

Como z,y son R —linealmente independientes, entonces concluimos que a = 1,

b=0,c=0yd=1.
10
A:(O 1).

Por tanto como N - M = I, entonces detN - detM = 1, entonces detM = +1.Por
el Lema 5 detM = 1.

Por tanto

Hasta ahora hemos visto que si
L'=72a&727 =a(Z&Z1) =al,

entonces
o at + 3
T4

donde «, 3,7, ¢ son enteros tal que ad — Gy =1

Ahora inversamante supéngase que 7/, 7 estan en H y que

, ar+p

T YT+ 06

con a, (3,7, d enteros y v, d distintos de cero, entonces

+0 _ar+ 1 1
U'=zozr =277 "% 17 - I 00T - ZaZr) = L
®ZLT poray A vy 774—6( YT+O0DZaT+3) 'VT+5( L) po—
1
Por lo tanto L' ~ L para a = .
YT+ 6

Definicion. El grupo modular eliptico.
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I =SL(2,Z) := {M = < i § ) ra, 8,7,0 € Z,ad — By =1}

es el grupo de matrices 2 X 2 con coeficientes enteros y determinante uno. La
operacién de grupo es la multiplicacién.

Con esta definicién podemos ya presentar el siguiente resultado:

Teorema 8 Dos reticulas de la forma Z & Zt y Z & Z7', 7,7 € H son equiva-
lentes si y sdlo si existe una matriz M € T tal que 7/ = M7. O

Naturalmente se introduce la siguiente definicién:

La aplicacién
I'xH-—H

(M,7) — Mr

define una accién de I' en H.

Definicién. Decimos que dos puntos 7,7 € H son equivalentes y escribimos
T~ 7', siexiste M €T, tal que 7/ = Mr.

Claramente esta es una relacién de equivalencia en H.

Usaremos frecuentemente la siguiente notacion:
[r]:={M-7:MeT},7eH
H/T :={[r] : 7 € H}.

Ya con esta notacién y usando el Teorema 3, podemos decir entonces que las
clases de equivalencia de reticulas se corresponden en biyeccién con H/T.

Teorema 9 H/T" es una superficie de Riemann.

Teorema 10 La proyeccion candnica I1 : H — H/T' es holomorfa. O

Ahora nuestro siguiente gran propdsito es conocer la estructura de H/T'.

Recordemos que

gs (L) = 14006 (L) 5

donde
Ge(L):= > w*

weL—{0}
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es convergente para k > 3.

Los nimeros g2(L) y g3(L) dependen por supuesto de la reticula L, pero para
reticulas equivalentes vemos que como

Gr(al) = a *Gy(L),
entonces en particular
g2(aL) = a™"ga(L)
gs(aL) = a~°gs(L).
Denotemos A(L) := g3(L) — 27g3(L) y es llamado discriminante de L.
Como eq, €2 y e3 son las tres raices de p/(z) (mod L) y estas son todas distintas

v g2(L), g3(L) son los coeficientes de la ecuacién diferencial para p’(z), enton-
ces g3 (L) —27g3(L) # 0. Es decir, para cada reticula L = Zw; © Zws, A(L) # 0.

Entonces vemos que
A(aL) = g3(aL)=27g5(aL) = (a™"ga(L))*~27(a"gs(L))* = a™?g3(L)—a™"*(27¢3(L)) = a2 A(L)

Por lo tanto

giaL) _a72g}(L) _ gi(L)

A(aL) ~ a2A(L) ~ A(L)

Asi obtenemos una férmula invariante para reticulas equivalentes. Denotamos
por

y por tanto
jlal) = j(L),a € C— {0}

Esta invarianza en clases de equivalencia de reticulas, nos sugiere trabajar di-
rectamente en H/T.

SeaTeHy L=7Z® Zt, entonces denotamos por

Gi(r)= Y (m+nr) " :=Gi(D),
(m,n)e(Zx7)’
donde (Z x Z) =Z x Z — {(0,0)}
Analogamente definimos las siguientes funciones definidas en el semiplano su-

perior H:
92(7) := 60G4(T),

93(7) := 140G¢(T),
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Como la propiedad j(aL) = j(L) es equivalente a que

ST = jopara (¢ Ve,

YT+ 6
entonces hemos obtenido una funcién
j-H—C
invariante bajo la accion del grupo modular I' en Hi;

g5(7)
o3() - 1B

J(7) es llamada la funcién j — invariante.

i) =

Lema 7 Gi(7) define una funcion analitica en H.

Demostracién: Por el Teorema de convergencia analitica es suficiente probar que

Gr(r) = Z (m +n7)~"

(m,n)e(ZxZ)"

converge absolutamente y uniformemente en cualquier disco cerrado de H, para
k> 2.

1
Ahora entonces; sea 79 € H y sea § = §Im(7'0) > (. También denotamos
por k(mp) ={T7 € H: |7 — 70| < §}.

Sim,n € Z, n#0, MR y por tanto \T + 70| > Im(7m0) = 2; enton-
n n

ces se vale que
1
|(m +n7) — (m+nm)| = |n||7 — 10| < |njd < §\m—|—n70\7
entonces aplicando la desigualdad del tridngulo concluimos que
1
|m + nt| > |m+ nr| — |(m +n7) — (M +nmp)| > §|m + n1ol,
esto para todo 7 € k(79) y (m,n) € Z X Z.

Por lo tanto
1 1

Jk>1
|m + n7l* — |m+ nmolF
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V71 € k(19) y Y(m,n) # (0,0).

Aplicando el criterio M de Weierstrass concluimos que
3 ot
P (m +nt)k
converge absolutamente y uniformemente en k(7), para k > 2. Por lo tanto
Z (m +nr)~F
(myn)€(ZXZ)’
define una funcion analitica en H. [J

Corolario 5 La funcion j—invariante es una funcion analitica en el semiplano
superior H.

Demostracion: Como Gy (7) es analitica en H para k > 2, entonces es claro
que g2(7) = 60G4(7) v g3(7) = 140Ge(7) son analiticas en H y claro también
A(1) = g3(7) — 27g2(7) es analitica en H y como A(7) # 0 V7 € H, entonces
j(1) = g3(7)/A(7) es analitica en H. O

Teorema 11 La funcion j: H — C es sobreyectiva.
Demostracion: Como j : H — C es holomorfa, entonces por el teorema del

mapeo abierto, j(H) C C es abierto, pues H C C es abierto.

Ahora veamos que j(H) es cerrado. Sea {j(7,)} € j(H) una sucesién infini-
ta y convergente a un punto b € C, j(7,) — b.

Podemos suponer que 7,, € R,. Ahora supéngase también que existe una cons-
tante ¢ > 0 tal que
Im(m,) <c

para toda n. Entonces el conjunto
{reR,:Im(r) <c}

es compacto por ser cerrado y acotado. Por lo tanto existe {7, } una subsucesién
convergente de {7, },

Ty, > T,

TeHy Im(r) <ec

Por continuidad de j, se tiene que j(7,,) — j(7), pero j(7,,) es una sub-
sucesion de j(7,,) — b. Entonces j(7) = b, y asi b € j(H).

Por lo tanto j(H) C C es abierto, cerrado y por supuesto no vacio. Enton-
ces j(H) = C, j es sobre.
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El caso en que Im(7,,) — oo es imposible, pues si es as{, entonces j(1,) — 00,

pero hemos supuesto que j(7,) es convergente.[]

Definicién. Sea E una curva eliptica no singular, con ecuacién y? = 4z° —
93

993

Notar que el j — invariante estd bien definido, pues como E es no singular

95— 93 #0.

gax — g3. Definimos el j-invariante de E, y denotamos por j(E) :=

Teorema 12 Sean E y E' dos curvas elipticas no singulares. Entonces E y E’
son isomorfas si y sdlo si tienen el mismo j — invariante ie. j(E) = j(E’).

Demostracién: Consideremos las ecuaciones de las curvas elipticas EF y FE'.
E:=y? =423 —gor— g3y E' : y? = 423 — ghx — g5. Al homogeneizar tales ecua-
ciones obtenemos dos curvas proyectivas Xq, Xo C CP? no singulares isomorfas
de grado 3, es decir, X1 = X5. Por lo tanto tales curvas son dos toros complejos
isomorfos 11, Ts, es decir, Ty = C/(Z+7172) = Ty = C/(Z+12Z). Como Ty = Ty,
at +b

. Por
cn +d

) =j(m1). Por lo

. ., . az+
entonces existe una transformacién de Mobius pi tal que 5 =
cz

b
propiedades del j — invariante tenemos que j(72) = j(aT1 +
cr +d

tanto j(E) = j(F').

Supongamos ahora que F y E’ son dos curvas elipticas con el mismo j —
invariante, j(E) = j(E'). Sin perdida de generalidad podemos escribir las ecua-
ciones de Weierstrass de E' y E’ de la siguiente manera:

E =y’ =42° — gou — g3

E':y? =42® — gha — g5,
A g3 2793 AT gy = 2795
que si g2 = 0, entonces g5 = 0y g5 # 0 # g5 ya que A # 0. Esto nos hace

. . . g3 .
ver que existe un niimero complejo u tal que u® = ==, entonces es facil ver que

93
¢ : E — E' dada por ¢(z,y) = (u?z,uy) determina un isomorfismo entre E

y £

Por hipétesis j(E) Notemos

Si ga # 0 # g3, entonces g5 # 0 # g5. Utilizando la igualdad de los j —

invariantes se tiene que gig¥ = g5 g3, es decir, (g—?)?’ = (g—f’)2 Tomando u € C
92 3
tal que u* = Z—? de manera que u'? = (g—?)2 y ub = :I:g—?. Si el signo es negativo
? 3 93

multiplicamos a u por una raiz cuarta primitiva de la unidad y «* no cambia
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€ero u6 cambia solo de signo, en otras palabras, tenemos que U4 = 7g? u6 =
! ’ g
2

&8

La aplicacién ¢ : E — E'  ¢(z,y) = (ux,u3y) determina el isomorfismo entre
EyFE.0O

Finalmente hemos logrado llegar al Teorema que revela que la Familia de Toros
Complejos (mddulo isomorfismo), que es el mismo que el de curvas elipticas no
singulares, estd parametrizado por el conjunto C de los nimeros complejos. Esto
gracias a la funciéon j — invariante.

Teorema 13 La funcion j : H/T — C es un isomorfismo entre superficies de
Riemann.
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Capitulo 4

Resultados Clasicos en
Teoria Geométrica de
Invariantes.

En este capitulo se desarrollan los conceptos y resultados clasicos de la Teoria
Geométrica de Invariantes, que nos permiten conseguir la compactificacién del
espacio moduli de curvas elipticas no singulares. Para esto comenzamos con al-
gunas definiciones basicas.

Definicién. Sea R un anillo. El anillo A es una R-dlgebra si A es un R-mddulo
tal que r(ab) = a(rb) para todo r € Ry todo a,b € A. Una R-subdlgebra de A
es un R-submddulo Ay de A.

Definicién. Sean A y B dos K-dlgebras. Un homor fismo (isomor fismo) de
K-dlgebras es un homomorfismo (isomorfismo) de anillos

¢:A— B
tal que ¢(ra) = r¢(a) para todor € K y a € A.

Definicién. Una K-dlgebra A es finitamente generada si existe un entero
no negativo n y un ideal I en K|z1, ..., x,] tal que A = K[z1,...,z,]/1.

Por ejemplo si K es un campo y R = Klz1,...,2,] el anillo de polinomios
en n —wvariables con coeficientes en K, entonces R es obviamente una K-dlgebra

finitamente generada.

Denotamos por ¥, el grupo de permutaciones en {1,2,...,n}. Consideramos
la accién de %, en K[z, ..., 2,] de la forma

Yo X K21, oy xn] — K[x1, ..y 0]
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(0-7f(ml7 7xﬂ)) — g(f) = f(ma(l)a "’7xa(n))

El conjunto de invariantes
R¥ :={f € K[x1,....,x,) : 0(f) = fYo € £,}

es un subanillo de K21, ..., x,] y es llamado el anillo de funciones simétricas.
Este subanillo contiene a las funciones elementales:

filxy, e xn) =21+ ..+ 2y

f2(1317--~90n): Z T;T

fo(Z1, @) =129 -+ - Ty

Ademés se prueba que R¥" estd generado como K-dlgebra por fi, fa, ..., fn, €s
decir, cada elemento de R¥" puede escribirse de manera tinica como un polino-
mio en los f;. Por lo tanto R** es isomorfo al anillo K[f1, ..., fn] v asf R=" es
isomorfo a K|[z1, ..., ;] como K-dlgebra.

4.1. La accién natural de GL(n, K) en K".

Sea M, (K) el espacio vectorial de las matrices n x n con coeficientes en K
y GL(n, K) el grupo de matrices invertibles, con el producto de matrices como
operacién.

Una natural pero muy importante accién serd la multiplicacién. Sea G € GL(n, K)
un grupo de matrices. Consideramos la accién de G en el espacio afin K™ dada
por la multiplicaciéon usual

Gx K" — K"

Ln

Para ésta accidén, es natural preguntarse si K" /G es variedad afin sobre K y
si la aplicacién proyeccion

m: K" — K"/G

z+— O(x)
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es un morfismo de variedades. Mds adelante trataremos este problema con bas-
tante generalidad, aunque primero consideremos algunos casos mas simples.

Si G € GL(n, K) es un grupo. Un polinomio f € K[x1, ..., Z,] se dice invariante
bajo G si f(x) = f(Az) para todo A € G.

Si G = GL(n, K), entonces K" /G = {{0}, K™ — {0}}, donde 0 := (0,0,...,0) €
K™. Esto se debe a que si vemos a K" como un K — espacio vectorial y toma-
mos v; y w; € K™ —{0} y consideramos dos bases en K": U = {v1,v2, ..., 0} ¥
W = {wy,wa, ..ywy},y T : K™ — K" es la transformacién lineal determinada
por la regla T'(v;) = w;, i = 1,2,...,n, entonces T es un isomorfismo lineal y por
tanto [Tz = A, donde B es la base canénica en K" y A € GL(n, K) es tal que
A- V1 = wq - A.

Entonces podemos identificar a K™/G con el conjunto {0,1} C K que es afin
mediante el polinomio f(z) =2% —z € K], y

¢: K" — (0,1}
dado por

(2 ) 0 six;=0Vi
Lyeeeotn 1 sino

es un morfismo de variedades que corresponde a la proyeccién
m: K" — K"/G

x+— O(x).

4.2. Cocientes de variedades afines por grupos
algebaicos.
En esta seccion se generaliza lo que se observo anteriormente sobre condicio-

nes para que K™/G tenga estructura de variedad afin sobre K y la proyeccién
sea un morfismo.

Aunque las siguientes definiciones son dadas sobre cualquier campo K alge-
braicamente cerrado, eventualmente trabajaremos de manera concreta con el

campo C de los ntiimeros complejos.

Definicion. Un grupo G se dice algebraico sobre un campo K si es una va-
riedad algebraica sobre K y las operaciones de multiplicacion e inversos son
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morfismos algebraicos. Un grupo algebraico que es isomorfo a un subgrupo ce-
rrado de GL(n, K) se llama grupo algebraico lineal.

Definicion. Sean GGy y G5 grupos algebraicos, un homomor fismo de grupos
algebraicos es un homomorfismo de grupos ¢ : G; — G2, que es morfismo de
variedades algebraicas.

Ejemplo. Los grupos GL(n,K), SL(n,K) y PGL(n,K) son grupos algebrai-
cos lineales.

Proposicién 11 Un grupo algebraico lineal G sobre K posee un inico subgrupo
mazimal, normal, soluble y conexo. Este grupo de llama el radical de G.

Definicion. Un grupo algebraico lineal G se dice reductivo si su radical es iso-
morfo a un producto directo de copias de K*.

Ejemplo. Los grupos GL(n,K), SL(n,K) y PGL(n,K) son grupos reducti-
vos. Los subgrupos finitos de GL(n, K) son reductivos.

Ejemplo. El subgrupo de GL(4,C) definido por

L g v By
_ 01 0 ~ . x
G=A{ 00 a af caeCp8,yeC}
0 0 0 «

no es reductivo.
Definicién. Una accidn de un grupo algebraico G en una variedad X es un

morfismo entre variedades
c:Gx X —X

(g.2)—g-x
tal que, para todo g1,92 € G, x € X,

g1(g2x) = (9192)7

donde e es el neutro de G.

Si W C X es un subconjunto, decimos que W es G — invariante si g -w € W
Vg € G.

Supéngase que G es un grupo algrebaico lineal y actia en una variedad X (afin
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en K"*! o proyectiva en K P"), entonces decimos que G actia linealmente en
X si existe un homomorfismo de grupos algebraicos

p:G— GL(n+1,K)
tal que la accién de G en X es la inducida por la accién

G x Kn+1 N Kn+1

(gv (I07$17 7xn)) — p(g)(xov -~-7In)

Un homomorfismo de grupos algebraicos
p:G— GL(n+1,K)
es llamada una representacion racional de G sobre K.

Si G acttia linealmente en X, también decimos que esta accién de G es lineal
en X.

Definicién. Un grupo algebraico lineal G se dice geometricamente reductivo
(linealmente reductivo) si, para accién lineal de G en K™,y cada punto v € K™,
v # 0, invariante por la accién de G i.e, g-v = v Vg € G, existe f € K[x1, ..., Tp],
homogeneo, invariante bajo G, de grado mayor o igual a uno (igual a uno) tal

que f(v) #0.

Teorema 14 Si K es un campo algebraicamente cerrado y de caracteristica
igual a cero, entonces es equivalente que:

1.- G es reductivo.
2.- G es geometricamente reductivo.

3.- G es linealmente reductivo.

Nagata y Miyata probaron en 1963 que en general se vale que si G es geome-
tricamente reductivo, entonces G es reductivo; para caracteristica cero, Weil
probd que si G es reductivo, entonces G es linealmente reductivo; y es obvio que
si G es linealmente reductivo, entonces G es geometricamente reductivo. Asf se
consigue la equivalencia.

También, en 1974 se prob6 por Haboush que en campos de caracteristica arbi-

traria, se cumple que si G es reductivo,entonces G es geométricamente reductivo.
Estas equivalencias seran fundamentalmente ttiles en el caso de trabajar con C.
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Definicion. Sea G un grupo algebraico y R una K-dlgebra. Una accion racional
de G en R es una aplicacién
GXxR—R

(9, f)— fg

que satisface las siguientes propiedades:

1)Vf € Ry g1,92 € G, se cumple que f99 = (f9)% y f¢ = f (i.e,(f,9) — fg
es una accién).

2) Dado g € G, la aplicacién f — f9 es un automorfismo de K —algebras de R.

3) Para cada elemento r € R existe un K — subespacio vectorial W de R
de dimensién finita n (W = K™), el cual contiene a r, es invariante bajo G y
sobre el cual G actia linealmente (i.e, mediante un morfismo de grupos alge-
braicos p : G — GL(n)).

Un resultado fundamental para el caso de acciones en variedades afines es:
Teorema 15 (Nagata). Sea G un grupo reductivo actuando racionalmente en

una K-algebra finitamente generada A. Entonces A = {f € A : f9 = f
Vg € G} es una K-élgebra finitamente generada.

La traduccién del teorema de Nagata a la Geometria Algebraica, nos da el
teorema central de acciones de grupos en variedades afines, que es:

Teorema 16 Sea G un grupo reductivo actuando en una variedad afin X. En-
tonces existe una variedad afin Y y un morfismo ¢ : X — 'Y tal que

1. ¢ es G — invariante, es decir,

P(gz) ==
Vg € G.

2. ¢ es sobre.

3. 51U CY es abierto, entonces
¢ A(U) — A(¢~H(U))
fr—1fo¢

es un isomorfismo sobre A(¢~(U)).

4. Si Wy y Wa son subconjuntos G — invariantes, cerrados, disjuntos, entonces

op(W1) Nop(W2) =2
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5. Si W es un subconjunto G — invariante cerrado de X, entonces ¢(W) es
cerrado en Y .

Notar que en la hipétesis de el teorema no se pide que G actiie linealmente en
X; y la variedad Y es una variedad afin.

4.3. Cocientes de Variedades Proyectivas por Gru-
pos Algebraicos.

En esta seccion se enuncia el principal Teorema de la Teoria Geométrica de
Invariantes en el contexto de variedades proyectivas.

Para empezar daremos las siguientes definiciones que aplican en variedades afi-
nes o proyectivas.

Trabajaremos suponiendo que G es un grupo algebraico actuando en X.
Definicién. Un buen cociente de X por G es una pareja (Y, ¢) donde Y es
una variedad y ¢ : X — Y es un morfismo afin que satisface las condiciones

1-5 del Teorema 10.

Definicién. Un cociente categorico de X por G es un par (¢,Y), donde Y
es una variedad y ¢ es un morfismo tal que:

1. ¢ es constante en las orbitas de la accidn.
2. Para cada variedad Y; y morfismo ¢; : X — Yj constante en Orbitas,

existe un unico morfismo x : Y — Y tal que y o ¢ = ¢;1. Es decir, el siguiente
diagrama conmuta:

Si (¢,Y) es un cociente categérico de X por G, y ademds para todo y € Y,
¢~ 1(y) consiste de s6lo una érbita, entonces (¢, Y) es llamado espacio de drbitas.

Proposicién 12 Si (Y, ¢) es un buen cociente de X por G, entonces (Y, ¢) es
un cociente categorico.
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Definicion. Un cociente geométrico es un buen cociente que ademas es un
espacio de érbitas.

Proposicién 13 Sea (Y, ¢) un buen cociente de X por G. Entonces se cumplen
las siguientes afirmaciones:

1. ¢(z1) = ¢(x2) siy sdlo si O(x1) NO(x2) # 2.

2. Sila accion de G en X es cerrado, entonces (Y, @) es un cociente geométrico.

Una accién lineal de G sobre X define una acciéon de G sobre el anillo de poli-
nomios en n + 1 variables con coeficientes en el campo:

G x K[xg,T1,....n] — Kxo, 21, ..., Ty

(9, f)— fg

donde fg(xo,21,...,xn) = f(g9(x0,21, ..., 2n)). Recordemos que el polinomio f
se dice invariante por la accién si f = f9 Vg € G.

Definiciéon. Decimos que x € x es:
1. Semi — estable si existe f, polinomio invariante, homogeneo, de grado mayor
o igual que uno tal que f(z) # 0. Denotaremos el conjunto de puntos semi-
estables de X por X*%.
2. Estable si es semi-estable,

dimO(x) = dim@,

y O(z) es cerrada en X**. El conjunto de puntos estables de X lo denotaremos
por X°®.

3. Los puntos que no son semi-estables se denominan inestables. Este conjunto
se llama el cono nulo, y se denota por CN.

Teorema Fundamental de Teoria Geométrica de Invariantes en Va-
riedades Proyectivas:

Teorema 17 Sea G un grupo reductivo actuando linealmente sobre una varie-
dad proyectiva X, entonces

1. Existe un buen cociente (Y, ®) de X*° por G donde Y es proyectivo.

2. Eziste Y C Y abierto tal que ¢~ 1(Y*) = X y (Y*,¢) es un cociente
geométrico de X® por G.
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8. 81 x1,x0 € X%, entonces

d(x1) = ¢(x2) siy sdlo si O(x1) N O(x2) N X*° £ &

La parte mds importante del Teorema es el hecho de que Y es una variedad
proyectiva. FEsto nos permite pensar a'Y como una compactificacion natural del
cociente X*/@.

4.4. Subgrupos a un parametro.

El objetivo de esta secciéon es enunciar un criterio que caracterice cuando
un punto es estable o semiestable, evitando los calculos que se desprenden de
aplicar directamente la definicién, pues este es por lo general muy dificil.

Supondremos que G es un grupo reductivo que estd actuando en una varie-
dad X en CP"™, y que tal accién se extiende a una accién de G en C"*!' que
deja invariante al cono sobre X.

Teorema 18 Sean v € X y & € C" un punto sobre x. Entonces:

1) x es semi-estable si y sélo si 0 ¢ O( );

2) x es estable si y solo si el morfismo
oz 1 G — C"T
oz (9) = 9
es propio.

Definicién. Un subgrupo a un pardmetro de G es un homomorfismo de grupos
algebraicos
A Cr— G

Sea A un subgrupo a un parametro de GG. Entonces dado t € C*, la aplicacion
)\(t) . (CnJrl _ (Cn+1
T — At)Z

es lineal, la cual podemos diagonalizar sobre C: Es decir, existe una base eq, ..., e,

en C™*! tal que
)\(t)ei = ai,(t)ei

con a;(t) € C*. Ademds para cada i € [0,n], la aplicacién
o C"— C*

t— a;(t)
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es morfismo de grupos. Por lo tanto «;(t) = ¢ con algin r; € Z. Hemos visto
entonces que dado t
)\(t)ei = trl€i

para algunos r; € Z.

Identifiquemos a C* como un abierto en la linea proyectiva CP! = C* U {0, 0o}.
Si X € CP" es una variedad proyectiva y ¢ : C* — X es un morfismo,
entonces existe una tnica extension

¢ :CP' — X C CP",

donde X denota la cerradura (Zariski) en CP™. Asi podemos entonces definir
las expresiones

lfm ) (t)

t—0

lim ().

t—oo

Entonces se deduce que 1) es propio si y sélo si im0 9(t) y im0 9)(t) no
existen en X.

Ahora escribimos & = ) Z;e; en esta base, de tal forma que
)\(t){fl = Zt”fie“

y definimos
w(x, A) = max{—r; : £; # 0}

= tinico entero p tal que lim;_,o t*\(¢)Z existe y es distinto de 0.

Note que
w(z,A) >0 <= 1%1’1% A(t)Zno existe,

wa, ) =0« ch'r% At)x # 0.

Con las anteriores observaciones y usando el teorema 12 obtenemos el siguiente
resultado:

Teorema 19 Sea G un grupo reductivo actuando linealmente en una variedad
proyectiva X en CP™, entonces

x es semi-estable <= p(xz,\) > 0 para todo subgrupo a un pardmetro \ de
G,

x es estable <= p(x, ) > 0 para todo subgrupo a un pardmetro X de G.
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Teorema 20 Supdngase que SL(C,n) actia linealmente sobre una variedad
proyectiva X. Un punto x € X es estable (semi-estable) para esta accidn si
y solo si p(gz,A) > 0 (> 0) para todo g € SL(C,n) y todo subgrupo a un
pardmetro X de SL(C,n) de la forma A\(t) = diag(t"™,...,t™) con > r; = 0,
r1 > 1o > .. > Ty, no todos los r; iguales a cero. (%),

4.5. Compactificacién de las cibicas planas.

En esta seccién consideramos el caso en donde G = SL(C,3) y X es la fa-
milia de las curvas cubicas planas.

Cualquier curva de estas esta determinada por uno y s6lo un polinomio f(x) €
Clzo, 1, z2], donde f(z) es homogéneo de grado 3.

Entonces si escribimos
f = as0a} + an123ws + arp2123 + agsri+
a2020TT + a11T0172 + A2T0TS
+a10x(2)x1 + amxgxg
+agozy,

notamos que f esta univocamente determinado por sus coeficientes hasta mul-
tiplo escalar. Es decir, X est4 en corresondencia con CP?. Asi vemos de manera
natural la estructura de variedad proyectiva de X.

Recordemos que un punto z € CP? es un punto singular de la curva defini-
da por f y todas sus derivadas parciales se anulan en x.

Nosotros queremos distinguir entre puntos dobles y puntos triples y referirnos a
tangentes a la curva en punto doble.

Definicion:
1) (1,0,0) es un punto triple <= ago = a10 = ap1 = a20 = a11 = ag2 = 0.
2) (1,0,0) es un punto doble <= la tangente a (1,0,0) son las lineas definidas

por la ecuacién
2 2
20T + a11T1T2 + Ag2T5.

Se puede notar que
1) (1,0,0) es singular <= agg = a19 = ag1 = 0.
2) Para cualquier ¢ € SL(C,3), 2 es un punto singular (doble o triple) de f

si y sélo si gz es un punto singular (doble o triple) de ¢ - ; ademds ¢ preserva
tangentes.
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Teorema 21 (Criterio de estabilidad y semi-estabilidad.) Una curva cibica pla-
na es estable si y solo si, esta es no singular; y es semi-estable si y solo si esta
no tiene puntos triples ni puntos dobles con una unica tangente.

Demostracion: Sabemos por el teorema 20 que una curva cubica es no estable
(no semi-estable) si y sélo si esta es equivalente bajo la accién de SL(C,3) a
una para la cual p(f,A\) <0 (< 0) para todo A : C* — SL(C, 3) subgrupo a
un parametro de la forma (x)s.

También tenemos que
w(f,N) =maz{(3 —i—j)ro +ir1 + jre : a;; # 0}

Consideremos primero la condicién para semi-estabilidad. Notemos que si pu(f, A) <
0 entonces agg = a9 = ap1 = azp = a11 = 0. Entonces si age = 0, (1,0,0) es
punto singular de f, y si ag2 # 0, entonces (1,0,0) es un punto doble con una
tinica tangente dada por agzx3. Por lo tanto si f no tiene puntos triples ni dobles
con una tunica tangante, entonces f es semi-estable.

Inversamente, si agg = a19 = ap1 = azo = a11 = 0, entonces tomamos rg = 3,
r1=—1,ro = =2,y asi u(f,\) < 0. Esto prueba la segunda parte del teorema.

Ahora consideramos la condicién para estabilidad. Supéngase que f tiene un
punto singular z. Podemos ademds suponer que z = (1,0,0), entonces agg =
a1p = ag1 = 0. Tomemos 79 = 2, r1 = 15 = —1, y asi obtenemos que pu(f,\) <0,
por tanto f es no estable.

Sélo falta ahora ver que si p(f,A) < 0 para algin A de la forma (x)3, entonces
f tiene un punto singular. Supéngase que p(f, \) < 0, entonces agp = aig = 0.
Si ap; = 0 hemos terminado pues entonces (1,0,0) es un punto singular de f.
Si ag1 # 0, entonces como u(f,\) < 0, obtenemos que 2rg + r2 < 0, entonces
ry =1gy ro = —2r9. Para estos valores r;, se tiene que

u(f; A) = maz{(3 — 37) : ai; # 0},

entonces p(f,\) < 0 siy sélo si a;0 = 0 Vi. Entonces podemos escribir que
f = xo f’ para algin polinomio f” de grado 2. Por lo tanto f es singular en todo
punto tal que o = f/ =0. 0
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Conclusion:

Usando el Teorema principal de GIT, sabemos que la compactificacién de X* (el
conjunto de puntos estables) se logra agregando a este los puntos de X*%/X*,
i,e. los que sean semiestables pero no estables, y gracias al Teorema de clasifi-
cacién de estabilidad y semi-estabilidad, concluimos que la compactificacién del
conjunto de curvas elipticas no singulares X* se obtiene agregando a este las
curvas que sean singulares y cuya singularidad satisfaga la condicién para semi-
estabilidad. Ademads nos interesamos sélo en tales de estas curvas que también
sean irreducibles.

Como vimos en la seccién de curvas singulares, una curva E dada por la ecua-
cién y? = 23 +ax+0b es singular si y s6lo si el discriminante Ap = 4a3+27b% = 0
6 equivalentemente el polinomio f(x) = 2% + az + b tiene alguna rafz con multi-
plicidad > 2. Entonces las curvas dadas por By : 42 = 2% y Ey 1 y? = 22(x + 1)
representan (hasta equivalencia) las clases de curvas singulares. La primera re-
presenta el caso tipico de una curva dada por un polinomio con una unica raiz,
esta es llamada curva nodal. La segunda representa el caso tipico dado por un
polinomio con dos raices. Sin embargo la curva asociada a la ecuacién 32 = 3,
llamada curva cuspidal, no cumple la condicién de semi-estabilidad, pues el pun-
to (0, 0) es una singularidad de E; con una tangente doble, a saber la recta y = 0.

Finalmente, consideremos la curva dada por y? = z%(z + 1). Esta curva es
singular unicamente en el punto (0,0), y por el ya vimos que pasaban dos rec-
tas tangentes, una dada por la direccién del vector (2,3) y otra por el vector
(—2,3). Esto prueba que esta curva es un punto semi-estable y el unico hasta
equivalencia. Por lo tanto la curva dada por la ecuacién y? = z?(x + 1) logra
la compactificacién de la Familia de Curvas Elipticas no singulares (Ver Figura
4.1).

"
¥ e \

Figura 4.1: La curva nodal de de la ecuacién y? = z2(x + 1).
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